
Wintersemester 2017/18
Analysis 3
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Aufgabe 1. Seien A ⊂ Rm, B ⊂ Rn. In dieser Aufgabe vereinbaren wir 0 · ∞ := 0.

(a) Zeigen Sie L(m+n)∗(A×B) ≤ Lm∗(A)Ln∗(B). (4 Pkt.)

(b) Man nehme an dass A,B Lebesgue-messbar sind. Zeigen Sie dass A× B auch Lebesgue-messbar ist und
Lm+n(A×B) = Lm(A)Ln(B). (6 Pkt.)

Aufgabe 2. Sei T = IdRn +λei ⊗ ej , i 6= j, λ ∈ R.

(a) Sei Q ⊂ Rn ein Quader. Zeigen Sie L∗(TQ) ≤ L(Q), wobei TQ = {Tx | x ∈ Q}. (4 Pkt.)

(b) Sei A ⊂ Rn. Zeigen Sie L∗(TA) ≤ L∗(A). (3 Pkt.)

(c) Folgern Sie aus der letzten Teilaufgabe dass L∗(TA) = L∗(A) sowie dass TA genau dann Lebesgue-messbar
ist wenn A Lebesgue-messbar ist. (3 Pkt.)

Aufgabe 3. (a) Sei A ⊂ Rn Lebesgue-messbar und f : A → Rn Lipschitz. Zeigen Sie dass f(A) ebenfalls
Lebesgue-messbar ist. (3 Pkt.)

(b) Sei A ⊂ Rn und f : A → Rn eine Lipschitzfunktion mit Lipschitzkonstante L. Zeigen Sie L∗(f(A)) ≤
CLnL∗(A) mit einer dimensionsabhängigen Konstante C. (3 Pkt.)

(c) (Spezialfall eines Satzes von Morse) Sei f : R → R stetig defferenzierbar und A = {x ∈ R | f ′(x) = 0}.
Zeigen Sie L(f(A)) = 0. Hinweis: betrachten Sie eine Umgebung von A. (4 Pkt.)

Aufgabe 4. (a) Finden Sie eine Umgebung U von Q in R sodass R \ U positives Lebesgue-Maß hat. Ins-
besondere ist das Innere von R \ U leer. (2 Pkt.)

(b) (Borel-Cantelli) Seien Ak ⊂ Rn Lebesgue-messbar und
∑

∞

k=0 L(Ak) < ∞. Sei A = lim supk Ak := {x ∈
Rn | x ∈ Ak für unendlich viele k}. Zeigen Sie L(A) = 0. (4 Pkt.)

(c) Gibt es eine σ-Algebra die als Menge abzählbar unendlich ist? (4 Pkt.)

Anzeige. Die Fachschaft Mathematik feiert am 23.11. ihre Matheparty in der N8schicht. Der VVK findet am
Mo. 20.11., Di. 21.11. und Mi. 22.11. in der Mensa Poppelsdorf statt. Alle weitere Infos auf fsmath.uni-bonn.de
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