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[18.10. 2016, Vorlesung 1]

1 Einfiihrung

1.1 Das Problem der Volumendefinition

Fiir eine Menge A bezeichte P(A) die Potenzmenge, d.h. die Menge aller
Teilmengen von A. Gesucht wird eine Abbildung p : P(R") — [0, oo fiir die
gilt:

(i) Ist A C B C R", so gilt u(A) < pu(B) (Monotonie);

(ii) Ist 7' : R™ — R" eine affine Isometrie und A C R", so gilt u(T'A) =
p(A) (Euklidische Invarianz);

(iii) w([0,€]™) = €™ fiir alle £ > 0 (Normierung);

(iv) Sind Ag, A1, ..., Aj,... abzdhlbar viele paarweise disjunkte Teilmengen
des R"”, so gilt

pl U4 | =D mAy) (L.1)
j=0 j=0

(o-Additivitét).

Wir werden demnéchst sehen, dass keine solche Abbildung existiert. Die
Anforderungen werden deshalb ab Kapitel 2 abgeschwicht.

Man kann (iii) durch die scheinbar schwichere Bedingung x([0, 1]") = 1
ersetzen.

1.2 Das Beispiel von Vitali

Satz 1.1 (Vitali 1905). Es gibt keine Abbildung p : P(R™) — [0, 00] mit
den FEigenschaften (i)—(iv). Das gilt auch wenn (ii) durch die schwdichere
Bedingung

(ii°) Fiir alle x € R™ und alle A C R™ gilt p(x + A) = u(A)
ersetzt wird.

Notation: Fiir eine Menge M C R™ und a € R" definieren wir die Menge
a + M durch
a+M:={a+x:x€ M}
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Beweis. Wir nehmen an, dass eine Abbildung p existiert, so dass (i), (ii’),
(iii), (iv) erfiillt sind, und suchen einen Widerspruch. Wir betrachten auf
A =1[0,1]" folgende Aquivalenzrelation:

x~y, fallsx —y € Q™. (1.2)

Sei My C A eine Teilmenge, die aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Ele-
ment enthélt (hier wird das Auswahlaxiom benutzt!). Das bedeutet, dass: (i)
fiir jedes x € A ein y € M existiert, so dass = ~ y; und (ii) falls z,y € M)
mit x ~ y gegeben sind, dann xz = y.

Die Menge Q"N[—1, 1]™ ist abzéhlbar. Daher gibt es eine bijektive Abbil-
dung z : N — Q"n[—1,1]". Wir fassen zx als Folge auf und schreiben xj, statt
x(k). Wir kénnen annehmen, dass xy = 0. Wir definieren My, = My + xy.
Dann folgt:

(a) fiir h # k gilt My N My, = (.
Beweis: sonst gébe es y,z € My mit y + a2 = 2z + x, was y ~ 2
impliziert. Aus der Definition von My folgt dann y = z. Aber aus
xp, # xy, folgt y # z, ein Widerspruch.

(b) fiir alle h € N gilt u(Mp,) = p(Mo) < p(A) = 1.
Beweis: folgt aus (i), (ii’).

(c) [0,1]" C | J M.
heN
Beweis: Sei y € [0,1]". Dann gibt es z € My mit y ~ z. Dann gilt
y—z € Q"N [—1,1]". Deshalb gibt es ein A mit x;, = y — z, und
y=z4+x € Mp.

@ | Mpcl-1,2

Beweis: Sei y € Mpy. Dann gibt es z € My mit y = xp, + z. Aus
xp € [—1,1]" und z € [0, 1]" folgt y € [—1,2]™.

Wir unterscheiden jetzt zwei Félle. Falls u(Mp) = 0, dann fithrt (c) zu
1= p([0,1]") < (U Mh> = u(My) =0, (1.3)
heN heN
einem Widerspruch. Falls p(Mp) > 0, dann folgt aus (d) dass

3" = u([~1,2]") > p (U Mh> => (M) = oo, (1.4)

heN heN

ebenfalls ein Widerspruch. 0
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1.3 Die Beispiele von Hausdorff und Banach-Tarski

Eine natiirliche Abschwichung von (iv) ist folgende:

(iv’) Sind Ag, A1, ..., A endlich viele paarweise disjunkte Teilmengen des
R™, so gilt
k k
p U] =S uay). (1.5)
=0 =0

Wir zeigen demnéchst, dass fiir n > 3 keine Abbildung p : P(R™) — [0, oo]
existiert, die (i), (ii), (iii), (iv’) erfiillt. Die Situation in Dimension n = 1
und n = 2 ist aber anders!.

Notation: By := {z € R™ : |z| < 1} ist die offene Einheitskugel in R",

wobei |z] := /> 2 die euklidische Norm bezeichnet.

Satz 1.2 (Hausdorff 1914). Es gibt abzdihlbar viele Vektoren {vp}nen C R3,
so dass die Menge

K={zecR3: |z|<1,2# Xy, YA€RheN} (1.6)

folgende Eigenschaft hat:
Es gibt finf paarweise disjunkte Teilmengen Ki,...,Ks C K und zwei
Rotationen ¢, ¥ € SO(3), so dass:

K=K UKyUK3UK4U K5 (1.7)

und
K=K UpKy=K3UyKy, K NpKys=KsNopKs=10 (1.8)

gilt.

Satz 1.3. Es gibt keine Abbildung p : P(R™) — [0,00] die (i), (i), (i),
(iv”) erfillt.

Beweis. Sei p eine solche Abbildung. Aus [-1/2,1/2]3 € By C [-1,1]? folgt,
dass
p(B1) = p({z € R*: |z <1}) € [1,8] . (1.9)

Seien jetzt vy Vektoren wie im Satz 1.2, und

M=B\K={xeR?: |z| <1,z=2>vy, fiirein \€ R undh e N}.
(1.10)
Wir koénnen annehmen, dass |v,| = 1 fiir alle h und dass v, # v und
vy # —uy, fiir alle h # k.
Wir zeigen zuerst, dass u(M) = 0 (und deshalb u(K) = u(B)).

lygl. z.B. Jiirgen Elstrodt, MaB- und Integrationstheorie, Springer-Lehrbuch
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Behauptung 1 Es gibt ein e € 0B; so dass
eé¢ U span (vg, vg).

k,heN:k£h

Beweis: Sei S die Menge der Vektoren in 0Bj, die zu einer der Ebenen
Eyp, := span (vg,vp), b # k, senkrecht sind. Da fiir jede Ebene zwei solche
Vektoren existieren, ist S abzéahlbar. Da 0Bj iiberabzéhlbar ist, existiert ein
d € OBy \ S. Man betrachte jetzt die Menge T'= {z € B; : - d = 0}. Die
Ebene dt := {z : z - d = 0} ist nicht parallel zu einer der Ebenen Ejj, und
beide Ebenen enthalten den Nullpunkt. Daher ist d* N E}p, eine Gerade.
Somit gilt # (7' N Ej ) = 2 fur alle h # k. Da T {iberabzéhlbar ist, gibt es
e € T so dass e € Eyp, fiir alle h # k.

Behauptung 2 u(M) = 0.
Beweis: Sei, fiir t € [—1, 1], M; = M +te. Fiir s # ¢ sind M, und M, disjunkt,
weil aus Avp, + se = Mg +te und s # t folgt, dass e € span{vg, vy }. Aus der
Translationsinvarianz folgt pu(M;) = u(M).

Fiir alle k € N gilt U_, My C [~2,2]3, und mit

k
k(M) = 3 p(My-) = o (Us My ) < (=22 = 64, (111)

n=1

folgt (M) = 0.

Aus p(B1) = p(K) + p(M) und Behauptung 2 folgt p(K) = p(B1) €
[1,8]. Aber aus Satz 1.2 folgt

p(K) = p(K1) + p(K2) + p(Ks) + p(Ks) + p(Ks) (1.12)

= n(K1) + p(Ka) (1.13)

= p(K3) + p(Kq), (1.14)

was ((K) > 2u(K) impliziert, ein Widerspruch. O

[18.10. 2016, Vorlesung 1]
[20.10. 2016, Vorlesung 2]

Der Beweis von Satz 1.2 besteht aus drei Schritten

e Konstruktion einer abstrakten abhzédhlbaren Gruppe W, welche dis-
junkte Zerlegungen

5
W:UWZ':W1UQOW2:W3U¢W4
=1

besitzt (einfach, siehe Lemma 1.4)
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e Realisierung der abstrakten Gruppe W als Untergruppe GG der Rota-
tionsgruppe SO(3) (siehe Lemma 1.5)

e Die Menge K wird so definiert, das G fixpunktfrei auf K operiert, d.h.
Vge G\{ld}Vz e K gx#=z

. Dann ldsst sich die Zerlegung aus der Zerlegung von G eine disjunkte
Zerlegung K = U?:l K; analog zur Konstruktion im Beispiel von Vitali
(Satz 1.1) konstruieren.

Konstruktion der abstrakten Gruppe W Zur Konstruktion der ab-
strakten Gruppe W betrachten wir zwei abstrakte Elemente ¢ und ¢ sowie
deren formale Inverse ¢ ~! und ¢y ~! (man kann sich ¢ und ¢ als invertierbare
Matrizen vorstellen, siche unten).

Wir nennen ein k-Tupel w = (p1,p2,...,pr) Wort der Linge k, falls
pj € {p, o L, und pjpji1 # Id fiir alle j mit 1 < j < k. Die leere
Menge 0 ist ein Wort der Lénge 0. Die Menge der Worter wird mit W
bezeichnet.

Wir definieren jetzt ein Produkt - : W xW — W. Falls wy = (pu, ..., pj)
und wy = (p},...,p}) € W, dann entsteht das Wort wy - wp aus dem Tu-
pel (p1,-.-,pj, Phs- -+, p)) durch iteratives Kiirzen aller Paare oot ¢ 1o,
Yp~1, p~ 1. Falls sich alle Terme wegkiirzen ist wy - wo das leere Wort 0.
Weiterhin definieren wir w -0 =0 - w = w.

Man sieht leicht, dass W mit diesem Produkt eine Gruppe bildet. Das
neutrale Element ist (). Das inverse Element zu (p1, ..., px) ist durch
(plzl, ..., p1 ") gegeben. Beispiele:

W0,0) - (¢ H 07 ) = (o, Whe) T = (0o The).
(1.15)
Man nennt W die freie Gruppe mit Erzeugern ¢, ¢.

Wir kommen jetzt zu den gewiinschten Zerlegungen. Sei W, die Menge
der Wérter, die mit o € {p, o1, 4,971} anfangen, und W, = {@}. Dann ist
klar, dass W die Vereinigung der fiinf disjunkten Mengen We, Wy, W,,-1,
Ww, Wwfl ist.

Lemma 1.4. Die Gruppe W besitzt die disjunkten Zerlegungen
W =W, UpW,-1 =Wy UipWy

Beweis. Sei w € W\ W, dann féngt w nicht mit ¢ an. Deshalb gibt es im
Produkt ¢~ 'w keine Kiirzung, und v’ = ¢~ lw € W,-1. Daher gibt es fiir
alle w € W\ W,, ein w’ € W,,-1, so dass w = pw’. Daher gilt

W =W, UeW, 1. (1.16)
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Auflerdem gilt
W, N QOW(pfl = 0.

Falls némlich w’ = (p{, ph, . . ., pj,) € W1 soist pj = ¢~ und somit p # .
Daher ist pw’ = (p5,...,p,) € W, (fiir k = 1 ist pw’ = 0 ¢ W,,). Analog
zeigt man die disjunkte Zerlegung W = Wy, U YW, 1. O

Realisierung von W als Untergruppe von SO(3). Sei

1 _2v2 1 0 0
3 3 ) 23
P = %ﬁ % of. ¢=1{0 2\% _1T . (1.17)
0 0 1 0 == 3
Es ist klar, dass
0,1 €SOB)={FecR¥>3: FTF =1d,det F = 1} . (1.18)
Zu einem Wort (p1, ..., px) assozieren wir die Matrix

F((p1,---spk)) = p1p2- - pi-
Wir definieren F'(§) = Id. Damit gilt £ : W — SO(3).

Lemma 1.5. Es gilt F(wjw2) = F(w1)F(w2), und die Menge G = F(W)
ist eine Untergruppe von SO(3). Weiterhin F : W — G ist bijektiv und
somit ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der Definition des Produkts
auf W. Aus der ersten Aussage folgt, dass da F(w™ ) F(w) = F(w lw) =
F(0) = Id. Daher ist F(w™!) das inverse Element zu F(w) und G eine
Untergruppe von SO(3)

Es bleibt zu zeigen, dass F injektiv ist (hierfiir ist die spezielle Form
von ¢ und v relevant!). Falls F(w;) = F(ws), dann F(wjw;') = Id. Es
reicht deshalb zu zeigen, dass fiir alle Worter mit einer Lénge grofler 0 die
Bedingung F(w) # Id erfiillt ist. Der Beweis wird unten ausgefiihrt. O

Beweis des Satzes 1.2. Definiere G, = F(W,). Da F bijektiv ist, besitzt G
die disjunkte Zerlegung

G=GcUGpyUG,-1 UGy UG-, (1.19)

wobei Ge = F(0) = {Id}. Aus Lemma 1.4 folgt auBerdem, dass G die
disjunkten Zerlegungen

G=G,UpG,1 =Gy UGy, (1.20)

besitzt.
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Fiir g € G sei ry = {x € R3 : gx = z}. Da G C SO(3), ist fiir jedes
g # Id die Menge r, ein eindimensionaler Unterraum von R3 (d.h., eine
Gerade, die 0 enthilt). Sei

K={zeR:|a|<1}\ |J 7y (1.21)
g€G\{Id }
Auf K sei die Aquivalenzrelation

x ~y, falls 3g € G mit x = gy (1.22)

definiert. Sei A C K so gewihlt, dass A genau ein Element aus jeder Aqui-
valenzklasse enthélt (Auswahlaxiom !). Aus dieser Definition folgt:

fiir jedes x € K gibt es genau ein g € G und genau ein y € A mit x = gy.
(1.23)
Beweis: Existenz von y und ¢ und Eindeutigkeit von y folgen aus der Defi-
nition von A.  Falls z = gy = ¢'y, so folgt g~'¢'y =y, oder y € r,-1,. Aus
der Definition von K, und der Eigenschaft y € K folgt, dass g~ '¢’ = Id und
somit g = ¢'.
Aus (1.23) und (1.19) folgt, dass K die disjunkte Vereinigung der fiinf
Mengen
A=GA, GoA, Gy A, GyA, G, A (1.24)

ist. Hierbei haben wir die Notation
GoA:={gy:9€G,,yecA}

benutzt. Gleichzeitig folgt aus (1.23) und (1.20), dass K die disjunkte Ver-
einigung der zwei Mengen

Gy,A und oG, A (1.25)

ist. Analog ist K die disjunkte Vereinigung von
GypA und PGy A. (1.26)
O

[20.10. 2016, Vorlesung 2]
[25.10. 2016, Vorlesung 3|

Schlufl des Beweises von Lemma 1.5. Wir betrachten wie oben

Po-mZ o) /1 2o
0 0 1 0 0o 3

10 [21. APRrIL 2017]



L3 0 0
¢:§ 0 1 —2V2
0 2v2 1

Die Inversen sind gegeben durch ¢! = ¢ und ¢~! =T also durch

1 1 22 0 (3 0 0
g0_1:§ -2v/2 1 0], w—lzg 0 1 2v2
0 0 1 0 —2v2 1
Wir miissen zeigen, dass
p1p2.- - pp 7 1d (1.27)
falls
pi€{p e ™'Y und pjpjp AId firj=1,...,k—1, (1.28)

d.h., falls (p1,...,px) ein Wort der Linge k > 1 ist.

Dieses Problem vereinfacht sich erheblich durch einen geschickten Ko-
ordinatenwechsel (statt der Koordinaten (x1,z2,73) im R?® benutzen wir
Koordinaten (y1,v/2y2,y3); dadurch verschwinden die Terme mit /2 aus
den Matrizen). Sei allgemein H eine invertierbare 3 x 3 Matrix und sei

p:=H 1pH.
Dann reicht es zu zeigen, dass fiir jedes nichtleere Wort (p1, p2, ..., p) gilt
pip2. .. pr #1d. (1.29)

[Beweis der Aquivalenz (1.29) und (1.27): setze die Definition p; = H='p; H
ein, multipliziere beiden Seiten in (1.29) mit H von links und H ! von rechts
und ersetze alle Produkte HH ! durch Id. ]

Wir wahlen nun

0 0
H= V2 0
0 1

1

0

0
Dann gilt (zweite Spalte wird mit /2 multipliziert, zweite Zeile wird durch
V2 dividiert)

L1 40 - 1 40

g=-(2 1 o0 o1 -2 1 0 (1.30)
S\ o0 3 0 0 3

(30 0 - 3.0 0

p==[01 -2 Pl 0 1 2 (1.31)
3\0 4 1 0 —4 1

Die Behauptung (1.29) folgt nun aus den folgenden Aussagen. Fiir jedes

Wort der Liange k > 1 gilt:
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(i) Alle Eintrige der Matrix 3%p; ... gy sind ganzzahlig;
(ii) nicht alle Eintriige der Matrix 3%5; ... p sind durch 3 teilbar.

Aus ii) folgt sofort, dass p;...pr # 1d.

Aussage i) ist klar, da das Produkt der ganzzahligen Matrizen 3p; ganz-
zahlig ist.

Zum Beweis von ii) kann man mit Restklassen bei Teilung durch 3 ar-
gumentieren. Wir fithren fiir z,y € Z die folgende Notation ein:

r=y <= x—y ist durch 3 teilbar
def

(ausfiihrlicher kann man auch x = y mod 3 schreiben). Man sieht leicht, dass
aus z = 2’/ und y = ¢/ die Relationen x4y = 2’ +y’ und zy = 2’y folgen. Fiir
jede Zahl z € Z gibt es genau ein y € {—1,0,1} mit # = y. Seien a,b € R3.
Dann bezeichnet a ® b die Matrix mit den Eintrigen (a ® b);; = a;b;.

Mit diesen Bezeichnungen gilt

1 -1 0
3p=1-1 1 0] =(e1—e2)®@(e1—e2) =0, @0, (1.32)
0 0 O
- 10
3pl=11 1 0| =(e1+e2)®(e1+e2) =v,1 @0, (1.33)
0 00
/00 0
JW=(0 1 1] =(ea+e3)®(e2+e€3) =vy Quy (1.34)
011
/00 0
3WL=[0 1 —1|=(e2—e3)®(e2—e3)=vy-1®@vy-1  (1.35)
0 -1 1
Es gilt

(@@b)(c®d) =(b-c)(a®d).

Auflerdem sieht man leicht, dass
vy vy = £1 falls pp’ #1d.
Da (p1,...,px) ein Wort ist (und somit p;p;+1 # Id ), folgt dass
301 e = (3P1) - - - (3pk) = ), @ vy,

Nun gilt v,, ® v,, # 0 und daraus folgt die Behauptung ii). O
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Alternativer Beweis von Lemma 1.5. Der folgende Beweis basiert auf der
gleichen Idee, ist aber etwas weniger abstrakt. Dafiir sind eine Reihe dhnli-
cher Félle zu betrachten, die nicht alle im Einzelnen ausgefiihrt werden. Sei
w ein Wort, w # (. Wir nehmen an, dass das letzte Element von w entwe-
der ¢ oder ¢! ist, und werden zeigen, dass F(w)e; # e;. Das impliziert
F(w) # Id. Im anderen Fall argumentiert man analog mit F(w)es.

Der Beweis besteht aus zwei Teilen:

(i) fiir alle Worter w = (p1, ..., pg) der Linge k, mit p = ¢ oder py =
@=L, gibt es a,b, c € Z, so dass gilt:

1

1
0 3

W2 . (1.36)

(ii) Fir £ > 1 ist b in (1.36) nicht durch 3 teilbar.

Beide Aussagen werden mittels Induktion bewiesen. Wir fangen mit (i) an.
Fiir £ = 1 ist das Ergebnis klar. Fiir k£ > 2, unterscheiden wir vier Fille, je
nach Wert von p;. Falls p; = ¢, dann gilt w = pw’, wobei w’ ein Wort der
Lénge k — 1 ist. Da (1.36) fiir w’ gilt, erhalten wir

1 a 1 a — 4b
F(w)e; = F(pw')e; = pF(w')e; = YT W2 | = M (2a +b)V2 | ,
c 3¢

(1.37)
was die Aussage in diesem Fall beweist. Fiir p; = 1 liefert die analoge
Rechnung

1 a 1 3a
c 4b+ ¢

Die Ergebnisse fiir ¢ ~! und ¢ ~! unterscheiden sich nur in einigen Vorzeichen.

Das beweist (i).

Um (ii) zu zeigen, stellen wir zuerst fest, dass die Aussage fir k = 1
wahr ist (weil dann w = ¢ oder w = p~1).

Ist ein Vektor v der Form F(w)e; gegeben, bezeichnen wir mit a(v),
b(v), c¢(v) die drei Koeffizienten in (1.36). Sei & > 2. Um die Notation zu
vereinfachen, identifizieren wir w mit F'(w). Hier gibt es mehrere Félle zu
unterscheiden.

Sei w = ', mit w' ein Wort (moglicherweise w’ = (). Aus der in-
duktiven Annahme folgt, dass b()w’e;) nicht durch 3 teilbar ist. Aus (1.38)
folgt, dass a(yw’e;) = 3a(w’e;) durch 3 teilbar ist, deshalb — mit (1.37)
— ist b(we1) = 2a(yw’er) + b(pw'er) nicht durch 3 teilbar. Analoge Argu-
mente gelten in allen Féllen, in denen w = %9 w’ oder w = 7@ w’, mit
o,7 € {£1} gilt.
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Falls w = ppw’, dann zeigt eine leichte Rechnung, dass
(a+b)(pw'er) = (a — 4b+ 2a + b)(w'er) = 3(a — b)(w'eq) (1.39)

durch 3 teilbar ist. Die induktive Annahme zeigt, dass b(¢w’e;) nicht durch
3 teilbar ist. Deshalb ist auch
b(ppw'er) = (2a + b)(pw'er) = (2(a + b) — b)(pw'eq) (1.40)

nicht durch 3 teilbar. Falls w = ¢ 'p~!'w’, argumentiert man analog mit

a — b, fiir ¢ benutzt man b+ ¢ und b — c. O

Eine Erweiterung dieser Beweismethode auf die abzéhlbar vielen Gera-
den liefert:

Satz 1.6 (Banach-Tarski 1924). Es gibt 2k disjunkte Teilmengen My, ..., My
und Ny, ..., Ny des R3, und 2k affine Isometrien I,...,I;, und Jy, ..., Js,
so dass gilt:

k k k
By = [JM;uNy) = [ (M) = [ J;(N)). (1.41)
j=1 j=1 j=1

Man kann also eine endliche Zerlegung der Einheitskugel und Isometrien
finden, so dass aus einer Kopie der Einheitskugel zwei Kopien der Einheits-
kugel entstehen. Einen Beweis des Satzes von mit dem Anspruch, auf der
Basis von Schulmathematik lesbar zu sein, finden Sie unter

http://dmg.tuwien.ac.at/winkler /pub/bantar.pdf

Auch in diesem Beweis wird zunichst die Konstruktion von Hausdorff be-
schrieben.

1.4 Rechnen mit +c0

Wir erwarten, dass das Volumen vieler Teilmengen von R" (wie z.B. R™ \
(0,1)™) unendlich ist. Daher ist es niitzlich, die bekannten Rechenregeln von
R auf die erweiterten reellen Zahlen

R :=R U {oo} U{—o0} (1.42)

auszudehnen.

Ordnung Falls a = +00 oder b = +oo definieren wir

a<b <= a=—o0o0oderb=o0.
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Auflerdem setzen wir wie iiblich

a<b <= a<bunda#b,
a>b <= b<a,
a>b <= b<a.

Damit kénnen wir wie iiblich offene, halboffene und abgeschlossene Intervalle
definieren. Beispiele:

[~00,a) ={r€R: —0<z<a}={z€R:z<a}U{-x},

[~00,00] =R, (—o00,00)=R.

AuBerdem kann man wie iiblich das Supremum und das Infimum einer

Teilmenge von R definieren. Mit der Konvention sup () = —oo gilt insbeson-
dere
00 fallsco € A
sup A :=
sup A\ {—oc} falls co ¢ A.

wobei sup A\ {—o0} das in Analysis I definierte Supremum von Teilmengen
von R bezeichnet. Eine analoge Identitdt gilt fiir inf A.

Grundrechenarten Wir definieren

falls a = —
a+b:b+a::{oo alls ¢ = 0o und b # —o0

—oo falls a = —oo und b # cc.

Der Ausdruck co+(—o0) ist nicht definiert. Wie iiblich definiert man a—b :=
a + (—b) wobei —(—00) := oc.
Zur Erweiterung der Multiplikation definieren wir

b—b o0 falls a = 0o, b > 0 oder a = —o0, b < 0,
a-b=b-a:=
—oo fallsa = —o00, b >0 oder a =00, b<0.
Die Produkte 0 - oo und 0 - (—oco) sind nicht definiert?. Fiir b ¢ {—o0,0, 00}
definiert man a/b = aj.
Es gelten die iiblichen Rechenregeln (Assosiativgesetz, Distributivgesetz)
solange alle Ausdriicke definiert sind.

*Manchmal ist es niitzlich die Konvention 0-oco = 0 - (—00) = 0 zu treffen. Wenn wir
dies tun, wird immer ausdriicklich darauf hingeweisen.
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R als kompakter metrischer Raum, Konvergenz und Stetigkeit
Die Begriffe von Konvergenz, Offenheit, Kompaktheit und Stetigkeit las-
sen sich auf R iibertragen, indem man R bijektiv und monoton auf [—1,1]
abbildet und die entsprechenden Begriffe auf [—1, 1] benutzt. Genauer kann
man die folgende bijektive Abbildung ® : R — [—1,1]:

-1 falls x = —o0,
O(x) := %m falls z € R,
1 falls x = oco.

und den Ausdruck
dg(z,y) = |®(z) — @(y)|

betrachten. Man sieht leicht, dass dg eine Metrik und (R, dg) ein kompakter
metrischer Raum ist. Insbesondere hat jede Folge a : N — R eine konvergente
Teilfolge. Eine Folge konvergiert gegen oo in R genau dann wenn es fiir jedes
M > 0 ein kg gibt, so dass ai > M fiir alle k > kq.

Der Limes superior und der Limes inferior einer Folge lassen sich wie
iiblich definieren und eine Folge konvergiert genau dann in (R, dg), falls der
Limes superior und der Limes inferior iibereinstimmen.

Die Operation + ist eine stetige Abbildung von

D, :=R xR\ {(c0, —00), (—00,00)}

nach R. Es gibt keine stetige Fortsetzung dieser Abbildung auf R x R (dies
ist ein Grund, warum wir oo + (—o0) nicht definiert haben). Analog ist die
Multiplikation eine stetige Abbildung von

D.:=R xR\ ({0} x {—00,00} U{—00,00} x {0})

nach R.
Der Raum (R)" = [~o00, 00]" wird durch komponentenweise Abbildung
auf [—1, 1] zu einem kompakten metrischen Raum mit Metrik digyn (2, y) ==

S d(x, yi)-

Summen iiber eine beliebige Indexmenge Die Summe zwei Zahlen in
R U {oo} wurde oben definiert. Damit 1a8t sich durch Induktion die Summe
von endlich vielen Zahlen definieren. Sei nun A eine beliebige Indexmengen
und

b:A—[0,00].

Dann definieren wir

Z b(a) := sup { Z bla): A C A endlich} . (1.43)

acA acA’
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Falls A = N stimmt dies mit der Definition aus Analysis I iiberein.? Au-
Berdem sieht man leicht, dass » ., b(a) < oo genau dann, wenn die fol-
genden drei Bedingungen erfiillt sind: i) b(a) < oo fiir alle A, ii) die Menge
A" := {a : b(a) > 0} ist endlich oder abzéhlbar unendlich, iii) falls A”
abzihlbar unendlich ist, so konvergiert die Reihe ), 4~ b(a) im Sinne von
Analysis L.

Falls b positive und negative Werte annimmt, definieren wir den positiven
Teil b™ und den negativen Teil b~ durch

bt = max(b,0), b~ = max(—b,0).
Damit gilt
b=0b"—b", [b=0b"+b".
Fiir eine beliebige Indexmenge A und

b: A—R

definieren wir

D ba) =) bt(a)—- > b

acA acA acA
falls 3", c 407 (a) < oo oder Y .4 b7 (a) < co.

Falls >, 407 (a) = oo und Y o4, b~ (a) = o0, so ist >, 4 b(a) nicht defi-
niert.t

Man sieht leicht, dass die Existenz und Definition der Summe invariant
ist unter bijektiven Abbildungen. Genauer sei ¢ : A — A bijektiv und sei
b: A — R definiert durch b = bo ¢!, Dann ist 3. acibla) genau dann
definiert, wenn ), b(a) definiert ist, und in diesem Fall stimmen beide
Ausdriicke iiberein.

1.5 Notation

Falls A eine Menge ist, dann bezeichnet P(A) die Potenzmenge, also die
Menge aller Teilmengen von A. Man schreibt auch 24 = P(A).

3Beweis: Sei M € [0, oo] die rechte Seite von (1.43). Falls M < oo, so gilt Z?:o b(i) <M
fiir alle h € N. Daher ist die Reihe konvergent im Sinne von Analysis I und es gilt S :=
Yoo b(i) < M. Fiir jedes € > 0 gibt es eine endliche Menge A, so dass Y, 4, b(i) > M —e.
Sei h = max A’. Dann folgt S > Y- (i) > 3=, ., b(i) > M — . Da £ > 0 beliebig war,
gilt S > M und somit S = M. Falls M = oo, so gibt es fiir jedes K > 0 eine endliche
Menge A’ mit 3, ,, b(i) > K. Mit h = max A’ folgt >/ b(i) > K. Da K beliebig war,
ist die Reihe im Sinne von Analysis I bestimmt divergent gegen oo.

4Man vergleiche dazu den Satz aus Analysis I, dass man durch Umordnen einer kon-
vergenten, aber nicht absoluten konvergenten, Reihe jeden Grenzwert erreichen kann. Auf
einer beliebigen Indexmenge A gibt es keine kanonische Ordnung. Daher kann die Defini-
tion nicht eine spezielle Ordnung benutzen.
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Mit N wird die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet:
N={0,1,2,...}.

Mit #A € NU {oo} wird die Anzahl der Elemente der Menge A bezeichnet.
Insbesondere #N = #R = co.

Falls F' eine Teilmenge eines metrischen Raumes ist, dann ist F° die
Vereinigung aller offenen Mengen, die in F enthalten sind. Analog ist F
der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die F' enthalten. Sei X ein
normierter Raum. Dann bezeichnet By := {z € X : ||z|| < 1} die offene Ein-

heitskugel. Auf R™ wird die euklidische Norm |z = /> ; 22 verwendet,
wenn nichts anderes gesagt wird.

Fir F C R”, a € R", X\ € R schreibt man
a+AF={a+ X x:z€F}. (1.44)

Zum Beispiel B, (z) =z + rB;.

Fiir A, B C R" schreibt man A+ B={a+b:a € A,b€ B}.

Fiir a € R™, b € R", definieren wir die lineare Abbildung a®b : R" — R™
durch (a ® b)(v) = a(b - v) fiir alle v € R™. Wie iiblich wird die Abbildung
a®b:R" — R™ mit einer Matrix a ® b € R™*"™ identifiziert. Insbesondere
gilt (a &® b)ij = a,;bj.

Sei A C B. Die charakteristische Funktion x 4 : B — R ist durch x4(z) =
1 falls z € A, und 0 sonst, definiert. Alternativ verwendet man statt x4 (x)
auch die Notation 14(x).

1.6 Wiederholung der Rechenregeln fiir Mengen

Die folgenden Regeln wurden in den Anwesenheitsiibungen besprochen.

Sei X ein Menge und M einer Menge von Indices (endlich, abzihlbar
oder iiberabzdhlbar). Seien A C X und B, C X fiir alle « € M. Das
Komplement A€ einer Menge A ist durch A° = X \ A definiert. Dann gilt

AU () Ba = ()(AUB.) (1.45)

aeM aeM
An ) B. = |J@AnB) (1.46)
acM aeM
( U Ba) — ﬂ B¢ (1.47)
aeM aceM
(ﬂ Ba> = | B (1.48)
aceM acM
A\B = ANB° (1.49)
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2 Mafle, 0-Algebren, das Lebesguesche Mafl in R"

2.1 Volumen von Quadern

In diesem Abschnitt wird das Volumen von Quadern definiert. Diese ele-
mentare Definition ist die Basis, auf der wir das Konzept des Volumen fiir
allgemeinere Mengen spéter einfithren werden.

Definition 2.1. Ein Quader in R™ ist das Produkt von m beschrinkten
Intervallen (mdoglicherweise leer). Man bezeichnet mit Q die Menge aller
Quader in R™. Man definiert Vol : @ — [0, 00| durch

Vol (Q) = limsup [e" #(¢Z" N Q)] . (2.1)
e\0

Beispiele: Q1 = [0, 1]%, Q2 = (0,1] x [2,5], Q3 = {(1,5)} und Q4 = 0 sind
Quader in R? (wobei Q3 aus einem Punkt besteht). Man kann leicht sehen,
dass Vol (Q3) = Vol (§) = 0.

Lemma 2.2. (i) Sei Q ein nichtleerer Quader, a,b € R™, so dass
Q= H[ai, bil - (2.2)
i=1
Dann existiert der Limes limo\ o[e™ #(eZ™ N Q)] und es gilt

n

Vol (Q) = [ [ (bi — ai). (2.3)

i=1

(ii) Falls Qo, Q1,...,Qk Quader in R™ sind, folgt aus

k
Qo c |J@; (2.4)
j=1
k
Vol (Qo) <) Vol (Q;). (2.5)
j=1

(11i) Falls Q1,...Qk disjunkte Quader in R™ sind und falls Qo := U§:1 Qj

ein Quader in R™ ist, so gilt
k
Vol (Qo) =Y _ Vol (Qy).
j=1

(i) Fiir alle Quader @ und e > 0 gibt es einen offenen Quader Q. so dass
Q C Q: und Vol (Q:) < Vol (Q) +¢.
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Beweis. (i): Sei Q = Iy X -+ X I, mit alle I; # (), dann gilt

eZ"NQ=(EZNh)x--x(ZNI,), (2.6)

und .
e"#(e2'N Q) = [[e#(cZnT). (2.7)

=1

Es reicht deshalb zu zeigen, dass fiir ein beschréinktes Intervall I mit I = [a, b]
gilt
lime#(eZNI)=b—a. (2.8)
e—0

Um (2.8) zu beweisen, bestimmen wir die Menge explizit:

sZﬂ[a,b]:e<Zﬁ [Z:D :a{ﬁﬂ[cﬂ 1, LEJ} (2.9)

Wir erinnern uns, dass fiir x € R
[z] =min{z€Z:2>x}, |z]=max{z€Z:z<uz} (2.10)

die Eigenschaften |z — [z]| < 1, |x — |z]| < 1 haben. Deshalb gilt #(eZ N
[a,8]) = [2] = [2] + 1, und mit

. a b
g%eUJ - L_J +1> —b-a (2.11)
ist (2.8) fiir kompakte Intervalle bewiesen (um (2.11) zu beweisen benutzt
man die Relation |e[a/e] —a| = ¢|[a/e] — (a/e)| < €, und analog fiir b). Aus
#(ZNa,b]) —2 < #(eZ N (a,b)) < #(eZNa,b]) (2.12)

folgt, dass (2.8) fiir alle beschrénkten Intervalle gilt.
(ii): Fiir alle ¢ > 0 folgt aus (2.4) dass

(2" N Qo) C (2" n|JQy) = J(Z" nQy), (2.13)
J J
und deshalb .
EMH(EZ N Qo) <Y " H#(eZ" N Q;) . (2.14)
j=1

(iii): Dies folgt aus e"#(eZ" N Qo) = Z?:l e"#(eZ™ N Q;) und (i).
(iv): Sei @ # 0 ein Quader mit @ = [} [ai, b;]. Sei § > 0 und

n

Q) = [ J(ai — 6,0 +6). (2.15)

i=1
Da die Funktion § + Vol (Qs)) stetig ist, gilt fiir geniigend kleine § die

Abschitzung Vol (Qs5)) < Vol (Q) + €. Es ist auch klar, dass QcC Qs fiir
alle 0 > 0, und dass alle Quader Qs offen sind. O

20 [21. APRIL 2017]



Lemma 2.3. Seien @, R € Q. Dann g¢ibt es endlich viele disjunkte Quader
qi,.-.,qr € Q, so dass

Q\R =g (2.16)

und
Vol (Q) = Vol (Q N R) + > Vol (g;) - (2.17)
J
Beweis. Es reicht (2.16) zu zeigen. Dann folgt (2.17) aus der disjunkten
Zerlegung Q = (QNR)UQ \ R, der Gleichung (2.16) und Lemma 2.2 (iii)
Beweis von (2.16) mit Induktion iiber n. Fiir n = 1 gilt I\ J = I, falls
J =0 und

INd={zecl:z<yVyeJ}U{zel:z>yvVyec J}, (2.18)

falls J # ). Die zwei Mengen sind disjunkt (da J # ) , und man kann leicht
verifizieren, dass beide Mengen Intervalle sind. Das beweist den Fall n = 1.

Sein > 1, es gelte die Aussage firn—1, undsei Q = Q' xI, R=R x J
(wobei I, J C R Intervalle, und Q', R C R"! Quader sind). Es ist klar,
dass dann I = (I'\ J) U (I NJ), und dass die beiden Mengen disjunkt sind.
Deshalb ist @ die disjunkte Vereinigung der beiden Mengen @’ x (I\ J) und
Q' x (INJ), und

Q\R=[(Q x(I\J)U(@ x(INJ)]\ R (2.19)
=[(Q@ < (I\NIN\RJU[(@Q x (INT)\ (R x J)] (2.20)

Die beiden Mengen sind offensichtlich disjunkt. Sei I'\ J = I' U I”, mit den
disjunkten Intervallen I’; I” (hier wird der bereits bewiesene Fall n = 1
angewendet), dann ist die erste Menge in (2.20) gleich

(@ X (INI)\R= Q' x (INJ) = @ x (I'UI") = (@ x I'NU(Q x I") (2.21)

und damit die Vereinigung von zwei disjunkten Quadern. Seien S1,...,S; €
R~ disjunkte Quader mit
Q\R =S U---US (2.22)
(diese existieren wegen der Induktionsannahme), dann ist
(@ x (INI)\ (R xJ)=(Q x (INJ)\ (R x (INJ)) (2.23)
=(Q'\R')x (InJ) (2.24)

=[S1x{INDU---U[Sex (INJ)] (2.25)

auch die Vereinigung von endlich vielen disjunkten Quadern. Das beendet
den Beweis. Diese Menge ist aber disjunkt von der Menge in (2.21). Deshalb
gilt

Q\R=[Q xI'Nu[Q@ xI"U[S1x (INJ)]U---U[Skx (INJ)] (2.26)
und alle diese Quader sind disjunkt. O
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[25.10. 2016, Vorlesung 3|
[27.10. 2016, Vorlesung 4]

2.2 AuBlere Mafle

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Definition des Volumens von der Menge der
Quader auf allgemeine “messbare” Mengen zu erweitern. Um die abstrakte
Struktur klar zu zeigen und die Ergebnisse fiir andere Beispiele anwenden zu
konnen, wird hier kein Bezug auf das spezifische Beispiel des Euklidischen
Volumens in R"™ gemacht.

Definition 2.4. Sei X eine nichtleere Menge. Fine Abbildung p* : P(X) —
[0, 00] heifit &uBeres Mafl auf X falls

(i) w*(0) =0;
(i1) falls AC B C X, dann p*(A) < u*(B);

(iii) fiir alle Folgen A : N — P(X) gilt pu* <U Ah> <> (An).
heN heN

Die Eigenschaft (iii) nennt man o-Subadditivitit oder kiirzer Subaddi-

vitét.

Beispiele. Sei X eine nichtleere Menge.
(1) ps: X = [0,00], pg(A) = 0 fiir alle A ist ein duBeres Mas.

(i) i : X — [0, 0],

J5(A) = {O falls A =0 (2.27)

1 sonst

ist ein dufleres Maf.

(iii) pd: X — [0,00], u5(A) = #A, ist ein duBeres Maf (mit #A = oo falls
A unendlich ist).

(iv) Sei z € X fest. Dann ist

5.(A) = {1 falls z € A (2.28)

0 sonst

ein duBeres Mafl (und wird Dirac-Maf} genannt).
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Satz 2.5. Seien eine Menge X, eine Menge R C P(X) und eine Abbildung
v: R — [0,00] gegeben, so dass ) € R und v(0) = 0. Dann ist die Abbildung
pr: P(X) = [0, 00],

p*(E) = inf {Z v(Fy) : die Folge F: N — R erfillt E C | ] Fh}
heN heN
(2.29)

ein dufSeres Mafl auf X (wie iblich, inf () = 0o ).

Beispiel. Sei X eine nichtleere Menge, x € X fest, R = {0, {z}, X \ {z}},
v: X — [0,00] durch v({z}) =1, v(0) = 0, v(X \ {z}) = 0 definiert. Dann
ist das erzeugte duflere Maf3 d,.

Beweis. Wir miissen die drei Eigenschaften in Definition 2.4 beweisen.

(i): Da 0 € R und v(0) = 0, folgt p*(0) = 0.

(ii): Sei A € B C X. Falls pu*(B) = oo folgt u*(A) < p*(B). Sei p*(B) <
oo und € > 0. Sei F: N — R, so dass

Bc |JFu, D o(Fy) <p"(B)+e (2.30)
heN heN

gilt. Aus A C B folgt A C UpenFp und damit

pH(A) <> u(Fy) < pt(B) +e. (2.31)
heN

Da ¢ beliebig war, folgt ©*(A) < p*(B).
(iii): Sei C': N — P(X). Wir miissen zeigen, dass

pw (U Ch> <> uH(Ch). (2.32)

heN heN

Wir kénnen oBdA annehmen, dass p*(Cp) < oo fiir alle h gilt. Sei ¢ > 0,
dann gibt es fiir jedes h eine Folge F}, : N — R, so dass gilt

N €
Ch C | Fre  und D> 0(Fg) < p(Ch) + o (2.33)
keN keN

AUS UhEN Ch C Uh,k’eN Fh7k- fOlgt

© (U Ch) < Z v(Fpr) < Z (M*(Ch) + 2%) = ZM*(C}J + 2.

heN h,keN heN heN
(2.34)

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O
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Definition 2.6. Sei u* ein dufleres MafS auf X. Fine Teilmenge A C X
heifit w*-messbar, falls fir alle E C X gilt

W (B) = 1" (B A) + p*(E\ A). (2.35)
Die Menge aller p*-messbaren Teilmengen von X wird mit o(u*) bezeichnet.

Die Bedingung (2.35) ldsst sich auch schreiben als
w(E)=p (ENA)+p*(EnNA°. (2.36)

wobei A¢ := X \ A das Komplement von A bezeichnet. Diese Bedingung ist
dquivalent zu
WH(E) > p*(E N A) + (BN A°), (2.37)

da die umgekehrte Ungleichung aus der Subadditivitdt des dufleren Mafles
folgt.

2.3 Mafirdume

Definition 2.7. Sei X eine nichtleere Menge. Fine Menge S C P(X) ist
eine o-Algebra, falls folgendes gilt:

(i) S ist nicht leer;
(ii) Fir alle A€ S gilt A =X\ AeS;

(iii) Fir jede Folge A : N — S gilt

J4nes. (2.38)
heN

Bemerkung: Sei S eine o-Algebra iiber X. Dann gilt:
(i) X,0e€S;
(i) falls A, B, A, € S, so folgt: AUB, A\ B, (,enAn €S

Beweis. (ii): AU B € S ist ein Spezialfall von (2.38) (setze Ag = A, Aj, =
B fiir h > 1). Die dritte Aussage wurden in den Anwesenheitsiibungen
besprochen. Die zweite Aussage folgt aus A\ B= AN (X \ B).

(i): Nach der Definition gibt es eine Menge A € S. Dann gilt ) = A\ A €
S, und analog X = X \ 0 € S. O

Weitere Eigenschaften von o-Algebren (Anwesenheitsiibung)

e Sei X eine Menge, sei A eine beliebige Indexmenge und fiir a € A sei
Sa C P(X) eine o-Algebra. Dann ist S := [, 4 Sa €ine o-Algebra.
(Beweis: Anwesenheitsiibung)
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e Sei M C P(X). Dann ist

o(M) := N S (2.39)

5oM,S o-Algebra

die kleinste o-Algebra, die M enthélt (beachte, dass der Durchschnitt
nichtleer ist, da P(X) eine o-Algebra ist, die M enthélt). Man nennt
o(M) die von M erzeugte o-Algebra.

e Die Vereinigung von o-Algebren ist im allgemeinen keine o-Algebra.

Definition 2.8. Sei S eine o-Algebra auf X, p: S — [0,00]. Das Tripel
(X, S, n) heifft Mafsraum, und p ein Maf$ auf S, falls:

(i) u(0) =0;
(i1) u o-additiv ist, d.h., fir A: N — S mit A, N A = 0 fiir alle h # k

gilt
I (U Ah) =Y u(Ap). (2.40)

heN heN

Eine Menge N € S heifit Nullmenge falls u(N) = 0. Der Mafraum heifit
vollstindig, falls jede Teilmenge M einer Nullmenge N eine Nullmenge ist.

Bemerkung. Seien A,B € §. Falls A und B disjunkt sind, folgt un-
mittelbar aus (ii), dass p(AU B) = u(A) + p(B). Falls A C B, folgt aus
w(B) = p(A) + p(B\ A) dass u(A) < p(B).

Notation: Man nennt héufig die Mengen in S ,,messbare Mengen“. Voll-
sténdigkeit 14sst sich dann so formulieren: ,,Jede Teilmenge einer Nullmenge
ist messbar.* Diese Verwendung des Begriffs ,,messbar ist konsistent mit der
Definition ,,messbare Menge“ fiir &uflere Mafle in Definition 2.6: wir werden
in Satz 2.9 sehen, dass die messbaren Mengen o (p*) eines dueren Mafles p*
eine o-Algebra bilden und die Einschrinkung von p* auf o(p*) ein Maf ist.

Beispiel.

(i) Sei X eine nichtleere Menge. Dann ist (X, P(X), #) ein Mafiraum. Die
einzige Nullmenge ist die leere Menge.

(ii) Sei X eine Menge, z € X, 6, : P(X) — [0,00] wie in (2.28) defi-
niert. Dann ist (X, P(X),d,) ein Mafiraum. Alle Mengen, die = nicht
enthalten, sind Nullmengen.

Satz 2.9. Sei p* ein dufleres MafS auf X, dann gilt:

SEs reicht, dass jede Teilmenge M einer Nullmenge in S liegt. Dann folgt w(M) = 0.
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(i) (X, 0(1"), ¥ |o(ur)) ist ein Mafraum;

(ii) Falls N C X die Eigenschaft u*(N) = 0 hat, dann ist N eine Null-
menge; insbesondere ist (X, o (p*), 1*[5(u)) vollstindig.

Beweis. (i): Schritt 1 Wir zeigen zuerst, dass o(u*) eine Algebra ist.°
Aus p*(0) = 0 folgt p*(EN @) = 0 fiir alle E, und deshalb p*(E) =
w(END)+u(E\D) fir alle E C X. Das zeigt, dass ) € o(u*) und insbesondere
dass o(u*) nicht leer ist.
Sei A€ o(u*), E€P(X). Dannist EN(X\A) = E\A,und E\(X\A) =
E N A. Da A messbar ist, folgt
W (B) = i (B\ A)+ (BN A) = (B (X\ A)) + (B (X\ 4)). (2.41)
Deshalb gilt X \ A € o(u*).
Damit bleibt noch zu zeigen:

Ao, Ay €o(p) = AgU A € U(M*) (2.42)

Die analoge Aussage fiir endliche Vereinigungen messbarer Menge folgt dann
mit vollstdndiger Induktion. Zum Beweis von (2.42) reicht es zu zeigen, dass
fir alle £ C X gilt

pH(E) 2 pr (BN (AU A1) + p7(E\ (Ao U Av)), (2.43)
da die umgekehrte Ungleichung aus der Subadditivitéit von p* folgt. Es gilt

[Ein moglicher Beweis: E N (Ao U A1)¢ = ENAGN A = (E\ Ag) N Af]
Daher wenden wir zum Beweis von (2.43) die Definition messbarer Mengen
zweimal an: zundchst mit £ und A, dann mit £\ Ag und A;. Dies liefert

WH(E) = (BN Ag)+ (B )\ Ay)
= (B0 Ag) + (B Ag) N Ay) + 15 (B\ Ag) \ 4y)
= AN Ag) + i ((E\ Ao) N AY) + (B (Ag U Ap)(2.45)

Weiterhin gilt
(E N Ao) U ((E \ Ao) N Al)) =FEnN (AO U Al) (246)

[BGWGiS: Es gilt AgU (A(c) N Al) = (AO @] A8) N (AO @] Al) = Ap U Ajq. Schnitt
mit E liefert die Behauptung.|
Die Subadditivitat von o* liefert

1 (E 0 Ag) + 1" (B Ag) N A1) = (BN (Ag U Ar)) (2.47)

SMan kann auch direkt zeigen, dass o(u*) eine o-Algebra ist (siehe Schritt 2). Der Be-
weis fiir Vereinigung zweier messbare Mengen liefert aber in natiirlicher Weise die richtige
Idee fiir Schritt 2.
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Damit folgt die Behauptung (2.43) aus (2.45) und (2.47).

Schritt 2 o(u*) ist eine o-Algebra.
Sei A: N — o(u*), A* = Upeny An- Um A* € o(p*) zu zeigen, reicht es zu
beweisen, dass fiir alle £ € P(X) gilt

pHE) Z p (ENAY) +p*(E\ A7) (2.48)

(die andere Ungleichung folgt wieder aus der Subadditivitdt). Wir diirfen
voraussetzen, dass p*(E) < oo, da sonst (2.48) trivial ist.

Analog zu Schritt 1 wenden wir die Definition der Messbarkeit iterativ
auf E, E\ Ao, E\ (AgU A1), ...an. Dann benutzen wir die Subadditivitét
um die Beitrédge der verbleibenden Mengen abzuschétzen.

Der Beweis wird iibersichtlicher, wenn wir A* als Vereinigung einer auf-
steigenden Folge von Menge F}, schreiben und die disjunkten Komplemente
Gy, = Fy \ Fj,—1 betrachten (diese Idee wird im Folgenden noch héufig be-
nutzt). Wir definieren

h
Fh::UAIm F,1:@7
k=0

Ghi=Fpy\ Fro1 = Ap \ Fi_1.

Dann gilt
o0 oo
A= F =] G (2.49)
h=0 k=0

Die Mengen Gy, sind disjunkt und es gilt
(E\ Fi—1) \ Ay = E'\ Fy,

(E\ Frp_1) N Ag =FENF; NA,=FEnNG.
Aus der Messbarkeit von Ay folgt

W(B\ Fyy) = 1" (B \ Fy) + w* (BN Gy). (2.50)
Anwendung dieser Ungleichung fiir kK = 0, ...,k und Summation liefert
h h
W(E) = (B\F)+ S @ (BNGy) > p(B\A)+ Y i (ENGy).
=0 Monotonie =0
(2.51)

Da p*(FE) < oo folgt, dass die Reihe > 72 ) u*(E N Gy) konvergiert und im
Limes h — oo erhalten wird

() > pt(E\AY) + 3 uf (BN Gy). (2.52)
k=0
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Jetzt benutzen wir die o-Subadditivitét: es gilt A* = | J;,cy G und somit
ENA* = ey E N Gy Daraus folgt

i,u,*(EﬁGk) > u*(ENA". (2.53)
k=0

Aus (2.52) und (2.53) erhalten wir die gewiinschte Ungleichung (2.48).

[27.10. 2016, Vorlesung 4]
[3.11. 2016, Vorlesung 5|

Schritt 3 ~ Wir zeigen jetzt, dass j1*|,(,+) ein Maf ist.
Es reicht, die o-Additivitéit zu beweisen. Sei A : N — o(u*), mit Ap,NAg =0
fir h # k. Es geniigt zu zeigen, dass

p(AT) = 3 (A, (2.54)
keN

da die umgekehrte Gleichung aus der Subadditivitéit folgt. Daher kénnen
wir oBdA annehmen, dass p*(A) < oo.

Seien F}, und Gy, wie in Schritt 2 definiert. Da die Mengen Ay disjunkt
sind, gilt G = Ay und A* N Gy = Ag. Daher folgt (2.54) aus (2.52) mit
E=A*

(ii): Sei N C X mit p*(N) = 0. Zu zeigen ist, dass N € o(u*). Sei E C X
beliebig. Es reicht zu zeigen, dass

pr(E) = p(E\N) +p*(ENN) (2.55)

(weil die andere Ungleichung aus der Subadditivitét folgt). Aus ENN C N
und der Monotonie folgt, dass p*(E N N) = 0. Aus E\ N C E und der
Monotonie von p* folgt, dass p*(E\ N) < p*(F). Damit ist (2.55) bewiesen
und deshalb ist N eine Nullmenge.

Sei jetzt M C N. Aus der Monotonie folgt p*(M) = 0, und deshalb
ist M ebenfalls eine Nullmenge. Das zeigt, dass der Mafiraum vollsténdig
ist. O

Satz 2.10. Sei (X, S, u) ein Mafraum, und sei E : N — S. Dann gilt:
(i) Falls Ey, C Epyq fir alle h € N, folgt:

7 (U Eh> = lim pu(Ep). (2.56)
heN
(ii) Falls Ey, D Epyy fir alle h € N, und p(Ey) < oo, folgt:
1 (ﬂ Eh) = lim pu(Ep). (2.57)
heN
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Bemerkung. Die Annahme p(Ep) < oo ist wichtig, wie das Beispiel
(R, P(R),#) oder (N, P(N),#) mit Ej = [h,c0) zeigt.

Beweis. (i): Sei Fj, = Ep \ Ep—1 fiir h > 1, Fy = Ey. Aus der Monotonie der
Folge E}, folgt, dass die F}, paarweise disjunkt sind. Deshalb gilt

k

k
WEg) = p (U Fh) => u(F). (2.58)
h=0

h=0

Da p o-additiv ist, folgt

1 <U Eh> = (U Fh> = u(Fy) = lim p(Ey). (2.59)

heN heN h=0

Um (ii) zu beweisen, benutzen wir das Komplementbildung Durchschnit-
te in Vereinigungen verwandelt. Definiere

Ej, := Ey\ Ej,.
Dann ist Ej, C Ej41 und nach (i) gilt
n(Bo\ () En) = u(\J Bn) = lim p(Ep) = lim (u(Eo) — p(En)).
heN heN
Fiir die letzte Gleichheit haben wir pu(Ep) < oo benutzt. Weiterhin gilt
p(Eo\ () En) = n(Eo) — ([ ) En)
heN heN

und daraus ergibt sich die Behauptung.
O

In Satz 2.9 haben wir gesehen, dass man zu jedem &uflerem Mafl u*
eine o-Algebra S finden kann, so dass die Einschrinkung von p* auf S ein
Maf} ist. Umgekehrt kann man jedes Mafl wie folgt zu einem &dufleren Maf
erweitern.

Lemma 2.11. Sei (X, S, u) ein Mafiraum. Sei p* : P(X) — [0, 00] definiert
durch

u*(F) = inf {Z w(Fp) : die Folge F: N — S erfillt E C U Fh} :
heN heN
(2.60)

Dann gilt

(i) w* ist ein duferes Maf$ auf X ;

(i) p*(E) :=inf{u(F): F € S,E C F}, firalle EC X;
(i1i) Falls A € S, soist A p*-messbar und p*(A) = u(A).
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Bemerkung. Héiufig wird das Infimum in (ii) als Definition von p* gewéhlt.
Aus dem Beweis des Lemmas folgt, dass dies zu der Definition (2.60) dqui-
valent ist.

Bemerkung. DasMaf 'ura(u*) ist die Fortsetzung von p auf einen vollsténdi-
gen Mafiraum, vgl. Satz 2.9. Falls p o-endlich ist (d.h., falls es A, € S mit
1(Ap) < oo gibt, so dass ;e An = X), dann ist [} die kleinste Fortset-
zung von g auf einen vollstdndigen Mafliraum, die sogenannte Vervollstdndi-
gung (zur Konstruktion der Vervollstindigung vgl. Ubungsblatt 3, Aufgabe
2).

Beweis. (i): Dies folgt unmittelbar aus Satz 2.5.

(ii): Sei p(E) = inf{u(G) : F € S,FE C G}. Dann gilt p* < [, da man in
der Definition von p* die Folge Fy = G, Fj, = () fiir h > 1 wihlen kann. Da
S eine o-Algebra ist, folgt aus F' : N — S, dass UpenF) € S. Daher gilt
auch o < p*.

(iii): Da A € S, gilt u*(A) < u(A). Wegen der Monotonie von p gilt auch
w(F) > p(A) falls F € S und F D A. Daraus folgt p*(A) = p(A). Fir die
Mefibarkeit von A miissen wir zeigen, dass fiir alle £ C X gilt

w(ENA)+ 1" (E\ A) < 1" (E). (2.61)

Falls p*(E) = oo, so ist nichts zu zeigen. Sei also p*(E) < oo und sei € > 0.
Dann gibt es F' € S mit

W(F) < p*(E)+e, ECPF (2.62)
Aus (ii) und der Additivitdt von p folgt:

p(ENA)+p (E\NA) < p (FNA)+p (F\A)
p(FNA)+ p(F\A) = pu(F)
< p(E)+e.

Da € > 0 beliebig war, folgt (2.61). O

2.4 Das Lebesgue-Mafl im R”

Definition 2.12. Das duflere n-dimensionale Lebesque-Mafl L™ : P(R™) —
[0, oo] wird durch

L™ (E) = inf {ZVOI (Qn) - EC U Qn, Qn Quader } (2.63)

heN heN

definiert. Die Menge M,, = o(L™) heifit die Menge der Lebesgue-messbaren
Mengen, und L™ = L™*|r,, heifit Lebesgue-Mafl im R™.
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Bemerkung 2.13. (i) Aus Satz 2.5 folgt, dass L™ ein dufleres MafS auf
R"™ ist.

(ii) Aus Satz 2.9 folgt, dass (R™, M,,, L™) ein vollstindiger MafSraum ist.
(iii) Aus der Definition von L™ folgt unmittelbar die Translationsinvarianz,
LMA+zx)=L"(A) (2.64)
fiir alle A € M,,, x € R"™.
Satz 2.14. Sei Q ein Quader in R™. Dann gilt:
(i) Q ist Lebesgue-messbar;
(ii) £7(Q) = Vol (Q).
Beweis. (i): Sei E C R™. Wir miissen zeigen, dass
L™E)>LENQ)+LYENQ). (2.65)

Falls L (FE) = oo, dann ist (2.65) wahr. Wir betrachten den Fall L™ (E) <
0o. Sei € > 0 beliebig. Aus der Definition von £™*(E) folgt, dass eine Folge
von Quadern {F}, }ren existiert, so dass

> Vol (Fy) < L™(E)+cund EC | F,. (2.66)
heN heN

Fiir alle h € N ist g, 0 = F}, N Q ebenfalls ein Quader. Aus Lemma 2.3 folgt,

dass Quader g, 1,...,qn, N, existieren, so dass gilt:
Ny, Np
Vol (Fy) =) Vol (gn;) und Fj = | J qn; - (2.67)
j=0 j=0
Aus
EnQc mne=J o (2.68)
heN heN
folgt
L™(ENQ) <> Vol (gno), (2.69)
heN
und aus
Np,
ExQcUm\Q=U Um; (2.70)
heN heNj=1
folgt
Np
L™ENQ) <Y > Vol(gny)- (2.71)
heN j=1
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Aufsummieren und Umordnen liefert

LE\Q)+L™(ENQ) < ZZVOI (gnj) =Y _ Vol (Fy) < L™(E) +¢.
heN j7=0 heN
(2.72)
Da ¢ beliebig war, ist (2.65) bewiesen.
[3.11. 2016, Vorlesung 5]
[8.11. 2016, Vorlesung 6]

(ii): Aus der Definition ist klar, dass £"(Q) < Vol (Q) < oo. Deshalb
reicht es zu zeigen, dass

Vol (Q) < L(Q). (2.73)

Die Aussagen, die wir in Lemma 2.2 fiir das Volumen von Quadern be-
wiesen haben, beziehen sich auf endliche Vereinigungen von Quadern. Um
abzahlbare Vereinigungen auf endliche zu reduzieren benutzen wir Kom-
paktkeit.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass ) kompakt ist. Sei € > 0 beliebig.
Sei F}, eine Folge von Quadern, so dass gilt:

Qc | Fn, > Vol (Fy) < LM(Q) +<. (2.74)

heN heN

Aus Lemma 2.2(iv) folgt, dass fiir jedes h ein offener Quader Fj' existiert,
so dass gilt:

* * €
Fj, C Fy und Vol (Fy) < Vol (Fy,) + o - (2.75)
Da @ kompakt ist und Q C U,y Fy» gibt es ein k € N, so dass gilt:
k
QclJr. (2.76)
h=0
Mit Lemma 2.2 (ii) folgt
k 00
Vol (Q) < Y Vol (Fy) <Y Vol (Fy) < 26+ Y Vol (Fj). (2.77)
h=0 h=0 heN
Mit (2.74) folgt
Vol (Q) < L(Q) + 3¢ . (2.78)

Da e beliebig war, folgt (2.73) und deshalb ist der Satz fiir kompakte @
bewiesen.

Sei jetzt @ ein nichtkompakter Quader. Dann gibt es fiir alle € > 0 einen
kompakten Quader ¢ C Q, so dass

Vol (Q) < Vol (¢q) + ¢ (2.79)
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(Beweis: Ubungsaufgabe). Aus dem ersten Teil des Beweises und der Mono-
tonie von L" folgt

Vol (Q) < Vol (q) +e=L"(q) +e < L(Q) + <. (2.80)
Da e > 0 beliebig war, ist (2.73) auch in diesem Fall bewiesen. O
Satz 2.15. Set 2 C R™ offen. Dann gilt:
(i) Es gibt es gibt abzihlbar viele offene Quader Uy, so dass

Q:UUh.

heN

(ii) Es gibt abzihlbar viele disjunkte Quader Qp, so dass

0= UQh.

heN
(iii) Q € M, und

LM = L"(Qn) =Y _ Vol (Qn).

heN heN

Beweis. (i): Ubungsblatt 3, Aufgabe 4 (betrachten Sie die Vereinigung of-
fener Quader mit rationalen Mittelpunkten und rationaler Kantenlénge, die
in Q enthalten sind).

(ii): Seien U}, die Quader in (i) und seien

F,=U\ U U,. (2.81)
I<h

Mit Lemma 2.3 kann durch Induktion iiber [ beweisen, dass F}y die Vereini-
gung von endlich vielen paarweise disjunkten Quadern ist. Die Mengen F},
sind disjunkt und es gilt | J,cny Fr = Upey Un = Q. Daher ist Q die abzéhl-
bare Vereinigung disjunkter Quader.

(iii) Die Aussage 2 € M,, folgt aus (i) und Satz 2.14, da M,, eine o-Algebra
ist. Die Formel fiir £(Q) folgt aus (ii), da L™ o-additiv ist. O

Definition 2.16. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei U(X) C P(X) die
Menge aller offenen Teilmengen von X .Die Borel o-Algebra B(X) ist die
kleinste o-Algebra auf X, die U(X) enthilt, d.h.

B(X)=oU(X)) = N S
SDOU(X), S o-Algebra

(vgl. (2.39)). Die Mengen in B(X) werden Borel-Mengen genannt.
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Beispiel: A C R”, d Standardmetrik (= euklidische Metrik) auf R”, ein-
geschrinkt auf A. Dann ist

UA):={ANU:U e UR")}.
Man kann zeigen, dass
B(A)={ANE:EecBR")}. (2.82)

Falls A € B(R™) so folgt, dass B(A) :={E C A: E € B(R")}.
Beweis von (2.82): Ubungsaufgabe. Tip: Zeige, dass Sy :== {ANE : E €
B(R™)} und Sgn :={E CR": AN E € B(A)} o-Algebren sind.

Satz 2.17. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Ridume und sei f : X —Y
stetig. Dann ist das Urblid jeder Borelmenge unter f wieder eine Borelmen-
ge, d.h.

EcBY) = [ YF)ecB(X).

Bemerkung. Seien X,Y Mengen, und f : X — Y. Sei f~1(A) := {z €
X : f(z) € A}. Dann gilt (vgl. Anwesenheitsiibung)
(i) Fur alle A,B CY,

FHANB) = FH AN\ FU(B). (2.83)
insbesondere f~1(Y \ A) = X \ f~1(A).
(ii) Fiir alle A: N — P(Y),

! <U Ah) =J (2.84)

heN heN

und

= (ﬂ Ah> =)/ (4) - (2.85)

heN heN

Beweis. Betrachte die Menge S aller Teilmengen von Y, welche die gewiinsche
Figenschaft haben:

S:={EcCY:fYE) eBX)}

Wir miissen zeigen, dass S D B(Y).

Die Menge S enthilt U(Y"), da das Urbild jeder offenen Menge eine offene
Menge ist, also in B(X) liegt. Auflerdem ist S eine o-Algebra, da B(X) eine
o-Algebra ist. Also gilt S D B(Y), da B(Y) die kleinste o-Algebra ist, die
U(Y) enthalt.” O

"Der Beweis zeigt, dass die Bedingung ,,f stetig® sogar noch etwas abgeschwicht wer-
den, kann. Es reicht vorauszusetzen, dass das Urbild jeder offenen Menge eine Borelmenge
ist. Solche Abbildungen heiflen Borel messbar.
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Satz 2.18. FEs gilt:

(i) BR") ¢ My C P(R");

(i1) My # PR,
Beweis. (i): Nach Satz 2.15 gilt U(R"™) C M,,. Da M,, eine o-Algebra ist,
folgt (i).
(ii): Falls M,, = P(X) wére L" : P(R") — [0, 0] eine Abbildung, welche
die Eigenschaften (i), (ii’), (iii), (iv) in Kapitel 1 erfiillt. Dies widerspricht
dem Satz von Vitali (Satz 1.1). O

Satz 2.19. B(R") £ M,,.

Beweis. Ubungsaufgabe fiir n = 1 (mit Tip). Man zum Beispiel eine Teil-
menge der Cantormenge finden, die keine Borelmenge ist. O

Wir untersuchen jetzt die Regularititseigenschaften von L™, insbeson-
dere die Approximation von messbaren Mengen durch offene und kompakte
Mengen.

Lemma 2.20. Sei A € M,,, € > 0, dann gibt es eine offene Menge O, C R™
mit A C Oz und L"(O; \ A) <e.

Beweis. Teil 1: wir betrachten zuerst den Fall L"(A) < co. Aus der Defini-
tion von L™ folgt, dass eine Folge von Quadern F}, existiert, so dass

Ac|JF und > LM(Fy) < LM(A) +¢/3. (2.86)
heN heN

Aus Lemma 2.2(iv) folgt, dass fiir jedes h ein offener Quader G}, existiert,
so dass

F, C Gy, und LYGy) < LYFy) +27"¢/3. (2.87)
Die Menge O: = [p,cn G ist offen, erfiillt A C O, und
n n 2 n n
£M0:) <) L7(Gh) < zet ) LY(Fy) Se+L7(A). (2.88)
heN heN
Aus A C O; und der Additivitat von L™ folgt
L"Og) = LMA)+ LM(O:\ A) (2.89)
und damit
L0\ A) = L"O:) — LM(A) <e. (2.90)

Da ¢ beliebig war, ist der Beweis beendet.
Teil 2: Wir betrachten jetzt den Fall L"(A) = co. Fiir k € N sei

Ak:{$€AZk§‘$|<k+1}:Aﬂ(Bk+1\Bk). (2.91)

Die Mengen Aj sind messbar und paarweise disjunkt. Fiir jedes k gibt es
eine offene Menge OF, so dass Ay C OF und L"(OF \ A;) < 27%le. Die
Menge O, = (Jyey OF erfiillt A C O, und L"(O: \ A) <e. O
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Bemerkung. In Teil 2 haben wir eine Figenschaft des Lebesguemafles
benutzt, die noch hiufig eine Rolle spielen wird: Das Lebesguemaf ist o-
endlich, d.h., des gibt abzéihlbar viele Lebesgue messbare Mengen Ej; mit
L"(Ep) < oo und R = (J,cn En

Da man die Mengen Ej als kompakte Mengen wihlen kann (z.B. Ej =
[—h, h]™) ist R™ auch o-kompakt, d.h. eine abzdhlbare Vereinigung kompak-
ter Mengen.

Fin Beispiel fiir ein Maf, das nicht o-endlich ist, ist das Z&éhlmaf} auf R.

Satz 2.21. Sei A C R™. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Ae M,.

(ii) Fiir alle e > 0 gibt es eine offene Menge O, C R™ mit A C O, und
L0\ A) < ¢

(11i) Fiir alle e > 0 gibt es eine abgeschlossene Menge C. C R™ mit C. C A
und L"(A\C:) <e

Beweis. (i) = (ii): folgt aus Lemma 2.20.
(ii) = (i): Sei A C R™ gegeben. Sei Oy, offen mit A C Oy und L™ (O \ A) <
27, Sei
B = ﬂ Oy . (2.92)
keN

Es ist klar, dass B € B(R™) C M,,. Es bleibt zu zeigen, dass
LB\ A)=0. (2.93)

Dann ist B\ A eine Nullmenge, also in M,,, da (R™, M,,, L™) nach Satz XXX
vollstindig ist. Da A = B\ (B \ A) folgt A € M,,, da M,, eine o-Algebra
ist.
Beweis von (2.93): aus B\ A C O\ A folgt, dass L™*(B\ A) < L™ (O \A) <
27F fiir alle k. Das beendet den Beweis (ii) = (i).

Deshalb sind (i) und (ii) dquivalent. Da M,, eine o-Algebra ist, gilt
AeM, < R"\ Ae M,. Daher ist (ii) auch zu

(ii”) Fiir alle ¢ > 0 gibt es eine offene Menge O, C R™ mit (R™\ A) C O,
und L"(0: \ (R"\ 4)) <e

dquivalent. Mit C; = R™\ O, ist das genau (iii), da O, \ (R"\ A) = O.NA =
ANO.=A\ (R"\ O.). O

Lemma 2.22. Fir N C R" sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) N ist eine (L"-)Nullmenge;
(ii) Fiir alle € > 0 gibt es eine offene Menge O, C R™ mit N C O, und
LMO;) <e.
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(i5i) Fir alle e >0 gibt es x : N — R™ und r : N — (0,00), so dass gilt:

N c | J@n+[0,m]"), d orp<e. (2.94)
heN heN

Beweis. (i) = (ii): Aus Satz 2.21 folgt, dass eine offene Menge O, existiert,
so dass N C O; und L™"(O.; \ N) < e. Dann folgt L"(O.) = L"(O: \ N) +
L"(N) <e.

(ii) = (iii): Folgt aus Satz 2.15, es disjunkte Quader @} gibt mit da O, =
Unen @n C Unen @ny Q@n = zp + [0,74]"™ und Vol (Qr) = Vol (Qr) = 1},

(iii) = (i): Fiir alle € > 0 gilt wegen Monotonie

L(N) < L7\ @n+[0,r)") <D <, (2.95)
heN heN
und deshalb £™*(N) = 0. Die Aussage folgt aus Satz 2.9(ii). O

Beispiele. Jede abzdhlbare Menge ist eine Lebesgue Nullmenge.
Die Cantormenge ist eine iiberabzihlbare Lebesgue Nullmenge (vgl. Ubgungs-
blatt 4).

Lemma 2.23. Sei A € M,,, dann gilt:

L"(A) =sup{L"(K) : K kompakt, K C A} (innere Regularitit) (2.96)
= inf{L"(0) : O offen, A C O} (duflere Regularitit). (2.97)

Beweis. Wir definieren m = sup{L"(K) : K kompakt, K C A} und M =
inf{£"(0) : O offen, A C O}. Aus der Monotonie folgt, dass fiir alle K und

O wie oben gilt:
LM(K) < £(A) < £7(0), (2.98)

und deshalb m < L£"(A) < M.

Aus Satz 2.21 folgt, dass eine Folge Oj, von offenen Mengen mit A C Oy
und L"(Of) = L™"(A) + L"(Ox \ A) < L™"(A) + 1/k existiert, und damit
M < LM(A).

Aus Satz 2.21 folgt, dass eine Folge C von abgeschlossenen Mengen mit
Cr C Aund L"(A\ Ck) < 1/k existiert. Aus Satz 2.10 (i) folgt, dass fiir
jedes k gilt:
sup{£" (B Ci)} = supl £ ({ € Ci : o] < )} = £7(Ch) > £7(4) — .
heN heN

(2.99)

Deshalb gilt:
sup {L"(BL,NCr)} =L"(A), (2.100)
heN,keN
und alle Mengen Bj, N Cj, sind kompakt. Daraus folgt m > L£*(A). Das
beendet den Beweis. O
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Lemma 2.24 (Eindeutigkeit des Lebesgue Mafles). (i) Sei Q die Menge
der Quader in R™ und sei v : Q — [0,00] eine Abbildung mit folgenden
Eigenschaften

(a) via+ Q) =v(Q) fir allea € R", Q € Q (Translationsinvarianz);
(b) v([0,1]") =1 (Normierung);

(c) falls ein Quader @ die disjunkte Vereinigung von zwei Quadern Qq
und Q2 ist, so gilt v(Q) = v(Q1) + v(Q2) (endliche Additivitit).

Dann gilt v(Q) = [ (bi — a;), falls Q = [a, b]"
(ii) Sei & C M, eine tranlationsinvariante o-Algebra, die alle Quader
enthdlt, und sei v : S — [0,00] ein translationsinvariantes Maf, d.h.

x+AeS, v+ A =vA), VAeS. (2.101)
Sei
v([0,1]") = au (2.102)
Dann gilt
v(E)=aLl(E) VEE€S. (2.103)

Beweis. (i): Fiir n = 2 und Q = [a,b]?, s. Ubungsaufgabe 2, Blatt 2. Aus
Eigenschaft (¢) und Lemma 2.3 folgt, dass ¥ monoton auf Quadern ist. Damit
folgt v(Q) = H?Zl(bi — a;), falls Q = [a, b]?. Der Fall n > 2 ist analog.

(ii): Es reicht, den Fall & = 1 zu betrachten. Falls ndmlich o = 0, so folgt
aus der Translationsinvarianz und der o-Additivitdat v(R™) = 0. Falls a > 0
kann man das Maf éV betrachten. Fiir o = 1 folgt aus (i), dass v und L"
auf @ iibereinstimmen. Aus Satz 2.15 folgt, dass S alle offenen Mengen,
und somit alle Borelmengen, enthilt und dass die beiden Mafle auf offenen
Mengen iibereinstimmen. Sei K kompakt und U D K offen und beschrinkt.
Dann ist auch U \ K offen und es gilt

V(K) =v(U) —v(U\K) = £"(U) — LU\ K) = L*(K).  (2.104)

Sei A € § C M, und sei ¢ > 0. Es folgt aus Lemma 2.23, dass es eine
kompakte Menge K und eine offene Menge U gibt mit K C A C U und

v(A)—e <v(U)—e=L"(U)—e < LM(A) < LM(K)+e =v(K)+e < v(A)+e.

(2.105)
Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O
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2.5 Lipschitz-stetige Funktionen und der Transformations-
satz

Definition 2.25. Sei A C R", nichtleer. Eine Funktion f: A — R™ heifit
Lipschitz-stetig, wenn ein M € R existiert, so dass

|f(x) = f(y)] < M|z —y| Vr,y € A. (2.106)

Lip (A;R™) ist die Menge all dieser Funktionen. Fir f € Lip (A;R™) wird
die Lipschitz-Konstante Lip (f) von f durch

Lip (f) = inf{M > 0: (2.106) gilt} (2.107)
definiert.

Bemerkung. Lip (4;R™) C CY(A;R™); fiir #A > 2 gilt

Lip(f) = sup LB =SWI

(2.108)
etyed T =Y

Falls A offen und konvex ist und f differenzierbar ist, so ist f Lipschitz
mit Lipschitzkonstante L := sup,c 4 ||Df(2)], falls L < oo (hierbei bezeich-
net ||A|| die Operatornorm einer linearen Abbildung A), vgl. Analysis II.
Die Klasse der lipschitzstetigen Funktionen ist aber robuster als die Klasse
der differenzierbaren Funktionen. So ist z.B. das Maximum oder Minimum
zweier lipschitzstetiger Funktionen wieder lipschitzstetig. Allgemeiner gilt
folgender Aussage.

Lemma 2.26. Sei L > 0, sei A C R"™ nichtleer. Sei F' eine beliebige Index-
menge. Fir a € F seien f, : A — R Funktionen mit Lip (fo) < L und sei
f definiert durch

f(z) :=inf{fo(x):a € F}. (2.109)

Falls f(x) # —oo fiir alle x € A, so ist f lipschitzstetig und Lip (f) < L.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass gilt
fy) = f(@) < Lly — x|, Va,ye A, (2.110)

denn durch Vertauschen von z und y folgt daraus die Behauptung. Seien
also x,y in A und sei ¢ > 0. Da f(z) # —oo gibt es ein a € F, so dass
f(z) > fo(x) —e. Nach Definition ist f(y) < fa(y). Daher gilt

fy) = f(@) < faly) = fa(z) +€ < Lly — 2 +¢. (2.111)
Da e > 0 beliebig war, folgt (2.110). O

Wir zeigen jetzt, dass sich jede lipschitzstetige Funktion auf einer Teil-
menge zu einer lipschitzstetigen Funktion auf R™ fortsetzen 1aft.

Satz 2.27. Sei A C R"™ nichtleer, f € Lip (A;R™). Dann gibt es g €
Lip (R™;R™), so dass f = g auf A und Lipg < /mLip f.
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Bemerkung. Es gibt auch eine Fortsetzung mit Lip g = Lip f, die Kon-
struktion ist aber wesentlich komplizierter (Kirszbraun 1934).

Beweis. Teil 1: Wir betrachten zuerst den Fall m = 1. Sei L = Lip (f), und
sei g: R" — RU{—o0} durch

9(x) = inf{f(y) + L|z —y| : y € A} (2.112)

definiert (es gilt g(x) # oo, weil A # ).
Wir zeigen jetzt, dass g(z) # —oo fiir alle x. Sei yp € A, x € R™. Fir
alle y € A gilt
f(y) = f(yo) — Ly — o (2.113)

und da |y — yo| < |y — x| + |z — yo| folgt, dass
f(y) + Llz =yl = f(yo) — Lz — yol VyeA. (2.114)

Deshalb gilt g(z) > —oo fiir alle z € R™ Aus Lemma 2.26 folgt g €
Lip (R™;R) und Lip (g) < L.

Es bleibt zu zeigen, dass f(x) = g(z) fiir alle x € A. Aus der Definition
von g folgt unmittelbar, dass g(x) < f(x). Da f Lipschitz ist, gilt fiir alle
yeA

F@) < F)+ Lie —yl. (2.115)

Deshalb ist f(z) < g(x). Das beendet den Beweis fiir m = 1.
Teil 2: Falls m > 1, dann bilden wir fiir jede Komponente f; eine Fort-
setzung g;, mit Lip (g;) < Lip (f;) < Lip (f). Dann gilt:

l9(x) — g)| = | D _(g:(x) — gi(y))? (2.116)

i=1
<vm max |gi(z) = gi(y)l < VmLip (f)le —y|.  (2117)
O

Satz 2.28. Sei N C R™ mit L"(N) =0, f € Lip (N;R"), dann ist f(N) €
My, und L*(f(N)) =0.

Beweis. Aus Satz 2.27 folgt, dass man f € Lip (R"; R") annehmen kann. Sei
M = Lip (f). Wir zeigen zuerst, dass ein C' > 0 existiert, so dass fiir alle
x € R" und r € [0, 00) gilt

L f(x+[0,r]")) <CL™(]0,7]") = Cr"™. (2.118)

Die Menge f(x+[0,7]™) ist kompakt und deshalb messbar. Fiir y € x+[0, r|"”
gilt [f(y) — f(x)] < M|z —y| < My/nr. Deshalb gilt:

flz+1[0,7]") C f(z) + [-M~/nr, M\/nr|™. (2.119)
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Dies liefert (2.118), mit C' = (2M+/n)™.
Sei € > 0. Nach Lemma 2.22 gibt es z : N — R" und r : N — (0, 00), so
dass

N c [J@n+[0,m]"), Y rp<e. (2.120)
heN heN
Dann gilt:
FN) c | flan+10,m4]") (2.121)
heN

und deshalb gilt auch:

LY(F(N) <L (fan+[0,7]") <> Crjp < Ce. (2.122)
heN heN

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt £™*(f(N)) = 0, und mit Satz 2.9(ii) ist der
Beweis beendet. 0

Satz 2.29. Sei T : R"® — R" linear, detT # 0. Sei E € M,,. Dann ist
T(E) € M,, und
LYMT(E)) =|detT|L"(E) . (2.123)

Bemerkung. (i) Wir werden nachher sehen, dass im Fall det T = 0 gilt:
L(T(E)) = 0, fiir alle E C R™.

(ii) Satz 2.29 zeigt insbesondere, dass £" euklidisch invariant ist, im Sinne
von Bedingung (ii) in Kapitel 1.1.

Beweis. Wir betrachten zunéchst Borelmengen.

Teil 1: Sei E € B(R™). Dann ist T(E) € B(R™).
Da det T' # 0, ist T invertierbar. Die inverse Abbildung S = T~ ! ist linear
und daher stetig und es gilt T(E) = S~1(F). Damit folgt die Behauptung
aus Satz 2.17.

Teil 2: Fiir jede lineare Abbildung T mit detT # 0 gibt es eine Zahl
©(T') # 0 so dass L(T(E)) = ¢(T)L(E) fir alle E € B(R™).
Wir beniitzen die Eindeutigkeit des LebesguemafBes. Sei v(E) := L((T(E))
fir E € B(R™) und ¢(T) := ([0, 1]™). Dann gilt

v(z+E) = L(T(z + E)) = L(Tz + T(E)) = L(T(E)) = v(E). (2.124)

Daher ist v translationsinvariant und aus Lemma 2.24 (ii) mit S = B(R")
folgt v(E) = o(T)L(FE). AuBerdem ist ¢(T") # 0, da T'([0, 1]™) die nichtleere
offene Menge T'((0,1)™) enthélt und somit einen offenen, nichtleeren Quader.
Dies beweist die Behauptung.

Fiir das Produkt ST zweier linearer Abbildung gilt (ST)(E) = S(T'(E))
und daraus folgt

o(ST) = p(S)p(T), falls detS # 0,det T # 0. (2.125)
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Teil 3: Fiir ldingenerhaltende lineare Abbildungen T € O(n) gilt (1) =
1.
Sei B die offene Einheitskugel. Dann gilt 7'(B) = B und somit ¢(T)L™(B) =
L"(T(B)) = L™(B). Daraus folgt o(T) = 1.

Teil 4: Es gilt o(T') = |det T'|.
Jede invertierbare lineare Abbildung 7" 148t sich schreiben als T' = OS, mit
O € O(n) und S symmetrisch (Polarzerlegung: man setzt S = (T*7)/? und
O = TS~1). Weiterhin 148t sich jede symmetrische Abbildung schreiben als
S = QDQ ! mit Q € SO(n) und D diagonal. Aus (2.125) und Teil 3 folgt
o(T) = ¢(D). Fiir eine Diagonalmatrix D = diag(A1, ..., \,) gilt

L"(D([0,1]") = H |Ai] = |det D|. (2.126)
i=1

Somit folgt ¢(T) = |det D| = |det T|, dadet Q = det Q' = 1 und |det O] =
1.

Damit ist gezeigt
LMT(E)) =|detT|L"(E) VYE € B(R"). (2.127)

Sei nun £ € M,. Nach Lemma 2.20 gibt es offene Mengen O O F mit
L"(Op \ E) < 1/k. Sei B = N}'_,0. Dann ist B D E, B € B(R") und
N = B\ A ist eine Nullmenge. Da T bijektiv ist gilt T(E) = T(B) \ T(N).
Nach Satz 2.28 ist T'(IV) eine Nullmenge und daher messbar. Nach Teil 1 ist
T'(B) messbar. Daher ist T'(E) messbar und Satz 2.29 folgt aus (2.127). O

Bemerkung. Das Argument in Teil 3 und Teil 4 148t sich noch abkiirzen,
wenn man folgende (nicht ganz triviale) Aussage aus der linearen Algebra be-
nutzt. Sei ¢ : GL(n,R) — R\ {0} eine Abbildung mit ¢(ST") = ¢(S)e(T).
Dann gibt es eine Funktion ¢ : R\ {0} — R\ {0} mit o(T) = ¢(detT)
und (st) = 1(s)y(t).® Benutzt man diese Aussage, so reicht es, diago-
nale Abbildungen T zu betrachten (oder sogar nur die Spiegelung T =
diag (—1,1,...,1) und die Dilatationen 7' = AId ).

8 Abstrakte Beweisidee: Fiir A, B € GL(R,n) sei [A, B] := ABA B~ der Kommu-
tator. Da ¢ ein Homomorphismus von GL(R,n) nach R\ {0} ist, gilt p([4,B]) = 1.
Es gilt sogar p(A) = 1 fiir alle A in der Kommutatorgruppe K(G), die aus endli-
chen Produkten [A1, B1]...[An, Bn] besteht. Der wesentliche Punkt ist, zu zeigen, dass
K(G) =SL(R,n) = {A € GL(R,n) : det A = 1}. Dann folgt die Aussage, weil man jede
Matrix A € GL(R,n) schreiben kann als A = diag(¢,1,...,1)B mit B € SL(R,n) und
t = det A.

Etwas konkreter kann man zum Beispiel wie folgt vorgehen. Definiere (t) =
p(diag (t,1,...1)). Dann gilt ¥ (st) = 1(s)¥(t) und insbesondere ¥ (1) = 1. Beriicksichtigt
man, dass fiir jede Permutation P die Identitiit 1(P)y(P) = ¢(P?) = (Id) = 1 gilt,
so sieht man leicht, dass (D) = ¢(det D) fiir alle Diagonalmatrizen D. Wir nennen eine
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Lemma 2.30. SeiT : R” — R” linear mit det T' = 0. Dann gilt L"(T(E)) =
0 fiir alle E C R"™.

Beweis. Sei Hy C R™ die Hyperebene {x € R" : z, = 0}. Dann gilt
L"(Hyp) = 0 (Beweis: Aufgabe 2, Ubungsblatt 4; Tip: Zeige zunichst £™(HoN
[k, k]") = 0).

Da detT = 0, ist T(R™) in einer Hyperebene H enthalten. Es gibt eine
lineare Abbildung S € SO(n) so dass S(Hy) = H. Daraus folgt L"(H) =
L"(Hp) = 0 und somit L*(T(E)) < L"(T(R™)) = 0. O

2.6 Radonmafle

Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen messbaren Mengen, offe-
nen Mengen und kompakten Mengen in allgemeinerem Zusammenhang. Das
folgende Kriterium ist sehr niitzlich um zu zeigen, dass alle offenen Mengen
(und damit alle Borelmengen) messbar sind.

Fiir nichtleere Mengen A C X, B C X und einen Punkt z € X definieren
wir:

dist (z, A) = inf{d(z,y):y € A}
dist (4,B) := inf{d(z,B):x € A}.

Es gilt?

C C X abgeschlossen, nichtleer = C = {z € X :dist(z,C)=0}.
(2.128)

Matrix E elementare Dreicksmatrix, falls £ = Id +te; ® e; mit ¢ # j. Der Beweis reduziert
sich dann auf zwei Aussagen: a) jede invertierbare Matrix ist ein Produkt von elementa-
re Dreiecksmatrizen und Diagonalmatrizen; b) ¢(E) = 1 = det E. Die Aussage a) folgt
aus dem Gaussschen Eliminationsverfahren und der Tatsache, dass jede Permutation ein
Produkt von elementaren Dreiecksmatrizen und einer Diagonalmatrix ist. So ist

-1 0 1 -1 1 0 1 -1\ _ (0 1
G D6 D6 D6 =G0

Zum Beweis von b) setzt man F(t) = Id + te; ® e; und bemerkt, dass E(t)E(s) =
E(t + s). AuBerdem gilt (fiir i = 1,7 = 2) diag (), 1) E(t)diag (A~ ', 1) = E(\t) und somit
©(E(At)) = @(E(t)). Daraus folgt, dass ¢ (E((A — 1)t)) =1 fiir alle ¢ # 0 und alle X # 0.
Mit A = 2 ergibt sich b). Dieses Argument funktioniert auch, wenn man R durch einen
beliebigen Korper K ersetzt. Falls K drei oder mehr Elemente hat so kann man im Beweis
von b) A ¢ {0,1} und ¢ = (A — 1)~ 's withlen. Dann folgt ¢(F(s)) = 1 fiir alle s € K. Falls
K zwei Elemente hat, so ist K\ {0} = {1}. Daher ist ¢ konstant auf GL(K,n). Analog
sieht man, dass det auf dieser Menge konstant ist, da det S # 0 fiir alle S € GL(K, n).

9Beweis: die Implikation € C == dist (z, C) = 0 ist trivial. Zu zeigen ist = ¢ C =
dist (z,C) > 0. Sei z ¢ C. Da X \ C offen ist, gibt es ein § > 0 so dass Bs(z) C X \ C.
Darauf folgt dist (z,C) > § > 0.
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Satz 2.31 (Caratheodory Kriterium). Sei X ein metrischer Raum und p* :
X — [0,00] ein duferes Mafs. Dann sind alle offenen Menge in X messbar,
genau dann wenn

[*(AUB) > p*(A) 4+ p*(B) VA,BC X mit dist (A, B) >0. (2.129)

Beweis. Die Notwendigkeit von (2.129) ist einfach. Seien A und B Teilmen-
gen von X und e := dist (4, B) > 0. Sei

U:={zxe€ X :dist(z,A) < e}. (2.130)

Dann ist U offen und es gilt A C U und BNU = (). Daraus folgt (AUB)NU =
Aund (AU B)\ U = B. Da U messbar ist, folgt (2.129).

Es gelte nun (2.129). Wir miissen zeigen, dass jede offene Menge messbar
ist. Da die messbaren Mengen eine o-Algebra bilden, reicht es zu zeigen, dass
jede abgeschlossene Menge C messbar ist. Dazu miissen wir zeigen, dass

pHE) > i (ENC) +pu*(E\C) VECX. (2.131)

Es reicht, den Fall ©*(E) < oo zu betrachten. Fiir k& € N* definiere Mengen
1
Cp:={re X :dist(z,C) < %} (2.132)

Dann gilt dist (E\ Cx, ENC) > % > 0. Nach Voraussetzung und wegen der
Monotonie von p* gilt

p(EN\Cr) +p(ENC) =p (E\Cr) U(ENC)) < p*(E).  (2.133)
Die gewiinschte Ungleichung (2.132) folgt, wenn wir zeigen dass

lim 7 (B\ Cy) = (B ). (2.134)

Definiere R; = C; \ Cj4+1. Dann gilt Cp, = Cj, \ U;":_kle fir m > k.
Da C' abgeschlossen ist, folgt aus (2.128), dass N35_, . ;Cy, = € und somit
C=C \ U;ikRj.

Daraus folgt £\ C'= E '\ C; UU2; R; und daher

oo

PHEN\Cy) < p*(E\C) < p*(E\Cy) + ) u*(ENRy) (2.135)
j=k

Zum Beweis von (2.134) reicht es also zu zeigen, dass ) 72| p*(ENR;) < oo.
Es gilt nun dist (R;, R;) > 0, falls j > i+ 2 und deshalb dist (ENR;, EN
Rj) > 0 Daher folgt durch Induktion

m

> WH(E N Ryj) = (UL E N Ryy) < p*(E), (2.136)
j=1
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and analog
> W (EN Ryjia) = i (UPLgE N Ryjia) < i (E). (2.137)
§=0

Durch Addition der beiden Ungleichungen und Ubergang zum Limes m —
oo erhalten wir

W (ENR;) <2u*(E) < oc. (2.138)
j=1
Daraus folgt (2.134) und somit (2.132). O

Definition 2.32. FEin metrischer Raum X heif$t lokal kompakt, falls es fiir
jeden Punkt x € X eine abgeschlossene Kugel B,(z) (mit r > 0) gibt, die
kompakt ist.

Beispiel. (i) R” und jede offene Teilmenge von R"” sind lokal kompakt.
(ii) Die Menge R \ Q ist nicht lokal kompakt.

Definition 2.33. Ein dufleres Maf u* auf einem lokal kompakten metri-
schen Raum X heisst Radonmaf falls jede Borelmenge messbar ist und die
folgenden Bedingungen erfillt sind.

(i) Falls K C X kompakt ist, so gilt u*(K) < oo.
11) (wnnere Regularitdt ur alle offenen Menge V C qgult
(ii) (i Regularitit) F lle off M V CR" gil

w* (V) =sup{p*(K) : K kompakt ,K C V'}. (2.139)

(iii) (dufSere Regularitit) Fir eine beliebige Teilmenge E C X gilt
p(E) =inf{u*(V):V offen ,E C V}. (2.140)

Bemerkung. (a) Fiir X = R" ist die Bedingung (i¢) immer erfiillt, da je-
de offenen Menge V' eine abzdhlbare Vereinigung einer aufsteigenden Folge
kompakter Menge K}, ist; dann folgt die Aussage aus Satz 2.10. Man kann
2.B. K, = {z € V: |z| <k, dist (z,R"\ U) < £} wihlen.

(b) Das Diracmafl 6, auf R" ist ein Radonma$.

(c) Das duBere Lebesguemafl £™* ist ein Radonmafl auf R™. Eigenschaft (i)
ist klar, da jede kompakte Menge in einem Quader enthalten ist. Die Mef3-
barkeit offener Mengen wurde in Satz 2.15 gezeigt. Fiir duflere Regularitét
argumentiert man wie in Lemma 2.20. Falls £*(E) < oo, so gibt es eine
offene Menge O, D E mit L"(O;) < L™(F) + . Falls L™ (F) = oo so ist
die Aussage trivial wegen der Monotonie des Mafes.

(d) Wir werden spéter sehen, dass Radonmafle in einem sehr engem Zusam-
menhang mit der Integration stetiger Funktionen stehen.
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Bemerkung. Viele Autoren (z.B. Bauer) definieren Radonmafe als Mafe
(nicht duBere Mafle) auf der Borel o-Algebra B(R™) mit gewissen zusétzli-
chen Eigenschaften (lokal endlich und von innen regulér).

Die folgende Aussage ist die natiirliche Verallgemeinerung der Regula-
ritét des Lebesguemafes.

Lemma 2.34. Sei X ein lokal kompakter metrischer Raum und p* : X — R
ein dufleres Radonmafl. Sei A C X messbar mit p*(A) < oo. Dann gibt
Mengen K,U C X so dass

W(A\K)<e, p(U\A)<e KCACU, K kompakt, U offen.
(2.141)

Beweis. Da A messbar ist, gilt fiir jede offene Menge U die Identitét p* (U \
A) = p*(U) — p*(A). Damit folgt die zweite Abschitzung aus der aiifleren
Regularitit des Radonmafes.
Zur Konstruktion von K benutzen wir, dass es eine offene Menge V gibt
mit
AcCV, p"(V\A)<eg/2 (2.142)
Wegen der inneren Regularitit von p* gibt es eine kompakte Menge K’ mit

K cV, w(V\K')<ce/2

Falls K/ C A, sind wir fertig, da A\ K’ ¢ V \ K'. Im allgemeinen ist
K'\ A # (. Es gilt aber

u(K'\ A) < pu(V\ A) <e/2. (2.143)
Wegen der dufleren Regularitit von p gibt es eine offene Menge W mit
K'\NAcCcWwW, pW)<e/2.
Definiere K := K’ \ W. Dann ist K kompakt, K C A und
PANEK) < p(VAK) < p(VAK') +p(W) <e.
O

[15.11. 2016, Vorlesung 8|
[17.11. 2016, Vorlesung 9]
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3 Messbare Funktionen, Integration

3.1 Messbare Funktionen

Definition 3.1. Sei S eine o-Algebra, F € S. Eine Abbildung f : E —
[—00, 00] heifst messbar, falls

{reFE: flx)<a}eS (3.1)
fiir alle a € R.

Lemma 3.2. Sie S eine o-Algebra, E € S, f: E — [—00,00]. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) f messbar, d.h., f~'([~00,a)) € S fiir alle a € R;
(ii) f~1(|~00,a]) € S fir alle a € R;
(iii) —f messbar, d.h., f~1((a,00]) € S fiir alle a € R;
(iv) fY([a,o0)]) € S fiir alle a € R.
Bemerkung. Seien X,Y Mengen, und f : X — Y. Sei f~1(A4) := {x €
X : f(z) € A}. Dann gilt:
(i) Fiir alle A,B CY,
FTHANB) = f7HA)\ f71(B). (3:2)
insbesondere f~1(Y \ A) = X \ f~1(A).
(ii) Fiir alle A: N — P(Y),

! <U Ah) =J (3.3)

heN heN

und

! <ﬂ Ah> =" (4n). (3.4)

heN heN

Beweis. (i) = (ii): Sei a € R. Aus

[—o0,a] = [)[~00,a+27") (3.5)
heN
folgt, dass
FH([=o0,a)) = fH([()[Fo0,a+27") = () f 7 ([~o0,a+27")). (3.6)
heN heN
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Aus der Messbarkeit von f folgt, dass f~'([—o0,a +27")) € S fiir alle
h, und da S eine o-Algebra ist, gilt auch f~!([—o00,a]) € S.
(77) = (i) folgt analog aus

[—00,a) = U [—oc0,a —271]. (3.7)
heN

Deshalb sind (7) und (i7) dquivalent.

Die gleiche Argumentation mit — f statt f zeigt dass (i) und (iv) dqui-
valent sind.

Aus

fH(a,00]) = E\ f7H([~00,d]) (3.8)

folgt, dass (i7) = (ii7); analog zeigt man (iv) = (i). O

Lemma 3.3. Sei S eine o-Algebra, E € S, f: E — R. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) f ist messbar, d.h., f~Y([~c0,a)) € S fiir alle a € R;
(ii) f~Y(O) € S fiir alle offenen Mengen O C R;
(iii) f~Y(B) € S fiir alle Borel-Mengen B C R.

Beweis von Lemma 3.3. Sei O C R offen. Nach (Satz 2.15(1)) gibt es abzihl-
bar viele offene Intervalle (ap,by) so dass

O = [ J(an,bn). (3.9)
heN
Damit gilt:
F7H0) = £ an, b)) = | (F 1 ([=00,bn) \ £ ([=0,aa])) - (3.10)
heN heN

Das beweist (1) = (i7); die Folgerungen (ii) = (i) und (ziz) = (i7) sind
offensichtlich.

Es bleibt zu zeigen, dass (i7) = (iii). Dies ist analog zum Beweis von
Satz 2.17.
Details: Wir betrachten die Menge

B*={BCcR:fYB)ecS}. (3.11)

Aus (ii) folgt, dass alle offenen Mengen in B* enthalten sind. Wir behaupten,
dass die Menge B* eine o-Algebra ist. Sei B € B*. Dann gilt:

AR\ B)=E\ f7Y(B) €8S. (3.12)
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Deshalb ist R\ B € B*. Sei B : N — B*, dann gilt:

! (U Bh) =Jr'®Bes. (3.13)

heN heN

Deshalb ist | J,cn Br € B*. Deshalb ist B* eine o-Algebra, die alle offenen
Mengen enthilt. Aus der Definition von B(R) folgt dann B(R) C B*. O

Bemerkung. Die analoge Aussage gilt fiir Abbildungen f : E — [—00, o0],
wenn wir die Metrik dy verwenden, die in Kapitel 1.4 eingefiihrt wurde. Eine
Menge V' C [—o00, 0] ist genau dann offen, wenn folgende drei Bedingungen
erfiillt sind: (i) falls z € V N R, so gibt es ein offenes Interval I C R mit
x eI CV;(ii) falls co € V, so gibt es ein a € R mit (a,00] C V; (iii) falls
—o0 € V, so gibt es ein @ € R mit [—o0,a) C V. Daraus folgt, dass jede
offene Menge V' C R eine abzéhlbare Vereinigung von Intervallen ist. Daher
ist der Beweis (i) == (ii) der gleiche wie im Fall f : £ — R.

Lemma 3.4. Sei S eine o-Algebra, E € S.

(i) Falls f : E — [—00,00] messbar ist und A € R\ {0}, dann ist \f
messbar.

(ii) Falls f,g: E — [—00, 00] messbar sind, dann sind max{f, g}, min{f, g}
und | f| ebenfalls messbar.

(iii) Falls f,g: E — R messbar sind, dann sind f + g und f — g ebenfalls
messbar.

(iv) Falls f,g: E — R messbar sind, dann ist fg ebenfalls messbar.

Bemerkung. Die Aussagen in (iii) und (iv) gelten auch fiir f,g : F —
[—00, 0] solange alle Ausdriicke definiert sind (d.h. solange keine Ausdriicke
der Form oo + (—o0) oder 0 - +00 auftreten).

Beweis fiir f+ g: Die Mengen f~!(R) und g~ !(R) sind in S , da R offen in R
ist. Daher gilt E' = f~}(R)Ng~1(R) € S. Nach (iii) ist (f+g) ! ([-00,a))N
E’' € 8. Auflerdem ist (f + g)(x) € {—o0, 00} fiir x € E'\ E'. Daher gilt

(f +9) " ([~o0,a)) N (BN E') = (f +9) " (~00) = fH(~00) Ug™"(~00)

und diese Menge ist in S , da {—oo} in R abgeschlossen ist und somit
f1(—o00) € Sund g~!(—o0) € S messbar sind. Alsoist (f+¢g)~!([~00,a)) €
S.

Beweis. (i): Fiir A > 0 ist

A H[~o0,a)) ={x € E: \f(z) <a}={x € E: f(z) <a/A} €S,
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da f messbar ist.

Fiir A < 0. Dann gilt Af = —|A|f. Wir haben schon gezeigt, dass |\|f
messbar ist. Nach Lemma 3.2 ist auch —|\|f messbar.
(ii): Aus
max(f,g) ' ([~00,a)) = {z € E: f(z) < a und g(z) < a} (3.14)
= ([0, @) Ng~ ([~00,a)) (3.15)

folgt, dass max(f, g) messbar ist. Analog zeigt man, dass min(f, g) messbar
ist. Aulerdem ist |f| = max(f, —f) messbar.

(iii): Nach (i) ist —g messbar. Daher reicht es, zu zeigen, dass f + g
messbar ist. Sei a € R. Dann gilt:

(f +9)" ([~o0,a)) = {z € E: f(z) + g(x) < a} (3.16)
= U{xEE:f(a:)<qundg(a:)<a—q} (3.17)

q€Q
= (o) g ([Fooa—0)) - (3.18)

q€Q

Beweis der Gleichheit in (3.17): Sei f(z) < ¢ und g(z) < a — ¢. Dann
folgt f(z) + g(x) < a. Seli x € E ein Punkt mit f(x) + g(z) < a. Sei
g € QN (f(x),a — g(x)). Solch ein ¢ existiert, weil Q in R dicht ist, und
f(z) < a—g(z). Aus dieser Definition von ¢ folgt f(x) < g und g(z) < a—gq.
(iv): Wir beweisen die Aussage zunéchst unter zusétlichen Voraussetzung
f>0und g > 0. Dann gilt (fg)~!([~00,a)) = 0 fiir a < 0. Fiir a > 0 gilt

(f9) "' ([-00,a)) = {z € E: f(2)g(x) < a} (3.19)
= U{w €FE: f(z)<qund g(z) <a/q} (3.20)

q€Q
= J (f ' ([=o0,0) ng~ " ([-o0,a/q))) - (3.21)

q€Q

Beweis der Gleichheit in (3.20): Sei f(z) < ¢ und g(z) < a/q. Dann folgt
f(z)g(x) < a. Sei x € E ein Punkt mit f(z)g(x) < a. Falls g(z) = 0,
wihle ¢ € Q mit f(x) < ¢. Dann gilt g(x) < a/q. Falls g(z) > 0 sei
qg € QN (f(z),a/g(x)). Solch ein ¢ existiert, weil Q in R dicht ist, und
f(z) < a/g(z). Aus der Definition von ¢ folgt f(z) < g und g(z) < a/q.
Fiir eine beliebige messbare Funktion f : E — R definieren wir f* =
max(f,0) und f~ = max(—f,0). Dann sind f* nichtnegativ und f = f+ —
f~. Nach (ii) ist sind f* und g messbar. Damit folgt die Behauptung aus
der Aussage fiir f,g > 0, der Darstellung fg = (f* — f7)(¢9" — ¢g~) und
(iii). O

Lemma 3.5. Sei S eine g-Algebra, E € S. Sei U C R offen, f : E - R
messbar, f(E) CU und ¢ : U — R stetig. Dann ist ¢ o f messbar.
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Beweis. Sei V C R offen. Wir miissen zeigen dass (¢ o f)~1(V) € S. Es gilt

(pof)7(V) = {z€E:p(f(z)) eVi={zeE: fz) € g~ (V)}

= e (V).
Da ¢ stetig ist, ist die Menge ¢ ~!(V) offen in U und damit offen in R. Daher
ist (po f)~1(V) € S nach Lemma 3.3. O

Beispiel: U = R\ {0}, ¢(t) = 1. Dies liefert: falls g : E — R messbar
und g(x) # 0 fiir alle x € F, so ist 1/g messbar. In Verbindung mit Lemma
3.4 (iv) folgt die Messbarkeit von f/g.

Satz 3.6. Sei S eine o-Algebra, E € S, {f} eine Folge messbarer Funktio-
nen fi: E — [—00,00]. Dann gilt:

(i) sup fr und inf fi sind messbar;
keN keN

(#1) limsup fr und liminf f; sind messbar.
k—o00 k—o0

Notation (vgl. Kapitel 1.4): Fiir A C [—o0, o0] ist

—00 falls A =0 oder A = {—o0};
sup A = < oo falls co € A; (3.22)
sup(A \ {—o0}) sonst.

In der letzte Zeile ist A\ {—oo} C R, und sup wie in Analysis 1 definiert.
Analog wird inf A definiert.
Diese Definition wird auf Funktionen fortgesetzt durch punktweise Bil-

dung des Supremums, d.h. sup fx : E — [—00,00] ist durch (sup fi)(z) =
keN keN
sup{ fx(x) : k € N} definiert.

Beweis. Es gilt

(sup f) H([o0,a)) ={z € E: sup fi(z) < a} (3.23)
={z € E: fr(z) <aVk} (3.24)
— ﬂ{gg €E: fi(z) <a} (3.25)
keN
= £ ([=o0,a)). (3.26)
keN

Deshalb ist sup,, fr messbar. Analoges gilt fiir infy f.
Aus

limsup fx = inf sup f3 (3.27)
k—00 keN p>

folgt, mit zwei Anwendungen von (i), dass auch limsup f; messbar ist. [
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Lemma 3.7. Sei S eine o-Algebra.

(i) Sei E€ S, F:N— S mit

E=|]JF (3.28)

Dann ist f : E — [—o0,00] genau dann messbar, wenn alle f|p, :
E}, :— [—00, 00] messbar sind.

(ii) Sei (X, S, ) ein vollstindiger Mafiraum und sei N € S eine Nullmen-
ge. Dann ist jede Funktion f: N — [—o00, 00| messbar.

Beweis. Hausaufgabe. O

Wiederholung Sei E eine Menge und seien fi : £ — R Funktionen k& € N.
Die Folge fi konvergiert punktweise gegen eine Funktion f: E — R falls

Vee X lim fi(z) = f(x).
k—o0
Die Folge konvergiert gleichmdflig gegen f, falls
Tim supd|fi(x) — /(x)] : x € B} =0

Standardbeispiel: £ = [0,1), fi(z) = 2%, f(x) = 0. Dann gilt fi(x) — f(z)
fir alle x € F, aber

sup{|fx(z) — f(z)| :z € E} = 1.

Satz 3.8 (Egorov). Sei (X,S,u) ein Maffraum, E € S mit u(E) < oo.
Sei { fr}ken eine Folge messbarer Funktionen fi : E — R, die punktweise
gegen eine Funktion f : E — R konvergiert. Dann gibt es fiir alle e > 0 eine
messbare Menge F. C E, so dass p(E \ FZ) < e und fr, — f gleichmdfig auf
F., d.h., klggo sup{|fx(z) — f(z)| 1z € F.} = 0.

Bemerkung. Esreicht anzunehmen, dass f; punktweise fast iiberall gegen
f konvergiert, d.h., dass es eine Nullmenge N gibt, so dass limy_,~ fix(z) =
f(z) fir allex € E'\ N.

Beweis. Sei gilt f = limsup;_, o, fr = liminfy_,oc fx. Daher ist f messbar.
Sei h € N. Fiir jedes k € N betrachten wir die ,;schlechte* Menge

Buy={z € E:|fi(z) — f(z)| > 27"}

und definieren

En; =) B
k>j
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Schritt 1 Bs gilt lim; o (B ;) = 0.
Aus fr(x) — f(x) — 0 punktweise folgt

() Enj =0 fiir alle h € N. (3.29)
JEN

Beweis: sei € E. Dann gibt es ein j, so dass fiir alle £ > j gilt |fx(z) —
f(z)| < 27%. Daraus folgt z ¢ Ey j, also gilt x ¢ Njen En.j-
Da f messbar ist, sind alle Mengen Ej, ; messbar und es gilt

Eh,j > Eh,j+1 . (330)

Mit u(E) < oo folgt aus Satz 2.10(ii) dass fiir alle h gilt:

0=p|()En;| = fim 1(En,;) - (3.31)
JjEN

Schritt 2 Definition von F.
Aus Schritt 1 folgt, dass es J : N — N gibt, so dass (B 1)) < 2~ (ht1)g
fiir alle h € N. Sei

FE = E\ U Eh,J(h) . (332)
heN

Dann ist

B\ F) = p (U Eh,J(h)) <> w(Bhym) <e. (3.33)

heN heN

Schritt 3 Gleichméflige Konvergenz auf F.
Es reicht zu zeigen, dass

VheN FjeN, Vk>j VYo e F. |filz) - f(z)| <27" (3.34)
Sei h € N. Sei j = J(h). Aus x € F; folgt x € Ej, j(). Deshalb gilt fiir alle
k> j = J(h) die Abschitzung |fx(z) — f(z)] < 27" O

Bemerkung. Das Resultat ist optimal in dem Sinne, dass die Aussage
nicht mit pu(E \ F) = 0 gilt. Standardbeispiel: £ = [0,1) C R, § = My,
n= [’17

frl@) =2, f(z)=0.
Behauptung: fiir jede Lebesgue Nullmenge N gilt:

sup a2 =1.
[0,D\N
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Beweis: Sei § € (0,1). Dann hat die Menge [1 — §,1) \ N Mal § > 0 und
ist deswegen nicht leer. Da 2* monoton ist,gilt SUP[1_5,1)\N x> (1 —0)F fir
alle § > 0. Daraus folgt die Behauptung. [17.11. 2016, Vorlesung 9]

[22.11. 2016, Vorlesung 10|

Sei jetzt f : R® — R und sei § = M,, die o-Algebra der Lebesgue
messbaren Mengen. Jede stetige Funktion f ist Lebesgue messbar, da das
Urbild jeder offenen Menge offen, also Lebesgue messbar ist. Die Klasse der
messbaren Funktionen ist wesentlich grofier und robuster (vgl. z.B. Satz 3.6)
als die Klasse der stetigen Funktionen. Der folgende Satz zeigt, dass dennoch
messbare Funktionen sehr eng mit stetigen Funktionen verwandt sind.

Satz 3.9 (Lusin). Sei E € M,,, f: E — R.

(i) Die Funktion f ist genau dann Lebesque-messbar, wenn es fir jedes € >
0 eine abgeschlossene Menge C. C E ¢ibt, so dass die Einschrinkung
von f auf C; stetig ist, und L"(E \ C;) < €.

(i1) Falls L(E) < oo, so ist f genau dann Lebesque-messbar, wenn es
fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge C. C E gibt, so dass die Ein-
schrinkung von f auf Ce stetig ist, und L"(E \ C;) < €.

Bemerkung. (i) Das bedeutet nicht, dass f : E— R in alle Punkten z €
C: stetig ist. Beispiel: xg : R — R. Dann kann man C. = R\{J; By--1.(;),
mit ¢ : N = Q surjektiv, nehmen. Aus Q N C. = @ folgt f|c. = 0, deshalb
ist die Einschrankung von f stetig. Aber f ist in keinem x € R stetig.

(ii) Die Aussage (ii) des Satzes gilt auch wenn das Lebesguemafl durch ein
beliebiges Radonmafl p* auf R™ (oder auf einem lokal kompakten metrischen
Raum) ersetzt wird. Dazu muss man einfach in Teil 1 bis 3 des Beweises
L™ durch p* ersetzen. Man kann die Bildmenge R durch einen separablen
metrischen Raum ersetzen.

Beweis. Teil 1 (einfach): Wir zeigen, dass jede Funktion f mit der genannten
Eigenschaft messbar ist.

Sei Cj, C E so, dass f auf Cy stetig ist, und L*(E \ Cy) < 27%. Dann ist
flc, messbar. Sei N = E\ Uyey Ck. Aus L*(N) < L™(E\ Ck) < 27" folgt,
dass N eine Nullmenge ist. Da f auf jeder Cx messbar ist, folgt aus Lemma
3.7 dass f auch auf £ = N U |,y Cr messbar ist.

Teil 2: Wir zeigen, dass fiir jede messbare Funktion f : F — R mit
L™"(E) < oo und jedes § > 0 eine kompakte Menge F' C E und eine Funktion
g € C°(F;R) existieren, so dass L*(E \ F) < 6 und |g — f|(z) < § fiir alle
zelF.

Sei y : N — dZ bijektiv, und I, = [y, yn + 9). Die Intervalle I, sind
paarweise disjunkt, und J;,cn In = R. Sei

Ap =7 In). (3.35)
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Die Mengen Aj, sind paarweise disjunkt, und (J,cn Ap = E. Sei g : B — R
durch g(x) = yp, fiir © € Ay, definiert. Dann gilt |g— f|(z) < ¢ fiir alle z € E.
Aus der Konvergenz der Reihe

> L'(Ap) = LME) < (3.36)
heN

folgt, dass eine Zahl H € N existiert, so dass gilt:
> LAy <6 (3.37)
h=H

Aus Satz 2.21(iii) folgt, dass kompakte Mengen K C Aj, existieren, so dass
L"(Ap \ Kp) < 0/H. Wir definieren F' = UhH:_ol Kj},. Dann gilt

00 H—-1
LYE\F)=L" (U A\ Kh> (3.38)
h=0 h=0

<L ( D Ah) + ) LA\ KR) <26, (3.39)
h=H

heN,h<H

Da die Mengen K}, endlich viele kompakte paarweise disjunkte Mengen sind,
und g auf jedem K} konstant ist, ist g auf F' stetig, d.h., g € CO(F).

Teil 3: Ende des Beweises fiir L"(F) < oo.

Fiir § = §; = 27771 seien Fj und g; wie in Teil 2. Die Menge

C.=(F. (3.40)

JjeN
ist eine kompakte Teilmenge von E, und erfiillt L™(E'\ Cc) < 32,y L7(E\
Fj) < e. Fiir alle z € C. und alle j € N gilt |g;(z) — f(z)| < 277 1.
Daher gilt sup{|gj(z) — f(x)] : # € C.} < 27771 und g; konvergiert auf C.

gleichméssig gegen f. Da g; auf C. C F) stetig ist ist auch f auf C. stetig.
Teil 4: L"(E) = oco. Sei

Ex={zeFE:k<|z|<k+1}. (3.41)

Sei C* C E}, abgeschlossen, so dass f auf C* stetig ist und £"(E}, \ CF) <
27Fe. Sei Cr = Jyen CF. Dann gilt L™(E\ C:) = Y., L™(Ey \ C*) < 2¢, C
ist abgeschlossen, und f ist auf C. stetig. O

Mit der folgenden Aussage l&8t sich die eine Folgerung in Teil (ii) des
Satzes wie folgt verschérfen:
Fiir jedes € > 0 gibt es eine stetige Funktion g. : R®™ — R und eine kompakte
Menge C¢, so dass

f|aS = gE\Cg ﬁn(E \ Cg) < €.
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Satz 3.10. Sei K C R" kompakt, sei f : K — R stetig. Dann gibt es eine
stetige Funktion g : R™ — R mit f = g auf K.

Beweis. Ubungsaufgabe!® Wir nehmen zunichst an, dass es eine stetige
Funktion w : [0,00) — [0, 00) gibt mit w(0) = 0 und

[f(@) = fW)l <w(lz—yl) Yo,ye K (3.42)

(man nennt w einen Stetigkeitsmodul). Wir verlangen, dass w selber gleichméafig
stetig ist, d.h.
w(a) = w(b)] < n(la—0bl)
mit
li =0. A4
i n(s) =0 (3.43)

Teil 1: Definiere
F(z):= Zlél}f(f(z) + w(|z — z]).
Zeigen Sie, dass das Infimum ein Minimum ist und F(z) = f(z) fur alle

r e K.

Teil 2: F ist stetig auf R™. Tip: Argumentieren Sie #hnlich wie beim
Beweis von Lemma 2.26

Teil 3: Konstruktion von w. Fiir r > 0 sei

p(r) ==sup{|f(z) — f(y)| : 7,y € K, |z —y[ <r}.

Zeigen Sie:
@) = W)l < pllz = yl), limp(r) =0.

Die Funktion p ist zwar monoton, muss aber nicht stetig sein. Daher defi-

nieren wir

w(t) := 1/% p(r)dr, firt>0, w(0)=0. (3.44)

Zeigen Sie, dass (3.42) und (3.43) gelten, wobei
1(s) = sup{lw(a) — w(B)| : a,b € [0,00), a — B] < s}.

O

"Die in der Ubungsaufgabe skizzierte Beweisidee orientiert sich an dem Beweis der
Fortsetzbarkeit lipschitzstetiger Funktionen. Einen eleganten alternativen Beweis findet
man in F. Hausdorff, Uber halbstetige Funktionen und deren Verallgemeinerung, Mathe-
matische Zeitschrift Bd. 5 (1919), 292-309. Der Beweis von Hausdorff funktioniert auch
wenn die Menge K lediglich abgeschlossen und nicht notwendig kompakt ist.
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3.2 Einfache Funktionen und deren Integration

Definition 3.11. Sei (X, S, u) ein Maffraum, E € S.

(i) Eine Funktion f : E — [0,00) heifst einfach, falls f messbar und f(E)
endlich oder abzdhlbar ist.

(i) Eine Menge E € S heifit o-endlich, wenn es eine Folge F : N — §
gibt, so dass E C | Jyen Fr und p(Fy) < oo fir alle k € N,

Bemerkung. (i) In (R", M,,, L") ist jede Menge o-endlich.

(ii) In der Definition von ,o-endlich* kann die Folge Fj, aufsteigend gewéhlt
werden (betrachte Fy := U?:o F;).

(iii) Da N x N abz#hlbar ist, ist jede abzéhlbare Vereinigung o-endlicher
Mengen selbst o-endlich.

Notation Beachte, dass hier einfache Funktion nach Definition nichtne-
gativ sind. Einige andere Autoren nennen auch messbare Funktionen, die
abzihlbar viele Werte in R annehmen, einfach.

Lemma 3.12. Sei (X,S,u) ein MafSraum, E € S.

(i) f: E — Rist genau dann einfach, wenn F : N — S und ¢ : N — [0, 00)
existieren, so dass Fj N Fy, =0 fir j # k und

fx) = Z cnXr, (7). (3.45)

heN

(ii) Falls f,g einfach sind, und a,b > 0, dann sind af +bg, fg, max{f, g}
und min{ f, g} einfach.

Beweis. (i): Sei f einfach. Falls # f(E) = oo, reicht es eine bijektive Abbil-
dung ¢ : N — f(E) zu wihlen und die Mengen F; durch Fj := f~1({¢;}) zu
definieren. Falls # f(F) endlich ist, dann wird ¢ mit 0 fortgesetzt, und F' mit
(). Falls umgekehrt F' und ¢ mit den angegeben Eigenschaften existieren, so
ist f messbar und f(E) = ¢(N) ist abzéihlbar.

(ii): Die angegeben Funktionen sind nach Lemma 3.4 messbar. Die Menge
(af +bg)(E) C af(E) + bg(E) ist abzéhlbar, und das gleiche gilt fir die
anderen Mengen. O

Lemma 3.13. Sei (X, S, u) ein Mafiraum, E € S, f: E — [0,00) messbar.
Dann gibt es eine Folge einfacher Funktionen { f }ken, die gleichmdfig gegen
f konvergiert, so dass 0 < fr(z) < fra1(x) fir alle k € N und alle x € E
gilt.
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Beweis. Sei
Ji(@) = 274125 ()] = max ([0, f(2)] N 27*N) . (3.46)

Aus der Definition folgt, dass |f — fi|(z) < 27* fiir alle z € E, und deshalb
dass fi gleichméflig gegen f konvergiert.

Aus
27FN ¢ 2~ (F+IN (3.47)
folgt
[0, f(z)] N 27*N c [0, f(x)] N2~ TN (3.48)
und deshalb die Monotonie. ]

Bemerkung. Die Definition (3.46) kann auch so umformuliert werden:
Sei, fir j € N, F; = f~3([j27%,(j + 1)27%)). Da f messbar ist, sind diese
Mengen alle messbar. Dann setzt man fi = Zj j2_kxpj.

Definition 3.14. Sei (X,S, ) ein Mafiraum, E € S ¢ : E — [0,00) eine
einfache Funktion. Das Integral von ¢ iber E ist definiert als

/cpdu:— Sy W) (3.49)
E yep(E)\{0}

Die einfache Funktion ¢ heifit integrierbar falls |4 ¢ dp < co. Man schreibt
die rechte Seite von (3.49) auch als

>y ), (3.50)
yEp(E)

mit der Konvention 0 - 00 = 0.
Fir Ae S, A C FE definiert man

[ein= [ elada. (3.51)
A A

[22.11. 2016, Vorlesung 10]
[24.11. 2016, Vorlesung 11|

Lemma 3.15. Sei (X, S, u) ein MafSraum, sei E € S. Dann gilt:

(i) Falls ¢ : E — R eine einfache Funktion ist, und A C E und A € S
dann ist pxa : E — R eine einfache Funktion, und

/cpduz/ oxAdp. (3.52)
A E
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(ii) Falls ¢ : E — R eine einfache Funktion ist und A : N — S eine Folge
paarweiser disjunkter messbarer Mengen mit E = J, oy Ak ist, dann

gilt
pdp = / wdu 3.53
=32, o

Insbesondere gilt fiir jede Menge A€ S mit AC E

/god,u:/god,u—i-/ wdu. (3.54)
E A E\A

(i1i) Falls ¢, ¢ : E — R einfache Funktionen sind, und a,b > 0, dann ist
ap + by auch eine einfache Funktion und

/ (ap + bb)du = a/ edu + b/ Ydp . (3.55)
E E E
(iv) Falls ¢, ¢ : E — R einfache Funktionen sind, und ¢ <1, dann gilt:
[ edus [ wau. (3.56)
E E
Beweis. (1): (pxa)(F) C {0} Up(FE), deshalb ist px 4 einfach. Es folgt

/Esox/xdu: > yu((exa) ') = Yy (y) N A)

yep(E) yEp(E)
= Y el ) = / olady.
y€p(A) A

Bei der vorletzen Identitét haben wir benutzt, dass fir y € p(E) \ ¢p(A) gilt
¢ Hy)nA=0.

(ii): Die Menge ¢~ !(y) ist die disjunkte Vereinigung der Mengen ¢~ (y)N
Aj. Damit folgt aus der o-Additivitit von u:

=> (e H(y) N A)

keN
und somit
/s@duz Sooyule W) = Y. D yule ()N Ag)
E yEp(E) yep(E) keN
=3 > yule M y)NAg)
keENyep(FE)
=Y ) yule ()N Ag)
keNyep(Ag)
=Y > yule(y Z/ dp. (3.57)
keN yep(Ar) keN Y Ak
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Dabei haben wir im drittletzten Schritt benutzt, dass fir y € ¢(E) \ ¢(Ag)
gilt o~ 1(y)N Ay, = (. Die Identitit (3.54) ist ein Spezialfall von (3.53) (setze
A(]:A, Ale\A, Ak:(bfurk22)

(iii): Sei ¢ = ap und a > 0. Dann ist ¢ einfach und messbar und mit der
Substitution y = az folgt

pdp=> yu@ ()= Y azp(e ' (2) =a | @du. (3.58)
/E ) =Co(E) /E

Es reicht also, im folgenden den Fall a = b = 1 zu betrachten.

Falls ¢ konstant ist, ist der Beweis einfach. Genauer sei p(x) = ¢ fiir alle
x € E. Dann gilt (p+1)(E) = c+(E) und fiir v € (E) gilt (p+v) "L (c+
v) = 1~ (v). Daraus folgt mit der Substitution y = ¢ + v

/E(sDerdu
= Y yulle+ )W) = Y (erv)u@ W)

ye(p+y)(E) vep(E)

—e Y ww o)+ [ v

vEY(E)

+/E¢du=/E<pdu+/E¢du- (3.59)

Falls AC E, A € S und ¢(x) = ¢ fiir alle x € A folgt analog

= [ pdus [ van (3.60)

Fiir eine beliebige einfache Funktion ¢ zerlegen wir E in hdchstens
abzihlbar viele disjunkte Mengen ~!(u), auf denen ¢ konstant ist (mit
u € p(F)). Dann folgt die Behauptung aus (3.60) und (ii):

(p+v)dp= > (e +v)d
J; o

ucp(E

> {/wm) P /wm) wdﬂ}

ueyp(E)
:/ god,u—#—/ U dp. (3.61)
E E

Alternativer Beweis (nicht im Detail in der Vorlesung besprochen):
Wir zerlegen E in disjunkte Teilmengen, auf denen sowohl ¢ als auch
konstant sind. Fiir u € ¢(F) und v € ¢(F) seien

Au,v = 9071(u) N wil(v)'
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Dann gilt

U Auw =9 (w), |J Awo=v""(). (3.62)

vEY(E u€p(E)

AuBerdem ist ¢ = v und ¢ = v auf A, , und somit

/ (p+v¥)du = (u+v) u(Auo).
Aus (ii) folgt

Lervdi= ¥ @roun

ucp(E),ved(E)
= Z Z Z U,U' uv
uEsa(E)UGME) uEp(E) vep(E)
= > u pAu)+ > v Y A
ucp(E) vew(E) veY(E) ucp(E)
_ -1
oy 2 WHET@)E D vaWT)
u€p(F) vEY(E)
:/ cpdu-i—/ Y du. (3.63)
E E
(iv): Aus ¢ > ¢ folgt, dass 1) — ¢ eine einfache Funktion ist. Aus (iii)
folgt
/@bdu:/ @du+/(w—w)du, (3.64)
E E E
und mit [ (¢ — @) dp > 0 die Aussage. O

3.3 Integration nichtnegativer messbarer Funktionen, Kon-
vergenzsitze 1

Definition 3.16. Sei (X, S, pu) ein Maffraum, E € S f: E — [0, 00| mess-
bar. Dann ist das Integral durch

/fd,u = sup{/ wdp @ E—[0,00) einfach, ¢ < f} . (3.65)
E E

definiert. Die Funktion f heift p-integrierbar falls [ fdp < co.
Fir F C E, F eS8, definiert man

/Ffduz/Fledu. (3.66)

Fir f,g: X =Y, bedeutet “f = g fast iberall” dass eine Nullmenge N
existiert, so dass f(x) = g(x) fir alle x ¢ N.
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Bemerkung. Aus der Definition folgt, dass [ g [ dp € [0, o0] fiir alle mess-
baren Funktionen f : E — [0, o0].

Bemerkung. Aus der Monotonie folgt sofort, dass fiir einfache Funktionen
die obige Definition des Integrals mit der fritheren Definition 3.14 {iberein-
stimmt.

Lemma 3.17. Sei (X, S, u) ein MafSraum, E € S o-endlich, f : E — [0, 00]

messbar.

(i) Falls f < g auf E dann [ fdp < [ gdp. Insbesondere gilt: “g inte-
grierbar, f messbar, f < g” = “f integrierbar”.

(ii) Falls AC E und A € S dann gilt

/Afduz/Efodu. (3.67)

(i) Falls N C E eine Nullmenge ist, dann gilt [y fdp=0.

(iv) (Chebychev-Markovsche Ungleichung)

Sei f integrierbar. Dann ist f < oo fast tberall,
1
w(fH(a, o0])) < a/ fdp < oo fiir alle a > 0. (3.68)
E

und f~1((0, <)) ist o-endlich.
(v) [z fdu=0 genau dann, wenn f =0 fast iberall.

(vi) Falls f71((0,c]) o-endlich ist, gilt
/ fdu:sup{/ pdu: FCEF eS8, uF) < oo,
E F

#o(F) < 00,0 < < f} . (3.69)

Bemerkung. (Nicht in der Vorlesung besprochen) Eigenschaft (vi) spielt
eine wichtige Rolle beim Beweis des Satzes von der monotonen Konvergenz.
Die Annahme in (vi), dass f~1((0, ]) o-endlich ist, kann nicht weggelassen
werden. Beispiel: Sei p : P(R) — [0, 00] durch u(0) =0, u(A) = oo fiir alle
A # ). Dann ist (R, P(R), ) ein Mafiraum. Die in (vi) betrachtete Menge
von Funktionen ¢ besteht aber nur aus der Funktion ¢ = 0. Daher ist das
Supremum auf der rechten Seite von (3.69) Null. Fiir die messbare Funktion
f=1gilt aber [, fdu = oc.
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Beweis. (i): Sei ¢ : E — [0, 00) einfach, integrierbar, ¢ < f. Dann ist ¢ < g.

Deshalb gilt:
/ pdp < / gdp (3.70)
E E

fiir alle ¢ mit den obigen Eigenschaften. Bildet man das Supremum iiber
solche ¢, so folgt [ fdu < [ gdpu.

(ii): (nicht in der Vorlesung besprochen) Dies folgt aus 3.15(i). Zur Illus-
tration betrachten wir die Ungleichung "<’ in (ii) . Nach Definition ist die
linke Seite gerade [ fi4 dp. Sei ¢ : A — [0,00) eine einfache Funktion mit
¢ < fla- Sei ¥ = p auf A und ¢ = 0 auf £\ A. Dann ist ¢ eine einfache
Funktion und ¢x 4 < fxa. Mit 3.15(i) und der Definition des Integrals von

fxa folgt

[ edu= [ vudn= [ ovadus [ pade. e

Durch Bildung es Supremums iiber ¢ folgt die Ungleichung "<’ in (ii).

(iii): Sei ¢ : E — [0, 00) eine einfache Funktion mit ¢ < fxy. Dann ist
¢ =0 auf E\ N, deshalb [, ¢du =0 (man beachte die Definition (3.49)).
Es folgt, dass [ fxndu = 0.

(iv): Sei a > 0, E, = f~%([a,00]). Dann ist ¢ = ayg, eine einfache
Funktion mit ¢ < f, deshalb gilt:

GH(Ea):/EaXEadMS/EfdM~ (3.72)
Mit f~!({oo}) = NkenEy, und
£ 00 = U £ (00D (3.73)
keN

folgen die anderen beiden Aussagen.

(v): Falls f = 0 auBerhalb einer Nullmenge N C E, dann folgt [, fdu =
0aus [, fdu= [ fxndu= [y fdpund (iii).

Sei [ 5 fdp=0.Aus (iv) folgt, dass alle Mengen auf der rechten Seite von
(3.73) Nullmengen sind. Deshalb ist f~1((0,00]) ebenfalls eine Nullmenge.
Das beendet den Beweis.

(vi): Uberblick: Die Hauptidee der Reduktion von einfachen Funktionen
mit abzdhlbar vielen Werten auf einfache Funktionen mit endlich vielen
Werten ist, dass eine konvergente Reihe sich beliebig gut durch eine endliche
Summe approximieren 148t (wenn man die Metrik auf R zugrunde legt gilt
das auch wenn der Wert der Reihe oo ist). Falls f integrierbar ist, folgt die
Eigenschaft p(F') < oo aus der Chebychev-Markovschen Ungleichung. Falls
infg f = oo muss man die zusitzlich benutzen, dass f~1((0, cc]) o-endlich
ist.
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Details: Sei

M:sup{/ pdp: F CEFeS, uF) < oo, (3.74)
F
¢ : F —]0,00) messbar, #¢(F) < 00,0 < p < f} €10,00].

Aus der Definition des Integrals folgt unmittelbar, dass M < [, g fdu.
Um die andere Ungleichung zu beweisen, betrachten wir zunéchst den

Fall, dass
/ fdp < oo.
E

Sei eine Funktion ¢ wie in der Definition des Integrals, d.h., eine beliebige
einfache Funktion ¢ : E — [0, 00), mit ¢ < f.
Wegen der Monotonie ist auch ¢ integrierbar. Daher ist die Reihe

[ =S contr) (3.75)
E jeN
konvergent. Hier sind ¢; € [0,00) und F; C E wie in Lemma 3.12(i). Da die
Reihe konvergiert, gibt es J € N so dass gilt:

J
D ein(Fy) —e <Y ciu(Fy) . (3.76)
JEN j=0

Da die Summe endlich ist, gilt 1(F};) < oo fiir alle j mit ¢; # 0. Wir definieren
F als die Vereinigung der F; mit 0 < j < J und ¢; # 0, und ¢ als die Summe

der entsprechenden c;xr;. Dann gilt u(F) < oo, #@(F) < J +2 < oo,
¢ <¢<f, und

J
Mz [ pdu=Y euF) = [ pdu-c. (3.77)
F =0 E

Da ¢ eine beliebige Funktion in der Definition des Integral war, und e be-
liebig war, folgt die gewiinschte Ungleichung

M > / fdu. (3.78)
E
Wir betrachten nun den verbleibenden Fall

/Efd,u:oo.

Sei A = f71((0,00]). Sei K > 1. Nach Definition des Integrals gibt es eine
einfache Funktion ¢ < f, so dass

K < /Ewduzzcju(f’j),

jeN
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wobei ¢; and F} wie oben sind. Es gibt ein J, so dass
J
> cimi(Fy) > K — 1.
j=0

Falls 11;(F}) < oo fiir alle j definieren wir ¢ und F' wie oben und erhalten

MZ/@WZK—L
F

Falls es ein j gibt mit u(F;) = oo benutzen wir, dass F; C A (denn fiir
x € E\Agilt 0 < p(x) < f(x) <0 also p(zr) = 0) und dass A nach
Voraussetzung o-endlich ist. Nach Definition 3.11 und der darauf folgenden
Bemerkung gibt es A, € S mit Ay C Apy1, A C Upen Ak und p(Ag) < oo.
Dann gilt pu(F; N Ag) < oo und Fj; = Upen(EF N Ag). Mit Satz 2.10(ii)
folgt, dass limy_,o0 u(F; N A) = pu(Fj) = oo. Daher gibt es ein J, so dass
p(F; NAj) > (K —1)/cj. Setze F = F; N Ay und ¢ = ¢jxp. Dann gilt
wiederum

Mz/@@zKL
E

Da K > 1 beliebig war, folgt M = co. Damit ist die Behauptung auch fiir
den Fall [, fdu = oo bewiesen. O

[24.11. 2016, Vorlesung 11]
[29.11. 2016, Vorlesung 12]

Demnéchst werden wir die wichtigsten Konvergenzsétze fiir nichtnegati-
ve Funktionen beweisen. Die folgenden drei Beispiele zeigen, dass man bei
der Vertauschung von Konvergenz und Integral vorsichtig sein muss.

Beispiele. (a) (Entweichen nach co): Sei fi, : R — R durch f = x[ k1]
definiert. Dann gilt: (i) fr, — 0 punktweise; (i) [ fedC! =1 fiir alle k € N.
(b) (Konzentration): Sei gx : R — R durch g, = kx(o,1/x) definiert. Dann
gilt wieder: (i) gr — 0 punktweise; (i) [ grdL! =1 fiir alle k € N.
(c) (Verschmieren): Sei hy : R — R durch hy = 1/kx|o ) definiert. Dann
gilt: (i) hx — 0 gleichm#Big; (i) [ hrdL! =1 fiir alle k € N.

Satz 3.18 (Beppo Levi, oder monotone Konvergenz). Sei (X, S, i) ein Maf-
raum, E € S, und sei f eine monoton wachsende Folge messbarer nicht-
negativer Funktionen, d.h., fir alle k € N ist fi, : E — [0, 00| messbar und
frx < fra1. Dann gilt:

lim [ frdu :/ lim frdup. (3.79)
k—o00 E E k—o00
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Beweis. Sei f = limg_, fr (alle Grenzwerte existieren in [0, co] wegen der
Monotonie). Aus Satz 3.6 folgt, dass f : E — [0, co] messbar ist. Aus Lemma
3.17(i) folgt, dass [y, frdp < [ f dp fiir alle k und deshalb

Jim /E fodu < /E fdu. (3.80)

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung diirfen wir voraussetzen, dass
J frdp < oo fiir alle k, da sonst die Ungleichung trivial ist. Nach Lemma
3.17 (iv) sind die Mengen f; *((0,00]) o-endlich. Sei f(z) > 0. Aus der
punktweisen Konvergenz folgt, dass es ein k € N gibt mit fi(z) > 0. Daher
gilt

F7H(0,00)) = [ J £71((0,00])  und somit  f~((0,00]) o-endlich.
keN

Wir kénnen daher Lemma 3.17(vi) benutzen, um [y, fdu von oben ab-
zuschétzen.

Sei ¢ : F' — [0, 00) eine einfache integrierbare Funktion wie in 3.17(vi),
dh. FCE, FeS§, u(F)<oo,0< p < f, #p(F) < o0. Sei € > 0, und

Ex={zeF:(1-¢)p(z) < fr(lx)}. (3.81)

Aus der Monotonie folgt Ej, C Ej.1; aus der Messbarkeit von ¢ und fj, folgt
E; € S.Seix € F. Falls f(z) = 0dann f;(z) = 0 und ¢(z) = 0, und deshalb
x € Ey fir alle k. Falls f(xz) > 0 dann gilt (1 —e)e(x) < f(z), und aus
fr(z) — f(z) folgt, dass es ein k € N gibt, so dass fi(z) > (1 —¢)p(z) (der
Wert von k kann von = abhéngen, da die Folge nur punktweise konvergiert!).
Deshalb gilt:

UEB=r (3.82)
keN
und
(V(F\E)=0. (3.83)
keN

Mit Ey, C Egy1, p(F) < oo und Satz 2.10(ii) folgt
lim p(F\ Ey) = 0. (3.84)
k—o0

Da max ¢(F') < oo, gibt es ein K € N, so dass max o(F)u(F \ Ek) < ¢ fiir
alle £ > K. Es gilt (Lemma 3.15(ii))

/wduz/ sodu+/ pdpu; (3.85)
F F\Ey Ex

mit oxp\ g, < maxp(E)xp\ g, folgt fiir alle k > K

/ o dyt < max p(E)u(F \ Ey) < ¢ (3.86)
F\Ej
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und

(- [ pins [ fudp< [ san. (387
Ey, Ey E
Deshalb gilt:
(1- g)/ pdp < e(1— &) + lim / Fody. (3.88)
F k—o0 E
Da & > 0 beliebig war, folgt
/ pdp < lim / frdp (3.89)
2 k—o0 E
fiir alle Funktionen ¢ wie in Lemma 3.17(vi). Durch Bildung des Supremums
iiber solche ¢ folgt
/ fdp < lim / frdp . (3.90)
E k—o0 E
O

Lemma 3.19. Sei (X,S,u) ein MafSraum, E € S

(i) Sei f : E — [0,00] messbar und f~1((0,00]) o-endlich. Dann exis-
tiert eine monoton wachsende Folge integrierbarer einfacher Funk-
tionen fr : E — [0,00) die punktweise gegen f konvergieren, mit
#fr(E) < oo fir alle k, und es gilt:

lim / frdp = / fdu. (3.91)
k—o0 E E
(i1) Falls f,g: E — [0, 00] messbar sind und a,b € [0,00) dann gilt:
/(af+bg)du:a/fdu+b/gdu, (3.92)
E E E

wobei 0 - 0o = 0.

Beweis. (i): Diese Konstruktion ist eine Variante von der in Lemma 3.13. Sei
A= f71((0,00]). Wir kénnen annehmen, dass A = E. Sonst fiihrt man die
Konstruktion zunéchst auf A durch und setzt dann alle Funktionen mit Null
auf F\ A fort. Daher kénnen wir annehmen, dass E o-endlich ist. Damit
die Funktion f; integrierbar werden, muss man den Wertebereich und die
Menge {f, > 0} geeignet einschriinken. Details: Ubungsaufgabe.

(ii): Falls a = 0 oder b = 0 ist dies Aussage folgt die Aussage direkt aus
der Definition des Integrals. Sei also a > 0 oder b > 0. Dann ist die Aussage
klar, falls f oder g nicht integrierbar ist, da in diesem Fall beide Seiten der
Gleichung oo sind. Wir kénnen also annehmen, dass f und ¢ integrierbar
sind. Dann sind insbesondere die Mengen f~1((0,00]) und g=*((0,00]) o-
endlich. Dann folgt die Behauptung aus (i) und dem Satz iiber monotone
Konvergenz (Satz 3.18). O
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Satz 3.20 (Beppo Levi, oder monotone Konvergenz - 2. Formulierung). Sei
(X,S8,n) ein Mafraum, E € S und gy eine Folge messbarer nichtnegativer
Funktionen, d.h., fir alle k € N ist g : E — [0, 00] messbar. Dann ist

> [ odu= [ S oda. (3.93)
keN’E Een

Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma 3.19(ii) und dem Satz iiber monotone
Konvergenz (Satz 3.18). Details: Ubungsaufgabe. O

Satz 3.21 (Fatou, oder Unterhalbstetigkeit des Integrals). Sei (X, S, u) ein
Mafraum, E € S und sei fi eine Folge nichtnegativer messbarer Funktionen,
d.h., fir alle k € N ist fr, : E — [0, 00] messbar. Dann gilt:

/ liminf fj dp < liminf/ fredp. (3.94)
E k—o0 k—o0 E
Beweis. Sei

gk = ;lfzd}; fo, und g = SUp gk = Jim. gy (3.95)

(alles wird punktweise verstanden, d.h., fiir alle z € F gilt gi(x) = inf{ f(z) :
h > k}). Die Folge g ist monoton wachsend, und likrn inf fr, =g.
—00

Aus Satz 3.18 folgt, dass

/ gdu = lim / gk dp . (3.96)
E k—o0 E
Aus der Definition von g, folgt gi < fi, und aus der Monotonie des Integrals
(Lemma 3.17(i)) folgt
/ gk dp < / Jredu, (3.97)
E E

und deshalb

lim / gk dp = lim inf/ gk dp < lim inf/ frdp. (3.98)

k—oo E k—o0 E k—o0 E
Mit (3.96) ist der Beweis beendet. O

Lemma 3.22. Sei (X,S,pu) ein Maffraum, E € S und f : E — [0,00]
messbar. Sei A : N — S, paarweise disjunkt, mit E = | Ap. Dann gilt:

[ran=3

heN

/ Fdu. (3.99)
Ap,

Beweis. Man setze gn, = fxa, in der zweiten Formulierung des Satzes von
Beppo Levi. [
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Satz 3.23. Sei (X,S,u) ein Mafraum, f : X — [0,00] messbar. Sei v :
S — [0, 00| durch

- / Fdu (3.100)
E
definiert. Dann gilt:
(i) (X,S,v) ist ein Mafraum.

(ii) Falls f integrierbar ist, dann ist v beziglich u stetig, d.h., fir alle
e >0 gibt es ein 0 > 0, so dass fir alle E € S mit u(E) < 9§ gilt:

/ fdu<e. (3.101)

Insbesondere gilt u(N) =0 = v(N) = 0.

(i1i) Falls f > 0 dberall, dann haben p und v dieselben Nullmengen, d.h.,
w(E) =0 genau dann, wenn v(E) = 0.

Notation: man schreibt oft v = fu.

Beweis. (i): Aus v(0) = [, fxpdp = [50dp = 0 folgt v(0) = 0. Die o-
Additivitét folgt aus Lemma 3.22. Deshalb ist (X, S 1/) ein MaBraum.

(ii): Sei f integrierbar. Sei E; = f~([j,j + 1)), E ~1({c0}). Dann
gilt u(Ex) = 0 und fiir alle k£ € N gilt

k
> ixe, < f (3.102)
=0
und deshalb
i) < / fdu < oo. (3.103)
X

Sei K > 1, so dass > 72 ju(Ej) < /4. Sei B = Ex U (Uj>x £j). Da
f <j+1auf Ej, folgt (mit Lemma 3.17 (iii) und Lemma 3.22):

[ = sy [ fdu<0+z (G+0n(Ey) <23 ju(E)) < 3=

j>K j=K
(3.104)
Sei § =¢/(2K). Sei A € S mit u(A) < 6. Dann gilt
/fd,u</ Kdu+/fdu<5+ —e=¢€. (3.105)

(iii): Aus p(F) = 0 folgt mit Lemma 3.17(iii), dass v(E) = 0. Aus
v(E) = 0 folgt mit Lemma 3.17(v), dass u({z € E : f(z) # 0}) = 0. Aber
da f=1(0) = 0, folgt u(E) = 0. O
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Bemerkung. Sind zwei Mafirdume (X, S, p) und (X, S, v) gegeben, kann
man sich die Frage stellen, ob es eine u-integrierbare Funktion f gibt, so
dass v = fu gilt. Falls es so eine Funktion gibt, so ist sie eindeutig (bis eine
p Nullmenge) und bezeichnet man sie als Radon-Nikodym Ableitung und
schreibt f = dv/dpu.

Eine solche Funktion f existiert jedoch nicht immer. Beispiel: (R, M1, £!)
und (R, My, dp), mit dp(A) =1 falls 0 € A und 0 sonst. Fiir den Fall = L"
werden wir spater eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir Existenz
von f kennenlernen.

[29.11. 2016, Vorlesung 12]
|01.12. 2016, Vorlesung 13|

Lemma 3.24. Sei £ = [a,b] C R und sei f : E — [0,00) stetig. Fiir
x € [a,b] sei

F(z) := fact.

[a,7]

Dann ist F' stetig auf [a,b], differenzierbar auf (a,b) und es gilt
F'(z) = f(z) Vz € (a,b).

Das Lebesgue Integral stimmt also mit der Stammfunktion von f iibe-
rein. Daher stimmen insbesondere Lebesuge Integral und Riemann Integral
fiir stetige Funktionen auf einem Interval iiberein. Fiir eindimensionale In-
tegrale benutzen wir daher hiufig die Notation

b
fdct = / fy)dy fiir a <b.
[a,b] a

Auf der linken Seite kénnen wir [a, b] durch (a, b) ersetzen, da die zweipunk-
tige Menge {a,b} eine £' Nullmenge ist.

Beweis. Ubungsaufgabe 4, Blatt 6. Tip: fiir g € (a,b) und h > 0 ist [a, g+
h] die disjunkte Vereinigung von [a, xo] und (xg, o+ h]. Daraus folgt F'(xo+
h) — F(xzo) = f(xo vo+n) | L. Ein analoge Identitét gilt fiir 7 < 0. O

3.4 Satz von Fubini, Transformationsformel

Satz 3.25 (Fubini). Sei E C R"™™ Lebesque-messbar. Sei, fir x € R™,
E,={yeR": (z,y) € E}. (3.106)

Dann gibt es eine Nullmenge N C R", so dass gilt:

(i) Fir alle x € R"\ N ist E, C R™ L™-messbar;
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(ii) Die Funktion f:R™ — [0, 0],

={g" iy e
ist messbar;
(iii) LVT(E) = - f(z)dL(z).
Man schreibt manchmal
LM E) = L™(E)dL" (x), (3.108)

R

ohne die Nullmenge N explizit zu nennen. Die Funktion x — L£™(FE,) ist auf
der Nullmenge N nicht definiert; das hat natiirlich weder auf die Existenz
noch auf den Wert des Integrals Einfluss.

Bemerkung. (i) Durch Anwendung der linearen Abbildung T'(z,y) =
(y,z) sieht man, dass auch gilt: es gibt eine Nullmenge M C R™, so dass
EY = {(z: (x,y) € E} messbar ist beziiglich £" und

LM () = / LYY dL™(y) . (3.100)
R\ M

(ii) Die Nullmenge N kann nicht weggelassen werden. Beispiel: E = {0} x M,
mit M C R nicht messbar, ist eine £2-Nullmenge, aber Ey = M ist nicht
L'-messbar.

Warnung. Aus der Messbarkeit von E, (fiir fast alle ) und der Mess-
barkeit und Integrierbarkeit von f folgt nicht, dass E beziiglich des Mafles
L™ messbar ist.

Fiir ein Gegenbeispiel sei My C R die Vitali-Menge, und E = {(z,y) € R? :
XM, () < y < xamy(x) + 1}. Dann ist E, entweder (0,1) oder (1,2) und
deshalb messbar. Die Funktion = + L'(E,) = 1 ist ebenfalls messbar. Die
Menge E ist aber nicht £2-messbar.

Beweis: Nach Bemerkung (i) wire dann auch EY messbar, fiir fast alle y € R.
Es gilt aber EY = M, fur alle y € (1, 2).

Ein noch drastischeres Gegenbeispiel hat W. Sierpinski konstruiert''. Er
zeigt, dass es eine nicht £2 messbare Menge E C R? gibt, deren Schnitt mit
jeder Geraden hochstens zwei Punkte enthélt. Damit ist insbesondere die
oben definierte Menge F, fiir alle x endlich und die Funktion f ist identisch
Null.

1YW, Sierpinski, Sur un probléme concernant les ensembles mesurables superficiellement,
Fundamenta Mathematicae Bd. 1 (1920), S. 112-115.
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Beweis von Satz 3.25. Teil 1: Offene Mengen.

Sei O C R™™ offen. Nach Satz 2.15 gibt es abzihlbar viele paarweise dis-
junkte Quader Qy, so dass O = |J,, Q. Fiir jedes k € N gibt es zwei Quader
A C R® und B C R™, so dass @ = Ay X B. Dann ist fiir alle x € R"

Or=UeR": @y cdxB}= |J B (3.110)
keN {keN:ze€ AL}

eine abzéhlbare Vereinigung von paarweise disjunkten Quadern, und damit
messbar. Ferner erfiillt die Funktion f:R" — [0, 00], f(z) = L™(O5),

= " Xa, (@)L (By) . (3.111)
keN

Damit ist f messbar, und aus Satz 3.20 folgt, dass

fl@)dL™(x) = " L"(AR)L™(By). (3.112)
R keEN
Aus
Lrm™0) =Y L MQR) = LM (AR) L™ (By) (3.113)
keN keN

folgt die Aussage (mit N = ().

Teil 2: Nullmengen.
Sei E C R™™ eine Nullmenge, h € N\ {0}. Sei O" offen, mit £ C O",
Lm(Oh) < 1/h (die Existenz von O" folgt aus Lemma 2.20). Sei f" :
R™ — [0,00] durch f*(z) = L£™(O") definiert. Nach Teil 1 ist f" messbar
und es gilt

1
frdcr = crtmohy < . (3.114)
R” h
Die Funktion g = lihm inf f" ist £"-messbar und erfiillt
—00
/ gdL" =0 (3.115)
(vgl. Satz von Fatou, Satz 3.21). Sei
N ={z e R":g(x) #0}. (3.116)

Aus (3.115) und Lemma 3.17(v) folgt, dass N eine Nullmenge ist. Fiir x ¢ N,
folgt aus
E,cOh (3.117)

und liminf}, oo £™(O) = 0, dass E, eine £™-Nullmenge ist. Damit ist der
Satz fiir Nullmengen bewiesen.

Teil 3: E C (—k, k)",
Sei E C (—k, k)™ messbar. Fiir alle h € Ny gibt es eine offene Menge O"
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mit £ C O" und £"7(O"\ E) < 1/h (Lemma 2.20). Man kann zusitzlich
annehmen, dass O" ¢ O"! C (—k,k)"*™ [sonst ersetzt man induktiv O"
durch O" = 0" N O"1, O' = O' N (—k, k)"*™].

Wir betrachten die Menge S = (¢ OM. Aus Teil 1 folgt, dass O fiir
alle x messbar ist. Da M,, eine o-Algebra ist, ist S; = [\,cy Ol ebenfalls
messbar. Wir definieren f" : R” — [0, 00] durch f;,(z) = £™(O"). Aus Teil
1 folgt, dass f" messbar ist und

flher = crtmohy, VheN. (3.118)
Rn
Aus O" C (—k, k)" folgt O C (—k, k)™, deshalb f* < co. Aus der Monoto-
nie der Folge O" und Satz 2.10(ii) erhilt man
L£™(S,) = lim £™(O!) = lim f(x). (3.119)
h—o00 h—o00

Aus L0\ E) < 1/h folgt L7T™(S\ E) = 0, deshalb existiert eine
Nullmenge N C R", so dass L™((S\ E),) = 0 fiir alle x € R" \ N (Teil 2).

Deshalb ist fiir alle x € R™ \ N ebenfalls E; = S, \ (S \ E), messbar, mit

f(z) = L™(E,) = £L™(S,) = lim f(x). (3.120)

h—o0

Fiir z € N definieren wir f(z) = 0.
Aus dem Satz von Fatou folgt

fach < lim [ frdLt = £rm(s) = L(E) . (3.121)
Rn h—o00 Rn

Analog, mit f* < f1 folgt

/ (ff=f)dem < lim [ (fr=fMder = £ oY) —L£(E) . (3.122)
n h—o0 Jpn
Mit [ f1dL" = L7T™(O) folgt die Aussage.

Teil 4: messbare Mengen E mit L™ (E) = oc.

Fiir k € N, sei E¥ = {z € E : |z| < k}. Fiir jedes E* folgt die Aussage aus
Teil 3, mit eine Nullmenge N*.

Wir definieren N = (Jpeny N k. Dann ist N auch eine Nullmenge, und
aus B, = ey EX folgt die Messbarkeit von E, (fiir alle z ¢ N). Aus der
Monotonie folgt, dass f(x) = L™(E,) = limg_.o L™(EF) (fiir alle z ¢ N),
und mit Beppo Levi (Satz 3.18) erhélt man

/ fdL™ = lim fkdcn = lim £rt™(ER) = £P(E) . (3.123)
R\ N k—o0 R\ N k—o0

O]
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Bemerkung. Folgende Aussage wird manchmal Prinzip von Cavalieri (nach
Bonaventura Cavalieri, 1598-1647) genannt: Seien E, F' C R3, so dass fiir alle
x € R die zwei Mengen F, und F, den gleichen Flidcheninhalt haben. Dann
haben E und F dasselbe Volumen. Bei dieser Aussage fehlt offensichtlich
eine klare Definition von Flécheninhalt und Volumen.

Fiir E, F £3 messbar ist das Prinzip von Cavalieri ein Sonderfall des
Satzes von Fubini (mit £? statt Flicheninhalt, und £3 statt Volumen).

Beispiele. (i) Fliche des Kreises. Sei E = Bgz) ={(z,y) e R? : 22 4+¢% <
1}. Dann gilt

3.124
0 sonst ( )

 _ {(—\/1—x2,\/1—:v2) falls |z| < 1

und deshalb:
2(BY) = / LYEy)dL (z) = / 2v/1 = 22dMz) =7,  (3.125)
R [7171}

2

da mit der Substitution & = sin« und den Identititen cos®a + sin?« = 1

und cos? o — sin? a = cos 2a gilt!?

1 1 /2
/ \/1—x2d£1(x)—2/ \/1—x2dx—/ cos a cos a da
-1 0 0

/2 1 1
= /0 §+50082ada:%—zsin2alg/j{):%.

(ii) Volumen der Einheitskugel . Sei £ = Bf’) = {x € R :|z|? < 1}. Dann

gilt
B — {\/1 —x%B?) falls |z3] < 1
T3 —
0

sonst

und deshalb

1
£3(B§3)) = /( - EQ(\/I — l’%B?))dﬁl((Bg) = / (1—x§)7rd$3 =7 [x — ;ﬁ]

-1
(3.126)
(iii) Volumen eines abgeschlossenen Kegels. Sei A C R? abgeschlossen.
Betrachte den abgeschlossenen Kegel K der Hohe H iiber A:

K :={reR®:23€[0,H| (v1,22) € (1 — %)A}

12Hjer benutzen wir, dass fiir stetige Funktionen das Lebesgue Integral mit dem Riemann
Integral iibereinstimmt und daher die Rechenregeln fiir das Riemann Integral benutzt
werden kénnen
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Dann gilt
H
L3(K) = §52(14).
Beweis: K, = (1—-%3)A, also £2(K,) = (1—%2)2£%(A) und die Behauptung
folgt mit der Substitution y =1 — x3/H bzw. x5 = H — Hy
H 1 H
/ (1 —z3/H)*dxs = / Y’ Hdy = —.
0 0 3

[01.12. 2016, Vorlesung 13|
[06.12.2016, Vorlesung 14]

Satz 3.26 (Fubini-Tonelli). Sei f : R™™ — [0, c0] messbar. Dann gibt es
eine Nullmenge N C R"™, so dass:

(1) fir alle x € R™\ N die Funktion f(x,-) L™-messbar ist;
(i1) die Funktion
v [ foaem = [ faydcn) @a21)
R™ R™
(auf R™\ N ) L™-messbar ist;
(iii)
/ Fdcrtm — / ( F@y) dﬁm(y)> dCn(z).  (3.128)
Rnt+m Rn\N Rm™

Insbesondere ist die messbare Funktion f genau dann integrierbar, wenn die
Funktion

T o flx,y)dL™(y) (3.129)

(definiert aufSerhalb einer Nullmenge) integrierbar ist.
Bemerkung. Analog zu Bemerkung (i) nach dem Satz von Fubini kann
man die Rollen von x und y vertauschen.

Beweis. Falls f = xg ist, mit E C R"™ messbar, folgt die Aussage aus Satz
3.25. Mit Beppo Levi folgt, dass das auch fiir alle nichtnegativen einfachen
Funktionen gilt. Sei fi eine monotone Folge integrierbarer einfacher Funk-
tionen, die gegen f konvergieren (Lemma 3.19(i)). Dann folgt die Aussage
aus dem Satz von Beppo Levi. O

Lemma 3.27. Sei A € M,,, B€ M,,. Dann A x B € M4, und
LMT™(A x B) = L"(A)L™(B) (3.130)

(mit0-00o=00-0=0).
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Beweis. Es reicht zu zeigen, dass A x B messbar ist (dann folgt die Aussage
von Satz 3.25). Zum Nachweis der Messbarkeit betrachtet man zunéchst
den Fall £"(A),L™(B) < oo und approximiert A und B durch offene und
kompakte Mengen. Details: Ubungsaufgabe.

O

Bemerkung. Die andere Richtung gilt nicht, d.h., aus der Messbarkeit
von A x B kann man nicht folgern, dass A und B messbar sind. Beispiel: Sei
S = My x {0} € R?, mit M die Vitali-Menge. Dann ist S C R x {0} eine
£2-Nullmenge, aber So = M, ist nicht £'-messbar.

Satz 3.28. Sei f: R™ — [0, 00] und sei
Ep={(z,9) eR"™':0<y < f(a)} (3.131)

die Menge der Punkte zwischen dem Graph von f und der Ebene y = 0.
Dann ist Ey genau dann messbar, wenn f messbar ist. In diesem Fall gilt

fdc =LY Ey). (3.132)
]Rn
Beweis. Fiir alle z € R™ ist die Menge
(Ef)e ={y €R: (z,y) € Ef} ={y e R: 0 <y < f(2)} = [0, f(2))
(3.133)
ein Intervall, und damit £!'-messbar, mit £!((Ey),) = f(z).

Sei E messbar. Dann folgt aus Satz 3.25, dass es eine Nullmenge N C R™
gibt, so dass @ — L!((Eyf),) auf R™ \ N messbar ist, und

LY Ef) = | LY(Bp)e)dL™. (3.134)
R’I’L
Sei f messbar. Aus
Er= |J g x[0.9) (3.135)
q€QN(0,00)

und Lemma 3.27 folgt, dass £y messbar ist. Beweis von (3.135):

(x,y) e E<0<y< f(x) (3.136)
& 3qeQ:0<y<qg< f(x) (3.137)
©3eQ:¢>0,yc(0,q) und z € f~1((¢,00]). (3.138)

]

Satz 3.29. Sei (X,S,u) ein Maffraum, E € S o-endlich, f : E — [0, 00]
messbar. Dann gilt

/ fp = / u(F (¢, 00]))dL (1) (3.139)
E (0,00)
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Bemerkung. (i) Man kann auch u(f~!([t,00])) statt u(f~'((t,00])) neh-
men.

(ii) Falls (X,S,u) = (R", M,, L") so folgt dies sofort aus Satz 3.28, da
nach dem Satz von Fubini gilt LT (Ey) = f(o ooy L ((Ef)y )dL(y) und da

(Ep)y ={z € E: f(2) >y} = f((y, o0l)

Beweis. Vorbemerkung: die Funktion ¢ + g(t) = u(f~'((t, oc]) ist monoton
fallend. Jede monoton fallende Funktion ist messbar (dies folgt leicht aus
Definition der Messbarkeit). Daher sind beide Seiten der Gleichung (3.139)
definiert. Falls zu(f~1(%,00]) = oo fiir ein k € N\ {0}, so siecht man leicht,
dass beide Ausdriicke in (3.139) oo sind. Wir kénnen also annehmen, dass
n(f~1(%,00]) < oo fiir alle k € N\ {0}. Damit ist insbesondere f~1((0, o0])
o-endlich, so dass wir Lemma 3.19(i) anwenden konnen.

Zum Beweis der Behauptung betrachtet man zunéchst einfache Funktio-
nen ¢ = ) cjxg;. Fiir diese 148t sich die Menge ¢~ 1((t, oc]) leicht beschrei-
ben. Anschliefend benutzt man Lemma 3.19(i) und monotone Konvergenz
um beliebige messbare Funktionen durch einfach Funktionen zu approximie-

ren und zum Grenzwert iiberzugehen. Details: Ubungsaufgabe. O

Satz 3.30 (Transformationssatz). Seien U, V' offene Teilmengen des R™,
und o : U — V ein C'-Diffeomorphismus (d.h.: ¢ € CY(U; V) ist bijektiv,
und die Umkehrfunktion ¢~ erfillt ¢~ € CY(V;U)). Eine Funktion f :
V — [0, 00] ist genau dann L™-messbar, wenn (fo)|det(Dyp)|: U — [0, oo]
L"-messbar ist. Es gilt dann

/fdﬁ”:/(fogo)|det(Dcp)|d/J”. (3.140)
1% U

Bemerkung. (i) Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, gilt 0 < |det Dy|(z) < 0o
fir alle € U. Damit ist das Produkt (f o ¢)|det(Dy)| € [0,00] wohl-
definiert. Auflerdem folgt, dass (f o )| det(Dy) genau dann messbar ist,
wenn f o ¢ messbar ist. (ii) Fiir n = 1 ergibt sich [ o(a, b)f y)dL (y) =

f(a,b) flo())|¢'|(z) dL (x). Dies entspricht der Substitionsformel fiir das

Riemannintegral.

Lemma 3.31. Seien U, V, ¢ wie im Satz 3.30. Sei W ein Wiirfel mit
W C U. Dann gilt:

L (p(W)) < / | det Dop| dL™ (3.141)

w
Beweis. Es reicht abgeschlossene (und damit kompakte) Wiirfel zu betrach-
ten. Falls die Behauptung fiir abgeschlossene Wiirfel gilt, folgt sie wegen der

folgenden Ungleichungskette fiir beliebige Wiirfel:

L(o(W)) < L((T)) < /W|det Dyl dL" = /W |det D L™
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Dabei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass W\ W eine £" Nullmenge
ist.

Wir zeigen die Behauptung nun fiir abgeschlossenen Wiirfel W. Sei M =
max | (D) H(W) = max{|(Dp(x))"t| : z € W}. Da W kompakt ist, gilt
M < o00. Sei € > 0. Da W kompakt ist, gibt es ein § > 0, so dass gilt:

|Do(x) — Do(y)| <e  firalle z,y € W mit |z —y| <. (3.142)

Sei W die disjunkte Vereinigung von endlich vielen Wiirfeln @1 ..., Qx, mit
Kantenléinge ¢ < §//n. Wir werden spéter zeigen, dass fiir k = 1,..., K gilt

LY(Qn)) < (14 2Me/n)" / | det DldL™ | (3.143)

k

Da W = Uil @k, wnd (W) = Ui, ¢(Qx), mit Qi N Qn = »(Qx) N
©(Qn) = 0 fiir k # h, folgt dass

L(p(W)) < (14 2Mey/m)" /W | det DepldL" . (3.144)

Da e beliebig war, beweist das die Aussage.

Es bleibt, (3.143) zu beweisen. Wir betrachten einen Wiirfel Q = Q.
Sei 2 € R", so dass @ = z + [0,4]". Sei x € Q, so dass T = @(x) die
Eigenschaft |det T| = min | det Dp|(Q) hat. Da ¢ ein Diffeomorphismus ist,
gilt det T # 0. Sei ¢ : Q@ — R™ durch ¥(y) = T~ (p(y) — ¢(z)) definiert.
Dann gilt ¢(z) = 0, DY = T~ D¢, und mit (3.142) folgt, dass

|D(p) —1d | = [T (Dp(p) — T)| < |T7 e < Me fiir alle p € Q. (3.145)

Wir zeigen jetzt, dass 1(Q) in einer kleinen Umgebung von [0,]" ent-
halten ist. Sei y € Q, i € {1,...,n}. Betrachte i € {1,...,n} Anwendung
des Mittelwertsatzes auf die Funktion

g9(t) = ¢i((1 =)z + ty)

liefert, dass es ein t gibt so, dass ¢'(t) = g(1) —g(0). Mit p = (1—¢)z+ty € Q
und v;(z) = 0 folgt, dass

Vi(y) = ¥i(y) — vi(2) = (DY(p)(y — 2))i-
Deshalb gilt:
[i(y) — (y — 2)il < [(D(q) —Id)(y — 2)| < Mey/nl. (3.146)

Fiir alle y € Q gilt (y — 2); € [0,4], und deshalb —Mey/nl < 9;(y) <
¢+ Mey/nl. Wir haben deshalb bewiesen dass

P(Q) C [—Me/nl, L+ Mey/nl)™. (3.147)
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Daraus folgt
LM(Q)) < LM([—Mey/nl, £+ Mey/nl]™) < (1 +2Mey/n)".  (3.148)

Der Transformationssatz fiir lineare Abbildungen (Satz 2.29) ergibt

L(p(Q)) = | det T|L(4(Q)) (3.149)
< (1+2Mey/n)"|det T|L™(Q) (3.150)
<(1+ 2Ms\/ﬁ)”/ | det D|dL"™, (3.151)
Q
d.h., (3.143). O

[06.12.2016, Vorlesung 14]
[8.12. 2016, Vorlesung 15]

Beweis des Transformationssatzes, Satz 3.30.

Teil 1: Seien ¢ und @' lipschitzstetig und Do und (Dp)~! beschrinkt.

Dann gilt fiir alle messbaren Mengen E die Ungleichung L™ (¢(E)) < [ | det Dp|dL™
Jede offene Menge ist ein abzdhlbarer Vereinigung disjunkter Wiirfel. Daher

folgt aus Lemma 3.31, dass

Lr((0)) < /O | det Dep|dL™ (3.152)

fiir alle offenen Mengen O C U.

Sei ¥ C U messbar. Fiir jedes j € N gibt es eine offene Menge O}, so dass
L"(O;\ E) <1/j (Lemma 2.20); wir kénnen zusétzlich O; C U annehmen
(sonst kann man O; durch O; NU ersetzen). Dann gibt es eine Nullmenge
N, so dass

E=()0;\N. (3.153)

jEN
Die Mengen ¢(0;) = (¢ 1)71(0;) sind offen und deshalb messbar, die Men-
ge ¢(N) ist eine Nullmenge (Satz 2.28) und deshalb messbar. Es folgt, dass

P(E) = [ ¢(0)\ p(NV) (3.154)

JjEN

messbar ist. Aus p(E) C ¢(0;) folgt

L(p(E)) < L™(¢(0;)) (3.155)
< / | det Dol (3.156)
< / |det DgldL” + MPLT(O;\ E),  (3.157)

E
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wobei M = sup |Dp|(U). Da L"(O;\ E) < 1/j und M nicht von j abhéngt,
folgt

£(p(B)) < /E | det Dp|dL™ (3.158)

fiir alle messbare Mengen E C U.

Teil 2: Seien ¢ und @~ lipschitzstetig und Dy und (D)~ beschrinkt.
Sei f messbar. Dann ist f o ¢ |det Do| messbar und es gilt f@(U) fdcr <
fU foe|det Dp|ldL™.
Sei f : p(U) — [0, 00) eine einfache Funktion. Dann kann man f = ), - ch X,
schreiben, mit Fj, C V = ¢(U) messbar und paarweise disjunkt, ¢, € [0, 00).
Die Mengen Ej, = ¢~ !(F},) sind ebenfalls messbar und paarweise disjunkt,
und

/ fAL" =" cnL™(Fy) (3.159)
p(U) heN
<> e / | det Dop|dL" (3.160)
heN “En
= | ) cnxg,| det DyldL" (3.161)
U heN
= / fopl|det Dpldl™. (3.162)
U

Sei f : o(U) — [0,00] messbar. Sei fj eine monotone Folge nichtnegativer
einfacher Funktionen, die gegen f konvergiert. Dann konvergiert die Folge
fr o ¢| det Dy| punktweise und monoton gegen g = f o ¢ |det Dp|. Damit
ist g messbar, und mit Beppo Levi folgt, dass

fdL" = lim / fredl™ (3.163)
P(U) ko0 Jo(U)
< lim / frow|det Dpldl" (3.164)
k—o0 U
= / fopl|det Dpldl™. (3.165)
U
Deshalb gilt
/ facrt < / fopl|det Dpldl"™. (3.166)
w(U) U

Teil 3: Seien ¢ und ¢~ lipschitzstetig und Dy und (Do)~ beschrdnkt.
Sei f o ¢ |det Dy| messbar. Dann ist f messbar und es gilt feo(U) fdcr =

Jyy fo@|det DoldL™.

Wir setzen 1) = ¢! und wenden Teil 2 auf die Abbildung ¥ : V' — U und
die Funktion g = (foy) | det Dy| an. Dies liefert, dass got) | det Di)|messbar
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ist und

/ gdL" < / g o |det DipldL"™ . (3.167)
Y(V) 14

Es gilt aber Dy = (Dy)~! 01 und somit g o ¢)|det Di| = f. Weiterhin gilt
Y(V)=U, V = ¢(U). In Verbindung mit Teil 2 folgt die Behauptung.

Teil 4: Beseitigung der Zusatzannahme @ und o~ lipschitzstetig und D
und (Dg)~1 beschrinkt.
Sei Uy = {z € U : dist (z,R*\ U) > 1, || < k} und V; = ¢(Uy). Dann
sind Uy und Vi offen und ¢, ist eine bijektive Abbildung von Uy auf
Vi. AuBerdem ist Uy kompakt und U, C U. Daraus folgt, dass |Dyp| und
|(Dg)|~! auf Uy, beschrinkt sind (stetige Funktionen nehmenauf kompakten
Mengen ihr Maximum an). Aulerdem ist ¢ auf Uy, lipschitzstetig. Schlief-
lich ist p~' € CY(V) und damit auf der kompakten Menge ¢(U,) C V
lipschitzstetig. Anwendung von Teil 3 auf ¢, liefert

/ fdLt = fo|det Dp|ldL" (3.168)
©(Uk) Uk

fir alle k. Man betrachte die monotone Folge fr = fx,(v,) und wende auf
beide Seiten den Satz von der monotonen Konvergenz an. O

Beispiel. Polarkoordinaten in der Ebene. Sei U = (0,00) x (—m,m), V =
R2\ ({0} x (—00,0]), ¢(r,t) = (rcost,rsint). Dann ist ¢ ein Diffeomorphis-
mus, und det Dy(r,t) = r. Da R?\ V eine Nullmenge ist, folgt

/ f(x,y)dEQ(x,y):/rf(rcost,rsint)dEQ(r,t) (3.169)
R?2 U

fiir alle messbaren Funktionen f : R? — [0,00]. Es gilt auch die (in der
Gleichung implizite) Aussage, dass f genau dann auf R? integrierbar ist,

wenn (r,t) — rf(rcost,rsint) auf U integrierbar ist.
Mit Fubini-Tonelli erhélt man auch

2 = rf(rcost,rsin ! L
[ e vicen = [ (/() J(rcost rsint)az <t>>dc<>

(3.170)
:/ (/ rf(rcos t,rsint)dﬁl(r)> dcl(t)
(—=m,m) (0,00)
(3.171)

sowie

/RQ flz,y)dL(z,y) = /R </R e y)dﬁl(:c)) ac'(y). (3.172)
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Die Formel (3.170) ist besonders niitzlich fiir radialsymmetrische Funktio-
nen. Eine Funktion f : R? — [0, 0o] heifit radialsymmetrisch, wenn es eine
Funktion g : [0, 00) — [0, 00| gibt, so dass

f(x) = g(Jzl).

Es gilt |o(r,t)] = 7. Also folgt fiir radialsymmetrische Funktionen (f o
©)(r,t) = g(|e(r,t)|) = g(r). Damit ist nach Satz 3.30 und der darauf fol-
genden Bemerkung (i) f genau dann £2 messbar wenn g £' messbar ist.
Aus (3.170) folgt fiir radialsymmetrische Funktionen

2 = r)dLi(t) rdlt(r) = mg(r)rdL(r).
L= [ [ smacoracie)= [ omgeyracto)

(0,00)
(3.173)
Damit kann man zum Beispiel leicht die Fliche des Einheitskreise By (0) C
R? berechnen. Die Funktion f = xp, (o) ist radialsymmetrisch und f(x) =
X[0,1)(|z]). Damit

1
L£3(B1(0)) = /R2 X B (0) dc? = / 277 X(0,1) dci(r) = /0 2rrdr = 7.

(0,00

[8.12. 2016, Vorlesung 15]
[13.12. 2016, Vorlesung 16|

Beispiel. Polarkoordinaten in R”. Fiir n = 2 konnte wir die Punkte auf
dem Einheitskreis S'durch den Winkel ¢ beschreiben. Fiir n = 3 kann man
analog einen Punkt auf der Einheitssphire S? durch zwei Winkel beschrei-
ben (s. Ubungblatt 8, Aufgabe 3(e)). Ein hoheren Dimensionen wird die
Beschreibung der Einheitssphire durch Winkel etwas uniibersichtlich. Da-
her ist es einfacher, die Sphire S"~! als Bildmenge einer Abbildung der n—1
dimensionalen Kugel zu beschreiben. Genauer gesagt beschreibt man zuerst
die obere Halbsphére. Analog kann man die untere Halbsphére beschreiben
und dann die beiden Hélften zusammensetzen. Sei

(21, 2n—1) = (zl,...,zn_l, \/1 — (22 +"‘+Z72L—1)> . (3.174)

Dann ist 1 eine bijektive C' Abbildung der (offenen) n — 1 dimensionalen
Einheitskugel Bj(0) C R"! auf die offene obere Halbsphire ST ' := {z €
R"™ : |z] = 1,2, > 0}. Fiir z € R™ schreiben wir zur Abbkiirzung 2z’ =
(#1,...,2p—1) und 7 = 2z, und definieren ¢(z) = r1(z’). Dann ist ¢ ein C!
Diffeomorphismus von B/ (0) x (0,00) auf die obere Halbebene R} := {z €
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R™: &, > 0}. Mit der Abkiirzung w = /1 — |2/|? gilt

”” O PR DY zl
O ”" DR DR 2’2
Dp(Z,r) = : : : . (3.175)
0 0 r Zn—1
—ri —rz risl
und somit
1 0 z1
, X 1 0 1 z9 Tnfl
det Dp(z',r)=r"—1 : S : S S—
w : : . : L2
0o 0 - 1 et V1=l
—z1 —29 - —zpo1 1—|?
(3.176)
Zum Beweis der letzten Identitdt subtrahiert man sukzessiv, firk =1,...,n—

1, das zp-fache der k-ten Zeile von der letzten Zeile.
Daher gilt fiir messbare f : R’} — [0, oo

(2) dL™(z) = / IO )
B (0)x(0,00)

VI—ZP
= [ [ s e st
(0,00) \/B{(0) CUVI=TP

(3.177)

dc™ (2, r)

RY

Falls f radialsymmetrisch ist, d.h. falls es eine Funktion g : [0, 00) — [0, o0]
gibt, so dass f(z) = g(|z|), so gilt f(¢(2',r)) = g(r). Daraus folgt, dass f
messbar ist, falls g messbar ist und

x)dL"(x) = R S ! S et act(r
[ i = [ </B;<o> e >)g<> ac'(r)
(3.178)

Das innere Integral iiber 2z’ hingt nicht von f ab, sondern nur von der
Raumdimension n. Zusammen mit der analogen Formel fiir den unteren
Halbraum R” erhélt man somit fiir radialsymmetrische Funktionen

f(z)dL™(z) = / g(r)er™tdLt (r) (3.179)
R” (0,00)

Die Konstante ¢, = 2 [p ﬁ dL"1(2') ldsst sich durch Rekursion
—|Z

bestimmen, da die Funktion /1 — |2/|? radialsymmetrisch in R"~! ist (die
Substitution r = sin¢ ist hilfreich). Insbesondere gilt

Cy = 27‘(’, c3 = 4. (3180)
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Die Konstante ¢, hat auch eine einfache geometrische Interpretation. Sei f
die charakterische Funktion der n-dimensionalen Einheitskugel B;(0). Dann
ist g = X[o,1). Daraus folgt

1 _ 1
L£(B1(0)) = / XBy(0) L = e /(071) LN ) = ea 120 = —en
(3.181)
und somit
cn = nL"(B1(0)). (3.182)

Wir werden spiter sehen, dass ¢, gerade das (n — 1) dimensionale Maf} der
Einheitsspére ist (s. (5.17)).

Durch Anwendung des Satzes von Fubini auf die Zerlegung R” = R? x
R"~2 kann man fiir w, := £"(B1(0)) die Rekursionsformel

2m
Wp = —Wnp-2
n

beweisen (Ubungsblatt 8, Aufgabe 3(d)). Damit ergibt sich

47 2
wi =2, wy=m, W3:§7 w4:?7

3.5 Allgemeine Definition des Integrals, Konvergenzsitze 11

Definition 3.32. Sei (X,S,u) ein Maffraum, E € S f : E — [—00, 9]
messbar. Die Funktion f heifft u-integrierbar, falls sowohl fi = max{f,0}
als auch f— = max{—f,0} integrierbar sind. Man setzt

/Efduz/Ehdu—/Ef_du. (3.183)

Die Menge aller u-integrierbaren Funktionen f : E — R wird L (E, n) (oder
Li(E,(X,S,u))) genannt. Fir p = L, E C M,, schreibt man einfach
Li(E). Man sagt auch “f ist integrierbar” fir “f ist messbar und integrier-
bar”.

FirFCFE, FeS,

/Ffdu—/Efodu- (3.184)

Bemerkung. Falls f > 0, dann ist f- = 0 immer integrierbar, deshalb
ist in diesem Fall diese Definition zu Def. 3.16 dquivalent. Man sollte aber
beachten, dass in Def. 3.16, anders als hier, das Integral fiir alle messbaren
Funktionen definiert ist, und den Wert co annehmen kann.

Fiir nichtnegative Funktionen haben wir bereits die Linearitdt des In-
tegrals in Lemma 3.15 bewiesen. Wir miissen zeigen, dass mit der oben
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gegeben Definition auch das Integral fiir allgemeine Funktionen linear ist.
Dabei beweisen wir gleich noch einige andere elementare aber niitzliche Ei-
genschaften.

Lemma 3.33. (i) Sei f : E — [—00,00] messbar. Dann ist |f| genau
dann integrierbar, wenn f integrierbar ist. Ferner,

‘/fdu’ < /Ifldu. (3.185)

(i1) Seien u,v : E — [0,00] integrierbar und sei h = u — v. Dann ist h

integrierbar und
/hdu—/udu—/vdu. (3.186)
E E E

(i1i) L1(E,(X,S,pn)) ist ein Vektorraum, das Integral ist eine lineare Ab-
bildung [5-dp: Li(E, p) — R.

(w) p: L1(E,(X,S,p) = [0,00), p(f) = [z |fldp ist eine Seminorm.

Dass p eine Seminorm ist, bedeutet dass p(f) € [0,00) fiir alle f, p(f +
g9) < p(f) +p(g) fiir alle f,g € Ly, und p(Af) = |[A[p(f) fiir alle A € R,
f e L.

Beweis. (i): Falls f integrierbar ist, so sind nach Definition f; und f_ in-
tegrierbar. Wegen der Linearitéit des Integrals fiir nichtnegative Funktionen
(Lemma 3.19(ii)) folgt, dass auch |f| = f4 + f- integrierbar ist. Falls |f]
integrierbar ist, so folgt aus 0 < fi < |f|] und 0 < f_ < |f| und der Mo-
notonie (Lemma 3.17(i)) die Integrierbarkeit von f und f_. Weiterhin gilt
nach Definition des Integral

'/Efd“‘:‘/fsf”“‘/,afd“'S/Eﬁdw/Efdu:/Eumu.

Dabei haben wir im zweiten Schritt die Dreiecksungleichung und im letzten
Schritt Lemma 3.19(ii)) und die Identitét |f| = fy + f— benutzt.

(ii): Es gilt h < v und —h < v und somit hy < u und h_ < v. Daher ist
h integrierbar. Ausserdem folgt aus hy — h_ = h = u — v die Beziehung
hy +v = h_ + u. Aus der Linearitdt des Integrals fiir positive Funktionen

folgt
/h+d,u+/vdu:/h_d,u+/ud,u. (3.187)
E E E E

Durch Umordnen der Terme folgt die Behauptung.
(iii) : Aus |af + bg| < a|f] + blg| und (i) folgt, dass L; ein Vektor-
raum ist. Es ist leicht zu zeigen, dass [ af du = a [ fdu. Seien f,g € L.
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Wir miissen noch zeigen, dass [p(f + g)dp = [p fdu+ [pgdu. Es gilt
f+9=(++9+)— (f- +g-). Aus der Linearitiit des Integrals fiir nicht-
negative Funktionen folgt, dass u := fy + g4 und v := f_ 4 g_ integrierbar
sind und die Behauptung folgt aus (ii) und der Linearitét des Integrals fiir
nichtnegative Funktionen.

(iv) : Aus |f+g| <|f|+ |g|, Lemma 3.17(i) und Lemma 3.19 folgt dann

[t +aldu< [ \fidn+ [ lolan. (3.188)

Die anderen Aussagen sind offensichtlich. O
Lemma 3.34. Sei (X,S,u) ein MafSraum, E € S

(i) Falls f : E — [—o00,00| integrierbar ist, dann ist {x € E : f(x) €
{o0, —0}} eine Nullmenge. Insbesondere gibt es eine Funktion g €
Li(E, p), so dass f = g fast iiberall gilt.

(ii) Seien f,g: E — [—00,00]. Falls (X,S, p) vollstindig ist, f integrier-
bar, und f = g fast dberall, dann ist g integrierbar (und fEfd,u =
Je9dp).

(iii) Seien f,g : E — [—00,00]. Falls g messbar ist, |g| < f fast dberall,
und f integrierbar ist, dann ist g integrierbar.

Beweis. Hausaufgabe. O

Satz 3.35 (Konvergenzsatz von Lebesgue oder dominierte Konvergenz). Sei
(X,8,p) ein Mafiraum, E € S und sei fi eine Folge messbarer Funktionen,
d.h., fir alle k € N ist fr, : E — [—00,00] messbar. Sei N € S eine Null-
menge und es gelte fi, — f punktweise auf E'\ N.

Sei g : E — [0, 00] integrierbar, so dass |fi(z)| < g(z) fir alle k und alle
alle x. Dann gilt:

/fd,u: lim / frdu (3.189)
E k—o0 E
und
lim / |fe — fldu=0. (3.190)
k—o0 E

Beweis. Wir setzen f = 0 auf N. Aus Satz 3.6 folgt, dass f messbar ist.
Sei N’ = g~({oo}). Dann gilt u(N UN’) = 0, und deshalb [y . fdp =
Jnune frdp = 0. Es reicht deshalb die Menge E \ (N U N’) zu betrachten.
Auf E\ (NUN’) gilt dann auch fi(z) € R. Um die Notation zu vereinfachen
nehmen wir N U N’ = () an.

Weiterhin reicht es (3.190) zu zeigen. Die andere Aussage folgt dann aus
der Lineritéit des Integrals und (3.185) angewandt auf h = f — f.
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Aus dem Satz von Fatou (Satz 3.21) angewandt auf hy = 29 — | fr — f]
folgt

/ 2gdp < liminf/ (29 = fr — f) dp = / 2gdp — hmsup/ | fre — fldp,
E k—o0 E

(3.191)
und deshalb

limsup/ |fe — fldu <0 (3.192)
E

k—o00

Fiir die Identitdt in (3.191) ist es wichtig, dass [, gdp € R, d.h., dass g
integrierbar ist! O

[13.12. 2016, Vorlesung 16]
[15.12. 2016, Vorlesung 17|

Der Satz von Lebesgue gibt ein sehr wichtige und niitzliche hinreichende
Bedingung, um aus punktweise Konvergenz die Konvergenz der Integrale zu
schliessen. Wir geben jetzt eine Bedingung an, die hinreichend und notwen-
dig ist.

Satz 3.36 (Lebesgue II, gleichgradige Integrierbarkeit). Sei (X,S,u) ein
Mafiraum, E € § o-endlich, und sei f eine Folge integrierbarer Funktio-
nen, d.h., fir alle k € N ist fi, : E — [—00,00] messbar. Sei N € S eine
Nullmenge, es gelte fi, — [ punktweise auf E\ N. Weiterhin gelte

(i) (‘gleichgradige Integrierbarkeit’) Fir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so
dass

A <é = sup/ |feldp < e (3.193)
k A

(i1) (’Straffheit’) Es gibt eine aufsteigende Folge von Mengen E; € S mit
w(Ep) < oo, UE; = FE und

lim sup/ |fel dp=0. (3.194)
l—o0 | E\E,
Dann gilt
lim / |fx — fldup=0. (3.195)
k—o0 E

Falls umgekehrt fi, und f integrierbar sind und (3.195) gilt, so gelten (i)
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Bemerkung. Die Bedingungen (i) und (ii) passen sehr gut zu den drei Ge-
genbeispielen vor Satz 3.18. Bedingung (i) schliefit gerade Beispiel (b) aus
(Konzentration auf eine Nullmenge). Bedingung (ii) schliefit die Beispiele
(a) und (c) aus (Entweichen von Masse nach co).

Man beachte, dass Bedingung (ii) im Fall u(F) < oo immer gilt (setze
E, = E).

Beweis. Ubungaufgabe.

Teil 1: Beweis von (3.195) fir u(E) < oo
Tip: Benutzen Sie den Satz von Egorov.
Teil 2: Beweis von (3.195) fir u(E) = oo.
Tip: Zerlegen Sie g |fx — f|dp ein Integral iiber E; und ein Integral iiber
E\ Ej. Schétzen fE\El | f| dp mit Hilfe des Satzes von Fatou ab.
Teil 3: Notwendigkeit von (i)
Tip: Benutzen Sie das es fiir jedes € > 0 ein K gibt so, dass

/f—fk\du<€-
FE

Wenden Sie Satz 3.23 bzw. den Satz iiber monotone Konvergenz geeignet
auf endlich viele der f; an. O

Der Lebesguesche Satz iiber dominierte Konvergenz, Satz 3.35 folgt als
Spezialfall aus Satz 3.36 Falls nimlich |fx| < g und g integriebar ist, so
folgt (i) aus Satz 3.23 und (ii) folgt aus dem Satz iiber monotone Kon-
vergenz. Damit ergibt sich die Folgerung 'Egorov = Lebesgue’, wihrend
unser urspriinglicher Beweis die Folgerung 'B. Levi = Fatou = Lebesgue’
benutzte.

Beide Argumente lassen sich auf den Fall eine geeignet konvergenten
Familie von Majoranten ausdehnen.

Satz 3.37 (Lebesuge III, konvergente Majorante). Sei (X, S, u) ein Maf-
raum, E € S und sei fi eine Folge messbarer Funktionen, d.h., fir alle
k € Nist fr, : E — [—00,00] messbar. Sei N € S eine Nullmenge, es gelte
frx — [ punktweise auf E\ N. Weiterhin gebe es integrierbare Funktionen
g E —[0,00] und g : E — [0, 00] mit

Al <ge wnd i [ o gldn =0 (3.196)
k—o00 E

Dann qilt
lim / |fe — fldu=0. (3.197)
k—00 E
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Beweis. Aus dem zweiten Teil von Satz 3.36 folgt, dass die Funktionen g
Eigenschaft (i) und (ii) in Satz 3.36 haben. Daher haben auch die Funktionen
fi diese Eigenschaft und die Behauptung folgt aus Satz 3.36. O

Wir wenden jetzt den Lebesgueschen Konvergenzsatz auf die Vertausch-
barkeit von Integration und Differentation an.

Satz 3.38. Sei (X,S, ) ein Mafsraum, sei E € S o-endlich, sei U C R"
offen. Sei f : U x E — R eine Funktion mit der Figenschaft

y— f(z,y) ist messbar fir alle z € U. (3.198)

(i) Es gebe eine Nullmenge N € S und eine integrierbare Funktion g :
E — [0,00) so dass

x> f(x,y) st stetig fir alley € E\ N (3.199)
|f(z,y)| < g(y) firallexeUyeE\N. (3.200)

Dann ist y — f(x,y) integrierbar fir alle x € U und die Funktion

) = [ f(om)duty). (3.201)
ist stetig in U.
(ii) Es gelte zusdtzlich

x> f(x,y) ist stetig differenzierbar fir alle y € E\ N (3.202)
|Dyf(x,y)| < g(y) firallexeUye E\N. (3.203)

Dann ist h stetig differenzierbar in U und es gilt

oh [ Of

xT) =

(@, y) du(y) - (3.204)

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Satz 3.39 (Fubini II). Sei f : R"™™ — [—oc0, 00| integrierbar. Dann gibt es
eine Nullmenge N C R™, so dass f(x,-) fir alle x € R™\ N integrierbar ist
(bzgl. L™), die Funktion

T [z, )dL™ = f(@,y)dL™ (y) (3.205)
R™ R™

ist L™ -integrierbar, und
/ fdgnm — / < f(, y)dcm(y)> acn(z).  (3.206)
Rn+m RM\N \JR™
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Bemerkung. Falls f messbar ist und fR"\N (Jm |f (@, )L™ () dL™(z) <
00, dann ist |f| nach Satz 3.26 integrierbar. Damit ist auch f integrierbar
und es gilt (3.206)

Beweis. Folgt aus Satz 3.26 fiir f und f_. 0

Lemma 3.40. Seien f : R” — [—00,00] und g : R™ — [—o0, 00| integrier-
bar. Dann ist (x,y) — f(x)g(y) integrierbar auf R"*™ und

[ s@awaermien = ([ @) ([ @) .
(3.207)

Beweis. Dies folgt aus Lemma 3.27. Man betrachtet zunéichst den Fall, dass
f und g Werte in R annehmen. Details: Ubungaufgabe.

Satz 3.30 kann wie folgt verallgemeinert werden:

Satz 3.41 (Transformationssatz II). Seien U, V offene Teilmengen des R™,
und ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus (d.h.: ¢ € CY(U; V) ist bijektiv,
und die Umkehrfunktion ¢~ erfillt ¢~ € CY(V;U)). Eine Funktion f :
V — [—o0,00] ist genau dann L"-integrierbar, wenn (f o ¢)|det(Dyp)| :
U — [—o0,00] L"-integrierbar ist. Es gilt dann

/ fdct = / (f o) det(Dy)|dL"™ . (3.208)
1% U
Beweis. Es reicht, Satz 3.30 auf f; und f_ anzuwenden. 0

3.6 Vergleich zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral

Wir zeigen zunéchst, dass das Lebesgue-Integral eine Verallgemeinerung des
Riemann-Integrals ist.

Satz 3.42. Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann ist f L'-integrier-
bar und beide Integrale stimmen tberein, d.h.,

/ ’ f(z)dr = fdct. (3.209)
a [a,b]

Das Riemann-Integral wurde wie folgt definiert Sei f : [a,b] — R be-
schriankt. Die Funktion f heiit auf dem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar,
wenn

/b f(z)dz = /:bf(a:)d:c. (3.210)
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In diesem Fall setzt man

b b *b
/ flx)dx = / fz)de = / f(z)dz. (3.211)
Oberintegral und Unterintegral wurden [Analysis 1, Def. 6.7] durch
*b b
/ f(z)dz = inf {/ Y(z)dx ¢ € Tla, bl , ¢ > f} (3.212)
und
b b
/ f(z)dx = sup {/ e(x)dxr : ¢ € T(a,b],p < f} . (3.213)

definiert, wobei 1" die Menge der Treppenfunktionen war, d.h., die Menge
der Funktionen ¢ : [a,b] — R, so dass

k
0= cixi (3.214)
j=1

mit ¢; € R und I; C [a, b] einem Intervall. Dann gilt:
b k
/ o(z)dr = Z ¢;Vol (1) . (3.215)
a j=1

Beweis. Sei ¢ : [a,b] — R eine Treppenfunktion, ¢ = Z?Zl cjx1;- Da Inter-
valle messbar sind, ist ¢ auch eine einfache integrierbare Funktion, und

b
/ p(r)dr = Z c;Vol (1) = chﬁl(lj) = /[ ’ wdlt. (3.216)

Sei f : [a,b] — R Riemann integrierbar, M = sup |f|([a,b]). Seien ¢p, ¢y, :
[a,b] — R einfache Funktionen, so dass ¢p, < f < 1y,

b
lim YpdLt = lim opdlt = / f(z)dx. (3.217)

h—o0 [a,b] h—o00 [a,b]

Wir kénnen zusétzlich annehmen, dass —M < @y, 1, < M (sonst betrachtet
man max{pp, —M} und min{yy, M }).

Sei ¢ = limsupyy und ¥ = liminf,. Dann sind beide Funktionen
h—o0 h—o0

messbar und es gilt —M < ¢ < f < 9 < M. Deshalb sind ¢ und %
Lebesgue-integrierbar. Ferner gilt:

b
/ (M + ) dLt < liminf/ (M +4pp)dL = M(b— a) +/ f(z)dx,
[a,b] h—=00 " Ja,b] a (3218)
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und deshalb b
YdLt < / f(z)dz. (3.219)
[a,b] a

Analog (durch Betrachtung von M — ¢) beweist man

b
/ odl! > / f(z)dz. (3.220)
[a,b] a

Es folgt, dass
b
¢d£1_/ godﬁl—/ f(z)de. (3.221)
[avb} [ayb] a

Deshalb gilt f[a b (Y — p)dL' = 0, und ¥ = ¢ fast iiberall. Aus ¢ < f < 1)
folgt, dass ¢y = ¢ = f fast iiberall, und damit

b
dct = dct = dzx . 3.222
/Mf /[aﬂ / f(x)da (3.222)
O

Satz 3.43. Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Dann ist f genau dann Riemann-
integrierbar, wenn die Menge

N ={z € [a,b] : f ist nicht stetig in x} (3.223)
eine L'-Nullmenge ist.

Beweis. Ubungsaufgabe. Hinweise: Sei I := [a, b]. Betrachten sie die Funk-
tion g : I — [0, 00), die durch

g(x) = lgﬂ)l sup f(I N By(x)) — lpiﬁ)l inf f(I N By(x)) (3.224)

definiert ist (beide Grenzwerte existieren, weil sowohl p — sup f(B,(x)) als
auch p — inf f(B,(x)) monoton und beschrénkt sind). Die Funktion f ist
in x genau dann stetig, wenn g(z) = 0.

(i) Zeigen Sie, dass die Mengen {z € I : g(z) > a} abgeschlossen sind.
Folgern Sie, dass g messbar ist.

(ii) Seien ¢, 1 Treppenfunktionen mit ¢ < f < ). Zeigen Sie g < 1) — ¢ fast
tiberall.

(iii) Folgern Sie den Satz (Tip: Fatou; Aussage (i), geeignete Uberdeckung
der Menge {g # 0} durch kleine offene Intervalle). O
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4 Die Raume L; und L?

4.1 L;-Konvergenz und Maf3lkonvergenz

Definition 4.1. Sei (X,S,u) ein Mafiraum, E € S, seien f : E — R,
fr : E — R messbar.

(i) Die Folge fi. heifit gegen f mafkonvergent, wenn fiir jedes n > 0 gilt:

Jim p({z € E:|fi(z) — f(z)| 2n}) = 0. (4.1)
(ii) Fir E o-endlich, und f : E — R messbar, definiert man
sy = [ 1f1du. (12)

Fir fr € Li(E), f € Li(E), sagt man, dass fr — f in L1(E) falls

Jim | i fllzye) =0 (4.3)

[15.12. 2016, Vorlesung 17]
[20.12. 2016, Vorlesung 18|

Bemerkung. (i) Wir hatten bereits bewiesen (Lemma 3.33(iv)) dass f —
| fllz, () eine Seminorm auf L1 (E) ist.
(ii) MaBkonvergenz wird oft “Konverzenz in Wahrscheinlichkeit”, “Konver-
genz im Maf}”, oder “Konvergenz dem Mafle nach” genannt.
(iii) Sei

d(f) :=inf{r € [0,00) : p{z € E: |f(x)]| >r} <r} (4.4)
und d(f,g) = d(f — g). Dann ist d eine Halbmetrik auf der Menge der
messbaren Funktionen und es gilt d(fx, f) — 0 genau dann wenn fj gegen
f im Maf konvergiert. Ausserdem gilt d(f,g) = 0 genau dann, wenn f
und ¢ sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden. (Beweis dieser Aussagen:
Ubungsaufgabe)

Beispiel. Sei z : N — R eine beliebige Folge. Dann ist die Funktionenfolge
k= Xiwp,zr+1/k gegen 0 maBkonvergent (im Mafiraum (R, My, £)). Diese
Funktionenfolge konvergiert gegen 0 auch in L. Die Folge k — kX [z, 2, +1/4]
ist aber gegen 0 maflkonvergent, nicht aber gegen 0 Li-konvergent.

Lemma 4.2. Sei (X,S,u) ein Mafsraum, E € S, seien f : E — R, fi :
E — R messbar.

(i) Falls fr, — f gleichmdfig, dann ist fi gegen f maffkonvergent.
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(ii) Falls fi, — f punktweise in E\ N und falls N eine Nullmenge ist und
u(E) < oo, dann ist fi. gegen f mafkonvergent.

(iii) Falls fi gegen f in Ly konvergiert, dann ist fi gegen f mafkonvergent.

(iv) Falls f. gegen f mafkonvergent ist, dann gibt es eine Nullmenge N C
E und eine Teilfolge fi;, so dass

]151010 fr;(w) = f(z) Ve E\N. (4.5)

(v) Falls fr gegen f gleichmdflig konvergiert, und p(E) < oo, dann gilt
fe = fin Li(E).

Bemerkung. Ohne die Annahme pu(E) < oo ist (ii) falsch. Beispiel: be-
trachte den Mafiraum (R, M1, L£Y) und fi(z) = x/k, f = 0, oder auch
fe = Xk k41

Aussage (v) ist ohne die Annahme p(FE) < oo ebenfalls falsch (man betrach-
te gr = 1/k).

Die Konvergenz (iv) gilt i.a. nicht ohne die Einschrinkung auf eine Teilfolge
(s.u. Lemma 4.3).

Beweis. (i): Falls fr — f gleichmifig, dann gibt es fiir alle n > 0 ein K € N,
sodass {z € E : |fx(z) — f(x)] > n} = 0 fiir alle k > K gilt. Deshalb ist jede
gleichméfig konvergente Folge auch maflkonvergent.

(ii): Sei n > 0, € > 0. Gemé#$ dem Satz von Egorov gibt es F' C E, so
dass u(E \ F) < e und fr — f gleichméfig auf F'. Dann gilt

p{z € E:|fe(z) = f(x)| =n}) e+ n({z e F:|fi(z) — f(z)] 277(}) |
4.6
und damit

limsup i ({z € B : |fi(w) — f(2)] = n}) < e. (4.7)

k—o0

Da ¢ beliebig war, folgt die Aussage.
(iii): Sei » > 0. Mit der Chebychev-Markovschen Ungleichung (Lemma
3.17 (iv)) gilt

u({z € B+ |felz) — fz)] > n)) < /Wn—ﬂmL (48)

Daraus folgt die Aussage.
(iv): Es gilt

klim p{z e E: |fk(93)—f(9:)]22_j}:(). (4.9)
— 00
Daher gibt es fiir jedes j € N ein k;, so so dass die Menge

Ej={z € E:|fy(x) - f(z)] =277} (4.10)
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die Bedingung u(E;) < 277 erfiillt. Wir kénnen oBdA annehmen, dass k; >
kj_1.
Sei Fj, = U;~p, Bj- Dann gilt u(Fp) < 3°32,,,277 = 27" und

| fio; () — f2)| <27 Ve e E\Fy,j>h. (4.11)
Deshalb gilt
lim fy,(z) = f(2) Vee | JE\F,=E\ ) Fn. (4.12)
oo heN heN
Aber
M (ﬂ Fh> < p(Fy) <270 Vh e N. (4.13)
heN

Damit ist die Aussage bewiesen (mit N = (;,cn Fh)-
(v): Es gilt

I = Floscey = [ 1= Sl < n(B) swplf = A1 (@10
Aus lim sup|fx — f| = 0 folgt dann lim || fx — f|z, (&) = 0. O
k—oco R k—o0
Bemerkung. Sei (X,S,p) ein Mafiraum, seien f : F - R, fy : E — R
messbar. Wir haben folgende Konvergenzkonzepte eingefiihrt:
G: fr — f gleichmadfig, d.h.,

lim sup |fix(z) — f(x)|=0. (4.15)

k—o0 reE

P fi.: fi — f punktweise fast iiberall, d.h., es gibt eine Nullmenge N C F so
dass gilt
klim |fx(x) — f(z)] =0 Ve e E\N. (4.16)
—00

Punktweise Konvergenz ist eine (etwas) stirkere Bedingung und ent-
spricht der Wahl N = 0.

Lq: fk — f m Ll(E), d.h., limkﬁoo fE ‘fk — f|d/L = 0.
M: fr — f im Maj, d.h., Vi > 0 gilt

Jim p({z € B |fy(2) - f(2)| 2 n}) = 0. (4.17)
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Implikationen fiir pu(F) < oo

G = I, — M =— P f.ii fiir Teifolge (4.18)
G = Pfi = M '
Implikationen fiir pu(F) < oo
G = M = P f.u fiir Teilfolge
Ly = M (4.19)
G — Pfi

Lemma 4.3. Es gibt eine Folge integrierbarer Funktionen fi : [0,1] — R,
die in L1 konvergiert, aber in allen Punkten divergiert. Das bedeutet, dass
(i) fx = f in Ly und dass (ii) fir alle x € R die Folge k — fi.(z) divergiert.

Aus der L' Konvergenz folgt insbesondere Konvergenz im Maf8 (Lemma
4.2 (iii)). Daher gilt Lemma 4.2 (iv) nicht ohne Einschrinkung auf eine
Teilfolge.

Beweis. Sei A = {(j,k) € Nx N\ {0}:0<j < k}. Dann ist A abzahlbar.
Sei ¢ : N — A bijektiv. Fiir (j,k) € A sei I; := [j/k, (j + 1)/k]. Weiterhin
sel f; = XI,a) und f =0.

Fiir alle ¢ > 0 gibt es nur endlich viele | € N mit £!(Z,)) > & (weil es nur
endlich viele (j, k) € A mit 1/k > ¢ gibt). Deshalb ist I — || fil|z, = £ (L))
eine Nullfolge. Fiir alle z € R gibt es unendlich viele Paare (j,k) € A, so
dass © € I, und unendlich viele Paare (j,k) € A mit « ¢ I; . Deshalb
konvergiert die Folge | — fi(z) nicht. O

Aus diesem Beispiel folgt, dass 'Konvergenz punktweise fast {iberall’
nicht metrisierbar ist. Die Details des Arguments (s. unten) wurden nicht in
der Vorlesung besprochen.

Lemma. Sei (X,d) ein metrischer Raum, sei a : N — X eine Folge und
sei b€ X. Dann gilt lim;_,c a; = b (in (X,d)) genau dann, wenn folgendes
gilt: jede Teilfolge k — aj, besitzt eine Teilfolge m — aj, — die gegen b
konvergiert.

Bemerkung. Es ist wichtig, dass b nicht von der Teilfolge abhéngt! (Bei-
spiel: eine beliebige nichtkonvergente Folge in einer kompakten Menge)

Beweis. Fiir die nichtriviale Richtung definiere p := limsup;_,., d(a;,b).
Nach Definition des limes superior gibt es eine Teilfolge k — aj,, so dass
p = limg_,o0 d(aj, , b). Die Teilfolge k — a;, enthilt nach Voraussetzung eine
weitere Teilfolge, die gegen b konvergiert. Daher ist p = 0. Nach Definition
von p konvergiert die gesamte Folge. O
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Lemma. Punktweise Konvergenz fast tiberall ist nicht metrisierbar, d.h., es
gibt keine Metrik d : L1(R) x L1(R) — R so dass fr — [ punktweise fast
iberall genau dann, wenn d(fx, f) — 0.

Beweis. Die Folge in Lemma 4.3 ist gegen 0 L;-konvergent. Dasselbe gilt fiir
jede Teilfolge und fiir Malkonvergenz. Mit Lemma 4.2(iv) folgt, dass jede
Teilfolge eine Teilfolge besitzt, die fast iiberall gegen 0 konvergiert. Wenn
punktweise Konvergenz fast iiberall metrisierbar wire, dann wiirde folgen
dass die ganze Folge gegen 0 punktweise fast iiberall konvergiert. Das ist
aber falsch. O

4.2 Die Riaume LP

Definition 4.4. Sei (X, S, u) ein Mafiraum, E € S, f,g : E — [—00, ).
Man sagt, dass f = g fast dberall auf E, wenn eine Nullmenge N € S
existiert, so dass {x € E: f(x) # g(x)} C N gilt.

Bemerkung. Wenn f und g messbar sind, oder (X, S, u) vollstindig ist,
ist diese Definition zu

p{x € E: f(x) #g(x)}) =0 (4.20)
dquivalent.
Lemma 4.5. Sei (X, S, u) ein Mafiraum, E € S.
(i) f = g fast dberall definiert eine Aquivalenzrelation.

(i) Falls f und g messbar sind , dann gilt [ |f — g|ldu =0 genau dann,
wenn f = g fast tberall auf E.

Erinnerung: f ~ g ist eine Aquivalenzrelation wenn: (i) f ~ f fiir alle f;
(ii) aus f ~ g folgt g ~ f; (iii) aus f ~ g und g ~ h folgt f ~ h.

Beweis. Hausaufgabe.
O

Generalvoraussetzung fiir den Rest dieses Unterkapitels: (X, S, u) ist
ein vollstdndiger Mafiraum, und E € S eine o-endliche Menge.

Definition 4.6. Sei p € [1,00). Fiir f : E — [—00,00] messbar definiert

man

1/p
1l = 1l = ( / !fl”du> (4.21)
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und

[ £l ey = [ flloo = inf{M € R: [f| < M fast diberall } (4.22)
=inf{M e R: uy{z € E : |f|(x) > M}) =0}. (4.23)

Ferner, firp € [1, ],
L,(E)={f:E —R: f ist messbar und || f||, < oo} . (4.24)

Notation. Ausfiihrlicher kann man den Raum L, (E) mit L,(E, (X, S, n))
bezeichnen. Wir wihlen im folgenden die Notation L,(E) solange keine Ver-
wechslung zu befiichten ist. Wenn nichts weiteres gesagt ist, betrachten wir
fir X = R™ das Lebesguemafl und die o-Algebra der Lebesgue messbaren
Mengen.

Bemerkung. Fiir f € Loo(E) gilt |f] < [|f]| fast tiberall, d.h. das Infi-
mum in der Definition von || f]|c ist ein Minimum. Beweis: Seien L := || f|| s,
Ep:={x € E:|f(z) > L+27%}, und sei Eo, = UpenFEy. Nach Definition
von L gilt dann u(Ey) = 0 und somit p(Fs) = 0. Andererseits folgt aus der
Definition von Ej, dass |f| < L in E '\ Fu.

Beispiel. Sei E' = R. Dann gilt ||x(ojl|, = 1 fiir alle p, und fiir £ > 0 gilt

1 falls p = o0
_ 4.25
Ix(0,6)ll {gl/P falls p € [1,00) . -

Sei p € [1,00), @ € Rund f, : R — R durch fu(x) = |2[*X(0,1)(z) definiert.
Dann gilt

1 V(1 falls pa > —1
HfaHp = </ xpadx> — {(pa+1)1/p alls pa (4.26)
0

%) falls pa < —1

Deshalb ist f, € L,(R) genau dann, wenn o > —1/p. Sei go : R = R durch
9o () = [2|*X(1,00) () definiert. Dann gilt

0 1/p —L___ falls pa < —1
lgally = < / dx> _ [Gor fallsp (1.27)
1 00 falls pa > —1

Deshalb ist go € L,(R) genau dann, wenn o < —1/p.
Beispiel. Sei F = X =N, sei § = P(N) die Menge aller Teilmengen von N

und sei p das Zéhlmaf # (vgl. Beispiel (iii) nach der Definition des dusseren
Mafes, Definition 2.4). Sei 1 < p < co. Dann ist LP(N, P(N),#) der Raum
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aller Folgen a : N — R mit ), _|ax|P < co. Dieser Raum wird auch mit [,
bezeichnet. Es gilt

lall, = (Z w) C (4.28)

keN
Analog ist o, := L*°(N, P(N),#) der Raum aller beschrénkten Folgen mit

lalli = supgen lax|
Fiir v,w € R™ gilt v+ w < |v| |w|. Das lésst sich auf Funktionen in Lo
verallgemeinern und liefert eine der wichtigsten Ungleichungen der Analysis.

Lemma 4.7 (Cauchy-Schwarz). Seien f,g € La(E). Dann ist fg € L1(F),
£l < [[f1l2 llgll2, (4.29)
Beweis. Aus (a — b)? > 0 folgt, fiir a,b € R,
1 1
b< —a®+ b2, 4.30
ab < 2a + 5 ( )

Falls || f||2 = 0 oder ||g||2 = 0 ist die Behauptung war, da dann f = 0 f.ii oder
g = 0 f.ii. Ansonsten folgt mit a = |f(x)|/[ fll2, b = |g(z)|/||g||2 folgt

[f(@)g@)] _ |fP(z) n lg/* ()
I£l2llgllz = 20£13  2llgll3
fiir alle z € E. Nach Integration folgt

1 / 1 ) 1 ) 11
e [ Fadu< g [Pt g [ loPdi= 5+ 5 =1,
12Tl Je 20718 Ji 2918 J 272

(4.31)

Um die Argumente auf andere Exponenten zu verallgemeinern, ersetzen
wir die oben benutzte Ungleichung (4.30) durch (4.34) unten.

Lemma 4.8 (Youngsche Ungleichung). Fiir a,b € [0,00), und p,q € (1,00)

mit 11
-+-=1, (4.33)
p g
qilt:
1 1
ab < —aP + —-b?. (4.34)
p q

Gleichheit gilt genau dann, wenn a? = b4.

Beweis. Es reicht a,b > 0 zu betrachten. Die Aussage folgt aus der strikten
Konkavitdt der Funktion x +— Inz. Diese liefert

1 1 1 1
In(-z+-y) > —-Inz+ —Iny (4.35)

p q p q
mit strikter Ungleichung fiir x # y. Die Behauptung folgt mit x = a?, y = b¢
(vgl. Analysis II, (1.125)) O
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Satz 4.9 (Holder). Seien p,q € (1,00) mit
1 1
— + —
p q
oder {p,q} = {1,00}. Seien f € L,(E), g € Ly(E). Dann ist fg € Li(E)
und

=1, (4.36)

Ifgll < [[flpllgllq- (4.37)
Beweis. Falls p,q € (1,00): Aus Lemma 4.8 mit a = |f|/[| f||p, b = |g]/ll9llq,
folgt
1 |fP 1 |g|?
Ifllpllglly — 2 ILfIl — allgllg
Wir integrieren beide Seiten und erhalten
1 / 1 1
A [ pgan< il on (439)
1 fllpllgllg J& P q

Falls p =1, ¢ = 0o: Sei N = {z : |g|(z) > ||g|lcc}- Aus der Definition von
llg|lo folgt uw(N) =0 (s. Bemerkung nach Definition 4.6). Deshalb gilt

Lumwzéwumwséwuw@w (4.40)
:w@éwmw:w&émw:mmmn (4.41)

O]

Bemerkung. (Nicht in der Vorlesung besprochen). Sei p € (1,00), p €
Li(E), p>0, h: E — [—00,00] messbar und p|h|P integrierbar . Dann gilt

1
P 1-1
]/mwk(/www)wnp (4.42)
E E

Beweis: Wende die Holdersche Ungleichung mit f = hp'/? und g = p'/9 an.
Satz 4.10 (Minkowski). Seien f,g € L,(E). Dann ist f +g € L,(E), und

1+ glly < [fllp +1lgllp - (4.43)

Insbesondere ist L,(E) ein Vektorraum.

Beweis. Messbarkeit von f+g folgt aus Lemma 3.4(iii). Der Fall p = 1 wurde
bereits in Lemma 3.33(iii) behandelt. Der Fall p = co folgt unmittelbar aus
der Definition.

Integrierbarkeit von |f + g|P fiir p € (1, 00) folgt aus der Ungleichung

f + 9" < 2max{[f],|g[})" < 2°(If" + [9]") - (4.44)
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Es bleibt, die Dreiecksungleichung (4.43) fiir p € (1, 00) zu beweisen. Dafiir
rechnet man

f+alP <If+gl - |f+gP " <IfILf+gP " +1gllf +9P".  (4.45)

Seiq=p/(p—1),s0dass 1/p+1/q=1. Aus Satz 4.9 folgt

”éUHf+mprSHﬂbe+mpr, (4.46)

und analog fiir |g| |f + g|P~!. Deshalb gilt

1/q
/Wf+mmwsﬂvm+wwm(/uf+mpw%m) L (447
E E

Mit (p—1)¢g =pund 1 — 1/q = 1/p folgt die Aussage. O

[20.12. 2016, Vorlesung 18]
[22.12. 2016, Vorlesung 19]

Definition 4.11. Fiir E C R™ messbar,
LP(E) = Ly(E)/ ~, (4.48)

wobei f ~ g falls f = g fast dberall. Fir f € Ly(E) bezeichnen wir mit [f] die
Aquivalenzklasse, die f enthdlt. Fir [f] € LP(E) schreibt man || f|l, = ||[f]ll-

Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dass aus f ~ g folgt

/@@NMW@=/¢@%MW@ (4.49)
E E

fir alle ¢ : E x R — [—00,00] (und: z — ¢(z, f(x)) ist genau dann inte-
grierbar, wenn x — ¢(x, g(z)) integrierbar ist). Man kann deshalb auch vom
Integral der “Funktion” ¢(z, [f](z)) sprechen. Insbesondere ist die Definition
11l = || f]l, wohlgestellt. Punktweise Werte existieren fiir die Aquivalenz-
klasse jedoch im allgemeinen nicht (es sein denn das Mafl hat Atome, d.h.
es gibt Punkte a € F mit p({a}) > 0).

Lemma 4.12. Sei E C R™ messbar, p € [1,00]. Dann definiert

1= ey = Iz, e) (4.50)

eine Norm auf LP(E).
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Beweis. Die Abbildung [f] = ||[f]|lzr(r) ist wohldefiniert, weil fiir g € [f]
folgt f ~ g und damit (fiir p < o0) |f|P ~ [g|P, und [ |f[PdL" = [ |g|PdL™.
Das Argument fiir p = oo ist dhnlich (aus f < M fast iiberall folgt, dass
g < M fast iiberall).

Falls | f||z, = 0 dann ist f = 0 fast iiberall, und damit [f] = [0].

Es ist auch sofort klar dass fiir alle A € [0,00) und f € L, gilt:

IAfllp = Al fllp - (4.51)

Die Dreiecksungleichung folgt aus Satz 4.10. O

Satz 4.13 (Riesz-Fischer). LP(E) ist ein vollstindiger normierter Vektor-
raum.

Beweis. Beweisidee (fiir p < o0): Cauchyfolge in LP = punktweise Kon-
vergenz f.i1 einer geeigneten Teilfolge (von Reprisentanten) = punktweiser
Limes ist eine L, Funktion und Konvergenz ist in L,,.

Fiir die punktweise Konvergenz betrachtet man die Teleskopsumme f;(z) —
fo(@) = 3251 (fu(2) = fr1(2)).

Wir beginnen jetzt mit dem eigentlichen Beweis.

Schritt 1: Vorbereitungen. Sei j — [f;] eine Cauchy-Folge in LP(E),
mit f; € L,(E). Wir miissen zeigen, dass ein f € L,(E) exisitiert, so dass
I1fi] = [f]lle — O fiir j — oo. Dies ist dquivalent zu || f; — f|l, — 0.
Weiterhin reicht es Konvergenz eine Teilfolge zu zeigen (weil jede Cauchy-
Folge, die eine konvergente Teilfolge besitzt, konvergent ist - Analysis 1)

Da es reicht, die Konvergenz einer Teilfolge zu zeigen, kénnen wir oBdA
annehmen, dass

1fn = freallpy <277 Yh e N (4.52)

(sonst betrachten wir eine Teilfolge fx;, mit k; so definiert, dass k; > k;_1

und ‘
1w = fillp <277 Vh,l > kj) (4.53)

Schritt 2: p < co. Sei

J
9 = Z | o= fr1l - (4.54)
h=1
Dann ist g; € L,(E) und
J
lgilly <D 1w = faallp <2 (4.55)
h=1

102 [21. APRIL 2017]



fiir alle 5. Sei goo = lim g; = sup gj. Aus Beppo Levi und der Monotonie
der Folge g; folgt dann

/ gb dp = lim / g? dp <2°. (4.56)
E J7o JE

Deshalb ist gh iiber E integrierbar. Mit Lemma 3.17(iv) gibt es eine Null-
menge N C E, so dass g5 (z) < oo fiir alle x € E'\ N.
Sei x € E'\ N. Dann gilt

2) =D |fn— fa1l(z) < o0. (4.57)
h=1
Deshalb konvergiert die Reihe
> (fa = fae1)(@) (4.58)
h=1

absolut (wg. Vollstéandigkeit von R!). Sei

Fa) = {go@:) + 30021 U = fa) (@) s CEAN g
allsz € V.

Daher gilt f;, — f punktweise fast iiberall und somit |f, — f|P — 0 punkt-
weise fast iiberall.

Es bleibt zu zeigen, dass f, — f in L,. Mit dem Satz von Lebesgue reicht
es zu zeigen, dass es eine integrierbare Funktion F' gibt, so dass | f,— f|P < F
punktweise. Fiir alle x € E\ N gilt

|fn = fl(@ me £i(@)| < gool®) (4.60)

Auerdem gilt goo = 0o auf N. Daher ist F := g die gewiinschte integrier-
bare Majorante.

Schritt 3: p = co. Aus (4.52) folgt, dass fiir alle j € N eine Nullmenge
N; C E existiert, so dass gilt:

|fu(z) — frar(z)] < 27" VheN,z € E\ Ny. (4.61)

Wir definieren N = J, Np. Fiir alle « € E \ N konvergiert die Reihe
> on fu(@) = fas1(x) absolut, deshalb kénnen wir f wie oben definieren. Aus

/@) |<Z\fa+1 @ <2, WeE\N (462)
folgt, dass ||f — fulloo < 27! und somit f, — f in L=(E). O
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Lemma 4.14. Sei E C R™ messbar, L™"(F) < 00, 1 < p < q < 0o. Dann ist
Lo(E) C Ly(E).

Beweis. Hausaufgabe. O

Wir betrachten jetzt die Integration vektorwertiger Funktionen.

Eine (komponentenweise) messbare Funktion f : E — R™ befindet sich
in L,(E;R™) wenn |f| € Ly(E), die Norm wird durch ||f|, = ||| f||l, defi-
niert, und LP(E;R™) = L,(E;R™)/ ~. Man kann leicht {iberpriifen, dass
f € L,(E;R™) genau dann, wenn fi,..., fm € Ly(E).

Satz 4.15. Seien p,q € (1,00) mit

11
S4-=1, (4.63)
P g

oder {p,q} = {1, 00}.
(1) Fir alle f € L,(E;R™) und g € Ly(E;R™) ist f-g € Li(E) und

I1f - glly < [ £llpllgllq - (4.64)
(11) Fir alle f € L,(E) und g € Ly(E;R™) ist fg € Li(E;R™) und
[fglly < [[fllpllgllq - (4.65)

Beweis. Aus Satz 4.9, angewendet auf | f| und |g|, folgt

gl < 1 pllgllq (4.66)
Mit
[f () - g(@)] < [f(2)l]g(x)] (4.67)
folgt (i); mit
|f(@)g(@)| < |f(2)llg(z)| (4.68)
folgt (ii). O

Satz 4.16. Fir alle messbaren E C R™ und m > 1 ist LP(E;R™) ein
vollstandiger normierter Vektorraum. Fine Folge f : N — LP(E;R™) kon-
vergiert gegen f* € LP(E;R™) genau dann, wenn jede Komponente f; : N —
LP(E) gegen fF € LP(E) konvergiert.

Beweis. Hausaufgabe. O

Definition 4.17. Fir f € Li(E;R™) definiert man
/ fact => e / fidCh . (4.69)
E — JE
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Bemerkung. Fiir 7 : R™ — RF linear gilt
/ TfdLr =T / fact. (4.70)
Lemma 4.18. Sei f € L1(E;R™). Dann gilt

‘/ fact| < /|fyd£1. (4.71)

Beweis. Sei

v:/fdﬁl. (4.72)
E
Wir rechnen
|U\2:v'v:/ v- fdlt (4.73)
E
< /E ollf1dL! = [olll ] - (4.74)
O

4.3 Dichtheit von C2° in L, fiir 1 < p < oo, Faltung

Kommentar zu Abschnitt 4.3 (12.1. 2017) :

Ich habe nach der Vorlesung den Text etwas umorganisiert. Die Fille p = 1
und p # 1 werden jetzt weitgehend parallel behandelt und dadurch Wieder-
holungen vermieden.

Den Beweis von Lemma 4.28 habe ich etwas umgeordnet und beide Kon-
vergenzaussagen in (i) zunéchst fiir den Fall, dass ¢ kompakten Triger hat,
bewiesen (dieser Fall ist in Anwendungen der wichtigste).

Definition 4.19. Fiir eine Funktion f : E C R™ — R definieren wir den
Trager als die abgeschlossene Menge

supp f :={x € E: f(z) # 0}.

Sei U C R™ offen. Dann definieren wir die Menge der stetigen Funktionen
mit kompaktem Trager in U durch

C.(U):={f€C(U) :supp f kompakt, supp f C U}.
Aupferdem definieren wir fir k € NU {co}
CHE) = C.(E)NC*(E).
Analog definiert man C*(E;R™).

Satz 4.20. Seip € [1,00) und sei U C R™ offen. Dann ist C.(U) in L1(U)
dicht, d.h.: fiir alle f € L1(U) gibt es eine Folge von Funktionen fi, € C.(U),
so dass gilt:

Jim / \f — felPdC! = 0. (4.75)
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Bemerkung. CY(FE) ist nicht dicht in L (Ubungsblatt 11).

Bemerkung. Satz 4.20 gilt auch, wenn man das Lebesguemafl durch ein
beliebiges Radonmaf} auf R™ ersetzt.

Zum Beweis benutzen wir

Lemma 4.21. Sei U C R" offen und K C U kompakt. Dann gibt es 0 €
Co(U) mit 0 <6 <1 und O = 1.

Beweis. Sei
R:=dist R"\U,K) :=inf{|z —y| : 2 e R"\ U, y € K}.

Dann gilt R > 0. (Sonst gibt es 2; € R" \ U und y; € K mit |z; — y;| — 0.
Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge y;, , die gegen y € K konvergiert.
Daraus folgt z;, — y. Day € U und U offen ist, gilt z;, € U fir k > K.
Widerspruch.)
Sei
K :={z e R" : dist (z, K) < R/2}.

Dann ist K abgeschlossen und beschrénkt also kompakt in R™. AuBlerdem
folgt aus der Definition von R, dass K C U. Setze

2
6 = max (1 - Edist (x,K),O) .

Dann ist ¢ stetig auf R™ (sogar lipschitzstetig) und 65 = 1. Auflerdem gilt
suppf C K C U und somit § € C.(U). O

Beweis. Teil 1: f = xp, F C E Lebesque messbar, L™(F) < co.

Sei € > 0. Es gibt eine kompakte Menge K und eine offene Menge V', so
dass K C F CV C U mit L%V \ K) < eP. Nach Lemma 4.21 gibt es eine
Funktion 6 € C.(V') mit Werten in [0, 1] und 6| = 1. Daraus folgt 0 = f =1
in K und § = f =0 in R™\ V. Weiterhin gilt |f —0| < 1 in V' \ K und somit

/f—e\pdm:/ F 0P dL < LMV \ K) < &P (4.76)
E V\K

Also gilt || f — 0||, < €. Daraus ergibt sich die Behauptung fiir f = xp.

[22.12. 2016, Vorlesung 19]
[10.1. 2017, Vorlesung 20|

Teil 2: f € LP(E), f(F) endlich.
In diesem Fall 148t sich f schreiben als f = Zj\il ¢jxrF; mit Fj Lebesgue
messbar und disjunkt und £"(Fj;) < oo. Die Behauptung folgt somit aus

Teil 1 (und der Dreiecksungleichung fiir die L” Norm).
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Teil 3: Aussage fir f >0, f € L1(E) undp=1.
Nach Voraussetzung ist f : E — [0,00] integrierbar. Es gibt eine Folge
gy einfacher integrierbarer Funktionen, die punktweise monoton gegen f
konvergiert, mit g5 (E) endlich (Lemma 3.19(i)). Aus Beppo Levi folgt

lim / |f —gnldL™ = lim /(f—gh)dﬁn = / fdL"™ — lim / grdL™ =10.
h—o00 E h—o00 E E h—o00 E

(4.77)
Aus Teil 2 folgt, dass fiir alle h € N ein f;, € C2(E) existiert, so dass gilt:

1
/E\g” = fuldL" < . (4.78)

Mit der Dreiecksungleichung folgt
[ 15 =sder < [ 17 =giaer+ [ o - placr, @)
E E E

und mit (4.77) und (4.78) ist der Beweis beendet.

Teil 4: Aussage fir f >0, f € L,(E) und p # 1.
Da f? integrierbar ist, gibt es eine Folge einfacher integrierbarer Funktio-
nen g, die monoton gegen f konvergiert und fiir die g, (F) endlich ist. Wir
konnen annehmen, dass g, > 0 (sonst ersetze g, durch max(gp,0)). Dann
konvergiert G, := g}l/p monoton gegen f und es gilt |f — Gy|P < fP (da
0 < Gp < f). Aus dem Satz tiber dominierte Konvergenz folgt

lim [ |f—GuplPdL =0. (4.80)
h—o0

Jetzt kann man mit Teil 2 G}, in der LP Norm durch Funktionen F}, € C.(E)
approximieren und den Beweis wie in Teil 3 beenden.

Teil 5: f € Ly(E).
Es reicht fi und f_ getrennt zu behandeln. O

Satz 4.22 (Riemann-Lebesgue). Sei f € L1(R™). Dann gilt:

lim [ |f(z)— f(z+y)|de=0 (4.81)
y—>0 Rn
und
lim (z)sin(€ - x)dxr = lim (x)cos(€-x)dx =0. (4.82)
E—o0 Rn E—o0 Rn

Beweis. Sei e > 0. Sei g € C2(R™) so, dass ||f — g|l1 < e (Satz 4.20). Da g
gleichméfig stetig ist, gibt es ein p > 0, so dass gilt:

lg(z) — g(x + y)|L" (suppyg) < € Vr,y € R" mit |y| <p. (4.83)
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Dann ist, fiir alle y € B,(0),

[ 5@ = s+ wldn < [ 1) - g@ldo+ [ o) - glo -+ plds

(4.84)
[ gt - S+ g)lis <35 (185)
Das beweist (4.81).
Um (4.82) zu zeigen, definieren wir
9©) = [ fla)sinis - a)da. (4.86)
Aus dem Transformationssatz mit = z + 7&/|¢|? und sin(¢ - z) = —sin(€ -
x + m) folgt fiir £ # 0:
o€) =~ [ Fle+ gpl)sin(e - 2)ds. (4.87)
Deshalb gilt:
209 =| [ [r0)- 1o+ mmhwxm (4.89)
< [ @)=+ 5| do (4.8

Mit y = m€/|¢|?> und (4.81) folgt, dass der erste Grenzwert in (4.82) ver-
schwindet. Die Rechnung mit cos statt sin ist identisch. O

Definition 4.23. Seien f,g: R"™ — R messbar. Sei
N={zeR":yw— f(y)g(x —y) ist nicht integrierbar } . (4.90)

Dann wird die Faltung (auch Konvolution genannt) f x g : R™ — R durch

| Jen fW)g(x —y)dL(y)  falls x ¢ N
(fxg)(z)= {OR falls 3 € N (4.91)

definiert.

Bemerkung. Die Menge N kann nichtleer sein. Beispiel: sein = 1, f(z) =
1/4/|x| fir 0 < || < 1, f(z) = 0 sonst. Dann ist y — f(y)f(0 — y) nicht
integrierbar, und damit folgt 0 € N.

Bemerkung. Esgilt fxg = gxf. Beweis: Fixiere x, setze y = ¢(y') = x—y/
und wende die Transformationsformel an.
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Bemerkung. Wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation. Seien f, g >
Ound [ f = [pg =1 Seien X und Y Zufallsvariablen und seien F(x) :=
[f . fdct und G(y) == [Y._ gdL' die Wahrscheinlichkeiten, dass X <
bzw. Y < y. Dann ist H(z) := [°_(f % g)dL' die Wahrscheinlichkeit, dass
X+Y <z

Beweisidee: Betrachte zunichst f,g € C%(R) und benutze, dass H(z) >
ZaE%Z F(z—a)[G(a)—G(a—1)] und 1—H(z) > Zae%z(l—F(z—a))[G(a—i—
1) — G(a)]. Dann folgt die Aussage fiir k — oo (mit Fubini). Der allgemeine
Fall folgt aus Satz 4.24.

Satz 4.24. Seien f,g € L1(R"™). Dann ist N in (4.90) eine L™-Nullmenge,
f*xge Li(R"), und
1f* gl wny < N Fllz@myllgllz, mny - (4.92)

Beweis. Teil 1: f,g > 0.
Aus Lemma 3.40 folgt, dass die Funktion h : R*® — R, h(z,y) =
f(x)g(y) integrierbar ist und

/ f(@)g(y)dL* (z,y) = f(x)dﬁn(x)/ g(x)dL™(x) = || fll1 llgll1 -
R7 xR" R~ R®
(4.93)

Sei (z,y) = ¢(a’,y) = (2’ —y,y'). Dann gilt Dy(a’,y') = (57') und
det Dy = 1. Die Transformationsformel liefert

/ F(2)g )ALz, y) = / F(a' = y)g()dc? (@ y) . (4.94)
R7 xR™ R7 xR™

Eine weitere Anwendung von Fubini ergibt

— 2n P _ v n nig
[ se-newacr e = [ ([ - nawico) dﬁ(( ))
4.95

:/ Frgdlm. (4.96)

Die Aussage folgt.
Teil 2: Es reicht, Teil 1 auf die vier Funktionen fi % g4, fy*xg—, f— * gyt
und f_ x g_ anzuwenden, und

1 gl < [1f4 o gl + 11+ gl + 1f = * gl + 1 f5 + gl (4.97)
= I+ 1A= D g F+ =11 = 111 gl (4.98)

zu rechnen.

Alternatives Argument fiir Teil 2 (nicht besprochen): Sei N die Nullmenge
fiir die y — |f|(v)|g|(z — y) nicht integrierbar ist. Fiir x ¢ N gilt |f *x g| <
|f1*|g| (wegen (3.185)) und die Behauptung folgt aus Teil 1, angewandt auf

[/ und [g].
O
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[10.1. 2017, Vorlesung 20|
[12.1. 2017, Vorlesung 21|

Bemerkung. Mit Ly j,.(E) bezeichnen wir die Menge alle messbaren Funk-
tionen f : E — [—00, 00|, die auf jeder kompakten Teilmenge von E inte-
grierbar sind. Sei f € Lj j0.(R"), sei ¢ € L1(R") und ¢ = 0 in R" \ B,(0).
Dann ist (¢ * f)(x) wohldefiniert und fiir alle kompakten Mengen K gilt

/ o % FldLm < Il / e (4.99)
K

K+B;(0)
Insbesondere gilt ¢ * f € Ly j.(R™). Beweis: Ubungsblatt 11.

Satz 4.25. Seip € [1,00], f € Li(R"), g € L,(R™). Dann gilt fxg € LP(R")
und
1 gllp < 1A llglls - (4.100)

Beweis. Der Fall p = 1 wurde bereits in Satz 4.24 behandelt. Fiir p = oo
gilt

(Pl < [ 1AWl de") < [ 1ol d26) < 1159l

(4.101)

Sei nun p € (1,00). Da die zu beweisende Abschiitzung homogen in f ist,
reicht es, sie fiir den Fall

Ifli=1 (4.102)

zu beweisen (der Fall || f||1 = 0 ist trivial).

Da |g|P € L1(R™) gibt es nach Satz 4.24 gibt es eine Nullmenge N, so
dass y — |f|(z—y)|g|P(y) fiir alle z ¢ N integrierbar ist. Aus der Bemerkung
nach Satz 4.9 mit p(y) = |f|(z — y), und h = g folgt, dass y — f(z —y)g(y)
integrierbar ist fir z ¢ N und

(@l < [ 1=l ae )

1
P 1-1
< ([ 1e-nirwaem) i
1
< (£ 1glP) ()7 (4.103)
Mit Satz 4.24 folgt
1 *glly < MFT=AglPlle < (1 glPll = llgllp (4.104)
und damit die gewiinschte Abschétzung. O

Lemma 4.26. Seien f,g,h € L1(R™). Dann gelten folgende Aussagen.
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(i) Die Faltung ist assoziativ, d.h.
(fxg)xh=fx*x(g*h) (4.105)
(bis auf eine Nullmenge).

(ii) Falls zusdtzlich h beschrinkt ist und (Sf)(z) == f(—z), so gilt
/ (f*g)hdL™ = f(Sg=h)dL" = / g(Sf*h)dC". (4.106)
n R n

(i4i) Falls g € C*(R™), soist N =0, f+g e C*R"™) und fiir k > 1 gilt
0(fxg)=fx0% (4.107)
fiir alle Multiindices o mit || < k.

Beweis. Ubungsblatt 11. O

Lemma 4.27. Es gibt Funktionen mit folgenden Figenschaften.
(i) 31 € CP(B1(0)) mit 0 < ¢1 <1 und fBl(O)cp > 0.

(ii) Jp2 € C(B1(0)) mit p2 > 0 und [p, p2dz = [ o) p2dz =1.
(iii) In: R — [0,1], n € C®(R), n(t) =0 firt < %, n(t) =1 firt>3.

(iv) Jps € C(B1(0)) mit 0 < w3 < 1 und p3(x) =1 fir || < %

Beweis. (i): Aus Analysis I wissen wir das die Funktion t(t) = e~'/* fiir
t>0,9() =0 fir t <0in C*°(R) ist. AuBlerdem ist ) monoton wachsend
und hat Werte in [0, 1). Fiir z € R™ definere ¢;(z) = (1 — 2|z|?). Nach der
Kettenregel ist ¢ € C®(R"). AuBerdem ist ¢(x) = 0 fiir |z| > 1/+/2. Dies
beweist (i).

(ii): Sei C := fBl(O) w1 dL™. Setze po = %4,01.

(iii): Fiir ¢ € R definiere ®(t) = ffoo o dLY. Dann ist ®(¢) = 0 fiir t < —1,
O(t)=1ftir t > 1 und 0 < & < 1. Setze n(s) = (4s — 2).

(iv): Setze @3(z) = n(Ap1(x)) = n(Ap(1 — 2|x]?)), mit A(1/2) = 1. Dann
ist ps(z) =1 fiir |z < 3. O

Lemma 4.28. Seip € [1,00).
(i) Sei ¢ € L1(R") und [p, ¢ dL" = 1. Sei ¢y(x) = k™p(kz). Dann gilt
U0 — 0 gleichmapig VO € CO(R™), (4.108)
YpHf— f in Ly(R") Vfe Ly(R"). (4.109)
Falls ¢ € C°(R"™), so gilt Yy x f € C°(R").
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(i1) Sei E C R™ offen. Dann ist C°(E) dicht in L,(E), d.h. fir alle
[ € Ly(E) gibt es eine Folge g : N — C°(E), die gegen f in L,(E)
konvergiert.

Beweis. (i):
Wir betrachten zunéchst den Fall, dass ¢ kompakten Tréger hat (dies ist in
dem meisten Anwendungen der Fall).

Teil 1: Beweis von (4.108) falls ¢ =0 in R™\ Br(0) fir ein R > 0.
Definiere w(d) = sup{|0(z — y) — 0(z)| : |y| < §,z € R"}. Die Funktion 6
ist stetig und verschwindet aulerhalb einer kompakten Menge. Daher ist
gleichmifig stetig und es gilt lims)ow(d) = 0.

Aus der Transformationsformel folgt

- YpdL" =1 und ||¢l = ||el1 - (4.110)
Fiir z € R” gilt daher
(b * 0(x)) —0(z) = - Ve(y)(0(z —y) — 0(x)) dL" (y)

= [ )l - ) - o) de"(y) (2.11)
B (0)

=1

und somit |(Yg *6(z)) —0(x)| < W(%)”?/)kul = W(%)H@Hl Daher gilt (4.108).

Teil 2: Beweis von (4.109) falls ¢ = 0 in R™\ Bg(0) fir ein R > 0.
Sei € > 0. Nach Satz 4.20 gibt es § € C.(R") so dass ||f — 0||, < e. Nun gilt

[r % f = fllp < [[9n 5 (f = O)lp + llvow + 6 = Ollp + 116 = fllp
Mit Satz 4.25 und ||¢k|[1 = ||¢|1 folgt
[9r % f = fllp < [[¥ef = Ollp + (ol + De .
Aus Teil 1 und
supp (Y * 0 — ) C supp 6 + B%(O) C supp 0 + Bg(0)

ergibt sich, dass limy_,« [|1%0 — 0], = 0. Daher gilt limsup,_, ||¥% * f —
flli < 2e und daraus folgt die Behauptung, da ¢ beliebig war.

Teil 3: Beweis von (4.108) fir allgemeine .
Sei ¢ > 0. Nach Satz 4.20 gibt es ¢!, p? € L1(R"), so dass ¢ = ¢! + 2,
|©2)l1 < e und @1 = 0 in R™\ Bg(0) fir R > 0. Sei ¢i(z) = k"¢ (kz),
¢ = [pn @' dL". Es gilt

rc—1|:]/ (o' — @) dLr
Rn

< /|<p2|d£" <e. (4.112)
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Sei ||g]|co := sup,ern |g(z)|. Aus Teil 1 (angewandt auf ') folgt
lim |[¢} %0 — O] co = 0. (4.113)
k—o0
Aus der Definition der Faltung folgt

1w * O)llco < el 18llco = N2l I0llco < ellfllco (4.114)
Kombination von (4.113) und (4.114) liefert.

lim sup ||¢g * 0 — cB||co < €]|0]]co.
k—o0

Mit (4.112) ergibt sich

limsup ||¢x * 6 — 0||co < limsup ||Yg * 0 — cB||co + |1 — | ||0]|co < 2¢||0)|co -
k—o0 k—o0
(4.115)
Daraus folgt (4.108), da e € (0, 1) beliebig war.

Teil 4: Beweis von (4.109) fiir allgemeine .

. . 1 2 . . . . 1 1
Sei € > 0 und seien ¢~ und ¢* wie in Teil 3. Aus Teil 2 (angewandt auf - ¢
folgt

lim [|4py; % f — ¢ f[l, = 0.
k—oo

Nach Satz 4.25 gilt
1% = fllp < 1l £l = 19211 1 £llp < ell fllp-

In Verbindung mit (4.112) ergibt sich

1ikmSUp [u*f—fllp < likmsup [k f=cfllp+1=cl [|fllp < 2l flp. (4.116)
—00 —00

Daraus folgt die Behauptung, da € > 0 beliebig war.

(ii): Sei € > 0 und sei f € L,(FE). Nach Satz 4.20 gibt es 0 € C.(E) so
dass || f — 0], < &/2. Sei nun p € C(B1(0)) mit [¢ = 1. Aus (i) folgt,
dass ||¢x * 0 — 0|, < €/2 fiir k gross genug. Ausserdem ist ¢, x 6 € C™
und supp (¢ * ) C supp + B%
geniigend grofie k. O

(0) ist eine kompakte Teilmenge von F fiir

[12.1. 2017, Vorlesung 21|
[17.1. 2017, Vorlesung 22]
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4.4 Fourier-Transformation

In diesem Abschnitt betrachten wir komplexwertige Funktionen f : R™ — C.
Man sagt f € L,(R"; C) genau dann, wenn Re f und Im f messbar sind, und
|f| € Lp(R™). Die Norm wird durch

1/p
sy = ( [ Irpace) (4117)

definiert. Dabei ist L,(R™; C) natiirlich mit L,(R";R?) isomorph. Um die
Notation zu vereinfachen schreiben wir im Folgenden dx statt dL"(z).

Falls f € C1(R;C) und falls f Periode 27 hat, d.h. f(x +27) = f(x) fiir
alle z € R, so hatten wir in Analyis I gezeigt (Satz 6.43), dass f sich in eine
Fourierreihe entwickeln lésst, d.h.

™

fla)y=>" %elkz, mit ap = [ f@)e ™ da, (4.118)
kEZ

wobei die Summe auf der rechten Seite gleichméfig konvergiert, d.h. die

Funktionen fy := ch\;_ N 9k ik konvergieren gleichméBig gegen f. Aufler-

2w
dem gilt (Analyis I, Satz 6.44, mit ¢, = 5&)
™
Z \ak\Q = 27r/ |f]2(x) dz . (4.119)
—Tr

kEZ

Falls zusétzlich ), , |k||ax| < oo so gilt

fla)=3" tkar ik, (4.120)

2T
kEZ

d.h. Differentiation von f bedeutet Multiplikation der Fourierkoeffizienten
mit k.

Wir wollen nun eine dhnliche Darstellung fiir nichtperiodische Funktio-
nen finden. Zur Motivation betrachten wir zunichst C'! Funktionen mit der
Periode 2wm. Durch Skalierung folgt, dass diese die Darstellung

™

m
flay=">" 2% ¢ mit ap = flz)e ™ do, (4.121)
™m
kelz

—7TTm

besitzen und -

> %!aklz =27T/ P do. (4.122)

kelz Trm

m

Wenn man formal den Limes m — oo bildet, so kann man erwarten, dass
geeignete Funktionen f sich schreiben lassen als f(x) = % Jz a(k)e*® dk,
wobei a(k) = [; f(z)e™™** dz. Wir werden jetzt die Fouriertransformation
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durch den zweiten Ausdruck definieren und zeigen, dass unter geeigneten
Voraussetzungen f durch den ersten Ausdruck gegeben ist (s. Satz 4.32
und Satz 4.35). AuBerdem ist die Fouriertransformierte der Ableitung durch
Multiplikation im ¢k gegeben (s. Lemma 4.30) und es gilt das kontinuierliche
Analogon von (4.122), s. Satz 4.34.

4.4.1 Fourier-Transformation in L
Definition 4.29. Sei f € L1(R";C). Die Fourier-Transformierte von f ist
die Funktion Ff:R" — C,
(FHE) = | flx)e ®"da. (4.123)
RTL

Wir definieren auch Ff : R" — C,

1
(2m)"

FNla) = o [ F@wde. (1124)

Bemerkung. (i) Aus f ~ g folgt Ff = Fg, deshalb kann man F auch fiir
Aquivalenzklassen (d.h., fiir Elemente von L') definieren.

(ii) Wir werden spéter sehen, dass unter geeigneten Voraussetzungen F (Ff)=
F(Ff) = f. Daher nennt man F auch die inverse Fourier-Transformierte.
(iii) Sei Sf(z) := f(—z). Der Transformationssatz mit ¢(xr) = —z und die
Zerlegung des Integrals in Real- und Imaginér liefern

(FSHE) = (FNH=E), (FNE) = (FNH(=E). (4.125)

Auflerdem gilt

(FNE) = 55 (FAHE) (4.126)

Lemma 4.30. Sei f € Ly(R"C), f = Ff. Dann gilt:
(i) f € COR™C); |f(€) < I flh fiir alle &;
(i1) limg_yo0 f(€) = 0;

(iii) Fir g € L1(R"C) gilt F(f *g) = (Ff) (Fg).

(iv) Sei g : R™ — C" durch g(x) = —ixf(x) definiert. Falls g € Ly (d.h.,
falls |z||f| integrierbar ist), dann ist Ff € CY(R™C) und D(Ff) =
Fg (als vektorwertige Funktionen, d.h., D;j(Ff) = F(g;) fir j =
1,...,n).

(v) Sei f € CYR™ C) und |Df| integrierbar. Dann ist (F(Df))(§) =
iE(F 1))
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Bemerkung. Aus (i) folgt, dass F : L' — C° eine stetige und lineare
Abbildung ist.

Bemerkung. Aus (4.126) folgt, dass (i) und (ii) auch fiir F gelten und
die anderen Aussagen in folgender Form gelten

(iii") Fiir f,g € L1 (R™ C) gilt F(f * ) = (27)"(Ff) (Fg).

(iv’) Seig:R"™ — C x R" durch g(§) = i{f(§) definiert. Falls g € L1, dann
Ff e CYR"C) und D(Ff) = Fg.

(v)) Sei f € C'(R™;C) und |Df] integrierbar. Dann ist (F(Df))(z) =
—iz(F f)(z).
Beweis. (i): Die Stetigkeit folgt aus Satz 3.38(i) da |f(z)e™%| < |f(z)],
und f € Ly. Die Abschitzung folgt aus

FFE) < /

R‘IL

f@e e = [ (f@de =l )

(ii) ist das Lemma von Riemann-Lebesgue (Lemma 4.22).
(iii): Mit Fubini und dem Variabelwechsel z = y + z (d.h. Anwendung der
Transformationsformel mit (z,y) = ¢(y, z) = (y + z,y)) erhélt man

F(f9)(€) = /Rn e < G y)g(y)dy> dx (4.128)
= [ e gty (4.129)
:/n e %7 f(2)dz /n e “Yg(y)dy . (4.130)

Integrabilitit von (z,y) — e~ f(x —y)g(y) folgt aus der Transformations-
formel und Lemma 3.40.

(iv): Es gilt %(f(x)e_mf) = —i&; f(x)e” ¢ und somit |Dg(f(z)e¢)| =
|z|| f|. Daher folgt die Behauptung aus Satz 3.38(ii).

(v): Es gilt

o ()e™) = @) (a)e™¢ it a)e . (1131)

Daher ist 2 +— |D,(f(z)e~¢)| integrierbar. Die Behauptung folgt aus Lem-
ma 4.31.
O

Lemma 4.31 (partielle Integration I). Sei g € C1(R") und seien g und
|Dg| integrierbar. Dann gilt fir j =1,...n

| @@ =o. (1.132)
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Beweis. Teil 1: n = 1.
Aus der Integrierbarkeit und der Stetigkeit von ¢’ folgt, dass fiir alle Folgen
mit 7; — —oo und R; — oo gilt

/Rg'(x) dr = lim ¢ (z)dz = lim g(R;) — g(r;). (4.133)

3700 JIr; Ry Jmes

Da g € Ly, kann man r; und R; so wéhlen dass g(r;) — 0 und g(R;) — 0
flir j — oco. Dies beendet den Beweis fiir n = 1.

Teil 2: n > 1.
Dies folgt aus Teil 1 und Fubini. Details: nach Vertauschung der Koordinaten
kann man annehmen, dass j = n. Setze @’ = (z1,...,Zp—1). Sei h(xy) :=

g(2',x,). Dann gilt A'(z,) = (9ng)(2’,7,), da g € CL(R™). Aus dem Satz
von Fubini folgt, dass es eine £7~! Nullmenge N C R ! gibt, so dass h
und A/ fiir 2’ € R\ N integrierbar sind. Aus Teil 1 folgt

/(8ng)(x', xy)dr, =0, Vo' € R"1\ N. (4.134)
R
Die Behauptung folgt durch Integration dieser Identitit iiber 2/ € R*~1\ N

und erneute Anwendung des Satzes von Fubini. 0

Satz 4.32 (Umkehrformel). Sei f € L1(R";C), so dass Ff € L1(R™;C).
Dann ist f = FFf = FFf fast iberall.

Um Satz 4.32 zu beweisen, wird zuerst folgendes bewiesen:

Lemma 4.33 (Gausskalkiil). Sei a > 0, und seien die Funktionen hq, H, :
R™ — R definiert durch

ho(z) 1= (QE)R/%—%IJCIZ, Ho () = e 2l (4.135)
T
Dann gilt .
Fhe = Hyy FHy=h,. (4.136)

Beweis. Wegen Fubini reicht es, den Fall n = 1 zu betrachten. Mit den
Transformationen x = \% und & = y/a&’ sieht man, dass es reicht, den Fall
a = 1 zu behandeln. Weiterhin reicht es zu zeigen, dass Fh; = H;. Da H;

symmetrisch und reell ist, folgt dann namlich (fiir n = 1) dass
FHy = (2n) ' FHy = 2n) " Y2Fhy = (2n)"V2H, = hy . (4.137)

Sei n = 1. Es bleibt zu zeigen dass Fhy = Hj.
Dies wurde in der Vorlesung vom 22.12. bewiesen. Details:
Mit quadratischer Ergénzung ergibt sich

\/27T.7-'h1(§):/e_éxz_m'fdac:e_ég/e_é(x“g)Qd:L‘. (4.138)
R R
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Wir zeigen jetzt, dass T'(§) == [p e~ 2@+ 4y konstant ist. Dazu wenden
wir Satz 3.38(ii) iiber die Vertauschung von Ableitung und Integral an. Es
gilt

856_%(9””5)2 =—(z+ Zf)ie_%(g”“f)2
und damit

0ee™ 2@+ | < (|| + [€])em 272 < (o] + M) el PHEM fiar g) < M

und die rechte Seite ist eine beziiglich « integrierbare Funktion. Daher gilt
T' (&) = / —(x + i€)ie" 2T gy
R

Andererseits ist z — efé(xfiéy eine C! Funktion und

Bpe~ 3@ — (4 ey 3@,
Die rechte Seite ist integrierbar (beziiglich z) und aus Lemma 4.31 folgt
/ —(z+ zf)e_%(a”‘%)2 dx = 0.
R

Daher gilt 7"(£) = 0 und somit ist 7" konstant.

Das Argument beruht auf der Tatsache, dass sich die & Ableitung und die
x Ableitung von (z,€) — e~2@ )" nur um einen Faktor i unterscheiden.
Dies ist kein Zufall, sor11d2ern eine Folge der Tatsache dass die auf C defi-
nierte Funktion z — e~ 2% holomorph, also komplex differenzierbar ist (also
Verkettung der komplex differenzierbaren Funktionen z +— e und z + 22).
Der iibliche Beweis benutzt, dass fiir auf ganz C holomorphe Funktionen das
Integral iiber einen geschlossene Kurve v verschwindet. Man wahlt dann -~y
als orientieren Rand des Rechtecks (—k, k) x (§,0) fiir £ > 0 und betrachtet
den Limes k& — oo.

Mit Fubini und Polarkoordinaten folgt

2
T2(0) = </ L dw> :/ o3 Wity3) dy
R R2

oo
= / e 2™ 2 dr = 2m, (4.139)
0

da d%e*%’" = re 2™ Daraus folgt T(0) = 27 und somit Fhy(§) =
e 28" Hy (€). 0

Beweis von Satz 4.32. Sei k € N* und sei hi(z) = %e_glx‘z der Gaus-

skern aus Lemma 4.33. Wir zeigen zunéchst, dass

FF (g * f) = hy* f . (4.140)
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Aus Lemma 4.30 (iii) und Lemma 4.33 folgt F(hi* f) = HyF f. Weiterhin ist
die Abbildung (§,y) — H, (&) f(y)e'@=¥)€ in L (R**) und mit der Definition
von F, dem Satz von Fubini und Lemma 4.33 folgt

~ 1

FRux @) = o [ Flhex £ de
— 1 eix{
= G o, BOF e de
1 —1y- X
= Gy Jo HO) [ TW)e U dy e de
1 i(x—y)-
= Gy L[ m@e ) de dy

— [ mle-pf@dy= s @) (@141

Wir betrachten nun den Limes k& — co. Aus der Beziehung F(hy * f) =
Hy Ff folgt, dass F(hy * f) — Ff punktweise und dass |F(hy * f)| < |Ff].
Da nach Voraussetzung Ff € Li(R"™), folgt mit dem Satz von Lebesgue,
dass F(hy * f) — Ff in Li(R"). Nach der Definition von F folgt, dass
FF(hy = f) — FFf gleichmiBig. In Verbindung mit (4.140) ergibt sich,
dass hy % f — FFf gleichmiBig.

Da fRn h1 = 1 folgt andererseits aus Lemma 4.28, dass hp * f — f in
L1 (R™), insbesondere konvergiert eine Teilfolge fast {iberall. Damit folgt die
Behauptung FFf = f fast iiberall.

Die Aussage FFf = f fast iiberall folgt aus (4.126). Es gilt Ffle) =
= (FF)(=) und (Fg)(x) = (2m)"(Fg)(—a) fir f.g € LI(R"). Damit
erhiilt man FF (hy, * f) = hy * f und man kann wie oben zum Limes k — oo
tibergehen. O

[17.1. 2017, Vorlesung 22]
[19.1. 2017, Vorlesung 23]

4.4.2 Fourier-Transformation in L2

Satz 4.34 (Plancherel). (i) Sei f € L1(R™;C)NLy(R™; C). Dann ist F f €
Ly(R™;C), und

IF fll2 = @)™ fll2. (4.142)
Analog ist Ff € Loy(R™ C) und
IF fllz = 2m) 72| fll2. (4.143)

(ii) Fir f,g € L1(R";C) N La(R™; C) gilt

| Ene@FEaee= o [ fegeds. @)
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Beweis. Wir beweisen zuerst dass (i) = (i7). Eine leichte Rechnung zeigt,
dass

Afg=1f+gl* = f — gl +ilf +igl* —ilf — ig? (4.145)
punktweise gilt. Die Aussage folgt nach Integration iiber R™.

Deshalb reicht es, (i) zu beweisen. Dabei reicht es, die Aussage fiir F zu

zeigen. Die Aussage fiir F folgt dann aus (4.126).

2
Sei f € Ly(R™C) N Ly(R™;C) und sei Hy(€) = e~ 5. Dann ist die

Abbildung (z,y,€) — Hy(€)f(z)f(y)e!@=2)€ in Li(R3*; C). Daher folgt aus
dem Satz von Fubini und Lemma 4.33

/ Hy(€)| FF(©) dé = / Hy(€)F () FF(©) de
R” R”

[ o) ([ e dx) ( )

= / / < Hj(&)e'v—2)¢ Ffly)dy dx
n n R

= [ [ e -0 f@Fh dedy
= @0 [ (7 m) T dy (4.146)

Aus Lemma 4.28 folgt, dass f * hy = hg x f — f in Lo(R™;C) und mit der
Holderschen Ungleichung, Satz 4.15, folgt, dass die rechte Seite von (4.146)
gegen (2m)"||f ||%2 konvergiert. Nach dem Satz von B. Levi konvergiert die
linke Seite gegen || F fHQL2 Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 4.35. Es gibt zwei stetige lineare Abbildungen Fy, Fa : L2(R";C) —
L*(R™;C), so dass:

(i) Fir f € L1 N Ly gilt Fo[f] = [Ff], Falf] = [Ff];

(ii) |Falfllz = 2m)"?| fll2, und | Fa[flllz = (2m) 2|\ f |2, fiir alle f €
L2 (Rn; (C),

(iii) FoFolf] = FoFolf] = [f]. fir alle f € Ly(R™;C).

Die zwei Abbildungen sind eindeutig durch Stetigkeit und die Eigenschaft (i)
bestimmt.

Bemerkung. Man benutzt oft das Symbol F auch fiir F,. Dabei werden
auch Funktionen und Aquivalenzklassen identifiziert.

Beweis. Existenz, Stetigkeit, (i), (ii): Sei f € Lo(R™;C). Fiir k € N liegt die
Funktion f; = fxp, in L1(R™;C), und

Jim [f = fll2 = lim |fI?dL™ = 0. (4.147)
R™\ By,
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Insbesondere ist [f;] eine Cauchy-Folge in L2. Sei g, = F fi. Aus Plancherel
(Satz 4.34) folgt, dass

gk — gnllz2 = Il fx = fall2, (4.148)

und deshalb ist [gx] eine Cauchy-Folge in L?. Aus der Vollstindigkeit von
L? (Satz 4.13) folgt, dass ein g € Lo existiert, so dass [gx] — [g] in L2
Insbesondere gilt

lim ||gr. —gll2 =0, gl = lim {[gkllz = [ f]|2- (4.149)
k—o00 k—o0

Wir definieren F»[f] = [g]. Das ist wohldefiniert, weil aus f = f fast iiberall
folgt, dass fi = fi fast iiberall, und damit g = gi. Linearitéit wird durch

Folof + Bf] = Jim [F(efy + Bf) = Jim [aF fi + BF fr) (4.150)
=a lim [Ffy] + 8 lim [Ffy] = aFaf] + BR[f],  (4.151)
und Stetigkeit durch

1F[f] = Folfll2 = I F2lf = fllla = 2m)"2(1f = Fll2 (4.152)

nachgepriift. Die Behandlung von F3 ist analog.

(iii): Die Symmetrien (4.125) und (4.126) iibertragen sich von F und F
auf F» und Fy. Daher reicht es FoJFo[f] = [f] zu zeigen.
Sei zuniichst f € C2°(R™; C). Dann ist insbesondere f € L und 9*f € L fiir
alle Multiindices «. Mit Lemma 4.30 folgt, dass Ff € L* und {4 F f € L.
Insbesondere gilt Ff(¢) < C(1+ [£["1)~L. Daher ist Ff € L1 N Ly und aus
Satz 4.32 folgt FFf = f fast iiberall. Aus (i) folgt somit

FoFolfl =[f] Vf € CPR:C). (4.153)

Nach Lemma 4.28 ist C¢° dicht in Ls. Aus der Stetigkeit von Fy und .7:"2
folgt die Behauptung. O

5 Flachenintegrale und Integralsitze

5.1 Integration auf Mengen, die durch eine Karte beschrie-
ben werden kénnen

Ziel dieses Kapitels ist es, ein Mafl und ein Integral auf Untermannigfaltig-
keiten einzufiithren. Seien k,n € N\ {0}, & < n. Wir betrachten zunéchst
Mengen, die Bild einer Abbildung ¢ : V C RF — R” sind. Wir beginnen mit
linearen Abbildungen.

T € R™* eine n x k Matrix mit Rang7 = k. Dann definiert 7' mit
eine linearen Abbildung R” — R¥ und L = TR ist ein k-dimensionaler
Unterraum von R"™. Sei V' C R* offen. Dann ist TV C R" relativ offen in L.
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Lemma 5.1 (Polarzerlegung). Sei
O(k,n) :=={Q e R™* . QTQ = Id jx1}

die Menge der isometrischen n x k Matrizen. Sei T € R™* mit RangT = k
Dann gibt es Q € O(k,n) und eine positiv definite symmetrische Matriz
U € R¥** 50 dass

T=QU. (5.1)

Weiterhin gilt
U2 =TTT, detU = (det TTT)"/? (5.2)

Beweis. Die k x k Matrix TTT ist symmetrisch und positiv semidefinit. Da
T Rang k hat ist T7T sogar positiv definit. Diese Matrix 18t sich schreiben
als

TTT = RTdiag (dy,...,d,)R mit R e SO(k).

Da TTT positiv definit ist, gilt d; > 0. Wir definieren
U := RTdiag (\/d1,...,v/dn)R.
Dann ist U symmetrisch und positiv definit. Aulerdem gilt
U*=T1"T.
SchlieBlich setzen wir Q = TU . Dann gilt T = QU und
QQ=U"'"T"TU ! = UV = 1d.

Die Behauptung iiber die Determinante folgt, da detU? = (detU)? und
detU > 0. O

Da @ € O(k,n) eine Isometrie ist, ist es natiirlich, den k-dimensionalen
Flicheninhalt S* von TA als

SH(TA) = S*(QUA) = S*(UA) = LF(UA) = |det U|LF(A) (5.3)

zu definieren (dabei wird Rotationsinvarianz von S* gefordert). Nach (5.2)
gilt |detU| = (det UTU)Y? = (det TTT)"/2.

Sei jetzt V C R¥ offen, ¢ € C'(V;R") eine Immersion, die ein Homdomor-
phismus von V' auf ¢(V) ist. Erinnerung: ¢ € C*(V;R") heifit Immersion,
falls fiir jedes x € V' die Ableitung D¢(x) eine injektive Abbildung ist.

Definition 5.2. Wir definieren

St:={ECpV): o HE) e My}, (5.4)

SH(E) = / PCE DT D)2 gk (5.5)
.
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Lemma 5.3. (i) Die Familie S, ist eine o-Algebra.
(ii) Die Abbildung S* : Sy — [0,00] ist ein Magp.

(i4i) Sy und S* hingen nur von der Menge (V) ab, d.h. falls V' C R¥ offen
ist und @' € CH(V;R™) eine Immersion ist so dass @' : V' — ' (V')
ein Homdomorphismus ist und @' (V') = o(V), so gilt

F eS8, — ¢ HE) e My, (5.6)

/ (det D" D)2 dLk = / (det DT D)2 dLk . (5.7)
e H(E) @'~ H(E)

Beweis. (i) und (ii) folgen aus der Bijektivitét von ¢ und der Linearitit des
Integrals.

(iii): Sei ¥ = ¢! o ¢’. Dann ist ¢ : V/ — V ein Homdomorphismus. In
Analysis II haben wir gesehen, dass 1 sogar ein C! Diffeomorphismus ist!3.
Die Aussagen folgen dann aus dem Transformationssatz und der Identitét
¢ = p o1 und der Rechnung

Dy' = D(p o) = (Dy) oty Dy, (5.8)
D¢ Dy’ = (DY) (D’ Dg) o) D, (5.9)
(det DT D)2 = (det DT Dp)'/? 0 4 | det D1, (5.10)
/ (det DT DY )V2dLk = / (det DT D)2 ALk
O ~1(E) Yo' ~H(E)
= / o) (det D" D)2 dLk . (5.11)
-
O

13Man kann zeigen, dass fiir jedes zo € V eine Kugel B.(zo) in R und ein Diffe-
morphismus ® : B.(zo) — ®(Br(zo)) C R" existiert so dass ®(z1,...,2%,0,...,0) =
o(x1,...,7x). Sei nun 2o € V' und sei xo = 1(20). Um zu zeigen, dass 1 in einer Um-
gebung von zp eine C' Abbildung ist benutzen wir, dass ¢ ' o ¢’ = &' 0 ¢ in einer
Umgebung von zp. Dann folgt die Behauptung aus der Kettenregel. Um zu sehen, dass
1~ ! eine C' Abbildung ist, reicht es die Rollen von ¢ und ¢’ zu vertauschen.
Konstruktion des Diffeomorphismus ®: sei L sei k-dimensionale Unterraum von R"™ der
von den Vektoren 81¢(20), . . . , Oxp(xo) aufgespannt wird. Sei L™ das orthogonal Komple-
ment. Dann ist L1 ein n — k-dimensionaler Unterraum des R™ und es gibt eine bijektive
lineare Abbildung B : R*™F — L1 Setze

D(x1,...,20) = @1, .-, k) + B(Tht1, .-, Tn).

Dann spannen die partielllen Ableitung 019, ... 9,% den Raum R" auf. Also ist die totale
Ableitung D®(z0) eine invertierbare Abbildung von R™ auf R"™. Nach dem Umkehrsatz
ist @ in einer kleinen Umgebung von x¢ ein Diffeomorphismus.
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[19.1. 2017, Vorlesung 23|
[24.1. 2017, Vorlesung 24|

Damit ist (¢(V), Sk, S¥) ein Mafraum und wir kénnen mithilfe der allge-
meinen Theorie, die wir in Kapitel 3 entwickelt haben, ein Integral auf (V')
einfithren. Insbesondere ist f : ¢(V) — [—00,00] genau dann Sy messbar,
wenn f o ¢ Lebesgue messbar ist. Ein messbare Funktion ist integrierbar
genau dann wenn (| f] o ) (det(Dg)Tp)'/? auf V beziiglich £F integrierbar
ist und fiir integrierbare Funktionen gilt

/ fdst = / (f o @) (det(Dp)T D)2 dck. (5.12)
(V) 14

Bemerkung. Die Eintrige der Matrix (Dy)” Dy lassen sich schreiben als
((Dp)' Dy),; = (i, 0j¢).- (5.13)

Dabei bezeichnet (-,-) das Skalarprodukt im R”.
Beweis: es gilt (Dy)i, = gx% = Omp;. Daraus folgt

n

n
((Dcp)TDgo = Z (D) Zp (Dg)pj = Z Dp)pi(Dp)p;
p=1 p=1

Z dipp, 0jpp = (0ip, 0jp).

p=1

Beispiel. Sei V C R" ! offen, und v € C*(V). Dann ist ¢ : V — R",
o(z) = (x,9¢(x)) eine Immersion und ein Homéomorphismus. Ferner gilt:

dip=e+e, 0 VYi=1,....,n—1
wobei eq, €9, ..., e, die Standardbasis des R™ bezeichnet. Mit (5.13) folgt
(D))" D =Td 1 + Vi ® V4, (5.14)

wobei Id,,_1 die Einheitsmatrix in R"=1>*(=1) hegeichnet und (a ® b);j =
aib;j. Da det(Id + a ® a) = 1 + |a|? gilt'4, folgt

/ de“—/ de“—/ F(e, (@) VI V() dem\(z)
graphi e(V) v

(5.15)

' Beweis: Sei A = Idx +a ® a. Die Determinante det A ist das Produkt der Eigenwerte.
Nun gilt Az = = + a(a,x). Daher ist = ein Eigenvektor falls = parallel zu a ist oder
x senkrecht auf a steht (diese Vektoren bilden einen k& — 1 dimensionalen Unterraum).
Die zugehorigen Eigenwerte sind A\; = 1+ |a]?> und X2 = ... = Ay = 1. Daraus folgt
det A=1+lal?

124 [21. APRIL 2017]



Mit der Wahl f =1 folgt
5" (graphe) = | VIFIVIP() AL @), (5.16)
1%

Dies verallgemeinert die bekannte Formel fiir die Lénge von Kurven im R2,
die als Graph beschrieben sind (n = 2). Mit der Wahl V' = B;(0) und
¥(x) = /1 — |z|? erhilt man fiir das (n — 1) dimensionale Maf} der oberen
Halbsphire 7!

SPl(snt) = / B (5.17)
Bi(0) 1 —[z[?

Dabei haben wir die Beziehungen Vi) = z/4/1 — |z]2 und |[Vy|> + 1 =
1/(1 — |z|?) benutzt. Ein Vergleich mit der Formel zur Integration radial-
symmetrischer Funktionen zeigt, dass fiir die die dort eingefithrte Konstante
gilt ¢, = 2S"‘1(ST}:1), d.h. ¢, ist gerade das n — 1 dimensionale Maf} der
n — 1 dimensionalen Sphére.

5.2 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Wir konstruieren nun das Volumenmaf fiir k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeiten des R™. Sei M eine nichtleere Teilmenge von R™. Die Menge M ist
mit der euklidischen Abstandfunktion von R™ ein metrischer Raum. Daher
sind offene und kompakte Teilmengen von M und stetige Abbildungen auf
(Teilmengen von) M definiert. Insbesondere ist eine Teilmenge W C M of-
fen in M, falls es fiir jeden Punkt a € W einen Radius r > 0 gibt,so dass
M N By(a) C W. Man sieht leicht, dass W C M genau dann offen in M ist,
wenn es eine offene Menge 2 C R"™ gibt, so dass W = M N Q.

Sei k € {1,...,n}. Ein Paar (¢, U) heifit Karte fiir M, falls U C R* offen
ist, falls ¢ € C1(U;R") eine Immersion ist, (U) C M und ¢ : U — (V)
eine HomGomorphismus ist. Die Menge M heif3t k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit, falls es fiir jeden Punkt p € M ein r > 0 und eine Karte (p,U)
gibt mit By(p) € ¢(U). [Korrektur 24.1. 2017]

Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Eine Menge
von Karten (pq,Us)aca heifit Atlas fiir M falls Uyca9a(Us) = M. Ein
Atlas heifit endlich (bzw. abzéhlbar), falls die Indexmenge A endlich (bzw.
abzéhlbar) ist. Falls M kompakt ist (als Teilmenge von R™), folgt aus der
Definition der Untermannigfaltigkeit, dass M einen endlichen Atlas besitzt.
Man kann zeigen, dass jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™
einen abzéhlbaren Atlas mit der zuséitzlichen Eigenschaft:

jeder Punkt p € M liegt nur in endlich vielen Mengen ¢, (U,)  (5.18)
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besitzt . Fiir alle Beispiele, die wir betrachten wird, diese Eigenschaft klar

sein.

Sei f: M — [—00,00] und sei (pq,U,) eine Karte. Falls f = 0 auf
M \ ¢a(Uy) dann kann [, fdS* = soa(Ua)dek wie in (5.12) definiert
werden. Um das Integral fiir allgemeine f zu definieren, betrachten wir die
folgende Funktionen h, : M — R

Xepa(Ua)(T)

fale) = ZBGA XSOB(UB)(x)

(5.19)

Wegen (5.18) sind fiir jedes z € M hochstens endliche viele Terme in der
Summe 5 4 Xyps(U5)(2) von Null verschieden. Da (¢a,Ua)aca ein Atlas
ist, ist mindestens ein Term gleich 1. Daher ist h,(z) wohldefiniert und es
gilt

Z ho(z) =1 fur alle z € M.

acA
Auflerdem gilt

ho =0 auf M\ ¢q(Uy).

Man nennt die Funktionen h, eine Zerlegung der 1. Die Wahl f = xg in
Verbindung mit (5.12) motiviert die folgende Definition.

15Beweisidee: Sei zunichst M beschrinkt. Falls M abgeschlossen ist, so ist M kompakt
und besitzt daher einen endlichen Atlas. Sei M nicht abgeschlossen. Wir zeigen, dass die
Menge M \ M abgeschlossen ist. Falls M \ M nicht abgeschlossen ist, so gibt es p; € M\ M
mit p; — pund p ¢ M\ M. Da p € M, muss gelten p € M. Dann gibt es » > 0 und
eine Karte (¢,U)) so dass M N B,.(p) C ¢(U). Daraus folgt M N B,,2(p) C ¢(U) C M,
da o~ (M N B, /2) abgeschlossen und daher kompakt in U ist (wir kénnen voraussetzen,
dass alle U beschrankt sind). Nun gilt p; € B, /2(p) fiir alle j > jo. Daraus folgt p; € M
fiir alle j > jo. Widerspruch.
Jetzt betrachten wir die Mengen

Wi = {z e M :dist (z, M\ M) >2""""} c M,
Ap = {z € M : dist (z, M\ M) > 27"} c Up C M.

Da M\M abgeschlossen ist, gilt UgenAr = M. Die Menge Wy, ist relativ offen in M. Wei-
terhin sieht man leicht, dass Ay in R™ abgeschlossen und damit kompakt ist. Die relativ
offenen Mengen . (Us ) iiberdecken die kompakte Menge Aj. Daraus folgt, dass es endlich
viele Karten (¢k,;,Uk,j), 5 = 1,...,Jk aus dem Atlas gibt, so dass Ujilgok,j(Uk,j) D Ag.
Durch Verkleinerung der Mengen Uy ; kdnnen wir erreichen, dass die Bilder von ¢y ; in
Wi, liegen. Genauer setzt man Uy, ; = nplzi(Wk) N Uk,;. Dann ist Uy ; offen in R*. Die
Karten (¢g,;, Uy ;) mit k € N, j € {1,..., Jx} bilden einen abzéhlbaren Atlas von M.
Wir zeigen schliefllich, dass jeder Punkt p € M nur im Bild von endlich vielen dieser
Karten liegt. Da M \ M abgeschlossen ist, gilt dist (p, M \ M) > 0. Also gibt es ein ko,
so dass p ¢ Ug,. Daraus folgt p ¢ ¢ ;(Uy ;) fiir k > ko. Da es nur endlich viele Karten
(.5, Uk ;) mit k < ko gibt, folgt die Behauptung.
Falls schliefllich M unbeschrénkt ist, kann man zunéchst die Mengen My = M NB;(0) und
My, = M N (Bg+1(0) \ Bx(0)) fiir k € N\ 0 betrachten. Die Mengen M), sind Unterman-
nigfaltigkeiten (oder die leere Menge) und besitzen Atlanten mit den gewiinschten Eigen-
schaften. Man kann die Atlanten so wihlen, dass das Bild jeder Karte eine beschriankte
Menge ist. Damit folgt leicht die Behauptung fiir M = Ugen M.
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Definition 5.4. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™
und sei (o, Un)aca ein abzihlbarer Atlas mit der Eigenschaft (5.18). Dann
definieren wir

SF={EcCM: o' (ENpa(Us)) € My}, (5.20)
SE) =Y [ (haxe) o ga (@eDea) (Do) 2ach (521

Lemma 5.5. (i) Die Menge S ist eine o-Algebra.
(i) Die Abbildung S* : S, — [0, 00] ist ein Map.
(iii) Die Definition von Sy und S* ist unabhingig von der Wahl des Atlas.

Beweis. Eigenschaft (i) folgt direkt aus der Definition.

(ii): Endliche Additivitit folgt aus der Definition, und mit B. Levi folgt
auch die o-Additivitét.

(iii): Sei (¢, Up) pe s eine weiterer Atlas mit Eigenschaft (5.18) und sei i
die zugehorige Zerlegung der 1. Aus der Transformationsformel folgt analog
zum Beweis von (5.7)

| (haliyxe) o ou (@et(Dpa)T(Dpa)) 2 dc*
= [ (hatlyxe) o ¢ @er(D) (D)2 e (522
B8

Durch Summation iiber @ und f und Anwendung von B. Levi folgt die
Behauptung (man beachte, dass Zﬁ hg =1und ) ho = 1; da alle Terme
nichtnegativ sind, kann man die Summation vertauschen: die Doppelsumme
konvergiert entweder absolut gegen einen endlichen Wert oder divergiert
gegen o0). O

Nachdem wir eine o-Algebra Sj, und ein Mafl S* auf M definiert haben,
sind messbare Funktionen f : M — [—o00,00] und das Integral [, fdsk
gemif der allgemeinen Prozedur in Kapitel 3 definiert. Man sieht leicht, dass
[ genau dann messbar ist, wenn fiir jede Karte die Abbildung f,w.,) © ¢a
messbar ist. Auflerdem gilt

k_ o o T 1/2 gk .
/Mde > /U (haf) o @ (@et(Dp) (Do) 2 dch . (529

Falls f eine charakteristische Funktion ist, folgt dies aus der Definition
des MafBles S*. Nach Definition des Integrals gilt die Gleichheit dann auch
zunéchst fiir einfache nichtnegative Funktionen und dann mit B. Levi fiir be-
liebige nichtnegative Funktionen. Fiir allgemeine Funktionen schreibt man
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schlieBlich f = f; — f_. Falls f = 0 auerhalb des Bildes ¢(U) einer Karte
so folgt analog zum Beweis von Lemma 5.5 (iii) dass

/ fdsk = / f oo (det(Dp)T (D)2 dck (5.24)
M U

Beispiel. (i) (Polarkoordinaten). Sei M = 0B = {x € R?: |z| = r},
k = 1. Man sieht leicht, dass ein Punkt in M eine S' Nullmenge ist. Mit
Benutzung der Karte ¢ : (—m, ) — M\{(—1,0)} mit ¢(0) = (r cos @, rsin )
folgt

/19(2> fdst = /19(2)\{(1 o fdst = f(rcos@,rsin@)rdd. (5.25)

—T

Mit Polarkoordinaten gilt daher fiir f € L;(R?)

2 _ o 1 1 r
[ @) - /0 /8 o F15 L), (5.26)

Analog kann man durch Einfiihrung geeigneter Polarkoordinaten zeigen,
dass fiir f € L1(R")

facr = / fasmtact(r). (5.27)
R o JoB.

(ii) (Haarmaf auf der Liegruppe SO(3)). Die Gruppe SO(3) := {F €
R3*3 . FTF = Id,det F = 1} ist eine dreidimensionale Untermannigfal-
tigkeit des neundimensionalen Raums der 3 x 3 Matrizen, versehen mit der

1/2
euklidischen Norm |A] := (Zi =1 A%) und dem Skalarprodukt (A4, B) =

Zij:l A;i;B;;. Das in Definition 5.4 definierte Maf} S3 ist invariant unter
Links- und Rechtsmultiplikation auf SO(3). Genauer sei g € SO(3) und sei-
en Ly : SO(3) — SO(3) und Ry : SO(3) — SO(3) durch Ly(h) = gh und

Ry(h) = hg gegeben. Dann gilt
S%(Ly(E)) = S*(E) = S°(Ry(E)) (5.28)

fiir alle messbaren Mengen E C SO(3).

Beweis: mithilfe einer Zerlegung der 1 kann man sich auf den Fall be-
schrinken, dass E im Bild einer Karte (p,U) liegt, E C ¢(U). Dann ist
(Lg o ¢, V) ebenfalls eine Karte (hierzu setzen wir Ly(F) = gF fiir alle
F € R33) und die erste Identitit in (5.28) folgt, da g7¢g = Id und somit
(D(Lg o ))TD(Ly 0 p) = (Dp)! Dp. Zum Beweis der zweiten Identitit in
(5.28) kann man die Beziehungen

Op Op,

(Do) Do)y = (5,0 5,-) wnd (Fg,Gg) = (F.G) (5.29)
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fiir alle g € SO(3) und F,G € R3*3 benutzen.

Ein Maf 4 auf einer Gruppe G, das invariant unter Rechts- und Links-
multiplikation ist, heifit Haarmaf. Wenn ein solches Maf} gegeben ist kann
wieder eine Faltung definieren durch (f * g)(z) = [ f(y)g(zy™"') dp. Bei
der iiblichen Faltung ist G = R", aufgefasst als additive Gruppe, und p das
Lebesguemaf. In diesem Fall schreibt man {iblicherweise —y fiir das Inverse
Element von y und z — y = x + (—y) fiir den Ausdruck zy~!.

[24.1. 2017, Vorlesung 24|
[26.1. 2017, Vorlesung 25|

Definition 5.6. Sei A C R" offen. Der requlire Rand von A ist die Menge
OrA derjenigen Punkte x € OA, fir die ein p > 0 und ein G € C1(B,(z))
existieren, so dass DG # 0 tberall und

AN By(z) =G ((~0,0)). (5.30)
Die Menge A heifit Ct-berandet, falls 0,A = OA.

Aus der Definition folgt, dass fiir alle z € 9, A gilt:
(0A) N B,(x) = G~Y(0), (5.31)

Die Inklusion (9A) N B,(z) € G1(0) ist klar, denn falls G(z) < 0, so gibt
es ein Umgebung U von z, so dass G < 0 in U, und falls G(x) > 0, so gibt
eine Umgebung mit G > 0 in U. Im ersten Fall ist U C A, im zweiten Fall
ist U € R™\ A. Daher kann x kein Randpunkt von A sein.

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion sei G(x) = 0. Fiir a € R” gilt (nach
Definition des Gradienten VG(z))

d
%G(ac +ta) = DG(x)a =VG(z)-a. (5.32)
Da DG(zx) # 0 folgt mit der Wahl a = VG(x), dass jede Umgebung von z
sowohl Punkte mit G(y) > 0 als auch Punkte mit G(y) < 0 enthilt. Daraus
folgt, dass = € 0A.

Aus (5.31) und Analysis II folgt, dass (0A) N By(x) C 0,A eine n —

1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist und der Tangentialraum'¢ ein n — 1-
dimensionaler Vektorraum ist mit
T,0,A={a €R": Dg(x)a=0}. (5.33)

15Fiir eine k dimensionale Untermannigfaltigkeit M ist der Tangentialraum im Punkt p
definiert als T, M = span (01¢(x), . .., Okp(z)) wobei (p,U) eine Karte ist und p(z) = p.
Dieser Raum ist k-dimensional, da D¢ injektiv ist. Aus der Kettenregel folgt leicht, dass
der Tangentialraum nicht von der Karte abhéngt.
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Lemma 5.7. Sei A C R"™ offen. Dann gibt es fiir jedes x € 0, A genau einen
Vektor v(z) € R™ (den man dufere Einheitsnormale nennt) mit folgenden
Eigenschaften:

(1) [v(x)] =1
(it) v(z) € To(0,A)*;

(11i) fir alle x € 0, A gibt es p > 0, so dass x +tv € A fir alle t € (—p,0),
und x +tv & A fiir alle t € (0, p).

Auferdem gilt v € CY(9,A,R").

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus (i)—(iii) und (5.33). Fiir € 0, A seien
p > 0 und G wie in Definition 5.6. Dann hat

VG
== 5.34
a) = @ (5.34)
die Eigenschaften (i) bis (iii). Aus G € C* folgt v € C°. O

5.3 Satz von Gaufl

Satz 5.8 (Satz von GauS fiir C'-Gebiete). Sei A C R” offen und beschrinkt,
und sei 0A = 0, A. Sei F € C°(A4;R")NCY(A;R™) mit div F € Ly(A). Dann
gilt:
/dideC" :/ F.vdS", (5.35)
A 0A

wobei v die dufere Einheitsnormale ist (vgl. Lemma 5.7).

Notation: div F' = Tr DF = Y 8%,

Bemerkung. Die Aussage des Satzes ist invariant unter der Permutation
der Koordinaten sowie unter der Abbildung x +— —z (in diesem Fall sich das
Vorzeichen von div F' und von v).

Lemma 5.9. Sei W C R" offen, und f € CX(W). Dann gilt firi=1,...,n

Of i
| gL ) =0. (5.36)

Beweis. Aus Symmetriegriinden reicht es, ¢ = n zu betrachten. Sei f R® —
R durch

{f(:r) falls v € W (5.37)

0 sonst
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definiert. Man iiberpriift leicht, dass f € C!(R™). Wir rechnen

n 1 n—1/_1
5 &Cndﬁ /R / S ) ()AL () (5.38)
_/ 0dc Yz =0. (5.39)
Rn— 1
O

Lemma 5.10. Sei V C R"! offen und beschrdnkt, » € C1(V), und
A={zeR":2' € V,z, <¢(2')} CR". (5.40)

Ferner, sei F € C1(4;R")NCO(A;R"), so dass div F € L1(A), und es gebe
K CV xR kompakt, mit ' =0 auf A\ K. Dann gilt:

/dideE":/ F.-vdsS" !, (5.41)
A M

wobei M = graphy) = {(2/,¢(2')) : 2/ € V'}.

Notation: Ein Vektor z € R™ wird hier in 2’ = (21,...,2, 1) € R*!
und z,, € R zerlegt, x = (2/, x,,).

Bemerkung. Aus F € CH(V x R;R") folgt F € C1(A;R") N CY(4;R),
divF € Li(A),und F = 0 auf A\ K, mit K = supp F kompakt, K C V' xR.

Beweis. Sein € CY(R) so dass 17(z) = 1 fiir z > 1, und n(2) = 0 fiir z < 1/2.

Sei
pe(z) =1 <¢(x/)_x"> : (5.42)

€

Dann gilt Fp. = 0 auBerhalb der kompakten Menge {x € K : z,, < ¢(2') —
£/2} C A. Deshalb ist Fp. € C}(A), und mit Lemma 5.9 folgt, dass

_ / div (P, )dLm (5.43)
A

:/(divF)goadE"—i-/ F-Vo.dL". (5.44)
A A

Da p. — 1 punktweise auf A, und |p.| < 1, folgt aus der Integrierbarkeit
von div F' mit dominierter Konvergenz

lim [ (div F)pdL" = / div FdC". (5.45)
A

e=0 /4
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Im zweiten Integral benutzen wir Fubini:

/ F-V.dl" = / / e ) - Vpedr,ds' (5.46)
- /V/W)EM (T ) (e
(5.47)

Fiir z € V x[0, 00) definieren wir g(z) = (2/,1(z")—ez,). Es gilt | det Dg| = «.
Daher erhélt man mit der Substitution z = g(z)

/ F-Vpdl" = / / F(Z (%) — ezn) - (v%;«’)) 1 (2n) dzn dz’ .

(5.48)

Da F stetig ist, gilt lim._,o F(2/,¢(2") — €z,,) = F(2/,9(2')) punktweise.
Aus der Stetigkeit von F' und V4 auf der kompakten Menge K N A folgt,
dass beide Funktionen beschrinkt sind, und dass |F|(|V¢|+1) € Li1(A). Da

01 0 (2n) dzp, = 1 folgt mit dominierter Konvergenz und Fubini, dass

lim F Vpedl" = // F( () <Vzﬁ(1z/)> 0 (2n) dzn d2’ (5.49)

e—0
e o (T g
- [ P ( ) e (5.50)
Die #uBere Normale zur Menge A = {(2/,2,,) € V x R: z, — (2’) < 0} ist
(2 () = 1 =Vi(a')
@) = s (V1) (5.51)

und deshalb gilt

lim F~Vgo€d£"——/ F(a' () - v, ¢(2")v/ 1+ |Dy(a’)]2da’
e—> \4

A
(5.52)
= —/ F.-vds" 1. (5.53)
M
Mit (5.44) und (5.45) ist der Beweis beendet. O

[26.1. 2017, Vorlesung 25|
[31.1. 2017, Vorlesung 26]
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Lemma 5.11 (Glatte Zerlegung der Eins). Sei A C R™ kompakt, und seien
Uo, ..., Uy endlich viele offene Mengen, so dass A C U}]:o U;j. Dann gibt es
Funktionen 0; C C°(Uy;[0,1]), so dass gilt:
J

D 0i(x) =1 VreA. (5.54)

=0
Beweis. 1. Schritt. Es gibt Kugeln B; = B(x;,r;) und B] = B(x;,ri/2),
so dass

AcC Uzj\il Bj;
jede Kugel B; liegt in (mindestens) einer der Mengen Uy, ..., Uj.

Beweis: sei € A. Dann gilt € U; fiir ein j € {0,...,J}. Da U; offen
ist, gibt es ein r, > 0, so dass die Kugel B, := B(x,r;) in U; liegt. Sei
B!, := B'(z,r,/2) die konzentrische Kugel mit halbem Radius. Es gilt

Ac|JB,
z€A
d.h. die Kugeln B/, bilden eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist,
gibt es endliche viele Kugeln B, = B(x;,7;/2),i=1,...,M mit A C Ui\f BL.
Seien B; = B(w;,r;) die konzentrischen Kugeln mit doppeltem Radius. Nach
Konstruktion liegt jede Kugel B; in (mindestens) einer der Mengen Uj.

2. Schritt. Zerlegung der 1 mit Funktionen n;, € C2°(B;).
Aus Lemma 4.27(iv) und der Skalierung = — (z — x;)/r; folgt dass es Funk-
tionen
i € C°(B;) mit ¢, =1lauf B, und 0<¢; <1
gibt. Wir setzen 1) durch Null auf R\ B; fort. Da A € UM, B, gilt 3. 4; > 1
auf A. Dies legt nahe, eine Zerlegung der 1 durch
_ Yi(x)
ni(z) =
' Zj ¥;(z)
zu definieren. Es gilt > 7; = 1 auf A. Allerdings ist 7;(z) nicht fiir alle z
definiert, da es Punkte z € R™\ A gibt mit }_, () = 0. Daher modifizieren
wir die Definition leicht wie folgt. Sei

1
h € C*(R), hzZ’ h(z) =z firz>1.

Wir kénnen h z.B. als Stammfunktion der Funktion 7 in Lemma 4.27(iii)
wéhlen mit A(1) = 1. Damit definieren wir

R 1C))
W) = S @)
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Jetzt ist n;(z) fir alle z € R™ definiert und es gilt n, € C°(B;). Fur z € A
gilt >, ¢;j(z) > 1 und somit h(zj Yj(z)) = > ¥j(z). Daraus folgt

Zm(a:) =1 VzxeA

3. Schritt.  Definition der Funktionen 6;.
Dazu teilen wir die Indexmenge I = {1,..., M} wie folgt auf

j—1
Ip={icl:Biely}, L={icI\|JL:Bicl} forj=1,...,1J.
k=0
Nach Definition sind die Mengen I; disjunkt. Da jede Kugel B; in (mindes-
tens) einer Menge Uj liegt gilt [ = U}]:of ;. Wir definieren

0y = Zm-

icl;
Dann gilt 0; € C°(U;) und Z}I:O 05 = icrmi = 1. O

Beweis von Satz 5.8. Sei x € A, p, und G wie in Def. 5.6. Da DG(x) # 0
gibt es ein ¢, > 0, so dass JA in einer Umgebung von z ein Graph ist.

Genauer gesagt, gibt es fiir alle z € A (nach geeigneter Permutation
der Koordinaten und ggf. Inversion x — —z) eine offene Menge U, der Form
U, = B;x (y') x I, mit B;x () c R und I, = (2, — lp, 2p + 1z), pe > 0,
l; > 0 und eine C! Funktion v : B, (z') — I, so dass

ANU, ={y e U, 1y, <)} (5.55)

Beweis: Dies folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen (Analysis II,
Satz 1.70). Nach geeigneter Permutation der Koordinaten und ggf. Inversion
kénnen wir annehmen, dass 9,,G(x) > 0. Nach Verkleinerung von p, kénnen
wir zusétzlich annehmen, dass d,G > 0 in B, (x). Nach dem Satz iiber
implizite Funktionen gibt es daher B, (2’) und I, und 9 wie oben, so dass
U, C By, () und

GHO) N Uz ={(¥,yn) : ¥ € Bo(), yn = ()} - (5.56)
Da 9,G > 0 in U,, folgt dass
G (=00,0) N Uz = {(¥,yn) : 7' € Bo(a), yn < ¥(y')} (5.57)

und damit (5.55)

Da 0 A kompakt ist, gibt es endlich viele solcher Umgebungen Uy, ..., Uy,
so dass 0A C U;.le Uj. Sei Up = A. Dann iiberdecken die endlich vielen
offenen Mengen Uy, ...,U; die kompakte Menge A. Seien 6, ...,0; wie in
Lemma 5.11. Wegen Linearitét reicht es zu zeigen, dass die Funktion F; =
F§; die Aussage vom Satz 5.8 erfiillt. Fiir j = 0 folgt das Ergebnis aus
Lemma 5.9, fiir j > 1 aus Lemma 5.10. 0
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Bemerkung. Die Divergenz eines Vektorfelds F' € C'(R3 R3) wird auch
,,Quellstirke” genannt. Dies kann man sich wie folgt veranschaulichen. Stellt
man sich F' als das Geschwindigkeitsfeld einer stromenden Fliissigkeit vor,
dann beschreibt [, ga L' v dS? gerade die Menge an Fliissigkeit, die pro Zeit-
einheit aus dem Gebiet A ausstrémt. Nach dem Satz von Gauss ist diese
GrofBle gerade gleich [, div F’ dL3. Wihlt man A als Kugel B,.(x), dann gilt

1 1
div F'(z :lim/ dideEk:hm / F.-vdS?
) = 10 5508,@) Voo " BB@) s

—
ausstromende Masse/ Volumen

Beispiel: F(z) =z, div F = 3.
Beispiel fiir F: R? -+ R?: F(x) =2t = (—wx2,71), divF =0.
Man man nennt die Grofie f oa v dS? auch den FluB von F durch dA.

Beispiel. Sei A = Bﬁ") die n-dimensionale Kugel mit Radius r, und
F(x) = z. Dann ist div F' = n, und v(z) = x/|z|. Deshalb gilt

/ div FdL" = nL™(B,), (5.58)

und
2
/ F-udS”_l—/ de”_l—/ rdS"™! = rS"1OB,).  (5.59)
9B, B, |zl OB,

Aus dem Satz von Gaufl folgt, dass
rS" Y (0B,) = nL™(B,). (5.60)

Insbesondere gilt S* (8B£2)) = 27r, und SQ(8B£3)) = 42,

Beispiel. Auftrieb eines Korpers. Auf die Oberflidche eines Korpers A in
einer Fliissigkeit der konstanten Dichte p wirkt in jedem Punkt von 0A
die Kraftdichte (Kraft pro Oberflicheneinheit) f(z) = —p(z)rv mit p(z) =
—z3p. Anwendung des Satzes von Gauss mit F'(z) = xzey liefert fiir die k-te
Komponente der Gesamtkraft ist

Ky = fr(z)ds™! p/ xseg - v dS™ !
0A 0A

= ,0/ O3 dL™ = pL"(A)dys3
Gauss A

Damit ist die Gesamtkraft K = pL¥(A)es, d.h. die Gesamtkraft ist nach
oben gerichtet (parallel zu e3) und die Grofle ist Dichte x Volumen des
Korpers, als gerade die Masse der verdrangten Fliissigkeit.
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Korollar 5.12 (Partielle Integration). Sei A C R™ offen, beschrinkt und
C! berandet. Seien f,g € C*(A) N C°(A) und es gelte Vf € L'(A;R™) und
Vg € L'(A,R"). Dann gilt

/3ifgdﬁn=—/faigd£”+/ fgvidS"? Vi=1,...,n. (5.61)
A A 9A

Beweis. Dies folgt aus dem Satz von Gauss angewandt auf F' = fge;. Es
gilt namlich nach der Produktregel

divF = 0;(fg) = 0;f g + f 0.

Die Funktionen f und g sind beschrénkt, da sie auf der kompakten Menge
A stetig sind. Daher gilt div F' € L'(A) und die Behauptung folgt aus dem
Satz von Gauss. O

Bemerkung. Der Satz von Gauss gilt auch fiir Mengen A, die ’stiickwei-
se C1" sind, z.B. fiir Wiirfel, die Halbkugel, Polyeder, oder Polyeder, deren
Flichenstiicke durch eine C'! Abbildung deformiert sind.

Das Bestreben den Satz von Gauss, Korollar 5.12 zur partiellen Integration
und den Satz von Stokes (s. unten) auf moglichst allgemeine Gebiete und
Funktionen auszudehnen, war ein wichtiger Impuls fiir die Mathematik des
20. Jahrhunderts und hat zur Entwicklung eines neuen mathematischen Ge-
biets gefiihrt, der geometrischen Mafitheorie (geometric measure theory’).
Finige zentrale Begriffe und Resultate sind:

e Funktionen beschrénter Variations (’bounded variation’)
e Mengen von endlichem Perimeter (finite perimeter’)

e Rektifitizierbarkeitssatz von De Giorgi

e Strome (‘currents’)

e Satz von Federer und Fleming zur Abgeschlossenheit rektifizierbarer
Strome ('Federer-Fleming closure theorem’)

Vgl. dazu z.B. L.C. Evans, R. Gariepy, Measure theory and fine properties
of functions (CRC Publ., rev. edition 2015), E. Giusti, Minimal surfaces and
functions of bounded variations (Birkhduser, 1984), H. Federer, Geometric
measure theory (Springer 1969) und L. Ambrosio, N. Fusco, D. Pallara,
Functions of bounded variation and free discontinuity problems (Oxford
Univ. Press, 2000).
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5.4 Satz von Stokes
Sei W C R? offen, F € C1(W;R?). Dann ist rot ' € C°(W;R) durch

oF, 0F;
rot F' = 01 o (5.62)
definiert. Gegeben sei ein A C R? offen beschriinkt und C' berandet. Der
Tangentialvektorfeld 7 € CY(9,4; R?) wird dann durch 7 = v+ = (—1,11)
definiert, wobei v die duBlere Normale ist. Falls ¢ € C*(I;R?) eine Parame-
trisierung eines Teiles von 9, A ist (d.h.: I C R offen, ¢’ # 0, p(I) C J,A),
dann ist der Tangentialraum durch

Tp)0rA = ¢'(x)R, (5.63)

gegeben und fiir das Tangentialvektorfeld gilt
P'x) ¢
T(p(x)) € { )= : (5.64)
' [(z)" l¢'|(x)

Satz 5.13 (Stokes, 2D). Sei A C R? eine offene beschrinkte Menge, die C!
berandet ist und sei F € C1(A;R?) N C°(A;R?). Falls rot F € Li(A) , dann
gilt

/ rot FdL? = / F.rdSh. (5.65)
A dA

Beweis. Sei G = —F+ = (Fp,—F1). Da F -7 = G -v und rot F = divG,
folgt die Aussage unmittelbar aus dem Satz von Gau8. O

Bemerkung. Interpretation von rot G als Wirbelstérke. Beziehungen zu
den Maxwellgleichungen rot £ = —B und rot H = D + j.

[31.1. 2017, Vorlesung 26|
[2.2. 2017, Vorlesung 27|

Wir wollen jetzt eine analoge Formel fiir zweidimensionale Flichen im
R3 finden, die das Randintegral von F -7 mit einem Oberflichenintegral
verbindet. Indem man zunichst Flichen in der x5, 3 Ebene und der x3, z
Ebene betrachtet, sieht man, dass folgende Grofle eine wichtige Rolle spielt.

Sei U C R3 offen, F € C1(U;R?). Dann ist rot F € C°(U;R3) durch

OF3  0Fy 3
ox ox OF
rot ' = g—lﬁ — g—gg = E eieijk—k (5.66)
1 a’L‘
oF _ oF Ryl j
oOx1 Oxo W

definiert. Hier wird e : {1,2,3}3 — {—1,0,1} durch

gijk = det(es, 5, ex) (5.67)
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definiert. Alternativ ist €;;, eindeutig durch die Eigenschaften
€ijk = €jki, €ijk = —€jik, €123 =1 (5.68)

definiert. In der physikalischen Literatur wird ¢ manchmal der total anti-
symmetrischer Tensor genannt.
Analog wird fiir v,w € R® das Kreuzprodukt (auch: Vektorprodukt)
durch
Vw3 — V3wW2
vXw=|vsw —vjws (5.69)
V1w — VW1
definiert, mit Komponenten

3

(U X w)i = Z €jkVj WY (5.70)
k=1

Aufgrund der formalen Analogie der Definition von rot £’ und des Kreuzpro-
dukts schreibt man auch héufig rot F = V x F. Vor allem in der englisch-
sprachigen Literatur wird h&ufig curl F' statt rot F' geschrieben. Es gilt

(axb) c= Zeijkciajbk = det(c, a,b) = det(a,b,c) = det(b,c,a). (5.71)

Insbesondere steht der Vektor a x b senkrecht auf ¢ und auf b. Weiterhin gilt
fiir @ € SO(3)

(QaxQb)-Qc = det(Qa, Qb, Qc) = det Q det(a,b,c) = (axb)-c = Q(axb)-Qc

und somit

Qa x Qb= Q(a x b) VQ € SO(3). (5.72)
Lemma 5.14. Fiir v,w € R? gilt

lv x w|? + |v-w* = |v]?|w|? (5.73)

Beweis. (Nicht in der Vorlesung besprochen)
Die Aussage (5.73) kann leicht durch direkte Auflistung aller Komponenten
bewiesen werden. Eine kompaktere Rechnung ist die folgende:

2

3
v x w|? = Z Z €ijkVjWh (5.74)

Jjk=1
3
= Z €4k €ilmVj WLV Win (5.75)
irjik,lm=1
3
= Z vjwgvjwy, — vjwgvgw; = (v wl? — (v-w)?. (5.76)
irj k=1
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Dabei wurde die Identitat

3

> €ijk€im = 010km — Sjmdk (5.77)
=1

benutzt, wobei § : N2 — {0, 1} durch 6;; = 1 falls i = j und 0 sonst definiert
wird. O

Alternativer Beweis. (Nicht in der Vorlesung besprochen)

Sei 0BdA |v] = 1. Wegen (5.72) ist die Behauptung invariant unter dem
Ubergang a — Qa, b — Qb fiir Q € SO(3). Durch Anwendung einer Rota-
tion kénnen wir oBdA annehmen, dass a = e;. Durch Anwendungen einer
weiteren Rotation, welche die x1 Achse festhilt, konnen wir erreichen, dass
b3 = 0, also b = bie; + boes. Dann gilt a-b = by und a X b = biez und daraus
folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Bei der Definition des Vektors rot F' benutzt man eine be-
sondere Figenschaft des dreidimensionalen Raumes, ndmlich dass es eine
bijektive lineare Abbildung ® von R? in die Menge der schiefsymmetrischen
3 x 3 Matrizen gibt.

In jeder Dimension lassen sich schiefsymmetrische Matrizen, als ’infinitesi-
malen Rotationen’ interpretieren. Sei v : (—1,1) — SO(n) eine C! Kurve
mit v(0) = Id. Aus v(¢)T~(t) = Id folgt durch Ableiten ~/(0)” 4 ~/(0).
Also ist 7/(0) schiefsymmetrisch. Umgekehrt kann man jeder schiefsymme-
trischen Matrix W eine solche Kurve v : (=1,1) — SO(n) mit v(0) = Id
und 7/(0) = W zuordnen, indem man () = exp(tW) = Id +>_ 7>, (tW)* /k!
setzt. Daraus folgt, dass der Raum skw(n) der schiefsymmetrischen Matri-
zen gerade der Tangentialraum der Untermannigfaltigkeit SO(n) C R™*"
an der Identitit ist!'”.

Fiir n = 3 gilt fiir jede schiefsymmetrische Matrix W die Beziehung det W =
0 (da det W = det W1 = det(—W) = — det W). Daher gibt es einen Vektor
a # 0 mit Wa = 0. Diese Vektor 148t sich als Achse der infinitesimalen
Rotation interpretieren.

Man definiert die Abbildung ® : R?® — skw(3) so, dass ®(v) gerade die
(infinitesimale) Rotation um die Achse v/|v| mit Winkel |v| ist. Dies fiihrt
auf

0 —v3 v
dv)=| vs 0 —uv1]. (5.78)
—vy U 0

17 Alternativer Beweis ohne Kurven: SO(n) ist einer Umgebung von Id die Null-
stellenmenge der Abbildung G : R™™ — sym(n) mit G(A) = ATA — 1d. Bs gilt
DG(1d)(A) = AT + A. Daher ist DG surjektiv, SO(n) ist eine Untermannigfaltigkeit
von R™*™ und T1a SO(n) = {A: DG(Id)A = 0} = skw(n).
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Erinnerung: fiir Matrizen ist das Skalarprodukt wie folgt definiert
F-G= ZFUGU = TI'FTG.
i?j

Lemma 5.15. Es gilt

®(a)b = axbd (5.79)

d(rot F) = DF — (DF)T, (5.80)
Plaxb) = —(a®b->b®a), (5.81)
®(a)- ®(b) = 2a-b, (5.82)
rot F-(axb) = —DF-(a®b—b®a) (5.83)

Beweis. Die ersten vier Identitéten folgen direkt aus der Definition von ®.
Die Identidt (5.79) driickt wiederum die Tatsache aus, dass ®(a) die (infi-
nitesimale) Drehung um die Achse a ist. Zum Beweis der vierten Identitét
rechnen wir

1
rot F'- (a x b) = §<I>(rotF)-<I>(a,>< b)

(DF — DF?) . (a®@b—-b®a)=—-DF-(a®b—b®a).

1
2
Dabei haben wir fiir die r letzte Idenditiit benutzt, dass DFT-(a®b—b®a) =
DF-(a®b—b®a)T = —-DF - (a®b—-b®a). O

Satz 5.16 (Stokes, 3D, fiir Karten). Sei A C R? eine beschrinkte offene
Menge, die C' berandet ist. Seien W C R? und U C R? offen, mit A C W,
und sei p € CY(W;U) eine injektive Immersion. Dann gilt fiir alle F €
CHU;R"):

/ rot F - vdS? :/ F.rdS', (5.84)
e(4) P(04)
wobei T : p(OA) — R3 und v : p(A) — R3 durch
Dot = hpxXdap 4
T = — O s vV = (e] s 585
D7l ° i x a] ° ¢ (559

definiert sind und T der bliche Finheitstangentialvektor von 0A ist, der
durch 90 Grad Drehung der dufleren Normale von A entsteht.

Bemerkung. Aus den Eigenschaften, des Kreuzprodukts folgt, dass v(y)
senkrecht zu dem Tangentialraum an T,¢(A) ist. AuBerdem sieht man leicht,
dass 7(y) in dem Tangentialraum Ty@(0A) liegt.
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Beweis. Wir nehmen zunéchst zusétzlich an, dass
€ C2(W;U) (5.86)

Beweisidee: Wir zeigen zunéchst, dass
/ F-rdS'= / (Foyp)-(Dp7)dLt, (5.87)
p(0A) 0A

wenden den zweidimensionalen Satz von Stokes auf die rechte Seite an und
erhalten in Integral iiber A. Die entscheidende Beziehung ist dann (5.91).
Mit (5.73) konnen wir dann das Integral iiber A in ein Integral iiber ¢(A)
umschreiben. Dabei kommt in natiirlicher Weise die Normale v ins Spiel.

Schritt 1. Umwandlung des Randintegrals in ein Integral iiber A und
Anwendung des zweidimensionalen Satzes von Stokes.

Zum Beweis (5.87) betrachten wir ein offenes Interval I und eine Parametri-
sierung 1) : I — QA. Dann ist 7 o ¢ = +¢'/[¢)'| und wir kénnen annehmen,
dass 7orp = 1’ /|¢’|. Dann ist o) eine C'* Immersion mit (o)) (I) C p(0A)
und

[ operast = [Reveu)-repen)lgeny|dc
(porp)(I) Def. von S I
= [Fepon Doy |(Dpoy) Ll ac
Def.;on T I L4 |D807-‘ 4 |7/)/|
—~
T
= / (Foyg)-Dp7 dS*. (5.88)
(1)

Dies zeigt (5.87), falls F' auflerhalb der Menge (o v)(I) verschwindet. Der
allgemeine Fall folgt dann mit einer glatten Zerlegung der 1.
Wir definieren fiir ¢ = 1,2

3
0.
Gi:=(Foy) 0ip= E (Fjo gp)a—? (5.89)
=1 ‘

Dann folgt aus (5.87) und der zweidimensionalen Version des Satzes von

Stokes
2

/ F-td51:/ ZGindSlzfrotGdﬁZ. (5.90)
0(8A) d A

A1
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Schritt 2. Wir driicken rot G durch Ableitungen von F und ¢ aus. Mit

i . [ (ol 52 o)
=

3
F &ph 0p; 0?2 ©;j
—Z F;
3 G G 5 + 3 Fiele )

folgt (unter Benutzung der Symmetrie der zweiten Ableitungen)

3
0 0 OF; Opp Op;  Opp Op;
t - = . — J J J .
rot & 8:131 G2 81‘2 Gl j;l °¥ |:0171 8:132 81‘2 81‘1

Mit den Abkiirzungen a = 01, b = da¢p erhalten wir

3
rotG = Y (DF)jnow (anbj — ajbp)
j,h=1
= —(DFoy) (a®@b—b®a)
= (rot Foy)-(axb)

und somit die entscheidende Identitat

’rotG = (rot F o @) - (D10 X Da¢p) ‘ (5.91)

Schritt 3. Umwandlung des Integrals {iber A in ein Integral iiber ¢(A).
Nach Definition der Normale gilt

O1p X Dap = v o |01 X Doy (5.92)
und aus (5.73) folgt, dass
019 % Baa* = [016]* D2 — (D1p - Do) = det(Dyp) Dy, (5.93)

wobei wir fiir die zweite Gleichheit benutzt haben, dass (D Dyp);; = di¢p -
0j¢p, also

DT D = < |01 51@'32%0>_

Oip-Oap |02l
Aus (5.92) und (5.93) folgt mit der Definition des Mafles 52

/(rotF 0 p) - (D1 X Do) dL? = / rot F' - v dS?. (5.94)
A ©(A)

Man beachte, dass wir fiir (5.92) und (5.93) und damit fiir (5.94) nur die Vor-
aussetzung ¢ € C1(W;U) (und ¢ Immersion) benutzt habe. Die Bedingung
¢ € C?(W;U) wurde nur bei der Herleitung von (5.91) benutzt.
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Durch Kombination von (5.90), (5.91) und (5.94) erhalten wir schliefflich
/ F-tdSl:/(rotFogp)-(81g0><8290)d£2:/ rot F - v dS>
»(0A) A »(A)

und somit die Behauptung (unter der Zusatzannahme ¢ € C?(W;U)).

Schritt 4. Beweis fiir ¢ € C*(W;U) durch Approximation mit C? Abbil-
dungen (nicht in der Vorlesung besprochen).
Es gibt eine offene Menge W; C W, so dass W; kompakt und in W ent-
halten ist und A C Wi. Sei p € C°(B1(0)) mit [pdL? = 1 und sei
pr(x) = k"p(kzx). Fir k > ko ist ¢ := pp xp € CX(W7) und es gilt
or — ¢ und Dy — Dy gleichmiflig in W1.

Wir zeigen jetzt, dass ¢p(W1) C U fiir k > ko. Da W1 kompakt ist, ist
auch (W) kompakt. Da (W) C U folgt, dass min, 7, ) dist (y,R3\
U) > 0. Damit folgt die Behauptung aus der gleichméBigen Konvergenz von
oy, auf W7.

Sei von nun an k > ko. Da ¢, € C?(W1,U) und A C W, folgt aus dem,
was wir schon bewiesen haben, dass

/ rot F - vy, dS> :/ F-t,dS*. (5.95)
er(A) ©r(04)
Aus (5.94) und (5.87), angewandt auf ¢y, folgt
/ rot F - v, dS? = / (rot F o @) - (101 x Do) dL2, (5.96)
er(A) A
/ F-t,dS' = / (Fopp) (Dpp7)dLlt. (5.97)
P (0A) 0A

Jetzt kann man auf den rechten Seiten den Limes k& — oo betrachten und
noch einmal (5.94) und (5.87) anwenden. Damit folgt die Behauptung unter
der urspriinglichen Voraussetzung ¢ € C1(W;U). O

[2.2. 2017, Vorlesung 27|
[7.2. 2017, Vorlesung 28]

Man kann den Satz von Stokes auf zweidimensionale Untermannigfaltig-
keiten M des R? verallgemeinern. Dazu muss eine Einheitsnormale definieren
konnen. Die ist moglich wenn M eine orientierbare Untermannigfaltigkeit ist.
Wir diskutieren betrachten zunéchst eine Orientierung in Vektorraumen.

Kommentar:
Rechte-Hand-Regel im R3
Wie kann man einer Basis im R? ansehen, ob sie positiv orientiert ist?
Abstrakte Definition fiir k-dim. Vektorraum.
Normale fiir n — 1 dim. Unterrdume von R".
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Bemerkung. (Orientierung von Vektorrdumen). Auf einem k-dimensionalem
Vektoraum V' kann man eine Orientierung wie folgt definieren. Seien (a1, ..., ax)
und (by,...,b;) Basen von V. Dann gibt es genau eine invertierbare lineare
Abbildung F : R* — R¥ so dass b; = 5 j Fjja;. Die Basen heiflen dquivalent,
falls det F' > 0. Eine Orientierung ist eine Aquivalenzklasse von Basen. Es
gibt auf V genau zwei Orientierungen.

Falls V' ein n — 1 dimensionaler Unterraum von R" ist, so ist die Wahl einer
Orientierung dquivalent zur Wahl einer Normale. Fiir jede Basis (a1, ..., an—1)
von V gibt es genau einen Einheitsvektor v, der senkrecht auf V' steht und
die Bedingung det(ay,...,an—1,v) > 0 erfiillt. Auerdem héngt v nur von
der Orientierung ab.

Definition 5.17. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.
Dann heifit M orientierbar, falls es einen Atlas A g¢ibt, so dass fiir alle
Kartenwechsel cp[f(pa gilt det D[(p5) "t 0 o] > 0.

Interpretation: Falls (¢, U) eine Karte der Untermannigfaltigkeit M ist,
so definiert (die Aquivalenzklasse von) (91¢(x), ..., 0kp(z)) eine Orientie-
rung auf dem Tangentialraum 7}, M mit p = ¢(x). Die Untermannigfaltigkeit
ist genau dann orientierbar, wenn die Orientierung auf 7, M nicht von der
Karte abhéngt.

Fiir Untermannigfaltigkeiten der Dimension 1 oder Kodimension 1 148t
sich Orientierbarkeit leicht charakterisieren'®

18 Beweis: Im Bild einer Karte (¢, U) ldsst sich ein stetiges Einheitsnormalfeld v, o
eindeutig durch die Bedingungen

vou(p(z)) - Oip(z) =0 Vi=1,...,n—1, v =1

und

det(91p(x), ..., On—190(2), vp,u (p())
eindeutig definieren und man sieht leicht, dass v, auf ¢(U) stetig ist. Aus der Orientier-
barkeit folgt, dass v unabhéngig von der Karte ist, d.h. falls (¢’,U’) eine weitere Karte
ist und p = p(x) = ¢'(2’) dann gilt v, u(p) = vy 1 (p). Daraus folgt, dass v auf ganz M
eindeutig definiert und stetig ist.

Sei nun M eine (n—1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit, auf der ein stetiges Einheits-
normalenfeld v existiert. Dann kann man mit Hilfe des urspriinglichen Atlas (pa,Ua)aca
einen neuen Atlas definieren, so dass M orientierbar wird. Wir kénnen annehmen, dass
alle offenen Mengen U, zusammenhéngend sind (sonst definieren wir einen neuen Atlas,
indem wir ¢, auf jede der hichstens abzéhlbar vielen Komponenten von U, einschrinken).
Fiir jede Karte gilt

Sa(x) == det(O1pa(z), ..., 0n—190a(x), V(pa(z)) #0 in Us.

Da U, zusammenhéngend ist folgt sq > 0 in U, oder sq < 0 in Uy.

Wir definieren nun einen neuen Atlas (¢, U )aca wie folgt. Falls s, > 0, so setzen wir
(varphil, UL) = (pa,Us). Falls sq < 0 definieren wir S als die Spiegelung an der Ebene
Zn—1 = 0 und setzten U}, = SU, und ¢, = p o S. Dann gilt 9,,—1¢p" = —(Op_1¢) 0 S und,
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Lemma 5.18. Eine (n — 1) dimensionale Untermannigfaltigkeit M des R™
ist genau dann orientierbar, wenn es ein stetiges Einheitsnormalenfeld gibt.,
d.h. ein v € CO(M;R"™) mit v(p) L T,M fiir alle p € M und |v| = 1. Eine
eindimensionale Untermannigfaltigkeit ist genau dann orientierbar, wenn
es ein stetiges Einheitstangentialfeld T gibt, d.h. ein 7 € CO(M;R™) mit
7(p) € TyM fir allep € M und || = 1.

Beispiele. (i) Der Rand einer offenen, beschrinkten, C'! berandeten Men-
ge ist orientierbar.

(ii) Das Mobiusband ist nicht orientierbar.

(iii) Fiir eine orientierbare zweidimensionale Untermannigfaltigkeit im R3
kann das Einheitsnormalenfeld durch

_ O1p(x) N Oap()
|010(x) A O2p()]

(vop)(zx) (5.98)
definiert werden.

(iv) Fiir eine orientierbare eindimensionale Untermannigfaltigkeit kann das
Einheitstangentialfeld durch

(Top)(z) = (5.99)

definiert werden.

Definition 5.19. Wir sagen, dass M eine orientierbare k-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit mit Rand ist, falls folgendes gilt:

(i) M ist eine orientierbare k-dimensionale Untermannigfaltigkeit;

(ii) N := M\ M ist eine orientierbare (k — 1)-dimensionale Untermannig-
faltigkeit;

(iii) fiir alle x € N gibt es eine offene Umgebung U in R™ und eine Karte
¢ : B1(0) € RF = ¢(B4(0)) C R™ mit

o(B10)N{z:2p>0})=MnNU, @B10)N{z:2,=0})=NNU

(5.100)
und ¢ induziert die gleiche Orientierung wie die Atlanten auf M und
N.

Falls M eine orientierbare k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand
ist so schreibt man M = N = M\ N. Falls M kompakt und orientierbar ist,
kann man M als orientierbare Untermannigfaltigkeit mit dem Rand OM = ()
betrachten.

fir i <n—1, 8;p" = (i) o S. Daraus folgt, dass w(ph(z'), 9 (x’),...,0hpn(z")) =
—54(Sz’) > 0. Dann gilt fiir alle Karten des neuen Atlas, dass s, > 0. Daraus folgt, dass
det D(gp’ﬁ_l opn) =0.

Das Argument fiir eindimensionale Untermannigfaltigkeiten ist analog, aber einfacher.
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Satz 5.20 (Stokes, 3D). Sei M eine beschrinkte zweidimensionale orien-
tierbare Untermannigfaltigkeit mit Rand im R> und sei N = OM. Seien v
und T wie in (5.98) und (5.98) definiert. Dann gilt fir alle F € C1(U;R"):

/rotF~1/dS2:/ F-rdS?t, (5.101)
M N

Beweisidee. Dies folgt aus Satz 5.16 mit Hilfe einer geeigneten Zerlegung
der 1. O

5.5 Crashkurs: Differentialformen und der allgemeine Satz
von Stokes!?

Bisher haben wir auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit ein Maf
Sk definiert und dann das Integral einer Funktion f : M — R durch

[

definiert. Alternative kann man eine sogenannte k-Form w (s. unten) auf M
betrachten und ein Integral durch
[
M

definieren. Diese beiden Zugénge haben vieles gemeinsam. Zwei wesentlichen
Unterschiede sind:

e Das Integral iiber Formen 148t sich nur fiir orientierbare Untermannig-
faltigkeiten definieren und das Integral dndert das Vorzeichen, wenn
man die Orientierung der Untermannigfaltigkeit durch die umgekehrte
Orientierung ersetzt;

e bei der Definition des Integrals iiber Form wird die euklidische Struk-
tur des R™ (d.h. das Skalarprodukt) nicht benutzt.

Wenn M ein k-dimensionaler Unterraum (mit fester Orientierung) ist, sind
beide Zugéinge dquivalent, da jede k-Form in einem k-dimensionalen Vek-
torraum eindeutig durch eine Funktion gegeben ist (vgl. dazu weiter unten
n-Formen im R").

Definition 5.21. Sei V' ein endliche dimensionaler Vektorraum, Q@ C 'V
offen, k € {0,1,...,n}. Eine Differentialform w der Ordnung k in Q (kurz:
k-Form) ist eine Abbildung

w: AxVx...xV >R (5.102)
—_—
k Faktoren

9Fiir eine ausfiihlichere Darstellung vgl. z.B. M. Barner, F. Flohr, Analysis II, Walter
de Gruyter & Co., Kapitel 17
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mit den Eigenschaften
(v1,...,0%) = w(z,v1,...,05) st multilinear und alternierend, (5.103)

x— w(x,vy,...v5) st stetig. (5.104)

Wir sagen, dass w von der Klasse C* ist, falls x — w(z,vq,...vy,) in CF(Q)
ist. Fine 0-Form ist eine Funktion in C().

Wir werden im folgenden nur den Fall
V=R"
betrachten.

Beispiele. Sei el,...,e" die duale Basis von R, d.h. e/ ist eine lineare

Abbildung von R™ nach R und
¢ (ex) = &ji-

(i) (1-Formen). Seien ay, ...a, € C°(£2). Dann ist

n

B(z,v) = ai(x)e' (v)

=1

eine 1-Form. Umgekehrt 148t sich jede 1-Form w so schreiben mit
ai(z) = w(z,e;). Beweis: es gilt w(z,er) = &(z,ep) fiir alle k& und
alle z. Aus der Linearitdt im zweiten Argument folgt w = @.

(ii) (2-Formen) Definiere eine Abbildung e’ A e* : R? — R durch
el A ep(v,w) = e (v)ek (w) — e (w)ek (v).

Dann ist €/ A e* eine 2-Form und €* A e? = —e7 A eF. Jede 2-Form 148t
sich schreiben als

w(z,v,w) = Zajk(m)ej A eF(v,w)
j<k

mit stetigen Funktionen ajy.

(iii) (n-Formen) Nach dem Satz iiber die Eindeutigkeit von Determinanten
ist eine n-Form immer von der Form

w(z,vi,...vy) = f(z)det(vy,...vp) (5.105)

Daraus ergibt sich folgende interessante Folgerung. Sei w eine n-Form,
A Q — R™" gtetig und

@(x,v1,...,0,) = w(z, A(z)v1, ... A(X)Vy).
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Dann gilt
@ = det A(z)w. (5.106)

Beweis: es gilt @(z)(v1,...,v,) = f(x)det(vy,...,v,) und w(z, vy, ...v,) =
f(x)det(vy,...,v,). AuBerdem gilt

O(z,e1,...,en) =w(z, A(x)er, ..., Ax)e,) = f(x)det A(z)

Die Wahl v; = e¢; liefert f(z) = det A(x)f(x) und damit die Behaup-
tung.

(iv) Man sieht leicht, dass es keine nichttrivialen k-Formen mit k& > n gibt

Definition 5.22. Sei V C R¥, sei ¢ : V — (V) C R" eine Karte und sei
w eine k-Form, die in einer offenen Umgebung von (V') definiert ist. Dann
definiert man

/ w = / w(p(x), d10(x), ..., o0p(x)) dCF(x). (5.107)
w(V) 14

Lemma 5.23. Falls ¢’ : V! — ¢(V) C R* eine weitere Karte ist und
det D[(¢") "o @] > 0 so gilt

/;ux¢mx>,alw<x>w..,a%w<x>>dck<x>::]/,w<¢%aa,81¢%x>w..,akw%x>>dck<x»
(5.108)

Beweis. Sei w eine k-Form in Q, sei ¢ : V — € eine C' Abbildung. Wir
definieren eine k-Form ¢*w in V' durch

(p*w)(z,v1,...,v%) = w(p(x), De(x)v1,. .., De(x)vg). (5.109)

Man nennt ¢*w den ’pull-back’ (oder die zuriickgezogene Form) von w un-
ter . Falls ¢ : V' — V eine weitere C'! Abbildung ist, so folgt aus der
Kettenregel, dass

(o) w = ¥ ("w). (5.110)
Sei ¢ = ¢~ 1 oy’. Wir hatten im Beweis von Lemma 5.3(iii) gesehen, dass

1) ein C'! Diffeomorphismus von V' nach V ist. Es gilt ¢ = ¢ 0. Damit ist
die Behauptung (5.108) dquivalent zu

/(¢*W)(x>ela~--,ek)dﬁk(x):/ (o) w) (@ er,. .. ex) dLM(a')
Vv V/%’—/

=¢*(p*w)
(5.111)
Nun ist 1/ eine C' Abbildung zwischen offenen Mengen des R¥, Dv(z) €

R**F und ¢*w ist eine k-Form. Damit folgt aus (5.106) mit der Abkiirzung
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(W n) (2 e1,...,en) =n(p(z’),e1,...e,) det Dy(z').

Nach Voraussetzung ist det D > 0. Damit folgt aus der Transformations-
formel

/l(w*n)(:c',el,...,en)dﬁk(az’):/ n(x,el,...,en)dﬁk(x).

\%4

Dies ist gerade die Behauptung (5.111). O

Aus (5.108) folgt mithilfe einer C! Zerlegung der 1, dass fiir eine orien-
tientierte Untermannigfaltigkeit das Integral

/Mw (5.112)

wohldefiniert ist (eigentlich sollte man | 4w schreiben, da das Vorzeichen
des Integrals sich @&ndert, wenn man einen Atlas mit einer anderen Orientie-
rung wahlt).

Die folgende Verallgemeinerung von Lemma 5.18 wurde nicht in der Vor-
lesung besprochen?.

20Beweisidee: Dies ist weitgehend analog zum Beweis von Lemma 5.18. Sei M ori-
entierbar und sei (p,U) eine Karte. Wir definieren wy v (p(z),01¢(z),...,0kp(x)) =
(det D@TD¢)1/2. Damit ist we,v(z,a1,...ax) fir alle a1,...ar € Tx M durch Multilinea-
ritdt und Antisymmetrie eindeutig bestimmt. Der entscheidende Punkt ist, dass w nicht
von der Karte abhingt. Falls ndmlich ¢’ = ¢ o 9 so folgt wie im Beweis von Lemma
5.23, dass w(¢'(z'), 019" (2'), ..., 0k’ (Z')) = w(p(z),010(x),...,pr(x))det DYp(x) mit
x = 9(z'). Andererseits gilt Dy’ (z') = Do(z)Dv(z’) und somit det(Dy’ (2'))T Dy’ (') =
det(Dy(x))T Dp(x) (det Dip(x'))?. Damit folgt auch (5.113).
Es bleibt nur noch, w auf alle Vektoren im R™ und alle Punkte z in einer Umgebung V' von
M fortzusetzen. Falls M eine C? Untermannigfaltigkeit ist, gibt es eine Abbildung 7 von
einer Umgebung V' von M auf M, so dass 7(z) derjenige Punkt auf M ist, der den gerings-
ten Abstand von z hat. Dann kann man die Orthogonalprojektion P, : R™ — T, M und
eine Projektion m : U — M betrachten und w(x)(v1,...vx) = w(mw(x))(Pevi, ..., Pyvk)
setzen.
Fiir allgemeine C' Untermannigfaltigkeiten kann man die Fortsetzung wie folgt konstu-
ieren. Sei p € M. Es reicht zu zeigen, dass es eine Umgebung V von p gibt und ei-
ne k-Form @ auf V, so dass &(q,v1,...,vk) = w(q,v1,...,vx) fiir alle ¢ € V o M und
v; € Ty M. Mithilfe einer Zerlegung der 1 folgt, dann dass eine k-Form in einer Umgebung
von M gibt, die fiir alle ¢ € M und alle vi,...,vx € T¢M mit w iibereinstimmt. Da w
und @ linear und alternierend sind und 7, M k-dimensional ist reicht es zu zeigen, dass
w(gq,01p(x) ..., 0kp(x)) =w(q, re(x),...,0kp(x)) fiir irgendeine Karte mit p(z) = ¢.
Sei (¢, U) eine Karte mit p = ¢(Z). Wir hatten im Beweis von Lemma 5.3 gesehen , dass
es einen Umgebung V von p in R™ und einen Diffeomorphismus ® : B,(Z) C R" — V
gibt, so dass @B, (z)REx {0} = P|B,(z)NRFx {0} Nach von w Definition ist die Form k-
Form 7 := ¢*w auf B,(z) NR* x {0} C U durch n(z,e1,...,ex) = det(De” (x)Dy)(x)
gegeben. Wir setzen n zu einer k-Form 7 auf B,(Z) fort, indem wir 7j(y, w1,...,wg) =
n(Pz, Pwi,..., Pwg) setzen mit P(w1,...,wn) = (w1, ..., ws). Schliesslich definieren wir
& = (®71*7. Nach der Kettenregel gilt D® ! (®(z)) D®(x)e; = e;. Mit ¢ € MNV und z =
0 (p) € Bo(Z)NR* x {0} und i € {1,...,k} folgt D®~*(q)8;0(x) = DO (q)0; DP(x) =
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Lemma 5.24. Fine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M ist genau dann
orientierbar, wenn es eine k-Form w gibt, die nirgendwo auf M wverschwin-
det, d.h. fir jede Karte (p,U) und alle x € U ist p*w(x,eq,...,ex) # 0.
Falls M orientierbar ist, kann man w so wdhlen, dass

/M fw= /M fas* (5.113)

Satz 5.25 (Stokes). Sei M eine beschrinkte, orientierbare k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit mit Rand und sei w eine (k—1)-Form von der Klasse
C', die in einer Umgebung von M definiert ist. Dann gilt

/aMw = /M dw, (5.114)

wobei dw die duflere Ableitung von w bezeichnet.

[7.2. 2017, Vorlesung 28|
[9.2. 2017, Vorlesung 29|

Die duflere Ableitung einer k-Form ist wie folgt definiert. Man betrachtet
zunéchst die Richtungsableitung

(Dw)(z,w,v1,...,0%) : w(x + tw, vy, ..., v) (5.115)

" dtji=o

Die duBlere Ableitung ist dann durch die Antisymmetrisierung der Multili-

nearform (w,vy,...,v;) = (Dw)(x,w,v1,...,v;) gegeben d.h.
dw(w,vy,...,vE)
= Dw(w,vi,...,v;) — Dw(vi,w,ve,...,vL)
Dw(vg,vi,w,vs,...,0,) — ... — Dw(vg,v1,. .., 01, w).

Hier haben wir die Abhingigkeit von 2 der Ubersicht halber weggelassen.

Beispiel. (Stokes, 3D) Sei F' € C'(R3;R?) und sei w die 1-Form
w(z,v)=F(z) -v= ZFj(x)vj : (5.116)

Sei ein I C R und eine Karte (1, I) eine Karte von M. Dann definieren wir
den Tangentialeinheitsvektor 7 : OM — R™ durch 7 o¢ = ¢'/|¢’| (der so

e;. Daraus folgt ©(q, d1¢(x), Okp(z)) = n(z, e1,. .., ex) = w(g, Or1e(x), Orp(x)) und damit
die Behauptung.

Fiir die Umkehrung sei s(z) := paw(zx,e1,...,ex). Nach Voraussetzung ist s # 0 in Uy,
und daher s > 0 in U, oder s < 0 (falls U, zusammenhingend ist). Jetzt kann man eine
orientierbaren Atlas wie im Beweis von Lemma 5.18 konstruieren.
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definierte Einheitsvektor 7 hidngt wegen der Orientierbarkeit nicht von der
Karte ab). Dann gilt

/ w—/ x))dLt = /1 (w(x),Tow(x))\w’|d£1—/MI)Fﬂ'dSl

AuBlerdem gilt

F.
(Dw)(xz,w,v) = Z 0 J.(;v)wwj (5.117)
und damit

3
=S 5w — o) = .
(dw)(z,w,v) = Z o7, (2)(wiv; — viwy) (s3) rot F'- (w xv). (5.118)

ij=1
Fiir V C R? liefert die Definition (5.107) (mit dw anstelle von w)

/ dw = / (rot Fo)(z)- (d1p(x) x dagp(z)) dL? () :/ rot F-n dS?,
(V) 1% o(V

(5.119)
wobei wir fiir die zweite Identitét die Definition noy = 919X dap/ |01 % Da¢p|
und (5.93) benutzt haben. Dann sieht man leicht, dass der Satz von Stokes
im R3 ein Speziallfall von Satz 5.25 ist.

Beispiel. (Gauss) Sei F' € C'(R*;R") und w die (n — 1)-Form
w(z,vi,...,0p-1) =det(vi, ..., vp—1, F(z)). (5.120)
Dann ist
Dw(w,v1,...vp—1) = det(v1,...,vp—1, DF(x)w). (5.121)

Mit der Definition von dw und der Antisymmetrie der Determinante erhalten
wir

dw(z)(w, vy, ... vp-1)

= det(v1,...,vp—1, DF(z)w) — det(w,ve,...,vp_1, DF(z)v1) — ...
—det(vy,...,w, DF(x)vp_1)

= det(vy,...,vp—1, DF(z)w) + det(DF(x)vy, ..., 0p_1,w) + ...
+det(vy,..., DF(z)vp_1,w).

Da dw eine n-Form ist, folgt aus (5.105)

dw(z)(w,v1,...,vp—1) = f(z)det(w,vi,...,vp_1) (5.122)
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und die Wahl v; = e;, w = e, liefert
oF, O0Fn oF,_1
= -

T Ox,  Or1 T Orpa

Sei V. R*" ! offen und sei A = {(2/,2,) : 2’ € V,z, < (2')}, und es
gebe eine kompakte Menge K C V x R mit F' = 0 auf R” \ K. Eine kurze
Rechnung zeigt , dass mit ¢(x) = (z,1(z)) gilt

w((F(p)(x)), 01p(2), - -, On19p())
= det(el + en811/J, ey €Ep—1 + enanfldjv (F © @)(ﬁ))

= Fopi) (V)

= (Fop)(z) (vou)(@)V1+|V(x)P. (5.124)

Eine Moglichkeit dies zu sehen ist, die Determinante nach der letzten Zeile
zu entwickeln. Dies liefert

/()

= (div F)(x) (5.123)

1 0 O 0 Fy
01 0 0 P -
det| o o -. 0 : =F, — Z aiF;
0 0 O 1 F,a =1
ay a ... Qap-—1 Fn

Da det((Dp)T Dy) = 1 + |Ve|? folgt aus Satz 5.25

/ F-udS”_lz/ w:/dw:/dideL”. (5.125)
0A 0A A A

Damit ergibt sich Lemma 5.10, d.h. die Version des Satzes von Gauss fiir
Mengen deren Rand der Graph einer C'! Funktion ist. Analog zeigt man,
dass Satz 5.25 den Satz von Gauss impliziert.

Ausblick Die duflere Ableitung hat zwei fundamentale Eigenschaften.

Satz 5.26. (i) Fiir alle C? Formen « gilt d(da) = 0.
(ii) Sei w eine k-Form in Q C R™, sei U C R offen und ¢ € C*(U;Q).
Dann gilt

’dgp*(w) = " (dw). ‘ (5.126)

Eigenschaft (i) ist die Verallgemeinerung der Rechnung rot G = (rot F o
©) - (019, Da¢) im Beweis des klassischen Satzes von Stokes in drei Dimen-
sionen, vgl. (5.91). Eigenschaft (i) wird oft kompakt in der Form

(5.127)

gesschrieben. Sie ist fundamental fiir Anwendungen von Differentialformen
in Topologie (de Rham Kohomologie).

152 [21. APRIL 2017]



Satz von Stokes, Beweisidee. Durch eine Zerlegung der 1 kann man sich auf
die folgenden beiden Félle beschrinken:

(i) suppw NIM = ) und suppw liegt im Bild einer Karte (¢, U)
(ii) suppw liegt im Bild einer Karte wie in Definition 5.19(iii)

Dann benutzt man (5.126). Damit reduziert sich der Beweis (fiir orientierba-
re C? Untermannigfaltigkeiten mit Rand) auf den Beweis der entsprechende
Aussage fiir k — 1-Formen in offenen Menge des R* und somit auf den Satz
von Gauss. Die Aussage fiir C' Untermannigfaltigkeiten erhilt man dann
durch Approximation, &hnlich wie beim Beweis des klassischen Satzes von
Stokes im R3.

Dieses Vorgehen ist vollig analog zu dem Beweis des Satzes 5.16 (Stokes in
3D fiir ein Flichenstiick).

e Schritt 1 entspricht fw( payW = Jo.4 ¢*w und der Anwendung von Sto-

kes/Gauss fiir k¥ — 1 Formen im R¥ auf die rechte Seite.
e Die Schliisselidentiét in Schritt 2 entspricht dg*(w) = ¢*(dw)
e Schritt 3 entspricht [, ¢*(dw) = f@(A) dw.
O
Ausblick 2 Damit sind die grundlegenden Konzepte und Idee eingefiihrt.
Es fehlt noch ein Kakiil mit dem man konkret mit Differentialformen rechnen

kann und die skizzierten Aussagen effizient beweisen kann. Die wesentlichen
Elementen des Kalkiils sind die folgenden

e In Verallgemeinerung des Ausdrucks e* A e! den wir den Beispielen
fiir 2-Formen betrachten haben kann man ein Produkt einfithren, dass
einer k-Form « und einer [-Form S eine k+! Form aA S zuordnet. Diese
Produkt ist assoziativ und hat die Eigenschaft 8 A a = (—1)*a A B

e Damit 148t sich jede k-Form schreiben als

a = Z firin(@)em AL A

11 <...<i
e Fiir 0-Formen gilt df = ZZ O;f €

e Produktregel fiir die #uflere Ableitung: d(aAB) = daAB+(—1)Fardp
fir k-Form «.

e Beweis von dod = 0, durch Reduktion auf 0-Formen mit Produktregel
e Beweis von p*(a A ) = ¢*(a) A ¢*(8) und dp*(a) = ¢*(da) fir k

Formen durch Induktion iiber k
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5.6 Das Hausdorffsche Maf3 H*

Fiir eine nichtleere Menge E C R" ist der Durchmesser diamFE durch
diamF := sup{|z —y| : (z,y) € E x E} (5.128)

definiert und wir setzen diamf() := 0.

Definition 5.27. Sei d >0, s € [0,00). Fiir E C R" definiert man

H3(E) := Zi inf {Z(diath)s :E C | Fy, diamF), < 5} . (5.129)

heN heN
Das s-dimensionale Hausdorff-Maf$ im R™, H* : P(R™) — [0, 0] ist durch
H¥(F) = lim Hi(E). (5.130)
6—0
definiert. Dabei ist
s/2 00
T
Ws '= 5 5o I'(s) = / t e tat . (5.131)
L(1+3) 0
Fiir s =0 setzen wir
(diamE)° =1 falls E # 0, (diam@)° = 0. (5.132)

Bemerkung. Das Hausdorffmafl 148t sich fiir Teilmengen eines beliebigen
metrischen Raums definieren, indem man |z — y| durch d(z,y) ersetzt.

Die Normierung ist gerade so gewihlt, dass fir s € N, s > 1 gilt w(s) =
Es(Bf)). AuBlerdem gilt I'(s) = (s — 1)!

Beweis (wurde in der Vorlesung nur skizziert): Durch partielle Integration
sieht man leicht, dass

n n._.n n n—2
'l+=-)==I'(=)==TIY(1 1
A+5)=50E) =50+ —-) (5.133)

und somit 5
Wn = — . (5.134)
n

AuBlerdem gilt I'(1) = I'(0) = 1 und somit we = 7. Mit der Substitution
t = 22 und Lemma ?? erhilt man
r(l) Tt /001 ~2*9:d /OO 4z =1 (5.135)
=)= —e = —e 7 2zdz = e z=+/m (5.
2 0o Vit 0o Z —o0

und somit I'(3) = 1/7 und wy = 2.
In einer Ubungsaufgabe hatten Sie durch Anwendung von Fubini auf

R"” = R? x R"2 und Polarkoordinaten gezeigt, dass fiir n € N, n > 3
2 _
(B = ZZen-2(pinm?)y. (5.136)
n

Mit EI(BP(O)) =2 =w; und £2(B£2)(0)) = 7T = wy folgt die Behauptung.
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Bemerkung. Aus der Definition ist klar, dass H§ > H§, fiir 6 < §'. Des-
halb existiert %iﬁ(l) H3(E) = sup Hs(E) (in [0, 00]) fir alle E und alle s.
- 6>0

Lemma 5.28. Fir alle 6 und s sind H3 und H*® dufSere Mafe.

Beweis. Dies folgt fiir H3 unmittelbar aus Satz 2.5 (mit v(F) = 27w, (diamF')*).
Wir betrachten jetzt H°. Aus Hj(0) = 0 fiir alle ¢ folgt H*(0) =0
Seien A C B C R™. Aus Hj(A) < H3(B) fiir alle 6 folgt H*(A) < H*(B).
Sei A: N — P(R"). Fiir alle 6 > 0 gilt

Hy(A) <Y H3(A)) <Y H(A)). (5.137)
jEN jeN
Deshalb gilt H*(A) = lims_o H5(A) < ey HE(4)). O

Lemma 5.29. Fiir alle s sind alle Borelmengen H?® messbar.
Beweis. Dies folgt aus dem Carathéodory Kriterium (Satz 2.31). O

Lemma 5.30. Das null-dimensionale Hausdorff Mass H° ist das Zihlmapf.
Fiir s >n gilt H®* = 0.

Beweis. Die Abschiitzung HO(E) < #(FE) ist klar, da E = Ugep{z}. Fiir
#FE = 0 oder #FE = 1 ist die Aussage ebenfalls klar. Sei E endlich und
#E > 2. Dann gibt es ein € > 0, so dass |z —y| > ¢, falls x,y € E, x # y.
Sei 0 < § < e. Dann gilt HO(E) > HY(E) > #E, da jede Menge F}, mit
diamFj, < ¢ hochstens einen Punkt von E enthalten kann. Falls E nicht
endlich ist, so gibt es fiir jedes k € N eine Teilmenge E}, C F mit #E;, = k.
Aus der Monotonie von H folgt H°(E) > k und somit H°(E) = .

Sei nun s > n und sei @ ein abgeschlossener Wiirfel der Kantenlinge
1. Dann ist @ die Vereinigung von k" Wiirfeln der Kantenlinge % Daher
gilt fiir k > 1 die Abschitzung H3(Q) < ¢,,k™(3)%. Im Limes k — oo folgt
H5(Q) = 0 fiir alle § > 0 und daher H*(Q) = 0. Da R™ eine abzihlbare
Vereinigung von abgeschlossenen Wiirfeln der Kantenldnge 1 ist, folgt die
Behauptung H*(R") = 0. O

Lemma 5.31. Jede Lebesgue messbare Menge E ist H™ messbar und es gibt
eine Konstante ¢, so dass

H"(E) =, L"(E) VE e M, (5.138)
und 0 < ¢, <1

Beweis. Schritt 1.  Fiir jeden abgeschlossenen Wiirfel gilt H"(Q) < C,,L™(Q).
Insbesondere ist jede £™ Nullmenge eine H™ Nullmenge.

Beweisidee: Um H}(Q) abzuschétzen, zerlege @ in k™ kongruente Teilwiirfel
mit Kantenléinge kleiner als §.
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Schritt 2. Jede Lebesgue messbare Menge F ist H™ messbar.
Sei S die o-Algebra der H"™ messbaren Mengen (vgl. Satz 2.9). Aus Teil 1
folgt, dass S alle Lebesgue Nullmengen enthélt. Ausserdem haben wir schon
gezeigt, dass jede Borelmenge H™ messbar ist. Daraus folgt, dass S alle
Lebesgue messbaren Mengen enthélt, da sich jede Lebesgue messbar Menge
E schreiben 148t als E = B\ N, mit B Borelmenge und N Nullmenge.

Schritt 3. H"(E) = c, L"(E) VE € M,,.
Das duflere Mal H" und die o-Algebra der messbaren Mengen sind trans-
lationsinvariant. Daher folgt die Aussage aus Lemma 2.24.

Schritt 4. ¢, < 1.
Sei U offen und beschréinkt, 4 > 0. Nach Lemma 5.32 gibt es abzdhlbar viele
abgeschlossene disjunkte Kugeln B; = B, (z;) C U und eine Nullmenge N
so dass U = N U (U; B;) und r; < §/2. Es gilt diamB; = 2r; und daher

HFUA\N) <w, Y =Y L"(By) < L) (5.139)

Mit Schritt 1 folgt HF(N) < H™(N) = 0 und somit HJ(U) < L™(U) und
damit die Behauptung. O

Lemma 5.32. Sei U C R" offen und beschrinkt, sei 6 > 0. Dann gibt es
abzihlbar viele abgeschlossene disjunkte Kugeln B; = By, (x;) C U und eine

Lebesgue Nullmenge N so dass U = N U (U;B;) und r; < 6/2.

Beweis. Wir zeigen zunéchst folgende schwichere Aussage. Es gibt eine po-
sitive Konstante 6,, mit folgender Eigenschaft. Es gibt endlich viele abge-
schlossene disjunkte Kugeln By, ... By, B; C U mit r; < 4§ /2 und

LU By > 6,LMU). (5.140)

Ahnlich wie im Beweis von Satz 2.15 kann man zeigen, dass es abzihlbar viele
disjunkte offene Wiirfel y;+ (0, p;)" mit 3, pi = L™(U) (man kann z.B. dya-
dische Wiirfel der Form 27%(a 4 (0,1)" betrachten mit a € Z™). Wir koénnen
annehmen, dass p; < 6/2 (sonst kann man jeden Wiirfel solange in Wiirfel
der halben Kantenlédnge zerlegen, bis diese Bedingung erfiillt ist). Wegen
der Konvergenz der Summe gibt es ein k, so das Z?Zl p} > LM(U)/2. Jeder

offene Wiirfel enthilt eine abgeschlossene Kugel B; mit Radius p;/(2y/n).
Die Kugeln By, ... B}, sind disjunkt und es gilt

P}

£1(B)) = n iy for

(5.141)

Daher gilt (5.140) mit 6,, = %wnﬁ.

Die Behauptung folgt jetzt leicht, indem man induktiv offenen Menge U;
definiert mit Uy = U und U1 = Ul\(U?’: 1Bj), wobei Kugeln B; abgeschlos-
sen, disjunkt und in U enthalten sind und £™(Uj41) < (1 — 60,)L"(U;). Auf
diese Weise erhélt man eine abzéhlbare Familie disjunkter Kugeln, welche

U\ N iiberdecken, wobei N := N° U; eine Nullmenge ist. O
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Satz 5.33. Fir allen € N gilt H™ = L.

Beweis. Der wesentliche Punkt ist, die untere Abschétzung in Lemma 5.31
zu der Abschétzung L"(E) < ‘H"(E) zu verbessern. Dazu beniitzt man die
isodiametrische Ungleichung

LY(F) < w27 (diamF)". (5.142)

Diese Ungleichung besagt, dass unter allen Mengen von gegebenem Durch-
messer die Kugel das grofite Volumen hat. Die Ungleichung ist nichttrivial,
da nicht jede Menge vom Durchmesser D in einer Kugel vom Radius D/2
enthalten ist (ein Beispiel ist das gleichseitige Dreieck). Zum Beweis von
(5.142) benutzt man die Steiner Symmetrisierung. O

Lemma 5.34. Sei E C R", f € Lip (E;R™). Dann gilt
H(f(E)) < (Lip (f))"H*(E). (5.143)

Beweis. In der Definition von Hj(£) kann man annehmen, dass F}, C £ (da
diam(Fj, N E) < diamF},). Aus der Eigenschaft diamf(F) < Lip (f)diamF
folgt, dass Hiip (f)é(f(E’)) < Lip (f)*H3(E), und die Behauptung folgt im
Limes 6 — 0. O

Bemerkung. Fiir holderstetige Funktionen f € C* mit 0 < o < 1 gilt
analog

H(f(E)) < Cas [fla H(E) (5.144)

mit

_w(s)2%
» Cas= w(as)2s’

Satz 5.35. Sei U C RF offen, ¢ € CY(U;R™) eine Immersion und ein
Homdomorphismus von U nach o(U). Sei E C U messbar. Dann ist die
Menge p(E) H*-messbar, und es gilt

HE (p(E)) = / (det((Dg) D)) /2 dic* (5.145)
FE

Bemerkung. Daraus folgt, dass das Oberflichenmaf} auf k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeiten, das wir mit Hilfe von Karten konstruiert haben,
gerade mit dem Hausdorffmaf} iibereinstimmt.

Beweis.  Schritt 0: Reduktion auf Teilmengen von kompakten Mengen.
Es reicht, die Behauptung fiir messbare Menge E zu beweisen, die in einer
kompakten Menge K enthalten sind. Es gibt ndmlich eine aufsteigender
Folge kompakter Menge K, so dass U = UjenK;. Eine beliebige messbar
Menge lédsst sich schreiben als F = UjenE; mit E; = E N K. Falls die
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Aussage fiir alle E; gilt folgt sie fiir £ (mit Satz 2.10 fir g = H* und
monotoner Konvergenz fiir [;; xg,(det((Dy)" Dy))Y/2dLk).

Schritt 1: Reduktion auf den Beweis einer lokalen Version von (5.145).
Sei K kompakt. Dann gibt es fiir alle ¢ > 0 und alle z € K eine offene Kugel
B(x,0) so dass fiir alle messbaren Mengen F' C U gilt:

(1-e)H (p(FNB)) < / (det((Dp)" D))" ? dL" < (1+e)H (0(F N B))

FNB
(5.146)
Wir zeigen, wie aus dieser FEigenschaft die Behauptung folgt. Sei e > 0
und sei F C K. Da K kompakt ist, gibt es endlich viele Kugeln B; so dass
(5.146) gilt (mit B; statt B) und UM, B, D K C E. Wir definieren nun
induktiv fiir ¢ = 1,..., M disjunkte messbare Mengen

i—1
Fy = EN By, FZ:(EHBZ)\<UF]€>
k=1
Dann gilt UM, F; = En (UM, B;) = E. Anwendung von (5.146) mit F; und
B; und Summation iiber i liefert

(1 A (E)) < [ ([@et((De) D)2 A" < (14 YA o(E))
E
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung (5.145).

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass p(FE) H* messbar ist. Da E messbar
ist gibt es eine aufsteigende Folge kompakter Menge K|, und eine Lebesgue
Nullmenge N so dass E = N UU,,enK],. Da ¢ stetig ist, sind die Mengen
©(K}) kompakt, also H* messbar, da alle Borelmengen H* messbar sind.
Aus (5.147) folgt, dass H*(¢(N)) = 0, also ist p(N) ebenfalls #* messbar.
Daher ist ¢(FE) messbar.

Schritt 2: Beweis der lokalen Abschétzung (5.146) in einem Spezialfall.
Wir nehmen oBdA an, dass = 0 und ¢(z) = 0. Sei § € (0, 1) (§ wird am
Ende in Abhéngigkeit von e klein gewéhlt). Wir betrachten zuniichst den
Spezialfall

ai (0) = €; Vi = {1, ceey /{} (5.147)

Wir werden spéter sehen, dass der allgemeine Fall durch einen linearen Ko-

ordinatenwechsel auf den Spezialfall zuriickgefithrt werden kann. Aus der
Stetigkeit von Dy folgt, dass es ein p > 0 gibt so dass

1

- < — <
1Dp=Dp(0)f <0 und 7= < (

det(Dp) ' D) /? <146 in B:= B,(0).

(5.148)
Aus der ersten Abschétzung folgt || Dy| <1+ ¢ und somitLipp <146 in
B. Mit Lemma 5.34 sowie der Identitit H*(F) = £F(F) erhalten wir

HE((FNB)) < (1+8)FLF(FNB) < (1+5)k+1/ (det (D) T D)2 dck.
FNB
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Fiir die umgekehrte Abschitzung benutzen wir, dass

Lipp~! < auf B . (5.149)

1
1-90
Dies Abschiitzung folgt aus folgender Beobachtung. Sei 7 : R® — RF x {0}
die Orthogonalprojektion und

B(z) =m0 pla) - o

Dann gilt Dy(0) = 0 und aus (5.148) folgt [|[DvY| = |7 o (Dp —1d)|| < ¢ in
B (da |7 (y)| < |y|). Damit gilt fiir z,y € B die Abschitzung |¢(x) —¢(y)| <
d|z — y| und somit

lp(2) = p(y)| = |Top(z) —mop(y)| = [z —y+ W(z)—¥(y))| = (1-05)|z—yl.

Daraus folgt (5.149). Aus (5.149), der Identitiit FN B = ¢~ (¢(F N B))und
der Abschitzung fiir det(Dy)” Dy ergibt sich schlieBlich

/ (det(Dp)T D)2 ALk < (146) L5 (FNB) < (140) HE(H(FNB)).
FnB

(1—0)*
Daraus folgt die gewiinschte Abschétzung wenn man 6 > 0 so klein wihlt,
dass

1
<1 d ————>1-—c¢.
(1_5)k_ +e un (1+(5)k+1> €

(1+49)

Schritt 3: Redukution des allgemeinen Falls auf den Speziallfall durch
linearen Variablenwechsel
Sei wie zuvor oBdA z = 0 und ¢(z) = 0. Sei nun 7" := Dp(0). Dann hat
T eine Polarzerlegung T = QU mit Q € O(k,n) und U € R¥>** UT = U
und det U > 0. Die lineare Isometrie @ : R¥ — R™ 148t sich zu einer Iso-
metrie R : R™ — R” fortsetzen (ergénze die orthonormalen Spalenvektoren
Qer, ..., Qe zu einer Orthonormalbasis des R™). Dann gilt R~!1Qe; = e; fiir
alle i =1,..., k. Wir definieren eine neue Abbildung

p=RlopoU
Dann gilt D = R~'DpU ! und damit
D@(0)e; = RIQUUe; = e,

d.h. ¢ erfiillt die Voraussetzung (5.147). AuBlerdem gilt (R~1)TR™! = RR™! =
Id, da R € O(n). Daraus folgt

det(DP)T D@ = det U (D) DU = (det U) ™2 det(Dy) T Dep.

Mit der Transformationsformel ergibt sich

/ (det(Dg)T det D)2 dLk = / (det(D@)T det D@)'/? Lk
FNB U(FNB)
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Da das Hausdorffmafl invariant ist unter Isometrien, gilt auch
H*(p(F N B)) = H"(R™'o(F N B)) = H"@(U(F N B))).

Damit folgt die Behauptung fiir ¢ aus der schon bewiesen Aussage fiir ¢
(genauer: falls die Aussage fiir ¢ mit einer offene Kugel B;(0) gilt so gilt sie
fiir ¢ fiir jede offene Kugel mit B,(0) C U~ B;(0)). O

Definition 5.36. Die Hausdorff-Dimension einer Menge E C R"™ ist durch
dimy(E) := inf{s : H*(F) = 0} (5.150)

definiert.
Beispiel. dimg(0) =0, dimgy(R™) = n, dimg(0B1) =n — 1.

Bemerkung. Fiir jedes s € (0,n] und jedes a € [0, 0] gibt es eine Menge
E mit dimy(F) = s und H*(F) = a (insbesondere sind die Félle a = 0 und
a = oo moglich).

Satz 5.37. Sei E C R™. Dann gilt

(i) dimy(E) <n,

(i) H*(E) = 0 fiir alle s € (dimpy(E),n],
(111) H*(E) = oo fir alle s € [0,dimy(E)).

Beweis. Der Beweis wurde in der Vorlesung nicht besprochen.
Aussage (i) folgt aus Lemma 5.30 und Aussage (ii) folgt aus der Definition
von dimy (FE). Falls dimgy(F) = 0 ist die Aussage (iii) des Satzes leer. Sei
also dimy (E) > 0 und 0 < s < dimpy(E). Dann gibt es ein t € (s,dimy(E))
und nach Definition von dimy(E) gilt H!(E) > 0.

Sei § >0, F': N — P(R") , so dass E C J; Fj. Dann gilt:

HUE) < Y w2 ! (diamFy)’ < 2257160 Y w27 (diamF))*  (5.151)
- Wsg -
J J

Da die Abschétzung fiir alle Folgen F' gilt, folgt
HU(E) < Lostst=53(E) . (5.152)
Ws

Im Limes 6 — 0 folgt H*(F) = oc. O
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Beispiel. (i) Sei T' die Abbildung auf abgeschlossenen Intervallen, die aus
jedem Interval, dass mittlere Drittel entfernt, d.h.

b—a b—a

T([a,b]) := [a,a + 3 JUb-— 3

b, (5.153)

und sei T in offensichtlicher Weise auf disjunkte Vereinigungen abgeschlos-
sener Intervalle fortgesetzt, d.h. T'(U;1;) = U;T(1;). Dann ist ﬂ;";lTj([O, 1))
die Cantormenge C. Es gilt

In2

(5.154)
Die Abschitzung #™2/"3(C') < oo ergibt durch die offensichtliche Uber-
deckung von T7([0,1]) D C mit 2/ Intervallen der Linge 37/. Fiir die
Abschiitzung %™ 2/3(C') > 0 beniitzt man, dass die Cantorfunktion holder-
stetig mit Exponent o = In2/1In3 ist und [0,1] \ f(C) abzdhlbar ist. An-
wendung von (5.144) mit s = 1 und a = In2/In3 liefert 1 = f(C) <
CH™2/3(C) und somit H™?/™M3(C) > 0. Man kann alternativ auch di-
rekt mit einer Uberdeckung von C' durch Intervalle argumentieren und diese
Uberdeckung systematisch vereinfachen (s. Falconer?!; dort finden sich auch
zahlreiche weitere Beispiele)

(ii) Die Hausdorff-Dimension der Schneeflockenkurve?? S ist In4/In 3 (dieses

21K.J. Falconer, The geometry of fractal sets, Cambridge University Press, 1985

22Wir gehen von der Strecke zwischen 0 und 1 in der komplexen Ebene aus. Im ersten
Schritt ersetzen das mittlere Drittel dieser Strecke durch die zwei anderen Seiten des
gleichseitigen Dreickecks, das dieses mittlere Drittel enthélt und oberhalb der Strecke
liegt. Auf diese Weise entsteht ein Streckenzug aus vier Segmenten, welcher die Punkte
0, %, % + %i, % und 1 verbindet (s. http://de.wikipedia.org/wiki/Koch-Kurve fiir schéne
Bilder). Jedes der vier Segmente des Streckenzugs hat die Linge %, die Gesamtlange des
Streckenzugs ist %.

Im zweiten Schritt wird analog jedes der vier Segmente durch einen Streckzug aus vier
Teilen ersetzt, indem das mittlere Drittel durch die anderen beiden Seiten des gleichseitigen
Dreicks tiber dem mittleren Drittel ersetzt wird. So entstehen 16 Segmente der Lénge é.
Die Gesamtlinge betragt %6 = (%)2. Auf diese Weise definiert man iterativ eine Folge von
Streckenziigen. Das n-te Element besteht aus 4" Geradenstiicken der Linge 37 ". Eine
Parametrisierung des Streckenzugs, der im ersten Schritt entsteht, ist gegeben durch

WP
s+3e%(t—3) telz, 3]
fi(t) = H(t) := S 4 12 (5.155)
%-1—732—1-2%6 f(t—é] te[é,%]
3+H3t—3) telg]
Dabei ist # = Z im Bogenmass oder 60 Grad. Man sieht leicht dass [H (t) — H(s)| < 3.

Die weiteren Iterationen sind dann induktiv definiert durch

fora(t) = f(@aA7") + H(A"(t = q47")) [fu((g+ DA7") = fg4™")] (5.156)

fiir ¢t € [¢47 ", (¢+1)47"], mit g € {0,1,...,4™ —1}. Man zeigt leicht durch Induktion, dass
fn auf jedem Interval [¢g4™", (¢ + 1)4™ "] affin ist und f, dieses Interval auf eine Strecke
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Beispiel wurde in der Vorlesung nicht besprochen). Fiir den Beweis kann be-
nutzen, dass S selbstiéhnlich ist. Genauer gibt es Isometrien Q1, @2, Q3, Q4
mit S = (U, Qi(S)). Aus (5.143) folgt, dass fiir s =1In4/In3 gilt

#3(5) < A(3)HH(S) = H3(S). (5159)

Daraus folgt H™4/™3(S) < oco.

Die Geometrie selbstéhnlicher Mengen mit nichtganzzahliger Hausdorff-
Dimension, die ihrem Ursprung in der Arbeit von Felix Hausdorff und an-
deren Mathematikern zu Beginn des 20. Jahrhunderts hat, wurde seit den
1980er Jahren durch die Arbeiten von Benoit Mandelbrot?? und durch Com-
putersimulationen fraktaler Mengen (’Apfelméinnchen’) einer grofen Offent-
lichkeit bekannt. Mandelbrot, und viele nach ihm, argumentiert, dass Selbstihn-
lichkeit und fraktale Mengen grundlegende Strukturen in den Natur- und
Sozialwissenschaften sind.

der Lange 3™ abbildet, d.h.

Ifn((g+1)47") = flqd™")[=37". (5.157)
fm(@gd™™) = fn(gd™™) fiir m > n. (5.158)
Man kann zeigen, dass die stetigen Funktionen f,, gleichméssig gegen eine stetige Funktion
f« :10,1] — C konvergieren. Die Kurve f, heisst Schneeflockenkurve oder Kochsche Kurve.

2 The fractal geometry of nature, W.H. Freeman and Co., 19883, dt.: Die fraktale Geo-
metrie der Natur, Birkhduser, 1987
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6 Riickblick

Ich habe in der Vorlesung bewuflt die allgemeine Mafitheorie und das kon-
krete Beispiel des Lebesguemafles parallel besprochen, damit frithzeitig in-
teressante Beispiele zur Verfiigung stehen.

Nach einem Durchgang durch den gesamten Stoff ist es vielleicht hilf-
reich, die wichtigsten allgemeinen Begriffe und Aussagen und die zusétzli-
chen Eigenschaften spezieller Mafle separat aufzulisten.

6.1 Allgemeine Maflitheorie

(i) AuBeres MafB, Messbarkeit, o-Algebra, Maf

(ii) Messbare Funktionen: Definition, Stabilitét unter arithmetischen Ope-
rationen und Grenzwertbildung, Egorov

(iii) Integral: Definition des Integrals durch Betrachtung der Urbilder.
Integral zunéchst fiir einfache Funktionen, dann fiir nichtnegative Funk-
tionen, dann fiir integrierbare Funktionen

(iv) Konvergenzsitze (B.Levi/monotone Konvergenz, Fatou, Lebesgue/do-
minierte Konvergenz)

(v) Konvergenzbegriffe (fast iiberall, im Ma8, in L;)

(vi) L, und LP Raume (Cauchy-Schwarz, Holder, Minkowski, Vollsténdig-
keit von LP)

Ein Aspekt, den man in diesem allgemeinen Kontext héitte diskutieren
konnen, den ich der Einfachheit halber aber nur fiir das Lebesguemaf} be-
handelt habe, ist:

(vii) Produktmafle und der allgemeine Satz von Fubini

6.2 Zusiatzliche Eigenschaften des Lebesguemafles
(i) Approximation messbarer Mengen durch offene und kompakte Mengen

(ii) Transformation des Mafes unter linearen Abbildungen und unter Dif-
feomorphismen (Transformationsformel), interessante Koordinatenwech-
sel, z.B. Polarkoordinaten

(iii) Lusin, Beziehung zwischen messbaren Funktionen und stetigen Funk-
tionen

(iv) Fubini

(v) Integration stetiger Funktionen, Lebesgue Integral vs. Riemann Inte-
gral
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(vi) Faltung (benutzt die Struktur von R” als additive Gruppe und Fubini)

(vii) Dichtheit von CZ° in LP (p < o0), Riemann-Lebesgue Lemma (Satz
4.22)

(viii) Fouriertransformation (benutzt Struktur von R™ als additive Gruppe);
Gausskalkiil
6.3 Radonmafle

Radonmafle besitzen noch viele Eigenschaften des Lebesguemafes, aber man
hat nicht mehr die differenzierbare Struktur des R™ und die Struktur als
additive Gruppe zur Verfiigung. Man kann Radonmafle auf lokalkompakten
metrischen (oder sogar topologischen) Rdumen betrachten. Wir haben uns
aber auf Mafle auf R" beschrankt.

(i
(ii

(iii

) Messbarkeit offener und kompakter Mengen, Carathéodory Kriterium
) Approximation durch offene und kompakte Mengen

) Lusin

)

(iv) Dichtheit von C. in LP (p < oo) (nicht explizit bewiesen, aber analog

zum Beweis von Satz 4.20)

6.4 Mafle auf niederdimensionalen Mengen

(i) Fur Untermannigfaltigkeiten mit Hilfe von Karten; Transformations-
formel gibt Unabhéngigkeit von der Parametrisierung

(ii) Hausdorffmafl H* fiir beliebige Mengen Teilmengen von R"

6.5 Integralsitze

(i) Gauss; Verallgemeinerung des Hauptsatzes auf hohere Dimensionen,
partielle Integration

(ii) Stokes fiir orientierte zweidimensionale Untermannigfaltikeiten im R?
Es gibt eine allgemeine Version von Stokes fiir k-dimensionale Unter-

mannigfaltigkeiten des R", die man am elegantesten mit Differentialformen
formulieren und beweisen kann.

164 [21. APRIL 2017]



