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Vorwort

Dieses Skript ist aus den Vorlesungen iiber Splinefunktionen entstanden, die ich im Winter-
semester 1996/97 und Sommersemester 1997 an der Universitdt Bonn gehalten habe. Erst im
Sommersemester 2002 konnte ich eine Darstellung ausarbeiten, die wenigstens die Grundlagen
relativ komplett enthiilt. Damit ist die Theorie der (univariaten) B-Splines gemeint, die den
Schliissel zu den meisten grundlegenden Aussagen liefert. Dabei habe ich auch neuere Resultate
und Zugéinge beriicksichtigen kénnen ; einige Uberlegungen und Beweise, speziell in Kapitel 1.7
und I.8 sind ganz neu.

Eine andere besonders in der &lteren Splineliteratur populidre Sichtweise ist, von Splines als
Losung spezieller Variationsprobleme auszugehen. In der neueren Literatur hat dieser Zugang
durch die Entwicklung der Theorie der ”Radial Basis Functions” wieder starken Aufschwung
genommen. Eine gute Darstellung bietet das Buch-Skript ” Reconstruction of multivariate Func-
tions of Scattered Data (Radial Basis Functions) ”(R.Schaback 1997). Diese Theorie ist ihrem
Kern nach mit multivariater Natur und kann als eine Verallgemeinerung von Splines auf mehrere
Variable angesehen werden. Eine andere Moglichkeit multivariate Splines einzufiihren, besteht
durch multivariate Verallgemeinerungen der B-Splines. Die entprechende Theorie untersucht
Splines wie in einer Variablen als stiickweise polynomiale Funktionen, ist aber relativ kompli-
ziert, da sie von beliebigen Punktverteilungen als ” Knoten ” ausgeht. Ein weiterer Zugang
geht deshalb wie in der Theorie der Finiten Elemente von Gittern (Triangulierungen) aus. Hier
existiert meines Wissens noch keine geschlossene Darstellung.

”

Einfacher und schéner wird die (univariate) Theorie der Splines im Falle dquidistanter Knoten,
d.h. wenn ” Cardinal Splines ” vorliegen. In Teil 2 des Skripts werden einige Ergebnisse daraus
vorgestellt, insbesondere die elegante Theorie von Schoenberg zur ” Cardinal Interpolation”, wo-
bei hier auch noch die Interpolationstellen beliebig dquidistant sein kénnen. Entsprechend ist
im Falle regelméfBiger Punktverteilungen die Theorie der multivariaten B-Splines in Form der
sogenannten ”Box-Splines”relativ gut ausgebaut. Dazu sei auf das Buch ” Box - Splines” von
C. de Boor - K. Héllig - S. Riemenschneider (1993) verwiesen.

Bonn, im Sommer 2002, Karl Scherer



I.1  Splines als stiickweise polynomiale Funktionen

1.1.1 Abgebrochene Potenzen

Auf der Suche nach moglichst einfachen, durch elementare arithmetische Operationen berechen-
baren Funktionen kommt man nach der Betrachtung von Polynomen zu den stiickweise po-
lynomialen Funktionen. Die einfachsten Funktionen dieser Art bilden die Stufenfunktionen:
Gegeben seien Punkte in R

7= {ti <...<tp} ,to:=—00, tpt1:=00. (I.1.1)
Dann sind die zugehorigen Stufenfunktionen mit ¢; € R definiert durch

s(t)=c¢ : t€(tim,ti), i=1,...,n+1

Das Typische hier ist also das Auftreten von sogenannten Knoten ¢;. Die Niitzlichkeit der Stu-
fenfunktionen wird zum Beispiel beim Aufbau Aufbau der Lebesgueschen Integrationstheorie
ersichtlich. Sie sind jedoch fiir hhere Anspriiche der Approximation aus verschiedenen Griinden
ungeeignet:

Sie haben eine nur schwache Approximationsgiite (Ubungsaufgabe 1) und sie sind unstetig, was
fiir das Beschreiben “glatter Prozesse” nicht erwiinscht ist.

Die néchst einfachere Idee ist die der Approximation durch Polygonziige. Ein bekanntes Bei-
spiel ist der Eulersche Polygonzug, der zur Aproximation der Lésungen von gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen beniitzt wird. Er ist zwar stetig und die Approximationsgiite ist besser als bei
Stufenfunktionen (Ubungsaufgabe 2), jedoch ist dies fiir viele Zwecke noch nicht ausreichend.
Diese Griinde fithrten Runge 1904 [Run], S. 192-193, zur Idee der sogenannten “Splinefunktio-
nen” beliebiger Glattheit (Runge loc. cit.):

“Fs bestehe die Kurve mit der Ordinate f(z) aus einer Anzahl Bigen von Parabeln a-ten Grades,
die sich so aneinander schliefen, daf in den Ubergangsstellen jedes Mal f(z), f'(z), ..., f©@D(z)
dieselben Werte haben, wihrend nur f(@) () sich von Bogen zu Bogen sprungweise dndert. . ..
Durch solche Parabelbogen wird man sich im allgemeinen bei gleicher Zahl der Bigen und Seiten
viel genauer an eine beliebig gegebene stetige periodische Kurve anschlieffen kénnen als durch
eine gebrochene Linie.”

Collatz und Quade [CQ] hatten damit 1938 durch Interpolation mit solchen Funktionen Néhe-
rungs

formeln fiir Fourierkoeffizienten konstruiert, ein Problem, auf das wir spéter noch eingehen
werden. Eagle [Eajhatte schon vorher 1928 die Spezialfiille von stiickweise quadratischen und
kubischen Funktionen behandelt und letztere “Lath”-Funktionen genannt (lath = Latte). Un-
abhéngig davon war auch Schoenberg 1944 /46 [Schoel] auf diese Funktionen gestoflen, hatte sie
ausfiihrlich untersucht und ihnen den Namen “Splines” gegeben. Seine physikalische Motivati-
on fiir diesen Namen war die gleiche wie bei Eagle: eine interpolierende (kubische) Splinefunktion
verhélt sich ungefdhr wie eine biegsame Latte durch diese Punkte. Solche mechanischen Hilfs-
mittel haben im Englischen den Namen “Splines”.

Die exakte Formulierung von Runges Idee fiihrt zu

Definition 1.1.1 Eine Splinefunktion k—ter Ordnung (oder vom Grade k — 1), k > 2, mit
Knoten t1 < ... < t, ist eine Funktion, deren Ableitungen bis zur Ordnung k — 2 stetig sind und
deren punktweise (k — 1)-te Ableitung eine Stufenfunktion aus Sy ¢ ist.



Der einfachste Fall entsteht, wenn die Funktion

0, z<0
h(t):{ 1 >0 (I.1.3)

(k — 1)—fach integriert wird. Verschiebt man noch um ¢;, so kommt man zu den sogenannten
abgebrochenen Potenzen :

PRV B () L e 7
(t—t)k { 0 ot (L1.4)

Allgemeiner kann man Linearkombinationen von Stufenfunktionen bilden und (k — 1) —fach
integrieren.Dann stellt sich die Frage, ob man auf diese Weise alle obigen Splinefunktionen
erhélt. Dazu folgendes

Lemma I.1.1 Sei k > 2. Jede Splinefunktion s(t) aus Definition I.1.1 lifit sich darstellen
durch

s(t) = p(t) + zn: ai(t —t:)h! (1.1.5)
=1

mit gewissen Koeffizienten o; und einem Polynom p € 1l_1 .Dabei bezeichne Il_1 den Raum
der Polynome der Ordnung k oder vom Grade k—1. Bei vorgegebenen Knoten bildet diese Menge
von Funktionen einen linearen (n + k)—dimensionalen Raum (der fir k > 2 in der Menge der
stetigen Funktionen liegt).

Wir beweisen Lemma 1.1.1 an dieser Stelle nicht sondern weiter unten in allgemeinerer Form.
Somit enthalten Splinefunktionen als Spezialfall Polynome. Ihr Wert und ihre Bedeutung fiir
Approximationsprobleme kommt jedoch erst bei Anwesenheit von Knoten zum Tragen. Sie sind
dann flexibler als Polynome, wie sich in den folgenden Kapiteln noch zeigen wird,jedoch so
glatt wie moglich aneinander angeschlossen derart, dal jeder Knoten genau einen zusétzlichen
”Freiheitsgrad” liefert. Ihre optimale Approximationskraft entfalten sie dann,wenn die Knoten
(in Abhéngigkeit vom Approximationsproblem) variabel sind. Dies fithrt aber zu Problemen,
wie folgendes einfache Beispiel zeigt: Gegeben sei die Folge (k > 3)

1
sn(t) =ntht —n(t— =)kt ,te[-1,1]
n
Man kann sieht sofort ,daB s, (t) = [g(t) — g(t — h)]/h mit g(t) = ¢} und h = 1/n gilt und
somit

: _ k=2
nh_{]élo sp(t) =t~

Der Grenzwert von Splinefunktionen der Ordnung k ist also im Sinne von Definition I.1.1 keine
Splinefunktion vom Grad k& — 1 mehr, wenn Knoten zusammenlaufen, da Glattheit und Grad
reduziert werden. In Verallgemeinerung des obigen Beispiels kénnen noch mehr als zwei Knoten
zusammenlaufen, wobei die Ordnung und Glattheit der Limesfunktionen immer weiter reduziert
werden, bis schliellich keine Stetigkeit mehr vorzuliegen mehr braucht. Um dieses Phénomen,
worauf wir spéter noch ausfiihrlich eingehen werden, erfassen zu konnen, bendtigt man die
folgende Verallgemeinerung von Definition I.1.1



Definition 1.1.2 Gegeben sei eine Zerlegung A = {&;} der reellen Achse, d.h. eine Folge mit
& < &4, die endlich, einseitig unendlich oder beidseitig unendlich sein kann, und mit inf & =
—o00 und sup & = 400 in letzterem Falle.Dieser Folge sei zugeordnet eine Folge Z = {z;} ganzer
Zahlen mit 0 < z; < k — 1. Dann heif§t

Sk, Z2) = {f(@) : fligeer) € Mer fir ) =), 0<v <)

der Raum aller (verallgemeinerten) Splinefunktionen von der Ordnung k mit den Knoten & und
der jeweiligen Glattheit(sordnung) z; — 1. Im Falle z; = 0 ist Unstetigkeil zugelassen und der
Wert in & durch die Forderung der rechtsseitigen Stetigkeit festgelegt.

Dann kann man zeigen

Lemma I.1.2 Sei A = {—o0,{& 1, +o0}, Z = {z:}11,0 < z; < k — 1 gegeben. Der Raum

Sik(A, Z) nach Definition 1.1.2 ist d—dimensional, d = (n+ 1)k — Y| z; mit Basisfunktionen

27,0 < j < k—1 und den abgebrochenen Potenzen {(z — &', f ZI? 1-Insbesondere hat jedes

s(t) € Sk(A, Z) die Darstellung

n k—1

4+ D aut—t),. (1.1.6)

i=11=z;
Die Koeffizienten o und p(t) sind eindeutig bestimmt durch:
P(t) = 5(t)|(=s0,t1) (LL.7)
Moy =sOtH) —sO(t)) (1.1.8)
BeEwEIS: Jedes s(t) aus (I.1.6) geniigt offenbar der Definitionl.1.2,da dies speziell fiir jede ab-

gebrochene Potenz in (I.1.6) gilt. Umgekehrt sei s(¢) aus der Definition gegeben. Man setze
(beachte tg := —00, ty41 := 00)

pi(t) = s(t)| (1t i=1,...,n+1 (I.1.9)
Nun gilt aber nach Voraussetzung fiir t =¢1,...,t, und 5 =0,...,2 — 1
sO(t:) = p (1) = pEh (). (1.1.10)

Setzen wir also an

pita(t Z ai(t (I.1.11)

so folgt aus (I1.1.10)

aj;=0 , [=0,...,z—1
Wir erhalten also p;1(t) = pi(t) + S5} —, it —t;)! und unter Einfiihrung der abgebrochenen
Potenzen (I.1.4) mit (1.1.9)

k-1
S(t)’(to,tQ) = pi(t) + Z aq(t— t1)l+

=z
k—1 k—1
sSWitotsy = P1t)+ D o1 (E— )T+ D agpoi(t—ta)i!

=z l=22



usw. bis Darstellung (I.1.6) folgt. Speziell sieht man ,dass

p1(t) = 8(1) l(—ooty)y @i=aip—1 (i=1,..,n)

Aus (1.1.10), (I.1.11) folgt schliefllich
oy = ply (1) =" (1) = sO (61 = s017)

d.h. die gewiinschten Formeln (I.1.7) und (I.1.8). O

Die obige Darstellung einer Splinefunktion mit der Basis aus Polynomen und abgebrochenen
Potenzen hat zwar den Vorteil, dafi sie die exakte Anzahl der freien Parameter (in Abhéngigkeit
von der Glattheit) angibt, jedoch wird sie nur selten verwendet, da sie folgende Nachteile hat:

1. Bei der Berechnung von einem Polynom f(x) € I bendtigt man mittels Horner—Schema
nur k& Multiplikationen und Additionen pro z, wihrend nach Lemma I1.1.2 je nach Lage
von x bei nyk sehr viele Multiplikationen und Additionen nétig sein kénnen, da viele
abgebrochene Potenzen auf den Wert an der Stelle z Einflu} haben (nichtlokale Basis).

2. Die Basis mit abgebrochenen Potenzen ist schlecht konditioniert in dem Sinne, daf3 kleine
relative Fehler in den Koeffizienten grofle relative Fehler in den resultierenden Splinefunk-
tionen verursachen konnen.

Wir wollen den letzteren Punkt genauer diskutieren. Dazu betrachten wir allgemein den Begriff
der Kondition einer Basis ¢1, ..., ¢, von stetigen Funktionen in C[a, b], dem Raum der stetigen
Funktionen auf dem Intervall [a, b]: sei

o= aip; ,a; €R
i=1

Q; pi QG 1= 0 + 00y

und dp = Y i dov ; = Stérung von ¢ mit Storungen da; der Koeffizienten. Dann bekommen
wir fiir den “relativen Fehler” von ¢

190 ll0,fat) _ 100llccfak) supai|  sup|day] (11.12)
[elloojapy  supldail  [[ellsofay  sup o]
Da wir mit dem schlechtesten Fall rechnen miissen, folgt die Abschéitzung
| 60 [loo,[ab] < g5 l|6a|
| lloo,fa,b] sup ||a;||
fiir alle {;} und {d«;}, wobei wir einfithren
Definition 1.1.3 Die Zahl
K :=sup | Zbii HOO’[a’b] . sup | a | (I1.1.13)
by sup | bi | (i} || 2aiwi |loo a,p)

heifst Konditionszahl der Basis ©1,...¢05 .



Im folgenden einfachen Beispiel zeigen wir durch eine untere Abschitzung der Konditionszahl
fiir die Basis der abgebrochenen Potenzen, dafl sie beliebig grofl werden kann:

[a,b] = [0,1],  @i(t)=(t—t)" 1 fir i=1,2 mit 0=t <ty <1
a1 == —q day = dag = beliebig.
Dann gilt

_ k—

I e Gt 95
k—1 _ k-1

oty —a(t —t2)1 o, 0,1]

S 1 B 1

max {SUpogtgtg th=1, SUP¢>¢, =l — (t - t2)k_1} mazx <t§_17 1—(1- t2)k_1)

Der Mittelwertsatz liefert 1 — (1 —t2)* 1 = to(k — 1)(1 — €)F~2 mit & € (0,t,), so daB fiir t, — 0

folgt
K > 1 > L — 00
T (k= Dt2(1 =k 27 (k= 1)to

d.h. die Kondition wird beliebig schlecht bei zusammenlaufenden Knoten.

1.1.2 Weitere Darstellungen von stiickweisen Polynomen

Um den oben erwihnten Nachteil 1) der Darstellung durch abgebrochene Potenzen zu vermei-
den, mufl man andere Darstellungsmdoglichkeiten benutzen. Eine radikale Methode besteht darin,
Splinefunktionen auf jedem Segment separat als Polynom darzustellen. Die einfachste Moglich-
keit ist dann, diese Polynome durch ihre Taylor-Koeffizienten zu beschreiben.Dazu benétigt
man:

i) eine strikt ansteigende Folge &1, ..., &, von Knoten;
ii) die Matrix (Cj7i)§fl7i:1 der rechtsseitigen Ableitungen an den Knoten, d.h.
Cji=D'"s(&) (1.1.14)
sowie die Angabe des Polynomstiickes auf (—oo, ;)

Damit kénnen s und seine Ableitungen am Punkt x > £; wie folgt berechnet werden:
a) zu x bestimme ¢ mit
& <z <&it1,

wobei &,11 = 00 gesetzt wird,
b) berechne fiir j =0,1,2,...

(1.1.15)



Im Falle —oo < = < & verwendet man in analoger Weise die Grofien des Polynomstiicks auf
(—00,&1). Schritt a) mul durch ein spezielles Programm realisiert werden und die Berechnung
von (I.1.15) kann mit dem bekannten Horner—Schema geschehen, also z.B.

s(x) = ... ((Cri(z — &) + Cp—1,)(® — &) + Cr—2,) + C—3,) - - - (I.1.16)

Diese Darstellung der Splinefunktion s(z) ist besonders giinstig, wenn die Anzahl der Speicher -
plidtze keine Rolle spielt, und f und seine Ableitungen an sehr vielen Punkten ausgewertet
werden miissen. Dann ist die Berechnung nach a) und b) vom Aufwand her sehr billig und
bringt gegeniiber der Verwendung von abgebrochenen Potenzen erhebliche Vorteile.

Zur Kondition der lokalen Basis in (I.1.15) sei bemerkt, da8 dafiir die Kondition der Basis der
skalierten Monome (x/b)’~% j = 1,...,k auf Intervallen [0,b] maBgebend ist. In C. de Boor
[Boo], S.19, ist sie nach unten durch

K > Tp_1(3) ~ %(3 +V8)Ft (1.1.17)

abgeschitzt, wobei Ty_1(z) das Tschebyscheff Polynom T}_1(cos ) = cos(k — 1)¢ ist.

Es gibt noch eine weitere lokale Basis, die von grofler Bedeutung fiir die Praxis ist. Diese ver-
wendet die Darstellung

k-1

sWeren) = O cLabrp—1((x — &)/ (Eir1 — &) (I1.1.18)
1=0

mit Koeffizienten, wobei die p; 1 (t) die sogenannten Bernstein -Polynome sind, die wir an
dieser Stelle nur kurz vorstellen wollen. Thre Anwendung fiir die Darstellung von stiickweise
polynomialen Funktionen wird in einem spéteren Abschnitt behandelt.

Definition 1.1.4 Die Bernstein-Polynome vom Grad n sind definiert durch
Pin(t) = <n> (1—t)"" ,0<i<n. (1.1.19)
i

Diese Polynome wurden 1912 von S.N.Bernstein zum Beweis des Satzes von Weierstrafl ein-
gefiithrt und spielen in der Analysis eine wichtige Rolle. Es sei dazu auf das Buch[Lo] von G.G.
Lorentz iiber Bernstein Polynome verwiesen, worin viele Verallgemeinerungen und Anwendungen
behandelt werden.

Die Entscheidung bei der Wahl der Basis hiangt wesentlich davon ab, bei welcher die Koeffizienten

der Darstellung leichter zu bestimmen sind. Die Berechnung der Taylor-Koeffizienten in (I1.1.14)

kann z.B. durch ein Konstruktionsprinzip wie Interpolation oder Gldttung von Daten mit gege-

benen Stiitzstellen geschehen. In diesem Fall kénnen Vorgaben an die Glattheit bei den Knoten

beriicksichtigt werden, um die Anzahl der freien Parameter zu reduzieren. Die Auswertung von

(I.1.15) etwa an der Stelle x = &+ ergibt dann Relationen zwischen den Taylor-Koeffizienten

benachbarter Segmente.

Ein Beispiel dafiir bildet die Berechnung einer interpolierenden kubischen Splinefunktion. Schreibt
man

s (e 6i00) = Yi + Crit — &) + Mi(t — &)?/2 4 Ca(t — &),



wobei die y; als Interpolationsdaten bekannt sind und die M; = s (&) = 2Cy,; die noch zu
berechnenden unbekannten Gréssen, so kann man die C;; und C3; dadurch ausdriicken:
_ Y1 Z Ui 2M; + M;q

Ci1 = - hy; 1.1.20
! hit1 6 H ( )

)

wobei hjy1 = t;41 — t; gesetzt wurde.

Eine andere Moglichkeit zur Konstruktion, die besonders beim Modellieren von Kurven wichtig
wird, ist die Verwendung geometrischer Informationen in Form von Kontrollpunkten im soge-
nannten Computer Aided Design. Hier hat die oben erwéhnte Basis der Bernstein -Polynome
erhebliche Vorteile gegeniiber derjenigen der Monome. Man kann dann z. B. die Konvexitét einer
Polynom-Kurve an ihren Koeffizienten beziiglich der Bernstein- Polynome ablesen.

Ein Nachteil dieser neuen Méglichkeiten fiir lokale Basen ist, dal sie mehr Parameter verwenden,
als es die Dimension der Spline- Rédume erfordert. Durch Ausniitzen von Glattheitbedingungen
an den Ubergangsstellen kénnen zwar die iiberfliissigen Parameter eliminiert werden, aber dies
geschieht auf Kosten zusétzlicher Gleichungen.

Eine weitere Vorgehensweise verfolgt daher das Ziel, Basisfunktionen mit moglichst kleinem
Tréger zu konstruieren, wobei die gewiinschte Glattheit direkt eingebaut ist. Diese Idee stammt
aus der Theorie der Finiten Elemente, die allgmeiner multivariate stiickweise polynomiale Funk-
tionen behandelt. Dort konstruiert man speziell nodale Elemente. Dies sind Basisfunktionen,
die an allen Knoten des zugrunde liegenden Gitters bis auf einem vorgebenen verschwinden. Im
univariaten Fall bezeichnen wir deshalb solche Basisfunktionen als nodale Splines. Ihr Triger
besteht nach dem obigen Prinzip also nur aus zwei Segmenten mit genau einem Knoten, an dem
ihr Wert # 0 ist.

Wir wollen nun untersuchen, wie (k — 1)-mal stetig differenzierbare "nodale Splines” konstruiert
werden kénnen. Zunéchst ist klar, dafl die Werte der Ableitungen eines nodalen Splines s(x)
mit §; als zentralem Knoten die Bedingungen

sV ) =0, sP(E) =0 0<v<k-1 (L1.21)

und
sV (&) = s (&+) 0<v<k-1 (I.1.22)

erfiillen miissen. Dies bedeutet, dafl s(x)notwendig stiickweise vom Grad 2k — 1 sein muf}, weil
auf jedem der beiden Segmente [£;_1,& ], [§j,&;+1] jeweils 2k Bedingungen zu erfiillen sind. Die
gemeinsamen Werte in (I.1.22) sind noch freie Parameter, d.h. es gibt fiir den Knoten &; jeweils
k linear unabhéngige nodale Splines s;, (), = 1,...,k. Man erhélt sie durch die Forderung,
da8 neben (I.1.21) die Bedingungen

s =0y 0<v<k—1 (1.1.23)

mit dem Kronecker-Symbol §,,, gelten.

Im Falle k = 1 = 2k —1 gibt es genau eine stiickweise lineare Funktion s; 1 (), die dies erfiillt. Sie
hat die Form einer ”Dachfunktion”, die in den Punkten §;_1,&;, {41 die Werte 0, 1, 0 interpoliert.
Ihre explizite Form lautet

(r—&-1)/(& —&-1) 5 w€(§-1,8)
sji(x) =9 (§+1—2)/ (1 —&) 5 €, E+1) (I1.1.24)

0 , x sonst



Allgemein 148t sich die Berechnung dieser speziellen nodalen Splinefunktionen auf das Problem
der Zwei-Punkt-Taylor- Interpolation (a < b) zuriickfithren:

P9 (a) = f9)(a), P9 () = f9)(b) 0<j<k-—1 (1.1.25)

Dieses hat eine eindeutige Losung p € I, die sich explizit angeben 1a8t (s. Aufgabe 4). Durch
Einsetzen der Interpolationsbedingungen (I.1.21) -(I1.1.23) kann man damit leicht die beiden
Polynome (2k — 1)- ten Grades berechnen, aus denen die s; () zusammengesetzt sind.

Wir wollen dann noch untersuchen, welche Spline-Raume die nodalen Splines s;,(x),pn =
1,...,k,j =1,...,n aufspannen. Offensichtlich liegen sie in den Raumen (k = 1,2, ...)

Hgk(A) = Sgk(A,Z) ’[50,§n+1} wo J = {Zz = k}?:l s (1126)

deren Elemente stiickweise polynomial vom Grad 2k — 1 und k — 1- mal stetig differenzierbar
sind, wobei (—o0,400) in Lemma I1.1.2 durch das endliche Intervall [{y,&,+1] ersetzt wurde.
Diese Rdume haben danach die Dimension d = 2k(n + 1) — nk = k(n + 2), also um 2k grofier
als die Anzahl der obigen nodalen Splines. Die Erklarung liegt darin, dafl letztere homogene
Randbedingungen bei &y und &, erfiillen. Sie miissen daher durch jeweils k nodale Splines am
Rand ergéinzt werden, damit der volle Raum Hoy(A) aufgespannt werden kann. Es ist klar, dafl
diese ebenfalls durch Zwei-Punkt-Taylor-Interpolation auf den beiden Endsegmenten konstruiert
werden koénnen.

Stellt man nun die Elemente des Raumes Hoy(A) mit Hilfe dieser Basis aus nodalen Elementen
dar, so sind die Koeffizienten gerade gleich den Werten der Funktion und ihrer Ableitung an den
Stellen §;,7 = 0, ...,n + 1. Gegeniiber den Basen im vorigen Abschnitt hat dies den Vorteil, daf3
weniger Grossen gespeichert werden miissen. Aus diesen beiden Griinden werden nodale Basen
bei Anwendungen vom Typ der Finiten Elemente bevorzugt eingesetzt.

Es sei noch bemerkt, daBl die nodalen Splines in der Literatur auch als Hermite - Spli-
nes bezeichnet werden, da Zwei-Punkt-Taylor-Interpolation ein spezieller Typ der Hermite -
Interpolation ist.

I1.1.3 Verallgemeinerungen

Man kann alle bisherigen Uberlegungen noch weiter ausdehnen auf allgemeinere Splinefunktio-
nen, ndmlich auf die sogenannten L - Splines. Dazu sei

k
L= aj(x)D’ , D=d/dx (1.1.27)
j=0

ein linearer Differentialoperator mit Koeffizienten aj(z) € C’[a,b] und ag(z) < a > 0. Aus
der Theorie der Differentialgleichungen (vergl. z.B. W.Walter[Wal] wei} man, dafl dann der
Nullraum

N(L) := {u(z) € C*[a,b] : (Lu)(z) =0, a<z<b} (1.1.28)

des Differentialoperators L genau die Dimension k besitzt und z.B. aufgespannt wird durch
diejenigen eindeutig bestimmten Funktionen u;(z) € N(L) mit ugz) (a) = & fiur o < 1,5 < k.
Man kommt dann zu



Definition 1.1.5 Es seien A, Z wie Lemma 1.1.2 gegeben mit &; € (a,b). Dann heifst

SLA, Z) = {f(2) : fie,e0) € N(L), F (&) = fUE) = FUUEN), 0 < v < 2}
der Raum der L -Splines zur Zerlequng A und Glattheits bedingungen aus Z.

Weiterhin kann man Analoga zu den abgebrochenen Potenzen definieren. Dazu beniitzt man
folgendes Ergebnis aus der Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen (z.B. zu finden in
H.Werner - H.Arndt [WA], Kapitel 6.2): Ist f € C*[a, b], so gibt es fiir jedes = € [a,b] genau ein
Element aus N (L) mit

u(t)=f0)  0<k—1, (1.1.29)

und eine eindeutig bestimmte sogenannte Greensche Funktion G(z,t), die auf [a,b] X [a, b]
stetig ist und erfiillt

b
F@) = u(z) + / G, t)Lf ()t (1.1.30)

Im Spezialfall eines Differentialoperators L mit konstanten Koeffizienten, d.h. L ist translations-
invariant, folgt daraus, daf§ die Greensche Funktion die Form G(z — t) haben muf}. Spezialisiert
man L zu L = DF, so erhélt man die Taylorsche Restgliedformel:

k—1 z—a) . b
flz) = ]2% (j!)f(”(a) n (k:—ll)'/a (@ — O)E1 O (1)t (1.1.31)

Ein Vergleich von (I1.1.30) mit (I.1.31) zeigt, dal die Greensche Funktion zum Operator L
die Verallgemeinerung der abgebrochenen Potenz (z — 15)]_1_1 ist. (Umgekehrt kann man also
abgebrochene Potenzen als Greensche Funktionen zum Differentialoperator D* ansehen). Man
kann diese Verallgemeinerung noch ausbauen und eine entsprechende Aussage wie in Lemma
1.1.2 beweisen (s.Aufgabe 2). Einen Spezialfall mit weitgehenden Analogien zu den polynomialen
Splines bilden die sogenannten Tschebyscheff - Splines von Karlin - Ziegler[KZ]. Sie kénnen
dadurch charakterisiert werden, dafl der Differentialoperator L auf ganz [a, b] faktorisiert werden
kann:

L=DyDy_1...D1  ,Dif = D(f/w;),w; € C*"[a,b],w;(z) >0 (1.1.32)
Beispiele sind die exponentiellen Splines mit
L=(D-a1)...(D—ag), (1.1.33)
wobei die a; reell sind, und die hyperbolischen Splines mit ebenfalls reellen «;, aber
L=D*D?—-a3)...(D* - a2) (I.1.34)
Die trigonometrischen Splines mit
L=D*D?+1)...(D*>+k) (1.1.35)

besitzen die Eigenschaft (1.1.32) nur auf geeigneten Teilintervallen. Als stiickweise trigonometri-
sche Polynome sind sie die nichst den polynomialen Splines am meisten verwendeten Splines.
Beziiglich weiterer Einzelheiten sei auf das Buch von L.L. Schumaker[Schu|, Kapitel 9 und 10,
verwiesen. Wir werden spéter auf L - Splines nicht eingehen, da sie primér von theoretischem
Interesse scheinen, obwohl in jiingster Zeit fiir die oben genannten drei Beispiele numerisch
brauchbare Basisfunktionen entdeckt wurden (vergl. Bemerkungen in Abschnitt 1.5).



I.1.4 Ubungsaufgaben zu Abschnitt I.1

AUFGABE 1)
Es sei durch

Bo(t):=r1 35 (1.1.36)
l

eine Funktion mit Periode 1 definiert, wobei >’ die Summierung iiber alle ganzzahligen | # 0
bedeutet. Man zeige, da8 die Restriktionen B, (t) auf das offene Intervall (0,1) Polynome vom
Grad r sind, die folgende Eigenschaften erfiillen

i) Bi(t) = t—1/2, (1.1.37)
i) BL(t) = rB,_1(1), (1.1.38)
i) 3 Br(t) = 0. (1.1.39)

Bemerkung: Die Funktionen B, (t) heiBen Bernoulli - Splines, weil diese Eigenschaften ge-
rade die sogenannten Bernoulli - Polynome B, (t) definieren. ( siehe J.Stoer[Stoer|, Kapitel
3).

AUFGABE 3)

In Verallgemeinerung von (1.1.29),(1.1.30) ist bekannt (vergl. W.Walter loc.cit.), dal zu einem
Differentialoperator L der Form (I.1.27) eindeutig bestimmte Greensche Funktionen G;(x,y) fiir
j=0,1,...,k — 1 und jedes festes y € [a,b] mit den Eigenschaften

Gj(z,y) =0 ,a<z<y
LGj(z,y) =0 ,y<z<b
DiGj(y—F,y) =0; 0<i<k—-1
existieren. Man zeige, dafl die in Definition 3 definierten L- Splines die Basis
k—1,
{ui}éc:l ) {GJ (xia gl)}j:x:;,:l

besitzen, wobei die uq, ..., u) eine Basis von N(L) seien.
Hinweis: Man beniitze die Tatsache, daf fiir festes y die G| (:z,y)}?_l = 0 linear unabhéngig
sind und gehe wie in Lemma 1.1.2 vor.

Bemerkung:Im Falle eines Differentialoperators L mit konstanten Koeffizienten gilt G;(x —y) =

(8/0y)F 171G 1 (z — y).

AUFGABE 4)

Es sei s(t) eine Splinefunktion der Ordnung k& wie in Definition 1.1.1. Man zeige: verschwindet
s(t) auBlerhalb eines Intervalls der Form (¢, t;4+x—1), so muf} s(¢) identisch verschwinden.

Tip: verwende Lemma [.1.1 und beniitze die Regularitéit der Vandermonde - Determinante , um
die lineare Unabhiingigkeit von Polynomen der Form (t —¢;)¥1, j = 1,...k, zu zeigen .



AUFGABE 5)
a) Man zeige, da8 die Losung der Zwei-Punkt-Taylor-Interpolation (I.1.25) durch die Formeln

k—1
p(z) = (x —a) ZBl z—b) /I + (z ZAI z —a)'/l! (I.1.40)
=0
a d 1 IG) AmE
Al - @ |:(Z - b)k:|z—a 7Bl N @ |:(Z - a)k:|z—b. (1141)

gegeben ist.
b) Man wende dies zur Berechnung der nodalen Splines s; , an und verifiziere, daf§ im Spezialfall
k = 2 die stetig differenzierbaren nodalen Splines, die stiickweise vom Grad 3 sind, lauten

sj1(z) = 92(3_29)7 z € (§-1,]
i1 (z—1)2(22+1) v € (&, &),

sowie
o) -1, x € (-1,
SLQ(SC) B { Z\z )2 T € [5]']7 £j+1])>

wobei die Werte y und z durch

yi=(x—&-1)/(& —&-1),  z:=(x—-§&)/(&+1—&) (1.1.42)
gegeben sind.
AUFGABE 6)

Sei f € C[1,&,] und A wie in Lemma 1.1.2 gegeben. Man zeige, dafl die Funktion H(f;z) €
Hoyir(A), die den Interpolationsbedingungen (k' = 2)

H (f?él) { 0 , 1Sj§k/_1 ) 1<Z<n
geniigt, eindeutig bestimmt ist und folgende Form hat
Eit1 x
H(f;7) |6 6000)= f(fi)/ %(t)dt+f(€i+1)/§. @i (t)dt| /m; (I.1.43)

mit o;(t) = (i1 — )z — &) und my f&“ i(t). Man zeige ferner, dafl H(f;x)
monoton steigend (fallend) ist, wenn f dies ist.

Bemerkung:Dies zeigt, dafl die durch (I.1.43) definierte stiickweise polynomiale Funktion in
C’k/_l[fl, &) ist und dabei die Monotonie der zu approximierenden Funktion f erhilt. Beziiglich
einer Fehlerabschétzung siehe Aufgabe 4), Abschnitt 4.



1.2  B-splines und ihre elementaren Eigenschaften

I1.2.1 Dividierte Differenzen

Wir beginnen mit einer Zusammenstellung von Eigenschaften von dividierten Differenzen, die
zum Standardstoff der Numerischen Mathematik gehoren und in fast jedem entsprechenden
Lehrbuch zu finden sind, z.B. in E. Issacson - H.B. Keller [IK].

Definition 1.2.1 Gegeben Punktet; < titq1 < ... < ti1) ist die dividierte Differenz [t;, ..., t; 1 x] f

der Ordnung k einer stetigen Funktion f definiert als Koeffizient der Potenz x* im Lagran-
ge’schen Interpolationspolynom L(f;t) k-ten Grades mit den Stiitzstellen t;, ..., t;yf.
Aus dieser Definition folgt leicht
Satz 1.2.1 Es gilt die Darstellung
i+k i+k
[tis oo tigk] £ =Y F(t5)/ [Tt — 1) (1.2.1)
j=i 1]
=i
sowie die Rekursionsformel
ity oo ts [ty o tih
615 = F(t), [t tins] f = Lirtoe ikl £ = [l i) S (12.2)

tivk — t;

Ferner bleiben die dividierten Differenzen bei einer Permutation der Stitzstellen ungedndert.
Die Anwendung einer dividierte Differenz k—ter Ordnung auf ein Polynom vom Grad k — 1
ergibt den Wert 0.

Aus diesem Satz kann man die Newton - Darstellung
L(f;t) = f(t:) + (t —ti) [t tia | f + oo+ (E =)o (E = tign—1) [ti, s tin] f
fiir das Lagrange’sche Interpolationspolynom herleiten, sowie die Restgliedformel

f@) = L(f3t) = [t i, s tig] S

Andererseits gilt fiir f € C*1[t;, t;41], d.h. f ist (k + 1)-mal stetig differenzierbar auf [t;, ;1 1],
bekanntlich die Restgliedformel

F8) = L(f5t) = (¢ = ta)on(t = tigi) FED(© /(R + 1))

mit € € (t;,t; ). Damit folgt fiir f € C¥ [t;, ;%] die Beziehung
Ly -
[ti wostiv] = 1 F7 () mit 0 € (8, tig). (1.2.3)
Eine weitere Restgliedformel haben wir mit (I.1.31)fiir die Taylorreihe kennengelernt. Daraus 148t

sich eine allgemeine Restglieddarstellung ableiten, die von grofier Bedeutung fiir das Folgende
ist:



Satz 1.2.2 (Peano) Es sei F' ein stetiges lineares Funktional auf C* [a,b] der Form

b [k—1 ' r—1 mj )
F(f) = / [Z a; (t) fO(8)| dit+ 0D biif D (wiy) (1.2.4)
@ Li=0 j=01i=0

mit z;; € [a,b], 0 < m; < k—1, bjj € (—00,00) und a;(t) € Cla,b] . Annihiliert F' Polynome
€ Iy, d.h. F(p) =0 fiir p € Iy, so gilt die Darstellung von Peano

1

Ff) = —— [ B =050 pya
(=g L P05 O mar

Dieser Satz folgt aus (I.1.31), indem man auf beiden Seiten das Funktional F' anwendet, da F'
das Taylor-Polynom annihiliert. Er gilt auch noch im Falle, da8 f*) nur L,- integrierbar ist auf
(a,b), 1 <p <oound daBl F stetig auf dem dadurch gegebenen linearen Raum ist.

Wir gehen nun ndher auf den Fall zusammenfallender Stiitzstellen ein, der weniger bekannt
sein diirfte. Wir nehmen Eigenschaft (1.2.3) zum Anlafl folgender

Definition 1.2.2 Gegeben Zahlen ug < up < ... < up und es sei u;y, ..., u;, die Teilfolge der
paarweise verschieden auftretenden Zahlen mit Vielfachheit o, d.h.

UQy weey Ul 2= { Uy y ey Wiy eee; Uiy ooy U }

ai—mal ap— mal

Dann definiert man, falls f in Umgebungen von u;;(a; — 1) -mal stetig differenzierbar ist,

1 1 gt gt

O R T [Wiys oy i, f

[UO, ceey uk] f =

Der Grund fiir diese Definition ist, dafl der Spezialfall r = 1,7 = k + 1 gerade den Grenzfall
ti = ... =ty in (1.2.3) darstellt. Genauer gilt

Lemma 1.2.1 Unter den Annahmen der obigen Definition an die Differenzierbarkeit ist die
dividierte Differenz eine stetige Funktion ihrer Knoten: es gilt

lim [uff), ...,uﬂ F=[uos s ur] f (1.2.5)

e—0

(e) (e)

wenn uy’ < ... <uy’ eine Folge von einfachen Knoten mit lim. .o uga) = u; 1st.

BEWEIS: Da er in der Literatur schwierig zu finden ist, sei er hier angefiithrt. Wir betrachten fiir

(e) (e)

die ersten k — o, + 1 Knoten eine feste Stérung uy’ < ... < ;' und fiihren ein

Fe(x) = {xvu[(f)v -"aul(ce_)ar] f )

sodaB nach den Rekursionsformeln (1.2.2) und (I1.2.3)

1 .
[u(()e),...,ug)] f o= [ués_)mﬂ,...,ugf)} F. = mFa( " 1)(57’,8)
1 9!

N (057‘ - 1)' a:EaT*1 |:£U, ’LL(()E)’ -..,ug—i)ar} f ‘z:&,s )




wobei & — u;,,& — 0. Zur weiteren Berechnung schreiben wir nach (1.2.2)

{z,u(()e),...,uée_)aT] f= {uk—ay-—apﬁb---’“S_)ar} e

wobei gesetzt wurde
Fie) = [yl o] 1
Wieder mit (I.2.3) folgt dann

© Ol p. L oxmt 1 v ©) 0
[“0 s eeey Uy, }f— (ar—l)!aajav"*l( BT 1 {$ YUy ULy, —a, 1+1} fla= Er—1,e
wobei &_1. — u;,_,,e — 0. Fortgesetzte Anwendung dieses Verfahrens und abschlieender
Grenziibergang ¢ — 0 liefern dann (1.2.5) nach Definition (1.2.1). 0

Korollar 1.2.1 Die Aussagen von Satz 1.2.1 bleiben bis auf (1.2.2) auch fir zusammenfal-
lende Knoten erhalten, wenn man die dividierten Differenzen im Sinne von Definition 1.2.2
auffaft. Das Lagrange’sche Interpolationspolynom L(f;t) € Il wird dabei sinngemdf$ durch
das Hermite’sche Interpolationspolynom H(f;t) € Ily ersetzt, das die Interpolationsaufgabe
Ni(H(f)) = Xi(f),1 < g <k erfiillt, wobei die Funktionale \; definiert sind durch

Ai(f) = fOy), r=max{v:tj_, =t;,vr=0,1,..} . (I.2.6)

Eine weitere Eigenschaft, die im Folgenden bendétigt wird, liefert

Lemma 1.2.2 Fiir die dividierten Differenzen eines Produktes f = gh von Funktionen gilt die
Leibnizregel

k
[ti,...,ti+k]f = Z([tia“'atiJrj] g)([tiJrja'-'ati-l—k} h) . (127)
j=0
BEWEIS: Geschieht durch Induktion nach k. Im Fall £ = 0 gilt trivialerweise [t;] f = f(t;) =
g(ti)h(t;). Aus der Giiltigkeit von (1.2.7) fiir k£ — 1 folgt
(ti = tivr) - [t tivr] = [i, s tigr—a] (9h) = [tiv, - tivk] (gh)
k—1 k
= ([tis oos ting] @) ([bigs s tivnoa] B) = D ([iv1sooos ting] @) ([bigs s tir] B)
=0 j=1
k—1

= ([tis s ting) @) {[titss s Livkm1] = [Lijrns oo L] L o

.
Il
=)

+
™=

{[ti, ceey ti+j71] — [ti+1; ceey tiJrj]} g([ti+j7 ceey ti—f—k;] h)

> .
[
—_ =

= ([tis oo titj) @) (tits — Like) [titgs oo Li] P

.
Il
=)

+
KM?S'

(ti = i) ([tis oos tits] @) ([Lisgs oo L] )

<
Il
—

k
= t - t’H—k‘ Z Z+] ([tl+ja "'ati-‘rk‘] h) )
7=0



wobei wir die Rekursionsformeln (I.2.2) angewandt haben. Diese —und daher auch (1.2.7)— gelten

nur fiir einfache Knoten . Jedoch kann man nach Lemma I.2.1 hierin durch Grenziibergang, falls
notig, zu mehrfachen Knoten {ibergehen. O

1.2.2 Einfiihrung von B-Splines

Wir kommen nun zur Definition der B-Splines.

Definition 1.2.3 Gegeben sei eine Folge t = {t;} von Zahlen (endlich oder einfach unendlich
oder unendlich) mit mindestens k + 1 Elementen derart, daf

Lt <h1 <. <G <0 ti <tivk (128)

d.h. die Vielfachheit der Knoten ist hochstens k. Eine solche Folge bezeichnen wir als zuldssig
bzw. als regulér.
Dann heifit die Funktion (k=1,2,...)

Mg () =k [tiy oy tipn] (t — )57 (1.2.9)

B-Spline der Ordnung k beziiglich der Knoten ¢;,...,t;+1 , wobei die dividierte Differenz
auf die Variable t wirkt.

Bevor wir den Namen ”Spline” fiir die Funktionen M; ;(x) rechtfertigen, werden einige Eigen-
schaften bewiesen.

Lemma 1.2.3 Die beziglich einer Folge t mit (1.2.8) gebildeten Funktionen M, (x) haben
folgende FEigenschaften:

1. Firk=1 gilt

1/(tiz1 — t; DT E |, 1
M, (x) = { /(i Z()) o [Songl) (1.2.10)
2. fir k > 2 gelten die Rekursionsformeln
k—1 T —t; tivk — T
— ik(T) = tiMi,kq(fL’) + o Mg (@) (1.2.11)
itk — i Ligk — t;

wenn immer die rechten Seiten definiert sind, d.h. im Falle

tiv1 < Titk und ti <lijyp—1 - (1.2.12)

3. Unter der Voraussetzung (1.2.12) berechnet sich die Ableitung (k > 2) aus

M; — Mg
/(@) = k{ k 1(?+k — l(x)} (1.2.13)
4. Falls (1.2.12) nicht erfillt ist, gilt
(xfti) . _ _
kE—1 G Mig—1(z), @ ti<x<tip1=..=ti
Mg () = ((Zi';i—ta?))M ' (1.2.14)
Gy Mivik(x), o b= =tigp <@ <tigk



5. die M, j,(x) hingen stetig von den Parametern t;,...,t;i11 ab, solange héchstens k — 1 von
thnen zusammenfallen.

BEwEIs: Die Formel (1.2.10) fiir M; ;(x) kann man direkt aus Definition 1.2.3 herleiten.

Zum Beweis von (1.2.11) wenden wir die verallgemeinerte Leibniz-Regel (1.2.7) auf das Produkt
f(t) = (k= 1)t — )kt = {(k‘ —1)(t— x)ﬁfﬂ (t — x) := g(t)h(t) an. Dann folgt, weil alle
dividierten Differenzen 2-ter und héherer Ordnung von h verschwinden

kE—1
TMi,k(HC) = [ti,.. tivi) f

= (i, Hk] ) (tivr) + ([ti, s tick—1] 9(1)) [tigr—1,tivr] h(t)
_ { Liy ey byl 1 g [ti-‘rlu -..,ti+k] g} (ti+k _ SL‘) + Mi,k—l(x) -1 (1.2.15)
- t2+k
(M,

ik—1( )— it 1k—1(2)] (birk — ) | Mig_1() [ti — tivi]

(ti — tivk) (ti — tiyn)
T —1 tivk — T
= 71Mi,k—1($) + LMHM—I(@
bitk — ti titk — ti

Zum Beweis von (1.2.12) beachten wir zunéchst, dafl fiir alle , die nicht gleich einem k-fach
auftretenden t; sind, der Ausdruck

d J—
z/,k(x) = I [iy ooy tivn) k(t — x)ﬁ 1

durch Definition 1.2.2 sinnvoll erklért ist. Mit (1.2.2) folgt

k—1 k—1
! ) = kL ity oo big] (= 2) 5" = [t tippa ] (E—2)57 | k{Mi,kl(l’) — Miy1p-1(2)
N dx (titr — ti) tivk —ti
Um (I.2.14) zu beweisen, geht man wie in Beweis von ii) bis (I.2.15) vor, wobei wir im Falle
t; < tiy1 = ... =tk jedoch statt ¢;, einen Knoten t;+k = t;1r + € nehmen, € > 0, damit alle

auftretenden dividierten Differenzen wohl definiert sind. Dann ist aber die dividierte Differenz
{ti+1,...,ti+k,1,t§+k} g = 0 fir * < tjy1, da g(t) = (k — 1)(t — 2)¥2 beziiglich der Werte
t = tiy1,...,tirk—1,t, - Bezeichnet man mit Mi’k den B-Spline beziiglich t;, ..., t; k1,1, SO
folgt also fiir jedes € > 0 aus (1.2.15) fiir < t;41

k—1 -~ T — ti T — ti

L V) _ Mo v
- Mik(®) o —ti " () tivk+e—t

M;p1(x)

woraus durch Grenziibergang ¢ — 0 der erste Teil von (I1.2.14) folgt. Der zweite Teil folgt dhnlich.
SchlieBlich folgt noch Eigenschaft 5 direkt aus Lemma 1.2.1. O

Satz 1.2.3 Gegeben eine Folge t, die (1.2.8) erfiillt, und seien t;, < ...t;, diejenigen Knoten
unter den t;,...,tiyk, die paarweise verschieden sind und sei oy < k die Vielfachheit von t;;.
Dann ist M; i(x), definiert durch (1.2.9), eine Linearkombination von Funktionen des Systems

k—1,r . . . . r
{(tij — m)ﬂr} ~, also eine Splinefunktion der Ordnung k mit den Knoten {tl} , und
I=k—aj,j=1 1) =1

der jeweiligen Glattheit k — o — 1. Ferner ist M; ,(x) > 0 fir x € (t;,tiyr) und M;i(z) =0
fir x & (ti,tirr). Es gilt die Formel

[ty oo tissd] f = / M () F O (2) e (1.2.16)

i

fiir k-stetig differenzierbares f, speziell gilt

3



titk
1= / M ()de . (1.2.17)
t

i

BEWEIS: Nach Definition 1.2.2 und (I.2.1) gilt

_ 1 1 ol gor—l k—1
Mz,k(az) = =D (a1 o1 T ggor—1 [ti17 veuy ti,»] ]{Z(t — .73)+
11 ir
_ 1 19—t gar—l ) k—1,
= G (a1 =T =T 2=l k(ti; —x)3  Je;
11 r

wobel Cj = Hﬁ@ (tiz — tij) .

Hieraus folgerl{ man sofort den ersten Teil des Satzes. Den zweiten Teil beweist man induktiv.
Zunéchst ergibt sich der Fall k = 1 aus (1.2.10). Gilt die Aussage fiir £ — 1, so ist in (I.2.11) —
bzw. in (1.2.13), wenn (1.2.12) nicht erfiillt ist — fiir @ € (¢;, ;%) die rechte Seite immer positiv,
also auch M; (x). Ist « & [t;, ti1k], so schlieit man wie folgt: Im Fall x < ¢; gilt

M; () = [tiy ooy i) k(t — 2)570 = Kfta, o tigg](t — 2)F 71 = 0,

da dividierte Differenzen k-ter Ordnung Polynome (k—1)-ten Grades annihilieren (s. Satz 1.2.1).
Fir x > ¢4 gilt Mz,k(x) =kltiy...,tizx] 0= 0.

Der dritte Teil des Satzes folgt durch Anwendung des Satzes 1.2.2 von Peano auf das spezielle
Funktional [t;, ..., Tiyx], so daB (1.2.16) direkt folgt. Setzt man dort f(z) = z* ein, so ergibt
sich die angegebene Normierung fiir M; . O

Es gibt anders normierte B-Splines, die fiir die meisten folgenden Untersuchungen praktischer
sind, und zwar setzt man

bk — b
Nik(w) = 5= M () (1.2.18)

Dann nehmen die Formeln (1.2.11) die Form

x—1 tivk —

Nit1—1(z) (1.2.19)
tivk — tiv1

Nip(z) = Nijp—1(z) +

tivk—1 —1;

an, wobei (1.2.12) erfiillt sein muf. In den komplementéren Fillen (1.2.14) ergibt sich

Ny () = (@ —to)/(tign1 — )] 0t <@ <tip1=..=tisk (1.2.20)
A 2.
[(tive — )/ (it — tit1)] Dot ==t <@ <tigp

Man kann beide Formeln zusammenfassen, indem man die Grofien

R ) =t/ (b —ti) , falls t; <tigp
wik = w;k(t) = { 0 . sonst (L.2.21)
einfithrt. Dann gilt

Nig(z) = wip—1(x)Nip—1(z) + (1 — wiy16-1(2)) Nip1p—1(2), (1.2.22)

denn man verifiziert sofort, dafl diese Formeln mit (1.2.19) und (I1.2.20) {ibereinstimmen.
Fiir die Ableitung dieser neuen B-Splines folgt aus (1.2.13) unter der Voraussetzung (1.2.12)

Nig-1(z) Ni+1,k1(35)}
tivk—1 =t tipk —tipa

k(@) =(k-1) { (1.2.23)



Wir betrachten nun noch einige Spezialfille. Fir & = 1 folgt aus (1.2.10) direkt

, _ )1 sz et tin)
Nzyl(x)—{ 0 : .z sonst (1.2.24)

und mit etwas Rechnung fiir einfache Knoten ¢;

(z—t)/(tix1 —t:) : @€ (tistiv1)
NZ"Q(Z.U) = (ti+2 - x)/(ti+2 - ti+1) T e [ti+17 tiJrQ) (1225)
0 : x sonst

Es ist also N; 1 eine “Hutfunktion” und V; 2 eine “Dachfunktion” mit Héhe 1 und den Ecken
ti, tix1 bzw. t;,t;41 und ¢;49. Ferner bestimmen wir den B-Spline im Fall von nur zwei verschie-
denen Knoten mit Vielfachheit » + 1 und k — r , d.h.

ti=..=tiyr=a<b=ti1ry1=... =it (1.2.26)

Auf dem dazwischen liegenden Intervall mufl der zugehorige B-Spline gleich einem Polynom vom
Grad (k — 1) sein. Nach Definition 1.2.1 und (1.2.18) hat er die Gestalt

Nx(z) = (b —a)[a,...,a,b, ..., b] (—z)k~? 0<r<k-1 . (I.2.27)

Die Punkte a, b treten hier in der dividierten Differenz (r + 1)-fach bzw. (k — r)-fach auf, so daf}
man nach Definition 1.2.2 fiir z € (a, b)

(b—a) 1 or k-l -
New(@) = —3 (k — 7 —1)! dar ObF—7-1 @, b} = 2)3
b—a o ak—r—l (b _ x)k—l B b—a ak—r—l (b _ x)k—l

rl(k—r—1)10a" Okt b—a  (k—r—1)10bF""1(b—a)t!

Mit der Leibnizregel folgt weiter

b (b— )kt ’“‘Zr‘l k—r—1\(b— )17 k- i 1)pri-vpg B =D
Obk—r=1 (b — a)r+1 = v (k—1-v)! ’ " (b—a)kv
S N Uk il " (k-1 By gy =1)!
(b—a) = v b—=x r!
(k=D (b — ) b—ay 1 _ (b—2) k-1 (k= 1!
= -1 A— T
r! (b—a)k ( +b—x) (b—a)k(x @) r!
Dies oben eingesetzt ergibt schlieflich fiir x € (a,b)
k—1\/b—x\r/x—a\k-1-r
Nnk(x)—< ) )(b_a) (b_a) , 0<r<k—-1 . (1.2.28)

Im Spezialfall a = 0,0 = 1 und k£ — 1 — r statt r erhalten wir gerade die Bernstein-Polynome

Pri—1(x) = (k N 1) (1—a)aht,

r



die bereits im vorigen Abschnitt in Definition I.1.4 eingefithrt wurden. Man erhélt dann die
Bernstein-Polynome auf dem Intervall [a, b] nach (1.2.28) durch die Skalierung

r—a
Nr,k(x) = pr,k—l(y)v y= b—a’ RS [07 1] .

Die Rekursionsformeln (1.2.20) haben dann ( mit m = k — 1) die Form

pr,m(y) =Y pr—l,m—l(y) + (1 - y)pr—l,m—l(y) 1<r<m-1. (1229)
und die Formeln fiir die Ableitung nach (1.2.23) die Form

p;‘,m(y) =m [pr—l,m—l(y) - pr—l,m—l(y)] 1 S r S m— 1.

1.2.3 Darstellung von Polynomen und abgebrochenen Potenzen

Nachdem wir gesehen haben, dafl B-Splines stiickweise Polynome sind, wollen wir nun zeigen,
dafl man mit B-Splines umgekehrt auch Polynome und abgebrochene Potenzen darstellen kann.
Dazu untersuchen wir Linearkombinationen von B-Splines, wobei wir von den obigen Rekur-
sionsformeln ausgehen. Es sei also auf einem halboffene Intervall [t;,t,1) eine Splinefunktion
s(z) als Linearkombination von B-Splines gegeben. Dann 148t sie sich als

T

s()= Y aiNig(x), <z <tp. (1.2.30)
i=j—k+1

schreiben, wobei die Schranken fiir den Index i von daher rithren, dafl nur fiir diese Indizes die
B-Splines einen Triger mit nichtleerem Durchschnitt mit dem vorgebenen Intervall (¢;,%,41)
haben. Die Rekursionsformel (I1.2.22) liefert nun

j—k+1
s(z) = Y awip1Nig—1(2) + ai(l — wit1p—1)Nip1p-1(2)
i=r
k41 J
= Y awig—1Nig—1(@)+ D aim1(l — wip—1)Nip—1(2).
i=r i=r+1

Wegen der Trégereigenschaft der N;j(x) fallen bei Restriktion auf (¢;,t,41) die Terme mit
Nj_it1,6—1(x) und Nyyq p—1(x) weg und es folgt

j—k+2
S0t tr41) = Z [aiwi g—1 + a;i—1(1 — wj 1) Ny -1 (). (1.2.31)

i=r

Nimmt man fiir {a;} die spezielle Folge a; = 1, so folgt durch Induktion

j—k+1 r
Z Nig()=--= ZNi,l(;ﬁ) =1 t; <z <trgr. (1.2.32)
i=r =7

Damit haben wir gezeigt, da8 die B-Splines N; ;(z) auf jedem Segment (¢;,¢;41) eine Zerlegung
der Eins bilden, wenn alle nicht verschwindenden B-Splines betrachtet werden.
Dieses Ergebnis 146t sich noch verallgemeinern.



Satz I1.2.4 (Marsden- Formel, 1970) Firt; <z <t,1; undy € R gilt

(y—2)""= > iy Nig(x). (1.2.33)
i=j+1—k
Dabei sind
vialy) = 1,
Vip(y) = (t—tig) (Y —tign—r), k=2 (1.2.34)
Fiir p € i1 gilt speziell
p(x) = Z Af,k(p)Ni,k(a:), tjy <x <trgq (1.2.35)
i=j+1—k

mit Funktionalen X7, definiert durch

k—1

/gn=0

wff};_l_y)(y)f(”) (). (1.2.36)

BEWEIS: Wie bei der vorangegangenen Uberlegung folgt

z’": Vi k(y) Ni ()

=i 1—k

= ZT: (wi,k—l(ﬂi)Ni,k—l(fU) +[1- Wi+1,k—1($)]Nz‘+1,k—1(m)>¢i,k(y)
i=jt1—k

= Z (Wi,kfl(x)wi,k(y) +[1 - wi,kq(36)]1/%71,19@))]\71',1@71(56)
i—jt2—k

Nun gilt aber

wik—1(2)%ik(y) + Vi) [1 — wig—1(x)]

_ Ww=tiy) - (Y —tiyr—2) ((y —tiyr—1)(@ —t;) + (y — ti) (tigp—1 — f'?))

ti—i—k—l - ti
_ (y - ti+t1‘) e (y ;‘ti+k2) ((y — x)(ti+k71 — tz)) = wi,kfl(y)(y - .CE)
i+k—1 — U

fur w; ,(z) # 0. Ist aber w; x(z) = 0, so gilt t;14—1 = t; und N; ;_1(x) = 0. Berticksichtigt man
dies, so erhilt man

T

Y Gk @Na@) = -1 Y @ Nopa (@),

i=j+1-k i=j+1—(k—1)

Mittels Induktion {iber k£ und unter Verwendung von (1.2.32) folgt somit (I1.2.33). Differenziert
man diese Formel nach y, so folgt fiir t; < x <t,41

1 v " 1 (k—1—v)
iy )’ = :j;k T Ve W@



Entwickelt man p um den Punkt y in eine Taylorreihe und setzt ein, so folgt dann

k—1 T
1 v, (v k: 1-v
ple) =Y (e —y)"p¥(y) = ) Nix(2) }
v=0"" i=j+1—-k v= 0
fiir beliebige p € ;1. O

Korollar 1.2.2 Fir die Monome '~ (1=1,...,k — 1) gilt

A= 3 N <@ <t (1.2.37)
i=j1-k
mat (1 —1)
&) = (0" gy v ) (12:38)

BEWEIS: Durch (k — [)-malige Differentiation von (I.2.33) nach y erhalten wir

D M TR E

i=j+1—k
Setzt man hier y = 0 ein, so folgt die Aussage. O

Aus der Marsden - Formel von Satz 1.2.4 folgt auch eine Darstellung fiir die abgebrochenen
Potenzen in der Spline-Basis aus Lemma 1.1.1.

Lemma I1.2.4 Firl <j<r+k und x wie in Satz 1.2.4 gilt
(t; — ) qu ;) N; x(2), (1.2.39)

wobei a; beliebige Zahlen aus [ti,t;11) sind.

BEWwEIS: Es geniigt, (1.2.39) unter der Annahme a; € (¢;,%;+%) zu beweisen. Wegen der verein-
barten rechtsseitigen Stetigkeit (s. (I.1.4)) folgt sie dann durch Grenziibergang auch fiir a; = t;.
Es bezeichne nun S die rechte Seite von (I1.2.39). Fiir ¢ > t; ergibt sich dann wegen der Trager-
Eigenschaft der N; j(z) und wegen a; > t;

r 7—1
S= > ity —a) S Nig(@) = D wilty)(t; — a) Nig().
i=j—k+1 i=j—k+1

Nach Definition (I.2.34) gilt ; 1 (t;) = 0 fiir j—k+1 < i < j—1,s0 daB S = 0 folgt, was mit der
linken Seite von (1.2.39) fiir = > t; iibereinstimmt. Fiir x < ¢; ergeben die Tréger - Eigenschaft
der N;j(x), die eben erwihnte Eigenschaft von 1; ;, und die Tatsache, da8 (t; — ai)°+ = 1 fir
1<i<j—k+1gil,

j—k+1 j—k+1

j—1
S = tirt;)(t; —a)S Nig(x) = D Cir(ty)(t; — )i Nip(z) = > in(t;)Nig(z).
=1 =1 =1



Aus den gleichen Griinden folgt dann fiir z > ¢; auch
j—k+1

j—1
S = ; wi,k(tj)Ni,k(x) ;wi,k(tj)Ni,k(x) = (tj — x)kily

wobei noch die Marsden-Formel (1.2.33) fiir » = j — 1 und j = k benutzt wurde. Damit ist
(1.2.39) bewiesen. O

Es sei noch erwéhnt, dal (I1.2.39) zu einer entsprechenden Formel fiir mehrfache Knoten t;
erweitert werden kann (Ubungsaufgabe).
1.2.4 Aquivalente Definitionen von B-Splines

Die Rekursionsformeln des vorigen Abschnitts kénnen dazu benutzt werden, um B—Splines al-
ternativ zu definieren. Dazu definiert man nach (1.2.24)

' L 1 : ze€ [ti,ti—i-l)
Nii(z) == { 0 : .z sonst (1.2.40)
fiir kK =1 und rekursiv

Nig(®) = wig—1(2)Nig—1(2) + (1 — wit16-1(2))Nit1,,6-1(2). (1.2.41)

nach (1.2.22). Alle vorangegangenen Ergebnisse sind dann anwendbar. Man kann aber un-
abhingig von den Uberlegungen des vorigen Abschnitts allein aus (1.2.40), (1.2.41) auf ihre
konkrete Form schliefen. Man kann zum Beispiel direkt zeigen (Genaueres s.Ubungsaufgabe 3):

e Es gilt
i+k—1

Ni(z) = Z pjk(®)Nj1 (),
j=i

wobei jedes pj(x) ein Polynom vom Grad k — 1 ist.

e N;i(z) ist stiickweise polynomial vom Grad k£ — 1 mit mdoglichen Sprungstellen bei den
t,t<j<i+k-—-1

o N, ;(x) verschwindet auBlerhalb [t;,t; 4] und ist in (¢;,¢;1) echt positiv.

Eine dritte Moglichkeit zur Definition der B-Splines ergibt sich iiber die Formel (1.2.16), nach
der der B-Spline M, ;(x) der Kern einer Integraldarstellung einer dividierten Differenz tiber die
k-te Ableitung ist. Dies entspricht der Idee in Abschnitt I.1.4, die abgebrochene Potenz (t—x)’j_l
als Greensche Funktion anzusehen. Ebenso 148t sich hier Definition (1.2.9) aus (I.2.16) ableiten.
Dazu beniitzt man die aus der Taylorformel folgende Beziehung

(k—1)!f(t;) = /b(ti — o) W (@)de (4 € (a,b], f € CKla, b)) (1.2.42)

a

wobel

Chla,b] == {f € C¥[a,b] : f)(a)=0,0<v <k—1}.



Nimmt man nun (1.2.16) als Definition fir M; ;(z) und setzt (1.2.42) ein, so ergibt sich die
Charakterisierung

/tw O (@) M g (x)d = k/[ti, ot = ) Y @) de, Y € Ot tina)

ti

fiir M; (). Da aber die k-te Ableitung ein Isomorphismus von C§[a, b] auf Cla, b] ist, konnen
wir dies auch als

titvk titvk 1
/ (@) M; (x)dz = /t Mttt ) g, (1.2.43)

d.h. als “schwache” Version von (1.2.9) schreiben.

Eine vierte Definitionsmoglichkeit, die ebenfalls von Schoenberg entdeckt wurde, benutzt die
Hermite-Gennochi- Formel zur Darstellung von dividierten Differenzen. Diese lautet (s.
Ubungsaufgabe)

1 o1
Lis- - tipn]f = /o dUl/O doy f P (i + o1 (tigy — i) - ok(tipr — 1)) (1.2.44)

= / .. / f(k)(aoti +...0ktirg)doy ... doy,
;>0 oo+...0p=1

k) _

Kombiniert man dies mit (I.2.16) und setzt man f( , so erhélt als weitere schwache oder

“distributionelle” Definitionsgleichung fiir M; j(x)

o0
/ g(z)M; i (z)dx = / glooti + ...oktiyk)doy ... doy, (I.2.45)

—00 0>0,00+...+0r=1

Fiithrt man den Simplex Y, = {(01,...,0%) : 05 > 0,3F 0y, < 1} C R¥ ein, so kann man
hieraus folgern
M (x) = volp1{(z,u) € S :ue R}z eR, (1.2.46)

d.h. im Punkte z ist M, ;(x) das (k — 1)— dimensionale Volumen, das durch Projektion des
Simplex ;. auf den Punkt x entsteht.

Diese geometrische Definition eines B-Splines wurde von C. de Boor 1976 zu einer solchen fiir
multivariate B-Splines erweitert, indem er in (1.2.46) >, durch einen Simplex Y, ;.4
in R*1*9 ersetzte und auf Punkte  des R? projizierte. Es war dies der Ausgangspunkt zu
einer multivariaten Theorie von B-Splines, insbesondere wurde die multivariate Erweiterung zu
(I.2.44), (1.2.45) von C. Micchelli(1979)gefunden und anschlieffend die multivariate Erweiterung
der abgebrochenen Potenz von W.Dahmen (Bonn 1980).

Eine andere Art von Verallgemeinerung auf multivariate B-Splines entsteht, wenn man den
Fall dquidistante Knoten im univariaten Fall betrachtet. Dann ergibt sich auch eine weitere
dquivalente Definition von B-Splines durch sukzessive Faltung. Dies wird spéter in einem eigenen
Abschnitt beschrieben.



Ubungsaufgaben zu Abschnitt I.2.
AUFGABE 1
Es seien die Knoten x1,...,z541 einfach in [a,b] und Zxy1 € [a,b] weitere einfache Knoten
mit max|z; — ;| < § < min|z;4; — x;|. Die entsprechenden B-Splines seien genauer mit
N(xz;x1,...,2541) und N(x;Z1,...,21,...,Tkt1) bezeichnet. Man zeige, dafl fiir 1 < p < oo
gilt (beziigl. des Symbols || ||, q) siehe Definition (I1.3.2)).

IN (521, 2pp1) — N (@381, - S|l (ap) < C5YP

wobei die Konstante C' nur von [a, b] und k aber nicht von § abhéngt .
Hinweis: Man beniitze Induktion in & und die Rekursionsformel (I1.2.19).

AUFGABE 2
Man beweise, dafl fiir 1 <r <j,1<j<k—1gilt

0= NI (1) = [ (tian — 57 IND ()ds/(r — 1)!
ik ( z+/€) N ( i+k 3) ik (S) S/(T’ )'7

d.h. Ni(,],;) ist orthogonal zu m; auf [t;,t;1 ] fiir jedes j =1,...,k — 1.

AUFGABE 3
Man zeige, daf8 die Formeln (1.2.40) und (I.2.22) Funktionen N; ;(t) mit der Eigenschaft

i+k—1
Nig(t) = > bjr(t)Nia(t)
j=i

bestimmen, wobei die Koeffizienten b; 1 (t) Polynome € [], sind. Man folgere daraus, daf§ die
N; (t) stiickweise in [, mit Knoten t;,...,t;y) sind, den Trager in [t;, ¢;1x] haben und auf
(ti, titr) positiv sind. Ferner zeige man (iiber den Beweis von Lemma 1.2.3), dal dann N; ;,(t) =
Elti, ... tivk](- — x)i_l gilt, d.h. die N;j stimmen mit den in (I.2.18) definierten B-Splines
iiberein.

AUFGABE 4

Man beweise die Hermite - Gennocchi Formel (1.2.44) .

Hinweis: Man zeige, dafl die rechte Seite von (1.2.44) der gleichen Rekursionsformel wie in (I1.2.2)
genugt.

AUFGABE 5
Gegeben t1 < tit1... < tiy, mit r < k, so zeige man, dafl die Funktion

Mty tigr) = Kty .. L] (t — )5

positiv fiir z < t;4, ist, fir > t;4, verschwindet, und auf (—o0,¢;) durch Polynom vom Grad
exakt gleich £ — 1 — r gegeben ist.

AUFGABE 6
Man zeige, daB die Bernoulli - Splines aus Ubungsaufgabe 1 des ersten Abschnitts folgende
Darstellung vom Typ des Satzes von Peano

/ " Bw — 0 /0@t = [ () — / “ta,  we(0,1) (1.2.47)
0 0

erfiillen, wobei f eine beliebige Funktion aus C"(—o0, 00) mit (") € Ly(—o00, 00) ist.



1.3 B-Splines und biorthogonale Funktionale

I.3.1 Konstruktion von biorthogonalen Funktionalen

Zu einer gegebenen zulissigen Knotenfolge t, s. Definition 1.2.3, kénnen wir den Spline - Raum

Skt = {s(m) cs(x) = Zallek(x)} (I.3.1)
l

definieren. Die Untersuchung dieses B-Spline-Raumes, speziell die Frage nach der Basis-
Eigenschaft der B-Splines und der Zusammenhang mit den anfangs definierten Spline-Réumen
Si(A, Z) wird uns in diesem Abschnitt beschéftigen.

Dazu konstruieren wir eine ”biorhogonale ”oder ”duale” Basis zu den B-Splines, die ein sehr
niitzliches Werkzeug zur Untersuchung dieser und weiterer wichtiger Eigenschaften bilden wird.
Zur Prizisierung beginnen wir mit folgender

Definition 1.3.1 Gegeben sei eine Folge {t;} von Knoten mit t; < t;y1 und t; < t;1x mit
zugehorigen B-splines {N; } . Eine Folge von linearen Funktionalen {\;} heift biorthogonal
bzw. dual zu diesen B-Splines, wenn gilt

N(Nig) =055 - (L3.2)

Es gibt viele Moglichkeiten, solche dualen Funktionale zu konstruieren. Wir betrachten zunéchst
eine Art kanonischer Darstellung solcher Funktionale. Dies wird durch folgenden Satz beschrie-
ben.

Satz 1.3.1 (deBoor-Fix 1973) Die Funktionale X} = X} . seien fiir (geniigend glatte) Funk-
tionen f und beliebiges T durch

k—1
NN = (1) O ()T (1) ) (k- 1) (1.3.3)
v=0
definiert, wobei wie in (1.2.34)
k—1
(Pj,k(w = H (t — tj+v) € Hk
v=1

definiert ist. Sie haben die Figenschaft, dafs fiir jedes p € Il die Darstellung
pt)= > A, (@Nik(t), t;<t<t, (1.3.4)
i=j—k+1

gilt. Ihre Restriktionen auf Il sind von T unabhdngig. Ferner erfiillen sie die Biorthogonalitits-
relation (1.3.2).

Beweis: Die Funktionale A} wurden schon im vorigen Abschnitt durch (1.2.36) im Zusammen-
hang mit der Marsden—Formel (I.2.33) definiert, die hier noch einmal in (I.3.4) angegeben ist.



Die Unabhéngigkeit der Koeffizienten in dieser Darstellung beziiglich 7 sieht man so: Differen-
tiation von A7 _(p) nach 7 ergibt nach Definition (I.3.3)

d —1—v — —v
(k= DICNL0) = SIS (D) @l ™) + SIS (D) (el ()

-
= S D) P () (1) + TS () (e () = 0.

wobei p*) (1) = 0 = cpgkk) (7) beniitzt wurde.

Zum Beweis der Biorthogonalitéit (I.3.2) nehmen wir 0.B.d.A. 7 € (;,t;31) an. Es bezeichne

dann p; die Funktion in I, die durch Restriktion von N;j auf das Intervall (¢;,¢,11) entsteht.

Diese Funktionen verschwinden nur fiir j = [+1—k, - - -, [ nicht identisch. Aus (I1.3.4) angewendet

mit j =1,r =1+ 1 folgt dann

l
p) = S N@NLt) = S N@plt) H<t<tp (L3.5)
i=l—k+1 i=l—k+1

Da p(t)|,,,,) einen k— dimensionalen Raum durchlduft, muf span{p;}t_;, . 41 ebenfalls die
Dimension k haben, und die p;(¢) miissen auf (¢, t;+1) linear unabhéingige Polynome sein. Wendet
man nun (I.3.5) auf ein spezielles p;(t) an, so folgt

l l

pit) =D A@pit)= D> A (Nr)pilt)

i=l—k+1 i=l—k+1
und daraus durch Koeffizientenvergleich (I1.3.1). O

Jedes andere Biorthogonalsystem {; } muf auf Sy, ¢ mit den { A} iibereinstimmen, denn \;(N; ) =
0;; impliziert

Aj(s) = Zalcsu =a; = A\ .(8), s(x) = ZalNl,k(x) € S t-
! ]

Es ist jedoch wiinschenswert, biorthogonale Funktionale nicht nur durch Punktfunktionale und
nur auf dem Splineraum, sondern als Funktionale auf einem der iiblichen Funktionenrdume defi-
niert zu haben. Allgemein kann dies durch den Fortsetzungssatz von Hahn- Banach (s. Vorlesung
“Funktionalanalysis”) geschehen, jedoch braucht man fiir viele Zwecke eine konkrete Darstel-
lung.

Dazu betrachten wir die N; ;(x) als Elemente des Raumes L,(a,b), wobei

a =min{t;} ; b =max{t;} . (1.3.6)

Hier kann auch a = —oo oder b = oo gelten, wenn die Folge t infinit oder biinfinit ist. Die Norm
von f € Ly(a,b) bezeichnen wir mit || f|,, qp)- Es ist

I/

UL @) )t 1 <p<oo .
”“w'{wwwMQQUWM:,pzm (T30

Nun ist bekannt (s. Vorlesung “Funktionalanalysis”), daf§ eine Funktion g € Lg(a,b) mit 1/p +
1/q =1 ein stetiges lineares Funktional A auf Ly(a,b) bildet mittels

A= [ s fe b (13.5)



Es gilt folgender
Satz A Jedes stetige lineare Funktional A auf Ly(a,b) mit 1 < p < oo besitzt eine Darstellung
(1.3.8) mit einem eindeutig bestimmten g € Ly(a,b). Fir seine Norm gilt

| AU |
Alp = sup =g llgab (1.3.9)
" renp(an) | F llpap) (@t
Im Falle p = oo gilt fiir Funktionale des Typs (1.3.8)
Moo < llgll1,@@p) - (1.3.10)

Nach diesen Vorbemerkungen macht es Sinn, fiir das gesuchte Biorthogonalsystem den Ansatz

b
k
A@) = [ oM @e@ds  peLyab) (L3.11)
zu betrachten, wobei g; eine Funktion aus dem Sobolev-Raum (1 < ¢ < 00)
Wf(a, b) = {f . fED absolut stetig auf  [a,0] , f*®) € Ly(a, b)} (I.3.12)

ist. Der Ansatz (1.3.11) erfiillt nun (I1.3.2) wenn
tivk —ti) [°
Aj(Nik) = (Jrkk)/ Mzk(w)gj(k) (x)dr =055 . (1.3.13)

gilt. Wegen der fundamentalen Relation (I1.2.16) von Satz 1.2.3 ist dies dquivalent zu
bij = (b — DMtipr — i) [tis s tivk] 95 (1.3.14)

Hier muB noch bemerkt werden, da (1.2.16) zwar nur fiir g; € C¥[a, b] bewiesen wurde, jedoch
wegen M; (z) € Loo(a,b) aus Stetigkeitsgriinden auch fiir g; € Li(a,b) gilt.

Wir sehen nun, daf3 f; im wesentlichen durch das Verhalten an den Knoten ¢; bestimmt ist. Es
geniigt daher eine Funktion zu finden, die dieses Verhalten aufweist, um f; zu charakterisieren.
Diese Idee fiihrt zu

Satz 1.3.2 FEin Funktional \j der Form (1.3.11) mit g; € Wq(k)(a, b),1 < q < oo, erfillt (1.5.13)
genau dann, wenn

[tis oo tivk] 95 = [tiy s tini] 95/ (k = 1) (1.3.15)
gilt. Dabei ist
k—1
el = [T~ tiwo)t —ap)§ (1.3.16)
v=1

mit beliebig in [t;,t;11] vorgegebenem oy. Hinreichend fir (1.3.15) ist die Bedingung

g5(t) = @ (t)/(k = 1)), alle i . (1.3.17)



BEWEIS: Wir sehen uns die Werte von gojk(t) an den Stellen ¢; an. Es gilt nach Definition

von «;
0 : ,2<y
w;fk(ti): 0=yt + ,j+1<i<j+k-1
eik(ti) : i=j+k

Es folgt dann fiir ¢ < j
[tis oo tik) @) g = [tis s tigk] 0 =10
und fir i > j+1
[tis oo tik) @ g = [tis oos tig ) 0k = 0
Im Falle ¢ = j gilt schlief3lich

N T
[tj,...,tj+k]90j,k = - (tjjik—t]j) DTk

_ [tiskeestiv]esk
- (tj+e—t5)
1
(tj+x—t5)

Hier haben wir Eigenschaften der dividierten Differenz ausgeniitzt, insbesondere dafi der Ko-
effizient der hochsten Potenz des Lagrange’schen Interpolationspolynoms gleich der dividierten
Differenz gleicher Ordnung ist. Es folgt also insgesamt

(tj-i-k - tj) [tiv "'ati-i-k] @;Ck = 6ij'

Dies eingesetzt in (I1.3.14) liefert die Bedingung (1.3.15).
Ist (I.3.17) erfiillt, so bilden wir im Falle einfacher Knoten mit der Differenz ¢ = g; — gojk
sukzessive

ti] (95 — i) =0, [ti,tit1] (95 — i) = 0, [ty s tivk] (95 — @j) = 0.

und erhalten (I1.3.15). Durch Stetigkeitsargumente wie in Abschnitt 1.2 folgt (I1.3.15) auch fiir
zusammenfallende Knoten. O

Als Folgerung ergibt sich:

Satz 1.3.3 Ist noch zusdtzlich zu den Voraussetzungen vom vorigen Lemma an \; der Trdger

von g](-k) einem Intervall (Bj,7;) mit (Bj,7;) C [tj,tj+k], so erfullt X\; die Orthogonalrelation
(1.3.18) genau dann, wenn g; die folgende Form besitzt
— t— IBj |
9i(t) = 0jk)G(——)/(k =1 (1.3.18)
Vi = Bj

wobei G(y) eine sogenannte Ubergangsfunktion aus Wé!f) (0,1) ist, d.h.

0 : k—fachbei y=0
Glyy=9q €¢R : 0<y<l1 (1.3.19)
1 : k—fachbei y=1



BEWEIS: Aus Konstruktion (I.3.18) ergibt sich, daf§ f](kfl) iiberall absolut stetig ist. Ferner
zeigt sie, daf
fi(ti) = @Ik(tz)/(k - 1! fiir alle ¢,

Anwendung des vorigen Lemmas ergibt den ersten Teil der Behauptung.

Umgekehrt folgt aus der vorausgesetzten Trégereigenschaft von f; und der Interpolationseigen-
schaft (1.3.15), da8 die k-te Aleitung von f;(t)/¢;k(t) aus Los(a,b) sein muB mit Tréger in
(Bj,7;)- Hieraus folgt die Darstellung (I.3.18) mit G wie in (1.3.19). O

Dieser Satz liefert je nach Wahl von G viele weitere Moglichkeiten zur Konstruktion biorthogo-
naler Funktionale. Dies werden wir im Folgenden ausniitzen.

I1.3.2 B-Splines als Basis von Splinerdumen

Als erste Folgerung aus Satz 1.3.1 zeigen wir

Korollar 1.3.1 Gegeben seien eine Folge t = {t;} mit t; < t;r1 und t; < t;y fiir jedes i und
ein Intervall (c,d). Dann bildet die Menge {N;y},.; ein linear unabhingiges System auf (c,d),

falls
I={i: Maf${(suppN; )N (c,d)} >0 } (1.3.20)

ist, wobei supp N,y den Triger von N,y bezeichnet. Speziell bilden alle {N;} ein lineares
unabhdngiges System auf (a,b) = (mint;, maxt;).

BEWEIS: Es sei s(z) = > ;c; @iN; x(z) = 0 fiir alle z € (¢, d).
Dafiir j € I gilt (t;,tj46)N(c,d) = (tj+7(tjrn—1t;),tj+0(tj1r—1;)) mit gewissen 0 <y < § < 1,
ergibt die Anwendung von Satz 1.3.1 mit (v,0) = (5;,7;)
0=X\;(s) =D _aidj(Nigr) = e
i€l
und das Korollar ist bewiesen. O

Damit kénnen wir zeigen, dafl die B-Splines fiir die in Abschnitt 1.1 definierten Splinefunktionen
eine lokale Basis liefern. Wir betrachten dabei zunéchst die Darstellung solcher Splinefunktionen
auf einem endlichen Intervall (§o,&,+1), wobei gelte

§o < &1 < ... <& <&nt1

Wir betrachten dann den linearen Raum

Sk(A, Z) ‘(§O,£n+1):: {S(x) o <x<épy1,8 € Sk(A, Z)} , (1.3.21)

wobei Si(A, Z) der in Definition I.1.2 von Kapitel 1 angegebene Splineraum sei. Hierfiir gilt:

Korollar 1.3.2 Es sei Sp(A,Z) |(¢,¢,41) wie oben definiert. Dann definiere man eine Folge
t= {tl}f;rlk mit d ==k + > ;" (k — z) durch

t :tl,...,tk, 51 g eeey én 7td+1a--~7td+k y (1322)
~~ ~~

(k—z1)-mal  k—z,—mal



wobei die Knoten ti,...,tx und tqyq,...,tqrk zusdtzlich gewdhlte 2k Knoten sind, die nur den
Bedingungen
t1 < St <80 < g1 Stapr < Ztgg (I.3.23)

gentiigen missen. Dann konnen durch t die B-Splines {Ni,k}le gebildet werden, die eine Basis
fiir Sp(A, Z) | ) bilden.

60 7§n+1

BEWEIS: Nach Lemma I1.1.2 ist die Dimension des linearen Raumes Si.(A, Z) |(¢).¢,.,,) gleich
d=k+> 7 (k—z;). Dies folgt einfach dadurch, da man dort die Endintervalle (—o0, ;) durch
(€0,&1) und (&,,00) durch (&,,&,+1) ersetzt. Nach Satz 1.2.3 liegen die durch t gebildeten B-
Splines {Nzk}f 4 alle in diesem Raum. Da sie nach dem vorigen Korollar ein linear unabhéngiges
System bilden, miissen sie eine Basis bilden. O

Die gebréuchlichste Wahl der 2k zusétzlichen Knoten in (1.3.23) ist

t1=...=1t = &) , tayl1=...=1lgyq = fn—&-l- (1.3.24)

Als weiteren Fall betrachten wir in Definition 1.1.2 von Abschnitt I.1 abzahlbar viele Knoten
mit Glattheit der Form

A={§H2 o mit § <& Z={z}2 0<z<k-1 (1.3.25)

1=—00"

Dann gilt:

Korollar 1.3.3 Jedes Element s € Si(A,Z) mit A, Z wie in (1.3.25) definiert , lafit sich

schreiben als
o

s(x) = Z a;N; () (1.3.26)

1=—00

mit Koeffizienten a; € R und den zur Folge
{ti}2 o= & &1 e (1.3.27)
—~ —~—
k—zi—mal (k*ZiJrl)fmal
gebildeten B-splines N; i, . Die Konvergenz in (1.3.26) ist punktweise zu verstehen.
BEWEIS: Wir betrachten die Restriktion von s(z) auf (&, &) mit r und s beliebig, r < s, d.h.

0 : x<&,
37",8(53) = S(l‘) & <x <&
0 z>¢&

Nach dem vorigen Korollar gilt mit geeigneten Indizes i,, s

srs(@) = 3 al" N () (1.3.28)

=1

und eindeutig festgelegten Koeffizienten az(r’s) € IR. Dann folgt (1.3.26), indem wir r — —o0, s —

400 streben lassen. Dazu ist zu beachten, dafl beim Ubergang r — ' < r, s — s’ > sin (1.3.28)



(

alle air’s) fest bleiben fiir diejenigen 4, deren zugehorige IV; i, ihren Tréger in (&, {s) haben. Dies
folgt daraus, da$ fur = € (&, &s)

0= s10(2) = srs(@) = Ylaf) = af" N (2)
gilt. Damit folgt die behauptete Invarianz der agr’s) nach Korollar 1.3.1. O
Im Folgenden werden wir Splinefunktionen in der Regel als Linearkombinationen von B - Splines

einer gegebenen Knotenfolge t = {¢;} mit Eigenschaft (I1.2.9) auffassen, insbesondere in obigen
beiden Féllen. Im Zusammenhang damit fiihren wir ein

Skt := span{Nj i}t (1.3.29)

Als letzten Fall betrachten wir periodische Splinefunktionen aus der Klasse Sx(A, Z). Dar-
unter verstehen wir die Menge

Se(A, Z)(ap)y = {5 €SK(A, Z) :s(x+T) =s(x), T:=b—a} }, (1.3.30)

wobei Si(A, Z) wie in (1.3.25) definiert ist und a € [£,&1),b € [§n,&n+1) angenommen wird.
Wir bezeichnen (a,b) als das Grundintervall und 7' als Periode dieser Splinefunktionen.

Wir stellen dann fest (durch Differenzieren an entsprechenden z), daf in (1.3.22) gelten muf
Evn =& +VT zjpn =27 0<j<n; v=0,%1,%2,.. (1.3.31)

Speziell liegt bei a ein Knoten vor bzw. es gilt a = £y genau dann, wenn b mit dem Knoten &,
iibereinstimmt, d.h. b — a = &, — &. Damit kénnen wir formulieren:

Korollar 1.3.4 Es gelte (1.53.31) mit K =>"1",(k — 2z;) > k und es sei t die Folge

oy &1 ey &n 1 =6 4T (1.3.32)
~—~ ~ ——

k—2z1 k—2zn k—2z1

Dann bilden die periodisierten B - Splines N (z) definiert auf (—oo,00) durch

Nip(x) : @€ (ti,tiyx) N (a,0+1T)
Nig(z) = Nip(@') : x=2a" (mod &, — &), ' € (ti,tivk) (1.3.33)

0 : sonst

eine Basis fiir den in (1.3.30) definierten Raum der periodischen Splinefunktionen.

Beweis: Fiir die in (1.3.33) definierten Funktionen gilt N/, (z) = N; x(z) auf dem Grundintervall
(a,b), falls der Trager von N;j ganz darin oder in einem um ein Vielfaches von T' verschobe-
nen Intervall liegt. Im anderen Fall, wenn der Tréger von N;j in zwei benachbarten solchen
Intervallen liegt, wird Ni’ik dort gleich N; j, gesetzt und dann mit Periode T' = b — a fortgesetzt.
In beiden Fillen ist N, eine Funktion mit Periode 7" und ebensolchen Tréger, sowie von der
gleichen Glattheit wie N; ;. Da in der Knotenfolge (I1.3.31) alle Knoten modulo b — a einander
gleich sind, gibt es nur genau K = 7 (k — 2;) verschiedene Funktionen N/;(x) , die linear
unabhéngig sind. Die Behauptung folgt dann aus

dim SZ(A, Z)(a,b) =K . (1334)



Dies ergibt sich aber aus
SE(A, D)0y = {5 € S(A, D g6y 5 (€0) = 51 (60), 0 < v < 20}
und der Dimensionsformel dim Sy.(A, Z) ¢, ¢,) = k + S (k — z;) von Lemma 1.1.2.

Bemerkung: Man kann Periodizitit von Splines auch noch anders als wie in (1.3.33) defi-
nieren, namlich durch die Forderung nach maximaler Glattheit an den Intervallenden, d.h.
s®) (£r),0 < v < k, fiir solche Funktionen. Dies fiihrt speziell zur Definition der Bernoulli-
Splines aus Ubungsaufgabe 1 zu Abschnitt I.1.



1.3.3 Stabilitit der B-Spline-Basis

Die bisherigen Ergebnisse iiber die Basiseigenschaft der B-Splines (speziell Korollar 1.3.1 )
konnen im wesentlichen durch die Aussage zusammengefafit werden, daf3 die lineare Abbildung

J Ao} — ZaiNi,k € Skt

fiir jedes System von B-Splines bijektiv ist, das durch eine nach Definition 1.2.3 zulissige Kno-
tenfolge t gegeben ist. Diese Eigenschaft wird erheblich verstéirkt, wenn eine solche Basis auch
stabil ist. Dabei bedeutet die Stabilitit einer Basis allgemein die Eigenschaft, daf} sich kleine
relative Fehler in den Koeffizienten der Basisfunktionen nur in einem kleinen relativen Fehler der
resultierenden Linearkombination auswirken. Ein Mafl dafiir ist die Konditionszahl einer Basis
©1, - - -, o von stetigen Funktionen in Cfa, b], die bereits in Abschnitt .1 eingefithrt wurde. Der
Bequemlichkeit halber wiederholen wir hier die Definition der Kondition :

Definition 1.3.2 (Kondition) Die Konditions(zahl) der Basis @1, ..., ist erklirt als die Zahl

K = sup || Ebl(pl Hoo,[a,b] ) sup | a; |
{b:;  Sup | bi | {a:} || 2aii [l (a,b)

Wie wir in Abschnitt 1.1 gesehen haben, bleibt die Konditionszahl der Basis der abgebrochenen
Potenzen nicht beschriankt, wenn Knoten zusammenlaufen, und die Basis wird instabil. Dagegen
werden wir im Folgenden zeigen, daf3 die B-Spline-Basis stabil unabhéngig von der Lage der
Knoten stabil bleibt, sofern sie nur die Grundvoraussetzung (I1.2.8) erfiillen. Dies ist von grund-
legender Bedeutung bei Untersuchungen von Splineproblemen mit variablen Knoten.

(1.3.35)

Um konkrete Aussagen zu erhalten, messen wir die Stabilitét in der L,-Norm (1.3.7) in den
Réumen Ly(a,b),1 < p < oo, wobei a,b wie in (1.3.6) definiert sind. Dazu ist es zweckméfig, die
Basis der B-Splines N; ,(x) dem Raum L (a,b) durch folgende Normierung anzupassen :

(tipe — ) P
k
Die bisherigen Definitionen (1.2.9),(I1.2.18) ordnen sich in diese Schreibweise ein:
Nikoo(x) = Nip(x) , Nigi(z):=M(x).
Wir betrachten dann die Abbildungen (1 < p < c0)

Jp {ai} €l = s(x) = ZaiNi,k,p(x) € Ly(a,b). (1.3.37)
i€l

Nigp(x) := Nig(z) 1<p<oo. (1.3.36)

Hierbei sind [, die iiblichen Folgenrdume iiber der Indexmenge I mit der Norm
G Claa) P 1<p <o
”{aZ}Hp T { sup |az| D op=00 (1338)
Die Stabilitéit der B-Spline-Basis wird dann beschrieben durch

Satz 1.3.4 (de Boor 1968,1973) Die in (1.3.37) definierte Abbildung J,, ist fir jede in De-
finition (1.2.3) gegebene Folge t ein Homorphismus von l, auf Ly(a,b) NSk, d.h. sie ist linear,
bijektiv und stetig. Die Normen von J, und seiner Inversen sind dabei unabhdngig von jeder
Folge t = {t;}ic1 gemdf$ Definition 1.2.3 beschrinkt, speziell gilt

(Drp)~ IHaitlp < 11D ailNikpllp < [{ai} Iy (1.3.39)

mit einer gleichmdfig in t beschrinkten Konstanten Dy, .



Bemerkung: Spezialfille der linken Seite von (1.3.39) sind die aus den Identitéten (1.2.17) und
(I.3.34) folgenden Abschétzungen

||Ni,k|’oo,(a,b) <1l , ”Mi,kHl,(a,b) =1
die die Motivation fiir die Normierung (I1.3.36) der B-Splines liefern.
Diese Normierung hat allgemeiner zur Folge

Lemma 1.3.1 Unter obigen Voraussetzungen gilt fiir 1 < p < oo die Abschitzung nach oben
in (1.3.39), d.h. die Norm der Abbildung J, ist durch 1 beschrdinkt.

Beweis: Die Ungleichung nach oben in (I1.3.39) ergibt sich im Falle p = oo sofort aus (1.2.32).
Im Falle 1 < p < oo schreiben wir zunéchst (1.3.36) unter Einfiihrung des dualen Parameters

¢.1/q+1/p=1, als
Ny jop(z) = M p(2) PN, jo ()

Die Holder - Ungleichung liefert dann
SIS alusl < (S laal i) (3 Ni

Im Hinblick auf die bereits erwiahnte Eigenschaft >~ N; ; = 1 von (1.2.32) folgt daraus
/\Z%’Ni,k,pp < Z|Oéz'|p/Mi,k = Z\Oﬁ\p

d.h. die Abschétzung nach oben in (1.3.39).

Der Beweis der inversen Abschitzung in (1.3.39) ist schwieriger und verwendet die Stetigkeit der
dualen Funktionale aus Abschnitt I.3.1. Um diese zu prézisieren, zitieren wir aus der Vorlesung
“Funktionalanalysis” folgenden

Satz B Jede stetige Funktion f € Ly(a,b) mit 1/p+1/q = 1 bildet ein stetiges lineares Funktional
A auf Ly(a,b) vermdige

Ag) = /abg(x)f(x)d:c . geLyab) . (1.3.40)

Umgekehrt besitzt jedes stetige lineare Funktional A auf Ly(a,b) mit 1 < p < oo eine Darstellung
(1.3.40) mit einem eindeutig bestimmten f € Lq(a,b). Fir seine Norm gilt

| A(S) |
[ A= sup == =9 llg@p - (1.3.41)
P reryan) 1 F lpap) @(@b)

Im Falle p = oo gilt fiir Funktionale des Typs (1.3.41)

[ A o<l g ll1,a0) - (1.3.42)
Wir fithren dann fiir die Knotenfolgen t die Grofie
Dppt := inf{sup(tjix — t)/P || Nj [l, :A; wie in Satz 1.3.3} (1.3.43)
J

ein, und zeigen zunéchst, dafl damit eine einfache untere Abschéitzung in (1.3.39) folgt.



Lemma 1.3.2 FEs gilt fir jede in (1.2.8) zuldssige Folge t

[{aitllp < D |l ZaiNi,k,pHp (1.3.44)

Beweis: Wir beniitzen die dualen Funktionale A\; von Satz I1.3.1. Mit der Darstellung s =
> ;N 1p gilt nach (1.3.2),(1.3.36)

=" aiNj(Nigp) = [(tjrn — ;) /K] /P

wobei man beachte, daf§ die Vertauschung von \; mit der Summe problemlos ist, da der Tréger

von \; nur endlich viele der ¢; enthélt und die Summe somit jeweils endlich ist. Mit der Definition
von Dy, p.¢ und (I1.3.41) erhélt man daher

ol < KRk — )P 1 gl Llsl

< k7P Dg e |Isll,

7(tj ’tj+k)
(t5tj+k)

Im Falle p = oo folgt daraus bereits

sup |aj| < Dk,p;t ||5”oo,(a,b)'

Im andern Falle ergibt Summation iiber j

Dol <k e ol < Pkt Il
J

und somit die gewiinschte Abschitzung (1.3.44).

Entscheidend ist nun der Umstand, dafl die Gréflen Dy, ;¢ unabhéngig von t beschrénkt sind.

Lemma 1.3.3 Unter obigen Voraussetzungen an t gilt

Dy, p := sup Dy, .t < 00. (1.3.45)
t

Beweis: Es sei t fest. Ausniitzen der Darstellung (1.3.4) mit (I.3.11) ergibt iiber die Holder -
Ungleichung (1/p 4+ 1/q = 1) fiir beliebiges g € Ly(a,b)

k
N @Itk = )7 < ik = )P ILE Nttt 9 Tty
< (e = 1) 12 oo ol 9 e, 00 (1.3.46)
Zur weiteren Abschitzung von fj ") liefert die Leibniz- Regel angewandt auf (1.3.11)

()] < Z( ) @/ Gt = 1)1/t — 1))/ (k= 1)!

Da G eine feste Funktion ist, folgt hieraus iiber die Kettenregel die Existenz einer nur von k
abhéngigen Konstanten 7 mit

k
PO <9 S 1@ Ot an — 1)
r=0



Nach (1.2.30) ist gogkkfr) eine Summe von jeweils (r—1)-fachen Produkten aus Faktoren der Form

(t—1t;),7 <i<j+k. Also folgt | gp HOO< Ciltj+r — t;|"~! mit einer absoluten Konstanten
C}, und somit

(tsk = 1) 1| 11" ooty 0 < (B + DWCi

Dies in (1.3.45) eingesetzt ergibt nach dem oben angefiihrten Satz der Funktionalanalysis
Al < (B + )7k Ch (1.3.47)

Da fiir alle moglichen dualen Funktionale mit der gleichen Konstante gilt, folgt die Behauptung.
|

Mit Hilfe der vorangegangenen Lemmata folgt nun direkt der Beweis des angekiindigten Satzes
iiber die Stabilitdt der B-Splines, denn Lemma 1.3.1 und Lemma 1.3.3 liefern zusammen

[{ai}lp < Dy pitl| ZaiNi,k,pHp < Dyl Z“iNi,k,pHp-

Insbesondere gilt fiir die Konditionszahl von J,

ISl o Mosdly (13.45)

Kkpt = Sup <
PP e el qaen, 12 ailNigpllp

d.h. sie ist gleichméBig beziiglich der Knotenwahl beschréinkt. Damit ist das in bereits in Ab-
schnitt I.1. angekiindigte Ziel einer solchen Basis erreicht.

Interessant ist es, Spezialfille von Knoten zu betrachten. Wihlt man z.B.alle Knoten von
hochster Vielfachheit, d.h. nach Abschnitt 1.2.3 als B-Splines die Bernstein-Polynome auf je-
dem Segment, so kann man die Konditionszahl sogar explizit bestimmen. Dazu sei diese Zahl
mit £* bezeichnet. Dann nimmt man [a, b] = [0, 1] in in Definition 1.3.2 und ¢;(x) = pi—1 n+1((x+
1)/2),i=1,...,n+1 als Basiselemente nach Definition I.1.4. Bei dieser affinen Transformation
der Intervalle und der Bernstein- Polynome bleibt die Konditionszahl auf Grund ihrer Defini-
tion ungeéndert. Man dividiert nun jeweils durch den i— ten Koeffizienten in p((z + 1)/2) =
>0 ajpjn((x +1)/2) und erhilt
n

Rl = min nf flpin((z +1)/2) - > aipin((@+1)/2)]loo 0.1 (1.3.49)
0<j#i

Zur Losung dieses Extremalproblems beachtet man, daf8 fiir jedes i das System {p;,((z +
1)/2)}o<;ji einen Tschebyscheff-Raum in C[—1, 1] aufspannt (siche Abschnitt 1.6). Aus dem be-
kannten Alternantensatz fiir die beste Approximation in C[—1, 1] durch Tschebyscheff- Rdume
(sieche Abschnitt 1.8.1) folgt dann, da§ das Infimum in (I1.3.49) dadurch charakterisiert ist, dafl
die Differenz in der Norm ein Vielfaches des Tschebyscheff-Polynoms T;,(cos z) := cos nx ist.
Wegen ||T5,(7) || oc,[—1,1) = 1 folgt dann aus (1.3.49) die Formel

(’{*)71 = Orglgn{az i aiTh(r) = pin((z+1)/2) — Z aijpjn((x +1)/2)},
0<j#i

wobei die Koeffizienten a;; bei festem «; dadurch festgelegt sind. Dies ist nach Substitution
=B ! dquivalent zu

K* = max {/81 : n( ) ﬁzpl n((x + 1 /2 Z bi 1,5 D3, n(($ + 1)/2)}

0<i<n
! 0<j#i



T.Lyche(1978) hat den maximalen Koeffizienten j; dieser Charakterisierung von x mit Hilfe der
Rodrigues-Formel von T),(z) bestimmt. Das Resultat ist

* (2::11)

[l (1.3.50)
[(n=1)/2

Mit Hilfe der Ungleichung von Wallis folgt daraus die einfachere Abschitzung
K< ((n+1)/n)2" 12,

Man kann sogar auch fiir die Zahl Dy, zeigen (Scherer- Shadrin[SS]), daf sie im wesentlichen
dieses Wachstum in k besitzt, d.h. die Bernstein-Bezier- Basis stellt praktisch den schlechtesten
Fall unter den B-Splines dar, was die Kondition betrifft. Eine bessere Konditionszahl liefert der
Fall der dquidistanten Knoten. Hier kann man zeigen (s. Kapitel I1.2 des Skripts), dafl sich
die Konditionszahl asymptotisch wie (/2)*/2 verhilt.

SchlieBllich sei noch erwihnt, dafl auch die Kondition der Basis der Monome auf einem Intervall
[0,b] abgeschiitzt werden kann. Dafiir ist es zweckméBig ¢;(z) = (z/b)?,j = 0,...,n als Basis zu
wéhlen. Auf Grund dieser Skalierung sieht man sofort, daf§ das erste Supremum in (1.3.35) den
Wert n 4 1 hat. Man erhélt daher

K =max sup [pOO)B/ (el

Die Losung dieses Extremalproblems ist bekannt (siehe T.Rivlin[Riv], S.93) und als Ergebnis (s.
C.deBoor[Boo]) bekommt man mit elementaren Abschitzungen

K > Ty(3) ~ (3 +VE)"

wobei T, (z) wieder das Tschebyscheff-Polynom bezeichnet. Die Basis der Monome hat also eine
etwas schlechtere Kondition als die der Bernstein- Bezier-Basis. In dieser Beziehung sei noch
bemerkt, daf es fiir den Raum II; der Polynome vom Grad k —1 allein jedoch Basen gibt, deren
Kondition (in der Supremumsnorm) nur wie log k in k wéchst(s. C.deBoor, loc.cit.).



1.3.4 Ubungsaufgaben zu Abschnitt 1.3

AUFGABE 1

Mit Hilfe der biorthogonalen Funktionale von Satz 1.3.1 zeige man: Hat eine Splinefunktion
s(xz) € Sk (vgl. (1.3.28)) einen Trager (t;,ti4s) mit tips < tiqr, so muB s(z) = 0 gelten, d.h.
B-splines sind die Splinefunktionen aus Sy ¢ mit minimalem Triger. Ferner zeige man fiir Folgen
t von einfachen Knoten: Jede Splinefunktion der Ordnung k& mit Knoten aus t und Tréger in
(ti, titr) muB bis auf eine multiplikative Konstante gleich N; ;(x) sein.

AUFGABE 2
Man beweise die Marsden-Formel (I.2.4) mit Hilfe der biorthogonalen Funktionale von (1.3.3).
AUFGABE 3

Es sei t = {t;} eine Knotenfolge, die (1.2.9) erfiillt und oo = {«;} eine Folge von Daten mit der
Eigenschaft
sup [[tiy .., tigr]a] < oo (I.3.51)

d.h. das Supremum iiber alle moglichen dividierten Differenzen k-ter Ordnung der Werte «; ist
endlich. Man zeige dann, dafl es eine Funktion f € Wék)(—oo, o0) gibt mit f(t;) = « fiir alle
Knoten ¢; und || f*)||, beschriinkt durch eine Konstante mal den Ausdruck in (1.3.50).

Ein solches f ist gegeben durch die Wahl

FO@) =KUY ([t oo tyar] ) £ (@)

J
mit den f; von Satz 1.3.1.

AUFGABE 4
a) Gegeben seien Punkte zg < ... < xp_; und die Funktionen ¢;(x) := (x — z;)*1/(k — 1)
Man zeige die Biorthogonalitédtsrelation

fi(pi) = d4j 0<i<k-—1
fiir die Funktionale .
-1
Fi(f) = > (—1)F O () LA )
=0

wobei die Lj(x) die Lagrangeschen Fundamentalpolynome von Grad k — 1 zu den Knoten
xQ, ..., XTkp_1 sind.

b) Man formuliere und beweise einen analogen Sachverhalt wie in a) fiir zusammenfallende
Knoten.

AUFGABE 5
Man zeige, dafl die biorthogonalen Funktionale zur Basis von Lemma 1.1.2 gegeben sind durch

X(f) == f90) , 0<i<k-—1
Na(f) = [FOEH) = OGN sz <I<k-1,1<i<n

AUFGABE 6

Die biorthogonalen Funktionale zu den Monomen 1, z, z2,... fithren zur Abel- Gontscha-
roff Interpolation, s. P.J.Davis[Da], S.46ff. Man beniitze dies, um eine Darstellung von ihnen
anzugeben.




1.4 Approximationsgiite von Splinefunktionen

I.4.1 Einfiihrung

Thema dieses Abschnitts ist die Giite, mit der Splinefunktionen vorgegebene Funktionen appro-
ximieren. Wir behandeln diese zentrale Frage hier im wesentlichen nur fiir die Supremum-Norm
von Funktionen aus C|[a, b]. Insbesondere wird untersucht, wie ihre Glattheitseigenschaften die
Giite der Approximation durch Linearkombinationen von B-Splines beeinflufl t. Zur Einfithrung
betrachten wir den einfachsten Fall der Approximation von f(x) € Cla, b] durch

Af =3 F(Ti)Nig (L4.1)

wobei B-Splines N, ;, beziiglich einer Knotenfolge t = {t;}77 gebildet seien, und die {r;}},
Stiitzstellen seien mit

a<<m<...<T, <b (1.4.2)

Wir bilden dann fiir € [t},;41] N]a, b] die Differenz

J
fl@) = (Af)(@) = f(z) = D f(@)Nix(z) (1.4.3)
i=j—k+1

wobei die Trégereigenschaft der NV; j, ausgenutzt wurde. Daraus ist zu sehen, dafl die Knotenfolge
t nicht ganz willkiirlich gew#hlt werden darf, um eine sinnvolle Approximation zu erzeugen.
Notwendig ist sicherlich #5411 > a und t,, < b, da sonst entweder N;j oder N, ; zur Summe
(I.4.1) nichts beitragen wiirden, wenn x € [a,b]. Eine weitere natiirliche Forderung ergibt sich
durch die Spezialisierung f(z) = 1, denn dann zeigt (1.4.3), da8 die N;}, eine Zerlegung der
Einheit auf [a, b] bilden sollten. Nach Formel (1.2.32) gilt aber fiir = € [t,, t541]

1= Z N g(z

i=r+1—k
Dies bedeutet, dafl in diesem Falle ¢t < a und £,11 > b sein sollte. Wir legen t also fest durch

tit <. <tp<a<tp1 <...<tp<b<tpi1<...<tpis (1.4.4)

Hier ist die Lage der ersten und letzten & Knoten noch beliebig wahlbar. Die Standardwahl ist
durch

t1=...=tp,=a |, b:tn+1:...:tn+k
gegeben (vergl. (1.3.24)). Nach diesen Vorbetrachtungen ergibt sich nun fiir den Fehler in (1.4.3)

[f@) =A@ = | Y [f(=) = f(7))Nix(2)] (1.4.5)
i=j+1—k
< max _ |[f(z) — f(7i)| Z Nix(z

o ETic
JH1—-k<i<j i—it1—k

IN

max {|f(z) = f(y)] : 2,y € [tj,tj41] U [Tj+1fk7Tj]}



Das in der Klammer angegebene Intervall sollte fiir eine gute Abschéitzung moglichst klein sein.
Man erreicht das durch Zentrieren der beiden Intervalle, d.h. durch die Forderung
tj + tj-‘rl Ti+1—k + Tj

— =k 4.
5 5 j=k,....,n (1.4.6)

Mit Einfiihrung der Bezeichnungen

ty +tuy1 Ty + Tu+1
tyt1y2 i= 9 Tu+1/2 = % (1.4.7)

fiir irgendwelche ganzzahligen v, u 1d8t sich (I.4.4 ) vereinfacht ersetzen durch ¢, 1/9 = 7;__1)/2
bzw. durch
T3 :ti+k/2 1= 1,...,7], (148)

In diesem Fall erhalten wir dann aus (1.4.5)

[f(x) = (AN) ()] < max{|f(z — f(y)| : |z —y| <max(tjir = tj1k/2, tjnsz — 1)}

Fiihren wir nun ein
A = max At; := max(t;11 — t;) (I.4.9)
7 T

so haben wir durch Anwendung der letzten Abschétzung fiir j = &, ..., n bewiesen

Lemma 1.4.1 Fir f € Cla,b] gilt fir Af aus (I1.4.1) und t aus (1.4.4)

sup |f(2) — (Af)(2)] < w(fikD/2) (1.4.10)

a<z<b

wobei der Stetigkeitsmodul w(f;d) durch

w(f;0) :=sup{|f(z) — f(y)| : 2,y € [a,b], |z — y| < 0} (1.4.11)
erklart ist.

Bemerkung: Aus dem Beweis dieses Lemmas geht hervor, dafl man Konvergenz der Approxi-
mation gegen f(x) fir A — 0 erreicht, d.h. die Knotenfolge wird immer mehr verfeinert. Es
wird sich zeigen, daf§ dies typisch fiir die Approximation durch Splinefunktionen ist.

Bei der Herleitung von Lemma I1.4.1 haben wir entscheidend die Zerlegung der Einheit durch
B-Splines beniitzt, die wiederum durch die Forderung A(f) = f fiir f(x) = 1 motiviert wurde.
Um ein noch besseres Approximationsverhalten zu erreichen, geniigt der einfache Ansatz (1.4.1)
nicht. Eine Verallgemeinerung ist

n
Af =" walf)Niy (L4.12)
i=1
gegeben, wobei die B-Splines beziiglich der Folge t in (I.4.4) gebildet seien und die p;(f) stetige
lineare Funktionale in f € L,(a,b). Damit sind aber bereits alle sinnvollen Approximationsver-
fahren erfafit, die linear in f € Ly(a,b) sind. Darunter sind besonders wichtig Projektions- und
Interpolationsverfahren. Diese sind in dem folgenden Lemma charakterisiert:



Lemma 1.4.2 a) Das Approxzimationverfahren Af von (1.4.12) ist ein Projektionsverfah-
ren bzw. ein Projektor auf Si¢ = span{N;;}i—; , d.h. es gilt A(N; ) = N firl <i <mn
genau dann, wenn die Funktionale p;(f) biorthogonal sind.

b) Sind die Funktionale pi;(f) von der Form p;(f) = 327_1 bij f(75) (falls f stetig ist), so ist Af
ein Interpolationsverfahren mit den Stitzstellen f(1;) genau dann, wenn die Matriz {b;;}
Inverse der Kollokationsmatrix {N; ;(7;)} ist.

BEWEIS: Af ist ein Projektor genau dann, wenn

Njj=A(Nji) =Y pi(Nj i) Nig
=1

gilt. Aus der linearen Unabhéngigkeit der IV; ;, folgt, daf dies genau dann vorliegt, wenn y;(N; ) =
0; ; erfiillt ist, d.h. die p; sind biorthogonal. Zum Beweis des zweiten Teils werten wir die Inter-
polationseigenschaft von Af aus, d.h.

fn) = (Af)(n) = Xia (Z}L1 bz‘jf(Tj)>Ni,k(Tl)

= i f(1) 25 big Nig(m)
Da dies fiir alle stetigen f gelten soll, folgt

> bigNig(m) = 61

i=1

und damit die Behauptung . O

Projektionsverfahren spielen in der Approximationstheorie eine bedeutende Rolle bei der Un-
tersuchung der Approximationsgiite. Um dies zu studieren, fithren wir im vorliegenden Fall fiir
Funktionen f € Ly(a,b) die Grofe

dist(f; Skt)p = Inf{||f — 8ll(ap)p : 5 € Skt} (1.4.13)

ein, d.h. wir messen die Approximationsgiite durch die beste Approximation mit Spline-
funktionen aus Sy ¢. Dann zeigen wir

Lemma 1.4.3 Es sei Af ein Projektor vom Typ (1.4.12) auf Syt C Lp(a,b). Dann gilt fir
jedes f € Ly(a,b) die Fehlerabschdtzung

A = Fllp@p) < L+ | Allp) dist(f; Ske))p (L.4.14)

wobei die Operatornorm ||A||, von A durch

1ALl

IA]]p := (1.4.15)
rerpab),f20 | fllp
definiert ist (entprechend fir f € Cla,b]). Es gilt allgemein
1/p
141 < (3 Huallp(tisr — t:)/) (1.4.16)

wobei ||p;||p analog zu ||A||, definiert ist. Im Falle, daf8 b— a endlich ist, gilt speziell
1A, < (b= a)'/? sup ||l |,- (1.4.17)



Beweis: Die Ungleichung (I1.4.14) ist grundlegend und in der Approximationstheorie wohlbe-
kannt. Der einfache Beweis basiert auf der Aufspaltung des Fehlers Af — f in

Af =f=A(f—s)+s— [,

wobei die Projektionseigenschaft As = s fiir beliebiges s € S}, ¢ ausgeniitzt wurde. Die Dreiecks-
gleichung darauf angewandt und anschlieBende Bildung des Infimums iiber s liefert mit (I1.4.15)
und (1.4.13) sofort (1.4.14).

Ungleichung (1.4.16) ergibt sich aus

ATl = 1S (et — 6D Nl < (S s P (g — 1) /8) 7
< 11l (Sl i — £)/8) "

und (1.4.17) weiter aus

1/p 1/p
(X llwal Bt — 1) /&) < sup llilly (3o (i — 1) /k) (b — )7 sup il
Od

Entscheidend dafiir, dafl die obige Fehlerabschéitzung brauchbar wird, ist nun die gleichméfige
Beschranktheit der Norm ||A]|, des Projektors A unabhéngig von der zugrunde liegenden Kno-
tenfolge. Dann zeigt ndmlich (1.4.14), dafl die Approximationsgiite des Projektors A bis auf eine
Konstante die gleiche wie bei der besten Approximation ist, und zwar unabhéngig davon, wie fein
die Knotenfolge gewihlt ist. Letzteres ist aber notwendig fiir eine Konvergenz der Approxima-
tion ( vergl. die Bemerkung im Anschluf an Lemma 1.4.1). Gleichzeitig sichert die gleichmé&Bige
Beschrinktheit von ||A||, auch die numerische Stabilitéit des Approximationsverfahrens Af bei
dieser variablen t.

Eine Hauptaufgabe der Approximationstheorie ist es, konkrete solche Verfahren zu entwickeln.
Im Falle der Splinefunktionen kénnen wir die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts {iber
biorthogonale Funktionale heranziehen, um Projektionsverfahren anzugeben, die nach Teil a)
von Lemma 1.4.2 alle Funktionen eines vorgegebenen Splineraums exakt reproduzieren. Ge-
geniiber Interpolationsverfahren hat dies den Vorteil, da} zur Konstruktion kein Gleichungs-
system gelost werden mufl, was ja nach Teil b) dieses Lemmas notwendig ist. Trotzdem ist
Approximation durch Interpolation von grofler Bedeutung in der Splinetheorie, da die zugehori-
ge Matrix {N; ,(7;)} Bandstruktur besitzt. Das resultierende Gleichungssystem kann dann be-
kanntlich mit wenig Aufwand gelost werden. Wir werden in Abschnitt 1.7 ndher darauf eingehen.

1.4.2 Lokale Fehlerabschitzungen

In diesem Unterabschnitt wollen wir lokale Fehlerabschitzungen in der L,— Norm fiir Projek-
tionsverfahren des Typs (1.4.12) herleiten. Nach Lemma 1.4.2 benétigen wir dazu biorthogo-
nale Funktionale zu den B— Splines. Sie sind durch die Sétze 1.3.1 -1.3.3 des vorangegangenen
Abschnitts genau charakterisiert worden. Die einfachsten derartigen Funktionale (I.3.3) nach
deBoor-Fix eignen sich jedoch dafiir nicht, da sie nur fiir glatte Funktionen definiert sind. Um
Funktionale auf ganz L,(a,b) zu erhalten, mufl man einen Ansatz der Form (I.3.11) wéhlen,



und diesen nach Formel (I.3.18) konkretisieren. Die so erhaltenen biorthogonalen Funktionale
haben den zusétzlichen Vorteil, dafl sie lokalen Trager besitzen. Diese Eigenschaft wollen wir im
Hinblick auf spétere Anwendungen genauer formulieren.

Definition 1.4.1: FEin lineares Funktional yi;(f) von f € Ly(a,b) hat den Triger (t;,ti,) mit
einer festen Zahl r € N, wenn gilt

f(x) =0,z € [ti;ti+r] = ,uz(f) =0 (1.4.18)

Hiermit 148t sich die trivialerweise geltende Aussage

(O < Mlpallp 111, (a.0)

lokal verschérfen. Um dies zu sehen, betrachten wir eine beliebige stetige Funktion ¢(z) mit

0 : ,$¢[ti—5,ti+r+5]
p(z) = 1 oz € [t tits]
€(0,1) : ,sonst

fiir § gentigend klein. Dann folgt 0 = g(x) — g(z)p(z) fiir « € [t;, ti+,] und daher

11(9)| = |pi(g — gp) + 1(gp)l < lluillp 119 - ollp, =5t 0+0]

Da dies fiir alle derartige ¢ und § > 0 gilt, folgt gegeniiber vorher starker

|1i(9) ] < il lpl91lp i) (1.4.19)

Die in (I.3.11) angesetzten biorthogonalen Funktionale

b
wi(f) = / g§k)(x) dx, g; wiein (1.3.18, (1.4.20)
a
erfiillen also Definition 1.4.1 mit r = k. Entscheidend ist nun, daf fiir sie nach Lemma 1.3.3 gilt

My, pp = sup My, ¢ < 00 (1.4.21)
t

wobei analog zu (1.3.43) definiert ist
My = sup(tir — t:) k)77 il - (1.4.22)
1

Der folgende Satz zeigt, dafl diese Eigenschaft genau dazu ausreicht, um lokale Fehlerabschétzun-
gen fiir speziell aus biorthogonalen Funktionalen entstehende Projektionsverfahren zu erzielen.
Sie verschiirfen die globale Fehlerabschétzung (1.4.14), die erst unter der stérkeren Voraussetzung

(Z il Btk — ti)/k)w o

in (I.4.16) in dieser Form folgt.

Satz 1.4.1 Es sei durch (1.4.12) ein lineares Approxzimationsverfahren auf Ly(a,b) gegeben,
wobei die p;(f) biorthogonale Funktionale der Form (1.4.20) seien und (1.4.19), (1.4.21) erfiillen
sollen. Dann gilt fir f € L,(a,b) und jedes Intervall (t;,t;41) C [a,b]

Hf - Af||p,(tj,tj+1) < (1 + Mk’,p) qlelhfk ||f - Q||p, (tj+1—kstjt+r) (1423)



Falls f auf [tj41-k, tjyr] weiter l-mal differenzierbar ist mit Ableitung O e Ly(tjs1—k,tjtr) fir
einl=1,...,k, so gilt

1 = Aflly, (t5t500) < Eir — tier—e) T+ Map) AP, (61 tsen): (1.4.24)
und speziell fir fO € L,(a,b)
1F = Afllp sy < (1 Mip)lC — 1+ 1) UIAFO N, 0, (1.4.25)

wobei |A| := max [tj11 — tj].

BEWEIS : Jedes Polynom ¢ € IIj, liegt in S ¢. Da Af 1t. Voraussetzung ein Projektionsver-
fahren ist , gilt also
f-Af=f—-q-A(f-q), Vqell (1.4.26)

und somit fir « € [t;,t;41] wegen der Tréger -Eigenschaften der N;j und (1.4.19)
J
[f(z) = (AN@)] < If@@)—a@)|+ > |wlf - a)INig(@)
i=j+1—Fk

£@ = a@+ (s [l 11 =l i) 1

JH1-k<i<j

IN

. . ]
wobei wir noch Z.:jﬂ%
(tj, tj+1) liefert dann

1 (x)—=(Af)(x)

N; r(xz) = 1 beriicksichtigt haben. Bildung der L,—Norm beziiglich

|p7(tj,tj+1) S Hf_p |p7 (tj,tj+1)+((tj+1_tj)1/p . sup gy HIU”LHP)H.]C_ qu, (tj+1,k,tj+r)a
J

JH1-k<i<

und mit Voraussetzung (1.4.21) folgt weiter

1F (@) = (AN @)y, (t5.550) < A Mip)llf = dllp, t51nt510)
und hieraus (I1.4.23) nach Bildung des Infimums iiber ¢ € IIj.

Fiir den Rest benutzen wir die Taylor - Formel um den Punkt ¢ € [a, ]

-1

@) = 3 1O it s [ -0 O

1=0

woraus mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung fiir L,—Normen

1 I -1
i _ < - RN £n ()
1 =l < gyl [ €00

d—c)
et < EZ DO e

I (ed) (1.4.27)

d
< (l_ll), [ =00 a

folgt. Setzt man dies fiir (¢, d) = (tj41-k, tj4+r) in (1.4.23) ein, so ergibt sich direkt (1.4.24). Bildet
man anschliefend auf beiden Seiten die p—te Potenz , summiert iiber 7, und nochmals die 1/p—
te Potenz, so erhélt man (1.4.25). O

Als Konsequenz von Satz 1.4.1 ergibt sich jetzt die gewiinschte Aussage iiber die Approximati-
onsgiite von Splinefunktionen .



Korollar 1.4.1: Es sei A , wie in (1.4.25) definiert und f l-mal differenzierbar auf (a,b) fiir
einl =0,..k mit fO ¢ Ly(a,b). Dann gibt es eine von A und f unabhingige Konstante Clp,
so dajs

dist(f; Sk.t)p(an) < Crp A w,(F7D;2kA) (1.4.28)

gilt, wobei der Stetigkeitsmodul wy(f;0) von f € Ly(a,b) allgemeiner als in (1.4.11) erkldrt ist
durch

wp(f30) :== sup [[f(- +h) = F()llp,(ab) (1.4.29)
Ihl<s

BEWEIS: Wir benétigen eine Modifikation der Abschétzung (1.4.27). Es sei ¢* € Iy derart,

daf
||f, - (q*),Hp,(c,d) = qeil%f_l Hf, - Q||p,(c,d)

Dann folgt mit (1.4.27) fiir [ = 1 angewendet auf f — ¢* statt f

infqenk Hf - QHp,(c,d) = infqel'[;€ Hf —q - QHp,(c,d)
< (d =N = (@) lp(e,a) = (d = ¢)infgem,_, |If —q

Wiederholte Anwendung dieser Ungleichung ergibt

. -1 . -1
anf If =dlly, o < @=0t inf (IO —gll, )

p,(c,d)

q€lly_141
< d— -1 : f (1-1)
< (@'t mf 170~ gl e

Die letzte GroBe schiitzen wir mit der Abkiirzung g := f® weiter ab durch
d
it g = dlly, e < llg = (=) [ gw) dull,
= @07 [0~ sl < @7 [ dullgl) — 9l e

< (d—C)‘l/ du ‘hlsgg llg(-) = g(- + h)|[,, (e,d)swsgg llg() = g+ Mllp, (ca)

Zusammen erhalten wir

inf — ey < (d—=e)1 su J—g(-+h .
Jof [1f = ally, ca) = (d—c) ‘h‘SE_CHg() g+ My, (ca)

Setzen wir dies in (I1.4.23) ein, bilden die p—te Potenz auf beiden Seiten und summieren iiber j,
so folgt unmittelbar Abschétzung (1.4.28) O.

Wir wollen Satz 1.4.1 noch erweitern, indem wir untersuchen, wie gut das Approximations-
verfahren Af auch Ableitungen approximiert. Dazu mufl Af weiter modifiziert werden. Die
entscheidene Idee (nach L.L. Schumaker) ist, die Knotenfolge t so auszudiinnen, daf§ die Knoten
" fast gleichméafig” verteilt sind.

Lemma 1.4.4 Gegeben ist eine Zerlegung A = {a=z9 <z <...<xpt1 =0b} des Intervalls
[a,b]. Dann existiert eine Zerlegung A :a = 3o < ... < Ty41 = b von A mit der Eigenschaft

%A S mlnz(iz — fi—l) S maxi(@- — fi—l) S %A (1430)

A = maxl-(:L‘i - J}z;l)



BEWEIS: Man setze x; = a und definiere z7, ..., z;, rekursiv durch

o5 =min{z; 2 € [2f_ +A/2,2 1 +3A/2], x; <b—A/2}

Dies liBt sich solange durchfiihren, bis 27, > b—3A/2 erreicht ist. Dann setze man z7, , = b, und
es léBt sich leicht zeigen, dafl die 7 mindestens den Abstand A/2 und hochstens den Abstand
3A/2 untereinander haben, d.h. (1.4.30) gilt. O

Mit dieser so aus t entstandenen Knotenfolge

t:a:fo s t~1,...,tm , tm_HZb
—— N —
k—fach k—fach
wobei 11, ..., t,, nach Konstruktion alle einfach sind, definieren wir jetzt
~ m ~
A(f) =Y Bi(f)Nik € Sig (1.4.31)
i=1

wobei die Nzk beziiglich t gebildet seien, und fi;(f) entsprechend modifiziert gem#f (1.4.12) .
Dann kénnen wir annehmen, daf3 die Funktionale pi; die gleichen Eigenschaften wie die p; im
Satz 1.4.1 erfiillen, und es gilt

Satz 1.4.2 Es sei f I— mal differenzierbar fir ein | = 1,...,k mit f® € Ly(a,b) und der
Operator A(f) aus (1.4.31) besitze die oben beschriebenen Eigenschaften. Dann gilt fir x €
(%vj’%ijrl)m(a’b) undp:(),,l

1) — j(f)(ﬂ)”p’[? Toa] S Ck,l,pAl_pr(l)Hp, (tj41—kotjtr)

joti+]

wobei Cry, = (1/(1 — p)!) + M(k +r — 1)!4P/11. Eine (1.4.25) endsprechende Abschitzung gilt
ebenfalls.

BEWEIS: Analog zu (1.4.26) haben wir
J
FO(@) = (AN (@) < |fO@) - dP @)+ Y |uf =) INR (@) (1.4.32)
i=j+1—k
Zur Abschitzung des ersten Terms beniitzen wir die Taylor-Reihe fiir f(*)
fO@) =S fe @ — o fit+ (i) S =0 f Ot

(p)

= (S 19— i)|  + (i) S2 @ — )= £ )de

und erhalten mit ¢ als Taylor-Polynom von f und ¢ = t; analog zu (1.4.27)

tivy —t; l—p
(]JEl_p])?Hf(l)Hp, (tjti+1) (1.4.33)

Den zweiten Term in (1.4.32) schétzen wir nach (1.4.19) ab durch

Hf(p) _p(p)Hp, (tj,tj+1) S

J J
ST il =) IND@ < MUF bl 01t S 1N (@) (1.4.34)
i=j+1—k i=j+1-k



Nun ziehen wir die Formel (I.2.23) zur Abschiitzung der Ableitungen von B-Splines heran. Weil
die Knoten von Nj . einfach sind, folgt

(3

v N — o(p—1 (p—1
N (@) < 2lmin(E — fi-0)) ™ max(ING oo, 187710 o)

Wiederholte Anwendung von (1.2.23) zeigt zusammen mit (1.2.32) und (1.4.30), dafl

NG (@)] < [2minf; — 1)) < (B)7"
gilt. Setzen wir dies zusammen mit (1.4.30) in (1.4.34) ein und berticksichtigen auflerdem (1.4.27),
so ergibt sich wie in Satz [.4.1
: v (P) A
Yo wlf =)l [N ()] < (A)_”( sup [l lpl[f = qlly, (ti,ti_‘_r)) -1

i=j+1—k JH1-k<i<j

Zusammen mit (1.4.33) sind nun beide Terme in (1.4.32) in gleicher Weise wie in Satz 1.4.1 bis
auf den zusitzlichen Faktor (A)~7 abgeschiitzt und die Behauptung folgt. O

Zu den Sétzen 1.4.1 und [.4.2 sei noch bemerkt, dafl sich allgemeinere Abschétzungen mittels
Stetigkeitsmoduli von hoherer Ordnung beweisen lassen. Wir gehen in einem spéteren Kapitel
néher darauf ein.

[.4.3 Quasiinterpolanten

Eine wichtige Erweiterung betrifft die Moglichkeit, einfachere Operatoren als die Projektionsope-
ratoren in Satz [.4.1 zu konstruieren, wobei sich die Approximationsgiite gegeniiber der optimal
moglichen ebenfalls nur um einen konstanten, von der zu approximierenden Funktion unabhéngi-
gen Faktor verschlechtern darf. Statt der biorthogonalen Funktionale der Form (I1.4.20) sollen
jedoch nur Punktfunktionale verwendet werden. Dies ist von praktischem Interesse, denn auch in
(I.4.20) muf das Integral erst diskretisiert werden, wenn die zugehérigen Projektionsoperatoren
berechnet werden sollen.

Den Schliissel dazu bildet die Beobachtung, dafl bei der Herleitung von Satz 1.4.1 die Projekti-
onseigenschaft des Operators Af in (1.4.26) nur eingeschrénkt auf dem Raum 7y, der Polynome
vom Grad k — 1 ausgenutzt wurde. Dies legt die Idee nahe, mit der abgeschwéichten Forderung

(Ap)(x) =p(x) ; pe€ll, , a<z<b , 1<r<k (1.4.35)

zu arbeiten. Der folgende Satz zeigt, dal man dies mit Operatoren Af in (I1.4.12) erreichen kann,
die lineare Funktionale y;(f)) der Form

Hz(f) = Z [67}] [Tily e ,Til]f (1436)
=1

verwenden. Die Punkte 7;; < ... < 7;, sind dabei fiir f € C(a,b) vorgegeben. Solche Approxi-
mationsverfahren werden in der Literatur Quasiinterpolanten genannt.

Satz 1.4.3 (Lyche-Schumaker 1975) Ein Operator Af der Form (I.4.12) mit Funktionalen
der Form (1.4.36) erfillt (1.4.35) genau dann, wenn fir ein festes, aber beliebiges y € R

l Pik
aij = ZZ%gz(,}(y)(k ) (L4.37)



gilt, wobei

Jj—1 k—1
gij(@) =[] (@=7ip),  win(t) =[]t~ tix). (1.4.38)
1/:1) v=1

BEWEIS: Wir erinnern uns der Marsden -Formel (I.2.4). Danach gilt fiir beliebiges (aber im
Folgenden festes )y

(y —a) ! i Pik(Y)
N — oy NVik(2).
(k-1 = (k—11)
Analog zum daran anschlieBenden Korollar folgt daraus durch Differentiation nach y
1 n (k—1—7)
( (pz k (y)
gj(x) := Z; k1) Nig(x) tp <z <tpia.

Daher gilt (1.4.35) genau dann, wenn fiir j =0,...,7 — 1
n A (k=1=j) n
Pik (y)
gj(x) =" Gy Niw(e) = (Ag) (@) = > 1i(g7) Ni ().

=1 =1

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der B-Splines ist dies dquivalent zu

P (y)
m(w)z% 1<i<n ; 0<j<r—1 (1.4.39)

Um dies in Verbindung mit (1.4.37) zu bringen, wahlen wir statt der Basis der g;(z) die den
Funktionalen ji; besser angepafite Basis aus den Funktionen g;;(z) in (I1.4.38). Sie bilden mit den
Funktionalen [7;1, ..., 7;;] ein Biorthogonalsystem, denn man verifiziert schnell, daf

[Tits -, Talgi; = dj1- (1.4.40)

gilt. Auf Grund der Darstellung

gl] Zglj /l‘

ist nun leicht einzusehen, dafl (1.4.39) genau dann gilt, wenn

()
1i(9i5) Zgw y)i(gr) Zg 71,)

fir j =0,...,7 — 1 gilt. Nach (1.4.40) folgt aber
agg =Y oqlTin, - Talgig = pi(9i5)

so daB sich damit die gesuchte Darstellung (1.4.37) der Koeffizienten «;; in (1.4.36) ergibt.

Eine kurze Uberlegung zeigt, da die Aussage des Lemmas auch fiir evtl. zusammenfallende
Stitzstellen 7,1 < ... < 7, erhalten bleibt, wenn wir die dividierten Differenzen in (I.4.36)



entsprechend interpretieren (vergl. Abschnitt 1.2) und f als geniigend glatt vorauszusetzen. Im

Spezialfall 7;1 = ... = Ty, = 7; € (t;,tiys) erhalten wir so fiir f € C*~a, b] aus (1.4.36)
k
i f) = ai f0 () /(1 - 1) (L4.41)
=1
Wegen (1.2.4) geht (1.4.37) im Falle y = 0 iiber in (j — p :=v)
j 1)1 i 1 (p=1)! (k—
a = Yo g () ) el (0)/ (= 1)t =
G-1)(—1)i~1 —j1 2700

= et 2e=0 o T =

(—1)7 (=D ()
= (k=1

d.h. die Funktionale (I.4.41) stimmen mit denen von (1.3.17) in Lemma (1.3.2) iiberein.

Weiter diskutieren wir die Fille » = 1,2. Wegen «;; = 1 gilt trivialerweise im ersten Fall
wi(f) = f(7). Im zweiten Fall ergibt (1.4.37) mit y =0

aig =0 — 11 =~ (0)/(k — 1)! - 7
wobei ¢; (t) durch (I.2.34) erklért ist. Man sieht nun leicht, da8 @EIZ_Q) (0) linear int;41,...,tivk—1

sein muf}, und — weil Vertauschung der ¢, nichts éndert— daf sogar <p£lj;2) (0) = c(tiza+- . - titk)

mit einem festen ¢ gelten muf. Dies liefert schliefllich
e e |

Qo = 1 — Tl

Formel (I.4.36) fallt nun besonders einfach aus, wenn «; 2 = 0 erfiillt ist. Wir formulieren dies
als

KOROLLAR 1.4.3: Der lineare Operator
V(fiz)=>_ f()Njk (1-4.42)

der zu einer Folge t aus (I1.4.4) durch die Wahl

. tj+1—|-...—|—tj+k_1
i k—1

gebildet wird, ist exakt fiir alle Konstanten und lineare Funktionen.

(1.4.43)

Bemerkung: Dieser Operator wird als variationsvermindernde Spline- Approximation von Schoen-
berg (1965) bzw. kurz als Schoenberg-Operator bezeichnet.

Die Konstruktion von Punktfunktionalen noch héherer Exaktheit kann nach Satz 1.4.1 rekursiv
durchgefiihrt werden: sind bereits Punkte 7;1,...7;, gew#hlt und die o;; fiir j = 1,...,r aus
(I.4.37) berechnet, so braucht man nur einen weiteren Punkt 7; 11 zu wéhlen und danach «; ,41
aus (1.4.37) zu berechnen, um zu einem Verfahren zu kommen, das exakt fiir p € w41 ist.



I.4.4 Verfeinerte Abschitzungen

Im Falle der durch (1.4.12), (1.4.37) definierten Quasiinterpolanten kann man eine obere Schranke
fur My, o in (1.4.21) herleiten .

Lemma 1.4.5 Es seien in (1.4.12), (1.4.36) die Stitzstellen 71 ... 7;, gemdf
Tiji=ti+(G—-1)-h , h:=(t—t)/(r—1) (1.4.44)
gewdhlt, wobei wir r > 2 voraussetzen. Dann gilt fiir die entsprechenden Funktionale

sup ||l |0 < 4P (1.4.45)
K3

BEWEIS: Wir wihlen y = ¢, in der Darstellung (1.4.37). Dann folgt

-1 (u—1) A
r[H@:—w] W] < i@~ ") < (G = DU = DA/ - p)!

v=0

und analog
) < (= DU — t)F S @)/ (k= 1) < [(r = DR,

also zusammen

gl < D7 (i: i) ((r=1h) ™ = ((r = 1)2n) " (I.4.46)

pn=1
Nun gilt bei Wahl (1.4.44) von dquidistanten Stiitzstellen

ity gl f = RIAT () /(L= 1)L,
wobei die Vorwirtsdifferenzen Afl_l durch
ALf(x) = Anf(@) = fla+h) = f(x) , A f(z) = An(A) f(2) (1.4.47)

erkldrt sind. Zusammen mit (1.4.46) folgt durch Einsetzen in (1.4.36)
(s \<Z (r— 1) AL F )1/ - 1!

Aus (1.4.47) leitet man durch Induktion sofort

AL )] < 271 oo

her. Damit ergibt sich

r

i (O] < 1 flloe D[40 = 1)) /(1 = 1)!

=1
und daraus (1.4.45). O

Fiir spitere Zwecke sei noch ausgefiihrt, wie man in der Abschétzungen (1.4.27) auf der rechten
Seite eine optimale Konstante erhalten kann. Ansonsten kénnen der folgende Satz und das
anschlieende Korollar ohne Verlust fiir das Weitere ausgelassen werden.



Satz 1.4.4 Es sei f € C*[a,b] und 1 < p < co. Dann existiert ein a < & < b, so daf gilt

1 k+1 k
nf I = 9l (@) = chplb = ) PO Q) (14.48)

wobes

; k
ep = inf 11@/K) = 9@l 0. (1.4.49)

BEWEIS: Nach Satz I aus Abschnitt 1.8.1 existiert eine beste Approximation py zu f € Cla, b]
oder f € Ly(a,b) . Im Falle p = oo zeigt der dortige Charakterisierungssatz V, dal firi =1,...,k
Punkte z; € (§-1,&;) existieren miissen mit

pr(ai)=flz:) 1<i<k (1.4.50)

falls f € Cla,b]. Im Falle 1 < p < oo liefert zunéichst Satz IV
b
/ 2716(x)|P~! sgnd(z)dxr =0 j=0,....,k—1 (1.4.51)

wobei 6(z) = f(x) — py(z). Fiir j = 0 liefert dies die Existenz mindestens eines x; mit (1.4.50).
Gébe es weniger solche Nullstellen, sagen wir ¢ < 21 < ... < xp, < b mit m < k , so wiirde
(I.4.51) liefern

/ab(x —a1) e (@ — )| 5(@)PY sen[d(z)]da = 0

Nun ist aber sgn(z —x1)...(x — ) =+ sgn  [d(z)], so daBl ein Widerspruch vorliegt (min-
destens wenn f & 7). Also gilt (1.4.50) auch in diesem Falle.

Aus (1.4.50) ergibt sich iiber die Darstellung des Restglieds der Lagrange-Interpolation in Satz
1.2.1

f(@) = pp@) = (x — 1) ... (& — 2p) fO (&) /!

mit einem von x abhéngigen £. Hieraus folgt

’|( 1) o ( k)Hp,(a,b)' min |f(k)(x)]

_ >
f = prllpapy = a<w<h

k
T
> hd . mi (k)
= b oy = 9@)llpey - min, [17(@)]

Mit Hilfe der linearen Transformation

r=(b—-a)t+a , t€[0,1]
sieht man leicht, dafl .
it 1y = 9@l = (b= ) e, (1.4.52)
gilt und folglich die Abschétzung
1 = 2l iy 2 enp min 17 ()| (6 — @)V, (14.53)

Zur Abschitzung nach oben betrachten wir das spezielle Approximationsproblem (1.4.49). Wie-
der Satz I aus Abschnitt 1.8.1 zeigt zusammen mit (1.4.52) die Existenz eines ¢* € IIj derart,
daf3

Kb —a)* Py, = ||2* — ¢ (@)]lp,(ap)



und die Sdtze IV , IX aus 1.8.1 die Existenz von Punkten a < 27 <235 < ... <z} < b mit

@) =q() 1<i<k

)

Sei L(f) das Interpolationspolynom € IIj , das f an den Stellen 7, ..., z} interpoliert. Dann
folgt nach Satz 1.2.1

1/ @) = L@ papy = @ —27)... (@ =2} fPE)/Rlp,(ap)

o = (@)l gy max, | £ )/

= cp(b— )P max |f(2)

IN

Zusammen mit (1.4.53) ergibt dies die Behauptung durch den Zwischenwertsatz. O

Korollar 1.4.2 Die Abschitzung (1.4.24) von Satz 1.4.2 lifit sich verbessern zu

2-47
||f - AfHOO,[tj,t]'_»rﬂ S (t]+q - t]+1_k)l(1 + M)i : ||f(l)”00,[tj+1,k,tj+q]

Il
BEWEIS: Statt (1.4.27) beniitzen wir iiber Satz [.4.4 mit k ={,p = o0
. . l l
glenl_i Hf - gHoo,(c,d) < gléll_[fl ||f - g||oo,(c,d) < (d - C) Cl,OOHf( )||[c,d],oo (1454)
Dies liefert sofort (1.4.53), da bekanntlich

Betoe =27 inf Jlat = p(@)lloogor) = 271 T@)] oo or = 247
pell;



Ubungsaufgaben zu Abschnitt 1.4
AUFGABE 1)
Sei S} ¢ definiert wie in (I.1.2) und f € C[t1,t,] gegeben, d.h. f stetig auf [t1,¢,]. Die Gitterweite
|t| von t sei definiert als

t| = max |tji+1 —1;
’ ’ 1<i<n—1 ‘ i+1 1’
Ferner sei definiert als Minimalabweichung von f zu S

dist(f;S1t)eo := inf sup |f(t) — s(t)]

SESLE ) <t<ty

Man beweise die Abschéitzung

dist(f;S14) < sw(fs]t])

N | =

wobei w(f; p) :==sup{|f(x) — f(v)|: z,y € [t1,tn], |z — y| < p} . Fiir welche Funktionen aus C/[t1, t,]
ist sie nicht zu verbessern?

AUFGABE 2)
Man zeige, da8 fir f € C[ty,t,] aus

lim ||~ tdist(f; S14)oo =0
[t|—0

folgt, dal f konstant auf [tq,¢,] ist.

AUFGABE 3)

Es sei Szt die Menge der Polygonziige mit Knoten #1,...,t, und sei f € C%[t1,t,], d.h. 2-mal
stetig differenzierbar auf [t1,¢,]. Dann bezeichne Sa(f) den interpolierenden Polygonzug von f
durch (¢;, f(t;))";. Man beweise folgende Abschitzung (und zeige, dafl sie scharf ist)

2
17 = S Pl < e

HINWEIS: Benutze die Restgliedformel der Lagrange-Interpolation.
AUFGABE 4)

Man beweise eine zu Aufgabe 3) analoge Fehlerabschidtzung fiir den Interpolationsoperator
(I.1.29). Ist eine Erweiterung auf Funktionen héherer Glattheit im Sinne von Satz 1.4.1 moglich?

AUFGABE 5)
Man beweise in Erginzung zu Satz 1.4.1 eine Fehlerabschitzung fiir ||f — Af

falls
falls

py(tj,tit1) o
die Ableitung f € Ly(tj41-k,tj4+x) mit p > g liegt und entsprechend fiir ||f — Afll¢

fO € Ly(a,b) gilt.

a,b),p



I.5 Algorithmen fiir B-Spline -Linearkombinationen

1.5.1 Algorithmen aus Rekursionsformeln
Das diesem Abschnitt zugrundeliegende Problem ist folgendes:
Es soll der Wert einer vektor -wertigen B-Spline-Linearkombination

s(z) = 3 ciNip(x) (L5.1)
=1

zum Knotensatz
(3MHF ot <ty <<ty mit t <ty fir i=1,..,n (1.5.2)

und Vektoren
{Ci}?zl s C; € ]Rd (1.5.3)

an der Stelle x berechnet werden .

Die néchstliegende Methode besteht darin, alle an der Stelle  nicht verschwindenden B-Splines
N; i(x) aus (1.2.19) zu berechnen und anschliefend die Linearkombination (I.5.1) mit den Ko-
effizienten c¢;. Um dies durchzufiihren benutzen wir die durch (1.2.19) und (I.2.20) gegebenen
Rekursionsformeln und nehmen fiir x

i<z <ty , (154)

an. Zur Realisierung dieser Voraussetzung sei bemerkt:

Zu gegebenem z und der Knotenfolge {tz}fjlk mit t; < tizq, t; < tiar 1 = 1,...,n liefert ein
einfacher Algorithmus den Index 4; mit ¢;, < & < t;,4; in hochstens [logy(n + k)] 41 Vergleichen,
sofern x in (t1,t,41) liegt.

Ein solches Bisektionsverfahren wird “adaptiv”’, wenn der zuletzt berechnete Index 4; als neuer
Anfangsratewert genommen wird. Dies kann den Algorithmus erheblich beschleunigen, wenn
sich « von einem Durchlauf zum n#chsten nur geringfiigig éndert.

Es gilt nun N;i(z) = 1 nach (1.2.19) und (k — 2)— fache Anwendung von (I1.2.20) liefert die
N; i(x). Auf Grund der Trégereigenschaft (Satz 1.2.3) der B-Splines erhalten wir dadurch fol-
gendes Schema:

0 Nijl(iﬂ)
{ v
O Nifl’g(x) Ni72($)
(L5.5)
0
0 Nito—kr—1(x) . Nip—1(x)
Nit1—k () . Ni k()

Die unterste Zeile liefert die Werte aller B-Splines, die bei x nicht verschwinden. Dabei geht jede
Zeile aus der vorigen durch Anwendung von (1.2.19) hervor.



Es ist leicht zu sehen, dal diese Rekursion auf einem Vektor der Lénge k durchgefiihrt werden
kann, solange die Elemente einer Zeile von links nach rechts aufgebaut werden. Die Formel
(I.2.20) zeigt ferner, daB bei diesem Algorithmus nur konvexe Kombinationen von positiven
Werten berechnet werden. Er ist also sehr stabil. Die Anzahl der “Punkt”- Operationen (1
Multiplikation + 1 Division) betrigt dabei (3k% + k — 4)/2.

Setzt man in (I1.5.5) x = ¢;41 ein und fithrt den Algorithmus durch, erhélt man fiir j = 1,...,k
in der untersten Zeile von (1.5.5) die Werte

E%Nﬂrjfk,k(ti-ﬁ—l - 8) . (156)

Dies folgt sehr einfach aus (1.2.20) mit x = ¢;41 — e. Damit 148t sich der Algorithmus auch fiir
x = t;11 benutzen, falls man als Wert einer Splinefunktion an einem Knoten ihren rechtsseitigen
Limes nimmt. Der Wert der B-Spline-Linearkombination (I.5.1) an der Stelle z in (I.5.4) kann
nun wie oben bemerkt mittels des Tableaus (I1.5.5) berechnet werden.

Es gibt dazu jedoch (nach C.deBoor 1969) einen effizienteren Algorithmus, den wir jetzt vor-
stellen wollen. Er beruht auf folgendem

Satz 1.5.1 Es hat s(x) aus (1.5.1) fiir beliebiges 1 < j <1 < k und alle x die Darstellung

n+j—1 )
s(z) = Z cH(z)N; j—jr1(z), (1.5.7)
i=1
wobet
cl(z) =c i=1,...,n (1.5.8)
c,i=c =0, j=1,..k

gesetzt ist, und die cg rekursiv berechnet werden firi=1,..n+j und j=1,....k — 1 durch
@) = wip_jcl (@) + (1 —wip_j)c_(z), (1.5.9)
wobei w; —j = wj k—;(x) wie in (1.2.21) definiert ist. Insbesondere gilt firt; < x <ty

s(x) = cf(z) . (1.5.10)

BeEwEIs: Er erfolgt durch Induktion in j. Ist Darstellung (1.5.7) gegeben, so wende man die
Rekursionsformel (1.2.22) fiir k — j + 1 statt £ an, die sich unter Verwendung der GroBen w; ;,—;
als

Nik—j+1(2) = wik—jNik—j(®) + (1 = wik—;j) Nit1,56—; (@)
schreiben ld3t. Es folgt

s(z) =X el (@) [win—jNik—j (@) + (1 — wir1 b)) Nig1h—j ()]

= Y wik—jel (@) + (1 — wip—j)el_1 (2)]Nig—j ()

wobei die Randterme mit gemé&f obiger Vereinbarung verschwindenden cz gleich 0 gesetzt worden
sind.

Dies ergibt (1.5.9) und somit (1.5.7) fiir j + 1 statt j. Daraus folgt (I.5.10) mit j = k£ und der
Tatsache, daf§ fiir ¢; < x < t;41 der einzige nichtverschwindende B-Spline der Ordnung 1 die
Funktion N; ;(x) mit Wert 1 in z ist. O



Dieser Satz fithrt nun zu dem Tableau

¢y i(@) . cl(x)
¢ {
c12+2—k(~’f) e c?(x) (L.5.11)
cf ()

in dem die cg wieder zeilenweise bestimmt werden koénnen (mit 1.5.9). Die gegebene Anordnung
(I.5.11) ermoglicht es, die ¢! (z) fiir festes = auf einem Vektor zu berechnen. Setzt man in diesem
Tableau = = t;11 ein, so erhélt man analog zu (1.5.6)

c; (tiv1) = lim s(tip1 — €).

e—0

Auch dieser Algorithmus ist sehr stabil, da in (I.5.9) nur konvexe Kombinationen gebildet wer-
den. Die Anzahl der “Punkt”-Operationen betréigt hier @, was sparsamer als (3k?4-3k—4)/2
nach (I.5.5) ist.

Zwei Spezialfille sind besonders erwidhnenswert:

Falls  mit einem Knoten ¢;11 = - - - = t;4s der Multiplizitdt s zusammenfillt, reduziert sich der
Algorithmus auf die Berechnung von cffs(a:). In der Tat sieht man auf Grund der Definition
von wj g nach (1.2.21), daB w; s = 0 gilt und somit aus (1.5.9) folgt ¢/~ "™ (z) = cf 7 (x), und
daf} sich dieser Wert bei weiterer Erhéhung von 57 = k — s 4+ 1 nicht dndert. Ein instruktives
Beipiel bilden kubische Splines (k = 4), wo im Falle eines doppelten Knotens (s = 2) dann c}
bereits auf der Spline-Kurve liegt.

Der zweite Spezialfall ist der, wenn die Knotenfolge (1.5.2) nur aus zwei benachbarten Knoten
mit maximaler Vielfachheit besteht. Nehmen wir den Grad k bzw. die Ordnung der B-Splines

als kK + 1 an und die Knoten bei 0, 1, so haben sie die Form
Die zugehorigen B-Splines oder Bernstein-Polynome lauten nach (1.2.28)

k

r

N1 ris1(2) = prile) = ( )m Lo =0,k
und die Polynom-Kurve mit Koeffizienten ¢; € R?

k

k
P(#) = e Nipi—rp+1() = D pri(). (I.5.12)
r=0 r=0

Satz 1.5.2 (Casteljeau -Algorithmus 1959) Es gelten

k—j
p(x) =Y ¢ (@)pir—j(z), (1.5.13)
r=0
mit
J _ ) ' C; : 7=0
c)(x) = { v )+ (1 —2)ed @) - > 1 (L5.14)

und im Grenzfall p(z) = ck.



Der Beweis folgt durch Spezialisierung aus (1.5.9), kann aber auch direkt aus (1.2.29) abgeleitet
werden (s. Ubungsaufgabe 4).

Zur Berechung der Ableitungen von B-Spline-Linearkombinationen zeigen wir

Satz 1.5.3 Es gilt fir die Linearkombination (1.5.1)

n+1
s'(2) = > Ny () (15.15)
i=1
fiir alle x, wobet cgl) =c; und
) Cl/(tk—tl) o1 =1
P = (k=13 (¢i—cii1)/(tign1 — i) : ,2<i<n (15.16)
_Cn/(tn—i-k —tpt1 ¢ ,i=n+ 1

Allgemein gilt, falls D1 den rechtsseitigen Differentiationsoperator bezeichnet,

Dis(z) = "' Nipoy(z) i <a <ty (15.17)
=l
wobet firl=1,...,k—2
(1+1) (k—d) (e — )/ (tisps — ;) fir tisp_i—1; >0
= i~ Cio1)/ bk —ti) ith—1 = li (1.5.18)
0 : sonst

Beweis: Zum Beweis von (1.5.18) beniitzt man (1.2.23), wonach

L N; 1— N; _
Dys(z) = (k- 1)201'[75, o l(le - t?+1’k ;(m)
i=1 i+k—1 — U3 i+k — li41

Sammelt man die zu N; 1 gehorigen Koeffizienten, so ergibt sich (1.5.16) fiir die neuen Koeffizi-
(2)

.~ . Durch sukzessives Anwenden dieses Schlufies bekommt man (1.5.17) mit Koeffizienten

c,’, wobei die Summe zunéchst von 7 = 1 bis n + [ lduft. Im Falle i = [,...,n geniigen die cgl)

dabei der ersten Formel in (I1.5.18). Im anderen Falle schneidet aber der Trager von N;j nicht
das Intervall [ty, t,), so dafl diese Koeffizienten wegfallen und die Behauptung folgt.

enten c

@

Man kann die Moglichkeit, Ableitungen einer B-Spline- Linearkombination zu berechnen, da-
zu beniitzen, eine solche Linearkombination in die stiickweise polynomiale Darstellung(p.
p. representation) zu konvertieren. Da die B-Splines Splinefunktionen sind, muf} es zu s(x) =
> iz1¢;N; (x) eine solche p.p. Darstellung geben. Um das Verfahren zur Konversion angeben
kénnen, miissen wir zuvor die verschiedenen Knoten-Notationen aus den Abschnitten I.1 und 1.2
miteinander vergleichen. Sei {t;},_; ., mit t; <t;y ein (B-spline)-Knotensatz wie in (1.2.8).
Dann bezeichne mit 1, ..., &, seien die paarweise verschiedenen Knoten unter den txi1, ..., th+k,
wobei tg11 = & sei, und £, = & := b sei. Ferner wihle & := a derart, dafl t; < &y < tpyr1 = &1
erfilllt ist. Dann gilt fiir s(z) die stiickweise polynomiale Darstellung (siehe auch Lemma 1.1.2):

_ [ Sjadige-gyt <o <&y o fuiri>1
)= { > j—1doj(z — &)t : a=& <z<E& (1.5.19)



Die Koeffizenten d; ; (i =0,...,r;j =1, ..., k) bestimmen sich zu

DI s(&)
TR

so dafl wir die {d; J}l L "y gemdB (1.5.17),(L.5.18) berechnen kénnen. Die Funktionsauswertung
fiir s(x) in der stuckwelsen polynomiale Darstellung (I.5.19) gestaltet sich dann so:

Durch die schon (zu (I1.5.4)) beschriebene Bisektion findet man zu gegebenem z,a < x < b,
denjenigen Index ¢ heraus, fiir den & < z < §11 gilt und berechnet s(z) geméf (I.1.16) nach
dem Horner-Schema.

Der Aufwand zur Berechnung von s(z) ist dann im wesentlichen gleich demjenigen zur Berech-
nung der Matrix d = (d; ;), denn pro Funktionsauswertung werden nur k£ — 1 Punktoperationen
bendtigt. Gegeniiber %k(k: — 1) im Satz 1.5.1 ist ein Vorteil, denn diese Berechnungen brauchen
nur einmal d.h. unabhéngig von x durchgefiihrt zu werden, da sie nur vom Knotensatz und den
Koeffizienten ¢; abhidngen. Daher ist die p.p. Darstellung (wie schon bei Lemma I1.1.2 vermerkt)
wesentlich effektiver, wenn man sehr viele Funktionswerte eines Splines zu berechnen hat, jedoch
ist sie aufwendiger in Bezug auf Speicherplatz.

D7 ls(&) i1

1<i<rl<j<k ; doj=-——"2"
- ’ (7 — D!

Lk

1.5.2 Berechnung von Integralen mit Splines

Um den Wert einer Stammfunktion zu einer Linearkombination von B-Splines ( im Falle d=1)
bzw. ein bestimmtes Integral zu berechnen, existiert ebenfalls ein einfaches Verfahren .

Satz 1.5.4 Fir die Stammfunktion der Linearkombination (1.5.1) gilt (im Falle d=1in (1.5.3))

Dils(z):= [ s)dt =3 TINiga(x), Lt <@ < tg, (1.5.20)

2l i=1

Z t’““ — 1), (1.5.21)

Der Beweis dieses Satzes ist einfach und sei als Ubungsaufgabe gestellt.

Ein weiteres oft auftretendes Problem ist die Berechnung von Skalarprodukten von B-Splines,
insbesondere die Berechnung der Gram-Matrix G = (g;;)};—; definiert durch

9= [ Nig(@)Nj(a)de: (15.22)

Diese Matrix tritt u.a. bei der Losung von Interpolationsproblemen (s. Abschnitt 1.7) auf.
Wir bemerken zunéchst (lokale Tréigereigenschaft nach Satz 1.2.3)
titk titk
9ij :/t Nip(@)Njw(z)de = | = Nig(x)Nj() (1.5.23)
i j
und damit
g;j =0 fir j<i4+1l—k oder j>i+k—-1 . (1.5.24)



Die Gram-Matrix der B-Splines hat also Bandstruktur mit genau 2k — 1 Béndern, ist positiv
definit (lineare Unabhéngigkeit der N;j nach Abschnitt 1.3) und symmetrisch.

Wir konnen die Integrationsgrenzen in (I.5.24) noch weiter einschrinken, denn aus

i+k—1

titk u+1
gz’j:/t_ Nik(z) - Njg(z dw—Z/ )N g (2)d

folgt mit vy = max(i,7), 1 = min(i + k,j + k) und der Tragereigenschaft der B-Splines weiter

v1— 1 tr+1

9ij = Z/ )N, p(x)dz . (1.5.25)

=10

Im Intervall [t,,t,41) (falls ¢,41 > t,, sonst ist nichts zu berechnen) sind die B-Splines aber
Polynome (k —1)-ten Grades. Die Integranden in (I1.5.25) sind also Polynome vom Grade 2k — 2.
Diesen Sachverhalt niitzen wir nun aus, um mittels der Gauss-Quadratur die Groen in (1.5.25)
und damit die Gram-Matrix ezakt zu bestimmen.

Satz 1.5.5 (Gauss-Quadratur) Zu k > 0 gibt es Stitzstellen —1 < z1 < ... < z, < 1 (die z
sind symmetrisch um 0 angeordnet) und Gewichte wy, ..., wy mit w; > 0 firi=1,....,k. Die w;
unterliegen ebenfalls einer Symmetrie:

W1 = Wk, W2 = Wk—1,---

Mit diesen Stiitzstellen und Gewichten gilt fiir alle Polynome p bis zum Grad 2k — 1

k
/1 p(t)dt = Z wip(z) (1.5.26)
1 =

d.h. die sogenannte Gauss-Quadraturfomel (1.5.26) ist exakt fiir Polynome bis zum Grad 2k — 1.

Die Formel (1.5.26) 148t sich auf beliebige Integrationsgrenzen a und b (a # b) iibertragen,

wenn wir die Substitutionsregel mit z(t) =t - @ + Y anwenden. Wir erhalten fiir Polynome
bis zum Grad 2k — 1

b b—a b—a b+a
/p(x ijp )+ 2 )

Jetzt konnen wir alle Summanden aus (1.5.39) ezakt berechnen, wobei wir zur Funktionsauswer-
tung (1.5.5) benutzen, denn damit erhalten wir zu gegebenem z beide Werte N; (z) und N; i ().

Den Beweis des obigen Satzes findet man in (fast) jedem Lehrbuch iiber Praktische Mathematik.
Tabellen fiir w; und z; findet man im Artikel von P.J. Davis - . Polonsky (S. 916) im Handbuch
von M. Abramovitz-I.A. Stegun[AS].

AbschlieBend sei bemerkt, dafl wegen w, > 0 und N;;(z) > 0 die GauB-Integration hier sehr
stabil ist. Aus diesem Grund ist es auch nicht so giinstig, die exakte Formel (Beweis s. Ubungs-

aufgabe 6)
/ Nig() - Nyy(z)do =

Y _
(1)(15]11_)1(; V! (tivk —ti)(tjs — t5) [tir oo tivnlaltyy oty (y — )51

anzuwenden (fiir den Fall k =1).




1.5.3 Verfeinerung durch einen zusitzlichen Knoten

Wir wollen nun noch einen anderen Zugang zur Berechnung von Splinekurven vorstellen, der
im Bereich des “Computer Aided Geometric Design (CAGD)” ( mehr dazu in Farin[Fa],
Hoschek-Lasser[HL]) von grofier Bedeutung fiir das interaktive Modellieren ist. Dazu sei folgen-
des bemerkt:

Die Koeffizienten c; der Spline-Kurve (I.5.1) werden in der Terminologie des CAGD Kon-
trollpunkte genannt und die sie interpolierende stiickweise lineare Kurve das zugehorige Kon-
trollpolygon. Die B-Spline Kurve (1.5.1) stellt eine Approximation dieses Polygons dar, die
man entweder weiter (interaktiv) modifizieren oder berechnen méochte. In beiden Fillen ist es
dazu wiinschenwert, fiir die Ausgangskurve eine Darstellung mit einer erweiterten Folge von
Kontrollpunkten zu finden. Von dem zugehotrigen Kontrollpolygon erwartet man entweder ei-
ne groflere Flexibilitét fiir die Zwecke des interaktiven Design oder hat alternativ eine bessere
Ubereinstimmung mit der B-Spline Kurve.

Die Erzeugung weiterer Kontrollpunkte geschieht nun mittels der Idee der Knotenverfeine-
rung, d.h. die B-Spline Kurve (I.5.1) wird beziiglich einer feineren Knotenflge dargestellt. Das
einfachste Beispiel liegt vor, wenn eine regulidre Knotenfolge t = {t,}fjlk durch Hinzufiigen eines
einzigen Knotens verfeinert wird. Diesen Fall wollen wir nun genauer betrachten. Dazu sei die
neue Knotenfolge 7 = {7;}77F+! definiert durch

ti 1<i<m—1
Tit=14 TE [tm-t,tm] ,i=m (1.5.27)
ti1 ,m+1<i<n+k+1

Der neue Knoten 7 soll auflerdem so eingefiigt sein, dafl die neue Folge 7 wieder reguléar ist, d.h.
wenn 7 mit t; oder t;+1 zusammentfillt, darf die entsprechende Vielfachheit k nicht {ibersteigen.
Man kann nun die B-Splines { N; () }7F! beziiglich 7 bilden und versuchen, die alten B-Splines
N; 1, als Linearkombinationen von diesen darzustellen. Dies gelingt deshalb, weil jeder B-Spline
N, 1, eine Splinefunktion zu den Knoten 7 ist (s. Satz 3 in Abschnitt) und deshalb auch zu den
Knoten 7. Die genauen Beziehungen sind im folgenden Satz formuliert:

Satz 1.5.6 Es gilt

Ni k() lsism—1
Nig(@) =14 %xNig(@) + (1= vig16)Nig1py . m—k<i<m (1.5.28)
Nit1k(z) ,m<i<n
wobei
Tm — Ti
Vijp 1= —— (1.5.29)
Titk — Ti
BEwEIS: Im Falle 1 < i < m —k gilt [t;,...,tisx] = [7i, ..., Tixx] fiir die zugrunde liegenden
dividierten Differenzen nach (1.5.27), und fiir m < i < n+1gilt [t;, ..., tivk] = [Tit1,- -+ Titks1]-

Damit folgt (1.5.28) in diesen beiden Fillen.
Zum restlichen Beweis beniitzen wir die Identitdt

(y—x)[z,2,...]=(y—2)[y,2,...] + (z — )]z, 2,.. ] (1.5.30)

wobei die Punkte irgendwelche k — 1 Stiitzstellen bedeuten, die in allen drei dividierten Diffe-
renzen die gleichen sind. Sie folgt durch Anwenden der Rekursionsformel (I1.2.2) auf beide Seiten



von (1.5.30), was jeweils [y,...] — [z,...] ergibt. Aus (1.5.30) folgt nun fiir m — k < i < m mit
ZE:tz‘:Ti, y:ti-i-k:Ti-i—k—‘,-l undz:T:Tm

(ti—i-k — tl')[ti, R ,tH_k] = (ti—i-k — T)[tH_k,T, .. ] + (T — ti)[ti,T, .. ]
= (Titht1 = ) [Tit1, - s Titrk] + (T — ) [T, - -+, Tii]
Dann beachte man, dafl It. Definition (1.2.9), (1.2.18)

Nijo(@) = [rign — 7[Tis - i) (- — @)

und der restliche Teil von (1.5.28) folgt. O

Als Anwendung ergibt sich die Darstellung einer B—Spline— Kurve mit Knoten aus t als eine
B-Spline-Kurve mit Knoten 7:

Korollar 1.5.1 Es seien t und 7 Knotenfolgen wie in (1.5.27) gegeben. Dann gilt fiir s(z) =
> i1 € Nik(x) mit Kontrollpunkten c; die Darstellung

n+1
s(z) + Y & Nix(x), (1.5.31)
i=1
wobes
¢ =%ixci+ (1 —Fir)ci-1, 1<i<n+1, (1.5.32)
und

(Tm — Ti)+’1} .

1.5.33
Ti+k — Ti ( )

Vi k = min {

BEWEIS: Die Formeln (I.5.28) stimmen in den Grenzféllen i = m — k — 1 und ¢ = m {iberein,
denn es gilt v, % = 0 und 7, 1, = 1. Definition (1.5.33) setzt daher die Folge der v; 5, zu 7;  so
fort, daf}

Nir(z) = 3ixNig(®) + (1 = Yip1.4) Nigrr(z) -

fiir alle i, 1 < i < n gilt. Setzt man dies in die urspriingliche Darstellung von s(z) ein, so folgt
direkt (I.5.31) mit (I1.5.32). |

Bemerkung In den Féllen ¢ > m und i < m — k gilt ¢; = ¢;—1 , was man auch direkt aus
(I.5.28) ablesen kann. Im iibrigen stimmen die Formeln (1.5.32) von der Struktur her mit denen
des Algorithmus in Satz 1.5.1 in bemerkenswerter Weise iiberein ( ersetze ¥; j, durch w; ).

Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn ein Knoten mehrfach eingefiigt wird. Wenn némlich
die Knotenfolge t zu einer Knotenfolge 7 derart erweitert wird, dafl jeder Knoten von t die
Vielfachheit k£ bekommt, miissen die B-Splines zu diesem 7 in Bernstein—Polynome iibergehen
und die Darstellung von s(z) geht iiber in eine als stiickweise polynomiale Bézier —Kurve.
Die zugehorigen Kontrollpunkte bezeichnet man als Bézier—Punkte. Thre Berechnung kann
also durch wiederholte Anwendung der Formel (1.5.32) geschehen, wobei jeweils ein Knoten
eingefiihrt wird. Genauer geschieht dies wie folgt:

Hat der Knoten t,,—1 die Vielfachheit k — s, so soll 7 durch s—maliges Einfiigen von t,,—;

(1]

entstehen. Dann werden im ersten Schritt die Kontrollpunkte c;’ = ¢; fiir i« > m — k geméiB

(I.5.32) neu berechnet (fiir ¢ < m — k gilt ¢; = ¢;). Es ist dann ngfkﬂ bereits ein Bézier—

Kontrollpunkt, und im zweiten Schritt miissen die neuen Kontrollpunkte c?] = (cz[l])N geméf



(I.5.32) aus den CE] nur fiir ¢ > m — k 4+ 1 berechnet werden. Man fiithrt nun s Schritte so durch
bis zur Berechnung der cgs]. Die alten Kontrollpunkte C[r}jka’ R cL‘ikH, cgsn]ikﬁﬂ, . ,ciﬂrs
ersetzt und die Knotenfolge t = {t;} durch 7 mit 7, = ti fir i < m — 1, Tp_145 = tym—1 fiir
jg=1,...,sund Tpqsti =ty flit e =0,1,....

In dieser Weise behandelt man jeden Punkt ¢; der urspriinglichen Folge, bis er die Vielfachheit k
erreicht hat. Ein entsprechender Algorithmus ist in W. Bohm[Boe| beschrieben( s. auch Hoschek—

Lasser[HL], § 10.1, S. 350).

1.5.4 Diskrete B-Splines und Oslo-Algorithmus

Wir betrachten nun einen systematischen Zugang, der das Problem des Wechsels der Darstellung
beim Ubergang zu einer anderen Knotenfolge allgemein behandelt. Dazu sei t = {t1,...,t, 11}
eine Teilfolge von 7 = {71, ..., Tyy4t und beide Folgen seien reguliir vom Typ (I1.2.8). Mit L; 1 (x)
seien die B-Splines beziiglich 7 und mit N; ;(z) wie bisher diejenigen beziiglich t bezeichnet.
Man mochte dann s(z) in (I.5.1) als

s(x) = ZdjLM(:c) (1.5.34)
j=1

schreiben. Da die Folge 7 eine Verfeinerung von t ist folgt nach Satz 1.2.2, daf solche d; existieren
und eindeutig bestimmt sind. Wir wollen fiir die d; eine explizite Formel angeben. Dazu geniigt
es, die eindeutig bestimmten Koeffizienten «; ;(j) in der Darstellung

Nip(e) = 3 a0 () L) (15.35)
j=1

zu kennen. Denn die Multiplikation dieser Formel mit ¢; und Summation iiber i ergibt nach
Vertauschung der Summen iiber ¢ und j

s(x) =) ¢ Nip(z) = [Z az’,k(j)cz‘] Ljw(x)
i1 i=1 Li=1

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der L;j nach Korollar (1.3.1) folgt daraus

dj =Y aix(iei, (1.5.36)
=1

d.h. die Koeffizienten d; héngen linear von den c¢; ab. Die Elemente dieser Umrechnungsmatrix
haben nun sehr interessante Eigenschaften, die im folgendem Satz zusammangestellt sind.
Satz 1.5.7 Die durch (1.5.35) eindeutig bestimmten Zahlen haben folgende Eigenschaften:
i) mit den analog zu (1.2.34) gebildeten Polynomen v;,(y) = (y — Tj41) -+ (Y — Tjrk—1) gilt:
ik (F) = (i — ta)[ti, - tign] (- — a5)5 je(-) (1.5.37)

wobei die aj beliebige Zahlen aus [tj, ;1)) sind.



it) die aus den o (j) durch Skalierung gebildeten Zahlen
Bin(7) = i () (T — 7)) ik — i) (1.5.38)

haben die Figenschaft, daf fiir jede Folge {g(])};":ﬁk von reellen Zahlen gilt
s tickl g = 3 Bk 750 - il g (1.5.39)
j=1

wobei die dividierten Differenzen beziiglich der Werte der Folge {g(j)} gebildet sind.

iii)  fir die Indizes | mit 7 < t; oder Tj1p—1 > tizr gilt o (1) =0, d.h. es gilt o ), # 0 nur fir
die Indizes i =y — k +1,..., u wobei p so bestimmt ist, dafS 7 in [t,,t,41) liegt.

i) FEs gilt o5 ,(j) > 0 und o k(1) > 0 fir die Indizes | mit t; < 7 < Typ—1 < tivk.

’U) fiir ty, < T; < tni1 gilt

n
Zai,k(j) =1.
i=1

BEwEIS: Wir zeigen nur i)-iii), der Rest sei als Ubungsaufgabe gestellt.
Zum Beweis von i) beachten wir, daf§ nach Lemma 1.2.4 gilt

(y—a2)it = > i)y — aj)+ Ljx(x) -
)

Speziell konnen wir y = t1, ..., t,1k einsetzen. Wendet man dann darauf die dividierte Differenz
[tiy. .., tirx] an — zunédchst fiir a; € {t1,...,tp+k} — und multipliziert beide Seiten mit (¢, —
t;), so erhilt man nach Definition (I.2.18) der B-Splines daraus durch Vergleich mit (1.5.35) die
Eigenschaft i).

Der Beweis von ii) folgt aus der fundamentalen Beziehung (1.2.16). Aus (1.5.35) folgt damit fiir
geniigend glatte Funktionen ¢

B g®) () N () o o)) 9" (z) Ljx(2)
i tivi 9 = / (h— Di(trer — )™ ]Zl (tivk — 1) / (k- 1J)! dx

Wieder mit Anwendung von (1.2.16) auf das letzte Resultat folgt die Beziehung (1.5.39) mit den
Bik(j) aus (1.5.38).

Zum Beweis von iii) betrachten wir zunéchst den Fall £ = 1. Dann sind die N;; und die L;
die charakteristischen Funktionen auf [t;, ;1) und [}, 7j4+1) und der Vergleich von (I1.5.21) und
(I.5.34) ergibt unmittelbar, daf§ Formel (I1.5.36) mit

. 1, t; <7<t
ai,l(]):{ 0 somst i (1.5.40)

gilt. Dies zeigt iii) im Falle k = 1.

Wiére nun o, ;(l) # 0 fiir ein 77 < ¢;, so konnte man eine glatte Funktion g mit Tréger in
(11 — €, 7+ €)unde > 0 geniigend klein finden derart, da8 [7;, ..., 7j11] g = ;. Relation (1.5.39)
wiirde dann implizieren 0 = f3; 1(1), ein Widerspruch!



Wiire o (1) # 0 fiir ein [ mit 7441 > ti}%, so konnte man — zunéchst unter der Annahme
Ti+k > Ti+k—1 — eine glatte Funktion g mit Tréger in (741 — &, Ti1x + €) und der Eigenschaft
[Tj,. .., Tj+k) g = d; finden. Dies fithrt in gleicher Weise wie eben zum Widerspruch. Durch
Grenziibergang 7y, | 71411 folgt dann die Aussage auch fiir diesen Grenzfall (wobei Bedingung
(I.2.8) gewahrt sein mu$).

Die zweite Formulierung in ii) folgt dann so: aus ¢, < 7 < t,, 41 folgt 7 > 7 fiir i = p+1, u+2, ...
und daher o; (1) = 0 fiir solche i. Andererseits folgt daraus auch 74,1 > t; fiir ¢ < p—k
und daher o; (1) = 0 fiir solche . O

Bemerkung : Relation (1.5.39) ist offensichtlich ein diskretes Analogon zur Beziehung (1.2.16),
wobei die Folge {3; 1(j)} der Funktion M; j(x) entspricht und {«;(j)} dem B-Spline N; j(x).
Die Eigenschaft iii) ist so zu verstehen, dafl a; 1, (j) bei gegebenem i einen “Tréager” von héchstens
k verschiedenen Indizes besitzt. Auch iv) und v) bilden Analoga fiir entsprechende Eigenschaften
von B-Splines (vergl. Abschnitt 1.2).

Diese Bemerkung motiviert

Definition I.5.1 Die durch (1.5.37) gegebene Folge {cv; 1(j)} in j heif§t diskreter B—Spline
beziiglich T zu den Punkten t;, ..., tiyk.

Diese Bezeichnung wird weiter gerechtfertigt durch die Tatsache, daf} sie asymptotisch mit den
B-Splines N; i (z) tibereinstimmen. Dies ist der Inhalt von

Lemma 1.5.1 Fir die durch (1.5.35) definierten Koeffizienten o; 1, (j) gilt
|k () — Nigp(@)] < consti[ i — 75 [Niplloos; o @ € I U [t tigs]

wobei Ij = (7, 711) das grofte Teilsegment von [1j,7j1x] ist. Im Falle v = z} = (7j41 +
< Tijpk—1)/(k — 1) gilt sogar mit einer nur von k abhdngigen Konstanten

ik (7) — Ni(5)| < const. max ((Tj41-k — 7j41)% (i — 75)%) 1Nk lloo

BewEis: Wendet man Satz [.3.3 auf s(z) = N; () = >_; o 1(j) Lix(v) gemdB (1.5.35) an, wo-
bei die dortigen B—Splines durch die B-Splines zur Knotenfolge 7 ersetzt werden, so folgt der
erste Teil.

Zum Beweis der zweiten Aussage gehen wir etwas anders vor. Wir approximieren zuerst N; j
durch den Schoenberg- Operator g = V(N; y;x) = > N; i (2)) Ly x(x) aus (1.4.42). Darauf wen-
den wieder ein biorthogonales Funktional \; gemifl Lemma 1.3.2 an und erhalten

ir(i) = Nux(@)l = [N (i) Liwl@)) = Ai(9)]
< [ Njlloo I Nig — V(Nz‘,k)HOO,[Tj,TjJrH
< Dyool[Nig = V(Nig)

HOO7[7—J7T]+]€] ’

wobei Dy, o, die Konstante aus (I.3.43) und Lemma 1.3.2 ist. Fiir die Abschétzung der Grifle
|Nix — V(Nir)|| geben wir einen direkten Beweis an: fiir « € [t;,t;41] gilt mit N; ,(z) = f(x)

fl)=V(fiz) = Y [f@)—f(7)] Lix(z)
I=j—k+1
_ Z {f’(x)(x —7)+ fﬂé&) (z —7)?| Lik(x)



so daB, weil V' lineare Funktionen reproduziert (s.Abschnitt 1.4),

1F(@) = VE )] S U ooft; sty ) 03X (T = 7)), Tya—k — Tj1)°).
a

Dieses Lemma liefert die Grundlage fiir die Idee, die Spline-Kurve (I.5.1) approximativ durch
die Kontrollpunkte zu immer feiner werdenden Knotenunterteilungen zu erzeugen. Entscheidend
fiir die praktische Verwertung dieser Idee ist nun das Bestehen einer Rekursionsformel auch fiir
die diskreten B—Splines.

Lemma 1.5.2 Fs seien ti1; > t; gegeben und o (j) durch (1.5.87). Fihrt man

_ . ik—1(J tivk—1 — 1 s Il tizgp—1 —t;) >0
ai’k_l(]):{g,k 1)/ (Gsrimr = t0)  Jolls (tioy = ) (L5.41)

ein, so gilt fir k > 2 und alle i, j
@i k(J) = (Tjrk—1 — ti)@ig—1(7) + Givk — Tjrr—1)r15-1(J) (1.5.42)

BEWEIS: Wir gehen analog zum Beweis der Rekursionsformel im kontinuierlichen Fall in Lemma
[.2.3 vor und wenden die Leibniz—Regel auf das Produkt

V) = (v — a)30ik(W) = (v = TV 1 () == 9(y) - h(y)

mit 2(y) =531 (¥),9(y) = y — Tj4x—1 an. Es folgt

itk
[tis o stivk) ) = D [t st gltr, - tigs] B
r=1

= g(t)[ti, .-, tixk] R+ [tia, .- tivk) b

da die dividierten Differenzen von ¢ fiir » > 2 verschwinden und [¢;,t,41]g = 1 ist. Mit der
Rekursionsformel (I1.2.2) kénnen wir schreiben

(L — ti)[tis - tigk) b = [tigr, - tigr] B = [tis o tign—1] B

und erhalten so mit dem Vorigen aus (1.5.37)

aig(5) = ik — ti)[tis - - tivn] 05,
= g(ti){[ti+1a s tigk) b=ty o tipr—1] h} + (tigk — ti)[tig1s - tig] b

= (lith = k-0t 15 - - Lir]h + (Tjn—1 — t) [t - - tipn—] b

Nach Definition von h(y) und (1.5.37)

@it1,k-1(j) und analog [t;, ..., ti k1] h
beiden Groéflen nicht Verschwmden.

Im Falle, dafl sie verschwinden, argumentiert man wie folgt:

Nach Definition von h(x) = \I/J w_1(x) € Iy verschwindet [t;, ..., t;1p—1] hoder [tiyq, ... tiss] h,
wenn dort alle t; zusammenfallen, denn die dividierte Differenz ist dann eine (k—1)-te Ableitung

und a; in (I.5.37) kann geeignet gewihlt werden. Beachtet man dies, so folgt (I.5.42) auch in

diesen Grenzfillen. O

gilt nun [tir1,...,tigk] h = aiprp—1(9)/(tive — tiv1) =
= @ k—1(j). Damit folgt (1.5.42), falls die Nenner dieser



Es sei bemerkt, daf§ die Rekursionsformel (I1.5.42) eine konvexe Kombination von den Gréflen
a; ;(j) darstellt, die auf Grund von Satz 1.5.6 nicht negativ sind. Sie ist also numerisch sehr
stabil. Wir konnten nun den gleichen Algorithmus wie in (1.5.5) verwenden und dann die neuen
Koeffizienten d; nach (I1.5.36) berechnen. Fiir diese Linearkombination von diskreten B-Splines
gibt es jedoch einen giistigeren Algorithmus, analog zu dem von Satz [.5.1:

Satz I.5.8 (Cohen-Lyche-Riesenfeld) Unter den Voraussetzungen von Satz 1.5.6 definiere
man

Cz(,lj) = G Cﬁflr,j = cg,})- =0, 1<r<k, (1.5.43)
und damit Koeffizienten cl(-;) durch die Rekursionsformeln
0 5 falls tz’—i—k—r - ti =0
1
& =8 (e — 1) &)+ (irrer — i) €0 (L5.44)
sonst
Livk—r — ti
in Abhdngigkeit von j. Dann gilt fir die d; aus (1.5.36)
n+r+1 ( )
dj= Y ¢ k(i) 1<r<k, (1.5.45)
i=1
Ist insbesondere der Index j so gegeben, dafi t, < 7; <t,i1 gilt, so erhdlt man
k
dj =) (L.5.46)
und die Summe in (1.5.45) braucht jeweils nur iber i = p—k+r,..., u erstreckt zu werden.

BEwEIs: Gilt (I1.5.45) fiir  so folgt aus Lemma 1.5.2

m~+r+1
di = > ) (Ther — 1) Giker () + (irhorst — Tjakor) @is1 kr(5)]
=1
m~+r—1
= Z O_éi,kfr(].) [(Tj+kfr - tz)ciz) + (tiJrkfrJrl - TjJrkfr)cz(i)l,]}
=2

e N (Tpher — 1) @y () + A1 bk — Tjkr) @ntrr ()

Nach Definition (I.5.43) der cg’?l) zusammen mit der Festlegung cg)ﬁq’ ;= c(()z). = 0 ergibt sich

gerade (1.5.45) fur r + 1 statt r.
Der Rest der Aussage folgt aus der Triagereigenschaft iii) in Satz 1.5.6. O

Die Relationen (I.5.43), (I.5.44) dieses Satzes konnen nun zum Aufbau eines Tableaus analog

zu (1.5.11) fiir die {CETJ) f:“_k,_w benutzt werden, falls 7, < t; < 7,41 gilt. Der entsprechende

Algorithmus ist als Oslo—Algorithmus bekannt, wie oben bereits erwihnt.

Als Anwendung von Lemma [.5.1 notieren wir:

Korollar 1.5.2 Gegeben sei eine Folge von Verfeinerungen 7™) von t, deren mazimale Git-

() (v

terlinge max; (Tj_H —T; )) gegen 0 fir N — oo strebt. Dann konvergieren die nach dem Oslo—
Algorithmus berechneten neuen Kontrollpunkte d;N) gegen die Kurve s(x), wobei j = j(N) so

zu dem festen x zu wdhlen ist, daff x € I](-N) = (TZ(N),TI(JFA?) gilt.



Ubungen zu Abschnitt 1.5

Aufgabe 1 .

Zeigen Sie fiir die diskreten B—Splines in Satz 1.5.6 die folgenden Eigenschaften:
a. Fiir die Indizes | mit 7, < ¢; oder 7441 > t; sind «; (1) = 0.

b. Es gilt a; 1(j) > 0 und speziell o ; (1) > 0 fiir alle Indizes | mit ¢; < 7 < 71 < titi-

n
c. Fir ¢, < 7; <tp41 hat man Zai’k(j) =L
=1

Aufgabe 2 (Darstellung durch Erhohung des Grades).
Zeigen Sie, daf} folgende Identitdten gelten:
a. Fiir die Bernstein-Polynome p; ,:

n n+1
1
Z bz‘pim(m’) = Z bgl)pi7n+1<x) mit bgl) = —_— (sz + (n —-1- i)bi_l) .
i=0 i=0 n+l
b. Fiir die B-Splines zu Knoten {¢;}
1 k+1+4+1
Nijy1(u) = Pl N gra(ulug),
j=i

wobei Nj p42(uluj) den B-Spline zu den Knoten {t;,...,t;4,} U {t;} bezeichnet.

Aufgabe 3 .
Man ermittle den Gesamtaufwand an Operationen fiir die Berechnung der Ableitungen Dfls(m), 1<
[ <k—1,nach den Formeln (1.5.17) - (1.5.18) .

Aufgabe 4 .
Man beweise die Formeln des Algorithmus von Casteljeau in Satz 1.5.2 direkt sowie als Spezialfall
von Satz 1.5.3 solche fiir die Ableitungen von Linearkombinationen von Bernstein-Polynomen.

Aufgabe 5 .
Man zeige: Sind #1,t,+r Knoten der (hochstmoglichen) Vielfachheit von einer Splinefunktion
s =31 djNj, so gilt

[ st = ds ey 1)/
t1 j=1

Aufgabe 6 .
Man beweise Formel (1.5.27) fiir Skalarprodukte von B-Splines.



1.6 Splines als schwache Tschebyscheff-Systeme

I.6.1 Tschebyscheff-Systeme und schwache Tschebyscheff-Systeme

Von grofler Bedeutung in der Approximationstheorie sind die Begriffe Tschebyscheff-System
und schwaches Tschebyscheff-System. Wir wollen untersuchen, in welcher Weise sie fiir
Splinefunktionen gelten.

Definition 1.6.1 FEine Folge {¢;}I", von stetigen reellwertigen Funktionen auf Cla,b] heifit
Tschebyscheff-System, wenn es die Haar—-Bedingung erfillt, d.h. fir jede Wahl von n
verschiedenen Punkten x1,...,2n in [a,b] bilden die Vektoren g; := {¢i(z;)}7_; ein linear
unabhingiges System in R™. Der von den {¢;}_, aufgespannte Raum heifft Tschebyscheff—
Raum oder kurz T-Raum.

Um die Rolle der Haar-Bedingung zu ndher zu beleuchten, wird folgendes Lemma formuliert:
Lemma 1.6.1 Die obige Folge {¢;}}, erfillt die Haar-Bedingung genau dann, wenn

1. die Determinante

¢1(x1) - dalz1)
D(QSI? ,¢n>::det .
L1y .- ,Tp :

ist fiir jede Wahl von paarweise verschiedenen x; ungleich 0,

2. die Interpolationsaufgabe
n
(i) =15 d=> a;¢;
j=1
mit zu bestimmenden Koeffizienten o ist fir jede Wahl von Daten {r;}}'_; eindeutig losbar,

3. jede Linearkombination ¢ = 2?21 Bj ¢j hat héchstens n — 1 paarweise verschiedene Null-
stellen in [a, b].

Der (leichte) Beweis sei dem Leser iiberlassen. Die Eigenschaft 2) zeigt am besten die Wirkung
der Haar—Bedingung, da die Losbarkeit einer beliebigen Interpolationsaufgabe mit einer vorge-
gebenen Basis von Funktionen sowohl praktisch wie theoretisch von grofler Bedeutung ist. Die
bekanntesten Basissysteme wie Polynome und trigonometrische Polynome in it einer Variablen
erfilllen die Haar-Bedingung. Ferner schlie t man aus Eigenschaft 2) einfach, daf§ jede Basis
eines T—-Raumes ist wieder ein Haar—System ist, da ein Basiswechsel nur die Multiplikation mit
einer festen regulidren Matrix bedeutet.

Von einem allgemeinen Gesichtspunkt aus betrachtet stellt die Haar-Bedingung jedoch eine sehr
einschrinkende Bedingung dar, was durch folgenden Satz deutlich wird.

Satz 1.6.1 Es gibt kein Haar-System der Dimension > 1 im Raum C(B) der stetigen Funk-
tionen, wobei B = [a,b] x [c,d] C R? ist.

Beziiglich eines Beweises sei auf das Buch von J.R. Rice[Ri] verwiesen. Es gibt einen weiter-
gehenden Satz von Mairhuber—Curtis, der sogar besagt, daff falls ein Raum C(B) mit einer
kompakten Menge B ein reelles Haar—System der Dimension > 2 enthélt, die Menge B homeo-
morph zu einer Teilmenge des Einheitskreises im R? sein muf. Damit gilt die negative Aussage



des obigen Satzes allgemeiner fiir beliebige kompakte Mengen und man kann bei einer gegebenen
kompakten Menge B i.a. nicht erwarten, dafl es eine Basis von linear unabhéngigen stetigen
Funktionen gibt, die die Haar-Bedingung erfiillen.

Betrachten wir vor diesem Hintergrund Rdume von B-Splines, so zeigt sich, dafl sie i.a. keine
Tschebyscheff-Riume liefern (Ubungsaufgabe ). Sie erfiillen jedoch noch eine abgeschwéchte
Form der Determinanten—Eigenschaft 1), die wir jetzt beschreiben.

Definition 1.6.2 Eine Folge {¢;}, von linear unabhingigen Funktionen in Cla,b] heifit
schwaches Tschebyscheff-System, wenn fiir jede Wahl von a < xz1 <z9<...<xz, <b

D(z1,...,24) >0, oder D(zy,...,2,) <0. (I.6.1)

fir die Determinante aus Lemma 1.6.1 gilt. Entsprechend heifit der von den {¢;}}, aufgespannte
Raum schwacher Tschebyscheff-Raum oder kurz WT-Raum.

Andererseits kann auch die Vorzeicheneigenschaft 2) in Lemma 1.6.1 abgeschwiicht werden. Dies
fithrt zu einer anderen Charakterisierung von WT-RAumen, die durch folgenden Satz beschrieben
wird:

Satz 1.6.2 (Jones-Karlovitz) Ein linearer Raum mit Basis {¢;}!_, von linear unabhdngigen
Funktionen in Cla, b] ist ein WT-Raum genau dann, wenn jede nichttriviale Linearkombination
¢ der ¢; hochstens n— 1 starke Vorzeichenwechsel z; in [a,b] hat, d.h. ¢ dndert in hichstens
n — 1 verschiedenen Punkten x; in [a,b] sein Vorzeichen.

Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem folgenden Satz, der von zentraler Bedeutung fiir den
Ubergang von WT-Systemen zu T-Systemen ist.

Satz 1.6.3 (Karlin-Studden 1966) FEin n— dimensionaler Teilraum M wvon Cla,b] ist ein

schwacher Tschebyscheff-Raum genau dann wenn eine Basis g1, - ..,gn von M existiert, fir die
: , (9) _
Jim 119 = 07 oe oy = 0 (16.2)

gilt, wobei span {g@, e ,97(16)} fiir jedes 6 > 0 ein Tschebyscheff-Raum der Dimension n ist.

Man kann also WT-Raume konkret als Grenzfall von T-Raumen erhalten, was auch schon durch
Definition 1.6.2 nahegelegt wird. Im Folgendem ist vor allem die Notwendigkeit der Bedingung
(I.6.2) von Bedeutung, da sie Untersuchung von WT-R&umen auf diejenige von T-Réumen
zuriickfithrt. Wir werden daher nur auf deren Beweis nidher eingehen. Auflerdem ist die Hinléng-
lichkeit von (I.6.2) leicht zu nachzuweisen (Ubungsaufgabe 4).

Der erste Schritt besteht darin, aus jedem WT-System durch einen Glattungsprozess eine
Familie von T-Systemen mit der Approximationseigenschaft (I1.6.2) zu gewinnen. Ein solcher (in
der Analysis wohlbekannter) ” Glattungsprozess” wird in folgendem Lemma angegeben.

Lemma 1.6.2 FEs ist fiirt >0

1
Ki(w,u) :== Gi(x — u), Gi(y) == Vor t e

der sogenannte Gauss-Kern definiert und fir f € C(—o00,00) N Loo(—00,00) die Familie

file) = /O; F)K (2, 0) du = (f+G)(x),  VE> 0.



Dann liegt jedes fi in C*°(—o0,00) und es gilt fir jede kompakte Menge K C (—o00,00)

A Sup |fi(x) — f(z)] =0. (1.6.3)

Beweis: Differentiation von f; nach z ist erlaubt, weil das nach Differentiation von Kz, u)
entstehende Integral wieder absolut konvergent ist. Dies kann man beliebig oft wiederholen, so
daB8 f; in C°°(—o0, 00) gilt.

Fiir den zweiten Teil der Aussage beniitzt man die wohlbekannte Normierungseigenschaft

oo o0 1 9
G dy = / eV gy =1
/oo t(y) Y oo V 2wt ¢ Y
des Gauss-Kerns. Damit folgt (fiir jedes R > 0 )

@) = @I = | [ e =)~ F@) Gy dyl = | [ @ = V) = f@)] Ga(w) dul

< 1" Y- - @) G dul +] [+ [T Crlu) dul - ||l
R —00 R

Das zweite Integral kann kleiner als ein beliebig vorgegebenes € > 0 gemacht werden, wenn R
grofl genug gewihlt wird, da G1(u) exponentiell in u abféllt. Anschliefend kann man das erste
Integral wegen [° Gi(u) du =1 durch

R
!/ [f(z —uvt) = f(2)] Gi(u) du| < sup  sup |f(z —uvt) - f(o)]
R z€K ue[—R,R]

abschitzen. Die gleichméfige Stetigkeit von f(z) auf K zeigt dann, dafl die rechte Seite gegen
0 strebt fiir ¢ — 0. O

Als Hilfsmittel ben6tigen wir zwei weitere Lemmata.

Lemma 1.6.3 Die allgemeine FExponentialsumme
s mj
H(x) =Y Pj(x)e””,  Pi(a) =3 ajpa®
j=1 k=0

mit paarweise verschiedenen reellen b; und reellen ajy hat héchstens N — 1 reelle Nullstellen
oder es ist H(x) =0. Dabei ist N :=377_1(m; + 1) mit my; := —1 definiert, falls Pj(z) =0 .

Der Beweis sei als Ubungsaufgabe gestellt (Aufgabe 5).

Lemma 1.6.4 FEs seien die Funktionen g; und f; aus C(—00,00) und es existiere jedes Integral
Lij = [*2, gi(x) fi(x)dx. Dann gilt

iy ... Iy .
det| N D<9h gn)p<f17 fn>du1..,dun
) ) n! UL, «vvy Up UL, +vvy Up
Iln Inn R
— /D(gl7 MR gn>D<f1’ R fn)dUI_"dun7
Uty .., Up Uy, ..., Up
Ap



BEWEIS: Das Integral iiber R™ sei mit S; bezeichnet. Mit Hilfe des Entwicklungssatzes fiir
Determinanten kann es (zunéchst formal) geschrieben werden als

n,zzsgnpsgna / Fratp(1)) - Tt )91 (1)) - Gt ) - .-

wobei die Summen iiber alle Permutationen o, p von {1, ...,n} laufen mit der iiblichen Definition
von sgn p bzw. sgn 0. Die weitere (formale) Rechnung erglbt

1
S = EZngn( /fl u1) ... fn Un)gl( (u))~--9n(upflg(u))du1...dun
el

= Y senr [ o) Falun)ga ) g )dun - du

T

= Y senr [ fuCunge sy (n)du) - [ falun)gs 1)) dun = det (1)
T R

R

Die restliche Identitét folgt aus
Sl Z/ gla »gn D fla )fn
< Ug(n) Ug(1)s -+ 5 Ug(n)
Schliefllich iiberlegt man sich, daf§ auf Grund der Voraussetzung die obige Rechnung mit mehr-

fachen Integralen als Produkt von einfachen Integralen nach dem Satz von Fubini auch streng
giiltig ist. O

Mit diesen Hilfsséitzen folgt nun relativ einfach der Beweis des Satzes von Karlin-Studden:

BEWEIS: Es sei M ein WT-Raum mit Basis {g1,...,gn}, fiir die Definition 1.6.2 erfiillt ist. Dann
sei definiert gz((s) (x) := (gi * Gs)(x) geméB Lemma 1.6.2, wobei g;(z) = gi(z) fir € [a,b] und

gi(x) = gi(a), gi(z) = gi(b) fiir x < a bzw. = > b definiert seien. Nach diesem Lemma gilt dann
limg_yq gi(&) = g; gleichméBig auf [a, b] wie gewiinscht. Es bleibt also noch

(6) (9)
Ds=D I >0 o<z <...<z1,<b
x1, e y Ly
zu zeigen. Dazu beachte man, dafl nach Definition der gi(é) gilt
9(5) 9(5)
Ds=D Lo odn = det([i,j)?jzl mit Ii,j = /gz(u)Kg(x],u)du
1, ... ,Tp ’
R

Anwendung von Lemma 1.6.4 liefert nun

D5:1/D<gl’ ’§">D<K5(x1")’ ’K‘S(x""))dul...dun

n!A Uy, «vn ,Up U, S U,
n

gi, - ,0n
Ui, ... ,Up
Mafle > 0, denn andernfalls wiirde diese Determinante f.ii. verschwinden und damit wegen der
Stetigkeit der g; auch fiir alle (uq,---,u,) € R™.

Nun beachten wir, dal D > (0 sein muf} auf einer Teilmenge A C A, vom



Halten wir dann ug, . .., u, fest, setzen u; = w und entwickeln nach der Spalte (g1 (u), ..., gn(u)),
so wiirde daraus die lineare Abhéngigkeit der gi,...,g, folgen, was aber nach Voraussetzung
ausgeschlossen ist.

Zur Untersuchung der zweiten Determinante schreiben wir.

D( K(;(xl,u), ,Kd(xnvu) ) _ (

Ui, s Up

)=

1 n
det(e=2@i—u;)/dyn

vV 2775) ( Jig=1
und beriicksichtigen, dafl nach den Regeln der Determinantenrechnung

det(e—(zi—uj')Q)ijl = det(e‘x?/‘s e~ /0 e—QUj:vi/é)ijl

— 1‘[;,1:16—(9612)/(S 1-[;}:16—(1@)#s det(e_%iuj/a)zj:l.

Die letztere Determinante ist niemals 0, da nach Spezialfall Pj(x) = 1) von Lemma 1.6.3
span (e~201u/0  =2wnt/) cinen Haar-Raum der Dimension n bildet.
Das Vorzeichen dieser Determinante muf} also konstant sein fiir (ug,...,u,)eA,. Es ist aber
> 0, denn fiir n = 1 ist dies richtig, und wenn es fir alle (n — 1) x (n — 1) Determinanten
dieser Form > 0 ist, so folgt dies fiir (n x n) Determinanten durch Entwicklung nach der Spalte
(6_23““1/‘5,...,6_235”“1/57 in dem man wuo,...,u, festhilt und vy — —oo streben lafit. Dann
bleibt das Vorzeichen fest und der Term mit e~2*1%1/9 dominiert.
Damit folgt nun, dal der Integrand in A,, auf einer Menge A von Mafle > 0 immer > 0 ist, und
der Satz ist bewiesen. O

Als unmittelbare Folge aus dieser Definition und dem Satz von Karlin-Studden erhalten wir

Korollar 1.6.1 Es ist die Menge M ein WT-Raum der Dimension n genau dann, wenn ste
eine Basis besitzt, deren Elemente gleichmdfsig durch Basen von Tschebyschff-Rdumen approzi-
miert werden kénnen.

Im folgenden Unterabschnitt werden wir mit Hilfe der Methode der Knotenverfeinerung aus
Abschnitt 1.5 zeigen, dal Linearkombinationen von B—Splines die in Satz 1.6.2 angegebenen
Vorzeicheneigenschaften von WT—R&umen besitzen. Damit wird es auch unndétig, die Richtung
< von Satz 1.6.2 zu diesem Zweck anzuwenden. Auflerdem werden wir mit diesem Hilfsmittel
die WT-Eigenschaft von Rdumen von B-Splines direkt im Sinne von Definition 1.6.2 nachweisen.

Im letzten Unterabschnitt gehen wir auch auf das Interpolationsproblem ein. Obwohl wie oben
festgestellt Splinerdume kein T—System bilden, kann man doch ein exaktes Kriterium dafiir
angeben, wann dieses Problem eindeutig lésbar bzw. korrekt gestellt (well poised) ist.



1.6.2 Vorzeichenwechsel und Nullstellen von Splinefunktionen

Zuerst prizisieren wir den Begriff “ Vorzeichenwechsel” in Definition 1.6.2 zu

Definition 1.6.1 Die Anzahl S™(«) der starken Vorzeichenwechsel in der Folge o = {cv; }
ist definiert als

S™(a) :i=max{r: Jip <iy <...i mit ;o <0, 1< 5 <7}

Mit S*(a) bezeichnet man die Anzahl der schwachen Vorzeichenwechsel , d.h. erscheint
eine Null in der Folge, so darf sie als Zahl mit Vorzeichen so interpretiert werden, dafl dadurch
die Anzahl der Vorzeichenwechsel mazximal wird.

Es ist klar, dal entsprechende Definitionen fiir eine Funktion f € Cla, b] statt einer Folge moglich
sind, z.B.

S7(f) :== max {r c3 @iy <wyy < ... <@g, in [a, b] mit f(z_ ) fwg;) < 0}

Fiir das Folgende fithrt man zum Vergleich der starken Vorzeichenwechsel (nach [BoVo]) noch
ein:

Es gilt S7(a) < S7(B)
< S (a) < S7(B) und die Vorzeichen der jeweils ersten nicht verschwindenden
Koef fizienten in o und (B sind gleich, falls S™(a) = S~(B)

Lemma 1.6.5 Es seien {N;} die B-Splines zur Folge T = {t}UT, wobei T € [tym—1,tm] gemafs
(1.5.27) gewdihlt sei. Dann gilt

n+1

s=> BiNip = BiNip = 57 (8) < S ()
=1 i=1

BEwEIs: Es gilt S™ (ﬁi_l,ﬁi,ﬂj) < S7(Bi—1,Bi), weil nach Korollar 1.5.1 $3; eine Konvexkombi-
nation von ;1 und f; ist. Allgemeiner folgt

S~ (veeB) < S7(..., Biz1, Bi, Bis Bix1,---) = ST (B).

Dabei gilt die Beziehung < trivialerweise, weil die mittlere Folge eine Erweiterung der ersten
ist, und die Gleichheit, weil alle BZ Konvexkombinationen ihrer Nachbarelemente sind.

Um die gleiche Orientierung im Sinne des obigen Symbols < zu zeigen, nehme 0.B.d.A. 3; = 0
fiir i < r und B, > 0 an, sowie andererseits 8; = 0 fiir i < j und sgn 3; < 0, also entgegengesetzte
Orientierung. Dann mufl nach Korollar 1.5.1 entweder 5,1 < 0 oder 5, < 0 sein und folglich
j < r, da andernfalls 8 gleich orientiert zu 3 wire. Damit folgt nun

Si(é) S Si(B’I’;ﬂT)BT-‘rlu" ) < Si( . 7/Bj76~j+17‘ . '73T7ﬁ7‘7'”) = 57(16)

Hier kommt beim mittleren Ubergang mindestens ein Vorzeichenwechsel bei By, BT hinzu,
weil ja B; < 0 und B, > 0 lt. Annahme.

Ist also S™ (B) = S7(p), so muf die Orientierung von B und 8 gleich sein, da andernfalls nach
dem eben Gezeigten S~(5) < S~ () wiire. O



Satz 1.6.4 Unter Voraussetzungen von obigem Lemma gilt

S™ (iﬂz Nz’,k) < 57(B)
=1

BEWEIS: Wir wollen zeigen, dafl fir f(z) = ;" 8; N; x(z) und jede strikt ansteigende Folge
{x;}i_, gilt S~ ({f(a:z)}) < S7(B). O. b.d.A. kénnen die x; alle in [t1, t,,4%] angenommen werden,
da auflerhalb davon f(x) verschwindet. Wir verfeinern dann t so zu einer Folge 7, dafl jedes der
z; genau (k — 1)mal in der Folge 7 auftritt. Dazu nehmen wir zunéchst an, daf§ jeder Knoten in
t hochstens die Vielfachheit £ — 1 hat. Hat ein Knoten z; bereits diese maximale Vielfachheit,
so fiigen wir dieses x; nicht weiter ein, andernfalls (wenn dazwischen liegend) (k — 1)fach. Fiir
die neue Folge 7 mit B—Splines N@k gilt nun

ij—1

Fa) =S BRie) = S filNu(ay) (1.6.4)
=1

I=i;—k-+1

wobei x; = 7;; sei und i; der gréfite solche Index von 7. Man beachte, daf} alle B-Splines stetig
sind, sodal N;. r(z;) = 0 gilt. Nach Voraussetzung gilt aber weiter 7;, = 7;,_ 1 = ... = Ty, _j42
und so auch N, _ji2(zj) = ... = Ny, k(x;) = 0. Weil aber die N; eine Zerlegung der Eins
bilden und nur k& der B-Splines an einem Punkt nicht verschwinden, mufl Nijfk-+17k(xj) =1 sein
und daher f(z;) = B, _k+1- Es erscheint also jeder Wert f(z;), 1 < j < r, in der Folge der
Koeffizienten 3; der Darstellung f(x) = >"/"; 5 N; x(x).Nach dem obigen Lemma folgt dann

S~ ({f@n}) = 57(B) < 57(5)

was den Satz fiir B-Splines zu Folgen t mit Koeffizientenvielfachheit < k = 1 beweist.

Es bleibt noch der Fall zu iiberlegen, dafi t;; = ... = {;; g fiir einen Knoten der Ausgangsfolge
t gilt. Sind alle {z;}]_, davon verschieden, so lduft das gleiche Argument wie vorher durch. Gilt
andernfalls ¢;, = x; fiir ein j, so gilt analog zu eben N;, i (7;) = ... = Nj; _pyok(7;) = 0, aber
Ni;—k11(75) = Ny, —g41(ti;) = 1. Dann gilt aber f(z;) = 8;;_k4+1 und der Rest des Arguments
folgt wie eben. O

Als unmittelbare Folge von Satz 1.6.4 erhalten wir das angekiindigte Ergebnis iiber die WT-
Eigenschaft von Splinerdumen.

Korollar 1.6.2 Sei Sy der durch Linearkombinationen von B-Splines zu einer zuldssigen (end-
lichen) Knotenfolge erzeugte lineare Raum. Dann ist Sy ein WT—Raum.

Als weiteres Korollar erhalten wir eine wichtige Aussage zum Design—Problem mit B—Spline
Kurven:

Korollar 1.6.3 Durchstifst das Kontrollpolygon zu Kontrollpunkten {c;}}-, eine allgemeine
Hyperebene in RY hichstens m—mal, m < n—1, so gilt dies auch fiir die entsprechende B-Spline
~Kurve s(x) = 371 ¢; Nig(z) in R (In R? ist solch eine Hyperebene eine Gerade).

BEWEIS: Man kann eine Drehung U (mit d x d Matrix U) und eine Verschiebung (mit Vektor b €
RY) der Hyperebene so vornehmen, da8 sie durch die Gleichung e; = 0 beschrieben wird, wobei
e1 = 1-ter Einheitsvektor in R%st. Die neuen Kontrollpunkte haben dann die Form d; = Uc; +b
und die Folge {d; 1 }}_; der ersten Komponenten vor d; hat hochstens m Vorzeichenwechsel. Dann



hat die erste Komponente der Kurve Us(z)+b = >>i'; (Uc; +b)N; ;(x) nach vorigem Satz auch
hochstens m Vorzeichenwechsel. Dreht man wieder zuriick und verschiebt ebenso, so bedeutet
dies, daB s(z) hochstens m Durchstofipunkte mit der Ausgangs—Hyperebene hat. O

Als Spezialfall in der Ebene gewinnt man daraus folgendes Ergebnis:
Korollar 1.6.4 Ist das Kontrollpolygon konvex, so gilt dies auch fiir die B-Spline Kurve.

An dieser Stelle sei bemerkt, dass eine B-Spline ~Kurve s(z) = ;L ¢; N; x(x) auch die fiir
Design—Probleme wichtige Eigenschaft der konvexen Hiille besitzt, d.h sie liegt in der konvexen
Hiille ihrer Kontrollpunkte {c;}I"; .

Eine weitere Anwendung, die den Schoenberg—Operator
V(fra)=) ) Njklx), b= (tjr1+ -+ tjn)/(k=1).
j=1

betrifft, ist eine Variante fiir Funktionen statt Kontrollpolygone :

Korollar 1.6.5 Schneidet f € Cla,b] eine Gerade g hichstens p-mal, so schneidet auch V(f)
die Gerade hochstens p—mal.

BEWEIS: Nach Satz 1.6.4 gilt S~(V(f) —g) = $~(V(f - 9)) < S~(f — g). D

Die bisherigen Aussagen iiber Vorzeichenwechsel von Splines bzw. Linearkombinationen von B-
Splines lassen sich zu solchen iiber Nullstellen ausbauen. Bevor wir dies tun kénnen, miissen wir
definieren, was wir unter Nullstellen und ihrer Vielfachheit verstehen. Es treten dann zusétz-
liche Komplikationen auf, denn Splinefunktionen kénnen an den Knoten verschieden glatt sein
und auf Intervallen verschwinden. Wir betrachten im Folgenden nur die einfache Situtation
der Splines von hochst moglicher Glattheit. (Allgemeinere und genauere Definitionen von Null-
stellen von Splines mit Vielfachheiten werden bei L.L. Schumaker[Schu] untersucht, s. auch
T.Goodman[Goo]).

Definition 1.6.2 Es seis € Sp(A, Z) (¢ 6,,1) (vergl. (1.3.22)) aus C¥72(&o, &np1). Wir definie-
ren die Anzahl z(s) der Nullstellen von s als

z(s) =v(s)+k-r(s)+i(s). (I.6.5)

Dabei sei v(s) die Anzahl der isolierten Nullstellen x; einschliefllich ihrer Viefachheit, d.h. es
gibt eine Umgebung (x; — d,z; + 6), worauf s nur bei x; verschwindet. Die Zahl r(s) ist die
Anzahl der mazimalen abgeschlossenen Intervalle, worauf s verschwindet, und i(s) die Anzahl
der Knoten von A im Innern solcher Intervalle.

Bemerkung: Intervalle, worauf s verschwindet, kénnen als Randpunkte nur Knoten besitzen.
Es ist a priori nicht klar, wie die Anzahl der Nullstellen von s in einem solchen Fall definiert
werden soll. Der folgende Satz zeigt, dafl die Setzung (I1.6.5) sinnvoll ist.

Satz 1.6.5 Unter den Voraussetzungen von Definition 1.6.2 gilt fiir jedes nicht triviale s

2(s) <n+k—1=dim(Sk(A, Z)|e0) — 1- (1.6.6)



BEWEIS:: Es seien {I;}]_; = {(w, 8i)}i_, diejenigen maximalen Intervalle, worauf s nur isolierte
Nullstellen hat. Es sei v; die Anzahl dieser Nullstellen im offenen Intervall. Nach dem verallge-
meinerten Satz von Rolle besitzt dann die Ableitung s’ noch mindestens v; + 1 solcher Nullstellen
(einschliefllich Vielfachheit) im offenen Intervall («y, 3;), falls es echt in (§o,£n+1) enthalten ist.
Falls entweder a; = & oder 3; = &,41 gilt, so besitzt s’ noch mindestens v; solcher Nullstellen.
Ist nun 7’ + 1 die Anzahl derjenigen I; die echt in (£, &, +1) liegen, so muf es mindestens r’ + 1
maximale Intervalle J; geben, auf denen s ganz verschwindet. Nach (I1.6.5) reduziert sich auf je-
dem der J; die Anzahl der Nullstellen von s’ um 1. Insgesamt erhalten wir also z(s") > z(s) — 1.
Wiederholte Anwendung dieses Arguments liefert z(s*=2) > z(s) — k + 2.

Wiire also z(s) > n + k — 1 entgegen (I.6.6), so miifite z(s*~2)) > n + 1 gelten. Nun ist s(~2)
ein stetiger Polygonzug nach Voraussetzung. Verschwindet dieser auf einem Intervall der Form
[fj,éjﬂ,j], so zahlt (1.6.5) dort genau p; Nullstellen. Ist p die Gesamtzahl dieser Nullstellen, so
besitzt s*~2) auf dem Intervall, wo es nicht identisch verschwindet, noch > n+1— p Nullstellen.
Die Menge dieser Intervalle besteht aber aus n + 1 — p Segmenten der Form (£, &;41). Da s(k=2)
auf jedem solchen Segment aber hochstens eine (isolierte) Nullstelle haben kann, ergibt sich ein
Widerspruch zur Annahme z(s) >n+k — 1. O

Als Anwendung betrachten wir Interpolation mit periodischen Splines (vergl. Korollar 1.3.4).
Wir beschrinken uns dabei auf den Spezialfall, dafl Knoten und Stiitzstellen zusammenfallen
und einfach sind.

Korollar 1.6.6 Es sei S;(A,Z) ) der in (1.3.30) definierte Raum der Splines mit Periode
T =b— a und einfachen Knoten

{&itimy - a<&<...<E&<b
Ferner sei k > 2. Dann hat das Interpolationsproblem
s()=mr ,1<i<n ,s5€SLA Z)ay (1.6.7)

eine eindeutige Losung, falls n ungerade ist.

BEWEIS: Wir nehmen an, dafl es eine nichttriviale Losung so des homogenen Problems zu (1.6.7)
gibt. Es seien dann «, 5 die Anzahl der isolierten Nullstellen von sg in (a,b) in den Knoten ¢&;
bzw. auferhalb der Knoten, jeweils mit Vielfachheit gezéhlt. Ferner verschwinde sy identisch
auf r maximalen Intervallen {(&j,,&;,+p,)}i—; mit p; > 1 und j; € {0,...,n}. Hierbei seien die
Knoten periodisch fortgesetzt : &g =&, —T ,&p11 = &1 + T usw. Nach Definition 1.6.2 ist dann

2()apy =+ B+ (k—1+p)=n+y+8+> (k—2),
=1 =1

und v := a —n+>.;_; 1+ p; ist genau dann > 0, wenn es in mindestens einem Knoten eine
mehrfache Nullstelle gibt. Betrachtet man ¢ Perioden, so folgt daraus

2(8)=(aptrr) = @+ + B) +1r(k —2)q
Nun gilt aber dim[S;(A, Z)|JCF2(—o0, o0)|(a,b4r7) < k+n - q und daher nach Satz 1.6.5
2(8)=(aprqr) Sk —1+q-n

Der Vergleich mit dem vorigen ergibt k —1 > q(8+ v+ r(k — 2)), d.h. einen Widerspruch, falls
v, 8 oder r grofler als null sind.

Also kann sy Nullstellen nur in den Knoten besitzen, und zwar einfache. Daher dndert sy sein
Vorzeichen genau an den n Knoten, so daf sgnsg(b) = (—1)"sgnsp(a) ist. Bei ungeraden n erhélt
man also einen Widerspruch zur Annahme sg # 0, und das Korollar ist bewiesen. O



1.6.3 Regularitit von Kollokationsmatrizen mit B-Splines

In diesem Unterabschnitt untersuchen wir, wann die Determinante

D(Ah“”Nﬁ> (1.6.8)

Tly---5Tn

nicht verschwindet , wobei N; = N;(z) die B-Splines zu einer reguldren Knotenfolge t =
{t:}7*F definiert sind, d.h. jeder Knoten tritt hochstens k— mal auf. Die Stiitzstellen 7;-auch
Kollokationspunkte genannt—koénnen vielfach auftreten und zwar wird vereinbart, daf ein 7;
hochsten (k — 1)mal vorkommen darf und hochstens & — 1 — p; mal, wenn es mit einem ¢; der
Vielfachheit p; zusammenfillt. Dies garantiert, daf§ die Interpolation auch im Hermite- Sinn
nach Abschnitt I.1 wohldefiniert ist, denn dadurch gilt geniigend hohe Differenzierbarkeit der
N; an den Stiitzstellen N; ;(7j) = N; x(7j—) = N; i(7;+), insbesodere die stetige Abhéngigkeit
von den Stiitzstellen.

Wir beginnen mit einer notwendigen Bedingung.

Lemma 1.6.6 Notwendig dafiir, dafl die obige Determinante requldr ist, ist Bedingung
T € (tj tirk) ,  1<j<n.
Dies ist dquivalent dazu, dafS die Diagonalelemente N;(7;) der Kollokationsmatrix
K = (Ni(7;))

alle von 0 verschieden sind. Das gleiche gilt fir Minoren von K, d.h. (N;, (75,));21 o= ist regulir
< N (15,.) #0, 1 <r <m.

BEWEIS: Es sei 7; & (t;,t;44) fiir ein j, also z.B. tj1; < 7;. Dann gilt auch ¢, < 7, fiir alle r
mit 1 <7 < j und alle s mit j < s <n und folglich N,.(75) = 0 fiir diese r und s. Die Matrix K

sieht dann so aus >< ><

K=100---0——— |+ jteZeile

Q ><
0
j—te Spalte

Die ersten j Spaltenvektoren, als Vektoren in R/~! aufgefafit, miissten daher linear abhingig
sein, d.h. K wére nicht regulér.

Die gleiche Beweisidee 148t sich ohne weitere Modifikation auf Untermatrizen von K {ibertragen.
O

Nun wollen wir die Determinanteneigenschaft (1.6.1) fiir Splines zeigen, d.h. daf§ sie WT-Réume
sind, und dies in einer stdrkeren Form. Dazu

Definition 1.6.3 Eine Matriv A = (a;;)7;—; (von reellen Zahlen) heifit total positiv, wenn
alle thre Minoren nichtnegativ sind, d.h.

I ={iy, i, ... i0r}

Ty nn s by .
D = det(N;(75)); ic7 >0,  mit ] .
< > (Ni(75))ier, jes J={j1, 72, jr}

jl?"'?jr



Satz 1.6.6 Die Matrizx K = (NZ(T]))n ) mit einer strikt monotonen Folge {7;}]_, ist total

positiv.

BeEwEeIs: O.B.d.A. kénnen wir annehmen (notfalls mit Umindizieren), daf§ der Minor von der
1,...,r

Form D .
Jis -5 Jr

) ist. Wir verfeinern dann die Knotenfolge t zu

St (vvvybm—1sSmsbmy - -)
Dann gilt nach Satz 1.5.6
N, = (1-%) Nl + Yit1 Ni+1 mit 0 <, <1
> ai(l) N, mit supp oy(1) € {i,i+ 1}, d.h. 1€ {i,i+ 1}

Man kann dann die Determinante entwickeln
1 ~ 1,...,r
D(]l,..-,jq«) Z Zaﬁ (e (la) - o, (1) D (zl,...,lr>

Jede Summe hier besteht nur aus zwei Termen und D ist von der gleichen Form wie D, nur
werden die B-Splines Nj,, ..., N;, durch die Nll, . ,Nlr ersetzt. Genauer gesagt erhalten wir in
der Summe Beitrége # 0 genau dann, wenn [, = j, oder [, = j, 41 ist (It. Verfeinerungsformel).
Wegen j1 < jo < ... < j, folgt daraus l; <y < ... <. Sind aber zwei Indices I,,, ;41 gleich,
1,...,r
Iy, ..., 1y
und mit entsprechender Summation

1,...,r ~ 1,...,r
o ) =X Sewewwn ()

- Ly dy

so verschwindet D ), weil zwei Spalten gleich sind. Somit folgt I} < lo < ... < I,

~ ) - - o . 1,...
Auf D mit B-Splines Ny, , ..., N;, wenden wir wiederholt diese Formel an, so da§ D ( j ’ ’; )
1, s Jr
1,...
als Linearkombination mit positiven Koeffizienten von Determinanten des Typs D I ’; )
Tyeees

darstellbar ist, wobei die B-Splines zu beliebigen Verfeinerungen s von t gebildet sein kénnen.
Speziell wihlen wir die Verfeinerung s so fein, daf fiir festes j gilt

Nj(rj) # 0 impliziert Nj(n) =0 fir 7. # 75 (1.6.9)

Dies geht, wenn wir zu 7; ein s;, wihlen mit |s;, — 7;| < € geniigend klein sowie [s;,15 — 74| <
min, 2o (7i4» — 7;). Anschaulich bedeutet dies fiir die Wahl von s, dafl seine Knoten (als Striche
markiert) sich zu den 7; wie folgt verhalten:

o HHH HHHHH o HHH
=TT TTTTTT TTTTETT

Ti—1 T; Ti+1

Eigenschaft (1.6.9) bedingt nun, da8 in jeder Spalte von D l ' ’;
Lyoeoyly

# 0 ist. Dann kann man auch das Vorzeichen kontrollieren, denn es ist

D < L. ) ZN,# ) (1.6.10)

ool

) # 0 genau ein Element



Da dies simultan fiir alle solchen D ( ll’ o ’; ) gilt, ist die Behauptung bewiesen. O
Tyeeoylpy

Korollar 1.6.7 Die Spline—Rdiume Si(A,Z) aus (1.8.21) sind WT-Rdume.

Mit etwas genauerer Uberlegung kann man auf gleiche Weise ein Kriterium fiir die strikte Posi-
tivitat der Determinanten gewinnen.

Satz 1.6.7 (Schoenberg-Whitney 1953) Die Determinante D ( e lr ) ist > 0 genau

Iy dr
dann wenn
Tipu € SUPP Ny, = (tj,,tj,1k) 1<pu<r. (I1.6.11)
Insbesondere ist die Interpolationsaufgabe (mit einfachen Knoten)
n
> i Njw(n) = fi, 1<i<n
j=1

mit Daten f; genau dann eindeutig lésbar, wenn 1; € supp N; i, fir 1 <i <n gilt.

BEWEIS: Wir arbeiten diesmal direkt mit den diskreten B—Splines zu beliebigen Verfeinerungen
s von t, wonach gilt (siehe Satz 1.5.7)

Nip = a(l) Nk
Damit folgt

i (1.
Dot ) =YYy klh) gD [
(Jl,...Jr ) 2 ; ki) - e illr) (Jl,...,Jr >

I

Wir wissen bereits, daB alle Determinanten D > 0 sind, und daB alle diskreten B—Splines
@j, k(l), 1 < p <, nichtnegativ sind.
Wir wihlen dann Verfeinerung s so, daf8 (1.6.9) gilt. Speziell sei fiir 1 < u <7 zu 7, ein Index
l,, so gewéhlt, dafl

S, < Tiy, < S1,41 -

Lt. Voraussetzung (1.6.11) haben wir N;,(7;,) > 0, so dafl mit (1.6.9)
tju < 81, < Tiy < tju+k und Sl 4+k—1 < tj#+k (1.6.12)

folgen. Damit gilt auch Nl# (7i,) > 0 und wegen (1.6.10) dann

D )
j17"'7]T

Ferner folgt wegen (1.6.12) nach der Triger Eigenschaft der diskreten B—Splines (siehe Satz 1.5.7,
iv)), da8 o, (1) > 0 fiir 1 < g < r. Damit muf} in obiger Summe wenigstens ein Term positiv
sein und die Behauptung folgt. O

Bemerkung: Aus diesem Satz sieht man noch einmal deutlich, daf§ Splinerdume nur in einem
schwachen oder eingeschréinkten Sinne Tschebyscheff Systeme sind.

Es sei noch erwéhnt, dafl man aus Satz 1.6.5 auch die Regularitéit des Hermite—Problems folgern
kann, ndmlich es gilt



Satz 1.6.8 Die Determinante D ( T ist > 0 genau dann, wenn 7; € supp N; =

Ni,....N,
(tistivk) auch im Falle wenn die Stitzstellen 1; vielfach auftreten und zwar wenn aus Tiy1 =
e = Tigr =t = ... =14, folgt r +p < k.

Diese letzte Bedingung entspricht den anfangs dieses Abschnitts gemachten Voraussetzungen an
die Knoten und Stiitzstellen.

Der Beweis von Satz 1.6.8 kann durch Grenziibergang von einfachen Stiitzstellen 7; zu zusam-
menfallenden geschehen (Differenzenbildung von Zeilen (s. Schumacher[Schu]). Dieses Argument
versagt, wenn Unterfolgen 71, ..., 7;, betrachtet werden. Daher ist der Satz in diesem allgemeinen
Fall nicht mehr giiltig !

I1.6.4 Korrekt gestellte (well poised) Interpolationsprobleme

Wir geben nun noch eine Ubersicht von Fillen, wo das zentrale Schoenberg-Whitney Kriterium
erfiillt ist. In spéteren Abschnitt gehen wir dann jeweils auf die Frage der Stabilitéit ein.

Im Fall A) betrachten wir die Knoten als gegeben entsprechend folgenden Knotentypen und
untersuchen mogliche Stiitzstellen:

A1) Bezier—-Bernstein Kurven: jedes ¢; tritt k—fach auf, d.h. es liegt eine Bernstein— Bezier
Kurve vor, die stiickweise polynomial vom Grad k ist. Daher sind auf jedem Stiick & Punkte
zur Interpolation nétig. Die Indizierung 7; = 7jp4, mit 1 < r < k liefert die Bedingung
7; € (&, &+1) fir j mit ik +1 < j < (¢4 1)k. Da alle & k—fach sind, gilt aber fiir die Folge
t: tj = tigrr = &, tjtr = &i41, also 7; € (t5,tj4%) wie nach dem Schoenberg-Whitney
Kriterium gefordert.

A2) Hermite—Fall: hier ist die Ordnung k¥ = 2k’ und jeder Knoten tritt ¢; = k’-fach auf.
Man kann also die Knotenfolge als durch t; = tj4, = &, j = ik +rmit 0 < i<
n, 1 < r < k' gegeben annehmen. Eine lokale Basis auf (&, & 1) 148t sich durch die
Grundfunktionen der 2-Punkt-Taylor Interpolation in &, &1 bis zur Ordnung & — 1
gewinnen. Wihlt man die 7; jeweils (k' — 1) -fach gleich den paarweise verschiedenen &;, so
kann man die entsprechende Interpolationsaufgabe 16sen (s. Abschnitt 1.1.2 ). Insbesondere
ist die Bedingung des Satzes von Schoenberg— Whitney erfiillt. Diese zeigt aber auch, dafl
noch allgemeinere Interpolationsaufgaben losbar sind. Die allgemeine Bedingung an die
Stiitzstellen 7; lautet hier (Beweis als Ubungsaufgabe)

7 € (&iy&ite), 0<i<n-—21<r<k j=ik'+r. (1.6.13)

A3) Stiitzstellen = Knoten:

Die B-Splines zu t = {t;}"*F sollen den Spline-Raum Si(A, Z) auf [a,d] liefern. Dann
muf} nach Korollar 1.3.2 gelten

<. . <tp=a<tpp1...<tp <b=tpt1=... =1lntk (1.6.14)

denn dann bilden die B-Splines eine Basis fiir diesen Spline- Raum mit (inneren) Knoten
bei tji1,...,t, und Glattheit C*~%~1 in ¢; mit der Vielfachheit z; . Bei der Wahl 7; = Litk
fiir ein ko mufl daher z; < k/2 gelten, damit die Interpolation mit Ableitungen bis zur
Ordnung k — z; — 1 iiberhaupt definiert ist. Ferner ist eine ”symmetrische Position” der
Stiitzstellen wiinschenswert. Dies ergibt die Moglichkeiten



1. k:2]€/ undTi:tHk/, 1§Z§n
Damit alle 7; € [a, b] liegen, impliziert dies, daB je k' der 7; auf a bzw. b liegen und
insbesondere symmetrische Randbedingungen entstehen.

2.k =2k +1 und 7; = t;44 liefert keine symmetrischen Randbedingung. Deshalb
betrachtet man hier 7; = t; /9 = tiyp11/2 = (tignr + tigrr41)/2 (im Inneren). Im
einfachsten Spezialfall ¥ = 1 quadratischer Splines bedeutet dies die Wahl 7, =
(tigt1 +tig2)/2,2<i<n—1und 14 =a, 7, = b.

A4) Stiitzstellen = arithmetisches Mittel der Knoten (Schoenberg—Wahl):
Ti = (tig1 + - tipe—1)/(F—1), 1<i<n
Damit alle 7; € [a,b] liegen, muBi t; = ... =ty = a, tp11 = ... = tyyr = b gelten.

Es gibt weitere, sehr wichtige Interpolationsverfahren mit Splines, die nicht ganz in den Rahmen
des Satzes von Schoenberg—Whitney passen:

C1) Cardinale Interpolation: t = {i}{°

1=—00
Eine umfassende Untersuchung wurde fiir die Félle 7; = ¢; .falls k = 2k und 7, = ¢;,4 /2
falls 2k" + 1 von L.J. Schoenberg in seiner Monographie[Schoe] von 1971 durchgefiihrt. Die
Regularitiat des Interpolationsproblems

o0

ZO&@M]ATj-i)ZTj, jGZ

1=—00

folgt hier nicht direkt aus dem Schoenberg—Whitney—Satz, sondern in Abhingigkeit von
Eigenschaften, die die Datenfolgen {r;};cz erfiillen miissen. In Teil IT dieses Skripts werden
wir allgemeiner den Fall 7; = j + « mit « € (0, 1) untersuchen.

C2) Interpolation mit periodischen Splines bzw. geschlossenen Kurven bei &quidi-
stanten Knoten

Hier hat die Knotenfolge t = {¢;} die Forma =t <--- <t, =bund tjp4r = t, +j(b—a),
1<r<n,mitj <0,£1,£2,....

Dieser Fall hat viele Analogien mit der Cardinal Interpolation (s. Teil II).

Wir erwéhnen noch kurz Beispiele fiir den Fall B), d.h. es sind die Stiitzstellen a =7 < --- <
7, = b vorgegeben und die Knoten geeignet zu wihlen. Standardwahlen sind

B1) tj = (mj—k +75)/2

B2) 7= (Tj—k — Tj—1)/(k — 1) j=k+1,....n

B3) tj =Tj—1 bzw. tj41 =T

sowie t1 = ... =ty = a = t; und tp41 = ... = tpyr = b am Rand. In allen Féllen ist das

Schoenberg-Whitney Kriterium erfiillt. Positive Resultate iiber die Norm ||P||s des entspre-
chenden Interpolationsoperators P sind jedoch nur sehr wenig bekannt und kaum untersucht (s.
Abschnitt 1.7).



Ubungen zu Abschnitt 1.6

Aufgabe 1 Man zeige, dafl jedes Tschebyscheff-System auch ein schwaches Tschebyscheff-
System ist.

Hinweis: Man zeige, dafl ein Vorzeichenwechsel der Determinante in Lemma 1.6.1 eine Vertau-
schung in der Reihenfolge der Stiitzstellen impliziert.

Aufgabe 2 Man zeige, daf§ die Gramsche Matrix (N; i, N; 1) total positiv ist.

Hinweis: Beniitze die Cauchy-Binet Formel fiir Determinanten.

Aufgabe 3 Man zeige, dafl der Splineraum (XX) kein T-System ist.

Aufgabe 4 Es sei M ein n— dimensionaler Teilraum von C|a, b] ist ein mit einer Basis g1, .. ., gn,
die durch )

élirél+ ||gl - 9; Hoo,[zz,b] =0 (1'6'15)
approximiert werden kann, wobei span {955)7 cee gﬁf)} fiir jedes 6 > 0 ein Tschebyscheff-Raum

der Dimension n ist. Man zeige, dal M ein schwacher Tschebyscheff- Raum ist.

Aufgabe 5 Man beweise die Richtung = von Satz 1.6.2 mittels Korollar 1.6.1.
Beziiglich der Umkehrung dieser Aussage sei auf [JK| verwiesen.

Aufgabe 6 Man beweise Lemma 1.6.3.

Aufgabe 7 Man beweise fiir B-Splines mit einfachen Knoten direkt mit Hilfe des Satzes von
Rolle den Spezialfall

n

S” (Zﬁz Nz’,k) <n-1
i=1

von Satz 1.6.4.

Aufgabe 8 Man zeige mit Hilfe von Satz 1.6.4, dafl ein B-Spline (mit einfachen Knoten) genau
ein Extremum = Maximum besitzt.



1.7 Interpolation mit Splines

1.7.1 Stabilitidt der Interpolation

Das allgemeine Interpolationsproblem mit t und 7 fiir stetige Funktionen kann durch den Inter-
polationsoperator

P: feCla,b = Skt = Span{N; i }iq (L.7.1)

beschrieben werden, definiert durch ( wobei 7; € [a, b])

(Pf)(r;) = Zn:oei Nig)(mj) = f(15), 1<j<n (1.7.2)
=1

Die Berechnung der Koeffizienten «; erfolgt iiber das lineare Gleichungssystem

Aa=f,  a=fall,, f={f(m)}, (17.3)
mit der Kollokationsmatrix A definiert durch

A= Aij = {Nivk(Tj)}n (174)

ij=1

Der Satz von Schoenberg—Whitney liefert dann exakte Kriterien fiir die Regularitit der Matrix
A in Abhéngigkeit von t und 7.

Das Thema dieses Unterabschnitt ist nun die Stabilitdt der Interpolation. Dies bedeutet,
dafl untersucht werden soll, ob die Losung des Gleichungssystems (1.7.3) fiir diese t, 7 auch
numerisch stabil durchgefiihrt werden kann. Dazu mufl zusétzlich garantiert sein, dafl die Kon-
dition von A = A(t,7) gleichméfig beschrinkt bleibt, wenn die Punktverteilungen t bzw. 7
beliebig fein werden, denn solche Punktverteilungen mufl man beniitzen, will man Konvergenz
der Interpolation erreichen.

Die Kondition einer Matrix A ist bekanntlich durch
cond A := HAHOOHA_lHoo

gegeben. Betrachtet man die Supremumsnorm fiir die Vektoren « in (1.7.3), so gilt ||A||ec < 1,
weil die B-Splines eine Zerlegung der Eins bilden. Daher kann man fiir die Stabilitidt einfacher

cond A < [|[A7Y | < 00 (I.7.5)

fordern. Aufler der gleichmiifligen Beschranktheit der Norm der Inversen A~! ist noch diejenige
der Norm von P als Operator auf Cfa, b] wichtig:

[P f1]oo,a,b)

Plls =
121 reclab] I fllsofap)

(1.7.6)

Diese beiden Grofien stehen in engen Zusammenhang.

Lemma 1.7.1 FEs gelten

a) Ist A eine beliebige total positive requlire Matriz, so haben die Vorzeichen der Elemente
der Inversen Schachbrettstruktur und es gilt

A7 oo = [la*|loc wobei (Aa™); = (-1)', 1 <i <,



b) Mit der Konstanten Dy, aus Satz 1.3.4 in Abschnitt 1.3.3 gilt
Dl [A7 oo <Pl < [JA7Y oo (L.7.7)

BEWEIS: zu a):
Nach der Cramerschen Regel gilt fiir Elemente b;; der Inversen

w 1,...,t—=1i+1,...,n
o— (1)t ) ) ) ) ) _
bij = (1) D(1,...,j—1,j+1,...,n>/D’ D =det4
Nach Satz 1.6.6 sind alle Determinanten positiv (nichtnegativ) und die Behauptung iiber die
Vorzeichenstruktur ergibt sich. Es folgt dann mit (y)? := (—1)% aus

lA™ oo = sup Sup\zbzgyal—SUPZ|bm\—SHP!Z% |—Sup\az|
[[yllo=1 1 j=1 vog=1 tog=1

da A™ly* = a*. O

BEWEIS: zu b):
Die Ungleichung nach oben folgt nach (1.7.3) durch

P fllooar = 11D ai(f) Niglloo,ap < suplos(f)]

1A oo sup [£(a)] < [[A™ oo 1 floo, o8-

IN

Zum Beweis der Ungleichung nach unten wihle eine Funktion f* € Cla,b] mit f*(r;) = (—=1)*
und |[f*[|oo,fa,p) = 1. Fiir den Interpolanten P f* gilt dann

(Pf)(rj) Zoz Nik)(T5), (Aa*)i:(—l)i,

und Satz 1.3.4 liefert zusammn mit Teil a)
1Plloo > 11PF*llocfa) = Dioo 10 lloo = Dioe [[A™ ]oo .

a

Es ist also die Norm ||P||o genau dann gleichmifig beschrinkt in t und 7, wenn dies fiir die
Norm der Inversen der Kollokationsmatrix A gilt. Dies ist fiir die Konvergenz der Projektoren P f
bedeutsam, denn nach dem Prinzip der gleichmdfigen Beschrinktheit (s. Skript ” Funktional-
analysis”) ist diejenige von ||P||s fiir die Konvergenz der P f (mit beliebig feinen 7) notwendig.
Dazu ist weiter zu bemerken, dafl bei reiner Polynom-Interpolation und Grad — oo fiir jede
Folge von derartigen Interpolationsprojektoren die Folge der Normen || P, || micht gleichmdfSig
beschrinkt bleibt fiir n — oo (siche E.W. Cheney|[Ch]).

Weiter hat die Grofle der Norm || P|| entscheidenden Einfluf auf den Approximationsfehler der
Interpolation mit P. Dies folgt aus der bereits gezeigten Abschétzung (s.Lemma 1.4.3)

1f = Pflloo < (1 +[|Plloo) dist(f; Sk.t), (L7.8)

Zusammen mit dem obigen Lemma ergibt sich daraus unmittelbar



Korollar 1.7.1 Ist die Interpolation (1.7.2) stabil, d.h. die Norm ||A7Y|w gleichmipig in t
beschrinkt, so gilt

1f = Pflloc < 1+ |47 loo) dist(f3 Ske) < Cdlist(f; Ske)- (L.7.9)
mit einer von t unabhdngigen Konstanten C.

Stabile Interpolation mit Elementen aus Sy besitzt also bis auf eine feste Konstante denselben
Approximationsfehler wie die beste Approximation.

Es ergeben sich nun fiir die Interpolation mit Splines zwei grundlegende Fragestellungen:

A) Gegeben eine Knotenfolge t = {tz}filk und zugehorige B—Splines, finde dazu eine Folge
7 = {7}, von Stiitzstellen in Form einer Vorschrift t — 7, so da8 die entsprechende
Interpolationsaufgabe 16sbar ist. Die Vorschrift soll so sein, dal die Berechnung stabil
erfolgt und der entstehende Projektionsoperator unabhdngig von t beschrinkt ist.

Man kann dieses Problem auch als Frage formulieren: gilt

(A) supg inf; |[A7Y|w < 00 ?

B) Gegeben eine Stiitzstellenfolge 7 = {7;}7_,, finde eine Knotenfolge t = {#;}7F und zu-
gehorige B—Splines, so daf3 die Interpolationsaufgabe 1osbar ist. Wie vorher soll die Be-
rechnung der Losung stabil geschehen und der Projektionsoperator unabhdngig von 7 eine
beschriankte Norm besitzen.

Dieses Problem ist ”"dual” zu Problem (A) und kann ebenfalls als Frage:

(B) sup, infy ||[A7 | < o0 ?
formuliert werden.

Das zweite Problem behandelt die der Praxis nidhere Fragestellung, besitzt jedoch im Gegensatz
zu ersterem keine positive Antwort. Man kann aber beide Fragestellungen abschwichen und
die gleichméfige Beschrianktheit in t nur fiir bestimmte Folgen von Stiitzstellen in (A) bzw.
diejenige in 7 nur fiir bestimmte Folgen von Knoten in (B) betrachten. Hierzu gibt es eine Reihe
von positiven Ergebnissen, von denen wir im Folgenden einige vorstellen.

Zuvor soll gezeigt werden, dal Frage (A) positiv beantwortet werden kann, wihrend fiir (B) dies
nicht gilt.

Die Losbarkeit von (A) beruht auf der Wahl der Alternationspunkte des Chebychev—Splines!
als Interpolationspunkte (wobei wir der Existenz dieses Splines in Abschnitt 1.8 vorgreifen).

Satz I1.7.1 FEs gelten folgende Aussagen
a)

1A oo > Kt 00,
wobei Kt oo die Konditionszahl der B-Spline-Basis zu Sy ¢ bezeichnet,

b) Wihit man die Kollokationspunkte ;" gemdaf

S(Tj‘k) = (_1)] ) 1< ] <n ) ||S||00=[avb] - 17

1 Zur Unterscheidung von den in Abschnitt I.1 erwéhnten Tschebyscheff-Splines ist hier eine andere Schreibweise
gewéhlt worden!



wobei s(x) der nach Satz 1.8.4 eindeutig bestimmte Chebychev—Spline ist, so gilt fir die
zugehorige Matriz A,

145 oo = Fit.oo-

BEWEIS: zu a): Aus

At Mol o el
1A= 20 Mol 2 28 T i Nuallooay 7
folgt direkt die Aussage. O
BEWEIS: zu b): Es ist
n
(=17 = s(r7) = (D af Nuw)(77) = (A a”);
i=1

Nach Lemma 1.7.1, b) folgt dann die Ungleichung

[l ]foo

o = o 500 = a2y
% Z g Thorag = 1% oo = (14 oo

und mit a) darin die Gleichheit. O

Damit hat Problem A) eine positive Antwort:

Korollar 1.7.2 Fir jede Knotenfolge t liefert die Interpolation an den Extrema des zugehdri-
gen Chebychev—Splines optimale Stabilitdt der Interpolationsmatriz. Dariiber hinaus ist in diesem
Falle die Kollokationsmatriz gleichmdfig in t stabil und ||P||s gleichmdfig beschrinkt.

Die letzte Aussage folgt nach Abschnitt 1.3, denn dort wurde gezeigt
Kkt,00 < Kk,o0 < OO

Das Problem B) hat dagegen eine negative Antwort. Dies folgt aus dem folgenden

Satz 1.7.2 Es seien t, 7, wie in (1.7.2) gegeben und die zugehdrigen B-Splines in L% (11, Ty,).
Es sei ferner definiert e(x) mit e(j) = (—1)7. Dann gilt

||A_1HOO 2 T!|[Ti"“77-i+r]e‘v f’I.LT’Z = 17"')71’77‘7

@7

wObei deﬂn’l’e7t setl
A = ’(V() )‘ [t' tit —r] [7' 7‘+]7£@
ir Hl]aX k gl YRR k 1y li+r 9

sowie rekursiv (V,(;) = V,E}_)TH(V,S“‘”) mit (V,gl)a)j = (k= 1)(a; — aj—1)/(tj4r—1 — t5)-



BEWEIS: Wir beschrianken uns auf den Fall r = 1. Der allgemeine Fall ist etwas aufwendiger zu
beweisen, folgt aber demselben Grundprinzip.
Fiir s*(t) = 3" af Ny gelte s*(7;) = (—1)7 = e(j). Dann folgt mit o; € (7;, Ti+1) und Satz 1.5.3

s* Ti —s* Ti % ! «
i mirle = 2 :jf —) (S0 M) (00 = SV, Ny o).

Wegen der totalen Positivitdt von A besitzen die o alternierende Vorzeichen und es folgt

* 1 *
73 ialel < llo*lloe D (Ve); Njko1(03) < [0 [oo A
nach Definition von A; ;. Lemma 1.7.1, a) ergibt daher die Behauptung. O

Hieraus kann man folgern, da8 Frage (B) eine negative Antwort besitzt, denn ||A™!||s kann
nicht gleichméfig in 7 nach oben beschrinkt werden. Um dies zu sehen, wihle 7 mit m;_1 = j,
T = j—¢cund 0 < ¢ < 1 (d.h. jeweils "Paare”). Dann miifite auch min{(t;1r—1 — t;) :
[tistivk—1)N[j,j+€] # 0} < e const gelten, damit ||A~!||o < const. Dies wiirde aber bedeuten,
dafl in einer e-Umgebung von 79; = j jeweils irgendwelche £ — 1 der Knoten ¢; liegen miissen,
damit der Durchschnitt nicht leer ist. Wegen j = 1,...,[n/2] wiirden bei dieser Wahl also ca.
k[n/2] Knoten bendtigt. Wir haben aber nur n + & in der Folge {t;}71} =t zur Verfiigung.

In [Boo4] sind diese Uberlegungen priziser durchgefiihrt und

((Tig2 = ), (Tig1 — Ti—1))
(Tit1 — 7i)

||P||loc > const. max falls k > 4.
K3

gezeigt. Im quadratischen Fall mit Ordnung k = 3 sind dort auch einige positive Ergebnisse {iber
die Beschrianktheit der Spline-Interpolation bei gegebenem 7 in Abhéngigkeit von t angegeben.
Es werden im Falle t; 1 # 7;

wp 1PVl

NS oo (1.7.10)
rectjap 1Moo

gezeigt und Fehlerabschitzungen mit optimaler Fehlerordnung in A7 = max(7;+1—7;) abgeleitet.

1.7.2 Spezielle Interpolationsprobleme

Die Behandlung der Interpolation mit quadratischen Splines kann in verschiedener Weise ge-
schehen. Setzt man fiir die Knoten

aztl=t2=t3<t4<---<tn<b:tn+1=tn2Ztn+3 (1.7.11)

an, so fithrt die Darstellung mit den entsprechenden B-Splines auf das lineare Gleichungssystem
n

S(Tj) = Zai N1'73<Tj) = fj y Tj S (tj,tj+2), 1 < j < n, (1.7.12)
i=1

fiir den interpolierenden Spline s(z). Dann kann man die Rekursionsformeln aus Abschnitt 1.5
zu verwenden, um mit ag 1= ayp41 =0
2 (x —tj)ay + (tjr2 — x)aja

~ (2) G
s(z) = a;’ Ni:o(x) mit o)’ := 1.7.13
(z) ; 7 Nja(z) i s ( )




zu schreiben. Hilt man z in agz) fest und setzt 5(t) = >, aEQ)Nijg(t), so wird §(t) linear in ¢
(2)

und es gilt 5(t;4+1) = o~ . Daher gilt fiir 7 € (tj41,%j42), 2 < j < n die Darstellung

5(r) = [(r — ty41) @ + (tis2 — 1) 2]/ (tigz — tjs1)

Hierin setze nun 7 = 7; ein und erhalte mit (1.7.12) (1.7.13)

(tjr2 —tj1) fj = M{(Tj —tir)ogen + (tis — Tj)%‘} (L7.14)
Jj+3 Jj+1
(tj+2 — 1)

+ {(Tj - tj)Oéj - (tj+2 — Tj)aj_l}

tit2 —t;

Im Spezialfall 7; = 77 := (¢;41+1;42)/2 vereinfachen sich diese Gleichungen zu (g = an41 = 0):

(tjr2 —tj11)

2tj43 —tjve —tj+1 | tiva it — 275]')
+ Qg
ti+3 — tj+1

tit3 — tjt1 tive — tj

ajp + (1.7.15)
+ (tjr2 ]+1)aj_1 = 4f;
tiv2 =t

Dieses System ist wegen 2L‘j+3 —tjp2 —tjp1 > tjpo — i1 und tito +1j41 — Qtj >0 — 111
diagonaldominant. C. de Boor[Boo4] zeigt damit die Schranke ||P||o < 8.

S. Demko[Dem] und vorher M. Marsden[Ma] benutzen einen anderen Zugang, der fiir den Spe-
zialfall 7; = (t;+1 + ti+2)/2 bessere Ergebnisse liefert.

Dazu stellt man s(z) auf [t;,t41], 3 < j < n, als quadratisches Lagrange-Interpolationspolynom
mit den Stiitzstellen t;,7;_1,tj41 dar mit den Unbekannten s; := s(t;), wihrend die Werte
s(1j—1) = f(1j—1) == fj—1 fir j = 2,...,n + 1 und bekannt sind. Damit sind Interpolationsbe-
dingungen im Innern von [a,b] bereits beriicksichtigt. Unter Beachtung von ¢ = ty = t3 = a,
tpt1 = thy2 = thes = b, also 7 = a, 7, = b, ergeben sich wie oben noch die Randbedingungen

s3 = s(a) = f(a) = f1, Snt1 = 8(b) = f(b) = fn. (I.7.16)

Es bleiben die Unbekannten sj, 4 < j < n zu bestimmen, um s(x) stiickweise auf [t;,¢;41]
darzustellen. Dies geschieht durch die n — 3 Ubergangsbedingungen s’ (tj41—) = §'(tj41+),3 <
j<n-—1.

Mit der neuen Variablen ¢t — t; := wh; = u(tj41 —t;) und 751 — t; = Xj_1h;, wobei die
Aj—1 € (0,1) fest vorgegeben ist, transformieren sich die Interpolationspunkte des Lagrange-
Interpolationspolynoms zu u = 0, Aj_1, 1 und es gilt dann fiir ¢ € [t;, ;1] bzw. u € [0, 1]

(u—1)(u—Aj—1) u(u —1) u(u — Aj—1)
Ot tir) = Sj ] .
S( )|(tjvt]+1) 8j )\ij + f] 1 ()\jfl — 1))\3,71 + Sj+1 1_ >\ij

(1.7.17)

Eine entsprechende Darstellung gilt auf dem Intervall [t;y1,?;42]. Differentiation nach u und
Einsetzen von ¢t = t;11—,t = t;11+ in die oben erwihnte Ubergangsbedingung liefert das
(n — 3) x (n — 3) Tridiagonalsystem

1 (1 —)\jfl) 1 (2_ /\jl)}
il P S e e N W S Sl et 1.7.18
h; { D VI I HEYE NV VIFRR A D Vi ( )
1 (1 + /\J) fj )\j } .
= —_— — 85, —|— — 85 P} 3 S S n— 1
hj { TN (T=x)N TPI=N ’



fir die s;, weil s3, s, bereits durch die Randbedingungen (1.7.16) festgelegt sind. Marsden (loc.
cit.) betrachtete hierin nur den Fall A; = 1/2, in dem sich das System zu

hj185+3(h; + hjp)sjer + by sjpe =4hj fimn+4hi f; . 3<j<n-1.  (L7.19)

Daraus schliefit man mit dem Gerschgorin-Trick fiir diagonaldominante Matrizen (s. unten im
kubischen Fall), daf3

| < ;
s<jentl sil <2 2<jn1 7@

Auflerdem erhélt man aus (1.7.17) nach einfacher Rechnung die Abschétzung
(1= A1) |fi—1l A
AN 1 +|sj41| max { ———
4Nj 1 (1—Xj_1)2 j—1+|sj1] max {4(1 — A1)

Damit folgt im Falle A\; = 1/2 fiir j = 3,---,n — 1 fiir den durch (1.7.12) definierten Interpola-
tionsoperator Pf := s sofort

2
A3+

11,

maxy, <¢<t,; 4 ]5(t)| < [s;] max {

1P flloo < 2] f]loo-
und nach Korollar 1.7.1 die Fehlerabschitzung

1f = Pflloo < 3 dist(f;Ss¢)- (1.7.20)

Allgemein kann man aus (1.7.18) relativ leicht folgern, dafl die Matrix genau dann diagonalado-
minant ist, wenn )\? < 1/2 und (1 — A;)? < 1/2 gelten. Demko (loc.cit.) zeigte genauer

Satz 1.7.3 Es sei 7 = tj41 + A\jhj1 fiir j = 2,---,n — 1 fiir die Stiitzstellen gesetzt und es
gelte |N; —1/2| <~y < /2 —1/2. Dann gibt es eine Konstante K = K(v) unabhingig von den
Knoten und den Stitzstellen, so daf$ der Interpolationsoperator eine Norm ||P||lec < K besitzt.
Im Falle v > /2 — 1/2 wird diese Aussage falsch, d.h. Interpolation mit quadratischen Splines
mit solchen Stiitzstellen ist i.a. instabil.

Zu erwéhnen sind noch der periodische Fall bzw. geschlossene Kurven. Dann kénnen die Rand-
bedingungen nicht in der Form s(a) = f(a), s(b) = f(b) gestellt werden, weil der Wert s(a) ein
freier Parameter ist. Es miissen daher die periodischen Bedingungen s(a) = s(b), s'(a) = s'(b)
angesetzt werden. Dies kombiniert mit (1.7.18) gibt dann wieder n — 3 4+ 2 Bedingungen fiir die
n — 1 Unbekannten s3 = s(a), s4, ... Sn, Sp+1 = s(b) des quadratischen Splines s(x).

An diesen Fall anschliefiend, der die Schoenberg—Wahl (A4) im vorigen Unterabschnitt fiir k = 3
umfafit, kann man als néchstes den Fall kubischer interpolierender Splines mit dem Gleichungs-
system

n
s(j) =Y i Nia(r) = fj, 1<j<n (1.7.21)
i=1
unda =t =to=t3=t4<ts <...<t,=b=t,11 =...=tn+s5 betrachten. Wie im quadrati-

schen Fall kann die Kollokationsmatrix auch iiber Rekursionsformeln aufgestellt bzw. umgeformt
werden. Zwar ist sie nicht mehr diagonal dominant, jedoch kann der Umstand, daf} sie total po-
sitiv ist (vergl. Abschnitt 1.6), dazu ausgeniitzt werden, um fiir den Interpolationsoperator mit
den Stiitzstellen des Schoenberg-Operators

tig1 +tiso + sk
Pf=> «aiNiy, Pf(r;)=f(r), 7= LH ;];_21 ——

im Falle k = 4 zu zeigen, daf} gilt
1P flloe < 27||f|]oo-



Eine ausfiihrliche Darstellung dazu findet man in de Boor[Boo3]). Man kénnte vermuten, daf§
die gleichméBige Beschréanktheit der Norm dieser P fiir beliebige k > 3 gilt. Leider ist dies falsch,
wie von R.Q.Jia[?] gezeigt.

Alternativ wird (I1.7.21) in Farin[Fa],§9.1, iiber die segmentweise betrachtete Bernstein-Bezier
Basis hergeleitet. Deren Kontrollpunkte b3; sind wegen s(¢j11) = f(¢j4+1) bekannt, wéhrend die
restlichen b3;_1, b3j—2 wie oben durch die Kontrollpunkte «; der B-Spline ausgedriickt werden.
Offen bleibt bei diesem Zugang, wann das Gleichungssystem l6sbar ist.

Das Standard—Gleichungssystem fiir kubische Spline-Interpolation entsteht—wie bereits analog
im quadratischen Fall demonstriert— durch Auswerten der C?-Glattheitsbedingungen und Wahl
von m; = s”(t;) als Parametern (s. z.B. Stoer[Stoer]). Als Interpolationspunkte werden die Kno-
ten der Splines gewéhlt. Das Ergebnis ist ein diagonaldominantes Tridiagonalsystem.

Es gibt aber in diesm Fall den mittlerweile klassischen Zugang iiber die ”beste Interpolation”,
bei dem die Interpolationspunkte vorgegeben sind und sich die ”beste Interpolation” als Inter-
polation mit Splines ungerader Ordnung und Knoten = Stiizstellen herausstellt. Dies wird im
folgenden Abschnitt dargestellt.

1.7.3 Beste Interpolation

In diesem Abschnitt sind die Interpolationsstellen als Knoten des interpolierenden Splines gew#hlt,
wobei dieser von gerader Ordnung ist. Man hat also folgendes Problem: bestimme die Spline—
Funktion s(z) vom stiickweisen Grad 2k — 1 und einfachen Knoten a = xg < 1 < ... < 2y <
zny1 =0b, d.h. Z ={z} mit z; = 1, durch die Interpolationsbedingungen

s(x)=fi, 0<i<N41,  s(x)eSou(A, Z)CC?*2a,b] (1.7.22)

Wegen dim Sor (A, Z) = N + 2k fehlen noch 2k — 2 Bedingungen, die wir spéter als zusétzliche
Randbedingungen formulieren werden. Man verwendet nun wieder eine Darstellung von s(x)

durch B-Splines und setzt
N

s(z) = Z ;i Ni ok () (1.7.23)
i=—2k—1

an mit B—Splines der Ordnung 2k zu den Knoten
Toogpt1 <X ...<2xp=a<zx1 <...<2ZNy <Zy+1 =b< N2 S TN1ok (1.7.24)

Es sind also die 2k + N Unbekannten «; zu bestimmen. Der Trick ist nun, statt s seine k—te
Ableitung

N
st (z) = Z Bj Nji(x), a<x<b (1.7.25)
j=—k+1

mit den Unbekannten 3; zu betrachten und dann die Interpolationsbedingungen mittels divi-
dierter Differenzen zu umzuschreiben. Dies geschieht iiber die Darstellungsformel

/ o s®)(x) Nip(z) de = M[ml, e Tipk) S, —k+1<i<N. (1.7.26)

—k+1 k

Es ergibt sich das (N — k + 2) x (N + k) Gleichungssystem

Y b Litk — Li
3 ﬁj/ N»,k(x)N@k(m):(%)[mi,...,xwk]f, i=0,...,N+1—k, (L7.27)
j=—k+1 a



wobei f(z) als eine Funktion mit f(z;) = f; zu verstehen ist. Wir haben also (in Ubereinstim-
mung mit obiger Dimensionsbetrachtung) je k — 1 zusétzliche Bedingungen an Randpunkten
a, b einzufithren, um das Gleichungssystem zu ergéinzen. Am einfachsten geschieht dies durch
Bedingungen der Form

[T—ktjs- Tl =aj s [Tnprptg, aNp1gls =0, 1< j<k—L
Die Werte a;,b; konnen willkiirlich gewédhlt werden oder gleich den dividierten Differenzen
@ _kijs- x| [ baw. [TNf1—kyj TN4144] [ gesetzt werden, falls die Werte f; fiir i = —k +
1,...,—1lund i = N+ 2,..., N + k zusétzlich vorgegeben sind. Giinstiger ist es, diese zusétzli-
chen Bedingungen in der dquivalenten Form
[:I,‘,j,...,$0] s = Aj 1§]§/€—1, (1728)
[I'N_H, ‘e .,$N+j+1] s = Bj 1< j < k— 1, (1729)

anzusetzen. Man sieht, dafl aus den Bedingungen mit A;, B; die Bedingungen mit a;, b; durch
Hinzufiigen der inneren Interpolationsbedingungen erhalten werden kénnen. Es verwenden (1.7.28),
(I.7.29) jedoch nur Punkte < a oder > b, also echte Randbedingungen. Insbesondere liefert die

Wahl z_p4 1 =...=290=0aund xny4+1 = ... = xn1k = b die Randbedingungen
sD@)=a;; D0 =4, 1<j<k-1 (1.7.30)
Die Berechnung von s (z) erfolgt nun durch (1.7.25) vervollstindigt mit (1.7.28), (1.7.29):
N N SNk
Z Bsz‘,j = Z 5]/ Nj7k(1‘) Nl7k(£€) dr = Fi —k+1 < ) < N (1.7.31)
j=—k+1 j=—k+1 T—k+1
wobei
(1/]€)($H_k—.%’z)[l‘2,,I’H_k;]f, ) 0<i<N+1-k
F; = A; s ,—k+1<i<—1 (1.7.32)
B; s i1=N—-k+14+5,1<j<k-1

Dies ist ein Gleichungssystem mit der symmetrischen, positiv definiten Gramschen Matrix
G = (Gij)f-yjszﬂ. Es gilt G;; = 0 falls |i — j| > k, da dann die Tréger von N;j und Njj
leeren Durchschnitt haben, d.h. die Matrix G hat die Bandbreite 2k — 1. Es gibt viele giinstige
numerische Methoden zur Losung solcher Gleichungssysteme wie z.B. das Cholesky—Verfahren.
Dazu ist zu bemerken, dafl Pivotsuche unnétig ist, wie deBoor-Pinkus[BP] auf Grund der Tat-
sache, dal auch G total positiv ist, gezeigt haben.

Damit ist das durch (1.7.22) gegebene Interpolationsproblem auf die Losung des Gleichungssy-
stems (1.7.31) zuriickgefiihrt. Den genauen Zusammenhang zwischen den beiden Losungen s(x)
und s*)(z) beschreibt

Lemma 1.7.2 Die Splinefunktion (1.7.3) erfullt (1.7.22) zusammen mit (1.7.28), (1.7.29) genau
dann, wenn s®) (z) aus (1.7.25) erfillt (1.7.31) zusammen mit (1.7.28) und (1.7.3).

BEWEIS: Die eine Richtung ist durch die obige Herleitung bereits gezeigt, die Umkehrung sei
dem Leser iiberlassen ( beachte: s(z) erfiillt & Bedingungen mehr als s(*)(z)). O

Die praktische Berechnung von s(z) aus s*)(z) kann z.B. durch sukzessives Integrieren mit Hilfe
der Formeln von Satz 1.5.4 geschehen.

An dieser Stelle bietet es sich an, auf die Minimaleigenschaft von s*)(2)-bekannt als ”Beste
Interpolation” - einzugehen.



Satz 1.7.4 Unter allen interpolierenden Funktionen der Klasse
F = {f € Wh(a,b): f erfillt (1.7.22),(I1.7.28),(I.7.29)}

wobei Wk (a,b) wie in (1.3.12) definiert sei, besitzt genau die interpolierende Splinefunktion s(x)
eine minimale Lo— Norm der k—ten Ableitung, d.h. es gilt

15%|2, (a0 = min{ || F® 2,0y : | € F}. (1.7.33)
Ferner gilt fir alle f € F
159 = F O o,y < 115Dl 0 (L7.34)
Beweis: Ist f(z) € F, so gelten
[.’Il'_j,...,.’lfo]f:Aj [$N+17"’7xN+j+l]f:Bj7 1§j§k_17

und daher nach (1.7.26), (1.7.27)

ENEE (k) INEE (k)
/ s®)(z) Nig(z) dx:/ F®(2) Nip(a) de, —k+1<N.

—k+1 T—k+1

Dies kann man als Orthogonalitétsrelation interpretieren, und zwar als
s — f® 1 Sp(A, Z) = Span{N;x } 1.

Da s e Span{NM}fifk+1 folgt daraus bekanntlich, daB s*) beste Approximation zu f*) ist,
d.h. (1.7.34) gilt. Ferner folgt aus dieser Orthogonalitit

(s, s8Ny = (s®), FENy <180 ) - [1F P |2.(0)

mit Gleichheit genau dann, wenn s*) = f(*) gilt. Dies ergibt die Minimaleigenschaft (1.7.33). O

Den klassische Spezialfall der obigen Ausfithrungen bildet der Fall kubischer Splines. Die Koef-
fizienten ; werden nun durch ”Momentengleichungen” (I1.7.26) fiir k = 2 bestimmt:

TN+2
/ s"(x) N 2(z) dx = (Tig2 — @) [@i, Tit1, Tiyo] 8
1
_ (s3®@ig2)—s(zit1) (Tit1)—s(xi)
- (S Iﬂﬂﬁz*iijl ) - (3 zxjj1*;z‘x )

fir i = —1,..., N. Einsetzen der Interpolationsbedingungen s(z;) = f; aus (1.7.22) ergibt

Nio(2) Nio(x) de — five = fir1 i —fi . _ 0.

..,N—1. (I.7.35)
T_1 Ti+2 — Ti41 Tit1 — X4

Die Matrix dieses (noch nicht vollsténdigen) Gleichungssystems ist nach obigen Ausfithrungen
eine positiv definite Gramsche Matrix. Wegen G;; = 0 fiir |¢ — j| > 2 ist sie tridiagonal. Die
restlichen Elemente lassen sich leicht berechnen. Mit h; := x;41 — x;,0 <7 < N gilt

Tito hq hit1 h; + h;
Gii = N;o(x)? dx = / (E)2 du —|—/ ( Y )2 du = i i1 (1.7.36)
;i ’ o h; 0 hiv1 3
Tit1 hi U, U h;
Gi—l,i = Gz’,z‘—l = NZ'_LQ(J}) Ni,g(x) dr = / (1 — 7)(7) du = —. (1.7.37)
x; 0 h;"“h; 6



Dann folgen aus (1.7.35) N Gleichungen fiir die N + 2 Unbekannten f;

ho  2(ho + h1) ha E B-1 wo
h1 2(h1 + h2) ha Bo
1 : : b1 B
6 : N
BN-1
hn-1  2(hny +hni1) by BN WN-1
wobei
Afs Afs
hj:=xiy1 —x;, 0<i<N, w; = Jit1 —i, j=0,...N—1. (1.7.38)
hjri Ry

Es sind also noch—wie bereits oben bemerkt— zwei Zusatzinformationen in Form von Randbedin-
gungen notig, die zwei weitere Gleichungen liefern. Vier Varianten haben sich in der Literatur
eingebiirgert, die in Form von Randbedingungen gestellt werden.

Moéglichkeit 1): Legen wir S_1 und Sy direkt fest, so erhalten wir das N x N System

_ ho
2(ho + h1) h1 Fo " '6 -
1 h 2(h1 4+ h2) e g |
! ) . : =
BN-2 :
hn-1  2(hn—1+ hn) Bn-1 wn—1 —hnBN/6

Die einfachste Moglichkeit ist hier f_1 = By = 0 zu setzen. Dies ldt sich so deuten: wegen
Njo(z;) = 6ij41 gilt s”(x;) = Bi—1 nach Darstellung (?7), also bedeutet die Festlegung von
B-1, BN diejenige von s”(a),s”(b).

Moglichkeit 2): man legt erste Ableitungen s'(a), s'(b) am Rand fest. Diese Ableitungen kann
durch die f3; und y; ausdriicken. Dazu bilde z.B. Taylorentwicklung von s(x) bei z = a = x

fi = s(x1) = fo+s'(a)ho + B-1hg /2 + " (a)h3 /6
Um hierin s”/(a) zu berechnen beachte, da§ s”(x) linear ist, also fiir z € [0, x1]

s"(x1) — 5" (a) _ Bo—FB

T —a ho

s"'(x) = const =

Einsetzen in obige Gleichung ergibt nun

fi = fo = S @h -+ Bahd/3+ -+ K3/0 b, — () + I = B0 405 )

und diese Gleichung ergénzt (1.7.35) fiir 5_1. Analog per Taylorentwicklung von s”(x) bei x = b
v =s(zn) = fnir — 5 (b)hn + By b /2 — 5" (b) b3, /6

Mit S”(b) _ Sll(xN)
s"(x) = const. = S S—— (Bn — Bn-1)/hN
folgt analog

s'(b) = (fn+1 — fn)/hn = hn (28N + Bn-1)/6.



Es ergibt sich also insgesamt das (N + 2) x (N 4 2)-System

2ho ho Afo/ho — s'(a)
ho 2(ho + h1) h1 B-1 wo
h1 2(h1 + hz) ho Bo
1 - : B B
6 : B
BN-1
hn-1  2(hn—1+hn) hy BN WN -1
hN 2hN S/(b) - AfN/hN
Moglichkeit 3): ergibt sich wenn Interpolant periodisch sein soll mit Periode b — a. Natiirlich
mufl dann fy = fn gelten.
Das Vorgehen ist dann so, daf§i Daten und Knoten periodisch fortgesetzt werden (¢ ist eine
beliebige ganze Zahl)
ry=zy—(b—a) zyei=z1+(b—a), usw. z;:i=-—2_yni1)+L(b—a)
s(x—1) :=s(zn) = fn, s(xni2):=s(x1)=y1, usw.s(x+L(b—a))=s(x)
Wir kénnen dann in (1.7.35), (1.7.38) durch die Grenzfiille i = —1,7 = N + 1 definieren:
h_i:=x9g—x_1=b—xNy =hyn AN+l :=2ZN42 —TN+1 = T1 —a = hg
s(zo) —s(x—1) _ vy — S s(@nye) —s(@ni) _ fi—fo
To— T_1 hn TN42 — TN41 ho
Entsprechend werden die Matrixelemente G;; in (1.7.36), (1.7.37) periodisch fortgesetzt, d.h.
Indizes > N + 1 und < 0 werden modulo N + 1 in den Bereich [0, N + 1] verschoben und die
dann entstehenden Gy j genommen. Auf diese Weise kann (1.7.35) ergénzt werden zu
(2ho + hn) ho hn Sh _ Sy
ho 2(ho +h1) M B-1 wo
Bo
1 B B
6 : B
BN-1
hy-1  2(hny—1+hn) by BN WN-1
ho hy 2hy Sh _ Sy

Es gibt noch eine vierte Moglichkeit, die man benutzen kann, wenn die Information iiber
gewiinschten Interpolation nicht ausreicht, um eine der Méglichkeiten 1)-3) durchzufiihren. Sie
beruht auf dem ”neutralen Prinzip”, fiir den Interpolanten keine Knoten bei 7 und xy zu
verlangen, d.h. dort soll der Sprung der dritten Ableitung verschwinden. Dies liefert ebenfalls
zwei zusétzliche Gleichungen fiir die Bestimmung von 3y und Sy (eine Darstellung findet man
in [Scha] oder [Boo).

Fiir die Auflésung der obigen symmetrischen Tridiagonalsysteme gibt es giinstige Varianten
des Gaufi—oder Cholesky—Verfahrens, speziell im periodischen Fall eine Variante der Cholesky—
Zerlegung (Einzelheiten siehe z.B. in [Schw], 3.7). Weil die Gleichungssysteme sdmtlich Stark
diagonal dominantfind, ist aber auch eine iterative Auflésung mit dem cg—Verfahren moglich.
Im Falle dquidistanter Knoten sieht man dies besonders deutlich, da dann im wesentlichen der
Wert auf der Diagonalen das Doppelte der Werte auf den Nebendiagonalen betréigt.




1.7.4 Fehlerabschitzungen

Die im vorangegangenen Abschnitt dargestellte beste Interpolation mit Splines lieferte bereits
eine erste Fehlerabschitzung durch (1.7.34).

Zur Erweiterung dieser Fehlerabschitzung dient folgendes Lemma, das fiir allgemeine Interpo-
lationsoperatoren formuliert wird.

Lemma 1.7.3 Es sei s € Sop(A, Z) und interpoliere f € C*[a,b] in den Punkten {z;}1" €
[a,b] wie oben mit N > 2k. Sei h :== maxh;, h; := x;41 — x;. Dann gilt fir 1 <p < oo

17 = 5Ol oy < (k1/€1) BFEY 0 — 50

BEwEIS: Er beniitzt Rolle’s Theorem, d.h. man schreibt
$O@) = 5O = [, [£E0€) - s (e)]de
&

mit = € [{ N3 +1} wobei 51-(6) die Nullstellen in f©) — s sind. Die Holder-Ungleichung ergibt
unter Beachtung von (1+p/q)/p=1

()

( 1/
{Lfii 1 Mi’f e - Sl dw} p

1/p
i+1 p/q z+1 £+1 £+1 p
< {/m €0 —eOp/ du /“> (©) dé}

— ¢ —s§f|||f“+1> S|

1£O@) = sO@)|, 0 a0,

i+1

NGRIN

Summation {iber ¢ ergibt mit \51@ - fl-(é)\ < ({+1)h

Hf(f) _

Dies induktiv dies angewandt ergibt die Behauptung. O

S(Z) ‘p,[a,b] < (ﬁ + 1)th(£+l) - S(E—H)Hp,[a,b]

Korollar 1.7.3 Besteht im worigen Lemma zusitzlich die Schranke ||s®]|, < K||f®|],, so
gelten die Fehlerabschdtzungen

1FO = 8O, 100 < (K + 1)(K1/€1) R4 5 0< <k

Um hierin die Fehlerordnung zu steigern, benutzt man folgendes Prinzip

Lemma 1.7.4 Seien s und f wie oben und s als Operator s = S(f) geschrieben. Fiir diesen
Operator seien fir die Interpolationsaufgabe die Randbedingungen so gestellt, daﬂ Operator S
evakt fir g € Sy.(A,Z) mit v > k ist. Dann gilt im Falle ||(Sf)®)]|, < K ||[f®)|], und f €
C*[a,b], fir 0 < ¢ <k schirfer

17 = 5Ol < (R0 1+ K) B0 dist(F0:5, (A, 2)),



BEWEIS: Sei g beliebig in S, (A, Z), dann folgt 1t. Voraussetzung
7P = (N pjary < 115D = 9@, (9= Hlpas < @+ BN~

Nun durchliuft ¢ ganz S,_(A, Z), wenn g ganz S,(A, Z) durchliuft und A aus einfachen
Knoten besteht. Dies ergibt die Aussage fiir £ = k. Der Fall 0 < £ < k folgt durch Anwendung
von Lemma 1.7.3. O

g(k) p,[a,b]

Bemerkung: Beide Lemmas gelten auch fiir Interpolation mit vielfachen Knoten und Spli-
nerdumen mit vielfachen Knoten, falls die gesamte Vielfachheit an einem Knoten r nicht tiber-
steigt.

Um dieses Lemma auf Ableitungen der Ordnung ¢ > k auszudehnen, bendtigen wir
Lemma I1.7.5 Ist s(x) eine Splinefunktion aus Sk(A, Z), so gilt die Ungleichung
Is'(2)

wobei A) := min h; und C’k’p eine nur von k,p abhdingige Konstante ist.

8 < Crp( Q) MIs@)lpjapy  1<p< o0, (1.7.39)

BEWEIS: Es sei (¢j,%;41) ein nichtleeres Intervall von [a,b] und ¢(x) = s(x), 1;,,) die ent-
sprechende Restriktion von s(x). Dann setze ¢(x) = q(t; + y(tj+1 — t;)) := r(y) mit y € [0, 1].
Da auf der Menge der Polynome vom Grad k£ — 1 auf [0,1] als k-dimensionalem Raum al-
le Normen #quivalent sind, gibt es eine nur von k,p abhingige Konstante Cj, mit |¢'(z)| <
(tjr1 — )" 17 lloo,0,1] < Chp (41 — 5) 7 [|7]]p.j0,1]- Damit schlieBen wir

tit1 P —p+1y,./
[ @ de < (b= ) g
J

tit1
< ATC (- /v Way=arcy, [Tl da

i
Summation {iber die Intervalle (¢;,t;41) und anschlieBendes Potenzieren mit 1/p ergibt die Be-
hauptung. O

Damit 148t sich zeigen

Lemma 1.7.6 Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.7.4 gilt firr > ¢ >k und f € C"[a, b

1£O = 5Ol gy < Crpr A7 A+ NI Olppayy 7= B/, (L.7.40)

mit einer nur von k,£,p,r abhingigen Konstante Cy, ¢ -

BEwEIs: Wir spalten analog wie in Lemma 1.7.4 auf:

17 = s(H Ol < 111D = gDl + (509 = 1)1,

wobei g beliebig in S,(A,Z) ist. Den zweiten Term schéitzen wir mittels Lemma 1.7.5 und
Vorassetzung an s(g — f)(k) ab

H (g f) p,[a,b] < C'k,p éﬂikHs(g - f)(k)

und CN';W héngt nur von k, p ab. Dann wihlen wir ¢ als Quasiinterpolanten Af in Sy(A, Z) nach
(I.4.31) und erhalten aus Satz 1.4.2

9™ = FOllp oy < CrapA 1)

< Crp K ATH||g™) — 7O

p,la,b]

p,la,b]



mit einer von [, 7, p abhéingigen Konstanten Cj ;. Setzt man dies fiir { = k, £ in obige Abschtzungen
ein, so erhélt man (1.7.40). O

Eine direkte Anwendung dieser Lemmata ist im Falle p = 2 nach Satz 1.7.4 méglich, wenn die
Randbedingungen fiir S und f die gleiche Form haben, wie z.B. bei den erwéhnten Randbedin-
gungen vom Typ I oder II. Dann ist ndmlich diese Form von Interpolation exakt fiir alle Splines
aus Soi (A, Z) (mit einfachen Knoten). Wir erhalten

Korollar 1.7.4 Es sei s € Sop(A, Z) und interpoliere f € C*[a,b] in den Punkten {x;}X 1! €
[a,b] gemdf (1.7.22) und
[z—j,-smol s = [r—j..oomo] f, 1<j<k—1, (L7.41)

[EN415 - ENj41) 8 = [TN41, - TNtj+1] T, 1<j<k-1, (1.7.42)
mit zusdtzlichen Werten f(x;), falls x; & [a,b]. Dann gelten fiir s = s(f) die Fehlerabschitzungen
179 = s(/)Olla o < 2k1/00) AR dist(F9); S4(A, Z)2 0<L<F,

wobei A := max h;, h; == Tit] — X4

Im Falle £ < ¢ < 2k gelten Fehlerabschéitzungen des Typs von Lemma 1.7.6. Wenn dann f
als optimal glatt vorausgesetzt wird, d.h. f € C%¥[a,b], ergibt sich nach den Ergebnissen von
Section 1.4 fir alle 0 < /¢ <2k —1

15O = (Nl oy < CA* |17y 0 (17.43)

mit einer Konstanten C, die im Falle ¢ < k von f, A, Z unabhéngig ist und anderfalls noch von
der Gitter-Konstanten v abhéngen kann.

Es ist fiir die Praxis sehr wichtig, daf} solche Fehlerabschitzungen auch in der L., —Norm gelten.
Um obige Uberlegungen auf diesen Fall anzuwenden zu kénnen, muss man noch min ||s(f)®)||o <
K|| fl|oo zeigen. Im Falle kubischer Splines k = 2 ist dies einfach, weil dann das Gleichungssystem
diagonal dominant ist.

Satz I1.7.5 Es sei s(f) der kubische interpolierende Spline gemdfs k = 2 in Korollar 1.7.4. Es
sei auflerdem x1 = a = x9 und xn+1 = b = xny2 angenommen, d.h. die Randbedingungen
s'(a) = f'(a),s'(b) = f'(b) in (1.7.28), (1.7.29) fir k = 2. Dann gelten die Schranken (h :=
maX(I‘iJrl — {L‘l))

a’) ||5(f)”||oo,[a,b] < 3||f”|‘oo,[a,b]
b) 1" = s(F) "Moo, jap) < 41" loo
c) 1O = 5()) oo ap) < 8 A2 dist(f"; S2(A, Z)),  fiir £=0,1.

BeEweis: Die Interpolationsbedingungen (I.7.22) und die Randbedingungen (1.7.41), (1.7.42)
liefern iiber (1.7.31) die Gleichungen

N
Titk — T ,
Z BiGi; = F; == (%)[n@u:lﬂ%&-k] f, —k+1<i<N
]



Im Falle k = 2 ergibt dies das unter Méglichkeit 2) beschriebene Gleichungssystem mit s'(a) =
f'(a),s'(b) = f'(b). Wir multiplizieren die zweite bis zur vorletzten Gleichung jeweils mit 3(h; +
hit1 = 3(xiyo — x;), wobei jeweils 2(h; 4+ h;11) das Diagonalelement ist. Dann gelten

hi /2 51 1+ ﬁz H_l/z

i iy i1, Ly :E 1.7.44
T Y i1 = 3[xi, Tiv1, Tiga] f ( )

fir ¢ = 0,1,...,N — 1. Die erste und letzte Gleichung werden jeweils mit 3/hg bzw. 3/hy
multipliziert. Dies ergibt die Gleichungen (mit f; = f(x;))

B+ Bo/2 = 3{[xo,z1]f — [ (z0)}/ho = Fy (L.7.45)
Bn-1/24+ By = 3{f'(b) — [en,2n41]f}/hy = Fy (1.7.46)

Die Groflen auf der rechten Seite kann man nach (I1.2.3) abschéitzen:
|Ei = [3[2s, ziv 1, wigal f1 < B/ Moosjay) » 0<i< N -1

und ebenso
[Pl [ENT < B/2)IF oo fab]

durch Taylorentwicklung von f(z1) bzw. f(zyx) um z¢p = a bzw. znx41 = b.
Nun verwende den sogenannten Gerschgorin-Trick: Sei |5;| = max_i<;<n |3;]. Dann folgt aus
(L7.44) im Falle j € {0,1,...,N — 1}:

\ —

hj/2 hj+1/2 ‘B | _ max ‘5’

32 1 > o — =31
B/ oo 2 1) = (5= + o, ) = 5 = 5 e,

Im Falle j = 0 oder j = N schliet man dies analog aus (1.7.45), (1.7.46). Da s”(f;z) der
Polygonzug mit den Ecken s”(f;z) = Br—1N¢—12(x¢) = Br—1 ist, folgt hieraus

H ( ) Hoo [a,b] < ﬂax |ﬁz‘ <3Hf”|’oo[ab

d.h. die gewiinschte Abschétzung a). Daraus schliefit man sofort auf b), wihrend c¢) aus Lem-
ma 1.7.4 folgt. U

Bemerkung: Die Grole dist(f”; S2(A, Z)) Liit sich im Falle f € C?[a,b] nach Aufgabe 3) in

Abschnitt 1.4 durch A2
1f = S2(f)llec < 7Hf"Hoo

weiter abschéitzen, wobei So(f) der f interpolierende Polygonzug ist. Diese Abschitzung ist
scharf, liefert aber nicht die besten Konstanten. Diese sind durch C.A.Hall-W.W.Meyer[HM]
angegeben worden. Danach gilt

1F9 = s(H oo jar) < De AN Do oy, £=0,1,2,3
mit Do =5/384, Dy =1/24, Dy=3/8, Ds=(yv+71/2,

und die Konstanten Dg, D1 sind optimal.

Man mdochte nun den Fall beliebiger £ und 1 < p < oo untersuchen und

1s() PNl < KIF PN, . f € Wyia,b) ,¥V1<p<oo (L.7.47)



mit einer Konstante K zeigen, die unabhingig von f und moglichst auch von A ist. Dazu
beachte man, dafl das Interpolationsproblem von Korollar 1.7.4 dquivalent zur Bestimmung von

s(f)®)(x) = Zﬁ\;fkﬂ BiN; j(x) durch

[ st @Np@rde = (U gl £ kLN 4k,

ist. Fithrt man die Orthogonalprojektion P* von Cfa,b] auf Sy := Span{Ni,k}i]\;ﬂZH durch

N+k
P'g = Y &Ny (1.7.48)
i=—k+1
N-+k
> ai(Nig;,Njg) = (9, Njg), —k+1<j<N+k. (1.7.49)
i=—k+1

ein, so gilt nach der Darstellungsformel (1.7.26) folgender Zusammenhang zwischen Orthogonal-
projektion und Interpolationsprojektion

P RO N = (s(H)P Njx), —k+1<j<N+k,  baw. P f) = 5(f)k).

Auch in (1.7.48) hat die Gramsche Matrix Bandstruktur und ist total positiv. Das Problem,
(I.7.47) zu beweisen, ist dann dquivalent zu der Frage, ob die Orthogonalprojektion P* in der
Lo—Norm unabhéingig von t beschrénkt ist. Dieses Problem (de Boor’s Problem) ist kiirzlich
nach vielen Anstrengungen gelost worden ( A.Yu. Shadrin [Sh]).



Ubungen zu Abschnitt 1.7
Aufgabe 1) Beweise eine periodische Variante von Satz 1.7.2

Aufgabe 2) Man zeige: Unter allen interpolierenden Funktionen der Klasse

G :={f € W¥(a,b): ferfiillt (1.7.22),(1.7.28),(1.7.29)}

Aufgabe 3) Beniitze die C''-Glattheitsbedingungen des kubischen interpolierenden Splines,
um ein lineares Gleichungssystem mit den Parametern s'(¢;) als Unbekannten aufzustellen. Man
zeige, daf} es tridiagonal und diagonaldominant ist.

Aufgabe 4) Es sei s(z) eine Splinefunktion auf dem Intervall [a, b] mit Knoten {x;}}"_; in (a,b),
die stiickweise vom Grad 2k — 1 und Glattheit C?*~2[a, b] ist. Man betrachte dann das Interpola-
tionsproblem von (I1.7.22) mit den allgemeineren Hermite-Birkhoff- Randbedingungen (a;, b;
gegeben)

sV (a) = a;, s () = by, 1<i<k-1

statt denen von (1.7.30). Man gebe ein Kriterium fiir die Wahl der j;, k; an, das Existenz und
Eindeutigkeit von s(z) garantiert.
Hinweis: Man zeige, dal aus s(x;) = 0,1 < i < n folgt

k—1

[ O @E dr = 3 A7 06 ) - s @) )],
a r=0

Aufgabe 5) Es sei t(x) eine Splinefunktion mit Knoten wie in Aufgabe 4, jedoch stiickweise
vom Grad 2k und Glattheit C?*~![a, b]. Man betrachte dann das Interpolationsproblem

Tit1
[Ty dr =g, 0<iszn
x;

mit gegebenen ¢; und Hermite-Birkhoff- Randbedingungen wie in Aufgabe 4. Man untersuche
in analoger Weise Existenz und Eindeutigkeit von s(x).



1.8 Beste Approximation mit Splines

1.8.1 Beste Approximation in Tschebyscheff - Systemen

In der klassischen Theorie der besten Approximation spielt die Haar - Bedingung eine zentra-
le Rolle. Sie ermoglicht eine genaue Charakterisierung der besten Approximation von stetigen
Funktionen durch lineare Unterrdume, die diese Bedingung erfiillen. Solche Rdume wurden be-
reits in Abschnitt 1.6 eingefithrt und als T—Systeme bezeichnet. Durch das dort angebene
Lemma 1.6.1 zur Charakterisierung der Haar - Bedingung ist gesichert, dafl Unterrdume von
algebraischen und trigonometrischen Polynomen sie erfiillen.

Ferner wurde dort bewiesen, dal, R&ume von B-Splines i.a. zwar keine Tschebyscheff-Riume
jedoch noch WT-Ré&ume (schwache Tschebyscheff-Rdume) sind, und der enge Zusammen-
hang beider Eigenschaften durch Satz 1.6.2 beschrieben. Dadurch ist zu erwarten, daf§ &hnliche
Ergebnisse auch fiir Splinefunktionen gelten.

Um sie in den Rahmen der klassischen Theorie der besten Approximation einordnen zu kénnen,
folgt deshalb ein kurzer Abrifl dieser Theorie. Insbesondere geben wir die grundlegenden Sétze
iiber Existenz und Eindeutigkeit der besten Approximation an, auf denen wir im Folgenden
aufbauen werden. Beweise findet man z.B. in E.-W. Cheney [Ch], J.R. Rice[Ri], D. Braess[Brae]
und K. Scherer: Theorie der besten Approximation. Vorlesungsskript, Bonn 1992.

Satz I : Es sei M ein endlich-dimensionaler linearer Unterraum eines linearen normierten
Raums X. Dann existiert zu jedem f € X mindestens ein Element bester Approximation
g* aus M, d.h.

I1f —g"l| = inf |[|f —gll:= dist(f;M). (1.8.1)
geM
Eine Variante davon ist

Satz II : Es sei M eine (beziiglich der Norm von X ) abgeschlossene und konvexe Menge eines
vollstindigen linearen und normierten Raums X. Dann existiert zu jedem f € X mindestens
ein Element bester Approximation g* aus M.

Die Voraussetzungen dieser Sétze geniigen jedoch noch nicht, um die Eindeutigkeit der besten
Approximation allgemein zu beweisen. Es gibt jedoch eine ” geometrische” Eigenschaft der Norm
von X, die dafiir charakteristisch ist:

Definition 1.8.1 FEin linearer normierter Raum X und seine Norm heiflen strikt konvex,
falls fiir alle f,g € X mit ||f]| =1, ||gl]| =1 und f # g folgt |\f + (1 —N)g|| <1 fir X € (0,1).
Geometrisch ausgedriickt heif§t dies : die Oberfliche der Einheitskugel S .= {f € X : ||f|| =1
von X enthdilt keine Verbindungsstrecke zwischen je zwei Elementen f und g aus S.

Es gilt dann

Satz III : Sei X ein linearer normierter Raum. Dann ist X strikt konver genau dann, wenn in
jeder abgeschlossenen und konvexen Menge A hdéchstens ein Element bester Approximation zu
jedem f € X existiert.

Die wichtigsten Beispiele von strikt konvexen (und sogar ”gleichméfig konvexen”) Rdumen sind
die Lebesgue-Raume LP(y; 2) im Falle 1 < p < oo, wobei 2 ein offenes und beschrénktes Gebiet
des R ist. Fiir diese Rdume gilt auch folgender Charakterisierungssatz

Satz IV : Es sei X := LP(u;Q),1 < p < 0o und n eine konvexe Teilmenge von X. Dann ist
g* € N beste Approximation zu f € X genau dann, wenn

/Q(f —gINf =g P2 (g—g")du >0, VgeN.



Im Falle eines linearen Unterraums N gilt Gleichheit fiir alle g € V.

Besonders einfach ist der Fall p = 2, wo ein Hilbert-Raum vorliegt. Dann gilt diese Charakterisie-
rung aber in viel allgemeinerem Rahmen. Wegen seiner Bedeutung fiir die Approximationtheorie
formulieren wir separat

Satz H : Sei X ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und Norm || f||x := /(f, f). Ist N ein
abgeschlossener Unterraum, so gelten folgende Aussagen:
1. Zu jedem f € X gibt es genau eine beste Approximation ¢* € N mit dist(f; N) = || f —¢*| x-

2. g* € N ist beste Approximation zu f — (f —g*,g) =0 fir alle g € N.

3. Die Abbildung P definiert durch f — Pf := g* ist linear und beschrinkt, insbesondere gilt
sup{||Pf||x/||fllx} = 1. Sie heit Orthogonalprojektion von X auf N.

Mit diesen Sdtzen wiren die Fragen nach Existenz, Eindeutigkeit und Charakterisierung der be-
sten Approximation in befriedigender Weise beantwortet, wenn alle linearen normierten Raume
strikt konvex wéren. Leider besitzen wichtige Rdume bzw. Normen wie Cla, b] und L;(a, b) nicht
diese Eigenschaft. Fiir diese aber liefert die Haar-Bedingung einen mehr als vollwertigen Ersatz,
wie die folgenden Sétze noch zeigen werden. Zunéchst ermoglicht sie eine Charakterisierung der
besten Approximation:

Satz V : Es sei M ein n— dimensionales T-System in Cla,b|, d.h. die Haar-Bedingung sei
erfillt. Dann ist g* beste Approzimation aus M zu f € C(a,b] in der Supremum - Norm genau
dann, wenn die Fehlerfunktion f — g* in [a,b] eine Alternante der Linge n-+1 besitzt. Dies
ist per Definition der Fall, wenn f — g* mindestens n+ 1 alternierende Extremalpunkte {azz}fill
in [a,b] besitzt, d.h. es gilt mit einem oe{—1,1}

olf(@i) = gr(=)](=1)" = |If = glloo fa)-
Aus diesem Satz kann man leicht die Eindeutigkeit folgern:

Satz VI : Ist M ein n— dimensionales T-System in Cla,b|, so gibt es genau eine beste Appro-
zimation aus M zu f € C(a,b] in der Supremum - Norm.

Analog zur strikten Konvexitét in Satz III ist die Haar- Bedingung auch charakteristisch fiir
die Eigenschaft der globalen Eindeutigkeit der besten Approximation in der Supremumsnorm:

Satz VII (Haar): Es gibt eine eindeutige beste Approrimation aus M zu jedem f € C(a,b]
in der Supremum - Norm genau dann, wenn M die Haar- Bedingung erfillt.

Die Haar - Bedingung ist auch hilfreich bei der Untersuchung der besten Approximation in der
L1— Norm. Zunéchst liefert sie den Eindeutigkeitssatz

Satz VIII (Jackson): Es sei M ein n-dimensionaler Unterraum von Cla,bl, fir den die Haar
- Bedingung erfiillt sei. Dann gibt zu jedem f € C(a,b] genau eine beste Approximation g* aus
M mit ||f — g*|l1,(ap) = infgers || f = 9ll1,(ap)-

Eine Charakterisierung gibt
Satz IX : Unter den Voraussetzungen von Satz VIII ist g* € M eine beste Approximation im
Li— Sinne genau dann, wenn gilt

b
/a sign (f — ¢")(z) g(z)dz =0, Vg € M. (1.8.2)



Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satzes von Kripke - Rivlin, der allgemeiner fiir abgeschlossene
und konvexe Teilmengen M in Lj(a,b) gilt und Satz 1.8.1 ergénzt. Im vorliegenden Fall gilt
aber noch mehr: die beste Approximation 148t sich fiir eine bestimmte Teilklasse von C|a, b]
sogar durch Interpolation bestimmen. Dazu fithren wir die Begriffe ” kanonische Punkte” und
"konvexer Kegel” ein:

Definition 1.8.2 FEs sei M ein n— dimensionaler Unterraum von C|la,b] und dp ein Maf auf
[a,b] derart, daf$ Cla,b] C Li(u) gilt. Die Punkte x1,---,x, werden als kanonische Punkte
von M bezeichnet, wenn gilt (xo := a, 2,41 :=b)

i(—l)" /ml g(z)dx =0,  Vge M. (1.8.3)

i=0 Ti

Definition 1.8.3 Der konvexe Kegel K(M) eines linearen Unterraums M von Cla,b] mit
Basis 1, ,n, der die Haar - Bedingung erfillt, ist die Menge aller f € Cla,b], fir die
{f,¢1, ", on} wieder ein Haar -System bzw. T -System ist.

Mit diesen beiden Begriffen gilt nun

Satz X : Jeder n— dimensionale Haar - Raum M in Cla,b] besitzt eine eindeutig bestimmte
Menge von n kanonischen Punkten in [a,b]. Liegt f > M im konvexen Kegel von M, so ist die
beste Approximation g* € M zu f der eindeutig bestimmte Interpolant von f an den kanonischen
Punkten von M.

Dieser Satz zeigt, dafl die beste Approximation im Li— Sinne sogar noch giinstigere Eigen-
schaften als diejenige im L.,— Sinne besitzt, da sie wenigstens fiir eine Teilklasse durch einen
einfachen linearen Operator erhalten werden kann. In dieser Hinsicht verhéilt sie sich also wie
die beste Approximation im Hilbert - Raum.

Um die folgenden Ergebnisse iiber die beste Approximation mit Splines darstellen und beweisen
zu kénnen, fithren wir abschlieBend noch die Begriffe CT-Réume iind OWCT-Réumeéin.

Definition I1.8.1 FEin Unterraum M = span{gi,...,gn}der Dimension n in C[a,b] heifit
CT-Raum (complete Tschebyscheff space) oder Markoff-Raum, wenn jedes Teilsystem
der Form {g1,...,9x} ein Haar-Raum der Dimension k,1 < k <n ist, und

OCT-Raum (order complete Tschebyscheff space), wenn jedes Teilsystem der Form
{9v1,---, 91, } mit irgendwelchen Indices vy, --, vy ein Haar-Raum der Dimension k ist.
WCT-Riume (weak complete Tschebyscheff spaces) und OWCT-Raume definiert man
genauso, indem man den Begriff "Haar-Raum” durch den des schwachen Haar-Raumes (WT-
Raum) ersetzt.

In Verschérfung von Korollar 1.6.7 gilt dann

Korollar 1.8.1 Die Spline-Rdaume S(A,Z) aus (1.3.21) sind OCWT-Rdume.



1.8.2 Gleichméflige beste Approximation mit Splines

Unser Ziel sind Charakterisierungs- und Eindeutigkeitsaussagen. In letzterer Hinsicht ist zu beto-
nen, dafl nach Satz VII grundsitzlich keine Eindeutigkeitsaussagen fiir WT-R&ume zu erwarten
sind, die nicht schon Haar-Rdume sind. Vor diesem Hintergrund ist das folgende Ergebnis schon
das Beste, was man fiir allgemeine WT-Rdume erwarten kann.

Satz 1.8.1 (Jones-Karlovitz 1970) Ist M ein WT-Raum der Dimension n in Cla,b], so gibt
es zu jedem feCla,b] eine beste gleichmdafsige Approximation (im Lo — Sinne) gr € M derart,
daf f — gy eine Alternante der Léinge n+1 besitzt.

Besitzt umgekehrt ein g € M diese Eigenschaft, so ist es beste Approximation zu f im Ly -Sinne.

BEWwEIS: Es gelte fiir g; die obige Eigenschaft und es sei g € M eine bessere gleichméfige
Approximation zu f als gy, d.-h. es sei || f — Gl jap] < [If — 9flloc,a,p)- Dann folgt

o(=1)"[f (i) — 3(@i)] < I = Fllooyja] < IIf = gflloofar) = o(=1)[f (@:) — gr(z:)]
fir 1 <7 <n+ 1 und daher
o(=1)'[gs(w:) — §(x:)] <0, 1<i<n+1.

Also hitte gy — g € M mindestens n Vorzeichenwechsel, im Widerspruch zu Satz 1.6.4.

Sei nun f € C [a,b] beliebig gegeben und M? := Span[g?, ..., ¢%], wobei die g) wie in Satz 1.6.3
definiert seien. Nach diesem Satz sind die M° Haar-Réume. Satz V liefert daher zu f und jedem
8 > 0 genau ein Element bester Approximation gs € M® mit der Alternanteneigenschaft

oslf (@) = gs(zD))(=1)" = |If = gsllooap) 05 € {~1,1.}
Es gilt ferner

1951100, jab] < I1F oo o) + dist(fii M)oo fap) < 211.f oo fan)-
Per Definition kann man gs darstellen als

n

gs(x) = Z a;(0)(g; x Gs)(x), mit a;(J) € R,

i=n
wobei g; die im Beweis von Satz 1.6.3 angebene Fortsetzung von g; auf ganz R ist.
Wir behaupten dann, dal max |a;(d)| < C gleichméBig in ¢ gilt. Andernfalls konnte man eine
(2
Nullfolge {,,},m — oo finden mit max |a;(0m)| = |aiy(6m)] — oo fiir m — oo, da es ja nur
i<n

endlich viele Moglichkeiten fiir den extremalen Index iy gibt. Daraus folgt nun mit Lemma 1.6.2
punktweise fiir alle € [a, b]

0= limgémi(x)znai}xznaiix

mit gewissen a; = n}gnoo a;(0)/|ai,(0m)|, die nicht alle 0 sind. Dies widerspricht aber der linearen

Unabhéngigkeit der {gi,...,gn}-
Wegen der gleichméBigen Beschrianktheit der a;(d) gibt es nun eine Teilfolge {d,},v — oo, so

n
dafl wieder mit Lemma 1.6.2 folgt yli_}rgo g5, () = X afgi(x) := g*(z) gleichmifig in = € [a,b].
1=1

Ferner konnen wir noch voraussetzen, dafl

lim a:?” =¥

; _ ok
V—r00 v VILI&Ugy_U E{_l’l}



gilt. Dann folgt durch Grenziibergang v — oo in

o*[f (@) = g"(@D(=1)" = |If = 9" loo fap]-
Es ist klar, daf3 die 27 dann paarweise verschieden sein miissen. Mit dem bereits bewiesenen Teil
des Satzes folgt nun die restliche Behauptung. O

Bemerkung: Jones-Karlovitz (siche [JK]|) beweisen dariiber hinaus, dafi endlich-dimensionale
Unterrdume von C|a, b], fiir die dieser Satz gilt, notwendigerweise WT-R&ume sein miissen, d.h.
die Aussage des Satzes charakterisiert gerade die WT-Raume.

Zur Anwendung auf die beste Approximation mit Splinefunktionen betrachten wir die Spli-
neraume

Si(A, Z) = Span{N; ;|2 =7 c  Cla,b] (1.8.4)
mit B-Splines N; ; zu den Knoten t1,. .., %, 2, wobei
h<...<tp=a< & <--< & <b=tppn <tpipr1 <o <tpiok (1.8.5)
<~ =<~
z1—fach zr—fach

wobei noch &y = a,&41 := b gesetzt sei und z; < k — 1 gelte. Daher sind die Elemente von
S¢(A, Z) stiickweise Polynome vom Grad k — 1 und Glattheit C*~17% in den ¢;.

Im Folgenden schlieflen wir den Fall k = 1 aus, weil er Approximation durch Stufenfunktionen
bedeutet und deshalb auf den trivialen Fall der besten Approximation durch Konstanten zuriick-
gefithrt werden kann. Ebenso kénnen wir den Fall z; = k weglassen, da dann der Splineraum
Sk(A, Z) in zwei voneinander unabhingige Teilrdume auf [a, ;] und [§;, b] zerfillt. Ferner schliefl
wir den Fall n = 1 aus, da er Approximation durch Polynome (k —1)-ten Grades bedeutet. Diese

bilden aber einen Haar-Raum der Dimension k und fallen daher unter die Theorie des vorigen
Abschnitts.

Die Anwendung von Satz 1.8.1 in Verbindung mit Satz 1.6.4 ergibt dann

Korollar 1.8.2 Es sei M der in (1.8.4) definierte Splineraum Si(A, Z) der Dimension n + k.
Dann gibt es zu jedem f € Cla,b] eine beste Approzimation sy € Sp(A,Z), so daff die Differenz
[ — sy maximal alterniert, d.h. es gilt

olf(z:) — sp(@))(=1)" = || f — Sillsoyjap)y 1<i<n+k+1, oce{-1,1.} (1.8.6)

Unter zusitzlichen Bedingungen an f kann auch Eindeutigkeit der besten Approximation ge-
zeigt werden. Diese mufl dann mit der oben angegebenen iibereinstimmen. Eine hinreichende
Bedingung dafiir ist, dafl f im sogenannten konvexen Kegel von M liegt. Dieser Begriff ist in
leichter Abwandlung von Definition 1.8.3 hier gegeben durch

Definition 1.8.4 Der konvexe Kegel K(M) eines WT- Raums M wvon Cla,b] mit Basis
©1, -, pn ist die Menge aller f € Cla,b], fir die {f, o1, ,pn} wieder ein WT -System ist.

Satz 1.8.2 Es sei M als Unterraum von Cla,b] wie in Korollar 1.8.2 gegeben. Dann gibt zu
jedem f € C(a,b] genau eine beste Approximation g* aus M mit der Alternanteneigenschaft

(1.8.6).



BEWEIS: Es sei ¢g* die nach Korollar 1.8.2 existierende beste Approximation mit den Alternan-
tenpunkten {ml};‘ill Wir nehmen nun an, dafl es noch eine weitere beste Approximation g gibt.
Die Differenz g* — g hat dann an den Alternantenpunkten entweder den Wert # 0 oder dort eine
isolierte doppelte Nullstelle, d.h. ihr Vorzeichen &ndert sich in einer Umgebung der Nullstelle

nicht. Denn andernfalls wire ¢* entgegen der Voraussetzung extremal auf einem Intervall.

Wir bezeichnen erstere Punkte als vom Typ 1 und letztere als vom Typ 0 und sei [2144,, Z14%,,)
ein Intervall, worin die ersten p, Punkte x4, , -, 2k, +,, mit p, > 1 vom Typ 0 sind, d.h. die
Differenz g* — g verschwindet dort, und die restlichen vom Typ 1. Da g* — g stetig ist, existiert
ihre Ableitung bis auf isolierte Sprungstellen. Folglich besitzt sie auf [z144,, , Tk, +p, ] jeweils einen
Vorzeichenwechsel in den Alternantenpunkten x4, , - - - Tk, 45, und zusétzlich einen dazwischen,
also insgesamt 2p, — 1 Vorzeichenwechsel. (Wir beziehen dabei Sprungstellen mit Vorzeichen-
wechsel mit ein). Auf dem restlichen Intervall (xx, 4, , 14k, ,,) muf die Differenz g* — § noch
mindestens so viele Vorzeichenwechsel der Ableitung besitzen, wie dort Alternantenpunkte vor-
handen sind, also k,41 — k, — p, solche Vorzeichenwechsel. Auf dem Intervall [z14k,, %14k, +1)
besitzt g* — g daher mindestens k,11 —k, +p, —1 > ky,+1 — k, Vorzeichenwechsel der Ableitung.

Es gebe nun r solcher Intervalle und wir unterscheiden folgende Félle:
i)essei by =0 und n+ k + 1 = ky41, d.-h. der gesamte Alternantenbereich [x1, 2, f1+1] sei mit
solchen Intervallen iiberdeckbar. Dann gilt auf [a, b]

Anzahl der Vorzeichenwechsel von (¢* —g) > Z(k:,,Jrl —ky)=krp1=n+k.

v=1

ii)essei by = 0und n+k+1 = kyyq + s mit s = 1,2,---. Dann ist noch das Intervall
[%14k, 1> Tngk41) z0 betrachten, worauf (¢* —g)’ nach den vorigen Uberlegungen noch mindestens
2s — 1 Vorzeichenwechsel besitzt, d.h. wir erhalten

Anzahl der Vorzeichenwechsel von (¢* —g) > k.p1+ (2s—1)=n+k+s.

iii) es sei k1 > 0, d.h. es gibt links von z14%, noch Alternantenpunkte vom Typ 1, also auf
[£1, 214k, ). Nach dem Vorigen kommen noch mindestens k; Vorzeichenwechsel von (¢* — )’ zu
denen auf 14, , Tpik+1] hinzu, d.h.

T
Anzahl der Vorzeichenwechsel von (g* —g)’ > Z(kyﬂ — k) + k1 = kpyq.

v=1

Letztere Zahl ist aber schon in den Féllen i),ii) nach unten abgeschétzt worden. Wir schlieen
daraus, daf§ die Differenz (¢* — ¢)’ in allen Fillen mindestens n + k (starke) Vorzeichenwechsel
hat. Sie liegt aber in einem Splineraum der Dimension n + k (lokal ist der Grad > k — 2) und
muf} daher nach Satz 1.6.4 gleich null sein. Also muf} ¢* — § konstant und daher gleich null sein.
O



Fiir Splinerdume gibt es exakte Kriterien dafiir, wann eine Splinefunktion beste Approximation
zu f € Cla, b] beziiglich der Lo,-Norm ist. Sie sind allerdings komplizierter als fiir T'schebyscheft-
Réaume. Wir betrachten nun den Splineraum

Sk(A, Z) = span{N; |5} 1F C  Cla,b (1.8.7)
mit B-Splines N;j zu den Knoten t1,. .., ¢,49; der Form wie in (1.8.5).

Satz 1.8.3 Es seien k,n > 2 und f € Cla,b]. Es ist s = s; € Sp(A, Z) beste Approzimation zu
[ in der Loo-Norm genau dann, wenn ein Intervall [£;,&;4] C [a,b] mit | > 1 existiert, in dem
i1
f — sy mindestens k+1+ > 2z Alternantenpunkte besitzt.
i=j+1
Bemerkung 1: Der Maximalfall [£;, &) = [0, &+1] ist gerade vom vorigen Satz erfasst. Es
konnen jedoch auch die anderen Fille eintreten, insbesondere wenn keine Eindeutigkeit der be-
sten Approximation vorliegt (s. Ubungsaufgabe).

Bemerkung 2: Der Beweis der Hinlanglichkeit wird zeigen, dafl das Kriterium wie folgt in-
terpretiert werden kann: auf dem Segment [{;,£;4] ist die lokale Dimension des Splineraums
Sk(AZ) gleich dj; := k + zj41 + ... + zj4—1 und es wird gefordert, dal d;; + 1 Alternanten-
punkte auf [£;, &;4] existieren. Der Wert des Fehlers | f —s¢(x)| an einem Alternantenpunkt muf
dabei gleich dem globalen Fehler ||f — sf||oo, [a, b] sein!

Der Beweis des Satzes geschieht in mehreren Schritten.

Beweis: (Hinlénglichkeit) Es habe f — s; auf einem Intervall der Form [;,&;] mindestens
kE+1+4zj11+ ...+ zjy—1 Alternantenpunkte. Es sei dann w; := 21 + ... z; definiert, so daf§
wegen §; = by, i+ fir i =0,...,2; — 1 mindestens k¥ + 1 + w;4;—1 — w; Alternantenpunkte in
(€5, &;41] liegen. Speziell gilt mit Koeffizienten ¢;

Wj1-1
d = Hf - Sf|‘007[a7b] = ||f - 8f|’007[£j7§j+l} = Hf - Z CiNi’kHoov[Ejvg]"H}
i=w;—k+1
Nun ist M;; = span{Nijk};v:jjulj’_lkH ein (k + wjp—1 — wj) - dimensionaler WT-Raum nach
Wj41—1
Abschnitt 1.6. Daher ist s} = >,  ¢iN;} beste Approximation aus M;; zu f, denn gébe es
i=wj—k+1

ein § € M;; mit ||f — 5”00,[5]-,5]» ] < d, so wiirde mit gleicher Argumentation wie im vorigen
Satz ein Widerspruch folgen, da f — s} dann k+1+wj;4;—1 —w; Alternantenpunkte auf €5, &5+1)
besitzen wiirde. Daraus schlielen wir

1f = sfllooap) = I1f = sFllig; 6500 = geifj\zfj’l 1 = 9lloo e85

= inf ||f— gHOO,[gj,ng} < =||f - gHoo»[a,b}’

inf
g€SK(A,Z) g€SK(A,Z)

d.h. Sy ist beste Approximation. O

Zum Beweis der Notwendigkeit des Kriteriums dieses Satzes nehmen wir an, daff es nicht erfiillt
sei. Die Idee (nach Kolmogorov) ist dann, durch Interpolation an den Alternantenpunkten eine
Splinefunktion 5 aus Si(A, Z) zu finden, so dal sy + € § mit einem geniigend kleinem e eine
bessere Approximation zu f liefert, und so einen Widerspruch zu erzielen. Wir formulieren dies
genauer als



Lemma 1.8.1 FEs gebe eine eindeutig bestimmte Splinefunktion § € span{Niyk}?jlk, die den

Interpolationsbedingungen '
o) = (-1F L 1<j<p (183)

gendigt, wobei die {o;}!_, die Alternantenpunkte von f — sy auf [a,b] seien und d := ||f —
$flloo,a,p) > 0. Dann kann sy nicht beste Approzimation zu f aus Sk(A, Z) sein.

BEwEIs: Fiir n > 0 geniigend klein gibt es zu jedem Alternantenpunkt o; eine Umgebung
Vi=A{x € [a,b] : |v — 04| < 6;} derart, daB |f(x) — sp(x) > d —n > 0 fur € V; gilt und ferner
|f(x) —sf(x)] < d—n firx €V := (0i-1,04) (wobei 0g := a, 0,41 :=b)). Dann sei fiir die nach
(1.8.8) existierende Splinefunktion § gesetzt

o := max sup |5(z)|, £ := min inf |§(x)|.
(eL 7 1 xeV;
Wegen der angenommenen Eindeutigkeit von § gilt @ < oo. Durch Wahl von geniigend kleinen
; kann man auBerdem 8 > 0 und (—1)'3(x) = |5(=)| fiir 2 € V; garantieren.
Nun betrachte die Fehlerfunktion e(x) := f(x) — sf(x) — € 08(x) mit geniigend kleinem e > 0.
Durch geeignete Wahl von o € {—1,1} folgt

le(@)| = [f(z) —sp(z)| —€ls(z)| <d —€-B8, eV Vi
Auf den Komplementdarmengen V; dagegen gilt
le(x)] < |f(x) —sf(z)| +€ls(z)| <d—n+e-a

Bei geniigend kleinem e erreicht man auch e - o < 1/2 und damit sup |e(z)| < d. Damit ist
z€[a,b]
s¢(x) 4+ eo3(x) eine bessere Approximation zu f als sy, und die Behauptung ist bewiesen. O

Um dieses Lemma anzuwenden, mufl man die eindeutige Losbarkeit des Interpolationsproblems
(1.8.8) zeigen, wenn die Alternantenpunkte von Satz 1.8.3 die hinreichenden Bedingungen nicht
erfiillen. Wir bemerken dazu, dafl im Falle eines Tschebyscheff-Systems diese Losbarkeit bereits
durch die Haar-Bedingung garantiert wére.

AuBerdem fithren wir den Beweis nur fiir den Fall einfacher Knoten in (a,b) durch, d.h. wir
nehmen z; =1 fiir i =1,...,r =nin (1.8.5) an. Es gilt dann &; = t;4; fir 1 <j < n.

Genauer setzen wir dann voraus, dafl p; > 0 die exakte Anzahl der Alternantenpunkte in /; :=
[thtjs thtjt1),0 < J < n—2 sei (beachte n > 2), sowie p,_1 deren Anzahl in I,,_1 = tj4pn_1,0].
Da das Kriterium von Satz [.8.2 nicht erfiillt sein soll, muf} fiir die Alternantenpunkte gelten

in I; liegen hochstens k der oy, 0 < j<n-—1, (1.8.9)
po+...+p <k+1 fir [ = 0,...,n—1. (1.8.10)

Damit kann man formulieren

Lemma I1.8.2 Unter den Voraussetzungen (1.8.9), (1.8.10) an die Alternantenpunkte gibt es
Indizes j; € {1,...,n+k}, so daf8 § € span{Nj, x}7_, eindeutig durch die Interpolationsbedin-
gungen (1.8.8) bestimmdt ist, wobei p = po+. .. pyn die Gesamtzahl der Alternanten ist. Der Index
Ji kann dabei der kleinste Index gewdhlt werden, fir den o; € (thtj,, tht144,) und j; > 4 gilt.



BeEwEis: Er geschieht durch Induktion in » > 2. Im Falle n = 2 hat man a = 5,0 = tg49
vorliegen.

Betrachte zunéchst den Fall pg = 0: es gilt o; > t;11, daher p; < k nach (1.8.10), und somit
0; € [tk+1,tk+2] C (ti+1,tk+1+i) C supp Ni+1,k falls 2<i<k-—1. (1.8.11)

Im Falle ¢ = 1 und p; > 1 gilt zusétzlich o1 < 02 < tpyo und im Falle ¢ = p; = k zusétzlich
o > 01 > try1 wegen k > 2. Es gilt also (1.8.11) auch fiir 1 < < k.
Im Ausnahmefall pg = 0,p1 = 1 und 01 =t o = b gilt

01 € (tps1,tary1) S supp Negik,

so dafl also die Bedingung des Satzes von Schoenberg-Whitney fiir pg = 0 immer erfiillt ist.

Betrachte nun den Fall py > 1: es gilt notwendig o1 < t;y1. Dies fiir ¢ = 1 beachtend folgt
g; € [a,tk+1] C (ti,ti+k) C supp Ni,k, falls 1 < < po < k (1.8.12)

Im Grenzfall pg = k > 2 gilt aber o > 01 > a =t} so dafl (1.8.12) auch dann gilt.
Fiir die restlichen Indizes mit p; <@ < pg + p1 < k gilt

Tpoti € [tht1s tera] C (Epotis tpgtitk) C SUPP Npgpik (1.8.13)

Lt. (I.8.10) ist nun noch pg + p1 = k + 1 moglich. Dann kann aber nicht oj41 = tx41 gelten,
da es sonst im Gegensatz zu (1.8.9) k + 1 Alternantenpunkte in Iy gibe. Also gilt (1.8.13) auch
in diesem Fall. Damit ist die Bedingung des Satzes von Schoenberg-Whitney fiir n = 2 und alle
po, p1 in (1.8.9), (1.8.10) erfiillt.

Sei nun die Behauptung giiltig fiir n—1 und dann Alternantenpunkte {o;}7_;,p = po+...+pn—1,
gegeben, die (1.8.9), (1.8.10) erfiillen. Im Falle p,_1 = 0 ist die Behauptung fiir n mit derjenigen
fir n — 1 identisch und es ist daher nichts zu beweisen. Dieser Fall kann also im Folgenden
ausgeschlossen werden.

Wir unterscheiden dann die Félle

1) 101 > tgyr und 1) 1 o1 < tg41

Zu i): Hier ist pgp = 0 und die Induktionsannahme kann direkt auf das Intervall [tj1, ] statt

[a,b] angewandt werden, wobei die Folge {t; 77 durch {t;;1}7™" ersetzt wird.

Zu ii): In diesem Fall sei 7 := pg + ... + pp—2 gesetzt. Da (1.8.9), (I1.8.10) auch fiir n — 1 statt n
erfiillt sind, liefert die Induktionsannahme

o; € suppNj, p, 1<ie<r

Fiir die restlichen ¢ mit i = r +v,1 < v < p,_1 haben wir per Definition oy, € I,_1, d.h.
Ortv > tiin—1, und wollen die Inklusion

Or4v € SUPPNyip i (1.8.14)

nachweisen, d.h. die Bedingung des Satzes von Schoenberg-Whitney. Nun gilt ¢,4,, | < tpyn—1
nach (I.8.10), so dafl die Ungleichung nach unten in (1.8.14), d.h. t,4, < 0y4,, im Falle r + v <

k 4+ n — 1 erfiillt ist. Im Grenzfall r + p,—1 = k +n — 1 ist sie aber ebenfalls erfiillt, denn es



gilt dann ¢,4,, | < tgyn_1, dasonst o,4,, | € [a,tgn—1] und somit Bedingung (1.8.10) verletzt
ware.

Die rechte Ungleichung in (I1.8.14) gilt im Falle » > n — 1 wegen t,4%+1 > tg+n = b. Andernfalls,
d.h. wenn r < n — 2, liegen in [a, t;4,—1] hochstens n — 2 Alternantenpunkte. Dann wihlen wir
das kleinste j; > i, das die Forderung

o; € (tk—&—jiatk—&-l—&-ji) C supp N‘H-l,ka 1< <r (1.8.15)

erfiillt (die Induktionsannahme garantiert, daf solche j; existieren). Aus o, < tj4,—1 und (1.8.15)
schlieflen wir weiter ¢, 411 < tg1n_1, also j < n— 2. Fiir die restlichen ¢ = r + v beachten wir,
dal wegen p,_1 < k

Oy € In—1:= [tgyn—1,b] C SuppNy_24p k> I1<v<pna

gilt. Offensichtlich lassen sich dann mit der Wahl mit j,;, := n + v die Inklusionen in (1.8.15)
fiir diese o, 4 v erfiillen und der Satz von Schoenberg-Whitney ist auch fiir den Fall n statt n—1
anwendbar. O

Damit folgt fiir einfache Knoten schnell

BEWEIS (Notwendigkeit in Satz 1.8.2): Wére das angebene Kriterium nicht erfiillt, so wiirde
nach Lemma 1.8.2 ein § gemdf (1.8.8) existieren und Lemma 1.8.1 zeigen, dafl s; nicht beste
Approximation zu f ist.

Der Fall vielfacher Knoten 1é8t sich auf diesen zuriickfithren (sieche Ubungsaufgabe).

Als Anwendung der bisherigen Theorie zeigen wir die Existenz des Chebychev-Splines, die in
Satz 1.7.1 des vorigen Abschnitts vorausgesetzt wurde.

Satz 1.8.4 Es sei Sy wie in (1.3.1) zur Folge t = {tz}?ilk als B-Spline-Raum definiert mit
Dimension n. Dann gibt es genau eine Splinefunktion s* € Sy, die n Alternationspunkte besitzt
und den Wert +1 bei dem erste Extremum.

Beweis: Die Existenz folgt durch Anwendung von Satz 1.8.1 auf f = N;j und den Raum
M = Span{N; j}i",, der nach Korollar 1.8.1 ein WT-Raum der Dimension n — 1 ist. Durch
geeignete Skalierung dieses Splines kann man erreichen, dafl seine Supremumsnorm gleich 1 ist
und er den Wert +1 bei seinem ersten Extremum besitzt.

Zum Beweis der Eindeutigkeit beachten wir an, dafl f = Nj; im konvexen Kegel von M =
Span{NN; j, }i-, liegt, denn Span{N; ;}i=, ist ein WT-Raum. Satz 1.8.2 liefert dann die Eindeu-
tigkeit von s*. O



1.8.3 Beste Approximation mit Splines in der L;— Norm

Das Gegenstiick zu den Alternantenpunkten bilden bei der besten Approximation im L — Sinne
durch WT-R&ume die kanonischen Punkte .

Satz 1.8.5 (Michelli 1977) Es sei M ein WCT-Raum der Dimensionn in Cla,b]. Dann gibt es

eine Menge von n kanonischen Punkten 1 :=a <711 < --- < 7 < Tpt1 := b zu M derart, dafs
n Ti+1
Z(—l)i / g(x)dx =0, Vg € M. (1.8.16)
i=0 4
. . . : (6) 6y . . _
BeEWwEIS: Es sei {g1,...,9n} eine Basis von M und {g;, ’,...,gn } eine Basis des Haar-Raumes

M®) gemdf Satz .6.2. Nach Satz V besitzt M©) eine eindeutig bestimmte Menge {71 5,...,7n s}
von n kanonischen Punkten in [a,b], also per Definition von M)

n Tit1,8
Z(—l)i / (9 Gs(x)dx =0, Vg e M.

Ti,(;

Geht man hier zur Grenze 6 — 0 iiber, so folgt (eventl. mit Teilfolge) die Existenz von Punkten

Tiy 1 <1 < n, mit %in% T;. s = Ti, sodaf} die gewiinschte Beziehung fiir alle g € M formal erfiillt ist.
—

Beziiglich der Anzahl der paarweise verschiedenen 7; kann man damit jedoch nur I < n folgern.

Es ist also noch | = n zu zeigen.

Es sei dann ¢(x) := sgn ., (z — 7;) mit paarweise verschiedenen 71, ..., 7infa,b] und es gelte

b
/cp(w)g(a:)dx =0, VgeM.

Weil M ein WCT-System ist, ist M° ein CT-System (s. Korollar 1.6.1). Also kann mit einem
Teilsystem der Dimension [+ 1 < n an beliebigen Punkten in [a,b] interpoliert werden. Also gibt
es ein § € span {g%é), e ,gl(j_)l} mit g(7;) = 0,1 <i <[, und §(7) = 1 fiir ein weiteres 7 € [a, b]
mit 7 # 73,1 <4 <. Dieses § € M hat dann genau an den Stellen 7; Nullstellen, wechselt also

dort sein Vorzeichen. Folglich muf | ab o(x)g(z)de = + f; |g(z)|dx £+ 0 gelten, ein Widerspruch.
O

Dieser Satz gilt auch fiir beliebige WT-Systeme (vergl. C.A.Micchelli [Mic]), fiir WCT-Systeme
vereinfacht sich aber der Beweis wie hier angegeben. Bei Rdumen von B-Splines ist dies erlaubt,
denn man weifl nach Korollar 1.6.1, daf} diese bereits WCT-R&aume sind.

Wir wollen nun das Ergebnis der Sétze VIII und IX auf WT- Systeme von Splinefunktionen
erweitern. Dazu muf} sichergestellt werden, dafl an den kanonischen Punkten interpoliert werden
kann.

Lemma 1.8.3 FEs sei M wie in Korollar 1.8.2 als WT-System Sy = Span {N;}7_, gegeben.
Dann ist die Lagrangesche Interpolationsaufgabe an den n kanonischen Punkten {1;}7_, von M
eindeutig in M losbar.

BEWEIS: Es ist geniigt zu zeigen, dafl der Tréger eines jeden NN; j, wenigstens einen kanonischen
Punkt 7; enthélt. Da es genau n solche Punkte gibt, mufl dann in supp V; ;, genau ein solcher
liegen, d.h. es gilt t; < 7; < t;4 fiir 1 <4 < n. Nach dem Satz von Schoenberg - Whitney folgt



dann die Behauptung. Wiirde aber der Tréger eines IV; , keinen kanonischen Punkt enthalten,
so miifite ein Index [,0 <[ < n existieren mit supp N, C (77, 7i+1), so dafl nach (I1.8.16)

Tj+1 Ti+1

_ Z / w(@)de = (1) / Nix(z)dz #0
Jj=0 T T
gelten wiirde, was ein Widerspruch wére. a

Eine unmittelbare Folge dieses Lemmas ist eine Aussage analog zu Satz VIII.

Satz 1.8.6 Es gelten fiir M die Voraussetzungen des vorigen Lemmas und es seien {7},
kanonische Punkte von M. Dann besitzt jedes f aus dem konveren Kegel K(M) von M ei-
ne eindeutige beste Ly-Approximation gy aus M. Man erhdlt sie durch Interpolation an den
kanonischen Punkten. Ferner gilt

[15@) -~ gs@lar =l A =30 [ s

i=0

BEWEIS: Es sei g¢ der Interpolant zu f € K (M) an den Punkten {7;};_;, der gemé&fl dem obigen
Lemma eindeutig bestimmt ist. Es liegt f — g¢ in Span{gi, ..., gn, f} = WT-System. Letzteres
bedingt, daB o(—1)"(f(z) — gs(z) > 0 fiir © € (74, Ti41) bei festem o = £1 gelten muf. Es folgt
fiir alle g € M nach (1.8.16)

/ (@) - g@)ldz >

A0 [0 - o) e = Y- / "

T,+1
o) [T @) - asle dw—/|f (2)] da.

Dies ergibt die Behauptung einschliefilich der Formel fiir den Fehler der besten Approximation.
O

Mng:

=0

Auch die Eindeutigkeit der kanonischen Punkte kann gezeigt werden. Dazu benétigt man fol-
gendes Lemma, das wir nicht beweisen wollen (siehe dazu [Mic] bzw. Ubungsaufgabe 3 ):

Lemma 1.8.4 Es sei M wie in (1.8.4) als WT-System Sy = Span {N,;}i", gegeben. Dann
enthdlt der kleinste lineare Teilraum, der den konvexen Kegel K (M) enthdlt, den Raum C*[a,b]
und somit einen Haar-Raum der Dimension n.

Satz I1.8.7 Unter den Voraussetzungen des vorigen Lemmas sind die kanonischen Punkte ein-
deutig bestimmt.

BEWEIS: Es gebe aufler den kanonischen Punkten {7;}?_; noch eine zweite Menge {&}_; von
kanonischen Punkten vom M, d.h. a < & < b und es gelte (a = &, b = &,+1) sowie

n . £n+1
Z(—l)l/ g(z)dz =0, Vg € M.
=0

Dann gibt es ein f* € K(M) mit
n

Sy [y

i=0 &

€j+1 TJ+1

x)dr # Z /T [ (x)dx. (1.8.17)

J



Denn andernfalls wiirde Gleichheit fiir alle f € K (M) gelten, und daher auch fiir alle f aus dem
kleinsten linearen Teilraum, der K (M) enthélt, und somit schliefllich 1t. Voraussetzung fiir alle
f eines Haar-Raumes M der Dimension n. Nach Satz IV.3 sind aber dessen kanonische Punkte
eindeutig bestimmt und es wire daher & = 7;,1 < i < n, was wir (zunéchst) ausschliefen
konnen, da sonst die Behauptung bewiesen wire.

Weiter konnen wir in (1.8.17) f* # M annehmen, da sonst beide Seiten gleich 0 wiren. Die
Fehlerformel von Teil a) dieses Satzes zeigt dann

n

o3 -1 |

i=0 Ti

Tj+1

P00 = [ 150) ~ g Ol = disi(; M)

Fiir g7+ (t) hat man aber nach der Cramer-Regel die explizite Formel

* o _ gla"'vgnaf* gi,.---y9n
f (t) gf*(t)_D< Tl,...,Tn,t )/D<T1,...,Tn>

Hieraus entnimmt man f*(t) — g+ (t) < 0 fiir ¢t < (7,—1,7,), so dal in der obigen Restgliedformel
o = (—1)" festgelegt ist. Die gleiche Formel gilt nun fiir die kanonischen Punkte &1, ..., &,. Dies
widerspricht aber der obigen Ungleichheit in (1.8.17). O

Abschlieflend sei erwahnt, dafl sich die Ergebnisse dieses Abschnitts auch auf die beste einseitige
L1- Approximation mit WT-Rdumen ausdehnen lassen, wobei Stiitzstellen von Quadraturfor-
meln die Rolle der kanonischen Punkte spielen (siehe C.A. Micchelli - A. Pinkus[MP]).



Uebungen zu Abschnitt 1.8

Aufgabe 1 Es sei die stetige Funktion f(¢) auf [—1, 1] gegeben durch

1. —1< t<-1/2,
fy=4{ -2t : —1/2< <0,
2% 0< t<1.

Es sei S3({0}) die Menge der stetigen linearen Splines mit einzigem Knoten bei ¢ = 0. Man zeige,
daf alle beste Approximationen aus S2({0}) zu f in der Supremumsnorm gegeben sind durch

s(t)y=1/4—t+ctl, 5/2<c<3

und bestimme dasjenige ¢ fiir das die Fehlerfunktion maximal oszilliert. Man diskutiere den
Zusammenhang mit Satz 1.8.3 und Korollar 1.8.2.

Aufgabe 2 Es seien f(t) und S2({0}) wie in Aufgabe 1 gegeben. Dann sei

gesetzt. Man zeige, es existiert genau eine beste Approximation zu f aus So({0}).

Aufgabe 3 Es sei der Raum Sy ,, der Splines der Ordnung k£ mit Knoten xy,---,z, in (0,1)
definiert durch

Skn = Span({ti MUt - acj)]_fl}?:l).

Man zeige, da3 der kleinste lineare Teilraum, der den konvexen Kegel von Sy, enthilt, den
Raum C*[0, 1] enthélt.

Hinweis: Jedes f € C*[0,1] ist darstellbar als

k—1
fla)=>
j=0

Daher geniigt es nachzuweisen, dafl die Funktionen

:f(j)(()) + Z C _1 N /xj+1($ B t)ﬁ._l f(k:) (t)dt.
! = ' Ja

J

‘ 8

J

Fi+1 k-1
F(z) ::/ (@— 0L g(t)dt, g(t) >0, te (2,255

J

im konvexen Kegel von Sy, liegen.

Aufgabe 4 Der Beweis der Notwendigkeit von Satz 1.8.2) 148t sich auf den Fall einfacher Knoten
zuriickfithren, indem man die stetige Abhéngigkeit der B-Splines von ihren Knoten ausniitzt (s.
Lemma I.2.3, Eigenschaft 5). Speziell kénnen die B-Splines N;j der Basis des Splineraumes
in (I1.8.7) durch NZ.(;? mit einfachen Knoten gleichméflig approximiert werden. Man zeige, daf3

(9)

dann auch beste Approximationen aus den Splinerdumen mit Ni,k gegen solche aus Span{N; ;. }
konvergieren.



II Cardinal Splines

II.1  Grundlagen

I1.1.1 Aquidistante Knoten und Fourier-Transformation

Kardinale Splines (engl. ’cardinal splines’) bilden einen besonders einfachen Spezialfall der
Splines, mit dem wir uns im Folgenden néher beschéftigen werden. Im engeren Sinne bezeichnet
man als kardinale Splines vom Grad k — 1 die Elemente des Raumes

Sk = {s(m) € C*2(R) : s()|(ii41) € Hk_l}

Nach Abschnitt 1.1 sind sie also Splinefunktionen mit ganzzahligen Knoten, d.h. zur Knotenfolge
{s}jez- Allgemeiner versteht man unter kardinalen Splines die Elemente der Réume

Skha = {s(z) € C*2(R) : $(2)|(arinat(i+1)n) € Mp—1} (IL.1.1)

Dies sind Rdume von Splinefunktionen mit #quidistanten Knoten, die durch eine Knotenfolge
t = {t;} der Form
ti=a+jh , JEZZ . (I1.1.2)

gegeben sind, wobei h > 0 die ,,Schrittweite“ und a eine festgewihlte reelle Zahl ist.

Wir untersuchen zunéchst die Eigenschaften der zugehorigen B-Splines. Dazu fithrt man nor-
malisierte B-Splines ein. Dies sind B-Splines der Form

Nip(z) = k[0,... K] —2)"1,  k>1 (I1.1.3)
mit den Knoten i,...,i+ k, d.h. der Fall a = 0 und h = 1 der Knoten (II1.1.2) liegt vor. Fiir die
B-Splines N; j () beziiglich der allgemeinen Knoten (II.1.2) ergibt sich

Nigpala+uh) = (tigk — )t tign] (t — a — uh)§
= khlto, ..., t;](t + ih — uh)E™!
= kh*[0,.. . K](- — (u—14))5 "t = hF N g (u — 4)
d.h. mit x = a + uh gilt die Beziehung

; — ) (I1.1.4)

N; jena(@) = hFNoi(

Die einzelnen B-Splines gehen also durch Skalierung und Verschiebung aus dem normalisierten
B-Spline Nj hervor. Dies wird im Folgenden von grundlegender Bedeutung sein, denn daraus
folgt, dafl die obigen Splinerdume Sy, sogenannte translationsinvariante Réume bilden.
Per Definition gehen die Elemente solcher Rd&ume durch Verschiebung und Translation aus-
einander hervor. Spéter werden wir auf die Theorie solcher Rdume noch niher eingehen. Im
vorliegenden Fall sieht man, daf8 s;, genau dann Element in Sk p, , ist, wenn sp(z) = s((z —a)/h)
mit s € S, gilt und daB auch sp(x + jh) € Sk, fir jedes j € Z.

Im Folgenden konzentrieren wir uns auf den Fall ¢ = 0 und h = 1.Wir spezialisieren dann die
Formel aus Abschnitt 1.2 fiir B-Splines auf d4quidistante Knoten, um eine Formel fiir die “norma-
lisierten” B-Splines Ny zu erhalten. Bekanntlich gilt in diesem Falle fiir dividierte Differenzen

k

[tt+h,... t+k-hf=h""ALf(t)/kl = (—1)" (l;?)f(t + jh)h k),

Jj=0



wobei Afl die k-te Vorwartsdifferenz mit Zuwachs h bezeichnet. Thre Definition lautet

Abf(z) = AAE (@) ARF(@) = fla+1) - f() (IL.1.5)
Bezeichnet man mit A die Vorwértsdifferenz mit Zuwachs 1, so folgt nun die Formel
— 1 k k—1
Nop(z) = = 1)!A (=) (IL.1.6)

1 &k i _
= G _Zo<j>(—1)’“ I — )it

J

Es gibt jedoch einen anderen eleganteren Weg, den normalisierten B-Spline Ny, zu definieren.
Eine Motivation dazu gibt die Formel fiir Ableitungen, die sich nach (1.2.21) spezialisiert zu

k(1) = Nig(z) = Nigp(z — 1). (IL1.7)

Aus (1.2.19 ) folgt weiter die Rekursionsformel

(@ — i) Nip(x) + (k — i+ 1 — 2)Nig(z — 1)). (IL1.8)

x| =

Nipyi1(z) =

Integration von (II.1.7) fiir k£ = 0 liefert
Nox(z) = /O N} (H)dt = /0 [Noo_1(t) — Nog_r(t — D]dt (I1.1.9)
T 1
= / X Nop—1(t)dt = /0 Nojg—1(z —u)du = /No7k,1(x — u)Xo,1](u)du

wobei X|o1j(u) die charakteristische Funktion des Intervalls [0, 1] sei. Die letzte Operation be-
deutet aber eine sogenannte Faltungsoperation. Dieser Begriff ist allgemein erkléirt durch

Definition II.1.1 Die Faltungsoperation fir zwei rellwertige, L1 (R")-integrierbare Funktio-
nen f,g auf (—oo0,00) ist definiert durch

(f*xg)(x):= /_o:o flz —u)g(u)du x € (—00,00) (IL.1.10)

Mit Hilfe des Satzes von Fubini kann man zeigen, dal unter den gegebenen Vorausetzung die
Faltungsoperation assoziativ ist, d.h.

((fxg) xh) = (f * (g h))(x) (IL1.11)

Die Eigenschaft (I1.1.9) motiviert nun eine alternative Definition von B-Splines via Faltung :

Definition II.1.2 (Schoenberg 1946) Es sei No(x) definiert durch

1, fir xz€(0,1)

No,l(x)z{ 0 . Jir 2¢[01] (I11.1.12)

und die “fundamentalen” Splinefunktionen Ny (x) induktiv definiert durch

Novk(.fv) = (N07k,1 * N071)(x) (11.1.13)



Man sieht aus der Definition sofort, dal die Faltungsoperationen eine sukzessive Glattung von
No,1 zu N2, Nog3, ... usw. bewirken. Ein Vergleich von (I1.1.13) mit (IL.1.9) zeigt weiter die
Aquivalenz dieser so definierten Funktionen mit dem ’normalisierten B-Spline No .

Aus Definition (II.1.1) folgen unmittelbar einige schon bekannte Eigenschaften fiir die B-Splines
(s. Ubungsaufgabe ). Fiir die Berechnung des Skalarprodukts zweier B-Splines mit dquidistanten
Knoten erhilt man auflerdem aus (II.1.13)

/ Now(x)Nog(z +1)dx =[5 Nog(z)Nox(—l —x)dr = (Nox * No)(—1)
= (NO,I koooee N071) * (NO,l k o0k N071)(—l)

k-mal k-mal

also ~
/ No i (x)No (2 + 1) de = Ny 2x(1) (I1.1.14)

Weitere schone Eigenschaften lassen sich iiber die Fourier -Transformation herleiten.

Definition I1.1.3 (Fouriertransformation) Fir Li- integrierbare Funktionen f definieren
wir thre Fouriertransformierte

" (w) ::/ f(x)e™" de v € (—00,00) (I1.1.15)
—00
Es ist dann bekannt, dafi f" eine stetige Funktion ist mit lim, 1 |[f"(v)] = 0. Weiter gilt

folgender aus der Fourier-Analysis bekannte

Satz (siehe [SW]): Sind f,g zwei Li-integrierbare Funktionen auf (—oo,00) , so existiert die
Faltung (f = g)(x) von f und von g als Li-integrierbare Funktion. Die Fouriertransformierte
berechnet sich durch

(fxg)"(v) = f*()g"(v) , (I1.1.16)

d.h. die Fourier-Transformation reduziert die Faltung zu einer Multiplikation.
Zur Anwendung der Fouriertransformation fithren wir noch ein:

Definition II.1.4 (Zentralisierter B-Spline) Der zentralisierte B-Spline der Ordnung k mit
dquidistanten Knoten ist definiert durch

k
Nk(w) = N07k<$—|-2>, k=1,2,.... (11.1.17)

Offenbar ist N}, symmetrisch um 0 mit Trager auf [—k/2, k/2] wahrend Ny, seinen Tréger auf
[0, k] hat. Weitere Eigenschaften liefert

Lemma II.1.1 FEs gilt:

Ni(@) = X129 (I1.1.18)

Nig(z) = (Ng—r * N;)(2), 1<r<k, (I1.1.19)

Ni(z) = Ng(—=), (I1.1.20)
: k

F() = <Slz/“2/ 2) — (sinc v/2)F. (I1.1.21)



BEWEIS: Zunichst folgt Eigenschaft (II.1.18) direkt aus Definition (II.1.12) in Verbindung mit
(IL.1.17).
In analoger Weise folgt N = Nj_1 % Ny aus (I1.1.13) iiber (II.1.17), genauer aus

k—2

1 v [ k
Nu(z) :(k:—l)!Al/x (—t—2)+ dt
B 1 b1 0o ﬁ k—2 ﬁ k—2
= Gy /x ((1—t—2)+ (—t—2)+ dt
1/2 1/2
= y Nk—l(t+l') dt = Nk_l(l‘—t)dt: (Nl*Nk_l)(l‘)
—~1/2 —-1/2

Der Fall allgemeiner r in (I1.1.19) 148t sich aber auf diesen zuriickfiihren. Weil némlich die
Faltung assoziativ ist, folgt mittels Induktion

N = Nog—1* N1 = (Nog—2* Ni*Ni)= Ngr_o*NixNy
= ~--:N1*"'*N1:Nl*"'*Nl*Nl*"‘*Nl:N(),k;—r*Nr

k-mal (k — r)-mal r-mal

Damit folgt auch (I1.1.20) induktiv, denn (I1.1.19) liefert fiir r = 1 die Symmetrie
Ni(-z) = /_O:O Ni(t)Noj—1(—z —t)dt
— [ NONosr(e+ = [ NMNoor(a — ) dt = Nifw)
SchlieBlich beachtet man noch, daf§ die Faltungsformel
[f 9" () = f@)aw),  f.9€ Li(R),

~ N k
gilt. Dann ergibt sich mit (I1.1.19), dass Ni(v) = (N1 (v)) ist. Wegen

R 172 i 2
Ni(v) = /_1/2 e "dx = 511;/1)2/ := sinc v/2

ist damit das Lemma bewiesen. O

Bemerkung: Formel (II1.1.21) kann als weitere Definition des B-Splines fiir &quidistante Knoten
dienen, denn es ist eine Darstellung mittels der Fouriertransformierten moéglich, ndmlich

1 [ ,
Ni(z) = —/ (sinc v/2)keduy Jk>2 . (I1.1.22)
21 J_oo
Dies ist eine Folgerung aus der allgemeinen Formel der Fourier-Umkehrtransformation
1 [ . .
flz) = —/ f(v)e"®dv (I1.1.23)
21 J_oo

die z.B. giiltig ist, wenn beide f(x) und f!(v) in L'(—o00, 00) sind oder wenn f(z) € La(—00, c0)
ist (s. Stein-Weiss loc.cit. Bei der Behandlung von Interpolation und Approximation durch Spli-
nes mit dquidistanten Knoten wird die dquivalente Definiton von B-Splines durch (I1.1.22) eine
wichtige Rolle spielen.



I1.1.2 Verfeinerungsalgorithmen

Als n#chsten Punkt behandeln wir die Berechnung von Linearkombinationen von B-Splines.
Dazu kann man die Rekursionsformel (II.1.8) fiir dquidistante Knoten in der gleichen Weise
anwenden, wie dies durch Satz 1.5.1 fiir allgemeine Knoten beschrieben worden ist.

Man kann aber auch die Idee der Verfeinerung aus Abschnitt 1.5.3 benutzen, die dort ebenfalls
fiir beliebige (zuldssige) Knotengitter dargestellt ist. Im Falle von kardinalen Splines ergeben
sich aber Vereinfachungen. Es seien dazu die B-Splines zur Schrittweite h > 0 mit Knoten
ih, ..., (i+k)h genauer mit N; j, »(x) bezeichnet (der Einfacheit halber sei ¢ = 0 in (II.1.2). Man
mochte dann eine endliche Linearkombination

m

s(x) =Y ¢jNjpn(®) = > ¢jNogn(z — jh) (I1.1.24)
J

j=—m

mit Kontrollpunkten c; € R? mit B-Splines N; j.n/2(w) zur halben Schrittweite h/2 darstellen,
also als

s(z) = Z ¢jNjkns2(2) (I1.1.25)

Wie in Abschnitt 1.5.3 studiert man dies zuerst fiir einen einzelnen B-Spline Ny, (x). Weil er
auch eine Splinefunktion mit dquidistanden Knoten der Schrittweite h/2 und Tréger in [0, kh]
ist, gilt eine Darstellung

k—1

Nogn(z) = Y ar(l)Nokn(2z — Ih) (11.1.26)
I=—k+1

Die Vereinfachung gegeniiber dem allgemeinen Fall besteht darin, daf die Koeffizienten ay (1)
unabhdngig von der Schrittweite h sind. Dies sieht man anhand der nach (II.1.4) geltenden
Formeln

Nokn(z) = K" No g (z/h), Nyjpps2(r) = (h/2)* Noj(2x/h —1)

Man erhélt dann wegen

s(x) => ¢; > ar()Nogn(2w —2j —1h) = (Z cja(i — 21)) N; ()
J l J

durch Vergleich mit (I1.1.25) die Formel

cjl. = chak(i —27) (I1.1.27)
J

wobei sich die Summe iiber diejenigen Indizes erstreckt, fiir die die Summanden nicht verschwin-
den.

Es ergibt sich also eine analoge Formel fiir die neuen Kontrollpunkte wie in Abschnitt 1.5.3.
Jedoch kann man hier die Koeffizienten ay(l) explizit berechnen und zwar braucht man nur
den Fall h = 1 in (II.1.26) zu betrachten. Eine wesentliche Hilfe ist dabei die Formel fiir die
Fourier-Transformierte von Ny (), die sich nach (I1.1.21) als

—iv k
Nok = Ni(- — g)(v) = e PNy (v) = <1_6> (I1.1.28)

(2%

ergibt. Damit folgt



Lemma II.1.2 Fir No(z) gilt

N ) N 1 k
Nox(v) = Hk(e_w/Q)NQk(v/Z) mit dem Symbol Hy(z) = ( —;Z)
sowte
i 1 (k
Nox(z Z DNok(2z=3j) (i) = g <]> (I1.1.29)
BEWEIS: Wir setzen nach (I1.1.26)
k—1
Noi(x Z h; kNok (22 — j) {h; i} = endliche Folge
j=—k+1

an, transformieren dies nach Fourier und erhalten

NO,k( ) NOk( ) Z h kefzjﬂ/Q

—k+1

und daher nach (II.1.28)

LS e = () () < () ey

jf—k—i—l

Aus der Entwicklung
k
ot (e
=0 \J

folgt hieraus durch Koeffizientenvergleich die Verfeinerungsgleichung (I1.1.29) in der oben ange-
gebenen Form. O

Wir nutzen nun die Verfeinerungsgleichung zur Berechnung eines kardinalen Splines der Form

[e.e]

s(z) = Z aNo i <2j°x - Z) {a1} € b(Z).

l=—00

Genauer gesagt geben wir einen Algorithmus an, der alle Funktionswerte auf einem hoéheren
Diskretisierungsniveau berechnet, d. h. die Werte

l
3<2j+j0), leZ. (11.1.30)

Dies kann durch die Darstellung
Zc Ngk< Qi tiog — l)

geschehen. Dann berechnet man die cl(j 1) geméf (I1.1.27) rekursiv durch

‘H_l) Zhl 21 kcl(]) leZ (11.1.31)
l



mit ¢\” := ¢;. Es folgt fiir die Werte in (I1.1.30)

k=1
(2J+jo> Zc Nox(l—1) =Y e, No(v). (I1.1.32)
v=1

Der Aufwand dieses Algorithmus ist proportional zur Anzahl der zu berechnenden Werte, da in
jeder Stufe j nur halb so viele Koeffizienten cl(] ) wie in Stufe j+1 berechnet werden. Er ist deshalb
um so effizienter, je mehr Werte berechnet werden. Ein weiterer Vorteil dieses interpolatory gra-
phical display algorithm ist die Tatsache, dass die Koeffizienten im Wesentlichen ganzzahlig sind.
Dieser Algorithmus ist also sehr effizient fiir die Berechnung der Werte einer Linearkombination
aus kardinalen B-Splines. Er stellt eine Variante des Unterteilungs-Algorithmus fiir B-Spline-
Linearkombinationen dar, da man sich damit begniigt, (II.1.31) geniigend oft auszufithren und
den Schritt (I1.1.32) wegzulassen.

Dies wird durch die Tatsache gerechtfertigt, daf man die Kurve s(x) durch die diskrete Punkt-

(4)

menge {cl }leZ approximieren kann. Eine Begriindung dafiir liefert Korollar 1.5.2, nach dem

die Abschitzung

_ ) ¢ !
Js@) o] < Gz Il Vo € gttt
die mit einer (nur von k abhéngigen) Konstante gilt. Die Approximation ist dabei umso besser,

je grofer j ist und der Grenziibergang j — oo liefert Konvergenz .

Lane—Riesenfeld (1980) entwickelten eine Variante zur Berechnung der neuen Kontrollpunkte,
die eine noch einfacher zu beschreibende Form besitzt. Im ersten Schritt “verdopple” man die
Kontrollpunkte durch Definition von

1 1
dy) =c;.  dl=¢ (I1.1.33)
Anschlieflend fithre man k& — 2 Mittelungsschritte aus, die durch

q) . %(df*” +ad¥Yy =2k (I1.1.34)

)

definiert sind. Die Behauptung ist dann, daf} gilt
o ¥

)

Um dies zu beweisen, geniigt es wieder, die Schrittweite h = 1 zu betrachten und den Fall
s(x) = Nogi(x) = Nog(z), d.h. ¢; = dp;. Dann ist die Behauptung die, daf3 sich die a(j) in

Nox(x Zak ) Nox(22 — j) (I1.1.35)
durch
6(()1) 5% ) , 551) =0 sonst
berechnen lasen und iterativ fir [ = 2,...,k
W _ L ea-n 01
o =5 (5j + 385" (I1.1.36)



Wir beweisen dies induktiv in &k, k > 2:
Fiir k£ = 2 liegen lineare B-Splines Ny 2(z) vor und es ist zu zeigen

Noas(z) = % [Noa(22) + 2Noa(2z — 1) + Noa (22 — 2)] (I1.1.37)

Dies stimmt mit dem obigen ersten Mittelungsschritt iiberein, da ja der “mittlere” B—Spline
No2(2xz — 1) zweimal erscheint. Auch zeigt man leicht geometrisch, dafl beide Seiten in (I1.1.37)
gleich sind.

Fiir die hoheren k geniigt es

ak(j) = }{ak—l(j) +og-1(j — 1)} (I1.1.38)

2

zu beweisen. Dieses Bildungsgesetz erfiillen aber gerade die durch die Verfeinerungsgleichung
von Lemma II.1.2 gegebenen Koeffizienten ay(j) = 2]“_1(];). Denn sie haben bis auf den Faktor
1/2 die gleiche Form wie die bekannte Rekursionsformel fiir die Binomialkoeffizienten.

Der allgemeine Fall des Lane—Riesenfeld Algorithmus ergibt sich durch Anwendung auf Linear-
kombinationen von Folgen {dy;—;}, die jeweils einer Folge bestehend aus einem einzigen Kon-
trollpunkt entsprechen.

Da die Folge {ay(i — 2[)} aus der Folge {dy;—;} entsteht (beachte die Verdopplung von {dp;—;}
am Anfang), folgt durch Superposition von (I1.1.36) das Bildungsgesetz (I1.1.34) fiir die allge-
meinen dz(k) = cl(l). Da die Formel (II.1.27) ebenfalls durch Superposition mit den {ay(i — 21)}
entsteht, miilen die beiden Werte fiir die cgl) aber gleich sein.
In einer Pseudo-Programmiersprache 148t sich der Algorithmus folgendermafien ausdriicken:

Gegeben sei s(z) = 3, ¢;Ng(2/2 — ). Dann werden folgende Schritte durchgefiihrt :
TYPE Vektor = ARRAY [—oc...00] OF real ;
PROGRAM LaneRiesenfeld ( VAR c: Koeffizientenvektor ) ;
VAR 1 : integer ;
BEGIN
FOR [:= —o0 TO oo
DOBEGIN
CS) = ngrl =
END ;
FOR r:=2 TO k
DOBEGIN
FOR | := —o0 TO oo
DOBEGIN

(dl(rfl)
END
END ;
FOR [ := —0c0 TO o0
DOBEGIN
cl(l) = dl(k)
END
END .



I1.1.3 Stabilitidt der kardinalen B-Splines

Die Stabilitét einer Basis von B-Splines wurde schon im ersten Teil des Skripts in Abschnitt 1.3
betrachtet. Im Falle von kardinalen Splines betrachten wir solche Basen in den translationsinva-
rianten Rdumen Sy, j,  von Abschnitt II.1.1. Die Elemente dieser Rdume bestehen per Definition
aus der Menge aller Linearkombinationen von B-Splines N; j . o(2) unabhéngig davon ob diese
endlich oder unendlich sind. In der punktweisen Darstellung dieser Elemente treten jedoch keine
Konvergenzprobleme auf, da die auftretenden B-Splines linear unabhéingig sind und fiir festes z
die Anzahl der nicht verschwindenden B-Splines gleich k ist.

Nach Abschnitt 1.3 wird die Stabilitét durch die Gréfie der Kondition (1 < p < 00)

- 122 ajNiknal =, r . a3,
acl, I}, bel, 20 Nikhal =), 1

beschrieben. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir hier ¢ = 0 annehmen, so dafl
es geniigt, Linearkombinationen von N; j 5 (z) mit h > 0 wie in (II.1.24) zu betrachten. Fiir das
Folgende ist es aber zweckméBiger das Problem mit den zentralisierten B-Splines

r z .k
Bjn(x) :== Ni (h - J) = Nok (h —j+ 2) (11.1.39)

zu untersuchen, die aus den N;j () durch eine feste Verschiebung hervorgehen. Der Trager
von Bjp ist jetzt (jh — kh/2, jh + k2/2) und die Knoten liegen auf dem Gitter {jh};cz, falls k
gerade ist und auf {jh + 1/2};cz, falls k ungerade ist, d. h. fiir Splines vom Grad 2,3, .. ..

Gemif obiger Definition der Kondition betrachten wir dann R&dume S(Zz

Elemente s(z) die Darstellung

, 1 < p < oo, deren

s(r) = a;Bjn(x), a5 €R, (I1.1.40)
JEZL

mit Folgen {aj}jeZ aus lp(Z) besitzen. Wir beachten dann, daf fiir 1 < p < oo

— hk+1/p

Z aj Bjyh(.%')

JEZ

> ajNi(u— j)

JEZ

2 2

gilt, sofern die Summe eine L,-Funktion ist. Damit fallt die Skalierung mit A > 0 in der Kondi-
tionszahl heraus (Gleiches gilt auch im Falle p = c0), so dafl wir uns im Folgenden auf den Fall
h = 1 beschrianken kénnen. Zunéchst gilt fiir p = 2

Satz II.1.1 Die B-Splines {Bjy(x)} bilden eine lo-stabile Basis des Raums S,(:;) Insbesondere
gilt fiir die Gréfe

132 ajNi(- = )y r [{a;}l, | 1
K 5 1= sup = sup : = , (I1.1.41)
R {a;}l, bely 122 i Ni(- = J)llo g dak ()

wobei die Zahl in (11.2.54) angegeben ist.

BEwEIS: Wie bereits bemerkt folgt die lo-Stabilitét fiir beliebiges h aus derjenigen fiir h = 1.
Das weitere Vorgehen basiert nun auf zwei grundlegenden Aussagen der Fourier-Analysis.



Isometrie der Fourier-Transformation oder Parsevalsche Formel:
Ist f € L1(R) N La(R), so gilt
1158 = @)l £115 - (I1.1.42)
Satz von Riesz-Fischer:
Fiir {a;} € l2(Z) konvergiert die Reihe 3,7 aje™7* im Lo-Sinn. Es gilt

Aw) =Y ae 7 € Ly(—m,7),  |JAW)E rm =D lasl* - (IL.1.43)
JEZ JEZ

Umgekehrt gilt fiir jede Funktion A(w) € La(—m, 7) eine solche Darstellung.

Nach (II.1.21) hat die Fouriertransformierte die Form

A g
{ Z a; Nj (- —j)} (v) = Z aje” 9V (sinc v/2)".
l7I<N lj|l<N
Dann beniitzt man die oben erwéhnte Isometrie der Fourier-Transformation. Anschlieflend 1483t
man N — oo streben und spaltet das Integral gemafi [0 =372 [" auf. Dies ergibt

o0

1Y 0Nl = 3w = 11X e 37 sine (v/2+ 7| B (11.1.44)

JEZ JEZ l=—o00

Mit dem Satz von Riesz -Fischer folgt daraus direkt die obere Schranke

IS 0N -lEn < Slof sw Y [N+ 2m)]

jez jeZ vE[—T,7] — o

Da ez aje”"" nach diesem Satz in (I1.1.44) eine beliebige Funktion A(w) € Lo(—m,7) dar-
stellen kann, gilt hier auch Gleichheit und erhilt dadurch eine Charakterisierung des ersten
Supremums in (II.1.41). Man kann aber einfach mit Hilfe der Eigenschaft der ”Zerlegung der
Eins” der B-Splines zeigen, dieser Wert gleich 1 ist. Dazu sei auf den Beweis zu Satz 11.2.5
verwiesen, wo dies fiir die diskrete {,-Norm statt der L,-Norm durchgefiihrt ist.

Analog folgt in (I1.1.44) direkt die untere Schranke

N 2
I3 aiNe( = DIEr > YlaP  inf S| Ne(w+2m)|
JEZ JEZ vel-mml 25

wobei man ebenfalls Gleichheit zeigen kann (bzgl. einer genauen Darstellung dieses Arguments
s. Skript ”Splines und Wavelets 7, Kapitel 3).

Die Berechnung des Wertes auf der rechten Seite geschieht mit den Methoden von Abschnitt
I1.2.4 , wo wir ”Cardinal Interpolation ” betrachten. Nach den Formeln (II.1.21), (II.1.16) fiir
die Fouriertransformierten von Ni(z) und (I1.2.53) in Abschnitt I1.2.4 gilt

" 1
N, 2nl)| = N. o27l) =
Z’ k(v + W)’ ;o Qk(v+ 7'[') dgk(ﬂ')
Daraus erhélt man direkt die Aussage des Lemmas. O

Bemerkung: Aus Formel (I1.2.54) kann man eine genaue Abschitzung der Zahl di(7) und
damit der Konditionszahl entnehmen. Danach gilt asymptotisch 7}, 5 ~ %(g)k, wie bereits am
Ende des Abschnitts 1.3 angegeben.



Unter Anwendung der Ergebnisse in Abschnitt 11.2.4 beweisen wir jetzt auch die Stabilitiat der
B-Spline Basis {Bj(x)}jez fiir die Sup-Norm und berechnen die Stabilitétskonstante, wobei
wir uns auf den Fall h = 1 beschrinken kénnen.

Satz I1.1.2 Die Kondition kj, , der ” cardinalen ” B-Spline-Basis {Ng(- — j)}jez hat den
Wert

120 Ni(- = Dllor [} 1
Ky oo 1= SUD — sup 0 = . (I1.1.45)
T acle Haj beloe 20 Ne(- = i)llor  dr(T)

BEWEIS: Zunéchst erhélt man wegen der Eigenschaft der ”Zerlegung der Eins ” der B-Splines

aiNp(-—J
o 20N Do

acle Haj -

Gleichheit wird hierin durch die konstante Folge mit {a;}gezy mit a; = 1, I € Z erreicht.

Fiir das zweite Supremum liefert der spétere Satz I1.2.5 bereits die Abschitzung

sup {65} < swp {65}
beloe 220Nk =l r ™ beloo SUP, | 220 Nk (v — j)

=1C. oo (I1.1.46)

AuBerdem wissen wir nach (I1.2.51), daB die Norm ||C}!||cc durch den Spline mit Koeffizienten
bj derart, dal }° 0T Ni(v—j) = (—1)" € loo gilt, erreicht wird. Gleichheit in beiden Ungleichungen
von (II.1.46) wiirde also gelten, wenn in diesem Falle die "diskrete "Norm sup,, | 3 bj Ny (v — j)|
mit der "kontinuierlichen ” || 37 b7 Ni(v — j)||oo,r iibereinstimmen wiirde. Dies ist in der Tat der
Fall. Bezeichnet man mit Ej(z) die besagte Splinefunktion mit der Interpolationseigenschaft
Ex(v) = (-1)" = f}, so gilt ndmlich

1Ec(@)o . = sup | E@)] = 1. (IL.1.47)

Damit folgt die Behauptung des Satzes aus (I1.1.46), denn dann wird das Supremum dort durch
> Ui Ni(x — j) = Ei(x) angenommen, sowie aus Satz I1.2.5. O

Bemerkung: Die Splinefunktion Ej(z + k/2) mit ganzzahligen Knoten heifit nach Schoenberg
Euler-Spline.

Der Beweis von (I1.1.47) ergibt sich nun direkt aus folgendem Lemma :

Lemma II1.1.3 Der Euler-Spline Ey(x) wechselt sein Vorzeichen zwischen je zwei Knoten ge-
nau einmal und nimmt seine Extrema genau an den Stellen x = v,v € Z an.

BeEwEIS: Wir berechnen zunéchst Ej(z) als Linearkombination der B-Splines Ni(z — j). Nach
(77) gilt fiir seine Koeffizienten b7 die Darstellung

b = A7 i =) = (C1 ) = () = o
und daher ;
Ex(z) =Y (1) Ny(z — j)/dy(r)

JEZ



Hieraus folgt die Symmetrie — Eigenschaft

Ep(—z) = Y (1) Np(—z — j)/dy(m)

jez
= > (=1 Np(z +4)/di(m) =Y (=1) Ni(x — §)/dy(7) = Ep()
jez jez

Dies bedeutet, dal Ej(z) eine gerade Funktion ist und somit Ej(x) eine ungerade Funktion,
speziell folgt Ej (x) = 0. Die Ableitung erfiillt aber nach (II.1.7)

Ep(x) = Y (=1Y[Nok-1(w —j +k/2) = Nop-r(z — j — 1+ k/2)|/d(m)
JEZ
= 23 (1) N(—2 — j + 1/2)/di(m) = 2B 1 (z + 1/2) (IL.1.48)
JEZ

Zusammen mit dem Vorigen folgt hieraus, dafl Ej_1(1/2) = 0 ist und somit auf Grund der
Funktionalgleichung (11.2.19)

En1(v+1/2) = (-1)"Ep1(1/2) =0, veEZ.

fiir alle k = 3,4, ... Per Definition gilt auflerdem E(v) = (—1)".Nach (I1.1.48) sind dies Extrema
von E(x).

Wir sind fertig, wenn wir uns iiberlegen, dafi dadurch genau alle Nullstellen und Extrema be-
schrieben sind. Dies sieht man induktiv ein. Zunéchst gilt dies offensichtlich fiir den stiickweise
linearen Euler-Spline Es(z) mit den Extrema an den Knoten x = v,v € Z und Nullstellen
x = v+ 1/2,v € Z. Dann betrachtet man fiir ¥ = 3 die Gleichung (II.1.48) und schLiefit
daraus, da§ Es3(x) Extrema genau an den Stellen z = v,v € Z hat und daher Nullstellen nur
bei x = v+ 1/2,v € Z. Mit diesem Argument weitergehend fiir & = 4,5,--- erhdlt man die
Behauptung. O



II.2 Cardinal-Spline-Interpolation

I1.2.1  Losbarkeit und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt betrachten wir folgendes Interpolationsproblem:
Gegeben sei eine Datenfolge {Ji}{ezy und ein a € [0,1). Bestimme ein s € Sy mit der Interpo-
lationseigenschaft

s(l+a)=f(), l e Z (I1.2.1)

bzw. eine Koeffizientenfolge {a;};cz,, so dafl das lineare Gleichungssystem

Z ajN07k(l + « —j) =fi,leX (11.2.2)

JEZ
erfiillt ist. Fiithren wir mit a := {a;}{;jez} den Operator Cy

Ck@ Looa— Ck@a : (Ck@a)l:: Z ajN(),k(l +a— j) (11.2.3)
JEZ
ein, so laft sich (I1.2.2) mit f := {f, }(,ezy als
Croa="f

schreiben und das Problem besteht offenbar darin, eine Aussage iiber die Inverse C,;(ll ZUu ma-
chen, d.h. ihre Existenz und explizite Form zu untersuchen.Im Folgenden nehmen wir dazu
immer k£ > 2 an, also mindestens stiickweise lineare Splines, um Trivialitdten zu vermeiden.

Bevor wir auf konkrete Losungsmethoden eingehen, sind einige allgemeine Betrachtungen ange-
bracht. Da Cy , linear ist, interessiert besonders der ,,Kern von Cy, ..

Definition II.2.1 Der Kern von Cy ist die Menge
Ker(Ck,a) = {a = {aj}{jez} . Ck,aa = 0} (11.2.4)

d.h. die Menge aller reellen Zahlenfolgen, die durch Cy , in Nullfolgen abgebildet werden. Eine
Splinefunktion s(x) = 3°; ajNox(z — j) aus Sy heifit Nullspline (2um Verschiebungsparameter
), wenn ihre Koeffizientenfolge {a;}(jemy in Ker(Cyq) liegt.

Damit konnen wir in dem folgenden Satz bereits einige Aussagen beziiglich der Losbarkeit des
Interpolationproblems treffen.

Satz I1.2.1 Zu jeder Folge {fy}{yeZ} gibt es immer eine Lisung des Gleichungssystems (11.2.2).
Je zwei Lisungen unterscheiden sich um einen Nullspline, bzw. ihre Differenz liegt in Ker(Cy, o).
FEs gilt dim Ker(Cy o) =k — 1 im Falle o > 0 und dim Ker(Cy o) = k — 2 im Falle o = 0.

Ist L ein linearer Raum von rellen Zahlenfolgen {a;}¢jeczy, der Ker(Cy o) nicht enthilt, so besitzt
Ch.a eine Inverse auf dem Bildraum Cy, (L) von L. Ist L auflerdem ein Banachraum und Cy q
eine beschrinkte Abbildung von L auf sich, d.h. die Norm von Cy, o definiert durch

Ck a
|Chall i= sup 1Cka?

FLENELAL LauLY 11.2.5
% la] (11.2.5)

ist beschrdinkt, so gilt dies auch fiir C,;i



BEWEIS: Da Ny i (v) =0 fiir 0 < v < k — 1 ist, kénnen wir (II.2.2) als ein lineares Differenzen-
gleichungssystem schreiben, dessen Matrix im Falle « > 0 auf k£ — 1 Diagonalen und im Falle
a = 0 auf k£ — 2 Diagonalen besetzt ist, genauer als

l
> aiNop(l+a—j)=fi, € X, falls  1>a>0
Jj=l—k+1

-1
Z ajNop(l+a—j)=fi, le XL, falls a=0
J=l—k+1

Solche Gleichungssysteme haben bekanntlich eine Losungsmannigfaltigkeit der Dimension & — 1
bzw. k — 2 . Wir rechnen dies explizit fiir a > 0 nach :
Zu beliebig vorgebener rechter Seite f = {f, }{,cz} wéhle man k — 1 beliebige Zahlen

A_k4+1y.--,0-1 (1126)

und 16se dann sukzessive fiir [ = 0,1, 2,... auf nach

l

j=l—k+1
und fiir [ = —k,—k — 1,... nach

l

1
_ = _ — Ng (1 — 7
a_ji1 Nor(a+ k1) [fl k+1 1%2 ajNoi(l + a J)]

Dann erfiillen die so berechneten a; das System (I1.2.2). Speziell fiir f; = 0, | € Z sehen wir,
daf} die a; in den Anfangsbedingungen (I1.2.6) einen k — 1 dimensionalen Raum aufspannen und
andererseits dann alle weiteren a; eindeutig festlegen. Dies zeigt dim Ker(Cy o)=Fk — 1. Da die
Differenz je zweier Losungen von (I1.2.2) offensichtlich einen Nullspline darstellt, ist eine Losung
in L eindeutig bestimmt, falls Ker(Cy, ) leeren Durchschnitt mit L hat. Die Abbildung Cy, o ist
dann bijektiv von L auf Cy o L.

Der Rest der Behauptung ist eine Folge des tiefliegenden ,, Open mapping Theorem* aus der
Funktionalanalysis, das besagt, dal jede lineare beschrankte Abbildung eines Banachraums auf
sich, die bijektiv ist, auch eine bschrinkte Inverse besitzt. O

Diese Aussagen werden wir nun erheblich verschirfen und prészisieren, ohne das ,, Open map-
ping Theorem“zu benutzen. Zur Behandlung dieser Fragen stehen verschiedene Methoden zur
Verfiigung. Z.B. treten Gleichungssysteme des Typs (I1.2.2) als Differenzengleichungen bei der
Diskretisierung gewohnlicher Differentialgleichungen auf, da dafi man hier entsprechend vor-
gehen konnte. Ein sehr wichtiger Aspekt ist, daB die Matrizen in (I1.2.2) auf den Diagonalen
konstante Werte haben. Solche Matrizen heiflen Toeplitz-Matrizen und werden z.B. ausfiihrlich
in Grenander-Szego ,, Toeplitz Forms and their Applications*(1958) behandelt.

In der Elektrotechnik sind zeitinvariante Input-Output Systeme durch Gleichungen des Typs
(I1.2.2) modelliert. Eine Standard-Losungsmethode ist die sogenannte z-Transformation , de-
ren formale Anwendung auf (I1.2.2) wir nun beschreiben. Unter der Annahme, dafl alle nachfol-
genden Operationen erlaubt sind, multiplizieren wir beide Seiten von (I1.2.2) mit z”, z komplex,



und summieren iiber alle v € Z:

S ofuzt =YY HaiNog(v+ o — ) (I1.2.7)

VEZ VEZ JEZ

und anschlieende Vertauschung der Summen mit Umindizierung ergibt

F(z2) := Z fuzt = Z 2" No (v + ) Z Za; = a(?) Z 2" No (v + @) (I1.2.8)

VEZ VEZ JEZL VEZ

wobei F(z),a(z) in offensichtlicher Weise die z-Transformation der Folgen bezeichnen. Sie heiflen
auch Symbole dieser Folgen {f, }{ ez}, {a;}{jez} - Die Funktion

k-1

Chalz) = Z 2"Nop(v +a) = Z 2" No k(v + ) (I1.2.9)
VEZ v=0

heifit Transfer-Funktion des Systems (I1.2.2) , das sich transformiert zu
F(2) = cra(2)a(z) (I1.2.10)

Diese Gleichung kénnen wir formal sofort nach a(z) auflésen, indem wir durch ¢ o(z) dividieren
und so die Funktion 1/¢j, o(2) als Transfer- Funktion des inversen Systems erhalten. Die Funktion
Ck,a(z) selbst ist nach (I1.2.9) auf Grund der Trégereigenschaften des B-Splines Ny (x) ein
Polynom k—1-ten Grades mit genau k—1 Nullstellen. Uber die Lage dieser Nullstellen werden wir
weiter unten noch detaillierte Aussagen machen, im Augenblick ist es nur wichtig festzuhalten,
daB ¢ o(2)"! auBerhalb dieser Nullstellen holomorph ist und daher eine Laurent- Entwicklung

1
= Wka (@) 2" (I1.2.11)
Ck,a(z) M;Z

in jedem Ringgebiet p; < |z| < p2 besitzt, das keine Nullstellen von ¢ o(z) enthalt.
Nun kénnen wir in derselben Weise wie oben der Gleichung
1

a(z) = - F(z)

das Gleichungssystem
a; =Y fuwkalj—v) (I1.2.12)
vEZ
zuordnen. Wenn wie angenommen alle Operationen erlaubt sind, mufl dies eine Losung von
(I1.2.2) liefern. Wenn dariiber hinaus diese Zuordnung eindeutig ist, gibt es genau eine Losung.

Unter welchen Voraussetzungen stellen nun die in (II.2.12) angebenen a; eine Losung im strengen
Sinne von (I1.2.2) dar ? Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir zunéchst das spezielle
Problem

Lyo(l+a)=00;:=f, € XL, (I1.2.13)

mit der Splinefunktion
o

Lia(@)= > a*(j)Nox(z — j)

j==o0



als Losung. Es heifit Ly, o (z) der Fundamental-Interpolant des Interpolationsproblems (I1.2.13).
Die z-Transformation ergibt dann wegen F*(z) =1

> 1

Y a*(h)d = : (11.2.14)

P Ck,a(2)

und daher a*(j) = wg o(j) durch Koeffizientenvergleich mit der Laurent- Entwicklung (I1.2.11).
Der Fundamental-Interpolant besitzt also die inverse Transfer-Funktion cj o(2)! als Symbol.
Damit 148t sich nun zeigen

Lemma I1.2.1 Es konvergiere die Laurent-Entwicklung (I1.2.11) in einem Ringgebiet p1 <
|z| < p2 der komplexen Zahlenebene mit p1 < 1,py > 1. Dann ist

o0

Lio(z) = Z Wk,a(J)Nok(xz — j) € Li(00,00) (I1.2.15)

j=—o00

Lésung des Interpolationsproblems (11.2.13). Sie fdllt exponentiell ab in dem Sinne, dafs
|Lio(z)| < K - pl*l mit einer Konstanten K und p := max (p1,1/pa) gilt.

Ist eine Folge{ f,}vemy derart vorgegeben, dafi die Reihe 3, cq fuwr,o(j—v) absolut konvergiert,
ist die in (11.2.12) angegebene Folge {a;} jezy Losung von (I11.2.2).

BEWEIS: Zunéchst folgt wegen der Konvergenz der Laurent- Entwicklung (I1.2.11) in dem an-
gebenen Kreisring sofort, dafl

wra() <C PP jen (I1.2.16)

mit p := max (p1,1/p2) gilt. Daher konvergiert auch die Reihe

[e.e]

> wkali)Nox(z — j)

j=—o0

absolut fiir alle z € (0o, 00).

Um die Interpolationseigenschaft (I1.2.13) nachzuweisen, multiplizieren wir ihren Wert fiir = =
I+ mit 2! und summieren iiber . Wenn |z| < 1 betrachtet wird, gilt wieder absolute Konvergenz
und es folgt

YA Nop(l+a—jwrali) = Y > 2 INop(l+a—j)wrall)

I€EZ  jJEZ IEZ jEZ

= Z ZjN()’k(j + Oé)/Ck,a(Z) = Ck,a(z)/ck,a(z) =1
JEZ

da auch die Vertauschung wegen der absoluten Konvergenz der verwendeten Reihen erlaubt ist.
Durch Koeffizientenvergleich sieht man dann, dafl

Y Nop(v = Hwkali) = du0
jez

gelten mufl. Ferner beweist man mit Hilfe von (II1.2.16) leicht, daf§ die in (II.2.15) definierte
Funktion Ly o(z) in Li(oc0,00) liegt und wie angegeben exponentiell abfillt (Ubungsaufgabe).
Also ist sie der gesuchte Fundamental- Interpolant.



Zum Beweis des zweiten Teils betrachte

s(x) =" ajNop(x —5) =Y. > fiwrali — v)Nog(z — j)

JEZ JELVET

mit den in (I1.2.12) angebenen Koeffizienten. Wegen der gemachten Voraussetzung an die Da-
tenfolge { f, }{,ez) ist diese Splinefunktion wohldefiniert und stetig. Ebenso ist die Vertauschung
der Summen erlaubt und es folgt weiter

sl+a) = Y > fowrali —v)Nor(l+a— )

JELVEZ
= > f > Nogl+a—p—vwra(p) =Y fubivo = fi-
VEZ WEZ VEZL
Damit ist das Lemma bewiesen. O

Nun behandeln wir die Frage der Eindeutigkeit. Nach Satz (I1.2.1) miissen wir dazu den Kern
Ker(Cy,o) untersuchen. Seine Struktur 1d8t sich besonders gut darstellen, wenn man spezielle
Losungen von (11.2.2) durch die Wahl a; = 27, z fest, betrachtet. Dies entspricht dem Ansatz

Gr,z(x) == Z ZjNO,k;(l“ ) (I1.2.17)

JEZ
als interpolierende Splinefunktion in (II.2.1). Man rechnet sofort nach, daf

Gr(v+a) =3 2TV Now(v—j+a)=2"Y 2/ Nop(j + @) = 2"cga(2) (I1.2.18)
jez jex

gilt. Die (komplexwertigen) Splinefunktionen ¢y, ,(x) interpolieren also die Werte f, = 2"¢cj o(2)
und erfiillen die Funktionalgleichung

Gr(r+jta)=2p.(x) JEXL (I1.2.19)
Nach Schoenberg fithren wir nun ein

Definition II.2.2 Die Splinefunktionen ¢y .(v) € Sy, die die Funktionalgleichung (11.2.19)
mit einer komplexen Zahl z erfiillen, heiffen exponentielle Euler-Splines zur Basis z .

Aus (I1.2.18) folgt ferner, daf die exponentiellen Euler- Splines zur Basis z durch ihre Koeffi-
zienten Eigenlosungen des Differenzengleichungssystems (11.2.2) zum Eigenwert ¢y, o(2) liefern.
Sie heiflen deshalb auch Eigensplines. Zur Untersuchung der Eindeutigkeit sind solche Eigen-
splines wichtig, die gleichzeitig Nullsplines sind. Dies sind nach (I1.2.18) diejenigen exponen-
tiellen Euler-Splines, deren Basis gerade eine Nullstelle von ¢ o(2) ist (dort bricht auch die
z-Transformationsmethode zusammen, weil die Laurent-Entwicklung (I1.2.11) divergiert ).

Lemma II.2.2 Es besitze cio(z) die paarweise verschiedenen Nullstellen ti,...,t,_1 (eine
Annahme, die wir im folgenden Abschnitt rechfertigen werden). Dann sind die zugehirigen ex-
ponentiellen Euler-Splines ¢y, (x),v =1,---k —1 Nullsplines, d.h. sie interpolieren die ” Null-
daten ” f; = 0 an den Stellen | + o, € Z, und liefern eine Basis fiir den Kern kerCy, der
Abbildung Cy, o



BeEWEIS: Es gilt ¢x(t,) =0, 1<wv <k — 1. Daraus folgt

Gra, (1 + ) =D Nop(l+a—j) =tL > thNor(j + @) = thepalty) =0
JEZ JEZ

d.h. ¢p4,(x) ist ein Nullspline. Wir zeigen, dafl die ¢y, linear unabhéngig sind. Ist ndmlich
0= 1b,¢ns, (2) fiir Koeffizienten b, und alle € (—o00, 0), so folgt

k—1 k—1
0="2 b, tJNox(z —j) = Noxlz—3) D but]
v=1 7 7 v=1
Da die Ny (- — j) linear unabhéngig sind (als verschobene B-Splines), folgt
k=1
0="> at], 0<j<k-—1
v=1

und daher b, =0, 1 < v <k — 1, weil die Determinante dieses Systems die Vandermonde-
Determinante ist. O

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir die Eindeutigkeit des Interpolationsproblems (I1.2.1) bzw.
(I1.2.2) untersuchen. Als Prizisierung und Verschirfung von Satz I1.2.1 ergibt sich

Satz I1.2.2 Es sei fiir v > 0 der lineare Folgenraum
Lyi={{aj}tjeny t lajl =o(V),j 0} (11.2.20)

definiert. Die Voraussetzungen des vorigen Lemmas seien erfillt und es gelte schirfer p; =
maz{|t,| : [t,] < 1} < 1 sowie py := min{|t,| : [t,| > 1} > 1, d.h. das Symbol cy, o (z) besitze
keine Nullstelle auf dem FEinheitskreis. Dann ist Cy, o, auf L injektiv , wobei v := min(p2,1/p1).
Ist ferner Cy, eine beschrinkte Abbildung von L. auf einen weiteren linearen normierten
vollstindigen Folgenraum L, so ist C,;i eine beschrinkte Abbildung von L auf L.

BEWEIS: Es gebe zu einer Folge {f, }{,ez) aus Cy (L) zwei Folgen {a§»1)}{jez} und {a§»2)}{jez},
die (I1.2.2) erfiillen. Dann gilt nach Lemma 11.2.2

k—1 k—1
s(z) = Z(agl) - a§~2))No,k(x —3) = crg(x) =D O ct])Nog(z — j)
J v=1 JEZL v=1

Aus dieser Darstellung folgt, dafl die Koeffizienten ¢,,1 < v < k—1 gleich null sein miissen bzw.

%1 = ozjz. Andernfalls wiirde Y-*~1 ¢, #J fiir j — —oco mindestens wie O(1/p;)V! anwachsen und fiir

j — oo mindestens wie O(pg)‘j |, da ja alle Nullstellen paarweise verschieden sein sollen. Damit
wiirde aber 045.1) — a§-2)
L.

Die zweite Aussage des Satzes ergibt sich wie in Satz I1.2.1 aus dem ,, Open mapping Theorem*.
O

mindestens wie O(’ym anwachsen im Widerspruch zur Voraussetzung an

Eine Variante ist

Korollar II.2.1 Ist das Symbol co(2) auf dem Einheitskreis {z € C : |z| = 1} frei von
Nullstellen, so besitzt das Gleichungssytem (I11.2.2) héchstens eine Losung im Folgenraum loo .



BEWEIS: Liegt eine Nullstelle der Form z = % von ¢y, 4(2) vor, so ist

sw(:p) = Z eiijo,k(l‘ —j)
JEZ

ein Nullspline. Der Ubergang zu Real- und Imaginirteil liefert die Existenz eines nichttrivialen
reellen Nullsplines, der offenbar im Folgenraum [l liegt. Dann kann aber das Gleichungssystem
(I1.2.2) keine eindeutige Losung in /o, besitzen.

Existieren keine Nullstellen von ¢y o(2) auf dem Einheitskreis, so gibt es auch einen Ring
p1 < |z| < p2, in dem keine Nullstellen von ¢y, o(2) existieren. Nach dem vorigen Korollar kann
dann I keinen nichttrivialen Nullspline enthalten und daher (I1.2.2) hochstens eine Losung im
Folgenraum [, besitzen . O

Der letzte Satz und sein Korollar zeigen, dafl die entscheidende Voraussetzung sowohl fiir die
Eindeutigkeit als auch fiir die Konstruktion einer Losung iiber den Fundamentalinterpolanten
diejenige ist, da8 der Einheitskreis frei von Nullstellen des Symbols ¢, (2) ist. Diese wird Be-
dingung im néchsten Unterabschnitt untersucht.

In Unterabschnitt 11.2.4 wird dann die Beschrinktheit der Normen von Abbildungen Cj und
C,;l, die den ”symmetrischen Fall ”"betreffen, genau untersucht und ihre Groéfle beziiglich spezi-
eller Normen bestimmt, wobei das ,, Open mapping Theorem“nicht benétigt wird.



11.2.2 Euler-Frobenius Polynome

In diesem Unterabschnitt untersuchen wir die Nullstellen des Symbols ¢, o (%) des Differenzen-
gleichungssystems (I1.2.2). Dazu fithren wir ein

Definition II.2.3 Die Euler-Frobenius Polynome vom Grad k zum Parameter o € [0,1])
sind fir « € [0,1) und k =0,1,... durch

Eio(z) = E! Z Nok1(j + )27 = Klegy1.a(2). (I1.2.21)
JEZL

definiert.

Die Euler-Frobenius Polynome Ej, o(z) sind also mit den Polynomen ¢y o(2) bis auf den kon-
stanten Faktor k! identisch und daher vom Grad k. Insbesondere gilt

Epa(z) =1 , Eio(z) =(1-a)z+a. (I1.2.22)

Bemerkung: Die Euler-Frobenius-Polynome sind von Schoenberg (1967) fir die Félle o = 1
und a = 1/2 eingefiihrt worden. Seine Motivation war, daf} er eine symmetrische Variante des
Systems (I1.2.2) betrachtete. Dazu fiihrte er die Splinerdume

S = span{ Ny (- — N}ien: (I1.2.23)
mit den symmetrischen B-Splines
Ni(w) == Nox(z + k/2)

aus Abscnitt IL1 ein. Es besteht also Sy, aus den Splinefunktionen der Ordnung & mit den Knoten
an den Stellen j + k/2, j € ZZ. Dann betrachtete er als Interpolationsproblem

sl+a)=f(1l), ,Je€Z ,sef
bzw. als Spezialfall von (I1.2.2) das ”symmetrische” Interpolationsproblem
Y biNy(l—j) =g, l€ X (11.2.24)
JEZ

mit der Koeffizientenfolge {b;};ezy als Losung zu den Daten {g;}{czy- Analog zu (I1.2.3) fiihrt
man auch einen Operator Cj mit dem Umkehroperator C,;l als Losungsoperator von (I11.2.24)
ein, der im néchsten Abschnitt noch genauer betrachtet wird. Wendet man die z-Transformation
an, so erhélt man analog zu (I1.2.10) die Gleichung

G(z) = cx(2)}b(2) (I1.2.25)

fiir die Symbole der Folgen {b;}(jczy und {gi} ez} - Die zu (11.2.9) analoge Transferfunktion
ist dann

cu(2) =Y Ni(j)7’ (11.2.26)
JEZ

Wir unterscheiden dann zwei Falle:



1. k =2k, d.h. k gerade. Dann gilt

k'—1 k—2
a(z)= > Nop(+E)27 =23 Nor(U4+1)2 = 27V By 0(2)/(k—1)! (I1.2.27)
j=—k'+1 =0

2. k =2k —1, d.h. k ist ungerade. Dann gilt

k-1 k—1

. 1 . 1 . o
c(z) = > Noxl ]+k’—*) I =gkt ZNo,k(JJrg)zj =2 B 10(2)/(k—1)L.
j=—k'+1 Jj=0
(I1.2.28)

Aus diesen Beziehungen sieht man, daf fiir das symmetrische Problem (I11.2.24) gerade die Werte

a =0 und a = 1/2 der Euler-Frobenius Polynome relevant sind.

Nach Schoenberg kann man fiir die Euler-Frobenius-Polynome weitere Darstellungen herleiten.
Zunichst beachte man, daf nach (II.1.6) fir k > 1

| ke
N i k+1 D k_j
Z 0k+1(J + )2 = Z Z (r—j+a)iz

JEZ jGZ

gilt. Es folgt

k+1
E _ s k+1 k+1 7’7‘ —1 k l r 11.2.29
ORI Sl U S (r—l+a)k (I1.2.29)
r=0 lIEZ

0o
— Z k+1 Z +Z] Z _ 1)k+1 Z(] _ a)kzj
j=1

JEZ
Davon ausgehend erhélt man bei formaler Rechnung

X Ep(z) tF o () —a)”
> e = DX e =3 S U

j=0 7j=1 k=0

bt 1—z e(1=)t(1 — 2)
— (=1 (G—a)t _ —at® — - (11.2.30
(2 ZZ z1—et/z z—el ( )

Diese Beziehung wurde schon von Euler entdeckt. Die Funktion M heifit die Erzeugende

der Euler-Frobenius Polynome weil die Koeffizienten ihrer Potenzrelhe gerade diese Polynome
sind. Wichtig ist im folgenden aber nur Formel (I1.2.30). Daraus kann man némlich eine Rekur-
sionsformel fiir diese ableiten:

Dividieren wir (I1.2.30) (1 + 2)**1, multiplizieren mit z und differenzieren beide Seiten nach z,
so ergibt sich

B (2 k+1)2E) (2 zE} 1 (2) s
G f’lgk)ﬂ - f : 1),5;2( Ly e = (1D - )t

=1

k+2

Multipliziert man diese Gleichung mit (1 — 2)""=, so erhilt man die Formel

—Ba(2)(1+k2) + 2(z = D) E} o(2) = ( = )" i A=)l —a)f = (I -]
=1



und somit die Rekursionsformel
Ery1a(2) = 2(1 = 2)E}, o (2) + (a+ (k + 1 — @) z) Ex(2) (I1.2.31)
Damit kann man beweisen

Lemma II.2.3 Firk > 2 sind die Nullstellen von Ej, o(z) sind alle einfach und negativ.

BEWEIS: Dies wird durch Induktion iiber k gezeigt. Der Induktionsanfang k& = 2 ist trivial nach
(I1.2.22). Gilt die Aussage fiir k, so seien die Nullstellen \; geschrieben als

A <,...< A1 <0.

Dann folgt aus (I1.2.31) sofort Ex11.4(X;) = Aj(1-X;) Ej, ,(A;). Nach Induktion muf (—l)jE,’cja()\j) <
0 gelten, da alle A; einfach und Ej ,(2) rechts von A; wiichst. Also muf gelten

(=1 Eri1 () >0, L... k.

Dies bedeutet, dal Ej1 o Nullstellen in (Xj11, A;) fiir K—1,...,1 besitzt. Wegen Ej1 o(A1) <0
und Ej11,4(0) = Nog+2(a) > 0 besitzt es noch eine weitere Nullstelle in (Aq,0). Ferner gilt sign
Eki1.0(—00) =(—1)¥, so daB noch in (—oo, A;) eine Nullstelle liegen muf. O

Im Falle des ,Laurent-Polynoms“ cy(z) modifiziert sich diese Aussage. Insbesondere schliesst
man aus der zweiten Identitdt in (I1.2.27), daf cx(2) fiir gerade k nur k — 2 Nullstellen besitzt,
wéhrend aus (11.2.28) folgt, dal £ — 1 Nullstellen im Falle ungerader k vorliegen. Nach (11.2.26)

gilt aber
Ny N i 1
ck(2) =D Np(j)z? = Nip(—j)2 = Ck(;)
Dies bedeutet also, dafl die Anzahl der Nullstellen von cg(z) immer gerade ist und daf sie
paarweise in der Form p;, i auftreten. Aus Lemma I1.2.3 folgt dann , daf} sie alle einfach sind
und dafl —1 < p; < 0 gelten muf. Die Félle p1; = —1 oder p; = 0 konnen daher nicht auftreten

und man erhalt

Lemma 1I1.2.4 FEs hat ci(z) k—1 Nullstellen fiir ungerade k und k—2 Nullstellen fiir gerade k
, die alle einfach und negativ sind , in Paaren i, i auftreten und in (0,1) liegen. Insbesondere

beitzt ci(z) keine Nullstellen auf dem Einheitskreis.

Mit Hilfe dieser beiden Lemmata koénnen wir nun konkrete Aussagen iiber die Losungen der zu
(I1.2.2) und (II.2.24) zugehorigen Interpolationsprobleme zu treffen.

Zunichst folgt fiir das symmetrische Problem (I1.2.24) direkt aus Lemma I1.2.4 und Satz 11.2.2

Satz 11.2.3 Das Interpolationsproblem (11.2.24) ist eindeutig losbar, wenn die Daten {gi}cmy
im Folgenraum ,,, liegen, wobei 1 € (0,1) die kleinste negative Nullstelle der Transferfunktion
c(2) ist. Der entsprechende Fundamentalspline

Li(z) = wiNi(z — j), Ly(j) = d0,,J € Z (11.2.32)

JEZ
besitzt das Symbol 1/cp(2) = Y iezzwi2’, das in dem Kreisring um py < |z| = 1 < 1/m
holomorph ist. Die Koeffizienten w} fallen exponentiell wie j ab wie O((Ju1])!) ab und die Lisung
von (I1.2.24) besitzt die Koeffizienten
bj = qwj

IEZ

der Entwicklung nach den B-Splines Ni(x — j).



Nach Lemma II.2.3 und Korollar I1.2.1 gilt weiter

Korollar I1.2.2 Das Problem (I1.2.2) hat genau dann eine eindeutige Lisung im Folgenraum
loo, wenn die negativen, einfachen Nullstellen von cyi1,4(2) nicht auf dem FEinheitskreis liegen,
d.h. « erfillt die Bedingung

Fi(a) == Epo(-1) #0 (I1.2.33)

Zur genaueren Untersuchung dieses Kriteriums beniitzen wir die Identitét

;Ek,a(z) = —k(z — 1)kt i(j —a)F 1 = k(1 — 2)Ep_1.0(2), (I1.2.34)
§=0

die durch Differentiation von Ej, o(z) nach « fiir k£ > 1 aus der Formel (I1.2.31) folgt.
Lemma II.2.5 Es gelten die Aussagen

1. Die Funktionen Fy(«) sind Polynome vom Grad k in o und rekursiv definiert durch Fy = 1,
Fl (o) = 2kFy_1 (), und Fy(0) + Fx(1) =0, k> 1.

2. Die Polynome F}, geniigen der Funktionalgleichung

Fi(1 —a) = (-1)*Fy(a), a €]0,1]

3. Es st (—1)* Fop_1(a) monoton fallend in [0,1] und Fyy,_1(3) = 0. Dagegen ist (—1)* Fyy ()
monoton wachsend auf {O, %] und monoton fallend auf [%, 1} und erfillt For(0) = For(1) =
0 sowie Fop(xz) >0, x € (0,1).

BEWEIS: Zu 1.: Formel (I1.2.34) liefert diese Aussage. Es ist insbesondere nach der Darstellung
(I1.2.30)

Fr(0) + Fr(1) = k| > Now(j —a)(=1)7 + Y Nop(j+1—a)(=1)7| =0
JEXL JEZ

Zu 2. : Die Aussage it trivialerweise fiir k = 1 giiltig. Man bilde dann ¢;1(t) := Fjq1(1 —t) —
(=1)7T1F;41(t) und per Induktion wissen wir, dafl ¢;(t) = 0 gilt. Differentiation liefert dann
Pipr(t) = =20+ 1)[F(1 —t) — (—1)7F;(t)] = —2(j+1)¢;(t) = 0. Falls j ungerade ist, sicht man
sofort, dafl weiter ¢;11(3) = 0 gilt. Falls j gerade ist, folgt nach ¢(0) = Fj—1(1) + Fj4+1(0) = 0
nach Aussage 1. Also muB ¢(t) = 0 sein.

Zu 3.: Die Behauptung gelte bis 2k — 1. Dann ist (—1)*F}, (t) = (—1)¥4kFy,_1(t) positiv fiir
t < %, negativ fiir ¢ > % nach Aussge 1. Dementsprechend ist (—1)¥F,; monoton wachsend auf
[0,2) und fallend fiir ¢t > 1. Ferner ist Fy;(1) = Fby,(0) = 0. Insbesondere ist (—1)FFyy(t) > 0
auf (0,1).
Gilt dies nun, so schlieBe weiter daraus (—1)*™Fj, _(t) < 0in (0,1), d.h. (—1)F Fy i (t) ist
monoton fallend in [0, 1]. Aus 2. folgt zusétzlich Fpr11(1/2) = 0.

g

Zusammen erhalten wir nun in Ergénzung des vorigen Satzes fiir das allgemeinere Interpolati-
onsproblem (I1.2.2)



Satz 1II.2.4 Das Interpolationsproblem (I11.2.2) ist eindeutig lGsbar fir o € (0,1). Das Symbol
1/ck.a(2) des Fundamentalsplines Ly, o(x) ist in einem Kreisring um |z| = 1 holomorph und die
Koeffizienten wy o(j) fallen exponentiell in j ab wie O(vl4]) fiir |j| — oo.

Unter den Vorausetzungen dieses Satzes kann man die eindeutige Losbarkeit auch fiir allgemei-
nere Daten {f;}jcz) zeigen. Die Losung ist dann immer durch die Formel (I1.2.12) mit dem
Fundamentalspline gegeben.

Bemerkung Die Polynome Fj(«) heiflen Euler-Polynome, was iiber den Zusammenhang mit
den Euler-Frobenius Polnomen nochmals die letztere Namensgebung motiviert.

11.2.3 Periodische Cardinal-Interpolation

Gegeben seien N-periodische Daten {fj}{je%}7 d.h. fj+n = f;, die man mit Cardinal-Splines
der Periode N interpolieren mochte. Also betrachte den Raum

SN =[s€ Sy =Sk1:s(x+N)=s(z)]
Dazu kann man periodisierte B-Splines mit Periode N definieren:
oo
Py(z) == Y Nox(z +jN) (11.2.35)
j=—o00
Gesucht ist ein N-periodischer Fundamentalspline

N=1

LY (z) ==Y 1) Pe(z — §) (11.2.36)
=0

wobei die Koeffizienten lj.v derart zu bestimmen sind, da8 fiir o € [0, 1)
LY (j+a) = &) (I1.2.37)
gilt. Dabei ist 5(])\;- erklart durch

N {1 fir j = 0mod N

05" =0 fir j = 1mod N

Beachte zunichst, dafl die Px(x) ebenfalls Euler-Frobenius Polynome liefern, die dann auf dem
Einheitskreis definiert sind. Mit v = 27v/N gilt

N-1 N-1
> Pole+me ™ = 373 Nog(x +p+ jN)e )
pn=0 n=0 jE€Z
= Y Noglz+p)e ™ = (k—1)!Ep_1q(e™™)
HEZ

Wie bei der biinfiniten Cardinal Interpolation beniitze die z-Transformation

N-1 N=1N-1 ) )
1 = Z LY (v+a)z” = Z Z I6N;2' P(v — j 4+ a)2" ™
v=0 v=0 j5=0



Zusammen gilt dann fiir die l;-v die folgende Gleichung

N-1 1
Nz = 11.2.
jz:%) J v (k - 1)!Ek—1,a(zu) ( 38)

[

_ 6—127ru/N’ v =0,

mit z, = e~ ., N — 1. Dies ist kein unendliches Gleichungssystem meh ,
sondern nur von der Grole N x N. Man kann es mit der diskreten Fouriertransformation losen
bzw. invertieren, d.h. man beniitzt die diskrete Orthogonalitét

— Z 20275, (11.2.39)
Multipliziert man (II.2.38) mit z,", summiert {iber v und dividiert durch N, so erhélt man
N-1 2wvr /N

1 1 !

— =1 11.2.40

W (0 5 Ae) 2.0
Bemerkung: Diese Operation kann man auch numerisch giinstig durchfiihren (diskrete schnelle
Fouriertransformation)

Man kan auch den periodischen B-Spline mit diskreter Fourier-Transfomation in gleicher Weise
ausdriicken. Es war nédmlich

N—
Z (x+5)z) = (k— 1) Ex_1.0(2)
7=0

so daf3
1 N-1
Py(x + T)N <(l<: —1)! Z eszr/NEkl,a(zl,))

v=0
Man beachte, dafl die Variable x nun der Parameter des verallgemeinerten Euler-Frobenius
Polynoms ist. Damit folgt

N N-1 1 N-1 j
Ly (x) = e Z ZZM Er12(24)

eine Formel, aus der man nochmals die Interplationseigenschaft abliest. Die Losung des allge-
meinen Interpolationsproblems folgt daher als

N—
s(fij+a)=fj (modN) = Z (x — ) (I1.2.41)

Bis jetzt habem wir nur formal gerechnet. Um diese Formel streng zu rechtfertigen, ist es hinrei-
chend und notwendig, die Losbarkeit des N x N Gleichungssystems in (I1.2.38) zu fordern bzw.
eine hinreichende und zugleich notwendige Bedingung dafiir zu finden. Eine solche ist

Epa(z) #0 firv=0,...,N -1 (11.2.42)



Ganz offenbar ist dies notwendig, da sonst die rechte Seite in (I1.2.38) nicht definiert und die
Hinlénglichkeit ist gerade mit der diskreten Orthogonalitét in (I1.2.39) gezeigt worden.

Es bleibt also zu tiberlegen, wann (I1.2.42) gilt. Hier hilft die iiber die Ej_1 (%) bewiesene
Tatsache, da8 die einzige Nullstelle von Ej_; o(2) auf dem Einheitskreis nur der Wert z = —1
ist. Es gilt also (I1.2.42) genau dann, wenn

e PVIN £ ] = 7T (I1.2.43)
Damit erhilt man das

Korollar 11.2.3 Periodische Splineinterpolation an den Stitzstellen j+«, 0 < j < N — 1 ist
eindeutig losbar genau dann, wenn eine der folgenden drei Bedingungen erfillt ist:

1. N ist ungerade
2. N ist gerade, k ist gerade und o # 1
3. N ist gerade, k ist ungerade und o # %

Man kann den periodischen Fall auch einfach auf den biinfiniten Fall zuriickfithren, ndmlich fiir
periodische Daten der Form f,;n = f,, 0 <v < N —1 bilde

o
Z ijk,a(x - ])
j=—00
mit dem Fundamentalspline Lj , wie oben. Dann folgt
0o N—1 -1 oo
= > > fieinLpalz —1—jN) = fi > Lia(z—1-jN)

j=—o00 (=0 =0 j=—00

Wegen der Eindeutigkeit des Fundamentalinterpolanten (im periodischen Fall) gilt dann

LkN(fL‘) = Z Lkoc l'—jN Z Z Wka NOkZL'—Z—]N)
j=—00 j=—00i=—00
00 N—-1
= Z Wka (1) Pe(x — i) = Z Z WiV + jN)Pi(x —v)
1=—00 v=0 jEZ

d.h. es gilt in (I1.2.36) auch I = 3=,z wia(v + jN).



I1.2.4 Stabilitidt der Cardinal Interpolation

Unser Ziel in diesem Unterabschnitt ist die Bestimmung der Norm des Umkehroperators C,;(IX auf
verschiedenen Folgenrdumen . In Satz 11.2.4 haben wir gesehen, daf3 dies nur moglich ist | wenn
0 < a < 1 oder a # 1/2 fiir den Verschiebungsparameter o im Interpolationsproblem (I11.2.2)
gilt, je nachdem ob k gerade oder ungerade ist. In den Ausnahmefillen o = 0, k ungerade,
und o = 1/2, k gerade mufl die Norm dieses Operators ”explodieren ”. Umgekehrt sollten
in den entgegengesetzten Fillen @ = 0,k gerade bzw. o = 1/2,k ungerade, also gerade im
symmetrischen Fall von (I1.2.24) die Verhiltnisse besonders giinstig sein. Diese Vermutung ist
korrekt, wie sich herausstellen wird.
Wir fithren nun wie bereits im vorigen Unterabschnitt bemerkt fiir Folgen a := {a;}{jez; den
Operator C;

Cy,: a—Cia: (Cra);:= > a;Ni(j) (11.2.44)

JEZ

ein. Dann 148t sich das symmetrische Interpolationsproblem (I1.2.24) durch (I1.2.25) mit zu-
gehorigem Symbol ¢ (z) beschreiben.
Dieses Polynom kann man nun noch genauer mittels der Nullstellen des Euler-Frobenius Poly-
noms beschreiben. Das ist der Inhalt von

Lemma 11.2.6 Mit m = {%J SELen —1, .-, —flm, i""’;%m die Nullstellen des Symbols
ck(z) bezeichnet. Dann hat dieses die Form
m -1
(L4 pyz) (L + piz—)
cx(z) = (I1.2.45)
jl;[l (14 p5)?
Die Funktion di,(©) := c;(e'®) ist gerade, positiv und 2 periodisch in © und fillt monoton von
© =0 bis © =7, wo der minimale Wert di(m) = [[j, ((llJm ))2 angenommen wird.

BEWEIS: Wegen 1 = ¢, (1) und

m
Z Nk (7 zJ =2z " Ni(m H z4+pi)(z+ —)
j=—m Jj=1 J
folgt
cx(2) o (z+ 1) +i)
Ck(z) = = 1
Ck(l) i 1+'uj)<1+/7j)

(U4 m2 DE+ ) (14 gz )z + 1)

T+pu)(+55) (14 1)
Daraus ergibt sich
ﬁ (Lt )Lt ™) Js(©)
e (14 p)? o (L4 )2

wobei f,,(0) = (1 + ue®)(1 + pe=) =1 + 2ucos © + 21% eine positive, gerade Funktion in ©
ist, und monoton fallend von f,,(0) = (1 + p)? bis f,(7) = (1 — p)* O

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist die Untersuchung des Umkehroperators C,;l mit Hilfe der
expliziten Umkehrformel (I1.2.12), wobei wir die in Lemma II.2.1 und der anschlieenden Be-
merkung gemachten Annahmen zur Existenz rechtfertigen miissen. Dazu fehlt noch eine Unter-
suchung des Verhaltens der Koeffizienten der Laurent-Entwicklung (I1.2.11).



Lemma II.2.7 Es sei i = maxi<j<m ft; der Zahlen p; aus Lemma I1.2.6. Dann konvergiert
die Laurent-Entwicklung (11.2.11) in dem Kreisring p < |z| < 1/u und fir die Koeffizienten
wi(7) gilt die Abschitzung

() < M), p<d<1 (I1.2.46)

Die wy(j) sind ferner symmetrisch um 0, d.h. wi(j) = wi(—J) und es gilt
(=1 wi(5) >0 (11.2.47)

BEWEIS: Da 1/¢k(z) in dem angegebenen Kreisring keine Pole hat, gilt (vergl. Hille: Analutic
Function Theory Vol. I, 1959)

k

S w() w (.)_1/ dt
K = 9r Jk, ettt

JEZ

wobei K, irgendein Kreis um 0 mit Radius r, u < r < 1/p ist. Hieraus ergibt sich (I1.2.46),
wenn wir in Abhéingigkeit des Vorzeichens von j den Radius r = §%9"() wihlen, wobei M () =

supe, 1/ |cx(t)] ist.
Die Eigenschaft der wg(j) = wi(—j) folgt aus der Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung.
SchlieBlich folgt aus dem Satz iiber die Eindeutigkeit der Fourierreihe, dafl

ez@ Z Oén

n=—oo

wobei nach (I1.2.11) gilt
1T
an = wp(n) = — / ¢~ /4, (0)dO
21 J_r
1 e
_ 1 / cos(n©) /dy(©)dO
m™Jo

da di(©) eine gerade Funktion ist. Daraus folgt

rup(n) = Z / lc0s(0)/dy(© /)] dO
cos(O) -

S YEI = > (-1,

j=1 o dp(©+ W) j=1
und somit die Behauptung, da dj(©) monoton fallen auf (0,7) somit die ; negativ und dem
Betrage noch steigend in j sind. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun das Hauptergebnis dieses Abschnittes formulieren.

Satz I1.2.5 Die Abbildung

a={a}pezy = Cra={>_ ajNp(v—j)}iez =f
JEZ
hat fir 1 <p < oo die Norm HCka = 1 als Operator von l, — l,, und eine beschrinkte Inverse
C; ! mit

Hc,;lup = dktﬂ') = ﬁ (H“j)g 1 € (0,1) (I1.2.48)

Die Kondition der Abbildung hat die Grife ||Cyl,, HC;lH = 1/dy (7).



Beweis: Nach Korollar I1.2.1 ist die Abbildung Cj, injektiv auf [,, denn das dort angegebene
1/p kann wegen ¢; = —py und t;4,, = ;—ll, 1 <m, als

1 1
= >1 (11.2.49)
o MAXI<i<m K

gewéhlt werden, wihrend Folgen aus [,, 1 < p < oo beschriankt sein miissen. Da weiterhin nach
(I1.2.46) fiir {f,}pemy € Ip folgt (esist 1/p+1/q=1)

Sfw(G—v)| < <Z|f,,|p> (3 Jwn()[ 3

VEZ VEZ VEZ

M) I, < o0

1-46

ist nach Lemma I1.2.1

aj:quwk(j_V>7j€Z

VEZ

Losung von Cra = f. Damit sie vom gewiinschten Typ ist, mufl noch a € [, gezeigt werden.
Dazu beachten wir, dal nach der Minkowski-Ungleichung

D 1aiP31/p < 37 ()Y 1£iF}1/p

JEZL veEZ JEZL

gilt. Dies liefert a € [, und
Hc,;lup <3 )] (I1.2.50)

d.h. bereits die Beschriinktheit von C; '. Es bleibt die Gleichheit (I1.2.48) zu zeigen. Zunichst
beachte, daff nach (11.2.47), (I1.2.9) und Lemma I1.2.6

Yo () — (L4 )’
EV: Jwr (V)] =D (=1)"wi(v) = 1) 1;[

v 17#])

Im Falle p = oo wihlen wir die spezielle Folge f; = (—1)" € le mit Losung {a}}(jezy =
C;l{f;}{jez} nach (II.2.12). Dann folgt weiter mit (I1.2.50)

HCI;1H > Hclzl{f;}{jeZ}Hm )

o |{ff Hjemylloo

d.h. Gleichheit mit der Norm wird fiir die Daten f; = (—1)" erreicht.
Im Falle p = 2 wenden wir den Satz von Riesz-Fischer an, nach welchem

> (1) wr(j —v)

VvEZ

Zm |>HC H . (IL.2.51)

o
Ho_lH = sup el = sup HZajel JHz
Foll2 elo Iflly  feln 122 f5€97]),

S £i€97 3w (v)et®”
-2 | 5o,
fels J 2
e F(@)d;l(@)fd@}v?
= sup - >
FeLy(—m,m) {ffﬂ_ |F(@)| d@}1/2




wobei F(0) = 3 f;e'®7 gesetzt wurde. Wihlt man eine Folge von speziellen F,, € Lo(—m, ),
z.B. Fo(t) = (t — 7+ 1), so schlieft man daraus

B e S Jwn(v)] (I1.2.52)

Die Ungleichungen (II.2.50)-(I1.2.52) zeigen die Identitdt (I1.2.48) schon fiir die drei Félle p =
1,2, 00. Die restlichen Fille erledigen wir mit dem Konvexititssatz von M.Riesz( vergl. Dunford-
Schwartz: Linear Oerators, Kap. VI.10), nach dem fiir Matrizennormen [|A|, fiir Operatoren
l A

P

l, gilt

- 1 1-X X
All, <IAIEAIR; == —2 422 0<A<1,1<p <p<oo
1ALl S HAPIAR: 5 ===+

Hiermit folgt

|ci! = [1/di(m))*
falls p, p2 aus den Zahlen 1,2, co gewéhlt werden und A € (0,1) dann so gewéhlt ist, daf p; ganz
[1, 00] iiberdeckt. Man verifiziert leicht, da8 dies erreicht wird durch die Félle

pr=o00, 0<A<1/2 = p=01-3/C-2=201-) €(1,2)

p=2
p=2 p2=1 0<A<1/2 = p1=2(1-X)/(1—-2)) € (2,00)

1-A 1 1 A
> |lei], /e
P1 p p2

Zum Abschlu8 bleibt noch die Kondition ||Cg||, - ||C,. ||, zu berechnen. Dazu bemerke

p
ICall,

2

v

ZZ la;? Ni(v — j){z Ni(v — j)}p/q
> lajP > Ni(w = ) = |lall}
J v

Z aj Ny (v — j)l/p+1/q
J

IN

IN

wobei die Holder-Ungleichung und )", Ni(x) = 1 beniitzt wurde. Um Gleichheit in dieser Un-
gleichungskette zu erhalten wihlt man als Folge a = 1, falls |j| < M und a} = 0 sonst. Es gilt
dann

[P
20 |2 1<m @ Nk (v — J)‘ o (@M —kp
[EY]4 - (M)
L&aBt man M — oo streben, so erhélt man [|Cy||, = 1 wie behauptet. ]

Die GroBe 1/dy () 18t sich noch etwas genauer angeben. Es war di(0) = 3, Ne®. Da die Fou-
riertransformierte Ny (v) = [sin(v/2)/(v/2)]* (vergl. IL1.21) fiir k > 2 in L;(—00, o0) ist, konnen
wir die Fourier-Umkehrtransformation anwenden (s.(II.1.23)) und erhalten (Vertauschung von
Integral und ) wegen gleichméBiger Konvergenz erlaubt)

1 oo o 1 T .
Np(j) = */ Ni(v)e'dv = — Z Ni(v + 27v)e™ dv
271 J—o0 2 veZ' T

- /7r [Z Nk(® + 27TV)] ¢©740e

T lveZ



Dies bedeutet, daB die Fourierkoeffizienten von dj,(©) und der Summe ¥,z Ni(0 + 27v) gleich
sind, so dafl wir nach dem Eindeutigkeitssatz iiber Fourierreihen die folgende Formel (Poissonsche
Summationsformel) erhalten:

d(©) = 3" Np(© +27v) = 3 [sinc (© + 27v)/2)]* (I1.2.53)
VEZ VEZ
und hieraus
1

nk
) = ( ) /Z (2n4+1)7* (11.2.54)

Die folgende Tabelle gibt einige konkrete Zahlen an, die zeigen dafl ” Cardinal Interpolation” fiir
nicht zu grofie Ordnung der B-Splines sehr gut konditioniert ist:

k_[1]2]3]4]5]6
Udy(m) 1] 1]2]3]48]75

Asymptotisch gilt 5 1 (2 ) dp(m) = 1, k — oo (denn >°2° (2n+1 < 3k + 7 (265? ).

1
1

Wir kénnen Satz I1.2.5 noch auf etwas allgemeinere Folgenrdume ausdehnen indem wir die
Eigenschaften von wg(v) und ¢x(z) noch weiter ausgeschopfen.

Satz 11.2.6 Es sei X ein Folgenraum von (komplexen) Zahlen {f, }{,czy mit einer stdrkeren
Norm ||-||x als die loo-Norm, d.h., es gilt |[{fu}llo < I{fo}llx fir {f.} € X. Weiter sei X
invariant gegentiber dem Shifts, d.h.

{foriy = E{fi} € X, wenn{f,}ezy € X

und dasselbe gelte fiir die Operation E~1. Es sei |E|| die Norm von E beziiglich X und es gelte
|EY|| < Kn"! fir ein0 < n < 1/u (vergl. (I1.2.49)) und K > 0. Dann sind Cy,, C;.' beschrinkt,
lineare Operatoren von X auf X und es gilt

ICkll < sup |[E7],
sl<k/2

lcit] < S @B < o0 (I1.2.55)

BeweErs: Wegen ||EY|| < 7!, < 1/a kann X keine Folge {fv}{vem) enthalten, die schneller
oder gleich schnell wie (1/a)", |v| — oo wichst. Nach Satz I1.2.2 ist dann Cy, injektiv. AuBerdem
ist Cy, bschriankt auf X, denn

HCkaHX = Z al/Nk(V - ) Z Q- Nk(ﬂ)
lv|<k/2 ¥ || <k /2 X
< Y N llaps- Iy < D2 Ne(wllE||llallx < sup [[E*|[la]
|ul<k/2 lnl<k/2 lul<k/2

Weiter gilt nach I1.2.46

(St

H{Z wi (=) fut-}
(Z jwe(v)] IIE”H> X} lx < o0

<Y k@) I for-Hix

IN



falls § > « so gewihlt wird, dal n < 1/6 gilt. Dann ist auch 1t. Voraussetzung die Folge
{aj}giemy = {2, we(j — V) fu}jez in I und nach Lemma I1.2.1 ist Cra = f bzw. a = C,'f.
Aus der letzten Abschitzung folgt dann die obige fiir C;l. O

Beispiele fiir die Folgenrdume X von Satz I1.2.6 sind die Rédume [,, 1 < p < oo, wo evidenter-
maflen ||E| = 1. Schoenberg betrachtete auch Folgenriume mit Wachstumverhalten :

X =looyr = {{au}{uez} : Z lay||lv]™" < oo}, >0
v#0

Dann gilt fiir die Norm

. ay4illv|™" 1\ "
HEJH — sup Eu;«é0| vt |_ Ssup(”/‘i‘]‘) <lj+1
O N [ i

d.h. sie wichst weniger stark als jedes exponentielles Wachstum < K7n” mit n > 1. Also bleibt
Satz 11.2.6 auch hier giiltig. Sogar exponentielles Wachstum eines Folgenraums X ist erlaubt,
wenn es nicht zu stark ist. Man verifiziert ndmlich sofort

X =1 = {{a, }pezy : [{a}|7 =: sup lay |~ < 00, > 1}

und ebenso die Bedingungen von Satz I1.2.6, falls n < 1/« ist.



II.3 Approximation mit Quasiinterpolanten

Um das Grundprinzip der Approximation mit Quasiinterpolanten zu erldutern, gehe aus von
einem LNR X und einem abgeschlossenen echten Unterraum S und betrachte beste Approxi-
mation

B(f; ) = B(f; S)i= mnE 1 ~ gl (13,50
Ist X ein Hilbertraum mit Norm || f|| = +/(f, f) mit (-,-) einem Skalarprodukt, und gilt

S = span{¢;}, {#;} linear unabhingig in X
(d.h. die ¢; bilden eine Schauder Basis fiir .S), so gilt bekanntlich

E(f;8) =Ilf = Psfllx  (f = Psf,¢1) =0V o

Insbesondere kann der Orthogonalprojektor Pgf aus dem Gramschen System

Psf =Y citi, _ci(¢j, ¢i) = (f, ) (I1.3.57)

fiir die Koeffizienten ¢; ermittelt werden. Wenn die ¢; eine ONB bilden, ist die Gramsche Matrix
die Identitét.
Es sei nun spezieller X einer der Rdume L, (R™), 1 < p < oo oder (im Falle p = c0) X = C(R™)
und es mdogen

Tof(x) = fle+a), acR™ (I1.3.58)
onf(x) == f(h-z), heR (I1.3.59)

die Operation der Translation und Dilation bezeichnen. Ferner sei S ein translationsinvarianter
Raum unter ganzzahliger Translation, d.h.

feX > fes VaeZm™

Noch spezieller gelte -
S = 5(¢) := span{tad}acz (11.3.60)

fiir ¢ € S, die Erzeugende von S heifit. (Beispiele sind die in Abschnitt II.1 eingefithrten Raume
von ganzzahligen Translaten von Splines).
Bezeichnen wir mit ¢, := 7_,¢ so geht das Gramsche System von oben iiber in

Psf = an¢a7 an(¢av¢ﬁ) = (fa ¢B) (11'3'61)

wegen (Pa, ¢g) = (Pa—35, @) ist die Matrix eine sogenannte Matrix mit Toeplitz-Struktur, was
von Vorteil fiir die theoretische und praktische Zwecke (eventl. Einsatz der diskreten schnellen
Fouriertransformation) ist. Entscheidend dafiir ist auch die Stabilitdt der Basis der {¢4}, d.h.
es soll gelten

HZCO@D&HP ~ H{Ca}{an}Hlp (I1.3.62)

wobei & eine Aquivalenz bis auf eine Konstante, die von den {c,} unabhingig ist, bedeutet. Dies
garantiert die gleichméfige Invertierbarkeit der Gramschen Matrix (¢q, ¢g)q gezm. Trotzdem
ist die Invertierung des Gramschen Systems ( mit einer abgeschnittenen Teilmatrix oder einer
aus einer endlichen Teilbasis) noch zu aufwendig. Daher die Idee der Quasinterpolanten, die



Projektionsoperatoren mit geringeren Anforderungen verwendet, die deren Konstruktion explizit
ermoglicht und trotzdem fast optimale Approximationsgiite besitzen (s. auch Abschnitt 1.4 {iber
univariate Splines). Dazu setze die Operatoren

Af = ZA Taf)ba, bzaw. (Af)(x Z)\ oz — @) (11.3.63)

Das Funktional X soll linear, lokal und stetig, d.h. es soll eine kompakte Menge K C IR™ geben
mit 0 € K (iiblicherweise K = Kreis um 0 mit festem Radius r), so daf gilt

A < I ¢ (I13.64)

(Allgemein konnen statt A(7,f) Funktionale A, f mit Mengen K, stat K genommen werden).
Bemerkung: Die Wahl A\, (f) := A(7..f) garantiert die Translationsinvarianz des Operators A,
d.h. A(r, f) = 7,Af, was sinnvoll fiir den translationsinvarianten Raum S ist. Es gilt {ibrigens
auch in (I1.3.57) Ps(7yf) = 7,Psf bzw. ¢, = cq— fiir die Koeffizienten.

Eine zweite wichtige Forderung betrifft die erzeugende Funktion ¢. Wir setzen in diesem Ab-
schnitt voraus, daf3

supp(¢) € J C R™, J = kompakt und 0 € J (I1.3.65)
gilt. In diesem Fall ist die Grofle
Cyp := sup Z |p(x —a)| = sup Z lp(x — )| (I1.3.66)
zeR™ acZ™ z€[0,1)™ aEL™

endlich. Es gilt némlich Cy < #0||$||oc, Wobei #¢ die Anzahl der v € Z™ ist, die in der Menge
0,1]" —J:={ueR":u=2—ymit z €[0,1]",y € J}

liegen. (Fiir Anwendungen auf ,, radial basis functions* kann die Voraussetzung (I1.3.65) fallen-
gelassen werden und stattdessen (I1.3.66) durch ein stérkeres Abklingverhalten ersetzt werden.)

Definition II.3.1 Quasiinterpolanten sind Operatoren der Form

a) Qu(fiz) = (01nQd)(f;2) feX, h>0 (I1.3.67)
b) (Qf;x) = Z M+ a)p(x — ) (I1.3.68)
acZ™

Hierbei ist X einer der Riume C(IR™) oder L, (R™), 1 < p < oco. Hierunter kénnen wir auch
die Fille X = C(Q) oder X = L,(Q2), wo Q ein Gebiet in R™ ist, packen, indem wir f geeignet
von Q auf R™ fortsetzen. (s. Bemerkung)

Satz I1.3.1 Unter obiger Voraussetzungen an X, o, \ gelte noch

Qg) =g, 9g€F (11.3.69)

d.h. der Operator Q reproduziere die Elemente eines Unterraums F = S = S(¢), der translati-
onsinvariant sei, d.h. épg € F fiir jedes g € F. Dann gilt fiir jedes kompakte Gebiet Q C R™
die Abschitzung

1QnS = fllp0 < [L+|INICs (vol 2)/P)dist(f; F)paynix—) (IL.3.70)

wobei vol Q das m-dimensinale Volumen von Q bezeichnet.



BEwEIS: Da F dilationsinvariant ist, folgt Qg = d1/,Q0rg = 91,009 = g, d-h. Q) hat ebenfalls
die Eigenschaft (I1.3.69). Gemé&8 dieser spalten wir auf

1QnSf = fllpo < IIf = 9l + 1@u(f = 9,0

Koénnen wir nun zeigen

1@n Il < INICovol 7111, nirc— (I13.71)

so folgt wegen Q C Q + h(K — J)

1QrS = Fllp0 < L+ IINICsh™ (vol YPLIIf = gl qinre—)

fiir jedes g € F' und somit (I1.3.71).
Wir beachten zum Beweis von (I1.3.71), daff noch (I1.3.64)

1010l = ([ [SZAG0(+))o(E - o)) /e

< Il / D G+ @)l (Sy — ) [Pd) PR
h y—aeJ
< W™PN|(vol AP sup (Y [o(z — @)]) sup [|f(A(- + a))llpx
yeh 10 o « y—J
< |[M(vol A=m)YPCy  sup || fllphathi
ach—1Q—J
= [IAI[(h" ol Q)YPC|| flp0rinix—)
O

Dieser Satz bringt eine lokale Fehlerabschiatzung. FEine globale Abschitzung folgt durch Absché-
tzungen fiir Gebiete Q C R™ ( C ist unabhéngig von diam(€2) und f)

dist(f; F)po < C(diam Q)% 3 HDﬁfH (I1.3.72)
18<k

wobei diam(§2) = sup,, ycq |x —y| ist (die Summe }° <, kann schirfer durch die Summe 375,
ersetzt werden). Dann wihlt man typischerweise Q = h(G+7) mit festem G (z.B. Einheitswiirfel)
und f € Z™ und erhélt

1Qnt = Fllpncsy) < CIL+IN[(wol GYPCH] >~ |IDP fllp i)
|8|=k

Durch Summation iiber j (der p-fachen Potenz) folgt dann

Korollar I1.3.1 Unter den Voraussetzungen von Satz I1.5.1 und der lokalen Fehlerabschdtzung
(11.3.72) gilt fir genigend glatte f auf R™

1Qnf — fll,gm < consth™ >~ [|DP fl|,mem (I1.3.73)
|Bl=k

wobei DB f wie iiblich die partiellen Ableitungen von f bezeichnen.



Der néchste Schritt besteht nun in der Herleitung von Bedingungen, die die Eigenschaft (11.3.69)
garantieren. Wir verwenden dazu den Zugang von Strang-Fix (1969,1973), der an einer #lteren
Arbeit von Schoenberg (1946) aufbaut und seither von vielen Autoren (z.B. Dahmen, Michelli,
Chui-Jetter-Ward, de Boer-deVore-Ron, Jetter-Zhou) verallgemeinert worden ist. Wir fithren
dazu die semidiskrete Faltung ein:

Definition I1.3.2 Fir eine beliebige Folge {ca}{aczm) S€i

(pxc)(x):= D cad(z—a) (I1.3.74)

aeZ™

die semidiskrete Faltung von ¢ und ¢. Speziell bezeichne f| die Folge {f(a)}aczm fir ein f €
C(R™).

Eine zentrale Rolle spielt nun der Operator Ty definiert auf C(IR™) durch

(Tof)(z) = Y fla)p(z —a) = (¢+ f|)(z) (IL.3.75)

a€eZ™

Lemma II.3.1 Der Operator Ty bildet C(IR™) auf S(¢) ab und kommutiert mit der Transla-
tion 73,3 € Z™. Weiter gilt fir alle f € S(¢) die Vertauschungsrelation

bxfl = fl* ¢ (I1.3.76)

Speziell gilt Ty(F) C F fir translationsinvariante Unterrdume F von S(¢).

BEWEIS: Die Summe in (I1.3.74) ist fiir jedes feste = endlich und daher wohldefiniert. Es gilt

(18T f)(z Zf :r—i—ﬁ—oz):Zf(a—i-B)(b(x—a):T¢(Tgf)(x), gexm

Jedes f € S(¢) hat die Darstellung

f(x) = (¢xcp)(x)

mit einer Folge {c/(8)}gezn = {gs}(sezmy fir ein g € C(R™). Fiir ein solches f folgt dann
(0= fD9z) = > (D ¢la—Pgs)d(z —a)
= igzz ¢z =B —7)o(y) = ; ¢(’y)[zﬂ: 959(x = B —7)]
= Z fle— = (f *9|) (=)

Nun ist T, f = ¢ * f| und f * ¢| eine endliche Summe von Translaten 7_, von f, so daf die
Translationinvarianz von F' C S(¢) liefert Ty, f € F fiir f € F, d.h. T,(F) C F. O

Bemerkung In diesem Beweis wurde benétigt, daf3 ¢ kompakten Tréger hat. Durch Modifika-
tion von S(¢), z.B. durch Einschrinkungen an die Koeffizienten von s(x) € S(¢) im Sinne von
{cat{aezmy € lLi(Z™) konnen auch allgemeinere ¢ € C(IR™) zugelassen werden.

Wir geben nun ein Kriterium fiir die gewiinschte Einbettung F' C S(¢) an. Dazu fordern wir die
Giiltigkeit der Vertauschungsrelation (I1.3.76) auch auf F', was dann stérker F' C Ty(F) ergibt.



Lemma II.3.2 FEs seicy := Y cqm ¢(a) # 0 und F ein endlich-dimensionaler, translations-
invarianter Unterraum in der Menge 11 aller Polynome.

a) Ist die Vertauschungsrelation (11.3.76) fiir alle f € F erfiillt, so bildet der Operator cgl — T}
die Menge F' in sich ab und reduziert dort den totalen Grad eines Elementes f € F.

b) Bildet der Operator cyI — Ty die Menge F in sich ab und ist dort grad-reduzierend, so ist Ty
injektiv auf F' und erfilt F C Ty(F).

BEWEIS: a) Aus dem Beweis von Lemma II.3.1 folgt bereits die Einbettung Ty (F) C F und
daher (cy — Ty)(F) C F. Die Vertauschungrelation (I1.3.76) fiir F' gibt fir p € F' dann

(Typ)(x) = (pxp)(x) = (p*o)(z)= ) plz—a)(a)

a€Z™

= > p@)la) + Y [ple—a) = p(x)]d(a) = cop(2) + g(@)
aCZ™ acZ™

wobei der Grad von ¢(z) kleiner als der von p(z) ist, denn dies ist der Fall fiir die Polynome
4a(@) = plz — @) — plx).
b) Die Injektivitiat von Ty auf F folgt durch Induktion nach dem Grad:
Gilt (Typ)(x) = x, so folgt p = cgl(cqsf — T4)p, so daBl p(x) einen reduzierten Grad hat. Daher
ist die Induktionshypothese fiir p(x) anwendbar und Typ = 0 impliziert p = 0. Die zweite
Aussage folgt ebenfalls induktiv nach dem Grad: Es gilt cyp(x) — (Ts)p(x) € T(F), weil ey — Ty
gradreduzierend ist und daher

p= C;1T¢p + c(;l(cqgl —Ty)p € Ty(F)

Wir kombinieren nun die obigen Aussagen zu einem Aquivalenzsatz:

Satz I1.3.2 Es scine F ein linearer, endlich-dimensionaler und translationsinvarianter Unter-
raum von II und ¢ eine Funktion aus Co(IR™) derart, daf cy = Y eqm ¢(a) = 1 ist. Dann sind
dquivalent:

1. Es gibt eine Operator vom Typ (11.3.68), der auf F' exakt ist

2. Es gilt F = Ty(F) C S(¢)

3. Es gilt auf F die Vertauschungsrelation (11.3.76)

4. Der Operator I — Ty bildet F' auf sich ab und ist dort grad-reduzierend
5

. Der Operator Ty, ist injektiv auf F und erfillt FF C Ty(F).

BEWEIS: Der Beweis besteht aus einem Ringschlufl. Die Richtung 1) == 2) ist trivial und
die Richtungen 2) = 3),3) = 4),4) = 5) folgen direkt aus Lemma II.3.1,
Lemma I1.3.2. Der letzte Schlufl 5) == 1) ergibt sich aus dem nachfolgenden Lemma, daf}
eine Konstruktionsmoglichkeit fiir einen Quasiinterpolanten Q angibt. O

Lemma II.3.3 Sei F' C II ein translationsinvarianter Unterraum von C(IR™) derart, dafi Ty
aus (11.8.75) eine injektive Abbildung auf F ist mit F© C Ty(F). Ist dann eine Rechtsinverse
T~ von T auf einem Unterraum Fy C F definiert, so ist der folgende Operator exakt auf Fy:

Qr(fiz) =) (I f)la)o(z - a) (IL3.77)

o



FEine spezielle Rechtsinverse von T auf Fy := F N1, (Il ist die Menge der Polynome vom
totalen Grad r) ist

(Arf)(@) =Y (I = Tp) f(x) (IL.3.78)

Jj=0

mit entsprechenden Quasiinterpolanten der Form (I1.3.68) gegeben durch

Qr(fiz) = Y (Arf)la)d(e — a) (IL.3.79)

a€eZ™

BewEIS: Bilde ¢o = T !p, so daf8 Tyq2 = T¢,T’1p = p. Es folgt
Z 2()¢(z — o) = (Thg2)(x) = p(x)

Die zweite Aussage folgt aus

TA, = A+ (Ty— DA =D (I =Ty
§=0
= I—(I-Ty" !

und der Tatsache, da (I —T})" ! = 0 auf II, ist, da (I —T}) grad-reduzierend ist. O

Wir zeigen noch, dafi das Funktional A, die entscheidende Voraussetzung (II.3.64) im Falle
p = oo erfiillt. Dazu schétzen wir nach (I1.3.65) und (I1.3.75) ab

(T )] < (Sup > 1oz~ a)l) sup ()] < Co [l fllooz-s

Z acZm™ ar—aE
mit Cy wie in (I1.3.66). Hieraus folgt fiir j = 1,2, ...

(I =TY FO) < (1 + Co) I llo,—j—s

so dafl nach der Definition von A,

Z 1 + C¢ HfHoo,—r—J

und somit

(A H)O)] < A+ Co) I flloo s U= —r— suppé.

Bemerkung:) Fiir 1 < p < oo ist A, nicht definiert, weil T}, dies nur fiir stetige f ist; es gibt
aber andere Moglichkeiten eine Rechtsinverse von T} zu finden. Ein spezieller Zugang ist z.B. in
Lo (IR™) moglich, wo noch allgemeinere ¢ zugelassen sind (de Boer-DeVore-Ron 1993)).

Ist F' in Lemma I1.3.3 noch invariant gegeniiber Dilationen, so folgt daraus mit Satz I1.3.1
H = 81/nQr6n fH (14 (1+ Cy)|dist(f; F)oormnirs1)s (IL.3.80)

Die Aussage iiber die Approximationkraft der Riume Sj(¢) entnimmt man dem



Korollar I1.3.2 Es sei ¢ wie in Lemma I1.3.3 gegeben und 11N S(¢) sei dilatationsinvariant
und endlich dimensional. dann gilt fir f € C(R™) und Q2 eine kompakte Teilmenge des R™

diSt(f; Sh(¢))oo,§2 < [1 + (1 + C¢)T+1] Slelg diSt(f; Irn S(¢))oo,y—(7”+1)hsupp¢ (11381)
Y

BeEwEIs: Weil IINS(¢) als endlich dimensional vorausgesetzt ist, gibt es ein r € IN mit IINS(¢) C
I, also gilt ITN S(¢) = 1. N S(¢) und & ,,Qr0nf € Si(¢). Nun wende die Ungleichung (11.3.2)
an. a

Es 148t sich hierin auch noch eine Abschitzung des lokalen Fehlers mittels (I1.3.72) wie in
Korollar I1.3.1 einbauen. Der Fortschritt gegeniiber diesem Korollar und Satz 11.3.1 ist der, daf3
sie nur noch Voraussetzungen an ¢ enthalten, da ein Quasiinterpolant mit den Voraussetzungen
(I1.3.65)- (I1.3.70) konstruiert worden ist. Um zu konkreten Aussagen zu kommen, ist fiir ein
gegebenes ¢ € Cp(IR"™) nur noch der Raum F = II N S(¢) zu bestimmen, und der lokale
Approximationfehler mit diesem F' abzuschéitzen. Zuvor wollen wir noch einen erginzenden
Weg zur Konstruktion von Quasiinterpolanten betrachten, der etwas konkreter nachpriifbare
Bedingungen dafiir liefert. Er beruht auf dem den erwdhnten Zugang von Strang-Fix, der an
entscheidender Stelle die Poisson- Summationsformel beniitzt.

Definition 11.3.3 Es sei P eine Teilmenge von Il und p(D) = >, a®*D® der zu einem Polynom
p(x) =Y qera®x® € P mit endlicher Indexmenge I C ZL™ definierte Differentialoperator. Dann

erfiillt eine stetige Funktion ¢ mit kompaktem Triger in R™ und {$(j)} € L (Z™) die Strang-Fix
Bedingung relativ zu P, falls fiir alle p € P gilt:

1. ¢(k) = dpo fiir k € Z™

2. (p(D)¢)(k) = 0 fir k € Z™\{0}

wobes

¢:= [ e @ g(x)dz,  H(D) = p(D/2mi)
Rm
gesetzt ist.

Fiir das Folgende benétigen wir auflerdem noch folgende Definitionen:

Definition 11.3.4 Eine Menge P C II heifit D-invariant, falls Dp € P fiir jede partielle
Ableitung DP gilt, wenn p ein Element aus P ist.

Satz I1.3.3 Es sei P ein linearer, endlich-dimensionaler und D-invarianter Teilraum von 11
und es sei ¢ € Co(R™) mit Cy =3, (1) = 1 gegeben. Dann sind dquivalent:

1. Es gelten die Strang-Fix Bedingungen relativ zu P
2. Es gilt auf P die Verauschungsrelation (I1.3.76), und Y ; p(l)¢p(x — 1) = >y p(x — 1)p(1)

3. fiir alle x,y € R™ gelten die Identititen

Y ba-=1 Y pa—Dé(z 1) =Y pl)é(-1). p P (11.3.82)

lez™ lezZ™ l



BEwEIS: 1) == 2): Wir wenden die Poisson-Summationsformel

Swt+) = > dk)e?™ ™ e R™ (I1.3.83)

lez™ kez™

an, die fiir ¢ € L1(R™) und {4 (k)}pezm € 1 (Z™) gilt. Fiir festes y € R™ wiihlen wir dann
Y(z) = ¢(y — z)p(x) fiir p € P. Die Fouriertransformierte von ¢ berechnet sich zu

V() = | oy —a)p(a)em ) da

Rm
_ e—27ri(y,v) gb(u)p(y o u)62ﬂ'i(u,v) du
Rm

—27i(y,v N —27i(y,v) = D -
= e 2TUp(yld + D/2mi)p(v) = e p(— ) (v)
wobei die bekannte Formel fiir Ableitungen der Fouriertransformirten auf p(u) = p(y — u)

angewendet wurde. Nun beniitzen wir die Taylorentwicklung, die fiir jedes p € II gilt (a! in
Multiindex-Schreibweise)
ply+1t)= ZyO‘DO‘ )/ ! (11.3.84)

( Beweis durch Verifikation fiir jedes spezielle Polynom mg(x) = 27 /B! fiir jedes 8 € Z™

(z+1) Z mamg—a(t) =>_ y*D*mg(t)/a! >
e
Wegen der vorausgesetzten D-Invarianz von P folgt D%p € P und so aus 2) aus Definition 11.3.3

G(k) = e TN Y 7 (y [al) ((Dp)(D/27i)$) (k) = 0, k € Z™\{0}

[e7

Nun ist die obige Poisson-Formel fiir ¢ = 0 anwendbar. Dies liefert fiir y € IR™ zusammen mit

(I1.3.84)

Yoooz—0pl) = > (1) =¥(0) (I1.3.85)

lez™ lez™

= p(z+ D/2ri)$(0) = > (Dply)/al)(2mi)~* D*$(0)

(%

Aus dieser Darstellung sieht man, daBl ¢ * p| ein Polynom in y ist. Es sein nun ¢(y) das
Polynom q(y) = Y jegm ¢()p(y — 1). Fir y = k € Z™ folgt sofort durch Umindizierung,
daB(¢ * p|)(k) = q(k) gilt. das Differenzenpolynom verschwindet dann auf dem Gitter Z™. Dar-
aus folgt die Vertauschungsrelation (I1.3.76) fiir p € P, d.h. die Aussage 2) gilt, falls gezeigt
wird:

verschwindet ein Polynom p in m Variablen auf Z™, so verschwindet es identisch.

Dazu sei angenommen, dafl p in jeder Variablen hochstens vom Grad < M und auf dem Gitter
{aeZ™; 1< a; <M fiir alle 1 <i < m} verschwinde. Betrachte nun die Entwicklung von p
in der m-ten Variablen nach Monomen, so sieht man mittels univariater Lagrange-Interpolation,
daf} alle Koeffizienten Polynome vom Grad < M in den restlichen Variablen sind, die auf dem
Gitter {a € Z™ 4 : 1 < o; < M fiir alle 1 < i < m} verschwinden. Durch Induktion folgt dann
die Behauptung.



Beweis 2) = 3): Gilt die Vertauschungsrelation (I1.3.76) fiir alle p € P, so folgt wegen
der D-Invarianz von P, daf} auch

ST oz —)D(l) = Y (Dp)(z — D¢(l), V2 € R™

lez™ lez™

fiir alle o« € Z™ 1 gelten muf. Fiir beliebige x,y € Z™ folgt dann mittels (I1.3.85)

Yoply+De(=0) = > > ((y—2)*/a)D(z —1)e(l)

lezZ™ lEZ™ acZ™
= Y ((y—=2)/a)) 3 ¢z —1)Dp(1)
acZ™ lez™

= > o= —Dply—x+1)
l

Mit der Wahl z = 0 ergibt sich die zweite Identitdt von 3).
Die erste Identitét folgt sofort, wenn wir zeigen kénnen, dafl p(x) = ¢ mit einer Konstanten ¢ #
in P enthalten sein muf}. Dann gilt ndmlich

S -l =ct Y o) =cp=1

lez™ lez™

Dafl p(x) =1 in P enthalten ist, siecht man so :

Sei p(x) =Y aihmimac’f -~ x'm koordinatenweise ausgeschrieben, x = (21, ..., 2y, ). Dann bildet
man die partiellen Ableitung der i}, = max 4,, in den Variablen z,, und erh’alt ein Polynom
p € P, dafl konstant beziiglich der Variablen x,, ist. Nun wendet man die gleiche Prozedur
sukzessive in den Variablen x,,_1,..., 21 an und erhélt schlieBlich ein konstantes Polynom # 0
in P.

Beweis 3) = 1): Die Funktion f*(x) := > ;cym p(l — 2)¢(x — ) ist die beziiglich Z™
periodisierte Form der Funktion f(z) = p(—z)é(z) € Li(R™). Die Fourierkoeffizienten f*(k)
von f* verschwinden fiir k£ # 0, da nach Voraussetzung 3) die Funktion f* konstant sein mu$.
Anwendung der Poisson-Summationsformel (I1.3.83)) liefert dann fiir die Fouriertransformation
F[f](k) =0, k # 0. Es gilt aber p(D/2mi)p(v) = F|[f](v) nach der schon bekannten Formel aus
Schritt 1) == 2), so daf} Teil 2) der Strang-Fix Bedingungen erfiillt ist.

Teil 1) folgt mit der Wahl p(—z) = 1 genauso aus der Bedinung };cqm ¢(x —1) = 1. O

Bemerkung: Ein endlich dimensionaler, translationsinvarianter Teilruam F' von II ist auch D-
invariant. Ist namlich p(x) € F, so ist auch 73,,p fiir jedes feste z € R™, h € R in F' und somit der
Differenzenquotient [1j,.p(x) — p(x)]/h = [p(x + hz) — p(x)]/h. Der Grenziibergang h — 0 zeigt,
daf3 jede Richtungsableitung Dzp wieder in F' liegt, dann F' ist endlich dimensionl. Wiederholte
Anwendung des Arguments zeigt die D—Invarianz von F. Damit ist jede der Bedingungen von
Satz I11.3.2 mit denen von Satz I1.3.1 dquivalent.

Nun diskutieren wir noch einige weitere Konstruktionsmoglichkeiten von Quasiinterpolanten
(eine Moglichkeit wurde bereits in Lemma 11.3.3 vorgestellt). Der Ansatz von Strang-Fix bzw.
Schoenberg fiir Q f ist

QN (@) = Y dx—DL(f;1), L(f;2) = Y agD’f(x) (I1.3.86)
! |Bl<r
ag = (2mi)""D7(1/$(0))/p!
Dazu ist zunéichst zu bemerken, daff die ag wegen $(0) = 1 und ¢ € Coo(R™) wohl definiert
sind. Dann beachten wir, daf der Operator L den Raum P wieder in sich abbildet, da D%p € P



wegen der D-Invarianz von P gilt. Daher ist die Formel (IL.3.85), die unter der Voraussezung
der Strang-Fix Bedingungen abgeleitet wurde, auf Lp anwendbar. Dies liefert

@p)(x) = > ((D*Lp)(z)/al) (2mi)~*D*$(0)

«

= 3 @) D$(0)/a! 3 agD*Pp(x)

o 1Bl<r

= Y @2ri) D) Y. DP(1/6(0)D%$(0)/alf!
Ivl<r at+f=y

= Y (@ri) D p(2)do /4! = pla)
[v|<r

wobei aufler p € P noch 7 € II, angenommen wurde. Damit erhalten wir

Korollar 11.3.3 Ist eine der Voraussetzungen von Satz I1.3.3 erfiillt, so liefert ein Ansatz der
Form (I1.3.86) derart, daf$ P C 11, fiir v gilt, einen Quasiinterpolanten, der auf P exakt ist.
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