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Vorwort

Dieses Skript basiert auf einer zweisemestrigen Vorlesung, die ich im Wintersemester 1995/96 und im
Sommersemester 1996 an der Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitéit gehalten habe.

Es wurde zum grofiten Teil unter Verwendung von fortex geschrieben. Ferner wurden Makros des
AmSLaTeX-Pakets und der Pakete XYpic von K.H. Rose, fancyhdr von P. van Oostrum, path von P.Taylor
und setspace von G.D. Greenwade beniitzt.

Was Sie hier lesen ist eine Zwischenversion. Wenn sie Anmerkungen zum Skript machen wollen, kénnen
Sie diese an meine E-Mail Adresse schicken.
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Kapitel 1

Einleitung

sectionEine kurze Geschichte der Wavelets

1.1.1 Die Zeit vor 1930

Es gibt in der Geschichte der Mathematik eine ganze Reihe von Urspriingen der Wavelet-Analysis
(s.[Meyer93]). Ein wichtiger Teil dieser Arbeiten ist in den dreifliger Jahren publiziert worden. Thre Er-
gebnisse waren damals allerdings noch nicht als Teile einer einheitlichen Theorie zu erkennen.

Schon lange vor 1930 wurde der fiir die Entwicklung der Wavelets wichtigste Zweig der Mathematik
durch Joseph Fourier (1807) mit seiner Theorie der Frequenzanalyse — die heute unter dem Namen
Fourieranalysis bekannt ist — begriindet. Er behauptete, dass jede 2n-periodische Funktion f(x) die Summe

ag + Z(ak cos(kz) + by, sin(kx))
k=1

ihrer Fourierreihe ist. Die Koeffizienten ag, a;x und b werden berechnet als

2m 27 2
w= [fa)dn, =7 [f@eoskeds, b= [ f@)sin(ta) .
™ s m
0 0 0

Fouriers Behauptung spielte eine wesentliche Rolle dafiir, wie sich die Vorstellungen der Mathematiker
iiber die Funktionen weiter entwickelten. Wihrend des ganzen 19. Jahrhunderts vertieften sie die Unter-
suchungen von Fourierreihen erheblich : Es wurden viele neue orthogonale Systeme entwickelt und der
Konvergenzbegriff verallgemeinert und vertieft. In letzterer Hinsicht ist vor allem K. Weierstra3 zu nen-
nen, der 1885 seinen beriithmten Approximationssatz bewies. Einen Einblick in die damals tibliche Praxis
der Reihen bietet das Buch von [Runge]. In ihm wird die Idee der Spline-Funktionen zur praktischen
Berechnung von Fourierreihen bereits vorweggenommen.

Ein weiterer bedeutender Beitrag ist die Arbeit [Whitt]. In ihr wird von E. T. Whittaker zum ersten
Mal der Begriff der “cardinal series”, d.h. der kardinalen Reihen verwendet. Diese regten I.J.Schoenberg
zu seinen Pionierarbeiten auf dem Gebiet der Splinetheorie an, die spéter zur Theorie der translations-
invarianten Réume fithrten. In [Whitt] ist auch bereits der spéter nach Shannon benannte Abtastsatz
bewiesen und dabei die Rolle der Sinc-Funktion herausgestellt. Die Translate dieser Funktion bilden ein
Orthonormalsystem. Dies ist eine Eigenschaft, die sie bereits zu einem Vorldufer der Wavelets macht.
Die ersten Wavelets im heutigen Sinne erschienen in einem Anhang der Dissertation von A. Haar (Gottin-
gen 1909, zitiert als [Haar]). Dort wurde zum ersten Mal das Prinzip der Skalierung zur Konstruktion
eines Orthonormalsystems verwendet. Eine charakteristische Eigenschaft des Haar-Wavelets ist, dafl es
kompakten Triger hat, dafl es also auflerhalb eines endlichen Intervalls verschwindet. Leider sind Haar-
Wavelets nicht stetig differenzierbar, was ihre Anwendbarkeit einschrinkt.

Durch die Arbeit [Haar] veridnderte sich jedoch der Blickwinkel von der Frequenzanalyse hin zur Skalen-
analyse. Dies bedeutet, dafl f(z) durch Funktionen untersucht wird, die in ihrer Grofle variieren und zwar



indem man von einer Funktion ausgeht, diese um einen gewissen Betrag verschiebt und ihre Skala dndert.
Linearkombinationen dieser Funktion werden dann zur Approximation eines Signals verwendet. Dieser
Vorgang kann wiederholt werden, indem von einer neuen Funktion ausgehend diese wieder verschoben
und skaliert wird und Linearkombinationen davon fiir eine neue Néherung benutzt werden. Es stellt
sich heraus, dass diese Art der Skalen-Analyse weniger empfindlich gegeniiber Rauschen ist, weil sie die
mittleren Fluktuationen des Signals auf verschiedenen Skalen beschreibt.

1.1.2 Die dreifliger Jahre

Das eben eingefiihrte Konzept der verschiedenskaligen Basisfunktionen ' stellt den Schliissel fiir die Ent-
wicklung der Wavelets dar. Diese Idee wurde in den dreifliger Jahren von mehreren Gruppen unabhéngig
voneinander wieder aufgegriffen.

Unter Benutzung von Haarschen Basisfunktionen untersuchte der Physiker Paul Levy die Brownsche
Bewegung mathematisch als ein zufélliges Signal. Er stellte fest, daf sie den Fourierschen Basisfunktionen
bei der Untersuchung kleiner komplizierter Details der Brownschen Bewegung iiberlegen waren.

Ein weiterer Forschungsbeitrag von Littlewood, Paley und Stein betraf die Berechnung der Energie einer
Funktion f(x):

27
p=3 [ 1@k

Sie ergab verschiedene Ergebnisse, je nach dem, ob die Energie um einige wenige Punkte konzentriert
war oder ob sie iiber ein grofleres Intervall verteilt war. Dieses Resultat war verwunderlich, weil es darauf
hinwies, daf} die Energie moglicherweise nicht erhalten bleiben konnte. Diese Mathematiker entdeckten
dann eine Funktion, die in der Grofle variieren kann und die aus dem Energiefunktional berechnete
Energie erhilt. IThre Arbeit lieferte David Marr in den frithen achziger Jahren die Grundlage fiir ein
effektives Verfahren in der numerischen Bildverarbeitung.

1.1.3 Die Zeit von 1960 bis 1980

Zwischen 1960 und 1980 untersuchten die Mathematiker Guido Weiss und Ronald R. Coifman die ein-
fachsten Elemente eines Funktionenraums, die sogenannten Atome, mit dem Ziel aus diesen Atomen alle
Elemente des Funktionenraums zu (re-)konstruieren. Im Jahr 1980 definierten Grossman und Morlet (ein
Physiker und ein Ingenieur) Wavelets im Rahmen der Quantenphysik. Sie fanden eine auf physikalischer
Intuition basierende Moglichkeit sich Wavelets vorzustellen.

1.1.4 Die Zeit nach 1980

Im Jahr 1985 wurde die Untersuchung der Wavelets durch eine Arbeit von Stephane Nallat iiber digitale
Signalverarbeitung weiter voran getrieben. Teilweise durch seine Ergebnisse angeregt konstruierte Yves
Meyer die ersten nicht-trivialen Wavelets. Anders als die Haar-Wavelets sind die Meyer-Wavelets stetig
differenzierbar, haben allerdings keinen kompakten Triger. Ebenfalls auf der Arbeit von Mallat aufbauend
konstruierte einige Jahre spéter Ingrid Daubechies die ersten orthonormalen Wavelet-Basisfunktionen mit
kompaktem Trager und beliebiger Glattheit, die heute einen Eckpfeiler der Wavelet-Anwendungen bilden.
Ausfiihrlichere Betrachtungen zur Geschichte der Wavelets findet der Leser in in dem Buch [Meyer93],
dem die obigen Ausfithrungen im Wesentlichen entnommen sind.

! Was sind verschiedenskalige Funktionen? Dies soll an dem Beispiel eines Signals mit konstantem Wert ¢ auf [0, 1]
erlautert werden. Es kann mit Hilfe der beiden Stufenfunktionen C?X[o,1 /2] und c}x[l /2,1] zerlegt werden. Anschliessend
kénnen wir es mit Hilfe der vier Stufenfunktionen ch[071/4], C%X[1/4,1/2]7 C3X[1/2,3/4] und c%x[3/4’1] zerlegen und so weiter.
All diese Zerlegungen (und damit naiirlich ihre Koeffizienten) reprisentieren das urspriingliche Signal mit einer bestimmten
Auflésung oder auf einer bestimmten Skala.



1.2 Literatur

1.2.1 Biicher

Wavelets. Von den folgenden Biichern seien [Chui92a] und [Daubechies92] besonders empfohlen, weil die
Teile der Vorlesung iiber Wavelets im Wesentlichen darauf aufbauen: [Meyer90a], [Meyer90b], [Chui92a],
[Daubechies92], [Louis94], [Kaiser94], [Wickerhauser], [Mallat98], [Bla98] . Als weitere Biicher mit Uber-
sichtscharakter sind [Chui92b], [Benedetto93] sowie [Jawerth94] als Ubersichtsartikel zu empfehlen. Uber
das verwandte Gebiet der Subdivision existiert das Buch [Cava9l].

Wavelet-Anwendungen. Algorithmen fiir Anwendungen im Sinne der Signal- oder Bildverarbeitung
findet man speziell in [Wickerhauser|. Dort liegt die Betonung auf dem Filter-Aspekt der Wavelets, ebenso
wie in [SN96]

Anwendungen der Wavelets zur numerischen Behandlung von Differentialgleichungen findet man in
[Benedetto93] und wesentlich ausfiihrlicher in [DKO97], [Dah97].

Splines. Aus der Fiille an Literatur zu Splines seien hier [Boor78], [Boor90], [Schoenberg73] und
[Schumaker81] empfohlen.

Signalverarbeitung. Standardbiicher sind [Marr], [Papoulis].
Anwendungen der Splines werden in [Achilles], [Krabs] beschrieben.

Biicher mit Programmcode. Zum Buch von Wickerhauser [Wickerhauser| gibt ist eine Diskette mit
C-Code erhiiltlich. Das Buch von Crandal [Crandal] enthilt C- und Mathematica-Code. Die bekannten
”Numerical Recipes ”in C [NRC] und in FORTRAN [NRC] enthalten jeweils einen kurzen Abschnitt iiber
Wavelets (jedoch nur in der zweiten Auflage ).

1.2.2 Zum Skript.

Dieses Skript hat einfithrenden Charakter und behandelt in erster Linie den mathematischen Aspekt
der angesprochenen Themen. Demgeméiss beginnt es mit einem Kapitel iiber Fourieranalysis und Appro-
ximation.Wer mit Fourieranalysis vertraut ist, kann hier die Abschnitte 2.1, 2.2 und 2.4 iiberschlagen.
Weniger bekannt und dargestellt diirfte das Material der Abschnitte 2.3 und 2.5 iiber die Approximation
mit bandbegrenzten Funktionen sein.

In Kapitel 3 sollte urspriinglich die Theorie der Splinefunktionen umfassender dargestellt sein. So fehlt die
Theorie der Box-Splines, die als multivariate Weiterentwicklung der Splines mit uniformen Knoten in den
vorliegenden Rahmen passt. Der Leser sei auf das Buch [BHR93] von de Boor - Hollig - Riemenschneider
verwiesen, wo diese Theorie kompetent dargestellt ist.

In der jetzigen Version ist Kapitel 3 um einen Abschnitt iiber die Strang— Fix— Theorie ergéinzt, die die
zentralen Ergebnisse {iber die Approximationsgiite der translationsinvarianten Rdume liefert.

In Kapitel 4 sind nur die Grundlagen der Wavelet -Theorie dargestellt. Es gibt eine Reihe von wichti-
gen weiterfithrende Aspekten wie z.B. biorthogonale Wavelets, multivariate Wavelets und Wavelets auf
kompakten Gebieten, die aus Zeitmangel nicht behandelt werden konnten. Hierzu sei auf die Biicher
[Chui92a], [CMP94],[Daubechies92],[Mallat98] verwiesen.

1.3 Weitere Informationen iiber Wavelets

Zur Ergénzung des Skripts sollen auch Quellen fiir anwendungsbezogene Informationen iiber Wavelets
angegeben werden. Diese Liste ist naturgeméf nicht besonders aktuell .

1.3.1 Einige WWW-Seiten

Es gibt mittlerweile Unmengen von WWW-Seiten die sich mit Wavelets beschiftigen. Es folgt nur ein
kleiner Auszug, mit einer der gingigen Suchmaschinen kann man weitere Seiten finden:
http://www.c3.lanl.gov/ brislawn gibt Informationen iiber die Fingerabdrucks-Kompression WSQ,
die vom FBI (Federal Bureau of Investigation, dem Bundeskriminalamt der Vereinigten Staaten von
Amerika) benutzt wird (Chris Brislawns).



http://www.cosy.sbg.ac.at/ uhl/wav.html (Abteilung fiir Mathematik der Universitidt Salzburg)
http://www.playfair.stanford.edu/ wavelab ‘WaveLab’ ist ein auf Matlab basierendes Software-
Paket.

http://www.mathsoft.com/wavelets.html (Literatur zu Theorie und Anwendungen der Wavelets).
http://www.amara.com/current/wavelet.html Sites iiber Wavelets von Amara Graps.

1.3.2 Den Wavelet Digest abonnieren

Im Wavelet Digest stehen Informationen iiber neueste Wavelet-Preprints , Software und Konferenzen iiber
Wavelets. Ausserdem erfihrt man von Fehlern in einigen Wavelet-Texten und kann Fragen {iber eigene
Probleme mit Wavelets stellen. Experten, die den Wavelet Digest ebenfalls lesen , kénnen vielleicht
Antworten geben.

Die Bestellung des Wavelet Digest ist kostenlos. Informationen iiber ihn bekommt man mit
http://www.wavelet.org

Preprints, Verzeichnisse und zuriickliegende Ausgaben des Wavelet Digest erhéilt man von einem der Ser-
ver. Man kann einmal FTP benutzen, die URL ist dann ftp://ftp.math.scarolina.edu/pub/wavelets.
Zum anderen kann man auch den Gopher-Server mit der URL gopher://gopher.math.scarolina.edu
benutzen. Schliefllich kann man auch die oben angegebene WWW-Addresse des Wavelet Digest nutzen.

1.3.3 Software zu Wavelets

In der Folge sind einige Anonymous-FTP-Adressen im Internet angegeben; Artikel finden sich dort iibli-
cherweise in Unterverzeichnissen, die /reports oder /papers heiflen.

Stanford University. WaveLab ist eine Wavelet Bibliothek fiir Matlab und ist bei den Statistikprofesso-
ren David Donoho und Iain Johnstone, den Studenten Jonathan Buckheti und Shaobing Chen (ebenfalls
Stanford) sowie Jeffrey Scargle vom NASA-Ames Research Center erhéltlich. (Fir Matlab-Kenner: Die
Software besteht aus etwa 600 Skripts, M-Dateien, MEX-Dateien, Datensétzen, automatisch ablaufenden
Demos und on-line Dokumentationen). Die URL lautet

ftp://playfair.stanford.edu/pub/wavelab

WavBox ist eine weitere Matlab-Wavelet-Toolbox die ebenfalls aus Stanford stammt. Informationen dazu
kann man ebenfalls via anonymous FTP erhalten. Die URL lautet
ftp://simplicity.stanford.edu/pub/taswell

IRISA. Das Institut de recherche en informatique et systémes aléatoires (kurz: IRISA) hat eine C-
Bibliothek, WaveLib genannt, mit Wavelet-Funktionen entwickelt. Sie erzeugt Wavelets und Filter, fiithrt
Wavelet-Transformationen von ein- und zweidimensionalen Signalen durch, berechnet die Entropie, un-
terstiitzt Schwellwertverfahren und so weiter. Weiterhin enthélt das Paket ein Interface zu Matlab um
die Zerlegung eines Signals in der Zeit-Frequenz-Ebene darzustellen sowie weitere niitzliche Wavelet-
Darstellungen. WaveLib wird in einem technischen Report beschrieben, den man mit anonymous FTP
erhalten kann. Die URL hierzu lautet ftp://ftp.irisa.fr/techreports/1994/PI-864.ps.Z

Rice University. Das Computational Mathematics Laboratory hat Wavelet-Software zugénglich ge-
macht, die man per anonymous FTP erhilt. Die URL lautet
ftp://cml.rice.edu/pub/software bzw. ftp://128.42.62.23/pub/software

Yale University. Das Mathematics Department der Yale University hat ebenfalls Wavelet-Software iiber
FTP zuginglich gemacht und zwar unter
ftp://pascal.math.yale.edu/pub/wavelets, alternativ auch ftp://128.36.23.1/pub/wavelets

University of Missouri. Einiges an Ausbildungssoftware zum Thema Wavelets kann man von der
University of Missouri erhalten, die URL lautet
ftp://pandemonium.physics.missouri.edu/pub/wavelets.



1.4 Einige mathematische Grundlagen.

In diesem Abschnitt werden einige grundlegende mathematische Satze aufgelistet. Dies geschieht einmal
um klarzustellen, welche Aussagen als bekannt vorausgesetzt werden, zum anderen um die Bedeutungen
der verwendeten Symbole zu definieren.

Mit LP(IR™), 1 < p < oo, seien im Folgenden die Rdume der auf R™ zur p-ten Potenz Lebesgue-
integrierbaren Funktionen bezeichnet. Jeder dieser Rdume ist ein Banachraum mit Norm || f]|,,, die wie

folgt definiert ist: fiir p < oo durch
1/p
1= ([ 1) (14, 10

und fiir p = oo als

f(@)]. (1.4. 1b)

Zur Erinnerung: Das wesentliche Suprenum ”wessup” einer Funktion f ist definiert als

| Flloo = wessup, e

wessup, e |f(x)] =inf {r € Ry : ds(r) =0},
wobei dy die fiir alle r > 0 durch
de(r) :={z e R: f(z) > 7} >0

definierte Verteilungsfunktion von f ist. &

Gelegentlich werden wir Lebesgue-Réume auch auf Teilgebieten des IR, z. B. im eindimensionalen Fall
(m = 1) auf Intervallen, betrachten und dies dann explizit in der Norm kennzeichnen. Das gleiche gilt,
wenn wir gelegentlich andere Mafle als das iibliche Lebesgue-Maf3 verwenden.

Ferner betrachten wir Rdume von stetigen Funktionen auf Gebieten 2 € IR™ und bezeichnen sie mit
C(€2). Die Menge aller stetigen Funktionen mit kompaktem Triger in ©Q wird mit Cy(£2) bezeichnet, die
Menge aller k-fach differenzierbaren Funktionen mit C*(Q) und die Menge aller Funktionen in C*(2) mit
kompaktem Triger als CF(€2), wobei auch k = oo zugelassen ist. Falls  kompakt ist, definieren wir die
Norm auf 2 wie {iblich als die Suprenumsnorm und bezeichnen sie mit ||. |00 -

Im Fall Q@ = IR"™ bezeichnen wir den Raum C(IR™) N Lo, aller gleichmiifig auf ganz IR™ beschrinkten
Funktionen mit CB(IR™).

Wichtige Ungleichungen fiir L,-Rédume sind die Hélder-Ungleichung

[ r@g@lde < 151, gl (14.2)
wobei an p und p’ die Bedingung
1 1
il == 1
p p

zu stellen ist, und die Minkowski- Ungleichung

|[ i@l

die gilt, wenn die rechte Seite endlich ist, ubd im Extremfall in die iibliche Dreiecksungleichung fiir
L,-Normen {iibergeht. Ein Spezialfall der Holder-Ungleichung ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir
p =p' = 2. Sie gilt allgemeiner fiir Skalarprodukte in einem Hilbert-Raum.

< /R |F (@, )y da, (1.4.3)

p

Wichtig ist ferner der Begriff der Faltung zweier Funktionen auf dem IR™.



Definition 1.4.1 Seien f und g zwei mefbare Funktionen. Dann ist ihre Faltung f+g punktweise definiert
als

(f*g9)(z) = X (x — uw)g(u) du. (1.4. 4)
Die Existenz dieses Integrals fast iiberall und der Beweis dafiir, dass f x g € LP(IR™) folgt im Fall
f€Li(R™) und g € LP(IR™) aus der verallgemeinerten Minkowskiungleichung. Ganz allgemein gilt die
Young-Ungleichung ([Stein71], Seite 178)

1S *gllg < [1f[lp lgllr (1.4.5)
wobei jetzt
11 1
B |
q9 p T

zu fordern ist.

Die Grundlage fiir den Beweis von (1.4. 3) und (1.4. 5) bildet der

Satz 1.4.1 (Fubini) Sei f(z,y) eine mefbare Funktion auf dem R™™ und wenigstens eines der drei
Integrale

L= /}R ()l dedy (1.4. 6a)

I :/ (/ f(x,y)|dm>dy (1.4. 6b)

n= [ ([ i) (1.4. 6c)
sei endlich. Dann gelten

f(-,y) € Li(IR™) fiir fast alle y € R™,
f(z,) € Ly(R™) fir fast alle z € R",
e fa,7) da € Li(R™),

- S FCy) dy € Li(R™) und
Lh=I5=1I.

~

SISO

Wichtige Sétze iiber die Vertauschung von Grenzwert und Integral, die im Folgenden immer wieder
benutzt werden, sind

Satz 1.4.2 (Lemma von Fatou) Sei (X, A,u) ein o— endlicher MafSraum und (fn)nen eine Folge
mefbarer Funktionen auf E € A mit sup,cx [ fn dp < co. Dann gilt

/ liminf f, dp < lim inf/ fndu.
E — JE

n— oo n
und

Satz 1.4.3 (Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz) . Sei (f,,)nen eine Folge in L*(IR™),
die punktweise gegen eine Abbildung f : R™ — K konvergiert. Weiterhin gebe es eine integrable Funktion
g € LY(IR™) mit |fn ()| < g() fiir alle x € R™, n € N. Dann ist f integrabel und lim,, o0 || fr — fllz1 =
0, insbesondere gilt

/ fdp= lim fndu.
m n—oo [pm



Schliefllich sei noch an den grundlegenden approximationstheoretischen

Satz 1.4.4 Der Raum der einfachen Funktionen in L,(Q) und der Raum Cy(?) sind dicht in allen
Réaumen L,(Q2), 1 <p < oo.

erinnert. Eine ausfiihrliche Darstellung der vorangegangenen Ergebnisse enthélt [Adams], der vorangegan-
gene Satz beispielsweise findet sich dort in Theorem 2.13 und Bemerkung 2.14. Beziiglich der klassischen
Ungleichungen sei auf [Hardy34] verwiesen.

Da wir im Weiteren Approximation vor allem in Hilbert-Rdumen betrachten werden, seien auch einige
grundlegende Tatsachen aus diesem Gebiet aufgelistet.

Satz 1.4.5 (Beste Approximation im Hilbert-Raum)

1. Sei X ein (komplexer) Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-,-) und M ein Unterraum von X . Existiert
zu f € X eine beste Approximation g* € M, d. h.

—g*|| = dist(f; M)x := inf ||f —
If = g7l = dist(f; M)x = inf [If —g],
so gilt notwendig
f—9"L M, dh (f-g"g)=0 Vg € M.

Es existiert hochstens ein solches Element g* € M .Ist M zusdtzlich abgeschlossen, so existiert genau
eine beste Approzimation g* zu f.

2. Ist M endlichdimensional mit M = span{¢;}?_; und linear unabhingigen ¢;, so existiert zu jedem
f € X immer genau eine beste Approximation ¢* mit

o = aio, D aldne) =(f.d), 1<i<n.
=1 i=1

Sind die {¢;}7_, orthonormiert, so gilt fiir den i-ten Fourierkoeffizienten a; = (f, ¢;).
3. Ist M oo-dimensional und {¢;}32, ein Orthonormalsystem, so sind folgende Aussagen dquivalent:

o Auf M gilt die Parseval-Identitit, d. h. fir alle f € M gilt

o

DI 0) P = 1%
i=1
o {¢;}2, ist ein Orthonormalsystem in M, d. h. fiir jedes f € M gilt
F= (f i)
i=1

o {$;}22, ist vollstindig bzw. total in M, d. h. aus (f,¢) = 0 fir alle $ € M und f € M folgt
f=0.

Der fiir das Folgende interessanteste Punkt ist Punkt 3), worin die Approximation mit unendlich-
dimensionalen Unterrdumen behandelt wird. Wir werden insbesondere sehen, dass ein solches M ein
echter abgeschlossener Unterraum von X sein kann.



Kapitel 2

Fourier-Analysis und Approximation

2.1 Approximation in Sobolev-Riumen

2.1.1 Approximation mit Faltungsintegralen

An den Anfang stellen wir ein fundamentales Hilfsmittel der Approximationstheorie, das schon von Wei-
erstraf} eingefiihrt wurde, nidmlich die Approximation von Funktionen durch Integraloperatoren mit ge-
eigneten Kernen. Allgemein haben solche Operatoren die Form

= /Rf(u)K(x,u) du, f e LP(R), (2.1. 1)

mit geeignetem Kern K (z, u). Hier betrachten wir die speziellere Form der Dirac-Folgen. Dazu definieren
wir zu gegebenem ¢(u) € L*(R) die Familie von Kernen

o o)

i) = [ fo=w) o5 du= (750,)@) (21.2)

und setzen

Im Fall gerader Kerne ¢, d. h. ¢(u) = ¢(—u), kann man f(x — u) durch f(x + u) ersetzen.

Satz 2.1.1 (Konvergenz von Diracfolgen) Sei f € LP(R), 6 > 0. Dann definiere

K(t) ==/ lp(w)ldu,  w(f;0), = sup |[f(z+h) — f(@)]]p; (2.1.3)
lu|>t [h|<o
Es heifit w(f;9), Stetigkeitsmodul erster Ordnung. Dann gelten
)
15) = (. et du) i, < loletsion, + 2051 (5 ) (2.1.4)
Falls [ ¢(u) du = o, dann folgt wegen limy o r(t) = 0, daf
})ig%l\fp(f)—afﬂp:()- (2.1.5)
BEwWEIS: Es gilt
L(f:7) - af(x /¢ f(z—vp)dv—af(a /¢ f(z —vp) — f(a)] dv (2.1.6)



10

Mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung, siehe (1.4. 3), ergibt sich

I —afly < [ 16@IIC= )= FOlldo
< /W/p 6@ £ —vp) — £l do + /|/ 16) £ — vp) — £ do
< /R |¢(v)IW(f;6)pdv+2HI%| T

Damit ist (2.1. 4) bewiesen.

Dann wéhle § so klein, dal w(f;J), < € und anschlieBend p so klein, daBl k(d/p) < e folgt. Dazu benétigt
man, dafl lims_,o w(f;d), = 0. Wire dies aber nicht der Fall, so giibe es ein festes ¢ > 0 und eine Folge
von hy, € R mit lim, o hy, = 0, so daB ||f(- + hn) — f(-)||, > € fiir alle n gelten wiirde. Nun gilt
limy, ol[f(z + hyn) — f(z)] = 0 in jedem Stetigkeitspunkt  von f und ferner, dafi f fast iiberall stetig
ist. Ferner gilt || f(- + hn) — f(-)|lp < 2| fllp, d. h. majorisierte Konvergenz nach Lebesgue ist moglich, so
daB limy, o0 | f(- + hpn) — f(-)||p = O gelten wiirde; Widerspruch. O

Bemerkung 2.1.1 FEin anderer Beweis fiir lims_.ow(f;9), = 0 verlduft iber die Approzimation von f
mit stetigen Funktionen f, mit kompaktem Triger; solche Funktionen existieren nach Satz (1.4.4). Dann
schitzt man ab:

1FC=h) = Ol
W(f§6)p

2f = fallp + a4+ 1) = fa()llp,

<
< 2||fn - fH;D +W(fna6) < 2e

wobei man zundchst fir || f — fullp < € sorgt und dann 6 (in Abhdngigkeit von fy) klein genug wdhlt.
Bemerkung 2.1.2 Die Ezxistenz der Stetigkeitspunkte fast tiberall ist fir 1 < p < oo nicht einfach
nachzuweisen. Es sei dazu auf [Stein71], Seite 12f, verwiesen. Fiir p = oo hingegen betrachtet man nicht
Lo (R™),sondern stattdessen CB(IR™) und diese Schwierigkeit entfillt.

Die Abschétzungen (2.1. 4) und (2.1. 5) kénnen fiir die Stetigkeitspunkte von f zu punktweisen Aussagen

verschirft werden (siehe oben). Damit ist die gleichméBige bzw. punktweise Konvergenz der I,,(f) ist fiir
stetige f leicht zu zeigen. Im Stetigkeitspunkt  mit |f(x —u) — f(z)| < e fiir |u| < § folgt ndmlich

L(f:2) — af()] < /| 8IS =) — @) e

+ [f(2)] |¢>(v)ldv+/ o) [f (2 + vp)| dv

0[>8/p o[>8/p

IN

[ lolavsif@in(5) + sw o) [ Irt)de

|
[v|>d/p R™

Falls nun zusétzlich noch lim|, |, [¢(u)| = 0, dann argumentiere zunéchst mit von e und 2 abhéngigem
0 und wihle anschliefend |p| so klein, daf}

£ (0)]r,(0) <ee, [fll <€ sup [p(v)].

[v[>d/p

Satz 2.1.2 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.1 gilt
lin 1,(/52) = af (@)

in jedem Stetigkeitspunkt x von f.



11

2.1.2 Fehlerordnung der Approximation

Man kann nun die Frage stellen , wie gut I,(f; ) fiir p — 0 die Funktion f(x) approximiert. Dazu dient
folgender Satz, der als grundsétzliche Idee die Einfithrung von Momenten des Kerns verwendet.

Satz 2.1.3 (Approximationsordnung) Sei ¢,(u) = p~"o(u/p) und I,(f;x) wie oben mit ¢p(u) €
LY(IR™). Weiter gelte die Momentenbedingung

o(u) du =1, /m u“P(u) du =0 (2.1.7)

R™

fir allea mit 0 < |o| = a1+ -+ ou, < r. Ferner sei das absolute Moment der Ordnung r+1 endlich,d.h.

o= [l o) du < . (2.1. 8)
Rm

Dann gilt fir f € C*(IR™) (und p > 0 klein) die Abschitzung

11,0 = Fllp < oo+ ) | 30 —2e0(79:p)
la|=r

BEWEIS: Zunéchst sei bemerkt, dal aus p,41 < oo auch fir 1 <1 <r
o= [l du < oo
RTYL
folgt, denn es gilt
< [ Jo@ldut [ Jul o) du < o + o (2.1.9)
lul<1 [u]>1
Weiterhin gilt [.. p~""¢(u/p) du = 1 und somit folgt

L(fix) = f(x) = | ¢p(w)[f(z —u) — f(z)]du

R™

Wende dann auf ®(t) := f(z —ut) — f(x), 0 <t < 1, die Taylor-Formel an. Die Kettenregel liefert (r > 1)

_ eV s
f(x—u)—f(az)—i)(l)—@(O)—; 0 +/0 (r_l)!i)()(s)ds

(a
= Zl( f Jrlz / "L (@ — u + su) ds
o< |al<r o|=r

(a)

= P.(z,u) + R(x,u).
Nach Voraussetzung gilt nun (die Integrale sind wohldefiniert im L;-Sinn)

0y (0) P, -y Y 2 cure(t) S =0

R 0<|a| <7 !

so daf3
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Mit (1.4. 3), der Minkowski-Ungleichung fiir Normen, folgt

I1o(f) = fllp < /Rm |9 ()| | R(., )|, du.

Die innere Norm schiitzen wir wieder mit der Minkowski-Ungleichung ab, wobei u fest, u® < max |u;|/*:

RCaly < v 5 ] [ O 4 o= 1) - 00 as

IIT

la|=r p
[ul” !
‘ / s"t Hf(a)(- + (s = 1u) — FOO ds
ol p
<r Z Mw(ﬂaw) s
g L .
Daraus folgt
|u|” ()
_ < el .
I15) =l < [ 16,60 > w( F:u) du
=" 3 L 16 (£ olo) ao
jal=r
Nun kann man allgemein
w(fsAh)p < (L4+X)w(f;h)p, (2.1. 10)
zeigen, denn
N
W(f; Ah) = sup |[f(x+u) = f@)ll, < sup ||> fx +u;) = f(z + o)
lu|<AR [ul<A i=1 P
< N sup [|f(v+h) = f(v)],
[v|<h
wobei uy = u, ug = 0 und die u;, i = 1,... , N — 1, Punkte mit Abstand h auf der Strecke zwischen z

und = + v mit |uy_1 — un| < h sind. Dann gilt (N — 1)h < Ah und daher (2.1. 10). Dies angewendet
(mit A = |v|p) ergibt

" 1 o r 0]
Io(F) = fllo <07 D aw(f( >;h)/R El <1+p >|¢( )| dv. (2.1. 11)
|ae]=r
Waéhle dann i = p und es folgt die Behauptung. O

Man kann (mit Taylor-Entwicklung fiir » = 1) leicht abschétzen, daf fiir f € C'(IR™) und df/0u; €
Lp(IR™)

1 m
w(f;0) = sup —/ Zuia flzx —u+su)ds
u<s|| Jo & i
=t P (2.1. 12)
0
< — <
>l [ st wrs] < m | s]
gilt. Damit ergibt sich wegen
1
(m+1)F =k > -
la|=k

aus dem obigem Satz das folgende
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Korollar 2.1.1 Fir f € C"**(IR™) und 0“f € L,(R™), |a| = r + 1, ist die Fehlerordnung der Appro-
zimation durch I, gleich r 41, genauer

115(5) = Sllp < "0 G + 1) ) sw [
! al=r+

Bemerkung 2.1.3 Im Fuall r = 0 erhdlt man als Restglied

— U; —f(x — u+ su)ds,
> J L )
und damit mit r =0 in (2.1. 11)

1o(f) = fllp < (181l + p1)w (S5 p)yp-

Aus Satz 2.1.1 hingegen wiirde man mit
w0 < [ Blippjan< 2
Ju|>t 3 t

12(£) = Fllp < I6llseo(F: 0), + 20 £l §

folgern konnen, und eine Abschitzung mit dem Stetigkeitsmodul nach (2.1. 12) nur fiir 6 = \/p erhalten.

2.1.3 Charakterisierung von Sobolev-Ridumen

Die vorangegangenen Fehler- Abschétzungen sind typisch fiir die Approximationstheorie und werden
noch mehrmals auftreten. Es soll nun Satz 2.2 von C*°(IR™) auf endlich oft differenzierbare Funktionen
ausgedehnt werden. Grob gesprochen wollen wir k-fach differenzierbare Funktionen in L,-Normen be-
trachten. Wiinschenswert ist die Vollstédndigkeit der so entstehenden Raume. Diese Eigenschaft definiert
die sogenannten Sobolev-Rdume.

Definition 2.1.1 (Sobolev-Riume) Die Sobolev-Riume WP = W"P(IR™) sind (fir r = 1,2,...
und 1 < p < o0) definiert als Vervollstindigung von C§°(IR™) im Sinne der Norm

17l = 32 |5

o<|a|<r

d. h. W™P ist die Menge aller Funktionen f aus L,, zu denen eine Folge f. in Cg°(IR™) existiert mit
limeo || f — fellp = 0, derart daf$ es zu jedem |a| < r eine Funktion D®f in L, gibt, fir die auch

lime_,q HD“f - fga)H =0 gilt. In Formeln bedeutet dies
P
wWnP = {f € L,(R)|(3 Folge f. in C3°(R™) AV|a| <r3Df € L) :
(s 1 = 71, =0 A i |19 f—fell,,:())}
Falls p = 0o, so setzen wir

Wroe .— f c CT(IRm . Hf(a)

0<|a|<r

<0
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Bemerkung 2.1.4 Den Funktionen D f, deren FExistenz in dieser Definition gefordert wird, kann ei-
ne anschauliche Deutung als sogenannte schwache partielle Ableitungen a-ter Ordnung von f gegeben
werden. Dazu fiithren wir diesen Ableitungsbegriff, der von fundamentaler Bedeutung fir die Analysis ist,
jetzt ein.

Definition 2.1.2 (Schwache Ableitung) Sei f € LP(IR™). Eine Funktion f, € LP(IR™) heifit schwa-
che (partielle) Ableitung von f, geschrieben fo = D f, falls fir alle ¢ € C§°(IR™)

/ (D f@)d(a)ydr = (1) | f(2)¢' (@) da. (2.1.13)

R™

Die Funktionen D®f existieren also nur in einem schwachen Sinne, ndmlich mit Hilfe von Glittungen
durch Integrale. Existiert eine partielle Ableitung f(® punktweise im iiblichen Sinne und ist stetig, so ist
(2.1. 13) natiirlich erfiillt; f (@) ist dann auch eine Ableitung im schwachen Sinne. In diesem Zusammen-
hang ist von entscheidender Bedeutung

Lemma 2.1.1 Eumistiert die schwache Ableitung D® f als Funktion in LP(IR™), so ist sie eindeutig be-
stimmt (in LP(IR™) ).

Wir beweisen dieses Lemma nicht, sondern bemerken nur, dafl diese Aussage offenbar gleichbedeutend
damit ist, dass 0 = [, g¢ fiir g € LP(IR™) und alle ¢ € C§°(IR™) impliziert, dafl g = 0 fast iiberall gilt.
Dafiir wird ein Beweis im allgemeineren Rahmen der Distributionentheorie gegeben (siehe Lemma 2.17
unten).

Die Funktionen D*f € LP(IR™), deren Existenz in der Definition des Sobolev-Raumes gefordert wird,
sind notwendigerweise schwache Ableitungen, denn fiir sie folgt mit partieller Integration

0l [ g = mn! [ e <t [ o= [ 0o,

d. h. (2.1. 13) ist erfiillt.Es gilt aber mehr: die Sobolev-Réume WP bestehen genau aus den Funktionen
bestehen, die schwache Ableitungen bis zur Ordnung 7 besitzen, d.h. die Sobolev-Réume sind dadurch
charakterisiert. Bevor wir dies beweisen, zeigen wir, dafl die angestrebte Ergénzung von Satz 2.1.3 auf
L,-Normen mittels der Sobolev-Réume gelingt.

Korollar 2.1.2 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.3 an den Kern ¢ gilt fir f € WP

1,(1) = flp < o+ i)’ 3 (D% Fip)y,

loe|=r

wobei die D*f schwache Ableitungen von f in LP(IR™) sind.

BeEwEIs: Mit der Folge {f.} aus der vorigen Definition gilt nach (2.1. 11) und (2.1. 9)

1157) = Fllo < WEaCF = £l + (50 = Fllp + 1 = 1l
< NBlnllf = Fllp + I, (£) = £llp + 152 = 1
< (1 +I0I)IS = Fllp + 1T, () = Foll
< (14 IS = felp + (e e) 30 w09 = Do f 4+ Do ;)

p
lal=r

< (et i) 3 (D F )y + 2ty + pra) 3 70 = Dl + (14 161 1 — el

|a|=r |a|=r
Die letzten beiden Terme streben fiir ¢ — 0 gegen 0 und damit folgt die Behauptung. O

Der Vorbereitung fiir den Charakterisierungssatz fiir Sobolev-Rdumen dient auch noch folgendes
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Lemma 2.1.2 Sei ¢(z) wie in Satz 2.1.3, aber zusitzlich gelte ¢ € C(IR™) und ¢¥) € LY(R™) fiir
|B| < r. Dann ist I,(f) € C*(IR™) und

tim || 1,1 — D7t

p—0

=0

p

fiir alle |8] <, falls f € W™P,
BeEweErs: Differentiation von I,(f;z) = [gm ¢p(z — u)f(u)du zeigt I,(f;x) € C®(Q), weil ¢(z) €

C>(IR™). Nun betrachtet man die Folge f. aus der Definition der Sobolev-Réume. Analog zum vor-
herigen Korollar fithrt man fiir || < r die Abschétzung

|ro(n® - D

I GRS ATAL

o IACACE L
p

+ |7~ Dy
p

(2.1. 14)

’
p

durch, wobei man I,(f.)® =1 p( (8 )), d. h. Vertauschbarkeit von Ableitung und Integral beachtet. Der

erste Term wird weiter abgeschétzt durch

[AGIRESAFAR

=l < 5
und

H(égmHl _ / el ‘(b(m(pu)‘ du — pm\/

¢(ﬁ)(v)‘ dv = plfl Hqﬁ(mHl.

m

Zur Abschitzung des mittleren Terms in 2.1. 14 benutzen wir die Taylor-Entwicklung

@ —u) = fP(z) = (2.1. 15)
)& )\ 1
Z %fﬁ(a-‘rﬁ) () + (r—14)) Z % /0 ST—|5|—1f6(o¢+B) (z — u+ s)ds.
0<|a|<r—|8| la|=r—|B]

Mit Satz 2.1.3 folgt dann
(8) _ (8) 1 (atp) L
Hlp(fe _fs )H S (,UJT—W\ +:uT—|,3H-1) Z jwl fe y
P o!
loe|=r—|B]
Aus dieser Fehlerabschitzung folgt speziell der zweite Teil der Aussage. O
Damit kann folgende Charakterisierung der Sobolev-Réume gegeben werden:
Satz 2.1.4 Fir 1 < p < oo besteht der Sobolev-Raum WP aus der Menge aller Funktionen f € LP(R),

fiir die fiir alle || < r die schwachen Ableitungen DP f in LP(IR™) existieren.

BEWEIS: Wie schon bemerkt sind die D? aus Definition 2.1.1 die schwachen Ableitungen aus Definiti-
on 2.1.2. Wenn umgekehrt letztere D f € LP(IR™), |B| < r existieren, so bilde man

) o= [ (500 = {1 / m ¢<“7 =7 duﬂ ®)

pm P

und setze voraus, dass ¢ € C°(IR"") mit supp ¢ C {x € R™ : |z| < 1}. Wegen

1(f:2) = \ [ orste = wp) o

<Cof Afa-wpldo=Cy[ |fwldu

vl<1 lu—z|<p
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folgt lim| o0 I,(f; ) = O fiir festes p, d. h. f, € Cg°(IR™). Wir zeigen, daf die Folge {f,} den Forde-
rungen aus der Definition der Sobolev-Raume geniigt. Dazu beachte

Lo @s= o [ nme® =0 [ oo - o6
~ [ o021 [ ste -0 ae]ao

-

= v ﬁ Tr — v X T v

= [ outw) [ 1@ = vpola) de]a

— [ s [ ot w@ N as= [ o 07sis) ds
LoD -

so daB wegen der Eindeutigkeit der schwachen Ableitung D?(1,(f)) = I, (D'Bf) = Ip(f)(ﬂ) gilt. Damit
erfiillt die Folge {f,} also die Voraussetzungen aus der Definition des Sobolev-Raumes in Bezug auf f,
d. h. f € WP was zu zeigen war. O

Korollar 2.1.3 Gilt fir f € W™, daf alle schwachen Ableitungen DP f,|8| = r veschwinden, so mufs
f fast iberall gleich einem Polynom vom totalen Grad r — 1 sein.

BEWEIS: Der vorige Beweis zeigt, daf§ in diesem Falle 0 = I,(D?f) = L(f)®) gilt. Bs ist I,(f) €
C*>(IR™), so daf man daraus in der iiblichen Weise schliefen kann, daf die I,(f) Polynome vom tota-
len Grad r sind. Die Menge dieser Polynome, restringiert auf eine beschrinkte Kugel im IR™, ist aber
abgeschlossen in jeder Norm, so dafl wegen Satz 2.1.1 die Behauptung folgt. O

Bemerkung 2.1.5 Sobolev-Riume werden iiblicherweise fiir beliebige Gebiete Q C IR™ definiert. Dies
geschieht genau wie in Definition 2.1.1, nur dafy R™ durch Q ersetzt wird. Man bezeichnet sie mit
WP (Q). Mit verfeinerten Argumenten kann man dann die Aussagen dieses Abschnitts auf diese Sobolev
- Riume erweitern, s. [Adams], Kapitel III.
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2.2 Grundlagen der Fourieranalysis

2.2.1 Fouriertransformation in L,

Die Fouriertransformation und die durch sie bereitgestellten Hilfsmittel sind von grundlegender Bedeu-
tung fiir diese Vorlesung. Wir stellen deshalb zuerst die grundlegenden Resultate vor und beschreiten
dabei den Weg, der in [Stein71] eingeschlagen wird, d. h. wir betrachten zuerst die L;-Theorie.

Definition 2.2.1 (Fourier-Tansformierte) Gegeben f € Li(IR™), so ist die Fourier-Transformierte
von f gegeben durch

Ffw) = fv):= / e f(x) du, (2.2. 1)
wobei T - v das Standard-Skalarprodukt des IR™ bedeutet.

Als erstes soll die Fourier-Transformierte der charakteristischen Funktion xj(x) eines Quaders I =
[—a1,a1] X -+ X [—am, ] berechnet werden, die im Folgenden eine wichtige Rolle spielen wird :

ai . Am i
)(AI('U) — / e_l'Ulwl dxl .. / e_“)'mwm dxm

—ai —Qam

|: e~ iT1v1 :| a1 |: e~ 1TmUm :| am
1 T1=—ai tUm Tm=—0m

eiall)l _ e—ialvl eiawnvm _ e_ianlvﬂl
=20 | ——— | 2am -
2iv1a1 20 Um,

Sie ist also das Produkt von Fourier-Transformationen der charakteristischen Funktionen von Intervallen.

1.2 ‘ ‘
X[0,1] (r) —

0.6 - .

04 - .

-0.2 \ \ \ \ \ \
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Charakteristische Funktion des Intervalls [0, 1]
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/ \ sincxr ——
\

0.6 f \ =

0.4 - / \ -

-0.2 \J \/ —

-30 -20 -10 0 10 20 30
Sinc-Funktion

Diese lassen sich bequem mit Hilfe der sogenannten Sinc— Funktion ausdriicken :
Definition 2.2.2 (Sinc-Funktion) Die Sinc-Funktion ist punktweise definiert als

. sin x
sincr = .
T

Dies ist so zu lesen, dass der Wert an der Stelle x = 0 der Grenzwert dieses Bruches ist, d.h. sinc 0 = 1.
Damit folgt fiir die Fourier-Transformation der charakteristischen Funktion xr(x)
m
xr(v) =2™ H aisine (avy).
=1

Bemerkung 2.2.1 Offensichtlich hat x[o,11(x) einen kompakten Triger — was bei der Sinc-Funktion nicht
der Full ist. Dies ist ein Beispiel fiir die spdter noch genauer beschriebene Tatsache, dafl eine Funktion
und ihre Fourier-Transformierte nicht gleichzeitig kompakten Trdager haben kinnen. Weitergehende und
auch genauere Aussagen tber dieses Phanomen werden in Abschnitt 4.1.1 vorgestellt, unter Anderem der
Zusammenhang mit der Heisenbergschen Unschdrferelation.

Lemma 2.2.1 (Riemann-Lebesgue) Die Fouriertransformation ist eine lineare beschrinkte Abbil-
dung von L1 (IR™) in CB(IR™), d.h. es gilt

17 = 00 (2:2.2)
mehr noch, f liegt sogar in Co(IR™).
BEWEIS: Die Stetigkeit von f folgt aus

f('U) - f(U + h)‘ = (x)e—iv'x(l _ e—ih-x) dx

RrR™

</ |f(@)|[1—e ™ dz —0,h—0
Rm

nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz (s.Kapitel 1). Fiir den zweiten Teil beachte zunéchst, daf
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nach dem vorangegangenen Beispiel fiir f = x; mit beliebigem I offenkundig f(v)‘ — 0,v = oo gilt.

Dann folgt die Aussage durch Approximation eines beliebigen f im Li-Mittel durch einfache Funk-
tionen (d.h. Stufenfunktionen die nur endlich viele verschiedene Werte annehmen), indem man in der
Abschétzung

N N
’f( < |fw) = enxi (v) Z kX1, (v
k=1 k=1
f—= Z CkXIi
k=1 1
zundchst N und dann |v| geniigend grofl werden 148t. O

Wir listen nun einige grundlegende Eigenschaften der Fourier-Transformation fiir L;-Funktionen auf, die
im Folgenden immer wieder gebraucht werden.

Definition 2.2.3 (Differentialoperator-Polynom) Ist P(x) = ) aqx® ein Polynom auf R™ mit
Monom z* = z{" 2%, o; € Wy, dann ist der zugehorige Differentialoperator P(D) definiert als

P(D) =73, aa D> mit
o [ 0\™ g\
b= (axl) (axm) |

Lemma 2.2.2 (Elementare Eigenschaften der Fourier-Transformation) Sei f eine Funktion aus
Li;(R™).

1. Fiira >0 gilt

2. Fir den Translations-Operator (1, f)(z) := f(x + h), h € R™, gilt
F(rf)(v) =" f(v).

3. Eristieren die in P(D) auftretenden partiellen Ableitungen D® und alle Ableitungen DP mit 3 < «
bzw. B; < v im starken Sinn, d.h. im Sinne von Li(IR™), so gilt

F(P(D)f)(v) = P(=iv) f(v),
d. h. die Differentiation geht tiber in eine Multiplikation.

4. Gehort aufer f auch P(—iz)f(z) zu Li(IR™), dann gilt
P(=iD)f(v) = F[P(iz) f (x)](v)-
5. Sind f,g € Li(IR™), so existiert die Faltung f * g und es gilt
F(f % 9)(v) = f(0)g(v).

6. Sind f,g € Ly(R™) und f,§ € L1 (R™), so gilt
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Zum Beweis sei bemerkt, dass (1) und (2) direkt durch Nachrechnen zu verifizieren sind.
In (3) betrachten wir nur den Fall einer partiellen Ableitung 9/0z; erster Ordnung. Existiert sie im
starken Sinne, so gilt per Definition

forhe) =) o)l

1

lim
h—0

mit einer Funktion g = 0f/0x; € L1(IR™). Bildet man die Fourier-Transformierte des Ausdrucks in der
Norm, so gilt mit (2) und (2.2. 2)

— 0,h — 0.

Daraus folgt direkt

8(; (v) = §(v) = —ivf(v), fii

Der Beweis von (4) folgt z.B. fiir P(z) = x1 durch Anwendung des Satzes von der majorisierten Konver-
genz auf

]_ . . . e*i{l?lh_l
s T —iz-(v+erh) _ 7zw-v:| — 1 o —iz-v
g el A e = L

Der wesentliche Punkt bei (5) ist die Existenz der Faltung fxg € L;(IR™), die schon in (1.4.1) allgemein
betrachtet wurde. Wendet man dann den Satz von Fubini auf den Integranden f(x — u)exp[—iv - (z —
u)]g(u) exp(—iv - u) an, so folgt nach Vertauschung der Integrationen die Behauptung.

Teil (6) ergibt sich aus (5), falls wir die Umkehr-Abbildung der Fourier-Transformation benutzen, die wir
nun néher betrachten.

Bemerkung 2.2.2 Im Allgemeinen gilt nicht f € L,(IR™). Ein Gegenbeispiel (im Fall m = 1) ist die
schon anfangs betrachtete Fourier-Transformierte der charakteristischen Funktion eines Intervalls [—a, a],
a>0:

f(®) = X—a,a(7) = f(v) = 2asinc av.

Diese Funktion ist zwar analytisch, liegt aber nicht in L.

Die Definition einer Umkehrtransformation ist also (wenn man den Raum Ly nicht verlassen will) pro-
blematisch. Dazu sind einige Vorbereitungen notig, die beschrieben werden in

Satz 2.2.1 (Inverse Fourier-Transformation in L)

1. Sind f,g € L1(R™), so gilt die Parseval-Relation

fwgw)du= [ fu)j(u)du.

R™ R™

2. Gilt fiir eine Dirac-Folge mit Kern ¢,(u) == 0~ %(u/p), p > 0, zusitzlich ¢p(u) = ¢(—u), und
p(u) = ®(u) mit einem ® € L (R™) N C(R™), so besitzt I,(f;x) aus (2.1. 2) die Darstellung

I(f;x) = pim (=) f(x +u)du= / ®(pv) f(v)e ™ dv. (2.2. 3)

u

3. Gilt in Teil (2) zusdtzlich me ¢(x)dr =1, soist I,(f;x) ein Summationsprozess fir das formale
Integral g, f(v)exp(iz - v)dv mit Grenzwert f(x) im Ly-Sinn. Insbesondere folgt aus f(v) =
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g(v) fir f,g € L1(IR™), dafl f = g fast iberall gelten muss, d.h. die Injektivitit der Fourier-
Transformation. Ist f € L1(IR™), so gilt

f(z) = ®(0) - Fw)e™ dv (2.2. 4)

fiir fast alle x € R™, d.h. diese Operation beschreibt die inverse Fourier-Transformation (auch
Fourier-Umkehrtransformation genannt).

BEWEIS: Zu (1): Mit dem Satz von Fubini folgt

foyg(e)dz = [

RrR™

Der Satz von Fubini ist anwendbar, da z.B. f € L;(IR™) und ||g|., < |lg|l; nach Lemma 2.2.2 eine
Lebesgue-integrierbare Funktion f(x)g(x) ergeben. Damit ist der erste Teil bewiesen.
Zu (2): Nach (1) sowie Teil (1) und (2) aus Lemma 2.2.2 gilt

= [ o 2)sernau= [ oLt
_ / @(pu) fw)er do

Damit ist auch die zweite Teilaussage bewiesen.

Zu (3): Wir haben in Satz 2.1.1 gezeigt, daf mit der angegebenen Normierung von ¢ lim,_, 1o I,(f;z) =
f(z) im Sinne von L;(IR™) gilt. Wegen lim, o ®(pv) = ®(0) fiir alle v € R™ bedeutet dies, dal der
Grenzwert des zweiten Integrals in (2) formal als das Integral aus (2.2. 4) geschrieben werden kann. Man
nennt dies einen Summationsprozess fiir das Integral. Im Falle f € L1 (IR™) existiert der Grenzwert im

strengen Sinne nach dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz, denn ‘ f (v)‘ | @], ist eine

von p unabhingige Majorante in Lq(IR™). Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. O

Um die Voraussetzungen von Teil 3 des Satzes zu erfiillen miissen wir eine Funktion ® € L; (IR™) finden,
deren Fouriertransformierte wieder in Ly (IR™) liegt. AuBerdem miissen wir [, ¢(u)du = [g.n ®(u) du =
1 erreichen, was zu dem richtigen Faktor in der Umkehrformel (2.2. 4) fithren wird. Dieser ist ja — wie aus
dem Beweis hervorgeht — unabhéngig von der Funktion f. Dazu bestimmen wir die Fouriertransformierte
des Gauf3-Weierstrafi-Kerns. Fiir o > 0 gilt

_ 2 1 12
e ma|z| e~ ITY Jp — _ e |u|®—iuv//Ta du
1

) 2
ef|u+w/2\/7ra| ef\v|2/4ﬂ'oz du

m
T m

1 2 2 1 2

_ —|v|? /4T —|ul du = —|v|* /4T

= m € € U = 7 €
/T /m \/a

Setzt man nun a = 1/27 an, so erhilt man die Gaufische Glockenkurve, also
W(z) = exp(—|z2/2),  W(v) = \/QWmW(g).
Mit der Schreibweise ®(z) = aW (z) folgt dann die Bedingung

1= (x)der =« W) dv= v 21« W(v)dv = V2r maW(O) = (2m)"a,
R"TL R/”YL R"YL
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Also ist a = (27)~™ und man erhilt — falls f € L; (IR™) — als Fourier— Umkehrtransformation
1
(27T)m R™

Damit ist die L;-Theorie der Fourier-Transformation im Wesentlichen vorgestellt. Als Nachtrag sei be-
merkt, dafl im Falle f,§ € L1 (IR™) aus (5)

flx)= F)e™? dv = F~1f(v). (2.2. 5)

(f9)(w) = F 1 f(v)Ftg(v) = F1fxg(v)

folgt, d.h. (6).

2.2.2 Fouriertransformation in Lo

Um eine Lo-Theorie der Fourier-Transformation aufzubauen, benotigen wir den folgenden

Satz 2.2.2 (Isometrie der Fourier-Transformation) Ist f € L;(IR™) N La(IR™), so gilt

17]; = s

BEWEIS: Wir zeigen die Gleichheit der beiden Ausdriicke, indem wir den linken durch den rechten zuerst
nach oben und dann nach unten abschitzen. Sei f € Ly (IR™) N Ly(IR™), g(x) := f(—=x). Dann gilt

o0) = [ emivef(-a)do = o),

~ N ~|2
Bildet man die Faltung h = f * g, so ist h € L1 (IR"™) und nach (2.2.2) folgt damit h = f f = ‘f‘ .

Nun betrachten wir eine Dirac-Folge zu h wie in (2.1. 2). Speziell nehmen wir den GauB-Kern ¢(u) = ®(u)

mit ¢(z) = WW(%) wegen der richtigen Normierung, d. h. nach Teil 2 von 2.2.1

1 u ir-v 7l
= m /Rm ¢(;)h(x +u)du = W (pv)e'* " h(v) dv. (2.2. 6)

2m)™ Jrm
Dann beachtet man, dal h = f x g gleichméBig stetig ist, denn mit der Holderschen Ungleichung folgt
|h(x +6) — = | fam [f (@ + 6 —u) — f(z —u)lg(u) du]

<f@+6—-) = fle—=)l; gl
<wi(f;0)L, | fll; =0, =0

Also folgt nach der punktweisen Abschéitzung (siehe Bemerkung 2 zu Satz 2.1.1) speziell fiir x = 0:

1 A .2
= — > 1 i
h(0) @ pl_lgo - W (pv)h(v) dv > lzrg%f @) Jom d(pv) ‘f('v)‘ dv.
Wegen

l})rg}r%fq) pv) ‘f ‘ dv =

folgt mit dem Lemma von Fatou

@ e
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d.h. die Abschiitzung nach oben. Fiir den Gauf-Kern gilt auBerdem (s.0.) W(z) = e~#I> < 1, so daB
nach (2.2. 6) auch

2 _ = lim . 1 A’U v = !
/mf@ﬂdxmmiwgwﬂ)ﬁwﬂm/;h(ﬂ Qﬂm/;

d.h. die Abschitzung nach unten folgt. Damit ist Satz 2.2.2 bewiesen. ]

Dieser fundamentale Satz erlaubt es, die Fourier-Transformation im L, -Sinn in einfacher Weise zu defi-
nieren, wobei Lo(IR™) jetzt als Raum komplezwertiger Funktionen zu verstehen ist.

Definition 2.2.4 (Ly-Fourier-Transformation) Fir f € Ly(IR™) definieren wir

Ff) = f(v):= lim f(z)e™ dz.

Zur Wohldefiniertheit benutzen wir folgenden, einfach zu verifizierenden und aus der Funktionalanalysis
wohlbekannten

Satz Ist T ein linearer und beschrdnkter Operator auf einer dichten Teilmenge D eines linearen normier-
ten Raumes X, so besitzt T eine eindeutig definierte stetige Fortsetzung auf ganz X .

Wir wenden diesen Satz auf D = L1 (IR™)NLy(IR™) als dichter Teilmenge von X = Lo (IR™) an. Natiirlich
gilt dann

Ffw)= lim Ff,(v)

fiir jede Folge f, € L1(IR™) N Lo (IR™), die im Lo-Sinne gegen f konvergiert.

Satz 2.2.3 (Plancherel) Die inverse Fourier-Transformation im La-Sinne, die wir mit F~1 bezeichnen
werden, erhalten wir durch F~1f(v) = (2m)"Ff(—v), F wie in Definition (2.2.1). F~1 ist auf ganz
Lo (IR™) definiert, insbesondere ist F ein bis auf einen Faktor (2m)™ unitérer Operator auf Lo(IR™).
Insbesondere gelten fiir alle f,g € Lo(IR™)

(Ff,Fg)=(f.9), fg= fg (ParsevalscheFormel). (2.2.7)
R™ R™

Dabei bedeutet (-,-) das Skalarprodukt im Lo-Sinn.

BeEwEIs: F ist nach dem vorigen Satz bis auf einen Faktor 1/+/ o isometrisch, denn gegeben f €
Ly (IR™) mit
N f = fall, =0 ¥fa € Lu(B™) 0 Ly(R™)

folgt
_1
V2T "

Die Bildung der inversen Fourier-Transformierten fithren wir ebenfalls auf den Fall f,, € L1 (IR™)NLy(IR™)
zuriick. Wegen ||Ff — Ff,|l, = 0, n — oo folgt nach dem Vorstehenden

‘Ifflb - T

= I lly = 1FFalls| < 1FS = Fally = 0,0 = oo.

100 =it = i [ £0) - i) = im0 = £, =0

d. h. die Bildung g € L2(IR™) — Fg(—v) liefert die Linksinverse der Fouriertransformation; ferner folgt
F(L2(IR™)) = La(IR™). Auf die gleiche Weise folgt auch

1f(v) = FFF(=) ()l =0,
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so dass Flg(v) := Ff(—v) auf Ly(IR™) gilt.
Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts in der Lo-Norm sieht man, dass die Parsevalsche Formel sich
durch denselben Grenziibergang wie vorher aus Satz (2.2.1), Teil (1) ergibt. Schreibt man fiir das Ska-

larprodukt [¢,, f(x)g(x) de = ( £ g), so verifiziert man damit

(Ff, Fg) = Rmf@05@5d0=(2ﬁﬂ Rmf@ﬁf“JEQOdv=(2ﬁV%ﬁg) (2.2.8)

Damit ist der Satz vollsténdig bewiesen. O

Ohne Beweis bemerken wir, dass sich alle Eigenschaften aus (2.2.2) auch auf die Fourier-Transformation
in L1 (IR™) iibertragen; dies geschieht mit den gleichen Methoden wie oben.

In einem spéteren Abschnitt taucht das Problem auf, die Faltung von zwei Funktionen f,g € Ly(IR™)
sowie deren Fourier-Transformierte zu bilden bzw. die Konvergenz der entsprechenden Integrale zu kléren.
Dazu dient

Lemma 2.2.3 (Faltung von Ly-Funktionen) Es seien f,g € Lo(IR™). Dann ist die Faltung (f*g)(x)
fiir jedes x definiert und stetig. Ferner gilt f(v)g(v) € Lo(IR™) und

lim (f*g)(x)e ™ dx = f(v)§(v) (2.2.9)

N=oo Jlai| <N
in jedem Stetigkeitspunkt von f(v)g(v).

BEWEIS: Man arbeitet zunéchst mit Folgen f,, g, € Li(IR™) N La(IR™), die in Lo-Sinn gegen [ bzw.
g konvergieren. Dann ist die Faltung f, * g, wie im Li-Fall definiert und F(f,, * gn) = fngn. Mit der

< |[7]|, 1912 = @)™ 1511z gl und weiter

Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt H f g
1

Auf f§ € Li(IR™) ist die Fourier-Umkehrformel anwendbar. Es sei also ¢(x) := (27)~™F f§(—z). Dann
folgt

| -a), 0n o

1
(2m)™

1

Ffg— fugn| < R £9 = Fadn

— 0
1

16— fo* gl = H

o)

Man kann sich aber leicht davon iiberzeugen, dafl auch

||f*g_fn*gnHoo_>0

gilt, so daf fx*g eine stetige Funktion ist. Wir kénnten dann auf fxg die Fourier-Transformation im distri-
butionellen Sinne anwenden und damit f(v)g(v) im Sinne der Distributionen als Fourier-Transformierte
von f % g erkldren. Anschaulicher ist Formel (2.2. 9), die man durch folgende Betrachtung gewinnt:

. —iv-x 7 1 £ A —iv-x
Jim [ e = i o | @7 ooy da
= A}gnoo Nm/m (ll;[l sinc N (v — ul)> f(w)g(u) du,

wobei xn(u) = [T;%; x(—~,~] (1) und die Isometrieformel der Fourier-Transformation angewendt wurde.
Mit der Variablensubstitution x := N(u — v) folgt weiter

NIme |xi|§N(f xg)(z)e ™ dy = ]\}Enoo - (1:[ sinc xl> f(v — %)Q(U - %) dx.
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Wegen |sinc x| < 1 hat die Funktionenfolge im Integranden hier offensichtlich eine Majorante in L; (IR™),
so dafl mit dem Lebesgueschen Satz iiber majorisierte Konvergenz aus dem Vorigen

lim (f * g)(x)e ™" dw = f(v)§(v)sinc 0 = f(v)§(v)

— wie in (2.2. 9) angegeben — folgt. O

2.2.3 Poisson-Summationsformel

Sei T™ der m-dimensionale Torus [0, 27]™. Fiir 1 < p < oo sei X (T™) die Klasse der in jeder Variablen
2n-periodischen Funktionen auf R™, die in L,(T™) liegen. Fiir p = oo sei X(T™) die entsprechende
Klasse von Funktionen die in C'(T™) liegen. Man kann dann die formale Fourier-Reihe

fl@y~ Y flkle®,  flk] = ! /Tm Flz)e~ike, (2.2. 10)

reTm (2m)m

bilden. IZ™ bezeichnet die Menge der ganzzahligen Gitterpunkte des IR™. Die Theorie der univariaten
Fourierreihen wird nun hierauf verallgemeinert. Grundlegende Tatsachen sind in den folgenden Sitzen
zusammengefasst:

Satz 2.2.4 (Weierstraf3) Die trigonometrischen Polynome auf R™, d.h. diejenigen Funktionen, die in
jeder Variablen trigonometrische Polynome sind, liegen dicht in (der Norm von) X (T™).

BEWEIS: Wir zeigen dies nur fiir den Fall p = co und bilden dazu den Fejerschen Summationsprozess
Ln(g;v) = (Fpn*--Finxg)(v),  g€C(T™)

wobei jede Faltung eine univariate Faltung in der jeweiligen Komponente v; sein soll, d. h.

T

(Fin *g)(v) = 3 Frn(u;)g(v —uyj) du; (2.2.11)
mit
1 N
Fn(z) := m};)m(x).

Dabei kann g auch eine 2m-periodische Funktion in L;(IR™) sein. Dy () ist der sogenannte Dirichlet-
Kern, d. h.

N

o ke SIM(N +1/2)x
k=—N
Man kann ferner die Identitat
1 sin(N + 1/2)z\ >
F = 2.2.1
S ( sin(z/2) > (22.13)

zeigen, so dass der sogenannte Fejer-Kern Fi (z) nichtnegativ ist. Damit folgt

us 1 ™
sl = | [ Fwtomat = v don]| < Ll [ 1wt don

o 27 o
T

1
= %Hglloo Fn (o) dvm = |9l

—T
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Wiederholte Anwendung dieser Ungleichung zeigt

1L (g5 vlloo < [lg(v)]loo
Mit Hilfe der Abschéitzung

1 1
Fy(@)| < 7
/6<m<7r| (@)l < 2 (N + 1) sin?6/2

0 >0,

kann man analog zum Korollar zu Satz 2.1.1 zeigen, dass in jedem Stetigkeitspunkt von g(v) — also fast
itberall — gilt

lim Ly(g;v) = g(v). (2.2. 14)
N—o00
|

Die beiden folgenden Sdtze wollen wir nicht mehr beweisen, sondern bemerken nur, dafl sie nach klassi-

schem Muster aus dem Satz von Weierstrafl folgen (f[k] bezeichnet die Fourier-Koeffizienten).

Satz 2.2.5 (Eindeutigkeitssatz) Sei f € X(T™). Falls f[k] = 0 fir alle k € ™, so ist f = 0 fast
tberall.

Satz 2.2.6 (Riesz-Fischer) Fiir f € Ly(T™) konvergiert die Reihe (2.2. 10) in Lo(IR™) und es gilt

> |k

kelz™

= (I1f12.)*

‘ 2

Wir arbeiten nun auf die Poisson-Summationsformel hin, die einen fundamentalen Zusammenhang zwi-
schen den Fourierreihen und der Fouriertransformation herstellt.

Definition 2.2.5 (Periodisierung) Gegeben sei eine Funktion f auf R™. Dann heifst

fr@) =Y f(z+2nl) (2.2. 15)

lez™

die (formale) Periodisierung der Funktion f auf R falls die rechte Seite von (2.2. 15) fast iiberall
definiert ist.

Es ist klar, daf die Funktion f* in jeder Variablen periodisch mit Periode 1 ist, denn der Ubergang
x— x+1,1 €™, bedeutet lediglich eine Umordnung der Terme in (2.2. 15). Man sieht daran, dafl es
sinnvoll ist, die absolute Konvergenz von (2.2. 15) zu fordern.

Wir wollen nun zeigen, dafl man die Fourierreihe von f* mittels der Fouriertransformierten von f berech-
nen kann. Dies fithrt auf die Poisson-Summationsformel.

Lemma 2.2.4 Sei f € L1(IR™). Dann konvergiert (2.2. 15) absolut im Sinne der Norm von L(IR™)
gegen f* € Li(T™). Es gilt

[kl = @m) " f(k), kel™ (2.2. 16)

BEWEIS: f* ist meflbar und
IIf*IIlem):/ / |5 ()| day . . . dap,
< Z/ / |f*(:t—27rl)|dx1...d;vm:/ |f(z)| dz
lem = -

Das Zeichen “<” bedeutet speziell, da§ die Konvergenz von (2.2. 15) absolut und im Sinne von Lq(T™)
stattfindet. Speziell hat jede Umordnung der Reihe den gleichen Limes in L1 (T™), so daf f* 2m-periodisch
in jeder Variablen ist.
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Man kann nun dasselbe Vorgehen auf den Integranden f*(x)exp(—ik - 2) anwenden und erhilt

1 m o 1 m o
* K3 Id — * 2 l K3 Id
G /ﬂ [ (z)e T G Z /ﬂ [ (z+2wl)e x
ZEIZ’IYL
_ 1 " * —ik-(z+2ml)
lezm
1 " 1,
= T dr = k).
| e e =
Die Vertauschung von Summe und Integral war hier erlaubt und somit ist (2.2. 16) gezeigt. O

Man kann nun den Zusammenhang aus (2.2.4) ausnutzen in folgendem

Satz 2.2.7 (Poisson-Summationsforme) Sei f € Li(R™), f € Co(IR™) (nach dem Lemma von

Riemann-Lebesgue) und Z flk] sei absolut konvergent. Dann, lift sich die in (2.2. 15) definierte Funk-

kelz™
tion f* auf einer Nullmenge des IR™ dergestalt abindern, daf

1
PR

ff(x) = Z flz+2nl) =

lezm

> Fflk)e*” (2.2.17)

kelzm

fir alle © gilt. Sind f und f* zusdtzlich stetig, so braucht man dazu f* nicht abzudndern; speziell gilt
dann

1
2 = . 2.2.1
> 1@ =Gam > FiK) (2:2.18)
lez™ kezm
BEwEIS: Die Reihe

1
(2m)m

> Ff(k)e™e

kelzm

g(x) =

konvergiert absolut und gleichmiflig in z € T™. Das Ergebnis ¢ ist dann eine stetige Funktion auf T,
deren Fourierkoeffizienten nach dem vorigen Lemma gleich denen von f* € L1(T;,) sind. Nach Satz 2.2.5
miissen dann g und f* fast iiberall gleich sein. Damit ist (2.2. 17) bewiesen — die restliche Aussage folgt
daraus. O

Bemerkung 2.2.3 FEine hinreichende Bedingung fiir die absolute Konvergenz der Reihe auf der rechten
Seite von (2.2. 17) ist, daff f das Aklingverhalten ’f(v)‘ <A1+ |v))™™ % mit A >0 und § > 0 hat.

Wendet man Satz 2.2.7 auf Funktionen f = § an, so erhélt man als Variante der Poisson-Summationsformel

Korollar 2.2.1 Seien g und g aus Li(IR™) (womit g nach Lemma 2.2.1 in Co(IR™) liegt) und Y, cpym g(k)
set absolut konvergent. Dann gilt

> gWe = >" gla+ 27k)

lez™ kelz™
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2.3 Approximation mit bandbegrenzten Funktionen

2.3.1 Grundlagen

Die Klasse der bandbegrenzte Funktionen (band-limited functions) spielt fiir die Approximations-Theorie
im Rahmen der Fourieranalysis eine zentrale Rolle.

Definition 2.3.1 (Bandbegrenzte Funktionen in Ly(IR™)) Eine Funktion f € Lo(IR™) heifst band-
begrenzt, falls es ein beschrinktes Gebiet W C IR™ gibt, so daff supp f C W.

Dieser Name riihrt von der (mathematischen) Physik her, nach der das Spektrum eines Signals (z. B.
einer elektromagnetischen Schwingung) durch seine Fouriertransformierte gegeben ist. Am Ende dieses
Abschnitts werden wir kurz die Grundprinzipien der Signalverarbeitung erldutern, die eine schéne Ver-
anschaulichung dieser Funktionen bieten. Zunéchst folgt aus obiger Definition

Lemma 2.3.1 Fine bandbegrenzte Funktion f € Lo(IR™) hat eine analytische Fortsetzung F(z) auf den
Raum IC™ der m-Tupel von komplexen Zahlen, d. h. F(z) ist eine ganze Funktion auf IC™. Im Spezialfall
W={veR™:|v| <o} mitoc >0 gilt auflerdem

[F(2)| <C Hsz e?ltml, (2.3.1)

Hier ist C = max (1, y/wmo™), wobei wy, das Volumen der m-dimensionalen Einheitskugel bedeutet.
Analog gilt fir W ={v € R™ : |v;] < 03} mit 0 = (01,... ,0m) und o; >0

=1

|F(2)] < C||f|l2exp <Z Ui|Imzi|>. (2.3. 2)

BEWEIS: Wir betrachten fiir die angegebenen f die Fourier-Transformierte
F(z) = / fwezdv,  z=az+iy, w,yeR™
W

Im Falle z = x gilt nach den Umkehrsiitzen des vorigen Abschnitts F(z) = f(z). Nun kann man aber
F(z) komplex differenzieren, da (mit z = (21,... ,25))

OF o 0 . . )
_— = Y i vy _ o -z
9z /W J) 0z; o /VV o (0)e"* dv

und die Vertauschung von Integration und Differentiation erlaubt ist (unter Verwendung der gleichen
Regeln wie im reellen Fall, vgl. Teil4. von Lemma 2.4. Wiederholte Anwendung dieser Operation zeigt,
dass F eine ganze Funktion auf IC™ ist. Weiter gilt im Fall W = {v € R™ : |v| < ¢} fiir p = 1 nach (2.2.
2)

f(U)‘ e~V ImE gy < If1lx sup e—vImz < Hf||1ea|hnz|

[v|<o

F(2)] < /v|§o

Im Fall p = 2 verwendet man die Schwarzsche Ungleichung

/ e_v,lmzdngfH eoumzvz/ do.
2\ Jvi<e 2 lv|<o

Damit ist (2.3. 1) gezeigt, der Beweis von (2.3. 2) verlduft analog. O

[F(2)] <

7

Eine interessante Folgerung aus diesem Lemma, die Bemerkung 2.2.4 ergénzt, ist

Korollar 2.3.1 Eine Funktion f € L'(IR™) kann nicht gleichzeitig einen kompakten Triger und eine
Fouriertransformierte mit kompaktem Trager haben.
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Bandbegrenzte Funktionen lassen sich allgemeiner in L,-Réumen, 1 < p < oo definieren. In Verallgemei-
nerung von Definition 2.3.1 fithren wir ein

Definition 2.3.2 (Bandbegrenzte Funktionen in L,) Sei S die Menge der unendlich oft differen-
zierbaren, schnell abfallenden Funktionen auf R™ (vergleiche Definition 2.4.1 in Abschnitt 2.4.1), W sei
eine kompakte Teilmenge des IR™ und sei 1 < p < co. Dann heift

B, (W) := {g € LP(R™)|V¢ € S,suppp N W =0 : g(2)d(z) d = O}
Rm

Menge der bandbegrenzten Funktionen mit Band W. |

Bemerkung 2.3.1 Diese Definition ist dquivalent dazu, dass die Fouriertransformierte von g im Sinne
der Distributionstheorie einen Triger in W besitzt (vergl. Definition 2.15 in Abschnitt 2.4).

Zur Illustration betrachten wir den Fall p = 1. Anwendung der Parseval-Relation ergibt dann
B (W) := {g € Ll(IRm)’VqS € S,suppdpNW =0 :/ g(z)p(x) dx = O}.

Dann setze W, := {z € R™|dist(xz, W) < e} fiir ¢ > 0 und definiere fiir p > 0

o= o557

mit ¢ € C°(IR™), supp ¢ = {z € R™ : [z| < 1} und [g,, #(u) du = 1. Man verifiziert leicht, dass ¢ (z) :=
e € C°(IR™) mit supp 9. C W und ¢e(x) =1 fiir z € W. Fiir jedes ¢ € S ist dann (1 — 1) )¢ wieder
in S und verschwindet auf W. Also gilt nach dem Vorstehenden fiir g € L'(IR™)

VoeS: 0= /m G(0)o(v) (1 = 1be(v)) dv.

Da S nach Lemma 2.4.3 dicht in L*(IR™) ist, folgt g(v)(1 — ¢(v)) = 0 fast iiberall und somit g(v) = 0
fast iiberall fiir ¢ Ws,. Da € > 0 beliebig klein sein kann, folgt somit — in Konsistenz zu Definition 2.3.1

Bi(W) = {g € L'(R™)|supp g C W}. (2.3.3)

Diese Charakterisierung lé8t sich in gleicher Weise fiir alle p € [1, 2] durchfiihren, wo sich die Fouriertrans-
formierte in L,-Sinne erkldren 1&8t. Ferner kann man die Aussage von Lemma 2.3.1 auf den allgemeinen
L,-Fall von Definition 2.3.2 erweitern. Dazu beachtet man, daB fiir f € B,(W) und alle ¢ € S, deren
Restriktion ¢|y auf W verschwindet, gilt

o f(l‘) meAx
0= [ G )

L+ [af?)m
Im Abschnitt 2.4.1 iiber die Distributionentheorie werden wir zeigen, dafl é in S liegt und somit (1 +
|z|>)™¢p(z) = (x) € S und ¥ durchliuft ganz S. Setzt man nun g(z) := (1 + |z|?)"™g(z), so ist

g € LY(IR™) N Ly sowie ¥(z) = (I — A)"¢(z) mit A := " 92 nach Lemma 2.2.2 (A ist der
wohlbekannte Laplace-Operator). Wie fiir p = 1 gilt dann

0= /m Q(:v)l/}(x) dr = /m Q(x)([ _ A)7n¢($) dx

fiir alle ¢ € S mit ¢(x) = 0 fiir alle z € W; es folgt also supp § C W. Damit ist Lemma 2.3.1 anwendbar
und ¢ holomorph, also auch f. Fiir g gilt (2.3. 1), was dann fiir f selbst eine etwas schwiichere Abschitzung
liefert. Trotzdem kann man (vgl. [Rudin91], Kapitel 7) folgende schiirfere Abschitzung beweisen:
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Lemma 2.3.2 Die Aussage von Lemma 2.3.1 bleibt — mit einer anderen Konstante — fiir Elemente
feB,(W), 1<p< oo weiter giiltig.

Lemma 2.3.1 und 2.3.2 fithren zu folgenden Klassen von Funktionen

Definition 2.3.3 (Ganze Funktionen von exponentiellem Typ) Die Klasse BY (R™) der ganzen

Funktionen auf IC™ vom exponentiellen Typ o = (01,...,0,) mit 0; > 0,1 < j < m, in LP(IR™),
1 < p < o0, ist definiert als die Menge aller Funktionen f der Form

f(Z) = Z akzk’ Zk = Zfl .. .anm’

kewm

wobei die Potenzreihenentwicklung auf jeder kompakten Teilmenge des IC™ gleichmiif$ig konvergiert, die
Restriktion auf R™ eine Funktion in LP(IR™) ist und ferner

m

[f(2)] < Cexp| ) oj(Imz;] (2.3. 4)

j=1

mit von z unabhingigem C. Analog definieren wir die Klasse B((,p)(IRm) fiir o > 0, indem wir (2.3. 4)
durch

|f(2)] < Cexp(o|Imz|)

ersetzen.

Bemerkung 2.3.2 Es sei bemerkt, dafi ein echtes Wachstum (wenigstens in Imz) vorliegen mufl, da
andernfalls f in obiger Definition nach dem Satz von Liouville konstant wdre.

Nach Lemma 2.3.1 und Lemma 2.3.2 ist nun klar, dal bandbegrenzte Funktionen f € LP(R™), 1 < p < oo

der Bandbreite os = (01,... ,0,), d. h. W ={v € R™ : |vj] < 0;}, zur Klasse BY (IR™) gehoren. Dies
gilt auch fiir die Variante, dass W die Einheitskugel ist, vergleiche hierzu [Rudin91], Kapitel 7. Es ist nun

sehr bemerkenswert, da§ die Umkehrung von Lemma 2.3.1 und 2.3.2 giiltig ist. Dies ist der Inhalt des
Satzes von Paley-Wiener, den wir hier nur fiir p = 2 formulieren wollen.

Satz 2.3.1 (Paley-Wiener) FEs sei f(z) eine ganze Funktion auf IC™ wie in Definition 2.5.3, deren
Restriktion auf R™ eine Funktion in Lo(IR™) ist und die Abschitzung

m

[F < CA+|2))*exp [ Y | oyllmsz;]

Jj=1

mit von z unabhdngigen positiven Konstanten C, o und o; erfiillt. Dann ist f die Fouriertransformierte
einer Funktion in Loy(IR™) mit Trager in W = {& € R™ : |z;| < 0},

Fiir den Beweis sei auf Anhang 1 verwiesen, wo auch die Verallgemeinerung auf 1 < p < oo durchgefiihrt
wird. Beziiglich des Falls der Einheitskugel sei wieder auf [Rudin91] verwiesen. Aussagen fiir den Fall p = 2
und allgemeinere Gebiete W findet man in [Stein71], Kapitel 3. Anwendungen der Paley-Wiener-Sitze
findet man z. B. in [Reed75], Band 1 .

2.3.2 Eigenschaften von bandbegrenzten Funktionen

Viele Resultate iiber Rdume von Funktionen vom exponentiellem Typ findet man in [Achieser93], [Nikolskij75]
und [Timan63]; in diesen Biichern wird die Wichtigkeit dieser Funktionen fiir die Approximations-Theorie
betont. Im Hinblick auf den Satz von Paley-Wiener wollen wir einige Aussagen in dieser Richtung fiir
bandbegrenzte Funktionen zeigen. Zunéchst untersuchen wir die beste Approximation, betrachten aber
nur den p = 2 Fall des Hilbert-Raums naher (fiir Aussagen iiber L,(IR™), p # 2 sei auf den Anhang
verwiesen).
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Satz 2.3.2 (Beste Approximation) Die beste Approzimation g* € Bo(W) zu f € Lo(IR™) ist

(@) = — w)W(x 4+ u) du x m
§"(z) = (%)m/m f@W(+u)de,  zeR™, (2.3.5)
wobei W (x) die durch
W(x) := /W eV dv = Fxw(—v) (2.3. 6)

definierte Transferfunktion des Gebietes W ist. Ferner gilt die Fehlerformel

15 -li= [ e

BEWEIS: Nach dem in der Einleitung erwihnten Satz der Theorie der Hilbert-Rdume gilt fiir die beste
Approximation g* aus Bo(W) zu f € Lo(IR™) — falls sie existiert — notwendigerweise

2
] dv (2.3.7)

/m f(2) = g"@)F@dz =0  Vh € By(W) (2.3. 8)
Nach dem Satz von Plancherel folgt daraus (ausgedriickt mit Hilfe des Skalarprodukts)
(f - é*,B)Q =0  VheBy(W).
Nun ist h = ﬁXW, wobei xw die charakteristische Funktion des Gebietes W ist. Damit folgt
0= (xw(f—gh) = (xwf—gh)  ¥heByW)

Setzt man speziell h= wa — g* ein, so folgt g* = XWf fast iiberall. Nach (2.3. 6) gilt nun W = Fxw
oder xw = FW/(2m)™ , so daf mit Lemma 2.2.2, Teil 5. folgt, dafl

. 1 - - 1 A
et o
dies ergibt aber mit der inversen Fouriertransformation genau (2.3.2). o

Man braucht die Existenz von ¢g* nicht anzunehmen, sondern kann von (2.3. 8) ausgehend direkt zeigen,
dass die angegebene Funktion ¢g* die beste Approximation ist. Denn laut Konstruktion erfiillt g* (2.3. 8)
und daraus folgt fiir ein beliebiges h € By(W)

If=nRl3=f-g" +g —hl3
=|If —g*l3+2Re(f — g, 9" — h) + lg" — hl)3
=If =g 5+ 1lg" = hl5>If —g*II3-

Bemerkung 2.3.3 Im Spezialfall f € Bo(W) folgt aus (2.5.2)

1
(2m)™ Jgm

fz) = f)W(x + u) du, reR™. (2.3.9)

Man bezeichnet deshalb W(xz — u) als den reproduzierenden Kern auf By(W). Allgemein heifit K(x,y)
reproduzierender Kern auf dem Teilraum B C Ly(IR™) falls f(z) = (K(z,.), f(x)), fir alle f € B gilt.

Als weitere Eigenschaft bandbegrenzter Funktionen beweisen wir
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Lemma 2.3.3 (Bernstein-Ungleichung) Es sei f € Bo(W) mit 0 := max,cw < 0o. Dann gilt
of
0

BewEIs: Nach den vorangegangenen Uberlegungen ist f € C*°(IR™). Fiir ¢ € S hat man dann mit der
Parseval-Formel und Lemma 2.2.2

< ;1111 (2.3. 10)
2

fW f(v)ivqu(—v) dv
Bl < ajll fll2ll8ll2

Sy F L) Fo(—v) dv| = by
< W S f@d(=0)ldv < %]

Nun nimmt man zunéchst f € S und ¢ = df’/Jz; an. Dann folgt sofort nach Division durch ||¢|| sofort
(2.3. 10). Fiir allgemeine f € Ly(IR™) folgt die Ungleichung durch Grenziibergang, da S dicht in Lo (IR™)
(siehe Lemma 2.4.1 in Abschnitt 2.4.1). O

t)ydt| = o
m ax i ‘

Man kann die Bernstein-Ungleichung auch auf beliebige partielle Ableitungen verallgemeinern. Dies aus-
zufithren sei dem Leser iiberlassen. Auflerdem wire eine Erweiterung dieses einfachen Beweises auf den
Fall f € B,(W) wiinschenswert.

Als néchstes beantworten wir die Frage, welche periodischen Funktionen in der Klasse der bandbegrenzten
Funktionen enthalten sind.

Lemma 2.3.4 (Periodische bandbegrenzte Funktionen) Die Menge der in jeder Variablen 2L-
periodischen Funktionen, L > 0, die in B,(W) liegen, besteht nur aus Linearkombinationen von Expo-
nentialfunktionen exp(2mikz/2L) mit Frequenzen kn/L € W.

BEWEIS: Sei g eine solche Funktion aus B, (W) und ¢ € S beliebig. Dann liegt auch ¢ in S und

o:/m w)de =) / ¢(x + 2Lk) da

kewnp =L

:/[—L,L]mg<x) > d(x+ 2Lk) da. (2.3. 11)

ke
Die Funktion 9(z) = Zkelzif é(x + 2Lk) ist die Periodisierung von ¢(z) mit Periode 2L. Analog wie
beim Beweis der Poisson-Summationsformel folgt

1 )
A= / Y(z)e T g
(2L)m [—L,L]m (@)

= G > / ¢(x + 2Lk)e ™"/ dg

kelz

1 ~ rila _ 27\™ —lr
=G / ot = (1) o)

Nun beachten wir, daB die skalierte Funktion t(z) = v (xL/n) 2m-periodisch ist und so nach dem
Satz 2.2.6 (Satz von Riesz-Fischer)

o(Z) = 3 sl

kelZ

mit
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gilt, also mit dem Vorhergehenden

- o)

kELT

Dies setzen wir nun in (2.3. 11) ein und erhalten nach Definition von ¢, da8§
0 :/ 9(@)o(x) d =/ g(x)i(x) da
m [_L,L]'m
T\™ —km mikz/L m —JT\ <.
=(= — =9 _J
(L) > ¢>< i ) /[L?L]m g(x)e dr =27™ ¢< = )ali]

jEm™ kel

mit §(u) := g(ulL/m) analog zu t(z). Die Funktion j hat Periode 27 und obige Summe muss fiir jedes
¢ mit supp¢ C W verschwinden. Daher miissen die Fourierkoeffizienten glj] fiiv kwx/L verschwinden,
glj] = 0. Da W aber eine beschrinkte Menge ist, folgt hieraus

gy =Y glkle™”

kn/LEW

und folglich

d. h. die obige Aussage. O

Wir wollen nun Spezialfille dieser Aussage betrachten und formulieren
Korollar 2.3.2 Folgende Aussagen ergeben sich unmittelbar aus dem Satz iiber die beste Approzimation:

1. Falls 0 ¢ W kann Boo (W) nicht die (mit beliebiger Periode) periodische, konstante Funktion f =1
enthalten.

2. Wenn W ={u € R"™ : u; <w;} dann enthilt Boo (W) keine Funktionen exp(wikxz/L) mit Frequen-
zen kr /L gréfer als das Mazimum aller w;.

3. Speziell im Fall einer Variablen gilt: Ist W = (—w, w), so enthilt Boo(—w,w) genau die Sinus- und
Cosinusfunktionen, deren Frequenzen kleiner als w sind.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei auf den Zusammenhang mit der Signalverarbeitung, d. h. der Analyse
von zeitabhéngigen Funktionen f(¢) (die nicht unbedingt periodisch sein miissen) eingegangen. Hier sind
Signale mit beschrinkten Frequenzspektrum von besonderem Interesse. Nicht nur, dass jedes Meflgerit
nur einen beschrinkten Frequenzbereich messen kann, sogar einfache Leitungen wirken bandbegrenzend.
Ganz allgemein spricht man von einem Filterungsprozess, wenn wiihrend dieses Prozesses das Signal so
verindert wird, dass sich seine Fouriertransformierte &ndert, f(v) — m(v)f(V) = §(v). Mathematisch
entsteht das Signal also durch Faltung von F~!'m mit f aus f, also g = F~'m x f. (Physikalisch ge-
sehen findet die Operation tatséichlich im Frequenzbereich statt.) In der (digitalen) Signalverarbeitung
konstruiert man nun Filter bzw. Multiplikatoren m(v) oder auch Faltungskerne F~1m fiir die verschie-
densten Zwecke und in den verschiedensten Formen. Beziiglich der Wirkungsweise unterscheidet man drei
Grundtypen von Filtern:
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e Tiefpass filter (low-pass filter) Dies sind Filter, die niedrige Frequenzen praktisch unveréindert
lassen, hohe Frequenzen hingegen praktisch ausblenden. Beispiel:

m(v) = X[~w,w]

e Hochpassfilter (high-pass filter) Dies sind Filter, die niedrige Frequenzen praktisch ausblenden,
hohe Frequenzen hingegen praktisch unverdndert lassen. Beispiel:

m(v) =1- X[—w,w]

e Bandpassfilter (band-pass filter) Dies sind Filter, die sowohl niedrige als auch hohe Frequenzen
praktisch ausblenden, mittlere hingegen praktisch unverdndert lassen. Beispiel:

m(v) = X[—UJz,UJz]—[—Wl,Wl]
mit wy; < wa.

Das signifikanteste und einfachste Beispiel eines Tiefpassfilters liefert der Satz iiber die beste Approxima-
tion iiber den Operator Ly 3 f — W(f) = f* (2n~™W) bzw. WZf) = §* = yw/, d. h. die Frequenzen
aus W werden durchgelassen (alle anderen werden herausgefiltert). Dies fithrt automatisch zu Klassen
B,(W), unterstreicht also deren Bedeutung.

2.3.3 Abtasttheorem fiir bandbegrenzte Funktionen

Zunichst wollen wir zeigen, dass bandbegrenzte Funktionen eine bemerkenswerte Interpolationseigen-
schaft besitzen, sie konnen mit Hilfe von abzéhlbar vielen Funktionswerten (Abtastwerten oder ‘samples’)
exakt dargestellt werden. Dieses Ergebnis — als Abtasttheorem bekannt—wurde zuerst vom Mathematiker
E. T. Whittaker 1915 und von Shannon 1949 (mit einer Arbeit von Kotelnikov 1933 als Vorldufer) fiir
die Nachrichtentechnik entdeckt. Wir wollen hier eine allgemeine Version angeben und benétigen dazu

Definition 2.3.4 Fine beschrinkte Teilmenge W des IR™ heifit Fundamentalgebiet des IR™ (beziiglich
der Translation 1), falls die Mengen k + W, k € IZ'™, paarweise disjunkt sind, d. h. wenn ¥j # k :
(G+W)N(k+W) =0 und falls die Vereinigung J,cym (k+ W) ganz R™ dberdeckt.

Satz 2.3.3 (Abtasttheorem) Es sei f € Ly(IR™) bandbegrenzt mit Spektrum w- W sei ein Fundamen-
talgebiet des R™. Dann gilt, falls die Folge {f(2wk/w} der Abtastwerte in lo(IZ™) liegt, im Sinne der
Ly (R™)-Norm

fl@)y=>Y f(2z:k>W(wx27rk) (2.3. 12)

kelz™

wobei W (x) durch (2.3. 6) definiert Transferfunktion von W ist. Fiir die Fouriertransformierte von f gilt
im Sinne der La-Norm

Fo = () wwtoge) 3 (B ) e (23.13)

w w
kelz™

BEWEIS: Wegen f € Ly(IR™) und supp f C wW ist f nach Lemma 2.3.1 eine ganze Funktion, also
insbesondere stetig. Wir fithren dann ¢ (u) := f(uw/27) ein. Nach dem Satz von Plancherel ist ¢ €
L2 (IR™) und mit der Fourier-Umkehrtransformation folgt

o= (B A(Z) () e
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Dann betrachten wir die Periodisierung 1" (u) = 3, cpym t(u—2mj). Es ist supp ) = 20 W und supp i (z+
27j) Nsupp¢(x + 2wl) = O Vj # k nach Voraussetzung. Also gilt
Xoaw (WY (u) = ¥(u), Y (u+2mk) =™ (v) VkeLZ™,

wobei ya2.w die charakteristische Funktion von 27W ist. Es ist ¢*(u) € L1 (T™) wegen

[owwlans [ Y posompan = [ el

jerm™
2\ ™" /
w m

Daher konnen wir die Fourierkoeffizienten bilden und erhalten mit Lemma 2.2.4 und (2.3. 14)

= g [ = e = (2) r(22),

Nach Voraussetzung ist die Folge {¢*[k]}xepm der Abtastwerte daher in Iy(IZZ™) und mit dem Satz von
Riesz-Fischer folgt (k durch —k ersetzen)

¥*(u) = (T)m > f<22k)e"k“ (2.3. 15)

kelz™

f(v)‘ dvgx/m% )fHQ < oo

im Lo-Sinn, da zunéchst die rechte Seite im Lo-Sinn definiert ist und wegen der Eindeutigkeit der Fou-
rierreihe in Ly (T™) mit ¢*(u) iibereinstimmen muss. Es folgt

(55) = vt = vamwtw0w 0 = () vt 3 (%07 )

Hieraus folgt (2.3. 13) mit v = uw/27 wegen xaow (u) = xw(u/a). Da dies im Lo-Sinn gilt, kénnen wir
auf beide Seiten die Fouriertransformation im L,-Sinn anwenden und es folgt mit Lemma 2.2.2, Teil 1
und 2

f(=2) = 5 FY e f(BE)xw (&)e 2/ ()
= o Lperr S (2T W (—w(@ + 2mk/w))
= Yewn [ ()W (~wz — 27k)

nach Definition von W (x) in (2.34). O

Korollar 2.3.3 Fiir bandbegrenzte Funktionen mit Spektrum wW gilt
, ok .
(x)efww do = Z Jc<7r>€27rzkv/w7
R kezm “

d. h. die Diskretisierung des Fourierintegrals mittels der Trapezregel liefert die exakte Formel, falls die
Gitterweite 2 /w =: Q betrdigt.

Das einfachste Beispiel eines Fundamentalgebietes im IR™ ist der (symmetrisch liegende) Wiirfel [— %, %] "

fiir den man sofort die definierenden Eigenschaften zeigen kann. Die entsprechende Filterfunktion lautet

W(x) = H sinc%, x=(21,...,2m) € R™ (2.3. 16)
=1
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Im Falle m = 1 liefert (2.3. 12) dann die klassische ‘cardinal series’ von E. T. Whittaker (w ersetzt durch
Q= w/2m)

fy= > f(g)sinc(ﬂ(ﬁt—k), teR (2.3.17)

k=—oc0

mit der Sincfunction sincz = (sinx)/z. In der Sprechweise der Nachrichtentechnik bedeutet dies, daf das
Signal f(t) mit der Bandbreite Q/2, d. h. mit der Frequenzdarstellung

Q/2

o= [ fwema,

Q)2

exakt dargestellt werden kann mittels der Abtastwerte {f(k/Q)}32_ .. Man sagt, es wird abgetastet mit
der Frequenz Q) (bzw. in Zeitintervallen der Grifle 1/Q2 oder auch mit der Abtastrate 1/Q2.)

Eine andere Anwendung des obigen Satzes ergibt sich z. B. durch die Wahl
W= ((—1,—1/2] U (1/2,1]) (2.3. 18)

wo man ebenfalls die in der Definition geforderten Eigenschaften leicht nachpriifen kann. Wegen der
Bedeutung des Abtasttheorems geben wir noch eine andere Herleitung mittels Methoden aus der Theorie
der Hilbert-Rdume an.

Definition 2.3.5 Fine beschrankte, mefbare Menge W C IR™ nennen wir Whittaker-Menge, falls
die Funktionenfolge {exp(?m'km ein vollstandiges orthonormiertes System fiir den Hilbert-Raum
Lo(W) bildet.

) herm

Bemerkung 2.3.4 Mit der durch (2.5. 6) definierten Transferfunktion W (x) gilt: W ist eine Whittaker-
Menge genau dann, wenn

W(27T]) = / e—27rija: dr = 60,j
w

gilt. Ein Beispiel fiir eine Whittaker-Menge ist das eben betrachtete Fundamentalgebiet [—1/2,1/2]™.

Wir kénnen nun folgende Variante des Abtastsatzes beweisen:

Satz 2.3.4 FEs sei W eine Whittaker-Menge und W (z) sei ihre durch (2.3. 6) erklirte Transferfunktion.
Dann folgt mit Q = w/27

1. Die Funktionen {wm/QW(wx — 27k bilden eine ONB (Orthonormalbasis) von Lo(IR™).

)} e

2. Fiir jedes g € Bo(wW) gilt im Sinne der Lo(IR™)-Norm

glx) =Y g<2:;k) W (wz — 27k). (2.3. 19)

BEWEIS: Es gilt

W(wv — 27rj) = / e ilwvt=2mjt) 4y ]:Xw(wv)e%ijt
w

Weil wir W als Whittaker-Menge vorausgesetzt haben ergibt sich mit Bemerkung 2.3.4, daf3

w™ (W (w —2mj), W(w —2rk)) = (W(- —27(j — k)), W) == /W LY T (2.3. 20)
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womit schon Teil 1 gezeigt ist. Zum Beweis von Teil 2 beachten wir zunéchst, daf fir jedes g € Lo(IR™)
nach der zweiten Darstellung von W (vw — 273)

(0. Ww=2m)) = [ (0 P (e ) o

1 t . L
= a(t)xw () 2™t/ gt = / g(wt)e’”” dt.
w w

m
w R™

gilt. Hieraus schlieen wir, dass das System {W(xw — 27k vollstandig beziiglich des abgeschlos-

) herm
senen Unterraums Ba(wW) von Ly(IR™) ist, denn mit obiger Formel folgt aus (g, W(-w — j)) = 0 fiir
alle j € IZ™ (nach Voraussetzung an W), dass g(wt) = 0 fast iiberall fiir ¢ € W ist. Zusammen mit
g € Ba(wW) ergibt dies §(v) = 0 fast iiberall und somit g = 0. Aus der allgemeinen Theorie (Satz 1.4.5)
schliefen wir dann

g(x) = Z w™ (g, W(-w — 27k))W (2w — 27k), g € B@(W).
kelz™
Spezialisieren wir obige Formel fiir das Skalarprodukt auf supp § C wW, so folgt
~ 2rk 2mk
G(wt)e2mikt gt — f{@( i ) = g<”> (2.3. 21)

w w

PRT——

und somit die Behauptung. O
Bemerkung 2.3.5 Vergleicht man die Voraussetzungen von Satz 2.3.8 und Satz 2.53.4 fallt auf, daf

letzterer scheinbar schwéichere Voraussetzungen hat, er fordert nimlich nicht {f(2rk/w)} € lo(IZ™).
Diese Eigenschaft folgt aber aus (2.3. 21). Fiir f € Ba(wW) gilt ndmlich

P

kerm Kz
nach Teil 1 eine ONB in Lo(IR™) ist, die beziiglich Ba(wW) wvollstindig

9 2
‘ (2.3. 22)

weil W™ {W(.w — 27k
18t.

)}kEIZ""

Bemerkung 2.3.6 Die durch die Translate von W(x) erzeugten Riume sind spezielle translationsinva-
rianten Rdume. Letztere werden wir spdter noch allgemein untersuchen. Satz 2.3.4 wird dann als Speziall-
fall eines allgemeineren Kriteriums erscheinen, das sowohl notwendig als auch hinreichend ist. In diesem
Rahmen ist dann auch eine Erweiterung durch eine allgemeinere Wahl der Transferfunktion mdoglich:
etwa W(z) = [, K(x,t)dt mit geeignetem Kern K(x,t) um z. B. eine bessere Lokalisierung von W (x)
zu erreichen.

Wir zeigen noch, dass die Voraussetzungen von Satz 2.3.4 auch notwendig sind.

Korollar 2.3.4 Fiir ein beschrinktes Gebiet W sei die Transferfunktion W (x) wie in Satz 2.3.4 defi-
niert. Dann gelten die Aussagen 1 und 2 von Satz 2.3.4 genau dann, wenn das Gebiet W eine Whittaker-
Menge ist.

BEWEIS: In Formel (2.3. 20) wurde benutzt, dass

w™ (W(w — 271'j),W(~w — 27rk;)) = / 2=kt gy
11%
gilt. Bilden die {W (-w — 27k
chend fiir die {exp(2mijz)}
aus

)} - also nach Aussage 1 ein orthonormales System, so muss dies entspre-

jemm auf W gelten. Gilt weiter Aussage 2, so ist zu zeigen, da8 fiir f € Lo(R™)

/ f(2)e*™ 5 dx =0 Vje ™ (2.3. 23)
w
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f=01in W folgt. Dazu setze man
ft/w), tewW
(1) = { (/)

0, sonst

und G(z) := F~lg(x). Dann gilt offenbar G(x) € Bz2(wW) und mit (2.3. 21) folgt aus (2.3. 23)

0= / f(t)e%ijt/“ dt = / g(t)e?™ it/ gt = (27r)mG<j)
wW w m Q

fir alle j € IZ™. Anwendung von (2.3. 19) auf G(z) liefert dann G(z) = 0 und somit g(¢) = 0, d. h.
f(z) =0 fast iiberall in W. O

2.3.4 Approximation von nicht bandbegrenzten Funktionen

Es soll nun der Fall beliebiger Funktionen in L*(IR™) oder Ly (IR™) betrachtet werden. Dann entsteht ein
zusétzlicher Fehler, wenn man zunéchst mit bandbegrenzten Funktionen approximiert. Die erste Frage ist
dann die nach der besten Approximation mit solchen Funktionen. Diese Frage kann man auch beziiglich
der L,-Norm studieren, wozu auf den Anhang 2.5 verwiesen sei.

Im Fall der Lo-Approximation ist diese Frage leicht zu beantworten und durch Satz 2.3.2 gegeben. Wie
bereits zu diesem Satz bemerkt, stellt ¢* = xw f die einfachste Form eines Tiefpassfilters dar: nur die
Frequenzen aus W treten in g* auf. Die Formel (2.3.2) fiir ¢* als Faltung ist jedoch fiir eine praktische
Berechnung zu kompliziert. Daher mochte man eher die Reihe (2.3. 12) zur Approximation verwenden
und mufl dann einen zusitzlichen Fehler in Kauf nehmen. Auflerdem mufl die Reihe noch durch eine
endliche Teilsumme ersetzt werden. Lafit man diesen Abschneidefehler aufler Acht, so bedeutet dies zu
untersuchen, welcher zusétzliche Fehler in Satz 2.3.2 durch die idealisierte Annahme der Bandbegrenztheit
von f entsteht.

Satz 2.3.5 (Abtasttheorem fiir nicht bandbegrenzte Funktionen) Es seien f, f € L'(IR™). Fer-
ner sei W ein Fundamentalgebiet des IR™. Dann gilt

HOEDY f<QZk)W(wx27rk) ! > [1761‘%]/ fu)e™™ du (2.3. 24)

kez™ (27T)m lezm™ wW +lw

BEWEIS: Gegeniiber dem Beweis von Satz 2.3.3, der durch seinen Aufbau die Kardinalreihe (‘cardinal
series’) (2.3. 12) motivierte, gehen wir diesmal direkt von dieser Reihe aus. Fiir festes € IR definieren
wir

so dass

5 f<2Z:k)W(wx—27rk): S ga(2mh). (2.3. 25)

kelz™ kelzm

Wegen f € LY(IR™) ist f selbst stetig (dies gilt nach Lemma 2.2.1 und Satz 2.2.1 iiber die inverse Li-
Fouriertransformation) und so auch g, (u) fiir festes z. Ferner ist g,(u) € L'(IR™) weil W (w2 — u) nach
Lemma 2.2.1 gleichméBig beschréinkt ist. Wir kénnen also versuchen, die Poisson-Summationsformel (2.2.
18) auf obige Summe anzuwenden. Dazu berechnen wir fiur | € IZ™

9. (1) = / go(w)e M du = /m f(g)W(wm—u)e_”" du.
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Nun liegen sowohl f(u/w)exp(—ilu) als auch xw (v) in L*(IR™), so dass wir die L;-Parsevalformel von
Satz 2.2.1, Teil 1, anwenden konnen. Dies ergibt mit Lemma 2.2.2, Teil 1

w

3. (1) = /n f(E)e—iZw(u/w)XW(UA)emm(u) du

=wm ff(u)efil‘*’“ (wv)xw ('L})eiwz dv

Rm
—ilwu v 1Tv
= - d
| Frwe o () do
~ v . A .
_ / Fo+1w)xw (—)e”” = fv+lw)e™ dv
m w wW

Dann folgt

SEERUIED Sl

lelzm lezm™ wW

f(v—i—lw‘ dU:/m

f(v) dv‘ < 00,

da laut Voraussetzung

U @ +iwy= | W+ =R"
kelzm kelz™

Damit sind die Voraussetzungen fiir die Anwendung der Poisson-Summationsformel aus Korollar 2.2.1
auf (2.3. 25) erfiillt. Es folgt fiir festes

2rk . ,
2m)™ — | W(wz — 27k) = g, (1) = / w)e =) gy

(&) ksz< w ) ( ) z:mgo Z ww+zwf( )

e 1157 1157
Auf der anderen Seite kann man f(z) iiber die inverse L;-Fouriertransformation darstellen,
r @) = [ Fwerde= 30 [ e
R™ lezm™ wW +lw

Subtraktion beider Seiten ergibt die Restgliedformel (2.3. 24). O
Aus diesem Satz 148t sich eine einfachere Fehlerabschétzung gewinnen.
Korollar 2.3.5 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.3.5 gilt

|f<x> S (B ) wter e <2 [ 7

kelz™

(u)’ du. (2.3. 26)

Speziell gilt

f(@) = lim_ > f(2Zk>W(w;v — ork)

kelz™

gleichmdfig in x, falls W absorbierend in R™ ist, d. h. es zu jeder Kugel K C R"™ ein w > 0 gibt, so
dass K C wW gilt.

BewEIs: Fiir [ = 0 gilt |1 — exp(izlw)| = 0 und fiir I # 0 gilt |1 — exp(iziw)| < 2. Hieraus folgt sofort die
obige Abschitzung und wegen f € L*(IR™) ergibt dies auch die Konvergenzaussage. O
Mit diesem Korollar ist auch das Abtasttheorem 2.3.3 nochmals unter anderen Voraussetzungen bewiesen

worden. Es bedeutet anschaulich, dass man ein Signal f mit umso hoherer Frequenz abtasten muss, je
grofler seine Bandbreite ist, und dass dieser Prozess fiir allgemeine Signale konvergent ist.
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Besonders instruktiv ist der Fall m = 1, wenn f(¢) die Amplitude eines zeitabhingigen Signals bedeutet
und W = [-1/2,1/2]. Dann folgt mit (2.3. 17) die Abschétzung

‘f(t) - ki@f(é)sinc((@t —k)m)| < 2/|u27rQ ‘f(u)‘ du, Q = %

In den Fehler gehen also die Frequenzen grofler als 7€) ein, wenn die Zeit, die zwischen zwei Messungen
von f(t) vergeht gleich 1/ ist. In der Signalanalysis heifit 2 die Nyquist-Rate. Was passiert nun, wenn
ein Signal f € Borq(W) mit Q' < Q abgetastet wird, also beim sogenannten ‘Undersampling’? Es gilt
dann supp f C [—27€Y, 27€'] und die obige Formel liefert (fiir Q' anstelle von Q)

<2 f
Q' <|u/27|<Q

Dies kann so interpretiert werden, dass die in B, vorhandenen Frequenzen gréfer als 27 stéren. Man
nennt diesen Effekt ‘Aliasing’, siehe etwa [Papoulis].

Man kann natiirlich auch mit ‘Oversampling’ arbeiten. Dies ist bei akustischen Signalen auch tatséchlich
iiblich. Im Idealfall kann das Ohr Frequenzen bis 20 kHz wahrnehmen. Nach dem shannonschen Abtast-
theorem sollte also ein akustisches Signal mit mindestens 40 kHz abgetastet werden. Bei den iiblichen
CD-Spielern belduft sich die Abtastrate normalerweise auf 44 kHz. Der Grund dafiir ist, dass Oversamp-
ling einen stabilisierenden Effekt hat. Um dies einzusehen ersetzen wir f(x) durch F(z) := f(Azx) und
tasten f mit Werten f(2rkA/w)),A € (0,1), d.h. F mit Werten 27k /w wie bisher ab. Dann gilt fiir E

die Entwicklung ( 2.3. 13 ). Weil aber f seinen Tréiger in Aw - W hat, kann man in dieser Entwicklung
xw (v/w) durch gx(z/w) ersetzen, wobei gy € L2(IR™) so sein soll, dass seine Fouriertransformierte gleich

‘ £(t) — k_f:oo f (g) sinc(('t — k)r) (u)’ du,

1, v <3

. —\/2

g,\(v) =4q1- (\11)|_/\)//2’ % < |U| < %
0, lv| > %

ist.Bildet man dann die inverse Fouriertransformation, so erhélt man die Entwicklung (2.3. 12) mit der
Transferfunktion gy (z) ,die schneller abfillt als W (x) = sinc(x/2) ,weil gx(v) glatter als xw (v) ist.
Diese Idee lédsst sich natiirlich noch ausbauen, so dass eine Funktion f € Lo(IR™) noch durch andere
Reihen mit Translaten von verallgemeinerten Sincfunktionen approximiert werden kann. Eine weitere
Mboglichkeit bilden durch Summationsprozesse der Reihe (2.3. 12). Eine kanonische Form ergibt sich
durch die beste Approximation in Lo.

Lemma 2.3.5 Sei f € LY(R™) und W sei eine Whittaker-Menge. Dann ist die beste Approximation
g* € Ba(wW) zu f gegeben durch

@)=Y w" ( FW (w— m))w(%(m — k). (2.3. 27)

kelz™

wobei Q = w/2mw. Im Falle f € Bo(wW) gilt g* = f und (f, W (2n(-Q — k))) = Q™ f(k/Q). Der Fehler
der Reihe in (2.8. 27) ist durch Formel (2.3. 7) mit oW statt W gegeben.

BEWEIS: Wir bemerken zuerst, dass die obige Darstellung jene aus Satz 2.3.2 ergénzt und daraus ergibt
sich auch die Aussage iiber den Fehler.
Durch Anwendung von Satz 1.4.5 auf die nach Satz 2.3.4 vorliegende ONB

{wm/QW(-w27r - k)}
kerZ™

fiir g* € Ba(wW) ergibt sich dann (2.3. 27) zunéchst fiir g* statt f in den Skalarprodukten. Da aber

f — g* orthogonal zu allen W(27r(. Q- k)) ist, kann ¢g* durch f ersetzt werden. Dann wende man (2.3.

21) an. O
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Vergleicht man nun den Fehler in (2.3. 26), der durch die Samplingreihe (2.3. 12) entsteht, mit dem Fehler
der besten Approximation in (2.3. 27), so sieht man mit (2.3. 7), dass er gegeniiber diesem nur um einen
Faktor 2 schlechter ist.

Wir wollen nun auch den zusétzlichen Fehler untersuchen, der entsteht, wenn man die Reihen (2.3. 12)
und (2.3. 27) durch endliche Teilsummen ersetzt.

Satz 2.3.6 (Abschneidefehler)
1. Fiir die abgebrochene Reihe in (2.3. 12) gilt die Fehlerabschitzung

fa) - 3 f(é)W(%(Qw—k)) < lon 3 f(g)

2

|k|<N |k|<N

(2.3. 28)
+2 / ‘f(u)‘ du
R™\wW
2. Die abgebrochene Reihe
g =Y am (f, W(2r(.Q— k)))w(%(m — k)
|kI<N
ist die beste Approximation aus
SN = SN = span{W(ZW(Qx — k))}lk\SN.
Es gilt
* 1 . 2 m j: Ak *
1 = 6313 = g dist(F: BalwW), + Q7 dist 7<) (23. 29)

wobei nach Lemma 2.3.5 §* = f Xxw 2u beachten ist und Iy, die Menge der trigonometrischen
Polynome vom totalen Grad kleiner als N bezeichnet.

BEWEIS: Zu (1): Dies folgt aus der Dreiecksungleichung
=2 = -2 + 22
N |lo oo |2 00 N ll2

dabei steht ) __ fiir die vollsténdige Reihe (2.3. 12) und ), fiir die abgebrochene Reihe. Ferner benutzt
man die Abschitzung (2.3. 26) und die Parsevalidentitit

> f(é)w(zﬂ(mm)) — o 3 M(é)

2
)

|k|>N |k|>N
die analog zu (2.3. 22) gilt.
Zu (2): Benutzt man wie im Beweis von Satz 2.3.4 die Identitét

1 .
FW (2n(Qx — k))(v) = Q—mxww(u)e%“ﬂ’/w’ (2.3. 30)
so erhélt man die Ungleichungskette
R 2
ok — inf - 2 _ inf o
1f—gnll Jof 1f—al3 Gy o4 f=9|,

2
1 . n —2mikv/w
e ) ) X et
" k<N

2
2

_ ﬁ /}R m\ww\f@)r 4o+ || (0) (F0) = 3 aem2mibor)

|k|<N )
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Mit der Substitution v = uw und der Fehlerformel (2.3. 7) folgt dann die Aussage von Teil 2. O

Zur Abrundung wollen wir noch Abschéitzungen fiir die im vorangegangenen Lemma auftretenden Fehler
mittels Sobolevnormen angeben, so dass die Fehlerordnungen beziiglich w sichtbar werden.

Lemma 2.3.6

1. Es sei W ein beschrinktes Gebiet des R™ und p > 0 der Radius der grifiten ganz in W liegenden
Kugel des R™. Dann gilt fir f aus dem Sobolevraum WT™2(R™), r = 1,2,..., (siehe Definiti-
on 2.1.1) die Abschitzung

dist(f; B2(wW)) , gomy < Z DA £, (2.3. 31)
|Bl=r
wobei C > 0 eine nur von r und m abhdngige Konstante ist.

2. Es sei W = [=1/2,1/2]™ und g € W"2(2nW) sei 2m-periodisch. Dann gilt fir r = 1,2,... die
Abschdtzung

o c .
dist(g: Iy (R™)) o) < o7 2 1D°]

|s|=r

r,2;27W (23 32)

BEWEIS: Zu (1): Nach Formel (2.3. 26)haben wir abzuschétzen

2 1 o
Lo ol as [ o] as o [ ari)

Nach Korollar 2.4.1 in Abschnitt 2.3.4 kann das letzte Integral durch die Sobolev-Halbnorm in (2.3. 31)
bis auf eine Konstante C' > 0 abgeschétzt werden.

Zu (2): Zunichst gilt

f(v)‘2 dv.

1 i
Lg(sz) Z 9lk]]" < e Z |l‘7|2 |9(k)2

|k|>N |k|<N

dist(g; Ty (IR™))

Dann weist man mittels partieller Integration nach, dass

w14 = e |, e o

S / D () du = (i) Dl

fiir jede schwache partielle Ableitung D*, s = (s1,... , S;), mit |s| < r gilt. Hierbei ist wesentlich, dass g
als Funktion in W™2(2rW) 27-periodisch ist, da nur dann die Randterme verschwinden (g € Lo(27W)
geniigt dazu nicht). Ferner gilt

[kI*" g (k) (Zk2> kPP <o S kgl

|s|=r

mit einer Konstanten C’ > 0. Mit dem Vorigen und dem Satz von Riesz-Fischer folgt daraus die Behaup-
tung wegen

S PP < 3 Y [0l = ¢ X 1D s

kelz™ kelZ™ |s|=r |s|=r

mit einer Konstanten C' . O
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Zur Anwendung der Fehlerabschétzung (2.3. 32) auf den Fall von Satz 2.3.6, Teil 2 sei noch bemerkt,
dass sie nur bedingt anwendbar ist, denn fiir g(u) = §* (1) = f(uQ)x2rw (u) ist diese Funktion nur mé#Big
glatt, wenn sie periodisch fortgesetzt wird. Dies ist aber notwendig, um (2.3. 32) anwenden zu kénnen und
zeigt, dass der wesentliche Fehler dadurch entsteht, dass die im Allgemeinen nicht periodische Funktion

F W) xo-w (u) durch periodische Funktionen approximiert wird.

Bemerkung 2.3.7 Die beiden Abschdtzung in Lemma 2.3.6 wurden angegeben, um die Analogie zwi-
schem dem periodischen und dem Fall des R™ herauszustellen. Solche Fehlerabschditzungen fiir die (beste)
Approximation von Funktionen aus Sobolevrdumen durch bandbegrenzte Funktionen oder trigonometri-
sche Polynome bilden ein zentrales Thema der klassischen Approximations-Theorie und sind auch fir die
spdteren Betrachtungen von Bedeutung. Es gibt allgemeinere Abschdtzungen vom Typ des obigen Lemmas
fiir WTP-Rdume mit beliebigem p, 1 < p < co. Man kann sie durch Spezialisierung von Satz 2.1.83 auf
Dirac-Folgen gewinnen, vergleiche Anhang 2.5.
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2.4 Fourieranalysis und Distributionen

2.4.1 Zur Distributionstheorie

Die Grundidee der Distributionstheorie ist das Prinzip der Dualitét, d. h. die zu betrachtenden Opera-
tionen wie Multiplikation, Translation, Dilatation, Differentiation, Faltung und so weiter werden zuerst
auf Klassen von “sehr guten Funktionen”, den sogenannten Testrdumen untersucht, und dann durch
“Hiniiberwélzen” auf die Dualrdume auch fiir “schlechte Funktionen” bzw. Distributionen. Durch geeig-
nete Darstellungs- bzw. Regularitéitssitze konnen die gemachten Aussagen dann wieder fiir gewohnliche
Funktionen (z. B. in Sobolev-Réumen) zuriickgewonnen werden.

Der einfachste Testraum auf IR™ ist der sogenannte Schwarzsche Raum D := C§°(IR™) der unendlich oft
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger. Fiir ihn gilt

Lemma 2.4.1 D liegt dicht in LP(IR™) fir 1 < p < oo und in Co(R), d. h. der Menge der stetigen
Funktionen auf R™, die fiir |z| — oo verschwinden.

Der Beweis kann z.B. mit Hilfe von Satz 2.1 erfolgen.
Fiir die Verwendung der Fourier-Transformation sind folgende Testrdume sehr wichtig:

Definition 2.4.1 (Schnell abfallende Funktionen) Eine (stetige) Funktion ¢ heifst schnell abfallend,
falls

lp(z)] < Co (1 + |z|)~™, Ym e N (2.4. 1)

gilt. Der Raum S der beliebig oft differenzierbaren, schnell abfallenden Funktionen ist dann definiert als
die Menge aller ¢ € C(IR™), fiir die jede Ableitung D’ ¢(z) schnell abfallend ist, bzw. die Seminormen

P Z ’33] (DJ ¢> ‘ J.j enr™

zE€IR™

endlich sind.

Lemma 2.4.2 Fiir Funktionen ¢, € S sei {dk(gb,w)};o:l eine Anordnung der abzihlbar vielen Semi-
normen p; i (¢ — ). Dann bildet S mit der Metrik

oo

Zl Cdi(d,9)

F 14 di (¢, )

einen lokal konvexen Raum (genauer einen Fréchet-Raum), d. h. S ist vollstindig).

Lemma 2.4.3 S liegt dicht in LP(IR™), 1 < p < oo, sowie in Co(R). Dariber hinaus liegt der Testraum
D dicht in S beziiglich dessen Topologie.

Der Beweis dieser beiden Lemmata sei dem Leser iiberlassen.

Auf S kann man wie in L;(IR™) die Fourier-Transformation— ab jetzt mit F bezeichnet— definieren.
Fiir sie gelten dann alle in Lemma 2.2.2 fiir L*(IR™) formulierten Eigenschaften beziiglich Translation,
Dilatation, Differentiation und Faltung. Sie lassen sich sogar leichter als dort direkt beweisen, insbesondere
vereinfachen sich die Uberlegungen zur Existenz. Die grundlegenden Eigenschaften von F auf S sind
formuliert in

Satz 2.4.1 Die Fouriertransformation ist eine stetige, lineare und eineindeutige Abbildung von S auf S
(in der Topologie von S).

BEWEIS: Fir f € S ist klar, dal

of(v) 1
31}1 \/ﬂ’m R™

f(x)e™ ™Y (—izy) d
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gilt, und allgemein

(N0 = = [ @) (i) e da
bzw.
(P(D)) f(v) = P(~ia) f()(v). (24.2)
Ferner folgt mittels partieller Integration
of - ﬁeﬂ-z'v x = (—iv v
Fiar®) = o | e = (in) FS0)
und allgemein
FP(D)f(v) = P(—iv)Ff(v). (2.4. 3)

Somit gilt fiir alle P und alle «

Es folgt dann

IN

[P(D)((=iz)* f(2)) ],
eX X )], <

B<|a| y<deg P

oo

IN

d. h. f(v) € S; gleichzeitig folgt daraus die Stetigkeit der Abbildung & — S, f — f. Ferner gilt die
Inversionsformel aus (2.2.1), Teil (3), da f(v) € S C L}*(IR™) ist, also

Ff(@) = f(~a) oder | = f,
wobei f(z) := f(—x). Ebenso gilt [ g(z)f(z)dz = Jgm (@) f(z) dz fir f,g € S, weil dies schon in
L'(IR™) bewiesen wurde. Mit f(z) = h(x) folgt
@) = F (@) = = FR(-2) = = P

und daher

0= [ o@he = [ §@hd=(3.)

fir g,h € S, d. h. F ist ein bis auf eine multiplikative Konstante unitérer Operator auf S und daher auf
Ly(IR™) als Fortsetzung. Diese Fortsetzung ist eindeutig,denn

Ff = lim Ffy fiw |[f = fall, == 0

und
Ff = lim Fgy fir |[f = gall, == 0
impliziert
1Fgn = Ffull = llgn — fully *=0
fir f,,g, € S. 0

Nun geht man wie anfangs bemerkt zu den Dualrdumen iiber.
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Definition 2.4.2 (Temperierte Distributionen) Die Menge der stetigen linearen Funktionale auf S
heifit Menge der temperierten Distributionen und wird mit S’ bezeichnet.

Beispiele fiir Elemente aus S’ sind im Folgenden zusammengestellt:

1. Sei f meBbar auf dem IR™ und ferner gelte

o\ —k
f(x)(l—i— || ) € LP(R™) (2.4. 4)

fiir ein festes k € Nund 1 < p < 00, d. h. f € IL. Die Klasse IL heifit Klasse der langsam wachsenden
Funktionen. Dann ist

L¢(¢) = (x)o(x) dx VoeS§

RrR™

(dz bezeichnet das Lebesgue-Maf}) eine temperierte Distribution. Dies gilt auch fiir k¥ = 0 also
f € LP(R™). Speziell ist jedes Polynom eine langsam wachsende Funktion.

2. p sei ein temperiertes Borel-Maf, d. h. es gelte

/m (1 + |x\2)7k du(z) < oo

fiir ein £ € IN. Dann ist

Lu(¢) == | odu VoES

ein Element von &’. Das Gleiche gilt auch fiir kK = 0 wenn p eine endliches Borel-Maf} auf IR™.

3. Punktfunktionale liefern temperierte Distributionen iiber die Darstellung (y € IR™ fest)

L(¢) = Y aadad(y) VP ES.

la|<k
Im Spezialfall k£ = 0 sind sie als Dirac-Mafle oder Diracsche §-Funktionen bekannt.
Weitere temperierte Distributionen gewinnt man durch folgende Operationen auf S’:

1. Ist g eine langsam wachsende Funktion in C*°(IR™) und u € &', so definiert man das Produkt ¢ - u
durch

(g-u)(®) :=ulgp) VopeS.
2. Differentiation von v € 8’ mit einem Operator D, a € IZ™, wird erkldart durch
(Du)(¢) == (-1)!*Iu(D*¢) Vg €S.
Dies ist konsistent mit der schwachen Ableitung, falls u € LP(IR™) wie in (1) ist.

3. Die Translation 75, und die Dilatation d, mit Faktor o > 0 werden definiert iiber

(Thu)(9) = u(T-n¢) Vo e S,
(dqu) := a™"u(dy /o) Vo e S'.

Lemma 2.4.4 Die Operationen (1) bis (3) sind wohldefiniert und stetig von 8" in S'.

BEWEIS: Dazu beachte einfach, daf3

e im Fall (1) gilt g¢ € S fiir alle ¢ € S,
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e im Fall (2) D¢ € S fiir alle ¢ € S und
e im Fall (3) 7,¢ € S und 6, € S fiir alle ¢ € S.

Die Identifizierung im Spezialfall v € IL (also fiir langsam wachsende Funktionen) zeigt, dass g - u € e
im {iblichen Sinne der punktweisen Multiplikation gilt. Gleiches gilt fiir (3). Fiir (2) ergibt sich: Falls die
iibliche partielle Ableitung f(®) existiert und in IL liegt, dann gilt fiir f € IL

(D*f)(6) = (~1) / o= [ feg,

m Rm
womit auch dieses Lemma gezeigt ist. O

Mit Hilfe von Testfunktionen der Form )¢ ( ¢ € D fest, ¢ € S beliebig) kann man zeigen

Lemma 2.4.5 Im Fall f € IL ist die Zuordnung f — Ly € S’ eineindeutig, d. h. fir Funktionen f wie
in (2.4. 4) gilt

Li(¢p)=0 VYpeS = f=0 fast iberall
mit anderen Worten: Fir f und g aus IL folgt aus Ly = Ly, dass f = g fast dberall gilt.

Vor dem Beweis sei noch auf den Zusammenhang mit dem Begriff der schwachen Ableitung eingegangen:

Bemerkung 2.4.1 Aus der Ezxistenz der schwachen Ableitung in LP(IR™) in (2.1. 13) folgt das Bestehen
der Beziehung unter 2., also auch die Fxistenz der Ableitung im distributionellen Sinne, denn es gilt ja
LP(IR™) C IL. Das Gleiche gilt auch fiir die Ableitungen von temperierten Distributionen. Lemma 2.4.5
zeigt also, daf$ alle drei Typen von Ableitungen fir langsam wachsende Funktionen aus IL zusammenfallen,
wenn die Ableitungen ebenfalls in IL liegen.

BEWEIS (von Lemma 2.4.5): Wéhle R > 0 grofl genug und setze
e
Setze Vg := {z : R < |z| < R+ €} und wihle Funktionen ¢r . € C>*(IR™) die
e fiir |z| < R gleich 1 sind,
e fiir |z| > R + € verschwinden und
o auf Vr . Werte zwischen 0 und 1 annehmen.

(Man kann fiir beliebiges kleines € > 0 solche Funktionen finden.)
Dann ist fiir beliebiges ¢ € C*°(IR™) das Produkt ¢)¢r . in D = C*(IR™) C S und

0= [ ovone= [ owvr [ gone= [ owsne

€

Falls g € LP(IR™) so gilt im Fall 1 <p < o0

|6R,e|s/ gl 50, e0,
Vr

€

so daf fiir alle yp € C*°(IR™)

O:/ngRw=/Rm IgR|2+/Rm9R(1/)—9R)~

Wiihle nun eine Folge von Approximationen 1), mit

1o = grl* =0, p—0
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und ¢, € C*IR™, was nach (2.1.3) und dem zugehérigen Korollar méglich ist. Dann folgt

/m 9r(Yp — 9r)

und so gr(x) = 0 fast iiberall.

<\llgrll2llp —grllz2  —0, p—0

Im Fall p = 0o schétzt man einfacher ab:

\6R,e\sng||m/ 1 S0, eso.
R

S€

|

Die Frage nach den allgemeinsten temperierten Distributionen kann ebenfalls beantworted werden (ein
Beweis findet sich z. B.in [Constantinecu74], Abschnitt 7.3.):

Satz 2.4.2 Zu jedem u € S’ gibt es einn € IN, so dass es fiir jedes o € IZT' mit || < n Zahlen aq sowie
langsam wachsende stetige Funktionen f, gibt, mit deren Hilfe sich u als

u= Y aaD*(Lf.),
la|<n
darstellen lifit. Dabei sind Ly, und D wie in (2) definiert.
Die Parsevalsche Formel (2.2.2) motiviert nun

Definition 2.4.3 (Fouriertransformation auf §’) Die Fouriertransformation auf &', bezeichnet durch
F oder ., ist definiert durch

(Fu)(¢) := u(Fp) baw. a(}) = u(¢), ueS, ¢es.
Dann 148t sich zeigen:

Satz 2.4.3 Die Fouriertransformation ist eine wohldefiniert, lineare, in der schwachen Topologie von S’
stetige Abbildung von S’ auf ganz S'. Sie ist mit der Fouriertransformation auf L' (IR™) wie auch mit der
auf Lo(IR™) konsistent. Weiterhin ist sie eine eineindeutige Abbildung, wobei die inverse Fouriertrans-
formation durch G, gegeben ist. Die Spiegelung @ einer Distribution u € S’ ist dabei erklirt durch

() == u(qvﬁ) Vo €S,
wobei ¢(x) := ¢p(—1x).

Ein Beweis findet sich in[Rudin91], Theorem 7.15. Von den Aussagen dieses Satzes bendtigen wir eigentlich

nur, daf die Fourier-Transformation wohl- definiert auf &’ ist, da uns hier primér die Wirkung von F auf
die oben betrachteten Operationen interessiert. Dazu formulieren wir

Lemma 2.4.6 Sei P ein Polynom mit zugehérigem Differentialoperator P(D) und ]5(7)) := P(iv). Dann
gilt

P(Dyu=Pa, Pu=P(-D)i Yues.
Speziell fir das Dirac-Maf$ aus 6 (das durch Ly = ¢(0) erkldrt ist) gilt

6=1, i=2n)ms (2.4. 5)
bzw. allgemeiner
P(D)§ = P, P = (20)"P(~D)s. (2.4. 6)
Ferner gilt
mhu = e q (24.7)

und

dou = —dy . (2.4. 8)
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BEWEIS: Die Beweise von (2.4. 7) und (2.4. 8) sind einfach, z.B. gilt

. 1 A N . 1 .
dau(9) = (daw)(9) = — u(d1/ud) = uldad) = (dut) = = d/ut
Die Fouriertransformierte der Delta-Distribution bestimmt man durch :

§o) = 5(&5) =4(0)= | ox)de = §=1el;

Rm
i(¢) = d(u) du = 21 ™ $(0) — 1=2m)ms
RnL

Mit P,(z) = x%, Py(x) = (iz)“ gilt

D*5(9) = (D°0)(9) := (-1)/*16(D"6) = P = | Pul@)(x)da,

R‘IIL
so daf
De§ =1P, € IL.

Andererseits gilt
Iga(é) =P, ((ﬁ) = /m P, (v)¢(v) dv

=0 [ Do) do = (1) 2n)" (D)0
= (2m)"P,(—D)é

Durch Linearkombinationen von Monomen erhilt man dann die allgemeineren Formeln (2.4. 8).

2.4.2 Sobolev-Riaume und Fouriertransformation
Zunichst zeigen wir den grundlegenden

Satz 2.4.4 Sobolev-Riume und Fouriertransformation) Folgende Aussagen sind dquivalent fiir
k=1,23,...:

1. f € WE2(R™), d. h. alle schwachen Ableitungen D*f existieren fiir |s| < k,
2. f(v) und P(iv)f(v) liegen in Loy(IR™) fiir jedes Polynom vom totalen Grad deg P < k
3. alle starken partiellen Ableitungen, d. h. in der Lo-Norm, existieren bis zur Ordnung s, |s| < k,
4. f(v) und \/ka(v) liegen in Lo(IR™).
Dariiber hinaus bildet der Operator Gy, definiert durch
1 A

v 2.4.9
ka( ) (24.9)

einen stetigen Isomorphismus von Lo(IR™) = WO2(IR™) auf WF2(IR™).

Grf(v) =

BEWEIS: Den Beweis fiihren wir nach dem Schema

3 — 1

N
2 < 4
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(8) = (1): Die partielle Ableitung 0f/0x; = g; existiere in der Lo-Norm. Dann gilt fiir jedes ¢ €
Coo (IR™)

[ si@otwrae =iy [ (FELED - g0y )ote) o

h—0
: ¢(x) — gz —hej)\ ¢
= }LILIB - f(x)( . ) dx = — - (x)a—xj(a:) dx

d. h.g; ist gleich der schwachen partiellen Ableitung 0f/0z;. Durch fortgesetzte Anwendung dieser Argu-
mentation sieht man, dafl die Existenz der starken Ableitung die Existenz der entsprechenden schwachen
Ableitung beinhaltet.

(1) = (2): Nach Voraussetzung existiert DSf € Ly(IR™) fiir |s| < k, so daB nach Satz 2.1.4 D5f €
Ly(R™). Fir ¢ € D = C§5(IR™) gilt auf Grund der Parsevalschen Formel 2.2. 7, der Definition der
schwachen Ableitung und wegen Eigenschaft 4 aus Lemma 2.2.2

/ (FD* f)@)o(x) dw = / (D*N)dw) dv = (-1 [ f(2)9°b(a) da

m RrR™

= (=1 [ f@)(F(=iv)*¢(v))(x) dz

R™

= | f@)(=iv)*¢(v) dv

R™

Dabei benutzten wir die bereits in Satz 2.4.1 angegebene Eigenschaft, dafl ¢ = .7-'*1(;3 wegen gZ; eS
wieder zu S gehort und ebenso, dafi (iv)°¢(v) € La(IR™). Ferner zeigt Lemma 2.4.3, dai C§°(IR™)
dicht in S liegt, so daB nach Grenziibergang in diesem Sinne die obige Identitéit fiir alle ¢ € S gilt.
Nun ist aber D5f € Ly(IR™) und (iv)® f(v) eine langsam wachsende Funktion. Lemma 2.4.5 zeigt dann
(iv)* f(v) = D5 f(v) fast iiberall, woraus Aussage 2 folgt.

(2) = (3): Wir zeigen zunéchst die Existenz der ersten partiellen Ableitung im Sinne der Lo-Norm.
Dazu sei g(x) := F~Yiv; f(v)(x), das nach Voraussetzung und dem vorigen Satz in Ly(IR™) liegt. Dann
bilde den Differenzenquotienten in e;-Richtung in der Lp-Norm:

Hf(m + heé) —f@ - f@)% ~wfw)|
=17 (v) (QZsm(hvjh/Q) - z’ve“’fh”) 2

Hier wurde der Integrand mit exp(—iv;h/2) multipliziert. Man sieht leicht, da8 der neue Integrand die
f(v)‘ (Jvj]+ilv;|) hat und daher fiir b — 0 fast iiberall gegen 0 strebt. Der Satz von Lebesgue

iiber majorisierte Konvergenz zeigt dann, daf§ g die partielle Ableitung von f in Richtung e; ist.
Im n#chsten Schritt bilde man dann die Differenzenquotienten dieser ersten partiellen Ableitungen. Mit
dem gleichen Argument folgt dann die Existenz der zweiten partiellen Ableitungen im starken Sinne usw.

(2) = (4): Fiir gerade k folgt dies direkt aus

k
VIR <C > o7 o7

o1t tom

Majorante

Fiir ungerade k benutzt man zusétzlich die Abschiatzung

VI[P <1+ vl

Jj=1



o1
(4) = (2): Diese Richtung folgt aus der Abschitzung (|s| < k)

/m 2 dUS/R ﬁ <1_ﬁj|j|2> j(1+|v|2)k‘f(v)

"
j=1

2
dv

v f(v)

2
SC’/ (1+\v|2)k‘f(v)’ dv
R™
SchlieBlich iiberlegt man sich, dafl wegen der Isometrie der Fouriertransformation in Lo (IR™)

S ot = ver" X upesl, (2.4. 10)

|s|<k |s|<k

folgt. Ferner ist H V14 |v? * f(v) H2 eine dazu #iquivalente Norm, wie man aus dem Beweis der Aquivalenz
von (2) und (4) sieht. Daher ist G, f € W*2(IR™) falls f € Lo(IR™). Umgekehrt folgt aus g € W*2(IR™),
daBl f = F~1\/1+ |v]? kg(v) € Lo(IR™) die Gleichung Gy f = g erfiillt. Ebenso folgt die Injektivitit von

Gy aus der Eineindeutigkeit der Fouriertransformation. d

Bemerkung 2.4.2 Die Richtung (3) = (2) liefert Eigenschaft 3 aus Lemma 2.2.2 fiir den Raum Lo(TR™)
und die Richtung (2) = (8) liefert iber den den Satz von Plancherel die Eigenschaft 4.

Die Aquivalenz von (1) und (4) kann man zum Anlass nehmen, die Sobolev-Réume im Falle p = 2 zu
verallgemeinern. Man erhélt dann die sogenannten Besselpotentialrdume, denen der folgende Abschnitt
gewidmet ist.

2.4.3 Besselpotentialriume

Definition 2.4.4 (Besselpotential-Réume) Fiir o € R definiere den Besselpotentialraum L%2(IR™)
als die Vervollstindigung von

{fecemmiage La@™) : (1+ o)™ f(0) = 40 |

17z := \/ | aspe

Per Definition sind dies Rdume Banachriaume. Fiir > 0 fiihrt die Vervollstindigung zu Teilrdumen
von Lo(IR™), da die Norm || f|a,2 dann stérker ist als die Lo-Norm. Speziell fiir & = k erhélt man zu
Satz 2.4.4 das

Korollar 2.4.1 Es gilt

beztiglich der Norm

f(v)‘2 dv (2.4. 11)

Wk’z(IRm) _ Lk,?(Rm)
mit Aquivalenz der Normen (2.4. 11) und (2.4. 10).

Fiir o < 0 erhélt man Teilrdiume von S’, also der Menge der temperierten Distributionen. .
Zur naheren Erlduterung definiere fiir a < 0 eine Funktion G, durch ihre Fouriertransformation, G, :=
(1+ \v|2)_a/ ®. Falls eine solche Funktion in L; existiert, so ist die wegen der Eindeutigkeit der Fourier-
transformation wohldefiniert. Genauer gilt

Lemma 2.4.7 Sei o > 0 und sei G, wie gerade angegeben definiert. Dann hat diese Funktion die
Darstellung

1 e 2 dt
Gola) = — / o lol?/at o—t ya—m)/2 9
(=) V2 T(a/2) Jo t

Speziell gilt Go(z) < 0 und |Gy ()] = O(exp(—cqlx|)) fir |x| — oo mit einer gewissen Konstanten cq.
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BEWEIS: Die zweite Aussage folgt durch Aufspaltung des Integrals [~ in O‘Il und f\:lj und zeigt speziell,
dass G, € L'(IR™). Nun benutzt man die schon (in Anschlufl an Satz 2.2.1) bewiesene Beziehung

]-'e_lrlz/“(v) =2t ethl?
—_———
I
Multipliziert man und integriert I, so folgt
fa(v) — m;/ 6—|v‘2t et toz/Q ﬂ
V2 ' T'(a/2) Jo t

Nun benutzt man die leicht nachzurechnende Identitét

ufa/Q — 1 / e~ ut ta/2 @
I'(a/2) Jo t

—a/2

fiir w = 1+ [v]? und erhilt I, (v) = (1 + [v[?) = Go(v). O

Als Folgerung erhilt man

Korollar 2.4.2 Fiir o > 0 ist der auf LP(IR"™) definierte Faltungsoperator

Ga(f;2) = (Ga * f)(2)

stetig und beschrinkt. Er ist ein Isomorphismus von L%2(IR™) auf LA+*2(IR™) fir 3 > 0, d. h. es gilt
speziell L*2(IR™) c LP2(R™) fir « > B > 0. Es ist Go der Umkehroperator zu I — A und g = Go(f)
lost die Gleichung (I — A)g = f, ist also eine Potentialfunktion.

Schreibt man formal fiir a > 0 die Definition G, * f := (I — A)~*/2f, so gilt folgendes
Lemma 2.4.8 Auf L2, a € IR, gelten folgende Aussagen:
1. Firk € N und 8 >0 ist (I — A)* ein Isomorphismus von LPH?%:2 quf 152,

2. Genau dann gilt f € LPT"2 mit r € IN, wenn jede schwache Ableitung DY f mit |y| = r in L5
liegt.

Wir benétigen dieses Ergebnis im Folgenden nicht und iiberlassen es dem Leser, den Beweis n6tigenfalls
(z. B. in [Donoghue69]) nachzulesen. Von Bedeutung sind aber folgende Aussagen iiber die glittende
Wirkung der Faltung:

Lemma 2.4.9 Esseiy € L'(IR™) und ’z/;(v)’ < C|v|7P fiir 8 > 0 und |v| > 1. Dann bildet der Operator
Ay f :=1* f den Sobolev-Raum W*?2 stetig auf L*T52 ab.

BEWEIS: Per Definition gilt (wegen 1 € L'(IR™) und f € Ly(IR™) liegt ¢ * f ja in La(IR™)), so daB nach
Voraussetzung

860 = [ P 0% pw)] a0

m

<[ arepy2 s sof as |

[v]>1

2

(1+ )" @loP)? |[d(o) fw)| (2m)™ dv

S25\|A¢f||§72+25(27r)m02/ (14 [of?)*

lv[>1

L2
f(v)‘ dv

Nun beachte, da nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue |4 (v)] < |l¥]l; gilt und daher
2
’ dv

82 = [ ) [l 7w

< IIz/JH?/Rm (1+?)° f(v)f dv.
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Nach Einsetzen folgt

1Ay Flly 5.0 < 2° (I + (2m)™C?) | £]

2
s,2
|

Fiir spétere Zwecke beweisen wir fiir m = 1 eine etwas schérfere Variante, die ein Spezialfall des berithmten
Einbettungssatzes von Sobolev ist.

Lemma 2.4.10 Fir f € Ly(IR) gelte
[ 7] @ pe o < .
R
wobei n < a < n+1 sei. Dann gilt f € C™(IR) und weiterhin
£ ) = £ @)] < Cla =yl
gleichmifig in x,y € R, d.h. per Definition, daf f in dem Hélder-Raum C*" liegt.
BewEls: Nach Voraussetzung ist f(v)(iv)" eine L;-Funktion. Mit Lemma 2.4, Teil 3 folgt daher

ar d g B , .
dx—nf(m) = d:v"(;ﬂ/Re“wf(v) dv) = %/Re“w(iv)"f(v) dv.

Auf Grund des Lemmas von Riemann-Lebuesgue ist damit der erste Teil bereits bewiesen. Mit y —h = =
folgt dann weiter

1 o |
™ (y) - f(n)(x)’ =5 /R(‘U)nf(,u)(ewh 1) do
1 ivh __ 1 .
< o [ o 1l lol® )] ao

Der Faktor (vh)~%*" |exp(ivh) — 1] ist offensichtlich gleichmifig durch vh beschrénkt. Daraus ergibt sich
sofort der zweite Teil des Lemmas nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz. O

Bemerkung 2.4.3 Allgemein sind Holder-Raume der Ordnung « fir nicht ganzzahliges o > 0
definiert als die Menge aller f mit Ableitung f™) im Hélder-Raum C*~", wobei n die grifite ganze Zahl
< « st.
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2.5 Anhang

2.5.1 Satz von Paley-Wiener
Zu gegebener Funktion f € L1(IR) bzw. f € Ly(IR) definiere Funktionen Gy durch

fv)e % v >0
0, sonst

Vz € IC mit Rez > 0.

Gi(v) = {
Die Funktionen G4 liegen fiir > 0 beide in L;(IR) (bzw. La(IR)) und man stellt fest, dafl

e 0
GA+(y%$)=/O Fw)e™ ) o, Ci(y;w)=/ Fw)etr @) gy,

Fiir diese Funktionen beweisen wir zunéchst

Lemma 2.5.1 Es sei f(z) ferner eine ganze Funktion der Form f(z) = Yoo marz" auf IC von ex-
ponentiellem Typ o > 0, d. h. |f(2)| < C(z)exp(c|lmz|), wobei C(z) > 0 hdchstens polynomial in |z|
wdchst. Dann ist die zugeordnete Funktion

oo
g9(z) = Z apz 1
1=0

analytisch fir |z| > o und fir z = x 4+ iy mit x > 0 gelten die Identititen

9(z +iy) = G4 (y; @), (2.5. 1a)
g(—z —iy) = =G _(—y; ). (2.5. 1b)

BEWEIS: Nach dem Satz von Cauchy gilt mit einem Kreis C vom Radius r um 0

k!
a, = f®(0) = o J. Zk(ﬂ dz.

Es gelte nun |C(2)| < C(1+ |z|)n fiir ein festes n. Hieraus folgt mit der Stirlingschen Formel

k! ~ V2rke *K*

sowie der Wahl r =1, = k/o

) ) ferkl(1+ o)™
lim sup 4/]ay| < limsup { # < limsup Y kk+1/2e—kek fp—k—1gh+1 — ¢
k— o0 k—o00 r k— o0

Damit existiert zu jedem & > 0 eine Konstante Cs > 0 mit |ax| < Cs(o + §)* und
oo

aj
Pt
1=0

Die oben definierte Funktion g(z) ist also analytisch fiir |z| > o.
Es sei nun x = Rez > o + 2§. Dann gilt fiir alle v < 0

Cs — 5)!
< ﬁz (U|z—;_l) , falls |z] >0 +4.
1=0

: =1 =1
|f(v)67v(x+w)| < Z E|ak|vk67vz < Céefvxz E(O—+§)kvk
k=0 k=0

— 066(0'+5—J;)v < 066_6U~
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Damit ist (unabhéngig von dem p,1 < p < oo, mit f € L,(IR)) das Integral in (2.5. 1a) absolut konvergent
und im Folgenden die Vertauschung von Summe und Integral erlaubt. Dies liefert

/ f(v)e @) gy = Zak —v Fe™% du. (2.5.2)
0

Wegen z = = + iy, Rez > 0, konvergiert jedes einzelne Integral der Summe. Man kann also die Regeln
der komplexen Integration wie im Reellen anwenden (speziell ist die Substitution erlaubt), so dass

[eS) 1 o) 1 Rz
k_ —vz k_ —vz —u, k
dv = d = 1i du.
/0 v¥e v zkH/O (zv)"e (vz) = Aim zk“/o e “u" du

Nun betrachte das Integral iiber exp(—u)u* lings der Geraden (0, Rz), dann auf dem Kreisbogen mit
Radius |Rz| und schlielich zuriick auf der Geraden (ReRz,0); dieses Integral verschwindet gem#f dem
Cauchyschen Integralsatz. Da der Anteil auf dem Kreisbogen fiir R — oo verschwindet, folgt schliefSlich

o o0
1 k!
k_—vz __ —t4k _
/0 Ve _zkﬂ/o e tdt—zkﬂ.

Aus (2.5. 2) folgt dann (2.5. 1a). Ahnlich ergibt sich (2.5. 1b):

0
-G_ / fl ”(“"“y dv = Zak/ Pk kevz dz
- ok
_ t -t g _
_Z klszrl/ t"e"dt = Z k(= k+1/ the™tdl = g(—2)

O
Satz 2.5.1 (Paley-Wiener, 1934) Sei f(z) eine ganze Funktion auf IC vom exponentiellen Typ o > 0

im Sinne von des vorangegangenen Lemmas und ihre Restriktion auf R liege in L1(IR) (bzw. La(IR)).
Dann ist f bandbegrenzt,insbesondere gilt fiir die Fourier-Transformierte f

supp f C [~0,0].

BeweIs: Fiir f € B,(,p)(IR) setzen wir
0, sonst

/ G e / G (0) — 1 () dv

:/ 11— e | £(v)? do =2 0.
0

f:l:(t) = {f(t)a +t >0

Fiir p = 2 gilt dann

Hierbei wurde der Satz von Plancherel benutzt (G4 (v) liegt in La(—00,00)). Im Falle p = 1 macht man
die Abschétzung

Grts) -~ Frt| < [ [r=em 1 as =

wobei wieder die majorisierte Konvergenz nach Lebesgue ausgenutzt wird. Analog gelten

6w - £ av= [ [6-0) = F- ) ay

0
_ / 11— e 2 |f ()2 dv 225 0
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und

- a 0 —0
G- Fw|< [ lerlrwla =S

— 00

Hieraus schlieft man weiter (im Sinne von L/, 1/p+ 1/p’ = 1), da8 fiir alle y € IR

F)=Fi) + f-(v) = Jim [G(y) + G- ()] (2.5. 3)
Nun sind die Funktionen G+ (y) auf den rechten Seiten von (2.5. 1a) und (2.5. 1b) wegen der Vorau-
setzung f € Li(IR) bzw. f € Ly(IR) analytisch fiir £ = Rez > 0, wie man durch Differentiation nach z
feststellt. Daher sind sie nach dem vorigen Lemma Fortsetzungen der fiir |z| > o analytischen Funktion
g(z). Der Grenzwert (2.5. 3) geht also fiir |y| > o iiber in

fly) = Jim, [Gi(y) +G_(y)] = Jim [g(o +1iy) = g(—a +1iy)] =0,

denn liegt x beliebig nahe bei 0, so gilt | + x + iy| > o. O

Wir wollen dieses Ergebnis auf die Klassen B((f;)(IRm) vom exponentiellen Typ aus Definition 2.10 ver-
allgemeinern.

Satz 2.5.2 (L. Schwartz) Ist f € B((,Z)(IR"’), 1<p<2 08=(01,...,0m), so gilt fir die Fourier-
transformierte f von f, dafi supp f C Ky = [—01,01] X -+ X [=0um, o). Allgemeiner gilt

(2)p(x)dz =0 Yoe8& mit ¢(x)=0,z¢€ Ky, (2.5. 4)
R

BEWEIS: Im Falle p = 1 schreiben wir f(z) = f(x;,2’) wobei 2’ alle Komponenten von z aufler der
j-ten bezeichnet, ' = (z1,... ,2j-1,%j41,... ,Tm) € IR™!; dann definieren wir die Funktion gj(z;) =
f(x;,2"), die fiir fast alle 2/ € R™ " (nach dem Satz von Fubini) aus L; (IR) ist. Ferner ist g; eine ganze
Funktion vom exponentiellen Typ o; in z; wie unmittelbar aus Definition 2.10 folgt. Die Anwendung des
vorigen Satzes liefert dann fiir fast alle 2/ € R™ ™!, daB

/ fl@)e™™9® daj = / g;(xj)e”™ ™ day =0, |vj| > oj.
R R

Multiplikation mit exp(—iz’,v’) (v’ analog zu 2’ definiert) und Integration iiber a’ (was wegen f €

L*(IR™) erlaubt ist) zeigt dann f(v) = 0 fiir v mit |v;| > ;. Dies beweist den Fall p = 1, da j beliebig
war, 1 < j < m.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall von (2.5. 4). Dazu sei ¢,(z) = p~™®(x/p) eine Dirac-Folge,
d ¢ C(IR™) und supp® C [-1,1]™. Es ist dann ), € S und so ¢,(v) = ®(pv) € S fiir p > 0.
Man kann leicht verifizieren, da f(v)®(pv) € L'(IR™) ist und f(f()&)(p)) (v) € Loo(IR™). Es ist nun

F)®(pv) € B, ,(R™), 0= (p,... , p), denn &(pv) ist wegen

/ e~ PUEP(x) da
[71’1]m

vom exponentiellen Typ p. Nach dem bereits Bewiesenen folgt daher

|@(pv)| = < ey

/ CF(108(0)) @)éw) dv =0

fir alle ¢ € S mit ¢(v) = 0 fiir |vj| < g; + p. Mit der Parsevalschen Formel folgt fiir solche ¢ weiterhin

F(0)®(p0) () dv = 0.
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Wegen f(v)¢ € L'(IR™) und lim,_o ®(pv) = ®(0) = 1 punktweise kann man den Lebesgueschen Satz
iiber majorisierte Konvergenz anwenden und erhélt [ f(v)g(v)dv = 0 fiir alle g € S mit g(v) = 0 fiir v
mit |vj| < o +p, 1 <j < m. Ist nun ¢ € S beliebig gegeben mit ¢(z) =0, |z;| < g; fir 1 < j < m, so

liegt
L QS 0171 OmTm
gp = o1 tp omtp

wieder in S und g, hat einen Tréger in |v;| > o,

0= [ [f(v)gp(v)dv

R"YL
und der Grenziibergang p — 0 liefert (2.5. 4).
Nimmt man nun f € Ly(IR™) an, so kann man die Parsevalsche Formel anwenden und es gilt

fw)pv)dv=0

RrR™

fiir alle ¢ € S mit ¢(z) = 0 fiir € IR™. Weil S dicht in Lo (IR™) ist, bedeutet dies supp f C K,s. Analog
folgt der allgemeinere Fall 1 < p < 2, unter Beachtung von f(v) € L,(IR™), 1/p+1/p' = 1. O

Noch allgemeinere Versionen des Paley-Wiener-Satzes findet man in den Biichern von [Stein71] und in
[Reed75]. Im letzteren sind auch Anwendungen solcher Sétze auf (schwache) Losungen von partiellen
Differentialgleichungen zu finden.

2.5.2 Approximationsgiite bandbegrenzter und trigonometrischer Funktio-
nen

Als vorbereitendes Ergebnis benttigen wir
Lemma 2.5.2 Es bezeichne X einen der Riume LP(IR™), 1 < p < oo mit Norm || - ||. Dann gelten:

1. Ist g ein Element von B,(wW), dann ist g(ax) fir o > 0 ein Element von B,(awW).

2. Ist ein Kern K(u) aus L'(IR™) gegeben mit K(u) = 0 fir u ¢ W, d. h. K € By(W), so ist
f+K € B,(W) fir f aus LP(R™).

3. Ist unter den Voraussetzungen aus Teil 2 an K (u) auferdem f ein Element von X = L,(T™) ,d. h.
f ist 2mw-periodisch, so gilt dies auch fir f * K. Insbesondere ist f * K = t ein trigonometrisches
Polynom, dessen Fourier-Koeffizienten t[j] fiir j ¢ W verschwinden.

BEWEIS: Zu 1: Da er einfach ist, ist er dem Leser iiberlassen.

Zu 2: Wie bereits im einleitenden Kapitel dargestellt ist f* K fiir f € X ein Element von X. Man wéhle
nun eine Folge {f,,} € XﬂLl(]Rm) mit limy, || f— frll = 0. Dann gilt auch lim,,_, ||fn*K f*K| = 0:
Fir g, = fn* K gilt ¢,,(v) = fn( VK ( ) nach Lemma 2.2.2, Teil 6, so dass supp g, C supp K C W. Dann
folgt fiir ¢ € S mit W Nsupp ¢ = 0, dass

[ @i [ aowao= [ g.o-0

d. h. g, € B,(W). Es folgt mit der Holderungleichung 1.4. 2 fiir solche ¢ weiter

’/(f*K)qb‘:‘/(f*K fux K) ‘<f*K gally

¢H n~>oo RimiN

so dass f * K € B,(W) wie gewiinscht.
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Zu 3: Ist f 2m-periodisch, dann gilt

(f*xK)(x+27mj) = Rmf(x—i—27rj—u)K(u)du: - (z —uw)K(u)du = (f * K)(z).

fiir Vektoren j € IZ™. Der Rest des Beweises folgt aus Lemma 2.10. |

Wir wollen nun die Fourieranalysis benutzen, um die Momentenbedingung aus Satz 2.1.3 alternativ zu
beschreiben. Daraus werden wir eine Methode zu ihrer Realisierung herleiten, die ein Analogon zur —
spéter zu behandelnden — Strang-Fix-Theorie bildet.

Satz 2.5.3 Gegegeben sei ein Kern K(x) € L'(R™) mit
posr = [l K@) du < oo
Rm

Dann existiert D*K (mit Multiindex o € 1Z']") punktweise, ist stetig und es gelten folgende Aussagen

1.
(=)l / uK (u) du = (D"‘f{) 0), K@) = / K (o) da

2. Ist T' C IZ'}" eine Menge von Multiindizes mit 0 € T' und || < r fir alle a € T', so gilt fir alle
aecl

/m uK(u)du =000 < (D‘XK) (0) = 90,

3. Ist W(z) € L1(IR) gegeben mit [ W(x)de =1, [ |z (z)dz < oo, so erfillt
N r4+1
U, (z) = F 11— (1 - \Il(v)> (z)

die Bedingung in Teil 1 firm=1und T ={1,2,... ,r}.
4. Sei U wie in Teil 3 gegeben, so erfillt die firr = (r1,ra2,... ,7m) durch
Ue(z) = [[ O, (2)),
j=1
definierte Funktion die Aussage von Teil 2 mit I’ = {a el a;<r;,1<j< m}.

5. Fiir die Dirac-Folge mit Kern
K(z) = H U, (x;)
sind die Bedingungen von Satz 2.1.3 erfillt und es gilt wie in Korollar 2.1.1

I10) = Sl < o+ i) 3 (D755 ) 2.5.5)
. pp

lo=r

BEWEIS: Zu 1: Dies folgt direkt aus Lemma 2.2.2, Teil 4, soll jedoch hier noch einmal wiedergegeben:

%(IA((U +e;t) — IA((U)) = /Rm %(e”eit —1)e "™ K (z) dx.
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Fiir t — 0 strebt der erste Faktor gegen —i(ze;). Auerdem ist er gleichméBig beschrénkt, so dafl nach
dem Lebesgueschem Theorem Grenzwertbildung und Integration vertauschbar sind. Dies ergibt

G Kw) = Floi(ae K@) (0)

Die Stetigkeit folgt wie in Lemma 2.2.1. Wiederholte Anwendung ergibt
P(D)K (v) = FIP(~iz) f(x)](v)

und mit v = 0 die Behauptung.

Zu 2: Dies folgt direkt aus Teil 1.

Zu 3: Die angegebene Definition fiir ¥, ist (zunéchst) nur eine Schreibweise fiir

Up(o) =1 (1- \i/(v))rﬂ _ %(1)"(7“ j 1) (f[f(u))”

v=1

Nach Lemma 2.2.2, Teil 5 ist (@(1})) = U Ux--. % U(v) (also Fourier-Transformierte der v-fachen

Faltung von ¥ mit sich selbst) ein Element von L!(IR™). Also liegt die oben definierte Funktion ¥,.(x) in
L'(IR™). Aus der Darstellung folgt auch, dass [ [#|" ¥, (x)|dz < oo ist, denn man kann per Induktion
zeigen, dass fiir 1 <1I,5 <r + 1 alle Momente j; ; von ¥; beschrénkt sind; z. B. gilt

pareri= [ lal @ W@ ds < [ |x|’”+1( / |\v<u>|w<w—u>|du)dm

r+1

r+1
< [1w@idu flut o weias < 3 (77 e <

j=1

Damit ist Teil 2 anwendbar und liefert die Behauptung wegen ¥,.(0) =1 — (=1)"*! = 0 und

(@)oo (oo s

R r+1
Letzteres gilt, weil (1 - \I/(v)) nach Voraussetzung und Teil 1 eine (r 4+ 1)-fache Nullstelle bei v = 0
hat.

Zu 4: Die Fourier-Transformation auf IR von ¥,.(z) ist in univariate Fourier-Transformationen zerlegbar:

1/},.(56)67“)1 dr = /m H (\Ijrj (Ij))efivjmj dr = H /R \I/rj (Qsj)efivjrj dxj
J=1 j=17R"

Aus Teil 3 folgt dann fiir o mit a <7

/ du—H/ aJ\I/ L (ug) duy = H(So%: 0,a-

rR™

Zu 5: Dies folgt mit Teil 4 direkt aus Satz 2.1.3 und zugehorigem Korollar. O

Bemerkung 2.5.1 Die Tensorprodukt-Struktur der Kerne in Teil 5 des vorstehenden Satzes ist zu spe-
ziell, um die Momentenbedingung von Satz 2.1.3 zu erfillen. Es gilt nimlich [u*K(u)du = 0 sogar
fir alle oo mit a; < r (statt a1 + -+ + ap, < 7). Man kann daher die Fehlerabschdtzung (2.5. 5) fir
Funktionen mit entsprechender koordinatenabhdngiger Glattheit beweisen, z. B. statt f € W;(Rm) die
sanisotropen Sobolev-Rdume W;(IR’") betrachten, dessen Elemente schwache Ableitungen D¢ fiir o mit
aj < r; besitzen.
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Andererseits kann man in der Fehlerabschitzung (2.5. 5) die Halbnorm auf der rechten Seite beibehalten
und nach dazu passenden Kernen suchen. Zu diesem Zweck dient folgende Variante des Satzes:

Satz 2.5.4 Sei K(x) € L'(R™) mit [, K(u)du = 1 sowie endlichem (r + 1)-sten Moment wie in
Satz 2.23 gegeben . Dann geniigt

r+1
Frinp®) == U (T Kol Kt = am (e,
v=1

den Bedingungen me u*W,yq p(u)du = 0 fir 1 < |of = 3" o; < r fiir jedes p < 0. Weiter gilt fiir
feLP(R™)

r—+1
71,7 = Sl < (5:2) 3577 (25. 6)

P =0

wobei in Verallgemeinerung von (2.1. 8) die Stetigkeitsmoduli hoherer Ordnung definiert seien durch

wr(f3p)p = JSup ARSI,
Snsp

fir f € LP(R™) und

(ALF) (@) = i(—n”(;’)ﬂx k).

v=0
BEWEIS: Man kann leicht zeigen, da§ der Kern V¥, , die angegebenen Bedingungen erfiillt und dann

wieder Satz 2.23 anwenden um (2.5. 5) zu erhalten. Die allgemeinere Abschétzung (2.5. 6) erhélt man
aber leichter mit Hilfe der Ungleichungskette

r+1

_ ;(_w (7” y 1) /Rm K@ — w)f(u) du— f(z)
_ %(_1)”(74 + 1) RmK(v)f( - ”p”) dvt| K@) f)dv
I KA @)

14
[ o (51 4
v/p = | (U)‘WTJrl f7 v
R » Jrm p/,
1 .
<o (£2) [ @) K@
p

wobei im letzten Schritt die Ungleichung

Vo1, f=fll,

v=1

e (F M)y < (L X (i), (25.7)

verwendet wurde. Diese Ungleichung erweitert (2.1. 10) auf den Stetigkeitmodul w(f;d), = wi(f;9)p,.
Beziiglich eines Beweises sei auf Schumaker [Schumaker81] verwiesen. O

Bemerkung 2.5.2 Ungleichung (2.5. 7) ist stirker als diejenige von Satz 2.23, denn es gilt

m

wit(£;0), <6 w; (355) : (2.5. 8)
i=1 v P

Diese Ungleichung folgt aber aus der fiir f € C§° geltenden Beziehung

A?flf(w):/o Pt)dt,  ¢(t) = (A{Lf)(wrth). (2.5. 9)
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Daraus schliefst man
1 .
§/ Hh'gmdAiLf()H dt
P 0 P
<|h A ==
<1y | (5

woraus (2.5. 9) fir f € C§° folgt; durch Grenziibergang analog zu Korollar 2.1.1 verallgemeinert man die
Aussage auf f € WHP(IR™).

(NAIEY

P

Wir erhalten als Anwendung der Sétze die Herleitung von Jackson-Ungleichungen fiir die Approximation
mit bandbegrenzten Funktionen und trigonometrischen Funktionen im IR™. Fiir ein festes Gebiet W

mit measW > 0 im IR™ geben diese das Verhalten von dist (f;ng)(W))X(]R : fir f € X(IR™) wenn

p gegen oo strebt und entsprechend Lemma 2.3.6 auch dist (f§HZ(W)X(TV")) fir f € X(T™) wenn n

gegen oo strebt. Dabei ist ITf (W) die Menge aller trigonometrischen Polynome ¢ auf dem IR™ deren
Fourier-Koeffizienten £[j] fiir alle j € 1’7", die nicht in nW liegen, verschwinden.

Wir betrachten folgende Moglichkeiten fiir W:

e Ist W ein Quader [—ry,71] X « -+ X [=7p, rn] mit Kantenldngen 2r; > 0, so ist IIX (W) die Menge
aller trigonometischen Polynome mit einem Grad kleiner als nr; in der i-ten Variable.

o Ist W={z=(x1,...,%m) : |21+ +2n| <r}, soist II* (W) die Menge aller trigonometrischen
Polynome mit totalen Grad kleiner oder gleich nr.

Weniger anschaulich und gebrauchlich sind

o die Kugel W ={z € R™ : |z] <r}

e und der hyperbolische Fall W N 1Z% = { = (x1,22) : 1 < |z129] <7} U{0}.
Wir wenden nun die Sétze auf Kerne K () mit K (x) € L'(IR™) und supp K C W an. Nach Lemma 2.5.2
liefert wegen supp K,(v) = supp K (v/p) C pW die Dirac-Folge Abbildungen I, von X(IR™) in B,(W),
wobei die Rédume X (IR™) mit den ihrer Definition entsprechendenL,-Normen, 1 < p < co versechen sind.

Betrachtet man dann in Satz 2.5.4 die Kerne x,11,, die Linearkombinationen der Kerne K, 1<V <
r + 1, sind, so gilt bei obiger Wahl von K wieder supp Xr+1,, € pW. Damit kommen wir zu

Satz 2.5.5 Approximationsprozesse

1. Die Familie xr41,0 * f fiir f € X und p — oo liefert einen linearen Approvimationsprozess auf
X(R™) in die Riume By(pW). Es gilt die Ungleichung

diSt(fQ Bp(PW)) S Ixrg1,p* f— fHX(mm)

1 41
Swrﬂ(f;) Z( ! )Ml
P/ xmm) 1=
und falls f € XT+HD(IR™) weiter
o +1
diSt(fQ Bp(PW)) < :0_(7‘“) Z ( I )Ml Z ||Daf||X(IRm) )
1=0

|a|=r+1

wobei die p; die absoluten Momente von K sind.
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2. Ist f zusdtzlich periodisch und f € X(T™), so liefert x,41,n * f einen linearen Approxzimations-
Prozess auf X (T) in die Ridume I (W), n € IN. Es gilt die Ungleichung

dist (f;T0,(W))  qgomy < [Xrs10 5 = Fllx )

1 et
Swr+1<f’p)x(qrM);< ! )m

und falls f € X" TD(T) weiter

r+1
, . —(r r+1 o
dzst(f;Hn(W))X(lRm) <p (D) Z < ! >#l Z | D f”X(TV"')

1=0 loo|=r+1

BEWEIS:Zu 1: Die erste Aussage folgt nach Satz 2.5.4 und sukzessiver Abschéitzung der Stetigkeitsmoduli
fiir X"+ (IR™) nach (2.78) und (2.1. 12)

Zu 2: Die Argumentation fiir die Rdume X (T™) ist genau die gleiche wie fiir die Réume X (IR™), man
ersetzt einfach sdmtliche X (IR™)-Normen durch die entsprechenden X (T™)-Normen. O

Bemerkung 2.5.3 Die Fehlerabschdtzungen in diesem Satz sind alle vom gleichen Typ und im Wesent-
lichen unabhingig von der Grundmenge W (und damit vom gewdihlten Approzimationsraum). Verant-
wortlich fiir die Approximationsgiite ist stets nur ein einziger Parameter - und zwar entweder p oder
n (wobei jeder dieser Parameter gegen oo strebt). Man kann also anschaulich von Approzimationsgiite
im radialen Sinne“ sprechen. Die Mengen W werden mit wachsendem Parameter immer grofler. Fir
r1 < 1o gilt Bp(piW) C By(p2W), fiir na < ng gilt die entsprechende Inklusion IL,, (W) C IL,, (W); in
beiden Fdllen sind die Rdume zu verschiedenen Parametern ineinander geschachtelt. Insofern fligen sie
sich in die in den ndchsten Kapitel zu behandelnden Theorien der translationsinvarianten Rdume und
der Multiresolution-Analysis ein.



Kapitel 3

Translationsinvariante Raume

3.1 Allgemeine Theorie

3.1.1 Charakterisierung

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit (den Grundlagen) der Theorie der translationsinvarianten
Ré&ume. Die hier erhaltenen allgemeinen Ergebnisse werden dann im folgenden Abschnitt — vor allem auf
Splinerdume — spezialisiert. Als Grundlage der folgenden beiden Abschnitte dienten [JM91] und [BVR94].
Zuerst seien einige Notationen eingefiihrt.

Definition 3.1.1 (Translationsinvarianter Raum) Ein Raum S von Funktionen auf R™ heifit trans-
lationsinvariant, falls aus f € S fir alle a € Z™ auch f(- +a) € S folgt.

Ein spezieller translationsinvarianter Raum ist der durch alle endlichen Linearkombinationen von Trans-
laten ¢(- + «) einer Ausgangsfunktion ¢ erzeugte Raum Sy(¢). Wir machen dann die

Definition 3.1.2 Der mit S(¢) bezeichnete Abschluss von So(@) in Lay(IR™) heifit der von ¢ erzeugte
translationsinvariante Raum in Lo (IR™) oder auch Raum der Translate von ¢ und ¢ heiffit Erzeuger von

S(¢)-

Beispiele sind Translate von Sinc-Funktionen und B-Splines. Im ersten Fall wihlen wir ¢ mit Hilfe der
Transferfunktion des Gebietes W nach (2.3. 6) und setzen

() = /W 2T dy = W (27x) (3.1. 1)

sowie

S(wW) := span{W (27 (wz — a))} (3.1. 2)

aclz™

wobei der Abschluss in Ly (IR™) gemeint ist. Satz 2.3.4 zeigt dann, dass S(wW) gleich dem Raum By (wW)
von bandgrenzten Funktionen ist. Weitere Standard-Beispiele sind die weiter unten betrachteten Réume
von “Cardinal Splines”, d.h. Splines mit dquidistanten Knoten, Rdume von ganzzahligen Translaten von
”Radial Basis Functions” und vor allem die im néichsten Kapitel behandelten Rdume von Wavelets.

Bemerkung 3.1.1 Man kann auch von mehreren Funktionen ¢; erzeugte translationsinvariante Rdume
betrachten. Sie treten speziell dort auf wo wir es mit mehreren Variablen zu tun haben. Wir werden spdter
Beispiele fiir solche Rdume betrachten.

Bemerkung 3.1.2 Im Spezialfall, dafy ¢ einen kompakten Triger hat, konnen wir auch den Raum Sy ()
aller (also auch unendlicher) Linearkombinationen von Translaten von ¢ betrachten. Es treten bei den
Summen dann keine Konvergenzprobleme auf, denn fiir jeden Punkt x € IR™ verschwinden nur endlich
viele Terme dieser Summen nicht. Man kann dann zeigen, daff Si(¢) N La(IR™) im Lo-Sinn mit S(¢)
tibereinstimmdt.
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Bemerkung 3.1.3 Fliir die Zwecke der Approzimation definiert man fir eine Gitterweite h > 0 skalierte,
translationsinvariante Raume S™ durch

St = §h(g) = {5(%) se S(¢)} (3.1. 3)

Eine wichtige Frage —die wir im ndchsten Abschnitt untersuchen werden— ist dann, welche Approximati-
onsgiite diese Raume fiir h — 0 besitzen.

Man kann S(¢) auch mit Hilfe der semi-diskreten Faltung von ¢ mit dem Folgenraum /3 (IR™) einfiihren.
Dazu macht man die

Definition 3.1.3 (Semidiskrete Faltung) Sei ¢ eine Funktion auf R™, und sei a = {a(a)} eine
Folge auf dem ganzzahligen Gitter IZ™. Dann ist die semi-diskrete Faltung von ¢ und a fiir alle x € R™
definiert durch

(0 a)(z) = Y  ala)p(x —a). (3.1. 4)

aclz™
Entsprechend bezeichnen wir die Abbildung a — ¢ ' a mit ¢*'.

Bezeichnen wir mit [y die Menge aller Folgen mit kompaktem Triger, d. h. aller Folgen bei denen nur
endlich viele Glieder nicht verschwinden, so ist der oben definierte Raum Sy(¢) das Bild von Iy unter der
Abbildung ¢+’ fiir ¢ € Lo(IR™). Entsprechend macht man die

Definition 3.1.4 Gegeben eine Funktion ¢ auf IR™, so bezeichnet Sp(¢) das Bild des Folgenraumes
I,(Z™) unter der Abbildung ¢+’

Das folgende Lemma gibt ein Kriterium fiir ¢ an, damit S,(¢) sinnvolle Rdume liefert.

Lemma 3.1.1 Es sei ¢ eine Funktion auf R™ und sei ¢°(z) := >
damit definiere die (linearen) Riume (1 < p < 00)

L7 :=A{¢:|¢°|lp.j0,1m < o0} (3.1.5)
Dann liegt ¢ " a fir ¢ € ILP, a € [,(IZ™), in L,(IR™) und es gilt

acym [0(x —a)| fir z € [0,1]™ und

16 # allparen < llall, 190 .0,11m (3.1 6)

BEWEIS: Im Falle p = oo folgt (3.1. 6) direkt aus der Definition (3.1. 5). Fiir 1 < p < oo schreibe (falls
letzteres Integral existiert)

6 allp g = > / (¢ +" a)()[” dz :/ D @+ a)(a+ B)IP da.
segm /10,1748 0.1 segm
Dann betrachte fiir festes « mittels der verallgemeinerten Minkowski-Ungleichung

1
p\ /P p\ 1/p

Z Z a(a)p(xz+ B — ) = Z Z a(y = B)é(x +7)

/Belzm aEIZ”'L IBEEM ’YE]ZT’L
1/p
< Y+l Y la(y =8P = ¢°(«)als,
yeELZ™ pelzm

Dies oben eingesetzt ergibt

L A
0,1]™
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Nach Voraussetzung ist die rechte Seite endlich und die Behauptung folgt. O

Nach diesem Lemma liegt Sp(¢) in L,(IR™) falls ¢ € £P und ist auf Grund der Ungleichung (3.1. 6)
abgeschlossen. Im Falle p = 2 ist jedoch S3(¢) — wie sich noch zeigen wird — im Allgemeinen nicht mit
dem frither definierten Raum S(¢) identisch. Dazu wollen wir die Réume S(¢) und Ss(¢) per Fourier-
transformation charakterisieren, was im weiteren Verlauf sehr niitzlich sein wird. Zunéchst gilt

Lemma 3.1.2 Ist ¢ € Lo(R™) und o eine 2n-periodische Funktion in Lo, (T™), so ist g = Flod ein
Element aus S(¢).

BEWEIS: Laut Voraussetzung ist c¢ wegen ¢ € Ly(IR™) eine Ly (IR™)-Funktion, so daB auch g € Ly(IR™)
gilt. Es habe nun o(v) € Lo (T™) die formale Darstellung

o)~ Y a(@)e™ baw. 5la] = a(a). (3.1.7)
acz™
Wir bilden den Fejerschen Summationsprozess von o, d. h.
Kn(o3v) = (Fpn %% Fy ny*x0)(v)
und erhalten wie im Beweis zum Satz von Weierstrafl

lim Ky(o;0) =0(v),  [Kn(o;0)] < [lo]|s-
N—o00

Damit folgt iiber das Lebesguesche Majorantenkriterium (Satz 1.4.3)

lim || K (050)9(0) — o(0)d(v)[5 = 0,

N —oc0

und somit nach dem satz von Plancherel

N—o0

lim Hf-lKN(a)é - gH2 ~0.

Nun ist aber Ky (O')(,Zg eine endliche Linearkombination von Funktionen des Typs exp(iav)g?)(v), aelZ™,
und daher F~1Ky(0)p € So(¢). Daraus folgt g € S(¢). O

Mit Hilfe dieses Lemmas lésst sich der Raum S(¢) charakterisieren:

Satz 3.1.1 Ist ¢ € Lo(R™), so besteht S(¢) genau aus den Funktionen g € Lo(IR™), die die Darstellung
§ = T7¢ mit einer 2m-periodischen Funktion 7(v) besitzen.

BEWEIS: Es sei g € S(¢). Dann gibt es eine Folge von Funktionen

gv(@)= Y al@glz—a),  gn(v) =78 (0)o(v),

|| <N
wobei die 7y (v) derartige trigonometrische Polynome sind, daf§
lgvn =gl =0, N —=oo, [rn¢—gl2—0, N — oc.

Es sei nun Q := {v € R™ : ¢(v) = 0}. Dann folgt daraus g(v) = 0 fiir v € Qy und limy_ e 7 (v) =
§(v)/(v) fast iiberall fiir v & Q baw. v € Qg Die Funktion §(v)/¢(v) muf auf Qg als punktweiser
Limes von 2m-periodischen Funktionen ihrerseits 27-periodisch sein. Man definiere dann

9(v)/d(v), veQf
0, ve Q¢

7(v) ==

Dann ist 7(v) auch 27-periodisch und es gilt § = Tq?).
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Zur Umkehrung gelte g = Tq?) mit 2m-periodischem 7. Es sei dann
En:={veR"™:|7(v)] < N}
Dann definiere man
T(v), v€EN

(W) =
0, sonst

und weiter gy = TNQS. Dann folgt mit By, = En Ny

law — glI% = /
vgEY,

Andererseits mufl wegen g € Lo(IR™)

9= [ r@dwPde= N [ )P

EEY EEY

’ 2

7(v)$(v)

dv (3.1. 8)

gelten. Also mufl das Mafl des Komplements von E%; gegen 0 streben und daher in (3.1. 8)

gelten. Es folgt dann weiter ||gn — g||]2 — 0, N — co. Nach dem vorigen Lemma liegen die gy wegen
gy =7n¢ und 7 € L, in S(¢) - und somit auch g. O

Aus diesem Satz erkennt man, daf8 der Raum S(¢) fiir ¢ € Ly(IR™) im Allgemeinen grofer ist als Sa(¢).
Denn es gilt (zumindest im distributionstheoretischen Sinne)

FY a()r—a) = ( 3 a(a)eiva)éw)zﬂv)&(v).
aclz™ aclz™

Nach Satz 3.1.1 ist aber nur 7(v)¢(v) € Lo(IR™) nétig, damit Y- pm a(a)p(z — ) in S(¢) liegt, d. h.
{a(a}aerm muss nicht unbedingt in I (IZ"™) liegen, wie das fiir die Elemente von Ss(¢) verlangt wurde.

3.1.2 Basen

Fiir die praktische Verwendung der Raume S,(¢) ist die Frage nach einer numerische stabilen Basis von
zentraler Bedeutung. Fiir S,(¢) legen wir fest:

Definition 3.1.5 (L,-Stabilitéit) Gegeben ® und S,(®) als Bild von 1,(IZ™) unter der Abbildung P+,
so heiffen die Translate von ® l,-stabil falls fir alle a € 1,(IZ™)

Cpllall, <11®+" allpmm < Dpllaly, (3.1.9)

mit Konstanten Cp, D, > 0 gilt. Mit anderen Worten ist die Abbildung ®+" ein stetiger Isomorphismus
von L,(IZ™) auf Sp(P).

Es sei dazu bemerkt, dass (3.1. 9) impliziert, dass die Translate von ¢ eine unbedingte Schauder-Basis
fir S,(¢) bilden, d. h. jedes Element von S,(¢) ist als eine eindeutig bestimmte Linearkombination von
Translaten von ¢ darstellbar und diese Linearkombination konvergiert unabhéngig von der Reihenfolge
ihrer Glieder.

Lemma 3.1.1 gibt bereits ein Kriterium dafiir, dafl die Abschitzung nach oben gilt. Beziiglich eines
Kriteriums fiir die Abschéiitzung nach unten sei auf Bemerkung 3.5 weiter unten verwiesen. Im Folgenden
werden wir uns aber mit dem Fall p = 2 besonders beschéftigen, wo mit Hilfe der Fourier- Analysis eine
elegante und zugleich exakte Charakterisierung der Lo- Stabilitat moglich ist.

Fiir diesen Fall gibt es aber noch das dquivalentes Konzept einer sogenannten Riesz-Basis, das sich auch
fiir beliebige Hilbert-Raume formulieren lasst, und das deshalb zuvor kurz dargestellt sei.
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Definition 3.1.6 (Riesz-Basis) Eine Familie {f;};c; von Elementen eines separablen Hilbert-Raums
X heifit Riesz-Basis, falls die Elemente {f;} linear unabhdngig sind und falls

AFIZ <D £) < Bl fIP (3.1. 10)

=
mit Konstanten 0 < A, B < oo gilt.

Wir werden zeigen, dafl eine Familie {f;},;cs in X genau dann eine Riesz-Basis bildet, wenn sie als Bild
einer Orthonormalbasis unter einen Homéomorphismus A darstellbar ist, der einen anderen Hilbert-Raum
Y auf X abbildet. Damit folgt speziell bei Wahl von Y = [5(IR™) und A = ¢«’, daB eine l,-stabile Basis
in S2(¢) eine Riesz-Basis ist und umgekehrt. Anschaulich kann man also sagen, dafl eine Riesz-Basis die
néchst giinstigen Eigenschaften zu denen einer Orthonormalbasis besitzt.

Es sei nun {e;} eine Orthonormalbasis in einem Hilbertraum ¥ und A eine stetige injektive Abbildung
von Y auf X, so sei f; := Ae;, j € J, definiert. Dann sind die {f;};es linear unabhéngig, denn fiir
aj €R, j e Jgilt

O:Zajfj:>0:A_1 Zajfj =Zajej:>aj20 Vied
= jeJ j/ind

Es sei dann A* der zu A adjungierte Operator; dieser ist definiert als die lineare Abbildung von X nach
Y, die die Forderung

(£, Ag)x = (A*f,9)y
fiir alle f € X und alle g € Y erfiillt. Man kann zeigen, dass der so definierte Operator wieder linear und
stetig ist. Dariiber hinaus gelten ||A*|| = || 4| sowie (4*)~! = (A71)*, und H(A*)_lH = ||A7Y|, falls A~1

stetig ist (siehe dazu [Heuser86], S. 327ff.). Dies auf den vorliegenden Fall mit g = e; angewendet ergibt
mit der Parseval-Formel fiir Orthonormalbasen

ST =Y (A feep)y [ = 14771 -

JjeJ JjeJ

Wegen

[can= s < 31w < A iR

JjeJ

folgt dann, daf die {f;};cs eine Riesz-Basis bilden.
Bilden umgekehrt die {f;};ecs eine Riesz-Basis, so definiere man die Abbildung S auf dem Folgenraum
l2(J) in X durch

Cc = {Cj} S LQ(J) = Sc := Zijj eX
JjeJ

Dann ist S linear und stetig bzw. beschrinkt, denn
(Se, /)l = > el D] <[> lesVBISfI
jeJ jed

unter Benutzung von (3.1. 10). Einsetzen von f = Sc # 0 zeigt dann

IScl < VB |3 lejl*.

JjeJ
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Weiterhin bildet S auf ganz X ab, denn mit (3.1. 10) folgt
fLS(l2(0) = (£, f;) =0 Vi€ J=|f]|=0.
SchlieBlich ist S noch eine invertierbare Abbildung, denn
Se=0=> c¢jfj=0=>¢;=0 VYje
JjeJ

da die {f;} als linear unabhéngig vorausgesetzt waren. Also ist S eine stetige, injektive Abbildung vom
Hilbert-Raum I5(J) auf X. Nun gilt der Satz von der beschrinkten Inversen: Jede lineare, stetige und
injektive Abbildung A eines Banachraumes X auf einen Banachraum Y ist stetig (siche [Heuser86],
S. 243ff). Damit folgt direkt, dafl S ein stetiger Isomorphismus von lo(J) auf X ist und die Umkehrung
ist bewiesen.

Wir werden nun zunéchst die Rdume S5(¢) weiter (auf die Existenz von orthonormierten oder l-stabilen
Basen hin) untersuchen. Beide Fragen l6sen wir mit Hilfe der Fourier-Transformation. Dazu benétigen
wir einige Notationen, die im Folgenden immer wieder auftreten werden. Zunéchst definieren wir

c(f,9)(a) = - f(z)g(x — o) dx, (3.1. 11)

die gegebenen I, g € Lo(IR™) eine Folge zuordnet. Diese Folge liegt offenbar in Lo,. Um ¢(f, g) mit Hilfe
der Fourier-Transformation auszudriicken, wenden wir den Satz von Plancherel an und erhalten

1 — 1

c(f,9)(a) = @0 Je fw)e (v )dv:W/me“’a Z Flw+2rB)g(v+ 278 | dv

Belz™

Hier ist zu bemerken, daf nach Voraussetzung f(v)j(v) € L*(IR™) gilt und somit das letzte Integral im
L;-Sinne konvergiert. Es sind also die ¢(f, g)(«) die Fourierkoeffizienten der 2r-periodischen L;-Funktion

[£,8w) == Y f(v+2m8)d(v+2nB) (3.1. 12)

pez™
Mit diesen Notationen formulieren wir
Lemma 3.1.3 (Orthogonalitit von Translaten) Es sei ¢ € Lo(IR™). Dann gilt

1. FEine Funktion f € Lo(IR™) steht senkrecht zu allen ganzzahligen Translaten von ¢ genau dann,
wenn

o(f,d) (@) =0 VYael™  oder [f,d(v)=0 YveT™ (3.1.13)

2. Die Translate {¢p(x — &) }aerm bilden ein Orthonormalsystem (ONS) genau dann, wenn
c(g,9) =000 VaelZ™ oder [0, 0](v) =1 YoeT™ (3.1. 14)

Der Beweis ist einfach und ist dem Leser iiberlassen..

Bemerkung 3.1.4 Als Anwendung kann man Translate von Sinc-Funktionen betrachten. Fir diese gilt
d(x) = F xorw (1), somit ¢(v) = x2xw (v) = xw (v/27) und weiter

6,910 = > xw(5e+8) = Z xwes(57) =

ﬁelznl czm™

falls W ein Fundamentalgebiet ist (s.Definition 2.11). Daher bilden die Translate W (27(z — j)) ein ONS
in Lo(R™). Setzen wir noch x = vw mit w wie in Satz 2.3.4 ein, so erhdlt man erneut die Aussage des
ersten Teils dieses Satzes unter der Voraussetzung, dafl W ein Fundamentalgebiet ist.
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Statt der Fourier-Reihe der Koeflizienten c(f, g)(a) kann man allgemeiner ihre z-Transformation bilden,
d. h.

F(f.9)(z) = Y e(fg)(a)z" (3.1.15)

aclz™

Im Falle z = exp v geht sie in die Fourier-Reihe iiber. Man kann aber mit |z| < 1 bessere bzw. allgemeinere
Konvergenz erreichen, was spéter hilfreich sein wird. Hinreichende Kriterien fiir die Konvergenz der
Fourier-Reihe in (3.1. 15) sind die Bedingungen {c(f, g)(@)}acz= € 1 (IZ™) , d. h. absolute Konvergenz
oder {c(f,g9)(@)}aczm € l2(IZ™) nach dem Satz von Riesz-Fischer. Dazu formulieren wir

Lemma 3.1.4 Fir f,g € Ly(IR™) seien die Funktion f°(z), ¢° mit Periode 1 wie in Lemma 8.1.1
definiert. Dann gelten

S 1ol )@ < 17 oo 19 oo,
aclZm
und
> ket @l =[],
wim 2,[0,27]™
sowie

S lelfs ) @P < (1),

aclz™

falls die rechten Seiten jeweils endlich sind.

Wir beweisen dieses Lemma nicht (s. [JM91]), sondern bemerken nur zur mittleren Formel, daf} sie direkt
aus der Parseval-Formel fiir die 2m-periodische Funktion [ 1, f)} € Ly(IR™) folgt. Wir kénnen mit ihm
folgenden Zusammenhang formulieren:

Korollar 3.1.1 Unter den hinreichenden Bedingungen von Lemma 8.1.4 gilt fiir die Funktionen aus
(3.1. 12) und (3.1. 13) die Identitdit

S ef) - = F(fg)E) = [alw), 2=
aclz™

In Erweiterung von Lemma 3.1.4 geben wir nun ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die
Existenz einer Riesz-Basis an, das ebenfalls die Funktion {(ZS, (ﬁ} (v) verwendet.

Satz 3.1.2 (Y. Meyer) Die Translate {¢(x — k) }remm einer Lo-Funktion ¢ bilden eine ly-stabile Basis
fiir So(@) genau dann, wenn fiir Konstanten 0 < C' < D < 00

c< Y b+ 2mk)P=(4,d)(x) <D, VreT™ (3.1. 16)

kez™
BEWEIS: Es sei {ax} eine Folge in [5(IZ"™). Dann konvergiert die Reihe

Alw) = ]\}gnoo An(w lkz<N are ' F) e ™

im Lo-Sinn nach dem Satz von Riesz-Fischer. Mit Hilfe der Parsevalschen Formel aus dem Satz von
Plancherel folgt dann wie bei der Berechnung der Koeffizienten c(f, g)(«)

2 2

S adla—h)| = | 3 arem i “l = [ AN )P16.6](w) de

271'
[k|<N 9 [E|I<N
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Nach dem Satz von Riesz-Fischer gilt aulerdem im [5-Sinn

1 2 2
o [ AP = 3 ol

m
T kelz™

so daf} die Forderung der [5-Stabilitdt dquivalent dazu ist, dafl

C - |A(w)[? dw < hm " |AN (w)]?[¢, ¢](w) dw < D - |A(w)|? dw (3.1. 17)

fiir alle A(w) bzw. alle {ax} in Io(IZ™).
Die Ungleichungen (3.1. 16) implizieren nun diejenigen in (3.1. 17), denn mit dem Theorem {iber majo-
risierte Konvergenz folgt z.B. aus der oberen Ungleichung in (3.1. 16),

im [ [An(@)P6,dl@)dw < D Tim [ Ay (w)?dw = D/ )2 do.

N—oo ™ N—o00 ™
Analog geht man bei der unteren Ungleichung vor, so daf§ also (3.1. 16) hinreichend fiir die l5-Stabilitét

ist.
Zum Beweis der umgekehrten Richtung wéhle man fiir festes w* im Innern von T™ eine Folge Ay (w) als

AN(UJ) =

VereN 1)
wobei Dy der univariate Dirichlet-Kern aus (2.2. 12) ist und w;-‘ und w; die Komponenten von w* und w
bezeichnen. Der Vergleich mit (2.2. 13) zeigt, dafl

|AN HFQN w —wJ

und daher fiir diese Wahl
/TV" | AN ()6, ¢)(w) dw = (Fran * -+ % Flan) * g)(w*), wobei  g(w) = [¢, ¢](w).

Setzt man 7 Fon(w;) dw; =1 fiir 1 < j <m baw. [4m [An(w)|? dw =1 in (3.1. 17), so liefert dies
C < (Fpan*-*Fiaoy*xg)(w") < D.
Wegen (2.2. 14) folgt weiter fiir jeden Stetigkeitspunkt w* (also fast iiberall)
C<ygw)=[0.9lw) <D
d. h. die I5-Stabilitéit impliziert die Ungleichungen in (3.1. 16). O
Korollar 3.1.2 Ist ¢ ein beliebiges Element in Sa(¢) mit der Darstellung (Z(v) = a(v)p(v) und a(v) €
Lo(T™), so bilden die Translate von ¢ eine Riesz-Basis genau dann, wenn
0<A<a(v)<B< oo, veT™
mit Konstanten A, B gilt.

Bemerkung 3.1.5 Beziiglich eines notwendigen und hinreichenden Kriteriums fir die l,-Stabilitdt der
Translate sei auf [JM91] verwiesen, wo dies fir ¢ € ILP gezeigt wird. Es ist eine Modifikation des Krite-
riums (3.1. 16) und verlangt einen relativ aufwendigen Beweis.

Als Variante von Satz 3.1.2 sei noch ein Kriterium fiir die Aquivalenz der Riume S(¢) und S3(¢) bewiesen:
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Korollar 3.1.3 Erfillt ¢ € L'(R™)N Ly(IR™) die linke Ungleichung in (3.1. 16), so gilt Sa(¢) = S(6).

BEWEIS: Nach Definition ist nur S(¢) C Sa2(¢) zu zeigen. Es sei also g € S(¢). Nach Satz 3.1.1 gilt dann
g(v) = 7(v)é(v) mit einer 2m-periodischen Funktion 7(v) und daher (v + 27k) = 7(v)p(v + 27k) und
weiter

a8 = 3= [ lato+ 2l ao

kelz™
= > / b(v + 27k |2dv>/ > r()d(v + 27k)|? do.
kelz™ k<N

Lasst man nun N gegen unendlich gehen, so folgt wegen der Stetigkeit der Funktionen (ﬁ(v + 27k) nach
(3.1. 16)

Z |p(v + 27k) 2 dv >

|k|>N

A
2

und somit 7(v) € Lo(T™). Nach dem Satz von Riesz-Fischer mufi dann 7(v) = 7, pm a;exp(ilv) mit
{a;} € [5(IZ™) gelten und somit

i) = 3 @ol + 1)),
lelz™
d. h.gESQ(qﬁ). O

Man kann mit Hilfe der beschriebenen allgemeinen Charakterisierung einer Riesz-Basis in einem Hilbert-
Raum auch eine Methode zur Konstruktion einer ONB gewinnen. Dies folgt aus dem Beweis in [Meyer90],
der allerdings abstrakter Natur ist, da er mit dem Operatorkalkiil fiir positive selbstadjungierte Opera-
toren arbeitet. Im Spezialfall der Ridume Sa(¢) gibt jedoch die Fourier-Analysis eine einfachere Methode.
Wir beschreiben sie in

Lemma 3.1.5 Es sei ¢ € Lo(T™) die Erzeugenden von Sa(¢) und es sei (3.1. 16) erfillt. Dann bilden
die Translate von g € Lo(IR™), definiert per

g(v) = —— (3.1. 18)

eine ONB fiir So(¢).

BEWEIS: Wenn solch ein g existiert, muB es nach Satz 3.1.1 die Form §(v) = 7(v)@(v) mit einem 27-
periodischen 7(v) haben. Nach Lemma 3.1.3 muf} dafiir

1= [3,4](v) = [r, 7d](v) = |7(v)*[$, 9] (v),

d. h.|7(v)| = 1/4/[¢, §](v) gelten. Wegen (3.1. 16) ist dieses |7(v)| wohldefiniert. Wir kénnen speziell

7(v) = |7(v)| wéhlen und erhalten (3.1. 18). Hiermit kann man auch umgekehrt [g, §](v) = 1 nachweisen
und die Behauptung ist bewiesen. O

Als Anwendung dieser Formel fiir g bzw. ¢ kann man zeigen

Lemma 3.1.6 Ist ¢ € Lo(IR™) zusditzlich glatt in dem Sinne, dafi ¢ € L*?(IR™) (vgl. Definition in
Abschnitt 2.4) fir o > 0, so gilt dies auch fiir das ONS aus (3.1. 18).
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BEWEIS: Er folgt unmittelbar aus (3.1. 16) und (3.1. 18), denn ¢ € L*2(IR™) bedeutet, dafl

/ 1G(0)2(1 + o) dv < oo
Rm
gilt. O

Im Spezialfall ganzzahliger a = r < 0 sind die Riume L™2(IR™) mit dem Sobolev-Raum W™2(IR™)
dquivalent. Mit Hilfe des bereits bewiesenen Spezialfalles der Sobolev-Einbettung (vgl. 2.4) folgt aus
obigem Lemma, daf ¢ € L%%(IR™) mit o — m/2 > k eine ONB in (3.1. 18) in C¥(IR™) liefert.

Eine weitere wichtige Folgerung ist

Lemma 3.1.7 Es sei ¢ € Ly(IR™) N Lo, exponentiell abfallend in x, d. h es gebe ein g € (0,1) und
C' < 0 unabhingig von x, so dass

()] < Cgl™l Vo e R™.

Ferner seien die Translate von ¢ la-stabil. Dann sind die Fourier-Koeffizienten {by} von 1/[@, (/3} (v) in

(3.1. 18) eindeutig bestimmt und fallen exponentiell in k ab. Das durch {g(x — j)}jczn erzeugte ONS
besteht dann ebenfalls aus exponentiell abfallende Funktionen.

BEWEIS: Wir zeigen zunéchst, da§ die Koeflizienten ¢(¢, ¢)(j) in (3.1. 11) exponentiell abfallen. Dazu
unterscheidet man zwischen |z| > 2|j|, wofiir man die Abschétzung

|p(z — §)p(x)| < CPgle=ilglel < c2glel=liltl=l < o2 glel 4]
macht und |z| < 2|j]|, wofiir die Abschétzung

|p(z — §)o(x)| < C2gI=lzlglel < 024l

gilt. Weiterhin schétzt man ab:
/ ¢ dx + / dx
" lz[<2]4]

wobei C' < 0 und § € (0,1) wieder Konstanten sind. Dabei kann § (um das lineare Wachstum in |j] des
zweiten Terms zu kompensieren) geringfiigig grofier sein als q.
Damit konvergiert die Laurent-Reihe F(¢, ¢)(2) in (3.1. 15) fiir z € IC™ mit ¢ < |z| < 1/G. Ferner sind

die ¢(¢, ¢)(j) die Fourier-Koeflizienten von [¢, ¢]. Da nun die entsprechende Reihe konvergiert, folgt

F(¢,)(¢") = [$,9](v) = C > 0.

Daher ist 1/F (¢, ¢)(z) holomorph in einer Umgebung von T™ = {z : |z| = 1} in IC" und folglich wieder in
eine Laurent-Reihe fiir 1/p < |z| < p mit einem gewissen p = 1+¢, € > 0, entwickelbar. Die Koeffizienten
dieser Reihe sind gerade die gesuchten {b;} und miissen exponentiell in |k| abfallen, damit die Reihe im

angebenen Bereich konvergiert. Es gilt also |bx| < Cp~I¥l mit einer gewissen Konstanten C' > 0 und daher
fiir g aus (3.1. 18)

g+ <Y @ +i—k)| <Y |blg P, wel01], jer™
k k

lc(¢, ) ()| < C2gl] < 0,

Durch Unterscheiden der Fille |k| > 27| und |k| < 2|j| analog wie oben erhélt man dann das exponentielle
Abfallen von |g(z)| in |z|. O

Bemerkung 3.1.6 In Kapitel 4, speziell in den Abschnitten 4.2 und 4.3, wird auf dem Wege zur Kon-
struktion von Wavelets zuerst wie in Lemma 3.5 eine ONB aus Translaten der Erzeugenden ¢ eines
zugrundeliegenden Raums Sa(¢p) konstruiert. Es stellt sich dann heraus, daf§ deren Eigenschaften sich auf
die Wavelets vererben. Insbesondere zeigen die gerade bewiesenen Lemmata 3.6 und Lemma 3.7 dies fiir
die Figenschaften der Glattheit und des exponentieller Abfalls von ¢ .



73

3.1.3 Lineare Projektionsoperatoren

Als weitere Anwendung der Fourieranalysis charakterisieren wir lineare Projektionsoperatoren in Sa(¢).
Dabei nehmen wir an, daf8 die Translate von ¢ eine Riesz-Basis bilden, so dafl Sz(¢) = S(¢) gilt.
Zuerst bestimmen wir den orthogonalen Projektor Py von Lo (IR™) auf S(¢), d. h. wir suchen

Py : Ly(R™) — S(¢)

3.1. 19
f=Pof: (f=Psf,9)=0  VgeS(9) ( :

Dieser Operator existiert, ist stetig und liefert —da S(¢) per Definition abgeschlossen ist— nach dem
allgemeinen Satz 1.4.5 aus Kapitel 1 die beste Approximation im Hilbert-Raum Lo (IR™) beziiglich S(¢).
Nach Satz 3.1.1 wissen wir, daf3 fiir seine Fourier- Transformation

Pyf(v) = 77(v)o(v) (3.1. 20)
mit 27-periodischem 7; gelten muB. Die obige Orthogonalitédts-Relation liefert dann mit Lemma 3.1.3
0= [F = Paf, 8] 0) = [f, dl(v) - 7s(0)[, 8], weT™. (3.1. 21)
Damit folgt

Lemma 3.1.8 Fir den orthogonalen Projektor Py von Lo(IR™) auf S(¢) gilt die Darstellung (3.1. 21)
mit

(o) i { £.8]@)/[d.6] ), [6,8]w) #0 (3.1 22)
0, sonst
fiir alle v € T™. Fiir den Fehler der Approximation im Lo-Sinn durch S(¢) gilt
. 1 . fL o) (v)|?
dist(£,5(0); mor = Gy l [ fopa - [ EREE dv] (3.1. 23)

mit der Konvention, dafl q@(v)/[q{), é] =0 fiir q{)(v) = 0 gesetzt wird.

BEwEIs: Die Wahl (3.1. 22) fiir 7;(v) garantiert, daB (3.1. 21) immer erfiillt ist, denn aus [, ¢](v) = 0
folgt ngS(v + 278) = 0 fiir alle 8 € IZ™ und somit [f, (;AS} = 0. Nun gilt nach (3.1. 21) fiir den Fehler des

orthonormalen Projektors Py, daf

£ =Pl B = (= Pof. 1) = G | F)[F0) = FPos )] v

wobei fiir die letzte Gleichheit die Parseval-Identitét verwendet wurde. Setzt man darin FP,f(v) =

7 (v)¢(v) mit 77(v) aus (3.1. 22) ein, so folgt

dist(1.5(0) en = 5 | fm[f(v) - 5; gg;w)} do

Nun beachte

/. d)
¢, 9] (v)

TAU[ dv = AvAvZﬁf(v+2ﬂﬁ)mdU: L
[ 7w I [ Fwie) s /
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Bemerkung 3.1.7 Das Ergebnis dieses Lemmas wurde ohne die Bedingung (3.1. 16)bewiesen. Ist sie
jedoch erfiillt, so hat die Menge der v mit [p, #](v) =0 das Maff 0 und (3.1. 22) vereinfacht sich entspre-
chend. Die explizite Form (8.1. 28) des Fehlers im allgemeinen Fall ist besonders bei der Untersuchung
der Giite der Approximation durch Translate von ‘Radial Basis Functions’ niitzlich, da deren Fourier-
Transformation speziell am Nullpunkt singuldr werden kénnen, obwohl sie sonst stetig sind. Dies ist ein
zentrales Anliegen der bereits zitierten Arbeit von de Boor - DeVore - Ron ([BVR94]).

Bemerkung 3.1.8 Im Falle supp f C T™ + 27« fiir ein o € 2™ vereinfacht sich (3.1. 23) weiter, denn
dann gilt fir v e T™

[, 8)(v) = flv+2m8)d(v+278) = f(v+2ma)d(v + 27a)
B

und daher
TP N1 (O 3w
‘/f( )¢( )[QE,QAS](U) /ﬂnL+2ﬂa [QB, é] v
Wir erhalten somit
s oy 180
dist(£; 5() o mn = gy /R f@) ll 7 @(v)]d (3.1. 24)

Als Anwendung kann man die beste Approximation mit Translaten von W (27z) bestimmen. Speziali-
sierung der Formel (3.1. 24) liefert die bereits durch (2.35) gegebene Formel fiir den Fehler der besten
Approximation.

Eine andere Methode, die beste Approximation P,f von f € Lo(IR™) aus S(¢) ergibt sich, wenn man
die Orthogonalititsrelation (3.1. 19) zur Gewinnung eines Gleichungs-Systems fiir P,f ausnutzt, das
allerdings unendlich ist. Man erhilt es durch den Ansatz

Py(f) =Y ar(Hor,  ¢n() = d(x — k) (3.1. 25)
kelz™
wobei die Koeflizienten ay(f) € IR bestimmt werden aus
(Pof.di) = > an(f)(¢r:05) = (f.¢;), jel™
keZ™

Speziell kann man das Element g € S(¢) mit

g= Z brd (3.1. 26)
kelzm
bestimmen, dessen Koeffizienten {by}
(9:65) = D bil(drd) = Y (b, 05-1) = b0 (3.1.27)
kewm kezm

erfiillen. Wie man leicht nachrechnet, gewinnt man mit Hilfe der Translate g;(x) := g(z — ) fiir die beste
Approximation die Darstellung

Ps(f) =Y (fradi= D <Z bk(f7¢k+l)>¢l-

lelzm lelz™ kelzm

Gleichung (3.1. 27) ist eine sogenannte Toeplitz- Matriz, d.h. sie hat Faltungsstruktur. Man 16st sie deshalb
(zunéchst formal) mit der 2- Transformation, d. h. wir multiplizieren beide Seiten mit 2/ = 2{* - - - zJm fiir
z € IC™ und summieren iiber j. Bei (formaler) Vertauschung der Summation folgt mit (3.1. 11)

1= "bpef (e, 05-r)? =D 2" > (e, 0)(1)2 (3.1. 28)
Jj ok k l



(0]

bzw.

1

k= _
zk:bkz - Xcle, 9)(1)! (3.1. 29)

Aus dieser Formel lassen sich die in (3.1. 27) gesuchten Koeflizienten {bs} z. B. iiber Potenzreihenent-
wicklung der rechten Seite ermitteln.
Es gibt mehrere Moglichkeiten dieses Vorgehen streng zu rechtfertigen. Eine davon beruht auf der Vor-

aussetzung, dafl die Translate von ¢ eine Riesz-Basis bilden. Dann sind nach Satz 3.1.1 sowohl [(ﬁ, QAS} (v)

als auch 1/ {q@, qﬂ (v) Elemente von Lo, und nach Lemma 3.1.4 liegen die Folgen {c(¢,¢)(v)(},.p» und

{bk}pepm aus (3.1. 27) in [p(IR™). Die nétige Vertauschung der Summationen fithrt man in (3.1. 28)
zunéchst fiir |z| < 1 durch und ldsst dann z gegen Eins streben.

Auf analoge Weise ldsst sich die sogenannte Cardinal Interpolation mit Translaten von ¢ per Fou-
rieranalysis durchfiihren. Dieses Problem kann wie folgt beschrieben werden:

Gegeben eine Folge fvon Daten {f;}iep~ finde ein Element s = Sp€ S(¢), so dafl
spl)=fi viel™, (3.1. 30)
bzw. finde eine Koeffizientenfolge {a;};crzm, so dass
> aje(l—j)=fi Ve
jemm

Wir betrachten dazu zuerst die spezielle Datenfolge f; = 6; 0 mit dem Kroneckersymbol ;o und suchen
einen Fundamentalinterpolanten L(z) =}, cpm aj¢(z — j) mit Koeffizienten a} mit

L) =Y aj¢(l—j) =60 (3.1. 31)

jelzrn
Multiplikation beider Seiten mit e** und Summation iiber [ ergibt formal
1= "™ N ajpl—j)=| > aje” ( > d)(l)e”x). (3.1. 32)
lelz™ jerzm jerzm™ lez™

Wenden wir dann die Poisson-Summationsformel von Korollar 2.2.1 (zunéchst noch formal) auf g = ¢
an, so erhalten wir aus (3.1. 32)

y 1
E *liv —
CLJE

jezm > kemm o(v + 27k)

Daraus folgt (ebenfalls noch rein formal) fiir die Fouriertransformierte des Fundamentalinterpolanten

T n * _1jv QE(’U)
L(v) = ¢(v aie’ = = 3.1. 33
(v) = &( >§Ej T (3.1. 33)

All diese Rechnungen konnen unter geeigneten Annahmen iiber ¢ streng gerechtfertigt werden. Dies
geschieht im folgenden Satz, wobei die Annahmen iiber ¢ gegeniiber dem Fall des orthogonalen Projektors
leicht modifiziert sind.

Satz 3.1.3 Es sei ¢ € Lo(IR™) Erzeugende von S(¢) derart, dass ¢(v) € L*(R™) und {¢(1)}1czm €
L (IZ™) gilt, sowie

> dx+2mk)>A>0 VoeT™ (3.1. 34)
ke]ZTn
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Dann gibt es genau eine Lisung L € So(¢) von (8.81), d. h. L(l) = &, firl € 2™, und ihre Fourier-
Transformierte hat die Form (3.1. 33). Liegt die Datenfolge { fi}1czm in 11 (IZ™), so hat auch das ‘cardinal
interpolation problem’ (3.1. 30) genau eine Ldsung s g mit der Darstellung

Fz) = Zf(k’)L(a: — k), Fsp(v) = ( Z flei“l>ﬁ(v). (3.1. 35)
k

lezm

BEWEIS: Laut Voraussetzung ist die Poisson-Summationsformel von Korollar 2.2.1 darauf anwendbar,
also

D ohe ™ =" ¢+ 2mk). (3.1. 36)
l k

Diese Funktion ist 27-periodisch und somit nach (3.1. 32) auch ihr Kehrwert. Speziell liegt sie in Lo (T™),
so da8 nach dem Satz von Riesz-Fischer die dadurch definierten {a}} in l5(IZ™) liegen. Daher ist die
Vertauschung der Summen in (3.1. 32) zuléssig, so daf diese Relation im Lo (IR™)-Sinn giiltig ist. Dann
gilt in (3.1. 31), daB diese {a}} die einzige Losung dieser Gleichung in l3(IZ"™) sind. Es folgt die Darstellung
(3.1. 33) und die Ly(z) := L(x — k) erfiillen Ly(l) = ). Somit ist > f(k)Li(x) die Lésung von (3.1. 30)
falls gezeigt wird, dafi diese Funktion in Lo(IR™) liegt. Dies folgt aber aus der Abschéitzung

- |6(v)]
f@wl
lez]Z:m l ‘Zkelzm o(v + 27k)

‘ < Al\lelzll¢( v)l

Nun gilt It Annahme S(¢) = Sa(¢). Wire also obige Losung nicht eindeutig, so giibe es eine nichttriviale
homogene Losung zu (3.1. 30) mit Koeffizienten {a;} € lo(IZ™). Dann miisste analog zu (3.1. 32)

0= (Z &leijx) (Z ¢(l)eilz)

gelten. Wegen (3.1. 34) und (3.1. 36) folgt daraus ), aje” = 0 fast iiberall und somit a; = 0 fiir alle
j € IZ™, was einen Widerspruch liefert. O

Mit Hilfe des folgenden Lemmas von Wiener kann man unter den Voraussetzungen von Satz 3.1.3 sogar
zeigen, daf die Koeffizientenfolge {a}}jcrzm des Fundamental-Interpolanten v in I; (IZ™) liegt:

Satz 3.1.4 (Wiener-Lemma) FEs sei g(z) = . bie™™ mit {b;} € Io(IZ™). Dann folgt aus g(x) # 0 fiir
alle x, dafs

7) - E ce
mit {Cl} S ll(]Z )

Zum Beweis sei auf [Rudin91], Kapitel 11 verwiesen. Anwendung auf g(z) = >, d(x + 27k) liefert
{a;} € [, (IZ™). Damit kann man allgemeiner als oben Interpolation mit {,,-Daten betrachten.

Korollar 3.1.4 Bilden unter den Voraussetzungen von Salz 3.1.3 die Translate von ¢ eine l,-stabile
Basis, so gibt es zu jeder Datenfolge f = {fi} ml,(IL™), 1 < p < oo eine eindeutige Lisung SF€ L,(IR™)
von (3.1. 19)

Der Beweis folgt mit Hilfe der verallgemeinerten Minkowski-Ungleichung, die
(f*{al} Zfl*ajlel(lzm)
zeigt. Nach Definition der L,-Stabilitét gilt dann fiir den Interpolanten s #(x) = -, fiL(z — 1)

DAL =1 =Y [Y ajdle—i—1)=> ¢(x—j) Y fia;_; € L,(R™).
l l J J l
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Bemerkung 3.1.9 Unter den Bedingungen von Satz 3.1.3) zeigt Formel (3.1. 33), daff man aus einer be-
liebigen Erzeugenden ¢ € Lo(IR™) eine sogenannte interpolatorische Erzeugende L(x) konstruieren kann,
d.h. die ganzzahligen Translate von L(x) bilden wieder eine Basis von Sa(¢). Dies folgt aus Korollar 3.1.4.
Insbesondere liefert dann ¢ € Lo(IR™) eine solche Basis, wenn

> v +2mk) =1 (3.1. 37)

keZ™

gilt. Diese Bedingung ist auch notwendig fir eine interpolatorische Erzeugende ¢, denn wegen der Ein-
deutigkeit des Interpolanten folgt sie aus ¢ = L und Formel (3.1. 33).

Man kann weiter danach fragen, ob diese interpolatorische Basis auch eine Riesz-Basis bildet bzw. lo-stabil
ist. Das Kriterium (3.1. 16) lautet hierfiir mit (3.1. 33)

2 2
2 _ Dok |¢(U+27Tk’)‘|2 <D < oo

0<C< > |L(v+27k)]
kelzm ’El d(v + 2xl)

Die Abschitzung nach unten ist hier trivial, wihrend diejenige nach oben mit D = 1 giiltig ist, wenn
stérker als in (3.1. 34) ¢(v) > 0 gefordert wird. Dies folgt aus />, [¢]? < Y7, |¢| fiir ¢ = ¢(v + 27l).
Insbesondere ist dies bei den Basen aus Translaten von univariaten B-Splines erfiillt.

Eine Methode zur Bestimmung des Fundamentalinterpolanten in (3.1. 31) liefert die schon in (3.1. 27)
verwendete z-Transformation. Angewendet auf (3.1. 31) ergibt sie

-1
> | = (Z ¢<l>zl>
j 1

Im eindimensionalen Fall (m = 1) und wenn ¢ kompakten Triger hat, kann die rechte Seite nach Fak-
torisierung des "Polynoms’ ), #(1)2" in eine Laurent-Reihe entwickelt werden, deren Koeffizienten dann

die gesuchten a sind. Dies ist z. B. bei o.g. Spline-Basen der Fall (s. [Chui92a]).

Eine andere Methode ist die Verwendung der diskreten Fouriertransformation (DFT). Dazu diskretisiert
man vor Anwendung der inversen DFT L(v) in (3.1. 33) auf einem geniigend feinen Gitter (s. [JS91]).

Um eine gute Approximation von stetigen Funktionen f auf IR™ zu erreichen, ist es notig, die Interpo-
lationsstellen auf einem #dquidistanten Gitter mit kleiner Schrittweite h > 0 zu wihlen. Man betrachte
in Verallgemeinerung von (3.1. 30) das folgende Problem: Finde einen Interpolanten Ip,(f;x) im Raum
S"(¢) (s. Definition in (3.1. 3 ) mit

Iu(filh) = f(lh);  1€Z™, h>0. (3.1. 38)

Die Elemente von S”(¢) haben nach Definition die Form > jajd(z/h—j), so da dies auf die Gleichungen

Zaqu(l —j)=f(n) vVieur™ (3.1. 39)

fithrt, also auf die gleiche Matrix wie in (3.1. 31). Fasst man I}, als Operator auf, den man auf f anwendet,
und fithrt den Dilatationsoperator dj f wie in Abschnitt 2.4) als

(dnf)(z) := f(hz) (3.1. 40)
ein, so kann man dafiir auch
Inf = dyphidnf (3.1. 41)

schreiben, d. h. man kann [;, durch den Operator I; der kardinalen Interpolation ausdriicken. Satz 3.1.3
und die anschliefenden Bemerkungen iiber Existenz und Eindeutigkeit gelten also auch fiir I, wenn man
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die Datenfolge {f;} durch {f(lh)} ersetzt.

Der Interpolant I (f;x) kann zur Approximation der FT herangezogen werden. Die Relationen (3.1. 35)
und (3.1. 41) liefern

Su(f)(v) = ¢(vh) (Z f(lh)e“’lh> / (Z $(vh + 27rk:)> (3.1. 42)
l k

Diese Formel sollte mit (2.41) fiir h = 27 /w verglichen werden, die wir durch Interpolation mit Translaten
der Sinc-Funktion erhalten haben. In der Tat enthélt der in (3.1. 42) auftretende Vorfaktor vor dem
Term h™ )", f(lh) exp(ivlh) denjenigen von (2.41) als Spezialfall. Er kann als Filter bei der Berechnung
der Fouriertransformierten betrachtet werden und ist gegeniiber (2.41) dazu als Tiefpass-filter (s. Ende
Abschnitt 2.3.1) besser geeignet.

Wendet man das Vorangegangene auf das Problem der kardinalen Interpolation mit Translaten von
W (2mz), so scheitert die strenge Rechtfertigung von Formel (3.1. 33) fiir den Fundamental-Interpolanten
iiber die Poisson — Summationsformel jedoch daran, dafl die Voraussetzung

{o(l) = W(2rl)}) ey, € L(12)

nicht erfiillt ist. Man kann allerdings zunéchst formal vorgehen und erhélt aus (3.1. 33), dass L(x) =
o(x) = W(2mx) gelten sollte. Die gewiinschte Interpolationseigenschaft

W(Qﬂ'l’) = 50,j7 j € IZ.

kann man dann aber bereits durch Bemerkung 2.12 erhalten, wenn W eine Whittaker-Menge ist.

Weitere Anwendungen betreffen kardinale Interpolation durch Translate von ‘Radial Basis Functions’.
Néhere Informationen dazu findet man z.B. in [JT93] und [Scha95].

Im iibernéichsten Abschnitt wird ’Cardinal Interpolation’ fiir Splinerdume behandelt, wo die erzeugende
Funktion ¢ eine Splinefunktion mit kompaktem Triger ist. Dies liefert sofort ¢ € L'(IR™) und die
entscheidende Bedingung (3.1. 34) kann noch detaillierter untersucht werden.
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3.2 Approximationsgiite von translationsinvarianten Ridumen

3.2.1 Approximation mit Quasiinterpolanten

Wie im vorigen Abschnitt ausgefiihrt, hat diese Matrix als Toeplitz- Matrix giinstige Eigenschaften so-
wohl in theoretischer wie in praktischer Hinsicht. Trotzdem ist es von Vorteil, zur Untersuchung der
Approximationsgiite explizite Approximationen zur Verfiigung zu haben. Von daher riihrt die Idee Qua-
sinterpolanten zu konstruieren, die Projektionsoperatoren verwendet, die nur auf Teilrdumen exakt zu
sein brauchen und trotzdem fast optimale Approximationsgiite besitzen.

Zunéchst sei das Grundprinzip der Approximation mit Quasiinterpolanten erlautert. Dazu sei X einer
der Rdume LP(IR™), 1 < p < oo oder X = C(IR™) im Falle p = oo und zusétzlich zu (3.1. 40) bezeichne

Tof(x) = f(r+a), acR™ (3.2.1)

die Operation der Translation, speziell bezeichne ¢, := 7,¢. Man betrachte dann die translationsinvari-
anten Rdume

S = 8p(¢) == span{¢(- — @)}, cpym

aus dem vorigen Abschnitt.

Definition 3.2.1 Quasiinterpolanten auf X sind Operatoren der Form

Af —ZATaf ba, baw. (Af)(z ZA oz —a) (3.2. 2)

Das Funktional \ soll linear, lokal und stetig, d.h. es soll eine kompakte Menge K C IR™ geben mit 0 € K
(iblicherweise K = Kreis um 0 mit festem Radius r), so dafl gilt

A < M 11 5 (3.2.3)

Bemerkung 3.2.1 Aligemeiner kinnten statt \(7o f) Funktionale Ao, f mit Mengen K., stat K genommen
werden). Die Wahl Mo, (f) := A(7of) garantiert jedoch die Translationsinvarianz des Operators A, d.h.
A(ry f) = 74Af, was im Hinblick auf den translationsinvarianten Raum S sinnvoll ist. Es gilt im tbrigen
auch in (3.1. 19) Py(ryf) = 7Py f.

Eine zweite wichtige Forderung betrifft die erzeugende Funktion ¢. Wir setzen in diesem Abschnitt voraus,
daf sie stetig ist und

supp(¢) C J CIR™, J = kompakt und 0 € J (3.2. 4)
gilt. Dann ist die Grofie
Cy = sup Z |p(z — )] = sup Z |p(z — )] (3.2.5)
seR™ o z€0,1]™ jopm

endlich. Es gilt ndmlich Cy < #4¢||4||~, wobei #¢ die Anzahl der o € IZ™ ist, die in der Menge
0,1]" —J:={ueR™:u=2—ymitx €[0,1]",y € J}

liegen.

Bemerkung 3.2.2 | Radial basis functions® sind in neuerer Zeit als Verallgemeinerung der univariaten
Splinefunktionen auf mehrere Variable viel untersucht worden, insbesondere auch die Aproximation mit
Translaten von einer , Radial basis function“d. Dann ist Voraussetzung (3.2. 4) i.a. nicht erfillt, da
¢ typischerweise als Fundamentallésung einer elliptischen Differentialgleichung auf R™ auftritt und ihre
Fourier-Transformation nur glatt auf R™\0 ist bzw. singulir in 0 wird. In diesem Fall muf$ (3.2. 5) durch
ein starkeres Abklingverhalten ersetzt werden.
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Zur Approximation von Funktionen verwendet man die skalierten Rdume Sj(¢), um Konvergenz der
Approximation fiir A — 0 zu erreichen. Also muf3 man auch die Quasiinterpolanten entsprechend skalieren.
Dies ergibt die Operatoren

Qn(f;x) == (01/nQ00)(f32) feX, h>0 (3.2.6)

Hiermit kénnen auch Funktionen aus X = C(2) oder X = L,(£2), wobei © ein Gebiet in IR"™ ist, appro-
ximiert werden, indem man f geeignet von  auf IR fortsetzt.

Satz 3.2.1 Unter den obigen Voraussetzungen (3.2. 3), (3.2. 4) an X, $, X gelte noch

Qg) =g, geFr (3.2.7)

d.h. der Operator Q reproduziere die Elemente eines Unterraums F = S = S(¢), der dilatationsinvariant
sei, d.h. dpg € F fiir jedes g € F. Dann gilt fiir jedes kompakte Gebiet Q C IR™ die Abschitzung

1Qnf = Fllpo < [1+ Col[Mlp.n e (vol(R)VP] dist(f; F)pasnirc—) (3.2.8)

wobei vol(Q) das m-dimensinale Volumen von § bezeichnet.

BewEis: Da F dilationsinvariant ist, folgt Q, = 61/,Qng = 61/n0ng = g, d.h. Qp hat ebenfalls die
Eigenschaft (3.2. 7). Gemé&8 dieser spalten wir auf

1Qnf = fllpo <IIf = gllp0 +1@n(f =9, 0-

Konnen wir nun zeigen

1Qn S0 < Collllp, i (VOUD P [ £l (i » (3.2.9)
so folgt wegen Q C Q+ h(K — J)
1Quf = Fllpa < [+ Col Ml xvol ) YPLIF = gl onix—)

fiir jedes g € F und somit (3.2. 8).
Wir beachten zum Beweis von (3.2. 9), daf§ nach (3.2. 3)

101 /0 Q0n f|]p.0

([ TSN+ oty - apda)' /e

p
< h’”/”ll/\l\p,h-K(/ Do G+ a))lpr oy —a)| dz)'/P
h—t acy—J
< B M| re (Ol (TP sup (Y by — @)l) sup || (h(-+ ))llpx
yeh—1Q 7 acy—J
< Al (vOl(R)VPCy - sup J\Ifllp,ha+hz<

aEh~1Q—
= CyllAl |p,h-KV01(Q)1/p||f\ lp.Qth(r—7)
O

Dieser Satz liefert eine lokale Fehlerabschéitzung. Um zu globalen Aussagen zu kommen, geht man zu
lokalen Abschéitzungen der Form

dist(f; F)pa < C(diamQ)* > || D
1B1=k

b diam (Q) = sup |z — y| (3.2. 10)
z,ye)

fiir Gebiete 2 C IR™ iiber, wobei C unabhingig von diam(€2) und f) sein soll. Dies wird im néchsten

Unterabschnitt behandelt.
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3.2.2 Bramble-Hilbert-Lemma und lokale Fehlerabschitzungen
Satz 3.2.2 Die abgeschlossene Einheitskugel von

W) =={f € L,(Q)| D*f e Ly(Q),V|a|] =k, Q Gebiet in R™}

ist kompakt in Wzﬂ(Q) fiir feste l < k € IN. Es gilt

Ei(f)p.a = dist(f; k) wi) < C(p, k1) > 1D fllp0 (3.2.11)
|| =k

mit Py, := span{z®} o |<p—1 und einer nur von Q, p, k,l abhingigen Konstanten C(Q,p,k,1).

Beweis: Wir kénnen f ¢ Il voraussetzen, da sonst die Aussage trivial ist, und nehmen dann an, daf§
(3.2. 11) nicht gelte, d.h.

VneN I freWHQ): E(fa)pa>n Y [[Dfl
|a|=k

p8) (3.2. 12)

-1
Definiert man f; := (El( fn)p’g) fn, so gilt fiir diese Funktionen :

1
El(f)po = inf ||f;— = ———— inf ||fn— ~1
Wpe = i Ma = ollwye) = g i 1 = ol

und folglich

(3.2.12) n
1= El f;k Q > —_— Dafn Q 3.2.13
( L)p El(fn)p,Q (}_:kn ||IJ ( )
= n )y D fillpe
lal|=k

Da II;, abgeschlossen ist, existiert ein o, € Il mit
1fn = onllwi) = Ei(fr)po = 1.
Definiert man f,, := fr—op, so gilt daher
| Fallwice) =1 (3.2. 14)

Weil die Einheitskugel By (W}(€),0) kompakt in W}F(Q) ist, existiert nach (3.2. 14) eine konvergente
Teilfolge (fnj)jeN mit Grenzwert f € W}(Q), d.h

1 fn; = Fllwie, — 0, j—0 (3.2. 15)

Nun gilt nach Definition der schwachen Ableitung D¢

< Col|D* fu,llp2

’/anj D¢ dx _’/QDafnj ¢ dx

fiir alle |a| =1 und alle ¢ € C§°(€2). Ungleichung (3.2. 13) zeigt dann

/Q fo, D%

— 0, j5—0.

Daraus folgt mit (3.2. 15)
/fD"‘qS:O, Vla| <1,
Q
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also D*f = 0,V|a| < I im schwachen Sinne. Damit gilt f € P;;; und dies ergibt einen Widerspruch,
denn nach (3.2. 13) und (3.2. 15)

1 = Efa)po=Elfiy)po < E(fpo +If = Fullwie
= |f=Fullwyy  —0, j—0
0

Bemerkumg: Die in diesem Satz vorausgestzte kompakte Einbettung von W;(Q) in WZI)(Q) ist ein be-
kanntes Ergebnis aus der der Funktionalanalysis (s. mein Skript ”Funktionalanalysis 7). Es existieren
ferner feinere Kompaktheitsaussagen fiir Sobolev-Rdume mit jeweils verschiedenen L, Ly-Normen.

Eine Skalierungsvariante des Satzes von Bramble- Hilbert wird gebraucht, wenn man mit lokalen Appro-
ximationen beziiglich einer unregelmiifligen Unterteilung des R™ arbeitet. Dies ist von groer Bedeutung
in der Theorie der finiten Elemente, wo man mit Linearkombinationen von sogenannten ”"nodal elements”
arbeitet. Man erhélt sie als Basisfunktionen bei geeigneter lokalen Lagrange- oder Hermite Interpolation
mit Polynomen. Wir benétigen zuerst folgende

Definition 3.2.2 Es sei Q ein festes Gebiet des R™ (Referenzgebiet). Dann heifft @ C R™ affin dqui-
valent zu €, falls es eine affine Abbildung

F: O — Q
¥ — x=F(&):=Bi+b
gibt mit B € GL(R™) und b € R™, so daf$ gilt:

Q=F(Q) und Q=F"YQ).

Lemma 3.2.1 Sind Q@ € R™ und Q affin dquivalent und f € W;(Q) fir 1 < p < oo, so liegt die
Funktion f(Z) := f(Fi) = f(BZ +b) = f(z) in W;,(Q) und es gibt eine Konstante C, die nur von l,p
und m abhingt, so dafl gilt

z _1
[flipa < ClIBII" [det BI™7 = |flip.0, (3.2. 16)
wobei ||B|| die Operatornorm von B im Euklidischen Sinne ist. In analoger Weise gilt:
- 1z
|flipe < CIBTHI' |detBI7 |f], .0 (3.2.17)
Ferner gelten entsprechende Modifikationen fir die Riume C'(Q),CH(€).

Beweis: Sei zuniichst f € C'(Q). Mit der Kettenregel folgt fiir Z fest:
i=1 i=1

also Vi f(Z) = B'V, f. Damit folgt

IVaf(@)l[rn < ||BI| IV f (@)llrm

so daf .
sup [0z, f(%)] < ||B|| sup (O 10a, f(@)[*)? = Vml|B|| sup |0s, f(x)]
1<i<m 1<j<m 1= 1<5<
Eine iterative Anwendung dieser Ungleichung ergibt:
- l
sup [0 £(2)| < (Vml|B) sup 100 (o) (3:2. 19)

la]=l al=l
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Durch Integration von (3.2. 19) erhilt man:
_ . lp . .
subjoit Jo [0 f@)Pds < (VIIBII) " supjai_s fo10a(f o F)(@)Pd
lp
= (VmlIBIl) " | det B[ supjay_y fo |0azf (@) Pde
Damit folgt
Flipa < ClIBI det BI77 | flip.0, (3.2 20)
d.h. (3.2. 16) im Falle f € C'(). Ist nun f ecin allgemeines Element aus W}/ (), so gibt es eine Folge
{fo}ven mit f, € C°°(Q) und lim, oo ||f — fullip.0 = 0 wegen der grundlegenden Approximationseigen-
schaft der Sobolev-Réume. Wir setzen dann f, := f, o F', so daf nach (3.2. 20) gilt:

= ; 1
[fu = Folipa < CIBI" det Bl #|fu = fulipe —> 0, vp— o0 (3.2.21)

Es ist also {f,},en eine Cauchy-Folge. Nach Definition ist der Grenzwert f in W) (Q) und man erhélt
durch Grenziibergang v — oo aus der Ungleichung (3.2. 21):

~ < _ 1
|f = folipe < CIBI" [det BI™?|f = fulipo

Beniitzt man jetzt (3.2. 20) fiir f, und liBt v — oo streben, so gilt:

|f|l,p7ﬁ S ‘f - fl/‘hp,fl + |fl"l7p7§~2
<|f = folipa + ClBII [det BI7V/P = [f,

1,p,2s

d.h. (3.2. 16) fiir f € WL(9).
Die Ungleichung (3.2. 17) folgt einfach durch Vertauschung der Rollen von £ und Q.

Dann kénnen wir eine Fehlerabschéitzung fiir lokale Approximation durch Elemente von II; formulieren.

Satz 3.2.3 FEs sei fiir p,q € [1,00] der Raum Wf(fl) kompakt eingebettet in den Raum Wé(fl) L (mit
den entsprechenden Modifikationen fir p oder ¢ = 00). Es sei Q affin dquivalent zu Q mit

h = diam (Q) := sup, ,eoflz —yl} <1 h = diam (Q2)
p = sup{diam (K) : K = Kugel in Q} p = sup{diam (K) : K = Kugel in Q}

Dann gilt mit einer von h, p und f, f unabhdingigen Konstanten= C = C(k, 0,1, p, q) fir f € W;(Q):
dist(f;11y)1p.0 < Cmeas(Q) Y97 YPRFp= | fl) 0 (3.2. 22)

Beweis: Wir wenden den Satz von Bramble-Hilbert auf das Referenzgebiet 2 an fiir f = f o F. Die
leichte Verallgemeinerung auf unterschiedliche Halbnormen |.|p0 und [.[; , 6 wird dabei durch die
obige Voraussetzung der kompakten Einbettung garantiert. Es gilt also mit Konstante C; bzw. C' aus
(3.2. 11):

_ _ (3.2.11) _
dist(f; Hk)z,q,ﬁ < Crdist(f; Hkr)k,p,ﬁ = <0G ZaeF 1D fl]p.0

) (3.2. 23)
= C Cl‘f|k7p7(~2

1Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz ist dies z.B. der Fall, wenn gilt: &k — % >1—

23
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Wir wéhlen dann ein Element g € Il mit dist(f; ;) = dist(f; J), setzen dann g = g o F mit g, g € I,
und erhalten dann iiber die inverse Ungleichung (3.2. 17) angewandt auf [ statt k& und ¢ statt p:

| (3.2.17) L
dist(fiTk)ig0 <|f = glgo= < CB7Y|" [det B[f = glig0 (3.2. 24)

< C||BY| | det Bl dist(f; 1), , g

Nun wenden wir auf die rechte Seite von (3.2. 24) Ungleichung (3.2. 16) mit k& an und erhalten
zusammen mit (3.2. 24):

dist(f; )0 < C"[[B7Y |det Bl |fl,,q
(3

1

.2.16) . 11 .
< Gof[BTH| [det Bla™# |[B[|* | flkp.0

Um zu (3.2. 22) zu kommen, miissen noch die Gréfien ||B~1||,||B|| und | det B| durch geometrische
Eigenschaften des Gebietes {2 ausgedriickt werden. Zunéchst betrachten wir, daf§ mit der
Variablentransformation Z — x bei Integration der 1 iiber 2 folgt | det B| = meas(Q)/meas(2). Dann
benutzen wir, dal nach Definition ||B|| = sup g _; = || BE||, beziiglich der euklidischen Norm || - || des
R. Nach Definition von fp als Durchmesser der gréBten Kugel in Q gibt es zu jedem & mit [|£]] = p
Elemente Z,§ € Q mit § = Z — §. Wegen B = Bz — Bj = F(2) — F(§) und F(2), F(j) € Q gilt dann
[|BE|| < h und somit

h h
[|B]| < = und analog |IB7Y < -
p P

(durch Vertauschung der Rollen von 2 und Q) Aus diesen Betrachtungen folgt nun

dist(f; T)iq.0 < Csl[B~Y[" [det B[Y/7=/7 || BI[F | [y 5.0
< Cahp=* QY TP R 0

- - \k
Es ist aber hlp=F < (h/ ﬁ) < 1 nach Voraussetzung, so daf} die Behauptung folgt.

Bemerkung: Das Referenzgebiet  wird i.a. als ein méglichst einfaches Standardgebiet angenommen,
z.B. in der Theorie der Finiten Elemente als ein Dreieck.

Wir wollen dies auf Satz 3.2.1 anwenden, um globale Fehlerabschitzungen zu bekommen. Dazu setzt
man dort I, C F' voraus und wéhlt  von der Form 2 = h(G + j) mit festem G (z.B. Einheitswiirfel)
und j € IZ™. Es gilt also © = G und man erhélt durch Einsetzen in (3.2. 8)

1QnS = Fllynicrsy < CLL+ M lpaesr (vol(h - GYVPL RE " (| DP f|
|B|=k

p,h(j+G+K—J)
An dieser Stelle ist es noch nétig, das Verhalten der Norm des Funktionals A in (3.2. 3) genauer
anzugeben, um zu sinnvollen Fehlerabschatzungen zu kommen. Wir setzen voraus
[[A\]p.x < O vol(K)~1/P (3.2. 25)
Dann ergibt sich aus der vorigen Ungleichung
1/p .
1@nf = Fllpnars) < C(l + O\ [(vol(G)/Vol(K)]> WY D fllpnrari—a)
|Bl=k

Da ein Gebiet h(j + G) lt. Voraussetzung an K, J nur endlich oft durch Gebiete der Form
h(l+ G+ K — J),l € IZ™ iiberdeckt wird, folgt nach Summation der p-fachen Potenz iiber j
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Korollar 3.2.1 Unter den obigen Voraussetzungen (8.2. 3), (3.2. 4) an X, ¢, \ seien zusdtzlich (3.2.
7) mit y_1 C F und (3.2. 25) erfillt. Dann gilt fir genigend glatte f auf R™

1Qnf = Fllpmm < const B¥ >~ |[DP f[|pmm, (3.2. 26)
|Bl=Fk

wobei DP f wie diblich die partiellen Ableitungen von f bezeichnen.

3.2.3 Strang-Fix-Theorie

Auf Grund der Ergebnisse des vorigen Abschnitts ist man nun daran interessiert, Bedingungen
herzuleiten, die die Reproduktions- Eigenschaft (3.2. 7) garantieren. Wir verwenden dazu den Zugang
von Strang-Fix (1969,1973), der auf einer #lteren Arbeit von Schoenberg (1946) aufbaut und seither von
vielen Autoren (z.B. Dahmen- Michelli, Chui-Jetter-Ward, de Boor-deVore-Ron) verallgemeinert
worden ist. Wir fithren dazu die semidiskrete Faltung ein:

Definition 3.2.3 Fiir eine beliebige Folge {ca }{acymy sei

(xo)(@) = ) cad(z—a) (3.2. 27)

aclZz™
die semidiskrete Faltung von ¢ und ¢. Speziell bezeichne f| die Folge { f(a)}acrm fir ein f € C(R™).

Eine zentrale Rolle spielt nun der Operator Ty, definiert auf C(IR™) durch

(Tsf)(@) =Y fla)d(x —a) = (¢+ f[)(x), (3.2.28)

aclz™
der der Vorldufer eines Quasiinterpolanten ist.

Lemma 3.2.2 Der Operator Ty bildet C(IR™) auf S(¢) ab und kommutiert mit der Translation
78,8 € L™. Weiter gilt fiir alle f € S(¢) die Vertauschungsrelation

ox fl=fl*o (3.2. 29)

Speziell gilt Ty(F) C F fir translationsinvariante Unterrdume F von S(¢).
BEWEIS: Die Summe in (3.2. 27) ist fiir jedes feste # endlich und daher wohldefiniert. Es gilt
(6T (2 Z fl@)pz+B—a)=> fla+B)d(x —a) =Ty(rsf)(x), B € 1"
Jedes f € S(¢) hat die Darstellung
f(x) = (¢ xcp)(@)
mit einer Folge {cs(8)}secrm = {9s}{perm} fiir ein g € C(IR™). Fiir ein solches f folgt dann

(o* f)(x) = szba— )95)¢(z — )
= Z%Zfbw—ﬁ N =D s gsdla — B —7)]
5

Y

fo— — (f+9])(@)

Nun ist Ty f = ¢ * f| und f * ¢| eine endliche Summe von Translaten 7_, von f, so dafl die
Translationinvarianz von F' C S(¢) liefert Ty f € F fir f € F, d.h. Ty(F) C F. O
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Bemerkung: In diesem Beweis wurde benotigt, dal ¢ kompakten Tréger hat. Durch Modifikation von
S(¢), z.B. durch Einschrinkungen an die Koeffizienten von s(z) € S(¢) im Sinne von
{ca}{acwmy € [1(IZ™) konnen auch allgemeinere ¢ € C(IR™) zugelassen werden.

Wir geben nun ein Kriterium fiir die gewiinschte Einbettung F' C S(¢) an. Dazu fordern wir die
Giiltigkeit der Vertauschungsrelation (3.2. 29) auch auf F', was dann stérker F' C Ty(F) ergibt.

Lemma 3.2.3 Es seicy:= ), cpm ¢(a) # 0 und F ein endlich-dimensionaler,
translationsinvarianter Unterraum in der Menge 11 aller Polynome.

a) Ist die Vertauschungsrelation (3.2. 29) fiir alle f € F erfillt, so bildet der Operator cgl — Ty die
Menge F in sich ab und reduziert dort den totalen Grad eines Elementes f € F.

b) Bildet der Operator cyI — Ty die Menge F in sich ab und ist dort grad-reduzierend, so ist Ty injektiv
auf F' und erfilt F C Ty(F).

BEWEIS: a) Aus dem Beweis von Lemma 3.2.2 folgt bereits die Einbettung Ty (F) C F und daher
(cy —Ty)(F) C F. Die Vertauschungrelation (3.2. 29) fiir F' gibt fir p € F' dann

(Tsp)(x) = (dxp))(x) = (p*o)(@) = D plz—a)d(a)

aclz™

> p@)g(@) + Y [plx —a) - p(a)]é(a) = esplx) + q(x)

aclz™ aclz™

wobei der Grad von ¢(z) kleiner als der von p(z) ist, denn dies ist der Fall fiir die Polynome

a(x) = p(z — a) — p(z).

b) Die Injektivitat von Ty auf F' folgt durch Induktion nach dem Grad:

Gilt (Typ)(x) =z, so folgt p = C;I(C¢I — T4)p, so daBl p(x) einen reduzierten Grad hat. Daher ist die
Induktionshypothese fiir p(z) anwendbar und T,p = 0 impliziert p = 0. Die zweite Aussage folgt
ebenfalls induktiv nach dem Grad: Es gilt cop(z) — (Ty)p(x) € T(F), weil ¢yl — T gradreduzierend ist
und daher

p=cy Top+c, (col —Ty)p € Ty(F)

Die obigen Aussagen konnen zu einem Aquivalenzsatz kombiniert werden:

Satz 3.2.4 FEs seine F ein linearer, endlich-dimensionaler und translationsinvarianter Unterraum von
I und ¢ eine Funktion aus Co(IR™) derart, dafi cy =) cpm ¢(a) =1 ist. Dann sind dquivalent:

1. Es gibt einen Quasiinterpolanten vom Typ (3.2. 2), der exakt auf F auf F ist,

2. Es gilt F = T4(F) C S(¢),

o

. Es gilt auf die Vertauschungsrelation (3.2. 29),

B S

. Der Operator I — Ty bildet F' auf sich ab und ist dort grad-reduzierend,

v

. Der Operator Ty ist injektiv auf F' und erfiullt F C Ty(F).

BEWEIS: Der Beweis besteht aus einem RingschluB. Die Richtung 1) = 2) ist trivial und die
Richtungen 2) = 3),3) = 4),4) = 5) folgen direkt aus Lemma 3.2.2, Lemma 3.2.3 . Der letzte
Schlufl von 5) = 1) ergibt sich so: aus 5) folgt die Existenz einer Rechtsinverse T~ von T auf dem
Unterraum F'. Damit bilde

Qr(f;z):=> (T )@ —a) (3.2. 30)

[e%
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Dieser Operator ist der in 1. gewiinschte Quasiinterpolant. Denn zu jedem p € F bilde g2 = T~ !p, so
daB Tyqe = TyT~'p = p und es folgt

Qr(p)(z) = Y e(a)d(z — ) = (Te)(z) = p(a).

Eine konkrete Moglichkeit, einen Quasiinterpolanten zu konstruieren, zeigt

Lemma 3.2.4 Sei F' CII ein translationsinvarianter Unterraum von C(IR™) derart, daf$ Ty aus dem
vorigen Lemma eine injektive Abbildung auf F' ist mit ' C Ty(F). Dann gelten:

a)FEine spezielle Rechtsinverse von T auf Fo := F N11,. ist gegeben durch (11, ist die Menge der
Polynome vom totalen Grad r)

T

(A f)(@) = 3 (I~ Ty f(2) (3.2. 31)

§=0
und der entsprechende Quasiinterpolant der Form (3.2. 2) durch
Q(fim) =Y (Mf)(@)o(x —a) (3:2.32)
aclz™
b) Das Funktional A, erfillt die entscheidende Voraussetzung (3.2. 3) der Beschrinktheit im Falle

p = 00.

BEWEIS: Die erste Aussage folgt aus
TA, = A+ (Tp— DA => (I—Tys)
§=0
= I-(I-Ty)""
und der Tatsache, daf3 (I — T)" ! = 0 auf II, ist, da (I — Ty) grad-reduzierend ist.
Zum Beweis der zweiten schétzen wir nach (3.2. 4) und (3.2. 28) ab

(TH)()] <sup Y [é(z —a)| sup |f(@)] < Cp |l fllooomy
Y qezm r—acJ

Hieraus folgt fiir j = 1,2, ...
(L =TV fO) < A+ Cof VI fllo,—jms

so dafl nach der Definition von A,

r

(A SO < > (1 +Co) 1 fllog,—rs

=0
und somit
(A H)O) < A+ Cof)" ey 1 flloow U = —rsuppd = —rJ (3.2. 33)

O

Bemerkung: Fiir 1 < p < oo ist A, nicht definiert, weil der Operator Ty nur fiir stetige f definiert ist;
es gibt aber noch andere Méoglichkeiten eine Rechtsinverse von Ty zu finden. Ein spezieller Zugang ist in
Lo(IR™) moglich, wo auch allgemeinere ¢ zugelassen sind (de Boor -DeVore-Ron 1993)

Ist Fy in Lemma 3.2.4 noch invariant gegeniiber Dilationen, so folgt daraus mit dem Argument von Satz
3.2.1 eine lokale Fehlerabschitzung von f — 6 /,Qr0xf durch dist(f; Fo)oo,0—n(r41)s. Wir formulieren
dies genauer fiir die Rdume Sy (¢) als
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Korollar 3.2.2 Es sei ¢ wie in Lemma 3.2.3 gegeben und 11N S(¢) sei dilatationsinvariant und
endlich dimensional. Dann gilt fir f € C(IR™) und Q eine kompakte Teilmenge des R™

dZSt(fa Sh(¢))oo,ﬂ < [1 + (1 + C¢)r+1] 51618 dZSt(fv Imn S(¢))oo,y7(r+1)hsupp¢ (32 34)
)

BeEwEIs: Weil II N S(¢) als endlich dimensional vorausgesetzt ist, gibt es ein » € IN mit IT N S(¢) C I1,.,
also gilt ITN S(¢) = I, N S(¢) und 6/, Q-0 f € Sn(¢). Nun wende die Fehlerabschitzung (3.2. 8) in
Verbindung mit Ungleichung (3.2. 33) an. O

Es la8t sich daraus auch noch eine Abschitzung des globalen Fehlers mittels (??) wie in Korollar 3.2.1
gewinnen. Der Fortschritt dieser Aussagen gegeniiber den fritheren ist dann der, dafl unter den
Voraussetzungen (3.2. 4)- (3.2. 8) ein Quasiinterpolant konstruiert worden ist, so dal nur noch
Voraussetzungen an ¢ selbst benotigt werden. Um zu konkreten Aussagen fiir einen Raum S(¢) bei
gegebenem ¢ € Co(IR™) zu kommen, ist jetzt nur noch der Unterraum F = II N S(¢) zu bestimmen,
und der lokale Approximationfehler mit diesem F' abzuschétzen.

Dies kann von Fall zu Fall geschehen ( wie z.B. in Abschnitt2.5.2), fiir translationsinvariante Rdume
gibt es jedoch den erwihnten Zugang von Strang-Fix, der konkret nachpriifbare Bedingungen liefert, die
zugleich hinreichend und notwendig sind. Er beniitzt Fourier-Analysis und insbesondere die Poissonsche
Summationsformel.

Definition 3.2.4 Es sei P eine Teilmenge von I und p(D) der durch

p(D) = a.D*  p=) a.z* €P
«

«

definierte Differentialoperator. Dann erfillt eine stetige Funktion ¢ in Ly(IR™) mit {$(2nj)} € 1, (IZ™)
die Strang-Fiz Bedingung relativ zu P, falls fiir alle p € P gilt:

p(iD)(2rk) = 0 fiir k € Z™\ {0} (3.2. 35)

mit der wie in Kapitel 2 erklirten Fourier-Transformation

¢ = / e 72T @Y) (1) da,

Fiir das Folgende benttigen wir auflerdem noch:

Definition 3.2.5 Eine Menge P C II heifst D-invariant, falls DPp € P fiir jede partielle Ableitung DP
gilt, wenn p ein Element aus P ist.

Bemerkung: Die Eigenschaft der D-Invarianz von P bedingt, da p(z) = ¢ mit einer Konstanten ¢ #
in P enthalten sein muf}. Insbesondere gilt dann

dodla—D=ct Y cpl)=cs=1

lelzm™ lelz™

Dies sieht man so :

Sei p(z) = Y aq, 4, i - - - xim koordinatenweise ausgeschrieben, x = (x1,. .. , &,,). Dann bildet man
die partiellen Ableitung der ¢}, = max i,, in den Variablen z,, und erh’alt ein Polynom p € P, daf§
konstant beziiglich der Variablen x,, ist. Nun wendet man die gleiche Prozedur sukzessive in den
Variablen x,,_1,... ,21 an und erhélt schlielich ein konstantes Polynom # 0 in P.

Satz 3.2.5 Es sei P ein linearer, endlich-dimensionaler und D-invarianter Teilraum von II und es sei
¢ € Li(R™)UCOR™) mit Cy = >, 6(1) =1 gegeben. Auflerdem gelte p- ¢ € Li(IR™) fir alle p € P.
Dann sind dquivalent:

1. Es gelten die Strang-Fix Bedingungen relativ zu P,
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2. FEs gilt die Vertauschungsrelation (3.2. 29) auf P , d.h.

Y oW —1) =" plx =)o), peP
l l

8. fir alle x,y € R™ gilt die Identitit

3 pla Do —1) = p(-1)o(l),  peP (3.2. 36)

lelzm l

BEWEIS: 1) = 2): Fiir jedes feste y € IR™ und p € P betrachten wir die Funktion ¥ (z) = p(x)¢(y — x),
die nach Voraussetzung wieder in L;(IR™) liegt. Ihre Fourier-Transformierte berechnet sich zu

Pv) = oy — z)p(x)e ™) dx
Rm

= w0 ([ ty—me i)
p(iD) (e~ ()
= e "WV p(iD + y)d(—v) (3.2. 37)

(Dies verifiziert man durch Differenzieren der Fourier- Tranformation, wobei Vertauschung mit dem
Integral erlaubt ist).

Nun erinnern wir an die Poisson-Summationsformel von Korollar 2.2.1 in der Form

Yo vy =Y d(2rk)

lezm™ kerm

an, die fiir ¢ € Ly (IR™) und {¢(27k)}pepm € 11 (Z™) gilt. Diese Bedingungen sind nach obigen
Voraussetzungen an v erfiillt, also die Formel anwendbar, was

Sopol -0 = 3wl = Y pD)(eT I d(~0) ) lo—am

lelzm™ lelz™ kelz™

= p@iD) (efi(y’v)qg(*v)) lv=0

ergibt. Aus dieser Darstellung schliet man, da8 ¢ * p| = >, cp;m ¢(y — I)p(l) ein Polynom in y sein mus8.
Man betrachte dann das Polynom
a(y) == Y oply —1).
lezm
Fiir y = k € IZ™ folgt sofort durch Umindizierung, dal (¢ * p|)(k) = ¢q(k) gilt, d.h. das
Differenzenpolynom verschwindet auf dem Gitter IZ™. Daraus folgt die Vertauschungsrelation (3.2. 29)
fiir p € P, d.h. die Aussage 2) gilt, falls folgendes gezeigt wird:

verschwindet ein Polynom p in m Variablen auf IZ™, so verschwindet es identisch.

Dazu sei angenommen, daf p in jeder Variablen hochstens vom Grad < M und auf dem Gitter
G:={aecl™;:1<a; <M fiir alle 1 <i < m} verschwinde. Betrachte nun die Darstellung von p
mittels Lagrange-Interpolation auf dem Gitter G, die iiber die univariate Lagrange -Interpolation in
jeder Variablen eindeutig definiert ist. Dann miissen alle Koeffizienten dieser Darstellung verschwinden
und die Behauptung folgt.

Beweis 2) = 3): Gilt die Vertauschungsrelation in Aussage 2. fiir alle p € P, so folgt wegen der
D-Invarianz von P, daf} auch

> d(x—1)Dp(l) = > (Dp)(x —Dg(l), Vo € R™

lelzm lelz™
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fiir alle & € IZ™ ;. gelten mufl. Damit und mit Taylor-Entwicklung von p(y — ) um den Punkt  — [ folgt

doply=0s) = > D ((y—2)/a)(D*p)(z —1)e(l)

legm lEZ™ o™
= > (y—=2)/al) Y (D) (= — ()
aclzm™ lezm™
= Y (o)) 3 ¢z~ )Dp(l)
aclZm lelz™

= > él@—Dply—=z+1)
l

Mit der Wahl von y = 0 ergibt sich die Identitéit von 3).
Beweis 3) = 1): Die Funktion f*(z) := }_,cpm p(l — x)¢(2z — () ist die beziiglich IZ™ periodisierte
Form der Funktion f(z) = p(—z)¢(z) € L1 (IR™). Die Fourier-Koeffizienten

FPIW = [ fla)e 2 da
(0,1
von f* verschwinden fiir k # 0, da f* = constant nach (3.2. 36). Damit folgt fiir k € IZ"\{0}

0= F[f*](k) = /[071]7“ lgz:m p(l — z)p(x — 1)e™ @2 dp = - (z)e ™2k do = f(2rk).

Andererseits 148t sich auf f(x) als Spezialfall y = 0 von ¥ (z) die schon bekannte Formel aus Schritt
1) = 2) anwenden, d.h. es gilt f(v) = p(iD)¢(—v), so daB die Strang-Fix Bedingungen erfiillt sind. O

Bemerkung 1: Mit der Wahl y = = im Beweis 2) = 3) ergibt sich auch direkt die
Vertauschungsrelation in 1).

Bemerkung 2: Ein endlich-dimensionaler, translationsinvarianter Teilraum F' von II ist auch
D-invariant. Ist ndmlich p(x) € F, so ist auch 7p,.p fiir jedes feste z € IR™, h € IR in F und somit der
Differenzenquotient [rh.p(x) — p(x)]/h = [p(x + hz) — p(x)]/h. Der Grenziibergang h — 0 zeigt, dafl jede
Richtungsableitung Dzp wieder in F' liegt, dann F' ist endlich dimensional. Wiederholte Anwendung des
Arguments zeigt die D—Invarianz von F.

Damit lassen sich die Satze 3.2.5 und 3.2.4 kombinieren.

Korollar 3.2.3 Es sei P ein linearer, endlich-dimensionaler, translationsinvarianter Teilraum von I1
und es sei ¢ € Li(IR™)UC(IR™) mit Cyp =), (1) = 1 gegeben. Auflerdem gelte p- ¢ € Li(IR™) fiir alle
p € P. Dann sind dquivalent:

1. Es gibt einen Quasiinterpolanten vom Typ (3.2. 2), der exakt auf F auf P ist,
2. Es gilt P C S(¢),

3. FEs gilt auf die Vertauschungsrelation (3.2. 29),

4. FEs gelten die Strang-Fixz Bedingungen relativ zu P.

Ist unter diesen Voraussetzungen insbesondere P dilatationsinvariant, so gilt fir f € C(IR™) die
Fehlerabschitzung von Korollar 3.2.2 mit P statt ILN S(¢).

Nun diskutieren wir noch einige weitere Konstruktionsméglichkeiten von Quasiinterpolanten (eine
Mboglichkeit wurde bereits in Lemma 3.2.4 vorgestellt). Der Ansatz von Strang-Fix bzw. Schoenberg fiir

Qf ist
(@N@) = D o—DL(fD),  L(fiz):= Y asD’f(a) (3.2. 38)
l

1Bl<r

ag = (iD)*(1/$(0)/B!
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Dazu ist zuniichst zu bemerken, da$f die ag wegen ¢(0) = 1 und ¢ € Co (IR™) wohl definiert sind. Dann

beachten wir, daB der Operator L den Raum P wieder in sich abbildet, da D’p € P wegen der
D-Invarianz von P gilt. Daher ist Formel (3.2. 37), also

Y dl@—Dp(l) = $(0) = p(iD +z)$(0)

lez™

= > _(Dp)((iD)*/a!)¢(0)

die unter der Voraussetzung der Strang-Fix Bedingungen abgeleitet wurde, auf L(p;-) (statt p)
anwendbar. Dies liefert

(Qp)(x) = (Lp)(iD + x)9)(0)

Y ((D*Lp)(x)/al) (iD)*$(0)

[}

> _(iD)*¢(0)/al Y agD**Fp(z)

o 1Bl<r

= Y (@D)p(x) Y (DP(1/)(0))(D"$)(0)/alB!
[yI<r a+pB=y

= > (iD)'p(@)do /' = p()
ly|<r

wobei auler p € P noch 7w € II,. angenommen wurde. Damit erhalten wir

Korollar 3.2.4 Ist eine der Voraussetzungen von Satz 3.2.5 erfillt, so liefert der Ansatz (3.2. 38) fiir

r derart, dafy P C 11, gilt, einen Quasiinterpolanten, der auf P exakt ist.
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3.3 Approximation mit Splines
3.3.1 Univariate Splines

Fiir (polynomialen) Splines ist die einfachste Definition folgende

Definition 3.3.1 Gegeben sei ein Gitter, {£;}, d. h.eine monotone Folge reeller Zahlen. Dieser Folge
sei eine Folge ganzer Zahlen Z = {z;}, 0 < z; < k — 1, zugeordnet. Dann heifit

S8, 2) = {f(@): f

) €M1, f(&—) = F(&+),0<r < z} (3.3.1)

der Raum aller Splinefunktionen der Ordnung k (vom Grad k& — 1) mit Knoten &; und
Glattheits-Ordnung z; — 1 bei &;. Im Fall z; = 0 ist Unstetigkeit zugelassen und der Wert in & durch als
rechtsseitiger Grenzwert definiert.

Man kann zeigen (der Beweis sei dem Leser als Ubung iiberlassen):

Lemma 3.3.1 Sei A ={—00,&1,...,&,, +oo} gegeben mit Z = {z1,... ,z,}, 0 < z; <k —1. Dann hat
obiger Spline-Raum die Dimension

d:(n—i—l)k—z/zi
i=1

und die Basis

k—zn

) PIUR (COY )Lt} WReNUERPUE (C 0 ) Wik

Allgemeiner kann man sogenannte L-Splines als stiickweise im Raum

N(L)={ f(x): Lf =0,L =Y _a;(x)D’

Jj=0

liegend defininieren. Dabei ist D = d/dz und die a; liegen in C*~1. Wir behandeln aber nur den Fall

L = D* von polynomialen Splines aus Definition 3.3.1. Hier haben sich B-Splines als Basisfunktionen

sowohl in praktischer als auch in theoretischer Hinsicht am besten bewédhrt. Wir definieren sie hier im
schwachen Sinn als Kern einer Integralrelation.

Definition 3.3.2 Gegeben sei eine monoton wachsende Knotenfolge t := (t;) mit Indizes i aus einer
Indexmenge I C1Z, d. h. fiir alle i € I gelte t; < t;11. Die Indexmenge I kann dabei unbeschrinkt (z. B.
IZ selbst), beschrinkt (z. B. {1,2,3}), nur nach unten beschrinkt (z. B. IN) oder nur nach unten
beschrinkt sein (z. B. —IN). Fiir ein fest vorgegebenes k > 0 gelte auflerdem t; < t; 1. Dann definiere
M, p(x) = M(t;, ... . t; + k;x) durch

1
/ gMi’k(x)f(k)(m) dx = [ty tivk)f Vf e C*([a,b]) (3.3.2)
R .
Hierbei bezeichnet [t;,- - ,t;1x] die dividierte Differenz zu den im Argument angegebenen Stiitzstellen.
Sie sind rekursiv definiert durch
tilf == f(t:) (3.3. 3a)
1
[tiy o s tivk] == t7<[ti+1a s tipk] = [ty ,ti+k—1])- (3.3. 3b)
itk — ti

Bemerkung 3.3.1 Im Falle mehrfacher Stiitzstellen greift folgende Konvention: Gegeben sei eine
beliebige Stiitzstellenfolge (t;). Dann definiert man als zugehoriges Punktfunktional

Nof = FO(ty), r=max{v:t;_, =t;,vr=0,1,...}. (3.3. 4)
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Speziell definiert man [t;, t;]f = f'(t:), [ti, ti, ti]f = f”(t:), und so weiter. Diese Konvention stellt
aufgrund der Beziehung

[ty s tivk]f = %f(k)(n)’ n=n(f) € (ti, ti+k) (3.3.5)

sicher, daff die \;f und damit auch die dividierten Differenzen [t;,--- ,t;y1] stetige Funktionale auf
C*([a,b]) sind (man beachte, daff wir t; < t;) vorausgesetzt haben).

Verwendet man die Taylorformel mit Integral-Restglied,

k=1 . ,
S ( R B
]:Zojlt a]fj()+(k—1)'L(t l')+ f )(I)dI,GStSb,
so kann man durch Anwendung der dividierten Differenzen wegen [¢;, - - ,t;1x]p = 0 fiir Polynome

p € I} direkt

b
k/[ti,---,ti+k}(-—x)i*1f( dx—/M 2) [P (z) da
folgern. Hieraus ergibt sich

M g(x) = klti, -+ tigx] (- — o) (3.3. 6)

Diese Formel kann man als dquivalente Definition der B-Splines ansehen. Mit ihrer Hilfe kann man
leicht die folgende Rekursionsformel zur Berechnung ihrer Ableitung zeigen:

d k
%Mi,k(x) = m [Mi-{-l,k—l(x) — Mi,k—l(x)] (33 7)

Ublicherweise verwendet man die folgenden (anders normierte) B-Splines:

tivk —ti
Nij = %Mi,k(x). (3.3. 8)

Fiir diese Funktionen kann man folgern

Lemma 3.3.2 Falls stirker t; < tiyx—1 fir alle i € I gilt, dann erfillen die N;j = (tiyr — ti)M; 1 (x)
die Rekursionsgleichung

T —t; Litk — T

Nik(x) = N jp—1(z) +

R — T Nitip—1(z); 3.3.9
tivk—1—t; tivk — tiv1 +1k-1(T) ( )

ferner ist Ni1 = X, t,.,)(%) die charakteristische Funktion des Intervalls [t;, t;11).

Der Beweis dieser Rekursionsformel sei als Ubungsaufgabe gestellt. Er folgt aus der Leibniz-Formel fiir
dividierte Differenzen eines Produkts f =g - h:

[Lis e tia] f = Xk:[ o tiglg ]([ti+ja“',t¢+k]h)-
§=0

Als Anwendung ergibt sich auch eine Rekursionsformel zur Berechnung von Linearkombinationen von
B-Splines: Gegeben sei

2) =Y eiNip(x), e <@ <tnga, (3.3. 10)
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wobei die B-Splines zu einer Knotenfolge {ti}?:lk mit t; < t;41 und ¢; < t;41 definiert seien. Dann gilt
fir 1 < j <k

ntj—1
s(z) = Z CEJ] (@) Nih—ji1 (@),
i=1
wobei die c£j+1} = cgj] (x) mittels folgender Iteration berechnet werden: Setze cgﬂ .= ¢; und dann
0 livk—j =t
i+ . _ 1 _ |
AR 7((35 — 1)+ (i — x)cy_]l) sonst (3.3. 11)
tivk—g —ti

Das bedeutet, daf§ s(x) als Linearkombination von B-Splines immer niedrigerer Ordnung dargestellt
wird. Der Preis dafiir besteht darin, dass die Koeffizienten zu Polynomen von immer héherem Grad in x
werden. Im Grenzfall j = k gilt schliellich

s(x) =/, <z <ty (3.3.12)

Weitere Algorithmen dieser Art zur Berechnung von Splines und ihren Ableitungen werden im
[Schumaker81] in Kapitel 5 ausfiihrlich behandelt.

Die bisherigen Ergebnisse zeigen bereits eine Reihe von Eigenschaften auf, die als Motivation fiir
multivariate Definitionen von B-Splines dienen kénnen. Speziell durch Lemma 3.3.2 wird folgende
univariate Definition motiviert, mit der weitere Eigenschaften abgeleitet werden kénnen.

Definition 3.3.3 Gegeben sei eine Knotenfolge t wie in Definition 3.3.2. Dann definiere man
Nip(r) = wi k() Nig—1(7) + (1 = wit1,£(®)) Niy1 x-1()

wober

_roh >t
5 i+k—1 1y
wi k() =< tivk—1 — 4 ' '
0, sonst.

Zum Start dieser Rekursion setze man

Ni,l(x) = Xt tiga] (.’E)

Bemerkung 3.3.2 Es wdre wiinschenswert, dieses Rekursionsprinzip auf Triangulierungen statt
Punktfolgen zu verallgemeinern. Man sollte damit ,verniinftige® Splinerdume erhalten. Das neuere
Konzept des “Blossoming” strebt dies an.

Obige Definition liefert leicht
Lemma 3.3.3 Die in Definition 8.5.8 eingefithrten Funktionen N; ,(x) haben folgende Eigenschaften:

1. Sie lassen sich als Linearkombination von charakteristischen Funktionen darstellen,

i+k—1
Nig(z) = Y bj(@)Nja(@).
j=1

Die Koeffizienten b; i (x) sind dabei Polynome mit degb; i < k.

2. Die N, i(x) sind stiickweise polynomial, der Polynomialgrad ist auf jedem der Stiicke kleiner als k;
die mdglichen Sprungstellen sind die t;.

3. Die Funktion N; (x) hat den Trager [t;, tivr] und ist positiv auf (t;, tivk).

4. Insbsondere ist N; o stiickweise linear und N; j(z) =0 falls t; = titx.
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Genaue Aussagen iiber die Glattheit kann man nicht sofort erhalten. Wir untersuchen daher zunéchst

Linearkombinationen dieser Funktionen:

Definition 3.3.4 Der Splineraum Sy ¢ zur Folge t wie in Definition 3.3.3 ist definiert als

0o
Sk,t = { Z aiNiJg La; € IR}

i=—00
Lemma 3.3.4 (Zerlegung der Eins) Es gilt
J
Z Ni,k(x) =1, falls tj <z < tj+1.
i=j+1—k
BEWEIS: Es gilt nach Definition 3.3.3

J J

Z N, i(z) = Z wi o ()N —1(x) + (1 + wi1,6(2)) Nig1,6-1(2)

i=j+1—k i=j+1—k
J

- Z [Wi,k(w) + (1 - wi,k(x))]NM_l(:r)

i=j+2—k

+ Witk k(@) Njp1okp—1(2) + (1 = it s(@)) Njp1p-1(2).

(3.3. 13)

Nach Teil 3 aus dem vorigen Lemma (und wegen der rechtsseitigen Stetigkeit) fallen die beiden letzten

Terme weg; wir erhalten

J J
Z Nig(z) = Z Nig—1(2).
i=j+1—k i=j+1—(k—1)

Per Induktion iiber k folgt dann die Behauptung (fiir k¥ = 1 gilt sie offensichtlicherweise).

Allgemeiner gilt

Satz 3.3.1 (Marsden-Identitét, 1970) Firt; <z <t,11 undy € R gilt

dabei sind

k() =t —tig1) - (Y — tigr—1), k>2

Fiir p € g1 gilt speziell

ple)= Y Ax@Nigle), ;< <trn

(,({;_1):)! VT () £ (y).

(3.3. 14)

(3.3. 15a)
(3.3. 15b)

(3.3. 16)
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BEWEIS: Wie beim vorhergehenden Lemma folgt

s

i=j+1—k

= > (wir@Niga (@) + (1= @i (@) Nisa o1 () ) Wir(y)
i=j+1-k

= Z (wzk(x)\:[jzk(y) +(1- wi,k(fﬂ))‘l’iq,k(y))Nz‘,kq(x)
i=j+2—k

Nun gilt aber

wi k(@) Wik (y) + Vi1 k(y) (1 — wik(x))
(y—tizv1) - (Y — tigr—2)

= — - ((?J — tiph—1)(T — 1) + (Y — t:) (tiyr—1 — 33))

= W= tizi;_.l(y_titwkﬁ ((y — ) (tivk—1 — tz))
= Vir-1(y)(y — )

fiir w; i (x) # 0. Ist aber w; x(x) =0, so gilt ¢;4x—1 = t; und N; ;1 (x) = 0. Beriicksichtigt man dies, so
erhalt man

r

Z Uik (y)Nig(z) = (y — x) Z U, k-1 (y)Nig—1(x).

i=j+1—k i=j4+1—(k—1)

Mittels Induktion iiber k¥ und unter Verwendung von Lemma 3.3.4 folgt somit (3.3. 14). Differenziert
man dies Formel nach y, so folgt fiir t; <z <t,41

1 , 1 1w
’ i=j+1—k ’

Entwickelt man p um den Punkt y in eine Taylorreihe und setzt ein, so folgt dann

k—1 T k—
) =Y Sy = Y N ( vt "><y>p<”><y>)

v=0 i=j+1—k

fiir beliebige p € II;_1. Dies ist aber mit der Darstellung (3.3. 16) identisch. O

Bemerkung 3.3.3 Die Funktionale A ;. sind unabhdngig von y, wenn man sie auf Polynome aus II;_4
einschrainkt, denn es gilt

d _ d = v (k—1-v) (v)
(k—1)! dy[ ()] = p > (=0l T ()

v=0
_2: u

=0

E*

@ +Z DA ) ()

Korollar 3.3.1 Die B-Splines {N; ()} zu einer Knotenfolge t = {t;},.y, sind linear unabhingig. Der
in Definition 3.3.4 eingefiihrte Raum Sy ¢ enthdlt alle Polynome und alle abgebrochenen Potenzen

(z— tj)ff“, 1 < p < py. Die uj sind dabei die Vielfachheiten der Stiitzstellen t;, d. h. die Anzahl der
mit t; zusammenfallenden Stitzstellen t;.
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BEWEIS: Die erste Aussage folgt aus dem angegebenen Rekursionsverfahren zur Berechnung von s(x) in

(3.3. 10). Ausgehend von (3.3. 10) schliefit man aus s(z) = 0 sukzessive mit (3.3. 11), daB alle
intermediéren CEJ 1 _ ynd so auch die ¢; verschwinden. Die zweite Aussage folgt direkt aus (3.3. 16).
Um die dritte zu beweisen, setze man in der Marsden-Identitét y = ¢;. Fiir t; < x < t,4 gilt dann

r

(x =)= Y0 ()P (t) Nk (o).
i=j+1—k
Wegen VU, (t;) =0firi=j—k+1,...,j—1 und im Limes r — oo folgt weiter

oo

(@ =) =Y (D) Nig(z), @ >t
i=j
Da die N, i () fiir i > j und = < t; verschwinden, folgt auch

o0

k—1 _
(@— 1) =D (=)W k() Ni k().
i=j
Die gleiche Argumentation kann man auch auf die nach ¢; differenzierte Identitéit anwenden :

T

ST () Nik(e), <o <t
i=j 11—k

—u_ (k=p+1)!
(@ —t;)" ST

Hierbei muf} allerdings fiir j — k + 1 < ¢ < j — 1 sichergestellt sein, dass \I/%_l)(tj) = 0 ist. Andernfalls

greifen die obigen Argumente nicht. Damit ¢; noch eine Nullstelle von \IIE‘;C_U ist, miissen wir daher
einschréankend p < p; fordern. O

Man kann auch den Zusammenhang mit den Riumen Si(A, Z) aus Definition 3.3.1 untersuchen. Es gilt

Korollar 3.3.2 Es sei A = {¢;}_, eine endliche Folge von Knoten und Z = {z;}_, der zugehdrige
Vektor wie in Definition 3.8.1. Dann gilt fir a < & < &, <b

Sk(A7Z)|[CL,b] = Sk1t|[a,b] .

Dabei besteht t = {ti}fvztkkﬂ mit N := 3" | (k— z) aus folgenden Gliedern:

=a =b
=~ ~ =
1 << g < &1 < e < én <tng1 <o S Engke
~—~ ~—~—
(k — z1)-fach (k — zm)-fach

Die Basis besteht aus den zu dieser Knotenfolge gebildeten, auf [a,b] eingeschrinkten {Niyk}f\;—k+1'

Der Beweis sei dem Leser iiberlassen. Der Standard-Fall von Korollar 3.3.2 ist der, dafl bei
vorgegebenen inneren Knoten t_y4; =--- =ty =a und ty41 = --- =ty = b gewdhlt wird und so

. ) N
Sk(Aa Z)|[a,b] - (span{NZ’k}i:_k+1) ’[a,b]
gilt.

Als weitere Folgerung aus Satz 3.3.1 behandeln wir
Satz 3.3.2 (Biorthogonale Funktionale fiir B-Splines) Es sei G(y) eine sogenannte
Ubergangsfunktion aus Wéf)(O, 1), d.h.
0 : k—fachbei y=0
Gyy=4 eR : 0<y<1 (3.3.17)
1 : k—fachbei y=1
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Ferner wdhle ein nichtleeres Interval I; == (t;,,t;jo+1) C (tj,tj4%) C (a,b), wobei a := mint;, b := maxt;,
und definiere mit den Funktionen aus (3.5. 15)

W,k (1) t—1tj,

g5(t) = ( k-1t (3.3.18)
! (k - 1)' tj0+1 —1j,
sowie die Funktionale
Yot k)
Nik(f) ::/ g9; () f(z)dx f € Li(a,b). (3.3.19)
tio
Dann sind diese biorthogonal zu den B-Splines, d.h. es gilt
Ak (Nik) = bij (3.3. 20)

Bewers: Lt. Konstruktion gilt zunéchst
Ajk(Nig) =0, fir i<jo—k und 72> jg+1.
Fiir die restlichen Indizes beachte, daf
Njk(Nik) = Xjr(pi)s pi = Niklr;, Jjo—k+1<4<jo.

Ferner beachte, dafl auf Grund der Definition der Ubergangsfunktion G(y) gilt
g](-l/) (tj) =0,0<v <k—1und g (tjo+1) = Wgs?k(tj0+1),0 < v <k — 1. Wiederholte partielle

j
Integration in (3.3. 19) liefert daher mit f = p; unter Beachtung von pl(-k) =0

k—1
(_l)u k—1—v v *
N Wi) = 30 =¥ @I @) = X ).
v=0 ’
Andererseits gilt nach (3.3. 16)
Jo
Niklr; () :== pi(z) = Z MNP NLk(x),  tj, < <tj1
I=jo+1—-k

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der B-Splines folgt daraus )\;k(pl) =6;,; fiir jo—k+1 <4< jound

damit die Behauptung. O

Bemerkung 3.3.4 Wdahit man das Interval I; so, dafs

(tjo+1 — tj,) = max (tip1 — 1) : (t1, tig1) C (t5,tj4%) gilt, so sind die Funktionale \j i (f) auf
L,(mint;, maxt;) fir jedes 1 < p < oo durch eine nur von k,p abhdngigen Konstante beschrinkt. Dies
folgt aus den Ungleichungen

k
k(D] < 1oz - 195 Nt
wobei q der zu p duale Index ist, 1/p+1/q =1, und

o z
k—
RSN [

=0

k)

g} oty * 1G] oo,1;.-

Da \Iéfﬁ” aus Summen von (I — 1)—fachen Produkten von Faktoren der Form
(t—1t;),jo+1<i<jo+k—1 besteht, und die Kettenregel ||G(l)||oo71j < const.(tj 41 — t;,) " liefert,
ergibt sich zusammen daraus

Nk (I < Cltjn = t5) "7 fllp., (3.3.21)

mit einer nur von k abhdngigen Konstanten C.
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3.3.2 Kardinale Splines

Kardinale Splines (engl. ’cardinal splines’) bilden einen besonders einfachen Spezialfall von
Splinefunktionen, mit dem wir uns im Folgenden naher beschéftigen werden. Damit bezeichnet man die
Elemente des Raumes

Sy == {s(z) € C*"2(R) : s(2)|(1,i41) € M1}

Wir betrachten daher den Spezialfall t = { j};’;foo des vorigen Anschnitts und untersuchen die
Eigenschaften der zugehérigen B-Splines. Die Gleichungen (3.3. 6) und (3.3. 8) vereinfachen sich zu

) : - Ay k-1 .

Nji(x) = Myp(2) = klj, - G+ K =257 =K0,- k(= (@ = 7)) = Nowlz —j).  (3.3.22)
Mit anderen Worten : die B-Splines gehen durch Verschiebung ineinander iiber. Dies wird im Folgenden
von grundlegender Bedeutung sein, da auf Linearkombinationen von B-Splines nun die bereits
beschriebene Theorie der translationsinvarianten Rdume angewendet werden kann. Wichtig ist ferner
die Einfithrung der sogenannten zentralisierten B-Splines, die durch

Nk(.’lf) = No,k(.’t-i-];), k=1,2,... (33 23)

definiert werden. Offenbar hat Ny, Tréger auf [—k/2, k/2] wiahrend Ny j seinen Triger auf (0, k) hat.
Weitere Eigenschaften, darunter die fiir die nachfolgenden Betrachtungen wichtige Symmetrie von
Ni(z) um 0, liefert

Lemma 3.3.5 FEs gilt:

Ni(z) = X[-1/2.1/2)> (3.3. 24a)

Ni(x) = (Ng—r * Ny ) (), 1<r<k, (3.3. 24b)

Ni(z) = Ni(-z), (3.3. 24¢)
. k

Ny (v) = <Slz/”2/ 2) . (3.3. 24d)

BEWwEIs: Nach (3.3. 23) und (3.3. 6) folgt

Ni(z) = k{0,... ,k} ( —z— g)i_l = ﬁA’f (—x — S)i_l, (3.3. 25)

wobei statt dividierter Differenzen die einfachen (Vorwirts-)Differenzen A¥ verwendet werden. Diese
werden definiert durch

AL f(x) = fla+h) — f(z) (3.3. 26a)
AFf(z) = A AL f(2) = A (e +h) — f(z), k=2,3,... (3.3. 26b)

wobei A > 0 sein muf. Damit folgt

1\° 1 0 1\°
Ny(z) = Al (—a: — 2) = (2 — a:) — (—x - 2) = X(-1/2,1/2)
+ + +

d. h. (3.3. 24a). Um (3.3. 24b) zu zeigen, geniigt es N = Ni_1 * N7 zu beweisen. Weil ndmlich die
Faltung assoziativ ist, folgt mittels Induktion
Nk = Nk—l * N1 = (Nk_g * Nl) * N1 = Nk_g * N1 * N1
=---=Ny*x---xN; =Ny *x---x Ny xNy*x---x Ny = Np_,. x N,

k-mal (k — r)-mal r-mal
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Nun ist nach (3.3. 25)

Nu(z) = ﬁ&f /:O (—t - ’;)Hdt

+
1 o k k—2 k k—2
=7A’f*1/ ((1—t—) <—t—) dt
(k*Z)! z 2 + 2 +
1/2 1/2
= Nk_l(ter)dt: Nk,_l(l‘ft)dt:(Nl*Nk_l)(l‘)
—1/2 —1/2

Daraus folgt auch (3.3. 24¢) induktiv, denn mit (3.3. 24b) gilt fiir r = 1 die Symmetrie
Ni(—z) = /RNl(t)Nk,l(—x —t)dt
= /R Ni(t)Np_1(z+t)dt = /R Ni(t)Np—1(z — t) dt = Ni(x)
Schliefflich beachtet man noch die Faltungsformel
F(fx9)v) = f@)g(v),  frg € Li(R).

. . k
Dann ergibt sich mit (3.3. 24b), dass N (v) = (Nl(v)> ist. Wegen

. 2 inwv/2
Ni(v) = / e "dx = sin v/
—1/2 ’0/2

ist damit das Lemma bewiesen. O

Als Anwendung kénnen wir die [o-Stabilitdt der B-Spline-Basis fiir kardinale Splines beweisen, wobei
wir allgemeinere kardinale Splines betrachten. Dazu geben wir die Einschriankung auf ganzzahlige
Knoten auf und lassen jetzt auch Folgen von Knoten zu, die ein dquidistantes Gittermit einer
Schrittweite h bilden. Dieses erhilt man offensichtlich durch Skalierung aus dem kardinalen Gitter.
Betrachten wir also im Weiteren die B-Splines

Bjn(x) := N(),k(% - j) (3.3.27)

mit positivem h. Der Tréger von Bj, ist (j, j + kh) und die Knoten liegen auf dem Gitter {jh};c,
Mit diesen Splines kénnen wir wieder translationsinvariante Rdume erzeugen,

Genauer verstehen wir darunter die Menge aller Linearkombinationen aus den Bj; unabhéngig davon
ob diese endlich oder unendlich sind. Es gilt dann

S](Ch) = {s(x) € C"2(R): s(x)|(i’i+1) € Hk—1}~
Um dies zu sehen, beachtet man, dafl jedes Element s(z) € S,(Ch) punktweise als

s(x) =Y a;Bju(z), a; €R, (3.3. 29)
JjeZ

darstellbar ist. Dazu beno6tigt man die lineare Unabhéngigkeit der auftretenden B-Splines, die nach dem
vorangehenden Abschnitt gilt. Weil ihre Anzahl k ist, treten fiir festes « in (3.3. 29) auch keine
Konvergenzprobleme auf.

Als Spezialfall der Rd&ume von Abschnitt 3.1 betrachten wir nun weiter die Unterrdume S ,EhQ) von S,(Ch)7
deren Elemente s(z) die Darstellung (3.3. 29) mit Folgen {a;}, y, aus l2(IZ) besitzen. Dann gilt
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Lemma 3.3.6 Die B-Splines {B; n(x) = Bon(x —j)} bilden eine la-stabile Basis des Raums S,(Chz)

JEZ

BEWEIS: Wir beachten zunéchst, da§ auf Grund der Normierung in nach Definition (3.3. 27)

> aiBin(@)|| = > ajNox(u—3)| =D a;Ne(u—j)
JEL 9 jer 9 jer )
gilt, sofern die Summe eine Lo-Funktion ist. Es reicht also, nur den Spezialfall & = 1 zu betrachten, da
ja die Aquivalenzkonstanten unabhingig von h sind. Wir weisen dann nach, dafl das Meyersche

Kriterium erfiillt ist, zeigen also, dafl

{Nka} (v) = i ‘Nk(v+2ﬂl)‘2 (3.3. 30)

l=—o00

gleichméBig beschrénkt ist. Nach Lemma 3.13 gilt dann

SN 2 X [sin(v/2 + 7k) [
Z‘Nk(wzm‘ -y R
— 00 — 00
o 2k o 2k 1
el e )y L
2 2 fez Iv/2 + 7|
10

Da letztere Summe nach dem Majorantenkriterium konvergent ist und |sinv/2| <1 folgt die in Satz 3.2
geforderte Abschitzung nach oben sofort. Wegen der 2m-Periodizitéit geniigt es fiir die Abschitzung
nach unten die Werte |v/2| < 7/2 zu betrachten. Fiir diese gilt aber die bekannte Ungleichung

|sinv/2| > %, so daf8 die Abschéitzung nach unten in (3.1. 16) mit einer Konstanten A > (7/2)* folgt. O

Ein weiterer Punkt betrifft die Anwendung der Strang-Fix -Theorie, um die Approximationsgiite der

Réume S,ihz) zu bestimmen. Dazu miissen wir die Bedingungen in Korollar 3.2.1 an die Erzeugende ¢
nachpriifen und ein Funktional A mit den Eigenschaften (3.2. 3) und (3.2. 25) finden.

Was ¢ betrifft, so ist Voraussetzung (3.2. 4) eines kompakten Trégers mit ¢ = Ny j, trivialerweise erfiillt.
Ferner folgt aus (3.3. 24d) sofort, da$f 27, j # 0 eine (k + 1)— fache Nullstelle von ¢ = e~*/2(sincv/2)*
ist. Fiir den Punkt v = 0 gilt D”$(0) = &y, fiir 0 < v < genau dann, wenn g (v) := (sincv/2 — 1)¥ dort
eine (k + 1)-fache Nullstelle hat, wie man durch Entwicklung von gx(v) nach sinc-Potenzen sieht. Durch
induktive Anwendung von g;.(v) = kgx—1(v)(sincv)’ ergibt sich aber sofort, da§ gx(v) in v = 0 eine

(k + 1)-fache Nullstelle hat, so dafl die Strang-Fix Bedingungen in Definition 3.2.4 erfiillt sind.

Als Funktional A wihlen wir A(f) = Ao x(f) aus (3.3. 18), (3.3. 19) zur Knotenfolge {t; = j},; ., geméif
(3.3. 23) und jo = 0 in (3.3. 18). Dann zeigt (3.3. 21), dafl auch die Bedingungen (3.2. 3) und (3.2. 25)
mit K = (0,1) erfiillt sind. Damit ldsst sich Korollar 3.2.1 anwenden und es folgt

Satz 3.3.3 Es gibt einen Quasiinterpolanten Qn(f) der Form wie in Definition 3.2.1 und (3.2. 6) aus

S,(;LQ), so dafl die Voraussetzungen (3.2. 3), (3.2. 4) an X, ¢, X erfillt sind. Dann gilt fir geniigend glatte
f auf R die Fehlerabschitzung (3.2. 26) (mit m =1).

Im Fall ganzzahliger Knoten ergibt sich aulerdem aus der Theorie von Abschnitt 3.3.1 eine Reihe
weiterer niitzlicher Relationen. Aus (3.3. 7) folgt z. B.

N 41() = No(x) — Nok(z — 1) (3.3.31)
und aus Lemma 3.3.2 die Rekursionsformel

Nojt1(z) = %(xNo,k(x) + (k41— 2)Nox(z — 1)). (3.3. 32)
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Fiir die Berechnung des Skalarprodukts zweier B-Splines mit dquidistanten Knoten erhélt man aus
Lemma 3.3.2

/ Ni(z)Ni(z +1)de = / Ni ()N (=1l — x) dz = (Ny * Ni) (=)
R R

k-mal k-mal

also

/R Nie(2) Nu(@ + 1) dz = Now(1) (3.3. 33)

Zur Berechnung von Linearkombinationen von B-Splines kann man die im vorigen Abschnitt
angegebene Rekursionsformel auf dquidistante Knoten spezialisieren. Um einen effizienten Algorithmus
fiir diesen Zweck herzuleiten, kann man jedoch auch eine ganz andere Methode benutzen. Thr liegt die
Idee zugrunde, dieselbe Spline-Kurve als Funktion auf immer feinerem Gitter (von Knoten)
darzustellen. Diese Idee ist auf beliebige (zuléssige) Gitter anwendbar, kann aber fiir den Fall von
kardinalen Splines besonders einfach dargestellt werden.

Wir betrachten dazu den Spezialfall des B-Splines Ny () in (3.3. 22). Unser Ziel ist es, ihn als
Linearkombination von B-Splines zur Knotenfolge {j/2};crz darzustellen. Trivialerweise ist jeder Spline
mit ganzzahligen Knoten auch ein Spline auf diesem doppelt so feinen Gitter — wir geben ja nur jeden
zweiten Knoten vor. Nun haben wir aber im vorigen Abschnitt (in Korollar 3.3.2) gesehen, dafi man
sdmtliche Splinefunktionen mit Knoten auf dem feineren Gitter als Linearkombination schreiben kann;
folglich gilt dies speziell auch fiir Ny () und wir kénnen (zumindest punktweise)

Now(z) = 3 hjuNV (:v - J) (3.3. 34)

JjeR

schreiben, wobei N, ,gl)(x) den B-Spline
1 k
N (z) = k{O,Q,l,... ,2}(. — )kt

bezeichnet; durch Translation erhélt man hieraus alle anderen B-Splines zum Gitter {j/2}epm, so dafl
(3.3. 34) mit gewissen Koeffizienten h; j giiltig ist. Ferner kann man leicht verifizieren, daf

m(ey_ k[ 1 Elig. _pyh—1_
N (2>_2]H {0,2,1...,2 (2 —2)h' = No(a),
so daf wir (3.3. 34) als

Nox(z Z hjkNok (22 — j).
jewm

schreiben konnen. In diesem Ansatz werden nun die Koeffizienten {h; ;} explizit berechnet.
Lemma 3.3.7 Fir ¢(z) = Noi(z) lautet das Symbol der Verfeinerungsgleichung

Hy(z) = <1+Z> -:7 Z By

]*700

Es gilt die Verfeinerungsgleichung

k

1 k
Nox( Zoh N2z — j) hjr = ET < >
j
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BEWEIS: Zunéichst setzen rein formal

k
No,x( Z hjeNok(2x —j)  {hjx};2 o € 12(IZ)
7=0

an, transformieren sie nach Fourier und erhalten

Nox(v) = NOk( ) Z hj e~ 0/2.

j=—00

Wir setzen nun die Formel fiir Ny (v) ein, die aus derjenigen fiir Ny (v) folgt. Es ergibt sich

oo —v k‘ . k —iv k
2, = 7 iv 1—e /2 2
k
1 E\ _..
—ijv/2
—kZ(')e !
2 =\

und hieraus durch Koeffizientenvergleich die Behauptung. O

Bemerkung 3.3.5 FEine analoge Rechnung zeigt, daf fiir das Symbol der Verfeinerungsgleichung des
zentrierten B-Splines Ny gilt

_ 142 k
Hi(z) = = '“/2<2> |

Die zentrierten B-Splines Ny von ungeradem Grad haben also kein Symbol mit endlicher Folge {h;i}!

Eine unmittelbare Anwendung der Verfeinerungsgleichung ist die Berechnung eines kardinalen Splines
der Form

o0

s(x) = Z Ny, (2702 — 1) {ai} € 12(1Z).

l=—00

Genauer gesagt nutzen wir sie fiir einen Algorithmus, der alle Funktionswerte auf einem héheren
Diskretisierungsniveau berechnet, d. h. die Werte

1 .
Dies kann so geschehen, dafl man f(x) darstellt als

x) = Zal(j)Nk (27702 —1.)
1

Dann berechnet man die al(j +1)

Za(])Nk Qitiog Zal Zh LN QJH“Om 21—2)

_ ZN]“ 2J+1+Jox Zal( )hz 2Lk

rekursiv aus
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also

aUtY = th ol kal lelZ (3.3. 36)

mit al(o) := a;. Es folgt fiir die Werte in (3.3. 35)

(gmo) Z @ Zaﬂ) Ni(v (3.3. 37)

Der Aufwand dieses Algorithmus ist proportional zur Anzahl der zu berechnenden Werte, da in jedem
"level 5’ nur halb so viele Koeffizienten al(j ) wie im "level 7+ 1’ berechnet werden. Er ist um so effizienter,
je mehr Werte in (3.3. 35) berechnet werden. Ein weiterer Vorteil dieses interpolatory graphical display
algorithm ist die Tatsache, daf die Koeffizienten im Wesentlichen ganzzahlig sind (siehe hierzu
[Chui92al, Seite 94ff.). Dieser Algorithmus ist also sehr effizient fiir die Berechnung der Werte einer
Linearkombination aus kardinalen B-Splines. Er stellt eine Variante des Unterteilungs-Algorithmus fiir
B-Spline-Linearkombinationen dar, wo man sich damit begniigt, (3.3. 36) geniigend oft auszufithren und

den Schritt (3.3. 37) wegzulassen. Dies griindet auf der Beobachtung, dafl man die Kurve s(z) durch die

diskrete Punktmenge { (G )} approximieren kann. Dazu dient die Abschéitzung
I€TZ

C
Hs(x)—al ‘ < 5t 8]l Vaxe€ 5077 —— [, + K],

die mit einer — nur von k abhingigen — Konstante gilt. Danach ist die Approximation umso besser, je
groBer j ist und speziell fiir j — oo liegt Konvergenz vor. Im CAD? wird der Algorithmus auf dieser
Basis angewendet. Dabei wird (3.3. 36) allerdings durch eine noch einfachere Variante ersetzt, die als
Lane-Riesenfeld-Algorithmus bekannt ist. Er wurde 1980 verdffentlicht und hat folgende Form:

Gegeben sei s(z) = >, ¢tNg(27z — ). Dann fithre man durch:

type Vektor = array [ -oo .. o | of real ;

program LaneRiesenfeld ( var c¢: Koef fizientenvektor) ;
var [ : integer ;

begin
for [:= -0 to o
do begin
= cr; e cl;
21 v Corg ;
end ;
forr:=2tok
do begin
for [ := —o0 to o0
do begin
o = 3 (0 4 )
end
end ;
for [:= -0 to o
do begin
N ._ dl(k)
end
end .

Wir werden spéter noch in einem allgemeineren Rahmen auf Unterteilungsalgorithmen einzugehen.

2Computerunterstiitztes Entwerfen, engl. ‘computer aided design’
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3.3.3 Euler-Frobenius-Polynome und Anwendungen

In Abschnitt 3.1.3 haben wir Interpolation und beste Approximation mit Hilfe von Orthonormalbasen
in allgemeinen translationsinvarianten Rdumen betrachtet. In diesem Abschnit untersuchen wir dieses
Problem nun speziell fiir die Rdume

Sep = (N0~ Dhew), TSP <o

von kardinalen Splines, wobei der Abschlufl im Sinne der L,-Norm zu verstehen ist und die B-Splines
Ny, nach (3.3. 23) definiert sind. Interpolation mit kardinalen Splines (‘cardinal spline interpolation’) ist
dann nach I. J. Schoenberg das Problem, zu Daten f = { f; }je]Z € 1,(1Z) ein Element

s(z) = s(f;x) € Skp zu finden mit der Eigenschaft, daB

s(f:j)=1f;,  JEL (3.3. 38)

Um dieses Problem zu 16sen konstruieren wir den Fundamentalspline Ly (x) € L,(IR) mit der
Eigenschaft

Li(j) = do,5, Jjel. (3.3. 39)
Dann gilt ndmlich
s(f;0) = > filn(z —j) (3.3. 40)
Jj=—00

(sofern diese Reihe in L, konvergiert). Die Losung von (3.3. 39) bestimmen wir wie in Abschnitt 3.1.3
mit Hilfe der z-Transformation. Setzen wir

Li(z) = p{" Nig( — 1) (3.3. 41)
lelZ

an, so folgt aus (3.3. 39) die (formale) Identitét
1= Li()7 =YY N - 1)t = (Z pl(k)zl> ST Nl (3.3. 42)
JEX JEWIET, leZ jEL
Dies fiihrt zur

Definition 3.3.5 (Euler-Frobenius-Polynom) Das Polynom

n—1
En(2) =0l Y Nopt (D27 = kY Nowyr(G+1)27,  mi=[n/2]
JEW §=0

heifst Euler-Frobenius-Polynom vom Grad n — 1.

Diese Polynome wurden zuerst 1938 in einer Arbeit von Collatz-Quade [CQ38] im Zusammenhang mit
Spline-Interpolation untersucht. Im Sinne obiger Definition wurden sie dann 1969 von Schoenberg
eingefiihrt (vgl. seine Monographie [Schoenberg73]). In der Splineliteratur findet man eine Fiille von
Eigenschaften dieser Polynome, auf die wir im Folgenden eingehen werden. Fiir unsere Zwecke ist
zuniichst wichtig, dafl diese Polynome im Ausdruck (3.3. 30) auftreten, der fiir die lo-Stabilitit der
B-Spline Basis mafgeblich ist. Nach (3.3. 30) und Korollar 3.1.1 gilt nédmlich

1 ™

. . 2
o B _z:oo’Nk(v—i—%rl)‘ dv:/RNk(x)Nk(x—f—j)dx:Ngk(j),

1=
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so dafl die Fourierreihe von [Nk, Nk] endlich ist. Mit z = e~% folgt dann die fundamentale Formel

2 k—1
[Nk,Nk] Z(Nk v+27rl)‘ = 3 Na()?!
I=k+1
o o (3.3. 43)
_ I _
= ZZ; Noar(l+1)2" = mEzk_1(Z)-

Die Koeffizienten der Euler-Frobenius-Polynome Fj(z) kénnen bequem mit der Rekursionsformel (3.3.
32) aus den Translaten der Ny_; berechnet werden. Speziell gilt

2k—2

By 1(2) = Y a2/, ar-—1p0 = Nog(l) = Nax(=1) = a_11. (3.3. 44)
j=0

Eine weitere einfache Folgerung aus (3.3. 32) ist
a1 = agg—1 = Nog(1) = (2k — 1).
Mit etwas groflerem Aufwand ergibt sich der
Satz 3.3.4 (Euler-Frobenius-Polynome) Die Polynome E,(z) erfillen die Rekursionsformel
Ei(z)=1
E.(z) = (1 +(n— 1)Z)En_1(z) +z2(1 - 2)E],_,(2).
Ferner haben die Nullstellen eines beliebigen Euler-Frobenius-Polynoms E,(z) folgende Eigenschaften:
1. sie sind einfach,
2. sie sind negativ (also speziell reell) und daher die Polynome in reelle Linearfaktoren zerlegbar,
3. ist A eine Nullstelle von E,(z), so auch 1/A.

Der Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen, vgl. dazu auch [Chui92a] (Abschnitt 6.4) oder
[Schoenberg71]. Es sei nur angemerkt, daf§ die letzte Aussage aus E,(1/z) = 217" E,(z) folgt. Nimmt
man die Aussagen 2. und 3. zusammen, so erhélt man offensichtlich das Resultat, dal —1 genau dann
eine Nullstelle von E,, (z) ist, wenn n gerade ist (man beachte, daf deg F,, = n — 1). Ist n hingegen
ungerade, z.B. n = 2m — 1, so treten die Nullstellen in Paaren (A,,1/X,), v =1,... ,m auf. Dabei kann
man ohne Einschrinkung annehmen, dafl 0 > Ay > --- > A, > —1 gilt. Dann folgt

Korollar 3.3.3 Die Fuler-Frobenius-Polynome haben die Darstellung

k—1 _
Eor_1(z) = H (2 — )‘j)(z ) 2 H Sht 1/Z] 1)7 Al <1,

und folglich gilt

(eS) ) 2 o] R 2 2k oo
1=supy ’Nk(v n 2m)‘ > ity ‘Nk(v n 27rl)‘ - (i) 3 @4 1)7" (3.3. 45)
v — 00 — 00

l=—00

BEWEIS: Die Formel fiir Eo,_1(z) ist klar. Dann gilt nach (3.3. 43)

0o k—1 _ k—1 2
. 2 1 . e~ 1 1 (1+2|)\j|cosv+)\»)
N, 2 l‘ = — W\ J = I

Z‘ Ko +2m)| = H<e J)< by ) 2k —1)! H ]

[e’e] j=1 j=1
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Diese Formel zeigt, daB das Supremum beziiglich v fiir v = 0 erreicht wird. Wegen N*(v) = (sinc v/2)*
erhdlt man daher

. 2 . 2 . 2
sup Y ‘Nk(v + 2771)‘ = )Nk(m)) - ‘Nk(o)‘ —1.
v —00 —00
Andererseits wird das Infimum fiir v = 7 erreicht. Damit folgt
%) ) 2 o) ) 2 o
infz ’Nk(v + 271'[)‘ = Z ’Nk(ﬁ + 2177)‘ = Z(ﬂ'l +7/2) 2k
O
Bemerkung 3.3.6 Mit diesem Korollar sind die Stabilitdtskonstanten der B-Spline Basis in
Lemma 3.3.6 exakt bestimmt!
Eine andere Konsequenz dieses Korollars ist eine relativ explizite Formel fiir die ONB des Raumes
oo
Sk2 = {S(x) = Z aNg(z —=1): {a} € lz(]Z)}
l=—00
von kardinalen Splines aus den Translaten der Erzeugenden ¢(x) gegeben durch
) N 26— 1) -
o(v) = £(v) ( L (3.3. 46)

Zl_kEQk;_]_(Z)

\/Z)Nk@+m)f
V(2k = 1)! Ny (v H Ml

(1+22 —2);cosv)’

Man erhilt also ¢(x) als Linearkombination von B—Sphnes, wenn man die Koeffizienten in der
Laurent-Reihenentwicklung von +/z%~1/Fa;_1(z) bestimmt. Um diese Entwicklung noch néher zu
untersuchen, betrachten wir die Nullstellen des Polynoms Es;_1(z). Berechnet man einige der Polynome
nach der Rekursionsformel, so erhélt man:

Eo(t) = 1= Ex(t),

Es(t) =t+1,

Es(t) =t* + 4t + 1,

Ey(t) =3+ 1142 + 11t + 1,

Es(t) = t* + 26t + 66t + 26t + 1.

Die beiden konstanten Polynome Ey und E; haben keine Nullstelle, die (einzige) Nullstelle von Fj ist

t = —1. Bei E3 ergeben sich die beiden Nullstellen als —2 + v/3. Auch die Nullstellen des kubischen
Polynoms FE, lassen sich leicht berechnen: durch Einsetzen verifiziert man, daff —1 eine Nullstelle ist.
Nach Polynomdivision durch den Linearfaktor ¢ 4+ 1 ist dann nur noch t? + 10t + 1 = 0 zu 16sen und dies
ergibt die Nullstellen —5 + 2v/6. Um die Nullstelle von Ej, k > 5 zu bestimmen, ist es sinnvoll ein
Computeralgebraprogramm wie z. B. Maple oder Mathematica zu benutzen.

Fiir k£ = 5 erhélt man so folgende 4 Nullstellen:

1
= <13 — /105 — /270 — 26\/105) ~ —0,4306,

(13\/10 +1/270 — 261105

1 /
—3 (13 + V105 — /270 + 26 105) —0,0431,

<13+v10 +1/270 4 26 105) —23,2039.

—2,3225,

1
2
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Im Fall beliebiger Ordnung k kann der Faktor vor N (v) auf dem Kreisring X < |z| < 1/X, wobei
X = max {|\;| : \; = Nullstelle von = Ep(z) mit |[z] <1}

ist, in eine (konvergente) Laurent-Reihe entwickelt werden. Um dies streng zu rechtfertigen beachte
man, dafl die Entwicklungen

1 _oo )\j l _oo )\
1—)\]‘/2_2(2)7 1—/\2_2 2

=0 =0

(in geometrische Reihen) fiir |2| > X bzw. |2| < 1/X méglich sind. Die Produkte dieser Potenzreihen
erhélt man durch endlich viele Cauchy-Produkte mit jeweils exponentiell abfallenden Koeffizienten und
es folgt nach Korollar 3.3.3

(2k — 1)1kt 2k - 1

l=—00
mit Koeffizienten wl(%), die in || exponentiell abfallen. Genauer gilt
‘wl@k)‘ § Ckx I

mit einer — von m abhéngigen — Konstanten Cy. Als Folgerung erhélt man auf dem Kreisring
A < |z] < A die Darstellung

2k—1 -1 & =
( )z Z o™ty 3 o,
=0

Die al(k) fallen genauso wie die wl(%) exponentiell ab. Setzt man dies in (3.3. 46) ein, so folgt

l=—00

d. h. ¢ fillt wie X I ab. Allerdings liefern diese Aussagen noch keinen praktikablen Algorithmus zur
Berechnung von ¢.

Zum Abschluss kehren wir wieder zur kardinalen Interpolation zuriick und wenden diese Uberlegungen

darauf an. Dazu miissen wir zunichst die pl(k) (siehe (3.3. 41) bestimmen; diese sind aber nach (3.3. 42)
durch

L—k=1)/2]

1= (Zpl(k)zl> ZNk(j)Zj :(kiEk 1( Zp(k) !
l J

gegeben. Wir betrachten nun den Fall, dal k = 2m gerade ist; der Vergleich mit (3.3. 47) ergibt dann

ptF) = ). (3.3. 48)

Nach den vorangegangenen Uberlegungen wissen wir nun, da dadurch die pl(k) eindeutig bestimmt sind

und wie < X I, X € (0,1) abfallen. Damit ist Lo, (z) eindeutig bestimmt und hat das Abklingverhalten
| Lo ()] < CouX 17!

mit einer Konstanten C,,.
Zum Beweis der Eindeutigkeit miissen wir die Existenz eines Nullsplines im gewiinschten Splineraum
Sk,p ausschliefen, d. h. zeigen, daf} es in diesem Raum keine Funktion Og,,(z) =Y c,(fm)Ngm(a: — k) mit

O2m(]z) = {0}
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gibt. Angenommen es gebe eine solche Funktion mit einer nichttrivialen Folge { (2m )}, die (sogar) ein

exponentielles Wachstum der Form ‘ck ’ = Cq!* mit ¢ < 1/X aufweise. Sei dann K, (z) ein Kreis um

zp mit Radius r, der ganz im Inneren des Kreisrings K /,(0) \ K,(0) liegt (es gelte also |z| +7 < 1/q
und |z9| — 7 > ¢). Fiir z € K, (29) kann man dann wie oben die z-Transformation auf diesem Kreis
anwenden und erhélt

Em m
N S
l

Da ), c,(fm)zk“‘l auf diesem Kreis nicht identisch verschwinden kann, miisste aber eine Nullstelle von
Esm—1(2) in diesem Kreis liegen und dies wiirde Satz 3.3.4 bei  — 0 widersprechen.

Wir fassen unsere Erkenntnisse zusammen in

Satz 3.3.5 (Cardinal Interpolation mit Splines) Das spezielle kardinale Interpolationsproblem

(3.3. 39) hat fir k = 2m genau eine Lisung Loy, (z) der Form (3.3. 41) die erstens im Splineraum

Som.2 liegt, zweitens in |x| exponentiell abfillt und deren Koeffizienten {b (2m)

} drittens in |k|
exponentiell abfallen. Das allgemeine kardinale Interpolationsproblem (3.3. 38) hat fiir Datenfolgen
f={fi}icy, die fi < Cql"l mit einer Konstanten C und einem q mit 0 < ¢ < 1/X erfiillen, genau eine

Lésung; diese hat die Form (8.3. 40).

Der Beweis des letzten Teils der Aussage sei dabei dem Leser iiberlassen. Es sei noch angemerkt, daf3
das analoge Interpolationsproblem fiir ungerades n = 2m + 1 (statt n = 2m) nicht eindeutig losbar ist
bzw. es existieren nichttriviale Nullsplines. Der Grund ist der, daf§ Es,,(z) an der Stelle z = —1 eine
Nullstelle hat. Dann ist die obige Argumentation mit Hilfe der Laurentreihe in der angegebenen Form
nicht moglich.

Eine genauere Analyse der Nullsplines kann man in der Monographie von Schoenberg [Schoenberg73]
finden. Er betrachtet dort Splinefunktionen des Typs

o0

¢m,z(z) = Z Zij(fE 7]‘), z e IC.

j=—o00
Sie erfiillen die Funktionalgleichung ¢, .(z 4+ 1) = 2¢, - (x) und somit
ijerl

; !

Insbesondere gilt fiir die Nullstellen z des Euler-Frobenius-Polynoms ¢,, ,(j) = 0 fiir alle j € IZ. Im
obigen Fall ist Fa,,,(—1) = 0 und daher

Em,l(z).

oo

Gom+1,—-1(x) = Z (—=1) Nopy1(z — 7)

j=—c0

ein Nullspline in Ly (IR). In [Schoenberg73] wird gezeigt, dafl die Menge aller Nullsplines (vom Grad
n — 1) ein linearen Raum der Dimension n — 1 ist und die ¢, »,(x) eine Basis dieses Raums bilden.
Dabei sind Ay,...,A,—1 die n — 1 einfachen Nullstellen von E,(z). Schoenberg zeigt weiter, daf3 fiir
ungerades n = 2m + 1 das Interpolationsproblem

(fl—) fi Yien

mit s € Sop41,00 Unter analogen Voraussetzungen wie in Satz 3.3.5 eindeutig 16sbar ist. Fiir die
speziellen Daten f; = dg,; ergibt sich, da8 die Lésung die Form

oo

L2m+1 Z b;(me)szH(f - k)

k=—o0
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hat. Die Koeffizienten {Bl(fmﬂ)} erfiillen dabei analog zu obigen Ergebnissen die Gleichung

2m ~
7(2m ; . 1 Em 7(2m
. Z<Z 45 +1>) 3 o 5+ 1) ) = Bnled 3 oo
Tk

k 7=0

Die hier auftretenden Polynome Fam (z) haben dabei ganz &hnliche Eigenschaften wie die Eo,,41(2).
Einzelheiten finden sich wie erwéhnt in [Schoenberg73]. Mittlerweile sind beide Fille einheitlich in dem
folgendem Interpolationsproblem behandelt worden:

Gegeben sei eine Datenfolge {ji}{icz) und ein a € [0,1). Bestimme ein s € Sk oo mit der
Interpolationseigenschaft

s(l+a)=f(1),1leZ (3.3. 49)
bzw. eine Koeffizientenfolge {a;};crzy, so dal das lineare Gleichungssystem
> aiNy(l+a—j)=fi, l€Z (3.3. 50)
jes

erfiillt ist. Man kann dann zeigen, dafl es genau dann lésbar ist, wenn || < 1/2 gilt. Dazu ist zu
bemerken, dafl die Ni(z) die um 0 zentrierten B-Splines aus (3.3. 23) sind, so daf der in Satz 3.3.5
behandelte Fall gerade o = 0 entspricht. Ndheres dazu s. [Micchelli79).



Kapitel 4

Multi-Resolution-Analysis und
Wavelets

4.1 Kontinuierliche Wavelet-Transformationen

4.1.1 Gefensterte Fouriertransformation( WFT)

Bei der gefensterten Fouriertransformation (englisch:*Windowed Fourier Transform’, WFT) handelt es
sich um eine Verallgemeinerung der Fouriertransformation , die zusétzliche Parameter verwendet. Vor
der Transformation in den Frequenzbereich multipliziert man hier die Ausgangsfunktion mit einer
sogenannten Fensterfunktion. Diese hingt im Wesentlichen von zwei Parametern ab, ndmlich zum einen
von der ,,Lage“ des Fensters und zum anderen von der sogenannten Fensterbreite.

Betrachten wir den univariaten Fall. Dann definiert man fiir g € Lo(IR)

fr(u) = g(u —1t)f(u)

und
flot)s= fiw) = [ we = du= [ G5 fue i (1. 1)
Diese Transformation wurde 1946 von D. Gabor eingefiihrt. Mit
G () = eV g(u — 1) (11.2)
kann man die WFT auch als Skalarprodukt
Fl@,t) = (f,90,)y = f(w,t) € Lo (4.1.3)

schreiben; in dieser Form lisst sich die Ahnlichkeit zur WT am besten erkennen. Man nennt g wie schon
gesagt Fensterfunktion oder kurz Fenster. Um zu sehen, wie sie sich im Frequenzbereich darstellt (also
wie die zugehorige Filterfunktion aussieht) berechnen wir die Fourier-Transformation beziiglich ¢ — also
beziiglich der Zeit, wenn wir annehmen, dass f(t) ein Signal ist. Mit der Faltungformel ergibt sich

Ff(w,)(v) = Fg(=) () F f(we *(v) = §(0) f (v + w).
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung zeigt nun, dass Ff(w,-)(v) in Lo liegt. Die Umkehrformel der
Fourier-Transformation liefert dann

YR vt _ 1 efiwt ﬁA " eiut M
[ G+t o = et [ G fue du (4.1 4)

flw,t) =

(27r)m

Diese Formel kann man folgendermaflen als Konstruktionsformel ansehen: Man geht vom Signal f (u) im
Frequenzbereich aus, filtere es durch Multiplikation mit dem Fenster, und bilde anschlieffend die invers
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Fouriertransformierte. Damit verwendet man nicht genau die urspriingliche Transformation f (w, 1),
jedoch geniigt eine einfache Multiplikation (Modulation) mit der Schwingung um dies zu erreichen. Dies
nennt man in der Signaltechnik Demodulation. (Aus der Sicht des Ingenieurs hat diese Bezeichnung
folgenden Grund: dem Zwischenergebnis ist noch eine unerwiinschte Schwingung aufgeprégt, die es zu
entfernen gilt.)

Die Transformation f (w,t) kann je nach Wahl des , Fensters“ eine recht genaue Beschreibung des
urspriinglichen Signals f(t) liefern und zwar sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich. Ist ndmlich
z. B. g(v) um den Nullpunkt lokalisiert —z.B. in einer Umgebung W = (—¢,¢), 0 < € < 1 — so zeigt obige
Formel, dass

~ ~

Ffw,)(w) = flo+w)xw(v) = f@)xw ().

Im Extremfall kénnte man statt yw (v) die 8-Distribution verwenden, die den Wert f(w) (also die
Amplitude der Frequenz w des Signals) unendlich scharf lokalisiert. Wegen F[1] = § ist dies der Fall,
wenn als Fenster g(z) = 1 gew#hlt wird, also wenn g, ;(u) = e™*. Das bedeutet aber nichts anderes, als
dass man die iibliche Fouiertransformation verwendet. Der andere Extremfall liegt vor, wenn

gu,t(u) = (- — to) (also die nach ty verschobene Delta-Distribution ) gewéhlt wird; das entspricht dem
Limes einer Dirac-Folge. Dann gilt f (w,tp), d. h. der Wert des Signals zum Zeitpunkt ¢y, wird unendlich
scharf lokalisiert. Eine praktische Variante bilden die Fenster

()
P P
mit ® € L1(IR) und dem “zooming”-Parameter p. Lifit man p gegen 0 gehen, dann wird das Fenster
immer kleiner, d. h. der Zeitpunkt wird immer genauer lokalisiert. Exakte Lokalisierung im Zeit- und
auch im Frequenzbereich ist sowohl mathematisch als auch physikalisch nicht realisierbar. Man kann die

Frage stellen, welche Fenster gut lokalisiert sind. Um diese Frage quantitativ beantworten zu kénnen
miissen wir zunéchst einige GroBen einfithren (vgl. [Chui92a], Seite 54).

Definition 4.1.1 Es seien w(t) und tw(t) Funktionen in Ly(IR). Dann heifst

1
t* ;:7/ H(t) 2 dt
[wll2 Jr

das Zentrum (auch: der Schwerpunkt) und

1
Ay = HMHQ\//R(tt )2[w(t)|? dt

die Breite (manchmal auch Standardabweichung) des Fensters w(t).

Diese Definitionen fiir Zentrum und Breite haben einen anschaulichen Sinn, der ihre Namen motiviert.
Klar ist, dass Aw umso kleiner ist, je schirfer der Trager um ¢* lokalisiert ist. Ebenso ist klar, dass
f(w,t) eine sinnvolle Information iiber das lokale Verhalten von f(t) innerhalb des Zeitfensters

[t* +t — Ag; t* + t + Ag] darstellt. Das zu bildende Integral in (4.1. 1) beriicksichtigt ja im wesentlichen
nur Funktionswerte zu Zeiten aus diesem Zeitintervall. Analog liest man an (4.1. 4) ab, dass f (w,t) eine
sinnvolle Information iiber das Verhalten von f (w) innerhalb des Zeitintervalls

[w* +w — Ag,w* + w + Ag| darstellt. Dabei sind w und Ag die Entsprechungen von t* und Ag die sich
ergeben, wenn man obige Definitionen auf § statt auf g anwendet.

Interessanterweise kann man nun zeigen, dass

/R 2 [w(t)[? dt /R €12 de >

gilt.Einen Beweis findet man in Chui [Chui92a] auf Seite 56ff. oder in [Wickerhauser] , Seite 22. Man
kann ferner zeigen, dass das Minimum fiir Funktionen des Typs

(4.1. 5)

N | =

w(z) = ce' W (at —b), ,c£20, a<0, abelR
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tatsichlich angenommen wird. Dabei bezeichnet W (x) die GauBsche Glockenkurve W (x) = exp(—22/2)
. Damit haben wir die Aussage préizisiert, dass man kein Fenster finden kann, dessen zugehorige WFT
ein Signal gleichzeitig im Zeit- und im Frequenzbereich unendlich scharf lokalisiert. Eine weitere
Deutung der Relation (4.5) ist diejenige als Heisenbergsche Unschirferelation, d. h. das Produkt der
Schwankungsbreiten von Ort und Impuls eines Teilchens hat eine feste, von Null verschiedene untere
Grenze. (Genaugenommen ist diese Aussage nur ein Spezialfall eines wesentlich allgemeineren Prinzips,
dessen Untersuchung allerdings zu weit in die Funktionalanalysis fithren wiirde).

Die durch (4.1) bis (4.3) beschriebene Transformation von Lz (IR) nach Lo, (IRQ) hat eine Umkehrung
die man Rekonstruktions-Formel (‘reconstruction formula’) nennt. Es gilt

Lemma 4.1.1 Unter den obigen Voraussetzungen an g gilt fir f € Lo(IR)

f(U)=Clg | gestwrfen awar (4.1 6)

mit Cy = 27||g||3. Ferner gilt

118 = 2 [ [ [Fen] aras (1.7

BEWEIS: Wir nehmen zunéchst an, dass f und g zusétzlich geniigend glatt sind. Weil dann f; geniigend
glatt ist, folgt wegen f(w,t) = f;(w) mit Lemma 2.4, Teil3, und Lemma 2.3 , dass f(w, ) in w geniigend
schnell abfillt. Speziell soll dann ft (w) beziiglich w eine Li-Funktion sein, so dass sich darauf — bei
festgehaltenem ¢ — die inverse Fourier-Transformation anwenden 148t. Dies ergibt

g Df() = o /R ¢ f(w, 1) do

Da die Division durch g im Allgemeinen nicht méglich ist, multipliziert man mit g(u — ¢) und integriert
beziiglich ¢. Dann folgt

2= L u— 1) f(w w
1) [ lotw=nPar =g [ [ o= flo. dede,

Hieraus folgt nach Definition von C,

Cyf(u) = % /R/Rg(u — 1)e™ f(w, t) dt dw.

Damit ist (4.7) fiir glatte f und g bewiesen. Multiplikation mit f(u) und Integration ergibt fiir solche
Funktionen mit dem Satz von Fubini

Cllf1E = /R /R ) /R ol — 1) Fw) dudt do

:/R/ij?(w,t)dtdw ,

d.h. f (w,t) € Ly (IRQ). Nun betrachte beliebige Funktionen f,g € Lo und approximiere sie durch

Funktionen f,, g, € Lo, die im obigen Sinne glatt sind. Fiir die Approximationen f,, g, gilt (4.7). Die

linke Seite strebt dann fiir n — oo gegen Cy || f||3 wihrend auf der rechten Seite der Integrand ( der nach
2

(4.1. 8)

(4.3) in L liegt) punktweise gegen ‘f(w,t)‘ strebt. Mit dem Lemma von Fatou, d. h. mit

/ lim sup f,(2) dju(z) < liminf / ful) da(z),

folgt dann f(w,t) € Lo (IRQ) fiir allgemeine f, g. Damit ist dann auch (4.1. 6) fiir allgemeine f, g im
Lo-Sinne giiltig. O
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Lemma (4.1) ist als Analogon zum Satz von Plancherel fiir die gewdhnliche Fourier-Transformation
anzusehen. Neben diesem rein mathematischen Aspekt zeigt es, dass man das urspriingliche Signal aus
der Kenntnis von f(w,t) als Funktion von w und ¢ wieder zusammensetzen (synthetisieren) kann. Man
nennt f (w,t) deshalb eine Phasenraumlokalisierung von f wobei der Phasenraum die Menge aller Paare
(w, 0) ist, auch diese Bezeichnung stammt aus der Physik.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei noch erwahnt,dass die Diskretisierung der gefensterten
Fourier-Tranformation durch die Trapezregel zu Basisfunktionen der Form {g(z — n)e?*™™®}, . cpm
fiihrt.Fiir sie gilt in Verschirfung der Heisenberg- Relation der

Satz 4.1.1 (Balian-Low) Sei g € Ly(IR) und die Funktionen {g(z — n)e"?™™*},, . cpm eine
Orthonormalbasis fiir La(IR) .Dann muss das Heisenberg-Produkt (fir g statt w) in (4.1. 5) unendlich
sein.

Einen Beweis dieses Satzes findet man in Daubechies [Daubechies92],Section 4.1.Als Konsequenz kann
die Rekonstruktionsformel von Lemma 4.1 mit diesen g nicht gelten.Andererseits bieten solche
Orthonormalbasen als Diskretisierung einer gefensterten Fourier-Transformation viele Vorteile. Deshalb
sind in jiingster Zeit durch Modifikation des obigen Ansatzes erfolgreich Orthonormalbasen entwickelt
worden,fiir die das negative Ergebnis des Satzes von Balian-Low keine Giiltigkeit hat.Eine Darstellung
dieser Zusammenhinge findet man in Daubechies [Daubechies92],Section 4.2, Algorithmen auf dieser
Basis in [Wickerhauser|,Kapitel 4.

4.1.2 Kontinuierliche Wavelet-Transformation (CWT)

Die Ideen des vorigen Abschnitts werden durch die kontinuierliche Wavelet-Transformation (CWT) —die
1983 von Grossman-Morlet eingefithrt wurde — in bestimmter Weise abgewandelt. Wir beschranken uns
dabei auf den Fall einer einzigen Variablen .

Definition 4.1.2 Gegeben sei eine Funktion U € Lo(IR), welche die Bedingung

1
C\p ::/ —
R [

erfillt. Dann definiere fiir Funktionen f € L1(IR) die Wavelet-Transformierte von f zum Wavelet ¥ als

’\il(v)H2 dv < o0 (4.1.9)

(Lo f)(ab) == wlcﬁ /R f(t)\If<tab) dt (4.1. 10)

Formel (4.1. 9) ldsst sich wie (4.1) auch als Skalarprodukt schreiben,
1

\/|CLC\1/|

Wop(u) = \1/(“ — b).

a

(L‘I’f)(aab) = (fa qja,b); (41 11)

dabei ist U, ; definiert als

Die Funktion ¥ entspricht einem Fenster ,wobei die Parameter mit a, b bezeichnet werden und den
bisherigen Parametern w und ¢ bei der gefensterten Fourier- Transformation entsprechen.

Wie bereits bei der gefensterten Fourier-Transformation diskutiert, kann man (L f)(a,b) auch als eine
Dirac-Folge mit Parameter a — 0 auffassen (anschaulich wird dabei das ,,Fenster* immer schmaler). Der
Parameter b dient dazu, das Fenster an die interessierende Stelle zu verschieben und entspricht dem
Zeitpunkt ¢ bei der WFT. Der Parameter w in (4.1) hat keine direkte Entsprechung zu a in (4.10) und
ist nur durch die Verbindung zur Fouriertransformation motiviert.

Bemerkung 4.1.1 Der Name Wavelet riihrt daher, dass aus (4.9) notwendigerweise \il(()) =0 folgt;
das bedeutet, dass

0=10(0) = /R\Il(u) du. (4.1. 12)
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Da also der Mittelwert verschwindet, muss ¥ mindestens einen Vorzeichenwechsel aufweisen, also
, Wellenstruktur® haben.

Damit sich eine Funktion als Wavelet im Sinne obiger Definition eignet, mufi sie also die Bedingung (4.1.
9) erfiillen. Dies ist sehr einfach nachzupriifen. Betrachtet man z.B. die bandbegrenzte Funktion W (x)
aus Kapitel 2, deren Fourier-Transformation die charakteristische Funktion eines Gebiets W ist, so gilt

W(v) = F2rF " xw]](v) = 2mxw (v).

Man sieht, dass die Standardwahl W = (—1/2,1/2) kein Wavelet liefert, weil dann [, dt/|t| divergiert.
Dagegen ist (4.9) bei W = (—1,1/2) U (1/2,1) erfiillt. Das bekannteste (weil einfachste) Wavelet ist das
Haar-Wavelet:

1 0<t<1/2
Ut)=¢-1 1/2<t<1

0 sonst.

(4.1.13)

)

1.5

-0.5 .

X[0.1/2) = X[1/2.1] -04  -0.2 0 02 04 06 08 1 1.2 14

Offensichtlich verschwindet das Integral fR U(t) dt und wie man leicht nachrechnet gilt
U(w) = i exp(—iw/2) sin(w/4)sinc(w/4).
Ebenso kann man leicht nachrechnen, dass Bedingung (4.9) erfiillt ist.

Ein weiteres Beispiel ist der sogenannte mezxikanische Hut, der durch

2
U(z) = — AN 2 1 — 2)e—2"/2
() = ) € =(1—2%)e .

definiert wird.
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Nach der Formel in Bemerkung 2.8 iiber die Fourier-Transformierte des GauB-Kerns gilt
VU (w) = w? exp(—w?/2); offensichtlich ist (4.9) erfiillt. Im Gegensatz zum Haar-Wavelet ist der
Mexikanische Hut eine C*°-Funktion. Allgemeine Kriterien fiir (4.9) liefert

Lemma 4.1.2

1. Sei ¢ eine k-fach, k > 1 differenzierbare Funktion fir die ¢*) e L1 (IR) nicht identisch
verschwindet. Dann ist U(x) = ¢*) ein Wavelet.

2. Sei W € LY(R™)(R) mit [ ¥(z)dz =0 und |¥(z)| < C/|z|? fir ein > 1/2. Dann ist ¥ ein
Wavelet. Speziell ist jede FUnktion ¥ € Lo(IR) mit kompaktem Triger und Mittelwert
Jr ¥(z)dz =0 ein Wavelet.

Man fragt sich nun, warum Bedingung (4.9) an ¥ gestellt wird, vor allem wenn man einen Vergleich mit
der Approximation durch Dirac-Folgen zieht. Dort haben wir

B = [ e du

betrachtet und gesehen, dass zur Approximation allein ® € L'(IR™) fiir die Approximation ausreichend
war. Eine Erklarung dafiir geben wir in den folgenden zwei Sétzen. Sie stellen die Analoga des
Plancherel-Satzes fiir die CWT dar (vgl. Lemma 4.1).

Zuvor miissen wir die Fouriertransformierte von (Ly f(a, b)) bezliglich b berechnen. Unter Verwendung
der in Lemma 2.5 bewiesenen, punktweise geltenden Formeln fiir die Fourier-Transformierte einer
Faltung von Lo-Funktionen folgt

(Lw f)(a,)(w) =

U(—av)f(v) = ’g\p’@(a ) f(v). (4.1. 14)

a
Cy

Dieser Formel entnimmt man, da die CWT eine Filterung mit Filter \i/(gw) darstellt. Damit werden
die hohen Frequenzen von f fiir grofe Werte von |a| stark geddmpft. Ist U gut um die Frequenz w* (also
das Zentrum) lokalisiert, so beschreibt Ly f gut die Frequenzen von f, die innerhalb des Fensters

Ay Wt Ay
[w voEoy ‘“} (4.1. 15)

a a’ a a
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liegen, wobei die Groflen w* und Ay gemifl Definition 4.1.1 gebildet sind. Man schlieit dies aus der mit
Hilfe der Parseval- Formel folgenden Darstellung

(Ly f)(a,b) 1/ a /f 'b“’\ll (aw) dw. (4.1. 16)

Dafl (Ly f)(a,b) zeitliche Details der Grofle a fiir kleine |a| gut beschreibt kann man sich anhand von
(4.1. 15) folgendermafien iiberlegen:

Es sei f von der Form f =3, a;xy; mit Intervallen [I;]. Es sei I; = [z; — h/2,z; + h/2], so dass

X1; (Z) = X[=h/2,n/2)(* + 2; und XIjA(x)(w) = exp(—izjw)h/sinc(hw/2). Der wesentliche Trégerbereich
von since ist [—m, 7| (das ist der Bereich um Null in dem die Sinc-Funktion positiv ist), so dass im
Wesentlichen Frequenzen mit |hw/2| < 7 oder |w| < 27/h die Details der GroBe h beschreiben. Die
Frequenzen von Ly f hdngen aber nach (4.13) bei gut lokalisierten ¥ wesentlich von der Breite w*/a ab,
so dass Ly f Details der Grofie h = 2ma/w* gut beschreibt. Eine andere Begriindung dafiir bildet die
Formel fiir das Zeit-Fenster:

[b+ at* —aAg,b+ at™ + alAyg]. (4.1.17)

Satz 4.1.2 Die WT ist eine wohldefinierte und (bis auf einen Skalierungsfaktor) isometrische Abbildung
von Lo(IR) in Loy (IRQ; dadb/a?); dabei bezeichne dadb/a® das mit 1/a* gewichtete Lebesque-Map.

BEWEIS: Es ist U((t — b)/a) € Ly(IR), so dass die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf (4.10)

angewende( Zeig 5 dass
( >
| C\I/| a

Also ist Ly f eine wohldefinierte Funktion in L, (]RQ). Wir nehmen zunéchst noch zusétzlich an, dass
f,9 € L1 N Ly. Dann liegen Ly f, Ly g — als Funktionen von b betrachtet— nach dem Faltungssatz in
Ls(IR). Aus der Parseval-Relation folgt dann iiber (4.13), dass

|(Lef)l <

——=lfl2 (4.1.18)

2

[ @openTeaana - W(aw)|| Fw)@) de

gilt. Integration iiber a mit dem Ma8 da/a? ergibt dann

// (La f)(a, b)) Lwg)(a, b)db@:%lcqj/ﬂ/ 1
27}% [ Fei@ias [ L b dw) @19

- zwcg, (f’ )C‘P - %(f,g).

()| f(w)7@) do

Anschlielend approximieren wir beliebige f, g € Lo(IR) durch Folgen {f,},{gn} in L1 N Ly im Lo-Sinn.
Dann gilt nach dem eben Bewiesenen

HL‘I/fn - L\IlmeLQ(IR?,dadb/a?) < ||fn - me27

so dass Ly f,, im Lo (le, dadb/ az)—Sinn gegen ein Element f* konvergiert. Andererseits gilt aber nach
(4.17) im Lo (IR?)-Sinn

ILafa = Lufle < < |0 (57)

1fn = fll2;
laCu|| 2

so dass f* = Lg f gelten muss. Analog gilt lim,, oo Lygn, = Lyg. Auf Grund der Stetigkeit des
Skalarproduktes in Lo (IR*; da db/a?) folgt dann (4.18) fiir beliebige f,g € La(IR). O
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Bemerkung: Aus obigem Beweis folgt auch die Relation

| G v % = S0

Anhand dieser Formel sieht man dann, dass es notwendig ist die Bedingung (4.9) zu fordern. Ohne sie
wire die rechte Seite im Allgemeinen nicht endlich und die Aussage des Satzes falsch.

Satz 4.1.3 Der zu Ly adjungierte Operator ist durch die definierende Gleichung
(thfpg)Lz(lR) = (L‘I’hvg)Lz(R2,dadb/a2)

fiir beliebige h € La(IR) und g € Lo (]RQ; dadb/a*) gegeben. Ein solches Element LY, g existiert in Lo(IR)
und ist gegeben durch die Zuordnung

da db
L2<]Rz;a2> —  L3(R)

(4.1. 20)
. t—>b da
g = (Lyg)):= N4 g(a,b) db—
R JR a a
Dieser Operator invertiert die CWT Lg in dem Sinne, dass
27T(L>&,L\yf, h)Lg(IR) = (f, h‘)Lz(IR) Vh € Lo (R) (41 21)

fiir jedes f € Lo(IR) gilt.
BEWwEISs: Fiir die Funktionen g und h mit den obigen Eigenschaften gilt mit dem Satz von Fubini

dbda
(Lot 9) ey = [ [ (L) (o.bigla.)

_/R/ng(a,b)/R\I/(tba>h(t)dtdbzg (4.1. 22)

:/Rh(t)/R/R \/;qu'W(tab)g(a,b)dbzgdt.

Benutzt man nimlich den vorigen Satz (nach dem (Lyh)(a,b) € Lo (IR*;dbda/a?) gilt), so zeigt man
mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, dass das Doppel-Integral in der ersten Zeile der
Gleichungskette im absoluten Sinne existiert. Gilt aber (4.21) fiir jedes h(t) € L2(IR), so bedeutet dies
nach dem Rieszschen Darstellungssatz, dass das in (4.19) definierte Element L}, g in Ly(IR) liegen muss,
so dass Ly wohldefiniert ist. Aus der in Satz 4.1 bewiesenen Relation und der Definitions-Gleichung fiir
Ly, folgt nun

(L*\pL\va h) (h Ly L\Iff) 2(R) — (L\I/h L\Iff) (IR?;dbda/a?) = %(fv h)Lza

d. h. (4.20) gilt. O

Gleichung (4.20) liefert die Rekonstruktionsformel 2w L} Ly = Id nur in einem schwachen Sinne, da man
2w LY, Ly zuerst mit h € Lo(IR) multiplizieren und dann integrieren muss. Es ist aber eine
anschaulichere Darstellung wie im Fall der Fouriertransformation moglich. Man ersetze dazu Ly f durch

(Lo f)X{aeR:c<|a| <N} X{bER:|b|<N}-
Dadurch werden Lo-Funktionen f n erzeugt, fiir die

(LY (Lw f)X{aeRie<|al <N} X {peRipl <N} ) ) (E) = (L feN)

)(Lq, ), b) 2290 db (4.1. 23)

\/|(3T\1;/<a|<N/b|<N (
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im {iiblichen Lebesgueschen Sinne definiert ist und die — weil sie wegen

||LEf€1,N17LEf€2,N2||2 < ||f617N17f62,N2 ||2

(fiir €; = €;(N;), ¢ = 1,2) eine Cauchyfolge bilden — fiir ¢ — 0 und N — oo im L-Sinn gegen f
konvergieren. In der Arbeit von Holschneider-Chamichian (1990) wird gezeigt,dass unter gewissen
zusitzlichen Bedingungen an f auch punktweise Konvergenz in (4.22) gilt (s. Buch von
Daubechies,Seite 28).

Eine weitere Beobachtung, die zeigt, dass man bei der Interpretation der Konvergenz in (4.22)
vorsichtig sein muss, ist die Folgende:

Der Mittelwert eines Wavelets WU ist 0, also gilt dies (zumindest bei endlichem Integrationsbereich) auch
fiir jede Integral-Superposition von Wavelets, d. h. fiir

// / \I/(t_b)f(a,b) d“fbdtzo.
R Je<|a|<N JIb|<N a a

Im gleichen approximationstheoretische Sinn gilt dies auch noch bei Anwendung von Lj,. Im Grenzfall
hingegen gilt dies nicht mehr, das Integral fR t) dt kann dann von 0 verschieden sein! Wle ist dies
moglich? Die Erklarung liegt darin , dass die Konvergenz in (4.22) im Lo-Sinn stattfindet. Wiirde die
Konvergenz im L;-Sinn stattﬁnden, dann wiirde mit dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz folgen,
dass auch im Grenzfall der Mittelwert gleich 0 ist. Folglich haben wir es in diesem Beispiel mit
Lo-Konvergenz aber nicht unbedingt mit L;-Konvergenz zu tun. Ein einfacheres Beispiel fiir diesen
Effekt ist gn(7) = X[—n,n(2)/(2n). Diese Funktionenfolge strebt punktweise gegen 0, es gilt

lgnlle = 1/v/2n 2=2% 0; jedoch gilt stets || gn|l; = 1.

4.1.3 Mehr zur kontinuierlichen WT

Eine wichtige Verallgemeinerung der Umkehrformel (4.20) ergibt sich, wenn man L7, mit einem anderen
Wavelet ¢ bildet. Man kann némlich in Verallgemeinerung von (4.20) fiir f, g zeigen, dass

((f7 \Ija,b)a (ga ¢a7b))L2(]R2;dadb/a2) = C\I/,q5(fa g)L2« (41 24)

Abkiirzend setzten wir hier\/|Cy|Ly f(a,b) = (f, Uy ) mit
t—b

a

W, (t) ::\1/( ) Cow ::/RTGS( )— < 0.

Um nun (4.1. 24) zu zeigen beachtet man, dass zunichst fiir glatte f, g, ¢, ¥ nach (4.13) und dem Satz
von Plancherel

Vil [ [ (bosa s e ()] T
- / P du / Fit
R R

= N du
= (f.a)ia | Wdtn) 7
(mit aw = u) folgt. Falls wir fordern, dass Cy 4 endlich ist folgt damit (4.23) (zumindest fiir glatte f, g,

¢ und ¥). Durch die gleichen Uberlegungen wie in Satz 4.2 lisst sich die Identitit dann auf beliebige
f,g € La(IR) sowie ¥ und ¢, die (4.9) erfiillen, ausdehnen. Man kann (4.23) dann als allgemeine

,, Rekonstruktions-Formel“
1 da db
t)=—— 7\1’11 ab(t) —5—
f(t) C¢‘11/I{/I{(f b)Pap(t) 2

interpretieren, die (4.20) verallgemeinert. Die obigen Bemerkungen iiber die Art der Konvergenz treffen
auch hier zu. Das Bemerkenswerte an dieser Rekonstruktionsformel ist, daf} sie viel mehr Moglichkeiten
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als bisher zur Rekonstruktion bereitstellt, da ¢ und ¥ verschiedene Funktionen sein kénnen. Erfiillen ¢
und U beide (4.9), so sicht man mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, dass Cy 4 endlich ist. Um
dies zu erfiillen, konnen ¢ und ¥ aber allgemeiner gew#hlt werden. Bei der diskreten
Wavelet-Transformation (DWT) wird hiervon bei den biorthogonalen Wavelets Gebrauch gemacht.

Das Verhalten der WT beziiglich des Parameters a kann auch zur Analyse der Regularitiit eines Signals
benutzt werden ,wie Holschneider-Chamichian in der oben zitierten Arbeit gezeigt haben.Anschaulich ist
dies naheliegend:Der Parameter a kontrolliert ja, wie detailliert man eine bestimmte Stelle untersucht.
Dies ist ein niitzlicher Aspekt bei der Anwendung von Transformationen zur Analyse von Signalen.
Auch hier ist die WT der WFT iiberlegen, letztere liefert schwichere Ergebnisse. Genauer gesagt gilt

Lemma 4.1.3 Sei U € Ly mit W(0) = 0, das Integral

/(1+|x|)|\11(33)|dx

R

sei endlich. Ist dann f eine beschrinkte, Holder-stetige Funktion, d. h. erfillt f die Relation
[f(@) = f(y)| < Clz —y|*

mit einem Fzponenten 0 < a < 1, so erfillt die Wavelet-Transformation die Ungleichung

(£, (a,0)| < C'al*V/]al
mit der Konstanten C' = C [ |¥(u)| |u|* du.

BEWEIS: Wegen [ ¥(z)dz =0 gilt

(f, Wap) = /R |a|1/2\11(za_b) (f(z) = f(b) da

—b
(i< [ a2 o (220)
R a
=cwwﬂﬁ/mwnw%w:cmwvw
R

und daher

|z — b|* dx

In gewissen Féllen gilt sogar die Umkehrung:

Satz 4.1.4 Die Funktion ¥ € Lyo(IR) habe kompakten Trdger. Ist dann f € Lo(IR) eine Funktion die
|(f, Wap| < Clal*F1/2

erfillt, so ist f Holder-stetig mit Exponent o.

Zum Beweis sei auf [Daubechies92],Seite 47 verwiesen. In gleiche Kategorie von Aussagen gehort auch

die folgende iiber das Approximationsverhalten der WT fiir |a| gegen 0.

Satz 4.1.5 Der Mittelwert (also formal das nullte Moment) sowie die ersten M — 1 Momente — mit
Ausnahme des N-ten, 0 < N < M — von ¥ mdgen verschwinden, d. h. es fir k < M gelte

k=N
/ 2H 0 (z) de = {M’ ’
R 0, sonst

Ist zusdtzlich py, == fR H:I:M\I/(m) ,dx endlich, so gilt fiir festes = 0,1,... und f € WrTM2(IR) die

Abschitzung

Cy

sign () ot (Le £)(@, D) = 00 < Clal™ Y flrsara.

T

N!

Dabei ist C = p3,;C’'/M! und C" eine Konstante, die aus der Aquivalenz von Sobolevnormen (vgl.
Satz 2.20) herriihrt.
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In Ubereinstimmung mit der an Formel (4.15) anschlieBenden Diskussion werden also durch Ly f — bei
einer gut um ihr Maximum wy lokalisierten Funktion ¥ — Details der Grofle 2ma/wg beschrieben. Dieses
Grenzverhalten ist genau jenes, welches bei der Approximation interessiert. Gleichzeitig entspricht es
dem Verhalten ,das wir bei Folgen von Faltungsintegralen vom Dirac—Typ in Abschnitt 2.1 studiert
haben. Es kann also nicht verwundern, dafl obige Aussagen iiber das Grenzverhalten bei |a| — 0 grofle
Ahnlichkeit mit den bereits dort gemachten aufweisen.

Zum Abschluf} sei noch der Zusammenhang mit der diskrete Wawvelet- Transformation erwahnt, die wir
im néchsten Abschnitt ausfiihrlich behandeln werden. Dort werden nur diskrete Werte von a, b im
Integral (4.10) betrachtet. Speziell bildet man zu f € Lo(IR) die Wavelet-Koeffizienten

(Lo f)pn=a _m/2/ f(®) it — nbo) dt, m,n € Z, (4.1. 25)

wobel ag, by fest gewiihlte Parameter (typischerweise ist ag = 2 und by = 1) sind. Die
Umkehrtransformation wird dann durch Linearkombinationen von dilatierten Translaten der Funktion
U erreicht, analog zu dem Vorbild der Fourier-Reihen. (Die Bedingung (4.1. 9)wird dabei durch andere
ersetzt, aber (4.1. 12) bleibt weiter notwendig). In diesen Rahmen paft z.B. die Approximation mit den
sverallgemeinerte“Sinc-Funktionen W (z) im vorigen Kapitel.

Es bestehen tiefliegende enge Zusammenhénge zwischen kontinuierlicher und diskreter
Wavelet-Transformation iiber die Darstellungstheorie von Gruppen (s. Ubersichtsartikel von C.E.Heil -
D.F.Walnut 1989). In der abtrakten harmonischen Analysis sind analoge Zusammenhénge zwischen
kontinuierlicher und diskreter Fourier-Transformation schon lange bekannt.
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4.2 Multi-Resolution-Analysis (MRA)
4.2.1 Axiome einer MRA

Unter dem Namen Multi- Resolution-Analysis, bzw. Multi-Skalen-Analyse ist eine Reihe von Axiomen
bekannt, die von S. Mallat in [Mallat89] aufgestellt wurden, um einen Rahmen fiir die Konstruktion von
Wavelets im eigentlichen Sinne zu geben.

Definition 4.2.1 Unter Multi- Resolution-Analysis (im Folgenden kurz MRA) des Ly(R®) versteht man
eine Folge {V;}52, von abgeschlossenen linearen Unterrdumen des La(R™), die folgende Aziome
erfillen:

(R1) Vy ist ein translationsinvarianter Raum,
(R2) Vi wird von einer Riesz-Basis erzeugt, d. h. es gilt
Vo = span{¢(z — k) } ez

im Sinne des Ly(RY) und die Translate span{¢(z — k)}pega sind lo-stabil,

(R3) V; C Vjia,
(Ry) f(z)eV; <= [f(22) € Vj41,
(R5) 32, V; liegt dicht in Ly(RY).

Bemerkung: S. Mallat betrachtete eine Folge {V;}
auflerdem

72 _ oo von solchen Unterrdumen und forderte

oo
(R6)) M V= {0}
Jj=—00
Im Hinblick auf die Approximations-Eigenschaft in (R5) ist dies jedoch iiberfliissig. Diese wird némlich
mit dem Grundraum Vj und die immer gréBer werdenden Raume V; erreicht. Eine Fortsetzung dieser
Skala durch immer kleiner werdende Unterrdume bringt daher nichts ein. Ferner fordert S. Mallat
abweichend zu (R1), dafl

(R1%) fx)eV; = flx—2791) €V, Vjlezs
Diese Beziehung kann man aber aus (R4) in Verbindung mit Vi = Sa(¢) ableiten.

Anschaulich wird (R4), wenn wir annehmen, dafl ¢ kompakten Tréger hat, z. B. supp ¢ = [—1,1]. Dann
hat ¢(2x) entsprechend den Tréger supp ¢(2z) = [-1/2,1/2]. Die Elemente von V; 16sen mit
wachsenden j immer feinere Details auf, denn ihr Triger kann bis zu einem Faktor 277 kleiner werden.
(R1) und (R4) sind der Grund fiir die Bezeichnung Multi-Resolution- Analysis oder
Multi-Skalen-Analyse. und bilden die Basis fiir die Konstruktion von ,,diskreten* Wavelets.

In der Approximations-Theorie sind Skalen von Rdumen, die die Axiome (R3) und (R5) erfiillen und

ferner [,-stabile Basen besitzen, schon seit langem bekannt und gut untersucht. Als Beispiele sind uns
aus Kapitel 3 durch Spline-Rdume mit sukzessiv verfeinerten Gittern oder aus Kapitel 2 durch Folgen
von Ridumen bandbegrenzter Funktionen bekannt. Zwei einfache, aber grundlegende Folgerungen aus

den obigen Axiomen gibt

Lemma 4.2.1 a) Die Funktionen
bjn(x) :=292¢(2 x — k), keZ¢ (4.2. 1)
bilden eine Riesz-Basis (mit gleichen Konstanten) fir V;.

b) Zu ¢ und Vo = S2(¢) gibt es eine Folge {hi}, 4a € 15(Z%) so dap fiir alle z € R?

6@) = 3 heo e — k) = S 3 o la). (12.2)

kez? kez®
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BEWEIS: Teil a) beweist man leicht induktiv in j. Ist g € V1, so gilt
g(x) = f22) = > ardjx(22) =277 " apdji1 k()

mit f € V; und {ay} € I2(Z%), d.h die Translate ¢;1 4 bilden eine Basis fiir Vj1.
Axiom (R2) besagt nun, dafl

A P <Y andorl3me <B D lawl? (4.2. 3)
kez? kez* kez’
mit Konstanten A, B > 0 gilt. Die Substitution 2/ x = u zeigt dann

1> axdinlape =1 Y ardon

kez? kez?

5 e

und damit folgt b).
Laut (R3) muf ¢ auch in V; liegen, das nach Teil a) aus ly-stabilen Translaten (beziiglich %) von
¢(2z) besteht. Dies beweist b).

Gleichung (4.2. 2) wird Verfeinerungsgleichung oder Skalierungs-Gleichung fiir ¢ genannt. Sie
liefert eine Funktionalgleichung fiir ¢(z), falls die Koeffizienten {hy},cpze vorgegeben sind. Dies ist auch
der Weg, der spéter bei der Konstruktion von Wavelets verfolgt wird :

man startet mit gegebenen Koeffizienten {hy},cpq, der sogenannten Maske und zeigt die Existenz einer
Losung ¢ der Verfeinerungsgleichung (4.2. 2). Dann kann man unter relativ schwachen
Zusatzvoraussetzungen bereits eine MRA konstruieren, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 4.2.1 Sei {hy}, ,a € 1 (Z%) und sei ¢ € LY(IR™) N Ly(R™) eine Funktion, die der
Verfeinerungsgleichung (4.2. 2) zu dieser Koeffizientenfolge geniigt. Aufierdem gelte [y ¢(x) dx =1 und
die Tranlate {¢ok}, 4 seien eine Riesz-Basis. Dann bilden die Riume

Vj == span{d;} (4.2. 4)

eine MRA des Lg(]Rd). Insbesondere gilt

p(2ra) = 6p0 Va € Z% (4.2. 5)

BeEweEIs: Offensichtlich erfiillt der Raum Vp := Sa(¢) das Axiom (R1) und nach dem vorigen Lemma
auch (R2). Aus (4.2. 2) und (4.2. 4) folgen ferner (R3) und (R4), es bleibt (R5) zu beweisen. Dazu
zeigen wir zunéchst (4.2. 5). Zu diesem Zweck betrachten wir die Fourier-Transformation von (4.2. 2),
fiir die nach Lemma 2.4 gilt

d(v) = | > hye "2 21d¢<‘§) (4.2. 6)

kez?

Wir setzen nun

1
H(z):= 2 Z hy2F; (4.2.7)
kez?

nach Voraussetzung ist H (exp(—iv)) stetig. Nach k-maliger Anwendung von (4.2. 6) folgt dann

d(v) = f[H(e2””)¢3(2’“v). (4.2. 8)

Jj=1
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Wir kénnen hierin |[H(1)| > 1 annehmen, denn andernfalls wiirde entweder ein Widerspruch mit
|#(0)] < |¢(0)] folgen oder es wire ¢(0) = 0 = [ ¢(x) dx, was der Voraussetzung widersprechen wiirde.

Nun sei a € Z%, o # 0 vorgegeben. Man wihlt dann in (4.2. 8) v = 27w« - 25 und erhilt dann wegen
exp (—2’71'1;) =1, daf3

‘qB(Qﬂ'a - 2’“)‘ = |[H1)|*|d(2ra)].

Dies impliziert aber |¢(2ra)| < ‘(5(2#04 . Qk)‘ fiir alle k = 1,2,..., woraus wegen ¢ € L'(IR™) nach dem

Lemma von Riemann-Lebesgue |¢(2ra)| = 0 folgen mu8.
Mit Hilfe von (4.2. 5) zeigen wir nun

lim dist(f; S5 (¢)) = 4.2.
Tim dist (/355 (6)) = 0 (12.9)
fiir die in (3.3) definierten Riume S%(¢) woraus fiir h = 277, j — 0o, das MRA-Axiom (R5) folgt. Dazu

approximieren wir f zunichst durch bandbegrenzte Funktionen gy mit supp gy € N - [—7, 7]%. Nach der
Fehlerformel (2.3. 7) von Satz 2.3.2 gilt, wenn wir gy als beste Approximation aus dieser Klasse wihlen

lim [|f = gnllzre = 0. (4.2. 10)
N —oc0

AnschlieSend berechnen wir fiir A > 0 mit Hilfe der Parseval-Formel aus Satz 2.6

dist(gn: S5(6))3 o = on(@) = Y (5 k)
k

2
2

inf

{ar}€l2(RY)

1 f
= in

(27)? {arYela(R)

1

inf

(27T)d TELQ(’ITd)

gn (u) — h? Z are”Fuh G (uh)
k

2
2

v (7) - T)é()

2

Hierauf kénnen wir Formel (3.1. 22) der Orthogonalprojektion auf S3(¢) anwenden und wegen
supp gn (v/h) € Nh[—m, 7]¢ C [~ «]¢ fiir geniigend groBe h (nimlich A < 1/N) kann auch die
vereinfachte Fehlerformel (3.1. 24) aus Bemerkung 3.1.8 angewendet werden. Dies ergibt

o2
dist(gn; S3(0))ape = ﬁ /R Llan@)P? (1 _ [(;(@ ])(Iv)> dv

()

_ ! /
_(Qﬂh)d [v|[<N7h

wobei

|9(v)?

[0, 0](v)

Die Funktion 7*(v) ist auf Grund des Kriteriums von Meyer in Satz 3.1.2 stetig. Sie hat nach Definition
von [(5, dg} (v) wegen (4.2. 5) an der Stelle v = 0 einen Nulldurchgang. Daher folgt

T (v) =1-

. €
dist(gn, S50 < v [
|[v|<Nhm

< G i (3)] = egalan B

sofern Nhr geniigend klein ist. Wahlen wir vorher N geniigend grof}; so folgt zusammen mit (4.2. 10)
die gewiinschte Eigenschaft (4.2. 9). O
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Bemerkung 4.2.1 Bedingung (4.2. 5) erlaubt eine direkte Interpretation als Approzimationsaussage.
Sie ist dquivalent dazu, daf$ die Translate von ¢ eine Zerlequng der Eins bilden, d.h. es gilt

Y d@—a)=1 Vzelo,1]" (4.2. 11)

aEZd

Zu ¢ € Li(R?%) wie in Satz 4.2.1 definiere nimlich

¢*(z) = Y d(z—a).

aEZd

Dann konvergiert diese Reihe im L;-Sinn und ¢* liegt ebenfalls in Ll(]Rd). Damit folgt

~ ) ) 1 x .
QI) 2rar) = ¢ T 6727r7,ax — / ¢* T 6727r7,ax dr = / ¢* 2 e o
( ) Rd ( ) [0’1]d ( ) (27T)d [0’27‘.]d (27'(')

Bedingung (4.2. 5) ist daher dquivalent dazu, daf§ die 27-periodische Funktion ¢*(z/27) gleich 1 sein
muB, Aufgrund der Periodizitét gilt dies fast iiberall in IR™.

Bemerkung 4.2.2 Mit Hilfe der Zerlegung der FEins durch die Translate von ¢ kann man — allerdings
mit grofierem technischem Aufwand — zeigen, dafl U;io V; dicht auch in L,(R®) fir alle 1 < p < oo
liegt, siehe dazu [JM91].

Bemerkung 4.2.3 Unter zusdtzlichen Differenzierbarkeits-Annahmen an é(m) kann man dber (4.2. 5)
hinaus zeigen (siehe [Cava91]), dafs

DP¢(2ra) =0, VaeZd\{0}, |8]<r (4.2.12)

gilt, wobei DP ein beliebiger Differentialoperator der Form

oo (0N (o™
- 31'1 8xd

ist. Damit kann die Strang-Fiz-Theorie aus Abschnitt 3.3 angewendet werden, um eine
Approzimations-Ordnung O(R") von S& zu erreichen.

Es mag iiberraschen, daf§ die Approximations-Eigenschaft (R5) fiir die V; = S%, h = 277 bereits unter
diesen geringen Zusatzannahmen an ¢ aus der Verfeinerungsgleichung (4.2. 2) folgt. Dazu sei aus
[Donoghue69] zitiert:

Satz 4.2.2 (Wiener) Sei ¢ € L1 (R?) und So(¢) die Menge aller Linearkombinationen von beliebigen
Translaten von ¢. Dann liegt So(¢) genau dann dicht in Li(R®), wenn gi;(fu) # 0 fiir alle v e RY gilt. Ist
¢ € Ly(RY), so liegt der Raum So(¢) genau dann dicht in Ly(RY), wenn ¢(v) héchstens auf einer
Nullmenge des R® verschwindet.

Vergleicht man dies mit dem obigen Satz 4.5, so haben wir gerade die Auswahl von Translaten aus
27974 j=0,1,... getroffen, also eine dichte Teilmenge der Menge aller Translaten ausgewiihlt.

4.2.2 Beziehung zwischen MRA und Wavelets

Eine MRA besteht aus einer aufsteigenden Folge von translationsinvarianten Rdumen {VJ}‘;‘;O In jedem
dieser Réume existiert eine ONB von Translaten {g(z — k)},_,q, deren Abschluss V; aufspannt. Die zu
den Wavelets fithrende Idee besteht nun darin, die Schachtelung der Réume V; (die den verschiedenen
Stufen der Dilatationsskala {Q*j };io entsprechen) zur effektiveren Konstruktion einer ONB fiir den

gesamten Raum Lg(]Rd) zu benutzen. Statt in jedem Raum von neuem eine eigene ONB zu konstruieren
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kann man — so die Idee — die bereits bestimmte Basis von V; zu einer Basis von V; ergdnzen. Diese
Idee wird mathematisch prézisiert in

Vip=V;oW;,, W; LV, j=01,... (4.2. 13)

wobei W; das orthogonale Komplement in Vj4; von Vj ist. Man kann dies sukzessive fortfithren und
erhalt

J
VJ'+1:%@W0€B"'®WJ'=VOEB (@WZ>

=0

und mit Axiom (R5)

L(R™) =V [ PW; (4.2. 14)
=0
Fiir jeden Raum W; gilt nach (R4)
few;, <« f@27)ew,, (4.2. 15)

denn ist f(z) = g(z) + h(z) fiir f € Vj41 zu finden, so sei fi(z) := f(2772) € V; und

f1(x) = go(x) + ho(x) wegen Vi = Vi + Wy. Dann folgt f(z) = f1(272) = go(27x) + go(272), so daB
wegen go(2/x) € V; und der Eindeutigkeit der Zerlegung h(z) = ho(2’x) folgt.

Der Einfachheit halber beschrénken wir uns im Folgenden auf den Fall einer Variablen (d = 1). Ziel ist

es dann, fiir Wy eine analoge Darstellung wie fiir V) zu gewinnen, d.h. eine erzeugende Funktion
(z) € Lo(IR) mit der Eigenschaft

Wo = span{(- —1)}°_ (4.2. 16)

derart, daf die Translate von ¥ (x) eine Riesz-Basis bilden. Dies lisst sich unter bestimmten
Bedingungen —die im nichsten Abschnitt noch ausfiihrlich untersucht werden —zeigen. Nach (4.2. 15)
gilt dann sofort allgemeiner

W; = span{;}7°_ pji(x) = 2j/2w(2jx — l)

und die obige Zerlegung des Lo (IR) impliziert

F@)=>" 3" aju(fHvjul) (4.2.17)

j=01=—00

mit gewissen Koeflizienten a;;(f). Aus der Forderung W; L V; in (4.2. 13) folgt ferner W; L Wj,4,
d. h. die W; sind zueinander orthogonal. Falls nun noch die Translate {¢)(z —{)}{°__ eine ONB bilden
wiirden, d. h. es wiirde dann allgemeiner gelten

(s, %57,0) = 85500, (4.2. 18)

so hétte man ein vollstdndiges Orthonormalsystem fiir Ly(R) konstruiert und konnte die a;;(f) als
" Fourierkoeffizienten ”

azi(f) = (f,50) (4.2.19)

dieser ONB ansehen.

Stattdessen spricht man von den Wawelet-Koeffizienten der Funktion f und bezeichnet die Abbildung,
die f seine Wavelet-Koeffizienten zuordnet, als diskrete Wavelet-Transformation (DWT). Sie ist ein
Spezialfall der Abbildung (4.1. 25), die in Abschnitt 4.1.2 als Analogon zur CWT eingefiihrt wurde.
Um dies noch besser heraus zu arbeiten, kann man die Skala {V;}52, zu {V;}72 erweitern, die

j==—o0

Axiome (R1)-(R5) beibehalten und das oben erwéhnte Axiom (R6) hinzufiigen. Fordern wir dann(4.2.
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13) fiir alle j € IZ, so kénnen wir (4.2. 14) als Lo(R™) = ;2 W; schreiben und in (4.2. 17) die
Summe tiber alle j € IZ erstrecken.

Der Vergleich von (4.2. 19) mit (4.1. 25) bzw. von (4.2. 17) mit(4.1. 10) zeigt dann, daf die Parameter b
der Translation und a der Dilatation nun statt ganz IR nur noch diskrete Teilmengen durchlaufen, und
zwar nimmt

e a alle Werte aus {27]j € IZ} und
e b alle Werte aus {271[j,1 € IZ}

an. Formel (4.2. 19) entspricht also einer Zerlegung in Wavelet-Koeffizienten analog zur klassischen
Zerlegung in Fourierkoeffizienten, (4.2. 17) bildet eine Rekonstruktionsformel analog zur klassischen
Fourierreihe. In diesem Sinne wird also die Sprechweise ” Wavelets ” bzw. ”diskrete
Wavelet-Transformation” klar.

Bemerkung 4.2.4 Zerlequngen in orthogonale Unterrdume kennt man auch in der klassischen
Spektralanalysis in Hilbert-Rdumen. Hier ist jedoch das entscheidende Kriterium, daf die einzelnen
Unterrdume durch duflerst einfache Operationen auseinander enstehen und dies zu effizienten
Algorithmen zur Approximation von Funktionen fihrt.

Um diesen Punkt noch etwas zu illustrieren, betrachten wir die Orthogonalprojektionen
Pj: Ly(R™) =V, f—= Pjf und Q; : Lo(IR™) — W : f— Q; f. Wegen der Eindeutigkeit der
Zerlegung in (4.2. 13) kann man

Pipgf=Pif+Q;f

schreiben. Um die Approximation in Vj41 zu erhalten, muss man Pjy; f nicht vollstéindig neu
berechnen. Vielmehr reicht es, die gegeniiber P; f neu hinzukommenden Informationen (also Q;f) zu
bestimmen und diese zu P; hinzuzufiigen. Dies verringert den Aufwand deutlich, denn die Berechnung
von Pji f wiirde in Vj4, stattfinden, die von @; kann auf dem Unterraum W; durchgefiihrt werden.
Fiihrt man dieses Prinzip nun weiter, so erhélt man offensichtlich

J
Piif = Pof + 3 Quf. (4.2. 20)
i=0
Die in (4.2. 14) geforderte Orthogonalitit liefert auerdem noch nach Satz 1.3 der Einleitung
(f=Pirfs f =P ) =, /) = (B f. f) = (Q; f. ) = ||f||2 - ||ijH2 - ||ijH2

und daher fiir den Fehler in der Ly -Norm die Zerlegung

7
If = PipafII” = 11f = PofII” = > _llQif11*.
1=0

Wegen der Orthogonalitét in (4.2. 20) kann man dann den Fehler durch die Fourier-Koeffizienten in
(4.2. 19) angeben :

1f = Pia S = 1f = PofI* = D 1(f, 0 (22 = 1)) (4.2. 21)
=0

Anschaulich bedeutet dies folgendes:

e Man startet mit einer groben Approximation Pyf. Py stellt dabei in aller Regel einen
Tiefpassfilter dar, d. h. es werden nur die groflen Strukturen erfasst.

e Dann fiigt man hohere Frequenzanteile hinzu, d. h. verbessert die Approximation durch feinere
Details.
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e Im Grenzfall hat man es also mit einer Zerlegung des gesamten Frequenzspektrums in
verschiedene Bénder zu tun. Mit anderen Worten: man betrachtet immer feiner werdende
Strukturen des Signals.

Besonders durchsichtig werden die Begriffsbildungen der MRA bei der Zerlegung von bandbegrenzten
Funktionen einer Variablen in Wavelets. Dies kann direkt (ohne die Verwendung der noch zu
entwickelnden allgemeinen Theorie) geschehen. Wir betrachten dazu

o(x) = sinc Tz cd(v) = xw (v) W = [—m, 7] (4.2. 22)
Das Shannon-Abtasttheorem (Satz 2.14) liefert mit w = o /7 > 0

fl@) = Zf(k/w)smc m(wr — k), f € Bo,
wobei B, := {f € Ly(RR) : | f(v)| = 0, [v|ec}. Speziell gilt also fiir w = 27
fl@) = i fk27 ") sine n(2"x — k).

Betrachtet man fiir dieses ¢ die MRA mit den Réumen
Vi, = span{p(2rx — k) }rewz,

so folgt Vi, = Bgron, speziell
Vo ={f € Ly(R) : supp f(v) C [-m, 7|},  Vi={f€ Lo(R): supp f(v) C [-2n,27]}

Der Satz von Plancherel zeigt dann sofort, daf3
Wo ={g € L2(R) : supp §(v) C [-2m, —7] U [7, 27]}. (4.2. 23)

Es ist also Wy die Vereinigung der beiden Frequenzbénder,die [—m, 7] zu [—27, 27| ergéinzen. Fiir
beliebige j umfasst W; die Funktionen mit Frequenzbereich in [—m2/ ™1, —727](J [727, 727 1]
Diese Zerlegung in Frequenzbénder motiviert anschaulich die Terminologie ” Multiresolution”. Die
Fourier ~Transformation des erzeugenden Wavelets ¢(x) fiir Wy in (4.2. 16) lautet dann

(o) = %[x[,%,m (&) = X (@) (4.2. 24)

Man kann mittels des Kriteriums von Lemma 3.1.3 leicht zeigen, dafl seine ganzzahligen Translate wie

bei einer Wavelet-Basis verlangt eine ONB bilden.

Ein anderes klassisches Beispiel liefert die Wahl
Vo ={f € L(R): f()

d.h. der Raum aller stiickweise konstanten Funktionen mit ganzzahligen Sprungstellen. Als Erzeugende
kann man ¢(z) = X[0,1](z) nehmen. Die Rdume V;, ergeben sich dann als

[ii+1) = konstant, € IZ}, (4.2. 25)

Vo = Span{X[k/z,(k-H)/z] (%) e, (4.2. 26)

d.h. sie bestehen aus Funktionen gleichen Typs, jedoch mit der Gitterweite 27%. Man kann sich leicht
iiberlegen (vergleiche mit(4.44)), da8

H(z) == x[0,1/21(%) = X[1/2,11(7) (4.2.27)

senkrecht zu allen ganzzahligen Translaten von x[o 1](x) steht und daf alle ganzzahligen Translate von
H(z) orthogonal zueinander sind. Ferner sieht man, dafl Vp zu V; komplementiert wird durch den Raum
aller Translate von H(x).

Damit sind wieder die Voraussetzungen fiir eine Wavelet-Basis erfiillt. Das enstehende
Orthogonalsystem span{H (2/z — k)}k, jer ist bereits 1910 von A.Haar konstruiert worden. Die
Funktion H(z) wurde in (4.12) schon als (kontinuierliches) Wavelet angegeben und ist wie in der
Einleitung erwihnt das &lteste Beispiel eines Wavelets. Als seine Verallgemeinerungen sind diejenigen
Wavelets bzw. Prewavelets anzusehen, die aus der Wahl von Splinerdumen fiir Vj resultieren.
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4.2.3 Charakterisierung von Wavelets

Unter der Annahme, dafl die Translate von ¢ € Ly(IR) eine ONB fiir V4 bilden und da88 ¢ die Losung
der Verfeinerungs— bzw. Skalierungsgleichung von Lemma 4.4 ist, suchen wir nun nach Kriterien fiir die
Existenz und Charakterisierung eines Wavelets 1. Dazu verwenden wir eine solche
Skalierungs-Gleichung auch fiir ¢. Wir setzen nach Axiom (R4) an:

= Z 9e$(2x — k), {9k }ker € L(IZ). (4.2. 28)
kel

Analog zum Symbol H(z) in (4.2. 6) definieren wir dann
_ = k
=Y gt (4.2. 29)
k=—c0

Die Aufgabe ist nun, die definierenden Eigenschaften von ¢ durch das Symbol G(z) zu charakterisieren,
d. h. die Eigenschaften V; =V, @ Wy, Wy L V) wobei die Translate von 1 eine ONB fiir W} bilden
sollen. Zunéchst geben wir ein notwendiges Kriterium dafiir an, dal die Translate von ¢ eine ONB
bilden.

Lemma 4.2.2 Bilden die Translate von ¢ eine ONB fiir Vo = Sa(¢), so gilt notwendig
|H(2)|> + |H(—2)]* = 1, z=e " (4.2. 30)
fiir das Symbol H(z) in (4.2. 6). Ferner gilt unter der Annahme $(0) # 0

H(1)=1 (4.2. 31)

BEWEIS: Unter Benutzung der Fourier-Transformation (4.2. 6) der Verfeinerungs-Gleichung mit 2v statt
v rechnet man leicht nach

1= i |6(20 + 2km)|? = i ‘H(eﬂ (v+km) )q?)(v—kkm)’
k=—o0

k=—o0

2

_ i ’H(eﬂ (v+km) )QB(U + kﬂ)’Q + i ’H(eﬂ UHW))(;B(U + k)

‘ 2

k=—o0 =—00
k gerade k ungerade
:‘H( ’“’| Z|q§v+27r] \2+’H *w‘ Z|¢v+7r+27r])|

JEZ JjEZ
—iv\|2 —iv\|2
= [H(eT) [+ [H (=)
Nach Kriterium (3.1. 14) von Lemma 3.1.3 gilt fiir eine ONB von Translaten

Y 1620+ 2km)* = 9, ](v)

k=—o00

und es folgt (4.2. 30). Einsetzen von v = 0 ergibt direkt (4.2. 31). O

Bemerkung 4.2.5 Aussage (4.2. 30) ist keineswegs hinreichend fiir eine ONB; es gibt Gegenbeispiele.
Nach [Daubechies92] (Seite 177) wihle

1 1 . . 3v
-1 3y _ 7(1 —3w/2) _ ,—3iv/2
5 ( + z ) 5 +e e coS —2

Aus dem Beweis von Satz 4.2.1 folgt

H(z):=

d(v) = ﬁ H(e_Qijw)é@_kv).

j=1
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Nun benutzen wir die Formel

J . o .
—: . sin 27ty . sinx .
H cos(277z) = lim ————— = lim ST = sincr,
J—0 4 . 2sin27Jx J—oo 27/ sin2 7z
j=

mit der

Fiir v = 27/3 wird dieser Ausdruck jedoch null, so daf§ nach Satz 3.2 die Translate von ¢ keine
Riesz-Basis bilden.

Bemerkung 4.2.6 Hinreichende und notwendige Bedingungen an H(z) fir eine ONB sind im
Vergleich zu denen von Lemma 4.5 kompliziert, wie wir noch sehen werden. Wichtige Arbeiten dazu sind

[Lawton91] und [Cohen90)].

Als néchstes driicken wir die Orthogonalitdt ¢ L Vo mittels der Symbole G(z) und H(z) aus.

Lemma 4.2.3 Die Translate von ¢ seien eine ONB fiir V. Genau dann gilt ¢ L Vy, wenn

H(z)G(z) + H(—2)G(—=2) =0, z=e", (4.2. 32)

BEWEIS: Kriterium (3.1. 13) aus Lemma 3.1.3 zeigt, dal ¢ L span{¢(- — @) }aer dquivalent zu
{1@ (;AS} (v) = 0 ist. Wir berechnen also unter Verwendung der Fourier-Transformation der

Skalierungsgleichungen fiir ¢ und v
[0.0](0) =50 b0 + 2mk) (v + 2mk) = 50, H (%727 ) G em/2770) | (3 + k) ‘2
= Sk ungerade H (&™) G (e /270) [3(3 + o)
+ Sk gorade H (e )T (e=0/2) [ (3 + k)|

= H(e )G [6,6](3) + H (—e /) G(=e=72)[6,0] (3 + )

Nach Lemma 3.1.3 gilt [QAS g{)]( ) = 1 weil die Translate eine ONB bilden. Damit folgt

X

und die Aussage des Lemmas folgt aus dem bereits erwdhnten Kriterium. O

( 7iv/2>W+H(_67w/2>m

Bemerkung 4.2.7 Ohne die Voraussetzung der Orthogonalitit der Translate von ¢, d.h. sie bilden
nur eine Riesz-Basis, wird die Orthogonalitit von v zu Vi durch eine allgemeinere Relation beschrieben.
Aus dem Beweis des obigen Lemmas folgt ndmlich mit

() = H(e™") - [4.6] (v)

Y1V <= H@G(Ee ™)+ Hw+m)G (e ilvtm) =0
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Damit ist im Prinzip eine algebraische Beschreibung von Pre-Wavelets, d.h. von Rdumen Wy C V7, die
orthogonal zu Vj sind, gegeben. Im néchsten Abschnitt wird dies genauer untersucht und auch die
Eigenschaft einer Riesz-Basis mit einbezogen. Zuniichst aber wird mit Hilfe des Symbols G(z) fiir
Wavelets im eigentlichen Sinne folgender Satz angegeben, der das Kriterium von Lemma 4.2.3 erweitert.

Satz 4.2.3 (Charakterisierungssatz fiir Wavelets) Die Funktion ¢ erfiille die Bedingungen von
Satz 4.2.1, erzeuge also eine MRA, und die Translate von ¢ seien eine ONB. Ferner sei 1 € Lo(IR) sei
Lésung einer Skalierungsgleichung mit Symbol G(z).

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. 9 ist ein Wavelet.

2. Die Matrixz

Mpy.c(z) = H(z) G¢(2) z=e ™
H(-z) G(-2)
ist fir alle v unitdr.
3. FEs gelten
H(z2)H(z)+ H(—2)H(—z) =1,
G(2)G(z) + G(—2)G(—=2) =1,
H(2)G(z) + H(—2)G(—z) =0,
G(z)H(z)+ G(—2)H(—2) =0
4. Es gelten

BEwEIS: Die Aquivalenz der Aussagen 2. und 3. folgt einfach dadurch, daB sich die vier Identitéiten von
Aussage 3. zusammengefafit als
Mﬁ75(z) . Mva(Z) =1d

s_theiben lassen. Zum Beweis der Aquiyalenz mit 4. fithrt man die Vektoren
G = (G1,G2)" := (G(2),G(~2)) und H = (Hy,H3)" := (H(z), H(—%2)) ein. Dann ist Aussage 2.

dquivalent zu HéH = HﬁH =1 und (C_j, ﬁ) =0, d.h. zur Orthonormiertheit der Spaltenvektoren der

Matrix My . Aquivalent dazu bedeuten die Gleichungen in 4. die Orthonormiertheit der
Zeilenvektoren, wobei zu beachten ist, dafl von den vier entsprechenden Gleichungen zwei redundant
sind, da die zweite Zeile von Mg ¢ aus der ersten durch Ubergang von z zu —z entsteht.

Um die Aquivalenz mit Ausage 1. zu beweisen, beachte zunichst, dal wegen der vorausgesetzten
Orthonormalitéit der Translate von ¢ die erste Gleichung in Aussage 3. a priori nach Lemma 4.5 gilt.
Dann kann man die aus (4.2. 28) folgende Identitiit ¢)(v) = G(e“’)q@(v/?) benutzen, um mit dem
gleichen Beweis wie in Lemma 4.5 zu zeigen, dafl die Orthonormalitéit der Translate von v dquivalent zu

1= i ’1&(21}4—21{;77)‘2 2

k=—o0

=) +leEe™)

ist, d.h. nach Lemma 3.1.3 dquivalent zur zweiten Gleichung von Aussage 3.
Nach Lemma 4.6 ist ferner die dritte Gleichung in Aussage 3. dquivalent zur Orthogonalitéit der
Translate von ¢ zu Vj, wiahrend die vierte Gleichung durch Konjugation aus dieser entsteht.
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Es bleibt noch V; = Vi & Wy zu zeigen, damit v alle gewiinschten Eigenschaften eines Wavelets besitzt.
Dazu beachten wir, daf jede Funktion f € V; geméfi Axiom (R4) als

fl@)= > apr—k),  {ax} € l2(1Z) (4.2. 33)

geschrieben werden kann. Es sei dann g € Vi @ Wy die beste Approximation zu f. Nach Satz 1.3 der
Einleitung gilt fiir den Fehler

1F = glls = IFI1* = D1 o = D) =D 1(f (- = D)%,
1 1
wobei wir beniitzt haben, dafl die Translate von ¢ und v bereits eine ONB bilden. Wendet man die
mittlere Formel von Lemma 3.4 von Unterabschnitt 3.1.2 auf die gemé8 (3.1. 11) definierten Folgen

{e(f, HDI2_ ooy {e(f,0) (D)} _ o und {c(f, ¥)(1)}72 _ ., mit den entprechenden Funktionen in (3.1. 12)
an, so lassen sich diese drei Terme ausdriicken durch

5 a2
1705 = |17 A1),
A2
S isoc- 0P = [iFa,,,
a2
St -0f = |l

l

Dies in den Ausdruck fiir den Fehler ||f — g||> eingesetzt ergibt

2

> i B (P (F
17 =ollz = |7, A= 1F.0)= 1,91 . (4:2. 34)
Nun gilt auf Grund von (4.2. 33)
Fv) = A(e*iv/Q)gﬁ(u/m, Az) == % 3 anz
k
Damit kann man [f, f](v) wie im Beweis von Lemma 4.2.2 weiter umformen zu
[f, fl(20) = |A(2)]? + |A(=2)]?,  z:=e ™. (4.2. 35)

In gleicher Weise folgen

[/, d)(2v
[f,9](20) = A(2)G(z) + A(=2)G(~=2)

Multipliziert man hier nun die erste Gleichung mit H(z) , die zweite mit G(z) und addiert sie, so liefert
Aussage 4 durch seine dritte Gleichung

A(2) = [, 91(20) H (2) + [f,4](20)G(2).
Analog erhilt man
A(=2) = [f,9)(20)H(=2) + [f,4](20)G(~2)
und weiter mit den Gleichungen von Aussage 3 folgt
[AR)]? + [A(=2)] = |1f, 21 (2v) > + |[f, ¥1(20) >

Dies setzen wir in (4.2. 35) ein und das erhaltene Resultat weiter in (4.2. 34). Dann folgt || f — gHg =0
und somit die gewiinschte Eigenschaft V; = V5 & Wy . |
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Korollar 4.2.1 Es seien die Voraussetzungen an ¢ die gleichen wie im vorigen Satz und H(z) das
Symbol der Verfeinerungsgleichung mit Koeffizienten {hy} € l1(IZ). Dann ist ¢ € Vi mit Symbol der
Verfeinerungsgleichung G(z) ein Wavelet genau dann, wenn

G(z) = a(2)H(—2) (4.2. 36)
gilt, wobei a(z) eine stetige Funktion mit a(—z) = —a(z) und
la(z)| = 1, z = exp(—iv) (4.2. 37)

15t.

BEWEIS: Die erste und die letzte der drei Gleichungen unter Punkt 3. des obigen Satzes liefern fiir die
Grossen € := H(z) und n := H(—z) die Beziehungen

H(z)§+ H(-2z)n=1
G(2)6 +G(—2)n =

mit der Losung

L G(=2)
H(=z)= det My c(—=z)’

Nach dem vorigen Satz ist die Matrix My ¢ unitér. Daher folgt (4.2. 36) mit |a(z)| =1 fiir |2| =1,
wobei a(z) := |det My c(z)| gesetzt wurde. Ferner gilt

det My c(z) = H(—2)G(2) — H(2)G(—z) = —det My c(—=z),

d. h. a(—z) = —a(z). Umgekehrt folgt aus den letzten beiden Beziehungen

G(2)H(z) + G(—2)H(—2) = a(—2)G(2)G(—2) + a(2)G(—2)G(z) = 0,
d. h.(4.2. 32). Ferner gilt dann
G +1G(=2)* = [H(2)]* + [H(=2)]* =1,

so daf} die beiden Gleichungen aus Aussage 3. des vorigen Satzes erfiillt sind. Damit ist ¢ definiert
durch (4.2. 28) und (4.2. 36) das gewiinschte Wavelet, denn aus (4.2. 36) folgt offensichtlich
G(e™) € Ly(—m, ), so dass die Koeffizienten g, von G(z) in l3(IZ) liegen. O

Die einfachste Wahl fiir a(z), mit der (4.2. 36 und (4.2. 37) erfiillt sind, ist — bis auf das Vorzeichen —
a(z) = —z.
Dies ergibt
Yoot =G(z) = —zH(=2) = =2)_m(=2)',  gp=(-1)*hiy (4.2. 38)
k ]

Diese spezielle Wahl hat einige Vorteile. Von theoretischer Seite betrachtet iibertragen sich viele
Eigenschaften der Folge {hy}, z. B. ihre endliche Linge direkt auf die Folge {gx}. Von der praktischen
Seite her betrachtet vereinfacht sich die Implementierung.

4.2.4 Existenz von Wavelets

In den beiden vorangegangenen Unterabschnitten wurde klar, dafl die Verfeinerungsgleichung den
Schliissel zur Beschreibung von Wavelets liefert.In diesem Unterabschnitt wollen wir daher die Existenz
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und Eindeutigkeit einer Losung dieser Gleichung untersuchen. Dazu definieren wir zur Folge {hj }ren
den Operator

fELR) = (Tf)(x):=> hf2x-1). (4.2. 39)
!
Die Fourier-Transformation dieses Operators lautet
~ 1 ~/v . . &
TFw) = = (f) hpe— /2 — H( *“1/2) (7) 42.4
f@) 2f2§ljle ) (5 (4.2. 40)
wie man sofort aus Relation (4.2. 6) entnimmt. Diese lésst sich nun als

d(v) = Té(v) (4.2, 41)

schreiben, d.h.i) ist Fixpunkt des Operators T. Um die Existenz einer Losung (]B zu zeigen, ist es daher
naheliegend, den Operator T iterativ anzuwenden. In Verallgemeinerung dieser schon in (4.2. 8)
benutzten Idee gilt dann

Tifw) = [[H ( 2 ’W>f 27"my), (4.2. 42)
j=1
Wir zeigen nun

Lemma 4.2.4 Unter der Voraussetzung S |k|°|hi| < oo fiir ein § > 0 und der Normierungsbedingung
H(1) =1 streben die Fourier-Tranformationen T;‘f(v) von f € L1(IR) unter der Normierungsbedingung
H(1) =1 gleichmdfig und absolut auf jedem Kompaktum von IR gegen eine stetige Funktion F(v). Sie
ist gegeben durch

=TT a(e )i
j=1
und erfillt die Gleichung

Flv) = H(e—“’ﬂ)F(g). (4.2. 43)

BEWEIS: Beachte zuniichst, da|sinz| < Ks|z|? fiir alle 2 € R mit einer Konstanten K gilt. Wegen
H(1) =1 gelten dann die Ungleichungen

7znv -1

) <53

)| < Z |hn| [sinv/2| < Cg|v|™n(19)

mit einer Konstanten Cj. Setze d(v) := |v|™»(19) so daf
[H(e™)] <1+ Csd(v) < 1.

Fiir das N-te bzw. M-te Teilprodukt, N > M, folgt
N N
—qv277 —iv277 —w277 _ —iv277
() - He) < ) o 11 s
N—1 N
< exp <C’5 Z 2_j5d(v)> 1- H H(e‘i”fj)

j=1 J=M+1
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Die Grofie

N

Dyoai= 11— H H(e—ivz—f)

j=M+1
mit N > M 1aft sich nun abschéitzen durch
D < _gleiv2 ™! —ip2~ M1
Nm < e + |Hle Dy 41
(M+1)6

< 052_(M+1)6d(v) + eCsd(v)27 DN.ars1-

Iterative Anwendung dieser Ungleichung ergibt

N j
Dy, < Csd(v) Z 277% exp (ng(v) Z 2_15)

j=M+1 I=M+1
N .
< Csd(v) Z 279 exp Csd(v) = 0, N > M — oo
J=M+1

fiir alle |v| < R. Das heif}t, daf3 die Folge va:l H(exp (—2’%1})) auf jedem Kompaktum von C eine
Cauchy-Folge bildet; hieraus folgt der erste Teil der Aussage des Lemmas.
Der zweite Teil, d.h. Gleichung (4.2. 43) folgt direkt aus

F(v) = H<e—w/2) EH<6MU) _ F(g)H<e—w/2>

Die Eindeutigkeit von ¢ € Li(IR) mit ¢ = F und (ﬁ(O) =1 ist eine direkte Folge des Satzes iiber die
Eindeutigkeit der inversen Fourier-Transformation ( Satz 2.4, Teil 3 ). O

Bemerkung: Eine einfachere hinreichende Voraussetzung ist, da§ die Maske {h,} endlichen Tréiger hat.
Aus obigem Lemma folgt, dafl es hochstens eine Funktion ¢(z) = F~1[F] € L1 (IR) gibt, die die
Verfeinerungsgleichung (4.2. 2) und die Normierungsbedingung ¢(0) = fR f(x)dz =1 erfiillt. Es folgt
aber noch nicht ¢ € Ly(IR), was ja fiir eine MRA per Definition gefordert wird. Dazu muf} die inverse
Fourier-Transformation auf F' angewandt werden kénnen. Nach der Theorie in den Abschnitten 2.1, 2.2

kann das dadurch geschehen, daf entweder F' € Li(IR) oder F € Ly(IR) gezeigt wird. Ein Kriterium fiir
letzteres gibt

Lemma 4.2.5 (Mallat 1989) Erfillt die Maske {h}, .y, die Voraussetzungen des vorigen Lemmas
und das Symbol H(z) die Bedingung (4.2. 30), so liegt die Grenzfunktion F in Lo(IR) und
¢ :=F 'F € Ly(R) lést die Verfeinerungsgleichung.

BEWEIS: Um F(v) € La(IR) zu zeigen, setze (fiir kK = 0 wird das Produkt gleich 1 gesetzt)

k -
fk(U) = H H(e_i7)27J)X[72k7r,2k7r] (U)
j=1

Dann strebt fi(v) nach dem vorigen gegen F'(v). Weiter gilt unter Ausnutzung der Eigenschaft (4.2. 30)
des Symbols H(z)

Ol (e
= /02k77j_1:[i ‘H(efiwﬂ') ’2 (‘H(eivzk) 2 n ‘H<€7iv2,k+m) 2
A (LG [

i=1 -
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Also gilt || fello = || fe—1ll; = --- = || foll; = 1 und daher nach dem Lemma von Fatou

/ |F(v)[?dv < limsup/ | fr(0)]? dv = 1.
R R

k—oc0

Damit ist der erste Teil der Behauptung gezeigt. Nach dem Satz von Plancherel existiert nun ¢ := F~1F
in Ly(IR). Anwendung von F~! auf beide Seiten dieser Gleichung liefert die Behauptung fiir ¢. O

Um nun nach Satz 4.3 und Korollar 4.1 des vorigen Abschnitts Wavelets konstruieren zu kénnen, fehlt
noch der Nachweis, da§ die Translate von ¢ aus diesem Satz eine ONB bilden, denn aus ¢ € Ly(IR)
folgt dies keineswegs automatisch. Zwar haben wir in Lemma 4.3 gezeigt, dal die oben vorausgesetzte
Bedingung (4.2. 30) an H(z) notwendig fiir diese Eigenschaft ist. Jedoch ist sie keineswegs hinreichend,
wie das danach folgende Beispiel zeigte.

Um eine Idee fiir ein hinreichendes Kriterium zu bekommen, untersuchen wir die Folge { fx} aus dem
vorigen Lemma genauer. Dazu setzen wir fi(v) = ¢y (v) und erhalten ¢y, € Ly(IR) durch Anwendung
der Fourier-Umkehrtransformation auf ¢ € La(IR). Die Translate dieser ¢y bilden aber ein ONS, denn
mit der Parseval-Formel folgt

~ 2k7r .
271'/R¢k(v)¢k(a: —n)dv = /qugk(v)em”qﬁk(v) dv = /72% e |fk(v)\2 dv
2

ok & 4 N2 k—1 S
— / einv H(e—zv2 ) H H(e—w2 J) dv
2 i1

-k

2k ) kN2 e\ (2 k—1 o ?
— / einv <‘H(ew2 )‘ + ‘H<_67w2 )‘ ) H H(e—w2 7) dv
0 ;
Jj=1
2k ?
= / el H H(e_“ﬂﬂ) dv = / e | fu(v)|* dv
0 j=1 —2k—1x

k—1 ok—1_
= 271'/ Ok—1(2)Pr—1(x —n) dx
R

Wendet man dies rekursiv bis £ = 1 an und anschlieflend fiir £ = 0 nur die ersten beiden Zeilen, so
ergibt sich

/ or(x)pp(x —n)dr = / do(z)do(x —n) = 27r/ |X[—7r,7r] |2 e dv = o,
R R R

da wir ¢o(v) = fo(v) = X[—n,x] (V) gesetzt haben.
Die gewiinschte Orthonormalitit wiirde einfach durch Grenziibergang aus

So,n — /R ¢(z)p(x —n) dr| = ‘/R (0x(z)dr(x — n) — d(x)p(x —n)) dx

o [ (- o) ao

folgen, wenn wir zeigen konnten, dafi die Folge {fx} auch im Ly-Sinne gegen 6 strebt. Das einfachste
Kriterium dafiir ist ([Mallat89])

< sl = o] | < 17 =]

|H(e™™)|=:q>0. (4.2. 44)

in
lv|<7/2

Dann wihle 6 so klein, dafl ‘dg(w)’ > 1/2 fiir |w| < & gilt. Dies ist moglich, weil ¢(0) = 1 und ¢ nach
Lemma 4.7 in jedem kompakten Intervall stetig ist. Sei nun jo derart, daf 277 |v| < § fiir |v]| < 7/2 gilt.
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Damit schreibe fiir jedes k > 1

k+jo N )
X[—2kn,2kn] (U)¢(U) = H H(67“}277)¢(2ik7]0’0)X[—2"’7r,2"’7r] (U)
j=1

= fu(w) ﬁ H(e*”?*k’j)qg(gf’f’jov)

=1

und schétze auf [—2F7, 2%7| mit (4.2. 44) ab:

ol 2

|fk(v)‘ < m < qjo

: =C ‘g{)(v)’
qio

~ 2 A
Daher besitzt ‘fk (v)‘ eine L;-Majorante C2 ‘qﬁ(v)

anwendbar. Das Bewiesene formulieren wir in

2
’ und der Satz von der majorisierten Konvergenz ist

Satz 4.2.4 (Mallat 1989) FErfiillt das Symbol H(x)) aufler den Voraussetzungen von Lemma 4.2.5
noch das Kriterium (4.64) von Mallat, so bilden die Translate der Funktion Grenzfunktion ¢ eine ONB.

Es gibt Untersuchungen von A. Cohen (Dissertation, 1990) und W. Lawton (ebenfalls 1990) iiber exakte
Kriterien fiir die Orthonormalitéit der Translate von ¢. Da das Kriterium von Lawton anschaulicher und
einfacher ist, sei es hier vorgestellt.

Satz 4.2.5 (Lawton, 1990) Es sei H(z) = (Zﬁ;o hnz") /2, z = exp(—iv), das Symbol einer
Verfeinerungsgleichung, das (4.2. 30) erfillt und sei ¢(v) die Limesfunktion nach Satz 4.2.4.
1. Es sei dann A = (Ay) die (2N — 1 x 2N — 1)-Matriz mit den Eintrigen

N
1 [
Ay = 3 nE:O honhi—214n, —-N+1<[,E<N-1

wobei h; fiir h ¢ {0,1,... ,N} formal zu 0 gesetzt wird. Hinreichend dafir, daf$ die Translate von ¢
eine ONB ist, daff zum Figenwert 1 von A nur ein eindimensionaler Figenraum existiert.

2. Hinreichend fiir Bedingung 1 ist, daf der fir f € Cor durch

ruf) = a1 () o) + it (=) 1 (5 )

definierte Operator Py als einziges invariantes Polynom t(v) nur das Polynom t(v) = 1 besitzt,
d. h. aus Pyt =t folgt notwendig t = 1.

BEWEIS: Zunichst zeigen wir, dafl 1 immer ein Eigenwert von A ist. Dazu sei b= (0,...,0,1,0,...,0)
mit der 1 in der Mitte. Dann folgt

N
(Ag)z = ZAzk(Sk,o = % Z Pnhin—21 = 610 = B,
k n=0

denn mit z = exp(—iv/2) folgt
2 _ _
= haluz" 4> hyhy(—2)"!
n,l

4= ‘Z hp 2" ’ + ‘Z hn(—2)"
n,l
S 9! Por¥e) RS of 0 o) IERIER of b oliiremy B
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so dass
1= Z %e_ij” Z |y
J n

Also ist b ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
Andererseits betrachte den Vektor @ = (a_n41,... ,q0,... ,an_1) mit a; := [ ¢(x)p(x — ) dz. Fiir
diesen gilt aufgrund der Verfeinerungsgleichung (2z — n = u)

N
1 _
o = Z hohom /¢2x—n (2z — 20 — )d 3 Z [ e R—
n,m=0 n,m=0
N—-1 o N
Z 7 Z hnhk—2l+n

k=—N-+1 n=0

Also gilt auch Ad = @ und nach Voraussetzung mufl @ = fyl_; mit v € IC gelten. Dann folgt aber mit den
Umformungen wie in Abschnitt 4.1.2

1 . . 2
Yooy =0y = /¢ x_z :%ellu;‘¢(2ﬁk+v’ dv,

. 2
so da8 )", ’(;S(v + 27Tk‘)’ = v gelten muB. In Satz 4.5 haben wir aber gesehen, dafl die Normierung

J ¢(x) dz =1 und die Verfeinerungsgleichung ¢(21k) = &g 1, implizieren, so da$ schlieBlich v = 1 und die
gewiinschte Orthogonalitat folgt.

Zu 2.: Wie schon oben benutzt gilt
1 —_ .
S Y
J n
mit z = exp(—iv/2) und daher fiir alle trigonometrischen Polynome f(v) =Y fi exp(—ikv)

|H ()| f( ) Zzlzhnmfl—k
[

Nach Definition von P, folgt damit

(Pof)(0) =35> ™ > hnho kfork

l k,n

DN | =

Fiir die Fourierkoeffizienten diese trigonometrischen Polynoms ergibt sich also

(Pof), Zh Tk fa—k =5 mezh [

Invarianz von f unter Py bedeutet nun, dafi (Pyf), = fi gilt, ist also dquivalent dazu, daf die
Koeffizientenfolge {f;} Eigenvektor der Matrix A in 2 ist. Laut Voraussetzung ist aber die
Koeflizientenfolge von f(v) = 1 die einzige fiir die dies iiberhaupt gilt. Daher ist b aus 1 der einzige
Eigenvektor zum Eigenwert 1. O

Ein allgemeiner (positiver) Effekt des Kriteriums von Lawton ist, daff es die Orthonormalitit der
Translate ¢ fiir ,fast alle Symbole H(z)“ mit der Eigenschaft (4.50) liefert. Das soll heilen, dafi die
Entartung des Eigenwerts 1 der Matrix ein Ausnahmefall ist, der nur unter zusétzlichen
Voraussetzungen auftritt.

Die Bedingung 2 von Lawton steht zunéchst isoliert da und es ist nicht klar, ob sie notwendig ist. Das
Bindeglied dazu liefert folgendes Ergebnis
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Satz 4.2.6 (A.Cohen, 1990) Es seien die Voraussetzungen von Satz 4.2.8 erfillt. Dann bilden die
Translate von ¢ ein ONS genau dann, wenn gilt:

1. Es ezistiert eine kompakte Menge K, die kongruent modulo 21 zu [—7, x| ist, d. h. das Maf$ von
K sei 21 und zu jedem & € [—m, ] existiert ein l € I, so daff § +2nl € K.

2. Es existiert ein Umgebung um 0, so dafS

inf inf ‘H(e_rki”) >0

E>0£€K

Lawton und Cohen konnten kurz danach die Aquivalenz dieses Kriteriums zu dem in Satz 4.2.5 zeigen
(eine ausfiihrliche Darstellung dieses Sachverhalts ist in [Daubechies92], Seiten 192f, zu finden ).

Es ist evident, daf§ 2. eine schwiichere Bedingung als das Mallatsche Kriterium ist. Cohen konnte
genauer zeigen, daf fiir 2. hinreichend ist, daf |H (exp(—iv)‘ in [—7/3,7/3] keine Nullstelle hat (das
Mallatsche Kriterium fordert dies fiir [—m/2,7/2]). Beziiglich der Einzelheiten zu obigem Satz sei
wieder auf [Daubechies92], S.182-187 verwiesen.
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4.3 Konstruktion spezieller Wavelets

4.3.1 Spline-Wavelets und Wavelets vom Paley-Littlewood-Typ

Ist eine Funktion ¢ gegeben, die einen translationsinvarianten Raum Vy = Sa(¢) C La(IR) erzeugt und
deren Translate eine Riesz-Basis bilden, so kann man auf Grund der bisherigen Uberlegungen zur
Konstruktion von Wavelets wie folgt vorgehen:

e Durch den Ubergang Gortho = Ps Per

(6. (w)

bilde eine ONB aus den Translaten von ¢, . Konkret kann man ¢, (z) = > 72 bpo(z — k)
ansetzen und die by nach Korollar 3.1 aus der Laurent-Entwicklung von

_— bz c(o :c—
z<¢¢>< - n i) [ HedE=)

k=—o00
ermitteln. Eine Alternative stellt das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierung-Verfahren dar.

e Berechne dann die Maske von ¢, und daraus die Maske des Mutterwavelets (mother wavelet) 1
geméf Korollar 4.2.1.

e Untersuche das Wavelet auf wiinschenswerte Eigenschaften (Kompakter Triger, Glattheit, gutes
Approximationsverhalten, ... ).

Der erste Teil dieses Programms ist immer durchfithrbar. Bei dem zweiten geht es darum, das Symbol
der Verfeinerungsgleichung fiir ¢, zu finden. Man kann dies direkt auf die Bestimmung des Symbols
H(z) von ¢ zuriickfithren, denn aus obiger Relation leitet man sofort ab

n w éaé (W/2> )
H.(z) = ow/2) = H(z)[ } , z=e /2,

$w) [6.6] @)

AnschlieBend kann man daraus das Symbol G(z) von 9 gemifl (4.2. 38) bestimmen (—z = e~ #(«/2+m);

(4.3. 1)

[6,6] w/2+m)

G(z) = —zH.(—z) = —zH(—2) [(;As (ﬂ ©)

. (4.3.2)

Alternativ kann man statt von der Erzeugenden ¢ von einer gegebenen Maske ausgehen und dann erst
¢ als Losung der zugehorigen Verfeinerungsgleichung bestimmen derart, daf$ nach Abschnitt 4.2.4 seine
Translate eine ONB bilden.

Zunichst sollen aber Beispiele fiir das direkte Vorgehen vorgestellt werden. Das einfachste Beispiel,
nidmlich das Haar-Wavelet, ist bereits in Abschnitt 4.2.3 durch (4.2. 27) angegeben worden. Es ordnet
sich in die allgemeine Theorie mit der speziellen Verfeinerungsgleichung

() = xp0,1(T) = X[0,1/21(%) + X[1/2,1(%) = ¢(22) + P22 — 1)

ein. Aus ihr folgt, daB (4.2. 27) ein Spezialfall von (4.2. 38) ist. Leider hat das Haar-Wavelet noch grofie
Nachteile: es ist nicht glatt, seine Fourier- Tranformierte ¢(w) = (1 — e~ ™) /iw = e~*/2sincw/2 ist nicht
gut lokalisiert, d.h. klingt nur schwach in den ”Frequenzen w” ab, und seine Translate liefern auch keine
gute Approximation. Die Erkliarung fiir letztere Tatsache folgt spéter in einem allgemeinen Rahmen.
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Es liegt nun nahe, fiir ¢ eine Splinefunktion hoheren Grades mit kompaktem Triger zu nehmen. Die
Wahl ¢ = Ny, als Erzeugende liefert eine MRA mit den Spline-R&umen V; = S,(C}g, h =277 aus (3.3.

28), d.h. S,(chQ) = span{No x(vh — 1)}, - Nach Lemma 3.3.7 ergibt sich fiir die Maske {h; 1} von No
das Symbol

1
H(z) = Hy(z) = < +Z> == Z hjn?. (4.3. 3)
j*ft)o
Entscheidend fiir die Anwendung obiger Formeln ist aber die Funktion [é, g?)] (w), fiir die wegen
Nox(w) = e7™/2 N, (w) nach (3.3. 43) folgende explizite Darstellung gilt:
L1k

{dA% ¢] (w) = [Ng),k»NE),k} (w) = [NkaNk}( )= 2k~ 1!

Dabei bezeichnet Eo_1(z) das Euler-Frobenius-Polynom vom Grad 2k — 2. Nach Lemma 3.3.6 ist
1/FEsk—1(z) wohldefiniert in einem Kreisring um den Einheitskreis, so daf§ die Translate von

v Bor1(2), z=e W, (4.3. 4)

or(w) = me(w) (4.3. 5)

eine ONB fiir Vj = S,il) liefern. Nach (4.3. 2),(4.3. 3) und (4.3. 4) ergibt sich fiir die Maske Gy (z) des
assoziierten Wavelets ¢,

k _
Gk(z)z(l_z) w_Z)k Bualze) e, (4.3. 6)

2 Eor—1(22)

Benutzt man die in einem Kreisring um |z| = 1 konvergente Laurent-Entwicklung

(*Z)k_lEzk 1(

so kann man dadurch die Koeffizienten {gy} von G (z) ausrechnen und folglich das Wavelet

Yr(z) =2 q19(x = 1).

Man stellt dann fest, daBl ¢y () und ¥ (z) beide exponentiell in |z| abklingen. Betrachtet man die
Fourier-Tranformierten, so verhilt sich ¢y (w) wegen [Nk,Nk} (w) > 2(2/m)* nach (3.3. 45) wie |w|* fiir

|w| = oo, d.h. sie klingt nur polynomial ab. Das Gleiche gilt fiir 1/3(&1), wie man aus der Relation
P(w/2) = Gr(e™™/?)p(w) und (4.3. 6) ersehen kann. In der Literatur sind diese Wavelets als Battle-
Lemarie-Wavelets bekannt ([?]), wobei erwédhnt werden sollte, dafi die ONB aus Translaten von

¢ = Ny, und ihre Eigenschaften bereits 1972 von Ciesielski-Domsta ([CD]) beschrieben wurde.

,Dual“ zur Konstruktion von Spline-Wavelets kann man von einer erzeugenden Funktion ¢ ausgehen,
die eine Fourier-Transformierte mit kompaktem Trager besitzt. Dazu betrachten wir zunéichst in leichter
Verallgemeinerung von Unterabschnitt 4.2.2 Funktionen ¢ € Ly(IR) der Form

¢ = X2, bzw.  ¢(z) = W(2rz), (4.3.7)

wobei W (x) die Transferfunktion nach (2.3. 6) eines kompakten Gebietes W C IR™ ist. Hier ergibt sich
eine relativ einfache Moglichkeit zur Konstruktion von Orthonormalbasen und dariiber h inaus von
Wavelets.

Nach Lemma 3.1.3 ist die Orthonormalitédt der Translate von ¢ dquivalent zur Relation

[({s, é} (v) == i ‘q@(v n 27rk)‘2 =1 (4.3. 8)

k=—o0

Am Ende von Unterabschnitt 3.1.3 haben wir gesehen, dafl dies sofort fiir Fundamentalgebiete W des
IR™ folgt, d. h. Gebiete mit den Eigenschaften
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L Ukegn (k+W) = R™
2. (k+W)N(G+W)=0fir j #k,
denn dann gilt trivialerweise ), _pm [X2-w (v + 277k)|2 =1.

Wavelets konnen nun direkt ohne Verwendung der allgemeinen Theorie konstruiert werden. Eine MRA
ist gegeben durch die Rdume (j =0,1,2,---)

W; = {f € Ly(R™) : ‘f(v)‘ =0 fir v €2j7TW},

Als vorteilhafte Eigenschaft wurde in Satz 2.3.4 bewiesen (wihle in (2.3. 21) w = 272"), daf} bei
Fundamentalgebieten W die Koeffizienten der Orthogonalentwicklung von g € V; nach Translaten von
o(z) = W (2ra)

" k
(g, W(27r(2 . —k‘))) = g<n>
2 2
erfiillen, d. h. sie kénnen durch ,Sampling® ermittelt werden. Analog gilt dies fiir g € V},5 =1,2,---.
Als orthogonales Komplement Wy von Vj in V; ergibt sich nach dem Satz von Plancherel

Wo = {f € Ly(R™) : |f(v)| = 0 fitr o] € 47TW\27TW}.

Die Elemente ¢ aus Wy lassen sich dann durch Translate von

Y(v) = x4, (v), W= 47W \ 27 W,
darstellen. Dies folgt wieder aus Lemma 3.1.3, denn W ist ein Fundamentalgebiet.

Im Falle einer Raumdimension m > 2 benétigt man jedoch zum Nachweis von Bedingung (4.3. 8) fiir
die Orthogonalitét der Translate mehrere Basis-Wavelets. Man sieht dies am Beispiel W = [0, 1]™, wo
2W \ W durch 2™ — 1 verschiedenen Translate von W iiberdeckt werden muf, um (4.3. 7) fiir

$o.1 = X4xw 7U garantieren.

Es ist nicht unmittelbar klar, wie sich im Fall eines allgemeinen Fundamentalgebiets W C R™ Wavelets
konstruieren lassen. Dazu sei bemerkt, dafl Zerlegungen des IR™ in Translate von Fundamentalgebiete
auch Pflasterungen (“tilings”) heilen. Es gibt viele Moglichkeiten fiir Pflasterungen. Erstmals scheinen
Littlewood und Paley dieses Prinzip 1935 auf die Fourier-Transformation angewendet zu haben.

Y. Meyer konstruiert Wavelets auf dieser Basis (s.u.) und nennt sie daher Wavelets vom
Littlewood-Paley-Typ.

Interessanterweise treten sie auch im Limes der kardinalen Interpolation mit Box-Splines (s. [BHR93])
auf, was zur Konstruktion weiterer Wavelets vom Littlewood-Paley-Typ ausgenutzt werden konnte. In
diesem Zusammenhang ist die Arbeit [GM92] zu erwihnen. Dort werden ,,Selbstéihnliche Pflasterungen
es IR™“ zur Erzeugung von MRA mit orthonormalen Wavelets vom Haar-Typ verwendet. Auflerdem
sind allgemeiner Matrix-Transformationen des IZ"™ statt Translationen zugelassen. Eine Erweiterung
dieser Idee auf Box-Splines findet man in [DGL95].

Den Vorziigen der Wahl von ¢ in (4.3. 7) stehen wie beim Haar-Wavelet auch erhebliche Nachteile
gegeniiber. Dies wird im Spezialfall ¢(z) = sincra mit W = [—1/2,1/2] der Shannon-Wavelets klar,
der bereits am Ende von Unterabschnitt 4.2.2 zur Erlduterung des Wavelet-Prinzips diente (dort wurde
das Gebiet 2rW statt W genommen). Dann ergibt sich ndmlich als Verfeinerungsgleichung nach dem
Satz von Shannonn
o(z) = i sinc(lmr)sinc((?x —k)m) = ¢(22) + 2 i (;l)lgb@x —20-1)
2 N 20+ )7 ’

k=—o0

also keine endliche Summe. Entsprechend besitzt das zugehorige Wavelet 1(x) keinen kompakten
Tréger. Seine explizite Form ergibt sich aus (4.2. 27) als Differenz zweier Sinc-Funktionen. Dies
bedeutet, dafl ¢(z) auBerdem nur méBig in |z| ablingt bzw. ein schlechtes Lokalisierungsverhalten hat.
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Allgemein gelten folgende Zusammenhénge zwischen Abkling- bzw. Lokalisierungsverhalten und
Glattheit

Bemerkung 4.3.1 (Abklingverhalten):

Ein polynomiales Abklingen von f(v) wie f(v)(1+ |v|¥) € Lo(R) der Fourier-Transformierten, liegt nach
Satz 2.4.4 tber die Charakterisierung von Sobolev-Rdumen genau dann vor, wenn f k—fach
differenzierbar im Lo— Sinne ist. Wendet man dies auf f stattf an, so entspricht einem polynomialem
Abklingen von f der Form f(z)(1+ |z|*) € La(R) eine k-fache Differenzierbarkeit von f im Lo— Sinne.
Erginzend kann man mit Lemma 2.4.10 auch aus einem allgemeineren Abklingverhalten von f m
Sinne der Besselpotentialrdume auf Stetigkeit und Glattheit von f schlieffen (dahinter steckt der
FEinbettungsatz von Sobolev).

Bemerkung 4.3.2 (exponentielles Abklingen bzw. kompakter Triger):

Ein exponentielles Abklingen von f liefert nach dem Vorigen f € C*(R), wihrend sich daraus
umgekehrt nur schnell abfallende Funktionen im Sinne von Definition 2.4.1 ergeben. Den Grenzfall
eines kompakten Trdigers beschreibt hier der Satz von Paley-Wiener, wonach f einen solchen genau
dann besitzt, wenn f eine analytische Funktion f vom exponentiellen Typ ist. Dual ist ein solches
Abklingverhalten bzw. kompakter Trdiger von f iber die inverse Fourier-Transformation durch
entsprechende Glattheit von f charakterisiert.

Auf der Grundlage dieser letzten Bemerkung konstruierte nun Y.Meyer eine Erzeugende ¢, deren
Fourier-Tranformierte kompakten Tréger hat und gleichzeitig beliebig glatt ist, und deren Translate eine
ONB bilden. Damit erhielt er Wavelets, die wie die Spline-Wavelets schnell abfallend sind bzw. fast
exponentiell abklingen, im Frequenzbereich aber kompakten Trédger haben. Diese Konstruktion wollen
wir daher jetzt kurz vorstellen. Y.Meyer wahlt

1, v| < 27/3,
d(v) = < €/2 cos (%u(% - %)), 27/3 < |v| < 47w/3, (4.3.9)
0, sonst,

wobei p eine glatte Funktion (aus C* oder C*°) die auBerhalb von [1/4,3/4] verschwindet, auf diesem
Intervall Werte aus [0, 1] annimmt und ferner u(z) + p(1 — ) = 1 erfiillt.

Graphisch ergibt sich, daf§ sich die Triger von gZ;(v) und (ZAS(U + 27) jeweils auf den Bereichen
(—4n/3,27m/3 bzw. (27/3,4m/3) tiberlappen. Da dies die einzige Moglichkeit darstellt, dafl sich solche
Translate iiberlappen, hat man also nach Lemma 3.1.3 zum Beweis der Orthonormalitét der Translate
von ¢ in (4.3. 9) nachzupriifen, daB |¢(v)|2 + |¢(v £ 27)|2 = 1 gilt. Obige Konstruktion liefert dies fiir
jede solche Funktion u(x), denn fir —47/3 < v < —27/3 gilt

. 3l

. 1 __ 3lv+ 27| 1 _3|v| 5
T x4 VT T i T 1T W

so dafl y = 1 — = gilt und daher

b+ 2m)| = [eos (S )| = Jeos (50— )| = [sin (Su))]

Man hétte in obiger Definition auch p((3|v|/27) — 1) verwenden kénnen, und das Resultat wére das
gleiche gewesen. Die Verfeinerungsgleichung von (4.3. 9) lautet nun

$(v) = H(2)p(v/2), mit H(z) =Y oQ2uv+4nl), z=e".

lelz

Dies kann man einfach nachrechnen. Das zugehérige Wavelet 1 erhilt man z.B. nach Formel (4.2. 38)
zu Korollar 4.2.1 durch sein Symbol G(z) = zH(—z) ( s. Abschnitt 5.2 in Dau[92]). Hieraus kann man
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wegen der expliziten Formel fiir qAS die Form des Wavelets berechnen. Man kann aber nach Y.Meyer auch
direkt verifizieren (s. Dau[92]), da8 gilt

e'v/? sin (gu(é‘—;l - i)), 270/3 < |v| < 4rw/3,
Y(v) = { /2 cos (gp(i:‘ - %)), 4 /3 < |v| < 8m/3,

0, sonst.

4.3.2 Konstruktionsprinzipien fiir Wavelets

Bei einem Vergleich der Battle-Lemarie- und Meyer-Wavelets fillt auf, dafl letztere wie ihre
Erzeugenden ¢ noch eine Fourier-Tranformierte mit kompaktem Trager besitzen, wihrend bei den
Battle-Lemarie-Wavelets dies schon fiir die eigentliche Erzeugende ¢y, in (4.3. 5)— deren Translate eine
ONB liefern— nicht mehr gilt, wenn sie auch exponentiell abklingt.

Die Frage ist nun, ob man eine Erzeugende mit kompaktem Triager und vorgegebener Glattheit finden
kann, deren Translate eine ONB bilden. Die Losung dieses Problems gelang 1. Daubechies
[Daubechies88], indem sie solche der Glattheit C (s. Bemerkung 2.4.3) fiir beliebiges ac > 0
konstruierte. Offen scheint noch die Frage zu sein, ob (dual zu den Meyer-Wavelets) C°°— Glattheit
moglich ist. In jedem Fall kann dann nach Bemerkung 4.3.2 deren Fourier-Transformierte als
analytische Funktion keinen kompakten Tréger haben (vergl. auch Korollar 2.3.1).

Vor einer Beschreibung der Konstruktion von I. Daubechies zeigen wir zunéchst, dal das Bestehen einer
Verfeinerungsgleichung mit endlicher Maske notwendig und hinreichend dafiir ist, dafl ihre Losung einen
kompakten Trager besitzt. Die Notwendigkeit regelt

Lemma 4.3.1 Sei ¢ eine Funktion aus L2(IR) mit supp ¢ = [a,b] und ¢ € L2(IR) eine weitere
Funktion, die die Identitdt

No
Y(@) = go2x—1) (4.3. 10)

=N,

mit Koeffizienten {g;} € lo(Z) erfiillt. Dann gilt g; # 0, Ny <1 < Ny genau dann, wenn

G+N1 b+N2
supp ¢ = .

2 72
Ist ¢ Liosung der Verfeinerungsgleichung, so gilt insbesondere

¢(a:)={7é07 IG[O’N]@)hl:{#O’ OslsN

0, sonst 0, sonst.

BEWEIS: Der Beweis von Teil 1 folgt direkt aus

N N2
at+l b+l a+N, b+ N.
suppt) = | J suppo(-—1) c ( o >=< 3 2>,
=N =N,

wobei Gleichheit gilt, wenn alle g; # 0 sind.
Teil 2 ist eine direkte Folge der obigen Beziehung mit ¢ = 0 und b = N, denn es mufl N; = (a + Np)/2
und b = (b + Nz2)/2 gelten. O

Im Zusammenhang mit diesem Lemma fithren wir noch ein

Definition 4.3.1 Ist eine Verfeinerungsgleichung der Form (4.3. 10) mit Maske {gl}%f gegeben, so
heifst No — N1 — 1 Linge der Maske. Insbesondere heifit die Maske endlich, falls beide Zahlen Ny, No
endlich sind.
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Zum Beweis der Hinldnglichkeit zeigen wir im Hinblick auf Bemerkung 4.3.2, daf} die
Fourier-Transformierte sogar eine analytische Funktion von einem bestimmten exponentiellen Typ ist.
Dazu liefert der Satz von Paley—Wiener aus Abschnitt 2.5 einen relativ kurzen Beweis.

Satz 4.3.1 (Deslauriers-Dubuc,1987) Ist die endliche Reihe

na

H(e™™) = ihje—m, > hy=1
ni ni

gegeben, so ist Hjoil H(erj“’> die Fourier—Transformierte einer Funktion mit Triger [nq,ns].

BEWEIS: Wir betrachten die Funktion F(v) := [[72, |[H(e~"2")|. Nach Lemma 4.2.4 wissen wir, daf
sie auf (—o0o, 00) wohl definiert und f := F~1F € Ly(R) gilt. Wir schéitzen jetzt ihr Wachstum auch fiir
komplexe v ab. ‘

Zuniichst beachte man, dafl wegen [[°2 e* 1% = e’ fiir jedes d € Z und F~(F(-)e'")(x) = f(x + d)
die Aussage #quivalent dazu ist, da F~1F} den Triiger (—n,n) ,n := (ny — n1)/2, besitzt, wobei F}(v)
wie F(v) durch Hy(e™) := e(m+72)v/2 (™) definiert ist und 0.B.d.A. ny > n; angenommen werden
kann. Zur Abschétzung von Hi(v) beachten wir

no
[Hi(e™)] < 14 [Hi(v) = 1] <14 Y |hylle 07m/2mm/2v )]

j=n1
wobei Y o hy = 1 ausgeniitzt wurde. Dann gilt mit v := u 4w, u,w € R, und b := j —ny/2 — ny/2
e — 1| < [e® — 1| + [e®]|1 — e | < |bu/2| + |bwle!*®!.
Dies liefert mit nur von ny,ng und der Folge {h;} abhingigen Konstanten C, C}
|Hy(e™)| < Ce™lmin{1, C,|vl}.

Im Falle |v| < 1 erhélt man daraus

|F(’U‘ < H (1 + CCh 2ij) H 6n2_‘7|1mv| < eCC16n|Imv|’
Jj=1 j=1

wobei 1 + CC1277 < €127 heniitzt wurde.
Im anderen Falle withlt man jo mit 270 < |v| < 2/0+1 und schiitzt ab

jo+1 oo . 00 oo B
|F(U)| < | H H | < Cotl H (1 + CC1|U|2_]O_1_Z) H en2 7 | Imo|
Jj=1 j=jo+2 =1 j=1

Dann beniitzt man C%! < |p|* mit o :=logC/log2 und 1+ CCyfv[270~ 17! < e“A127 wie oben und
erhilt mit einer weiteren Konstanten C'

|F(1})| < C"U‘aenllmv‘.

Damit ist der Satz von Paley -Wiener (Satz 2.3.1) auf Fi(v) mit o0 = n anwendbar und ergibt
supp F1 C (—n,n) O

Fiir Anwendungen der Wavelets, z.B. in der Signalverarbeitung oder als Ansatzfunktionen zur Lisung
von Differentialgleichungen, sind neben einem kompakten Tréger und Glattheit vor allem die
Approximationseigenschaften der Réume V; der entstehenden MRA wichtig. Diese Fragen haben wir
zwar schon in Kapitel 3 iiber tranlationsinvariante Rdume studiert, indem wir entsprechende Kriterien
an die erzeugende Funktion ¢ von S(¢) aufgestellt haben, jetzt aber wollen wir weitere Kriterien dazu
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unter der Voraussetzung ableiten, dafl bereits Wavelets vorliegen. Damit erhalten wir umgekehrt
Konstruktionsprinzipien fiir Wavelets bzw. MRA’s.

Wir beginnen mit der Charakterisierung der Approximationsgiite. In Kapitel 3 haben wir gesehen, daf3
die Fehlerabschétzung mit Hilfe von Quasiinterpolanten entscheidend davon abhéngt, bis zu welchem
Grad Polynome im Raum S5(¢) enthalten sind. Diese Eigenschaft ist bei Wavelets mit der der
verschwindenden Momente dquivalent, wie wir im Folgenden sehen werden.

Definition 4.3.2 (Verschwindende Momente) Ein Wavelet ¢ € La(R) hat verschwindende
Momente bis zur Ordnung n, falls gilt

/xaw(m) dx =0, 0<a<n. (4.3. 11)

Es gilt nun

Lemma 4.3.2 FEs sei die Erzeugende ¢ von So(¢) schnell abfallend (siehe Definition 2.4.1) und seine
Translate seien eine ONB fiir So(p). Es sei ferner 1 € Ly(R) dazu orthogonal und x*v € La(R) fiir

0 < a < n. Dann folgt aus der Einbettung I1,, C So(¢), daf ¢ € La(R) verschwindende Momente bis zur
Ordnung n hat.

BEWEIS: Zunéchst erhélt man aus der Voraussetzung die punktweise Konvergenz von
[ . H (a) _
% = ]\}E}noo gn(z) = A}gnoo lkl;N a, oz — k) (4.3.12)

mit gewissen Koeffizienten aﬁf‘) € l3(Z). Durch Bildung des Skalarprodukts von gy (x) mit ¢(x — j) und

N grof} genug schliefft man auf
a,(ca) = /xo‘(b(az — k) dz.
Dann zeigt man
| < Cp K\, 4.3.13
k lex]

mit einer nur von |a| abhéngigen Konstanten K\,|, wobei C,, die Konstante aus (2.4. 1) in Abschnitt
2.4 ist. Aus (2.4. 1) folgt némlich

a1 o [ a1+ fo k)™ da
R

und dieses Integral spalte man auf in

/|xa|(1+|x—k|)_mdx:/ +/ +/ =L+ L+
lz|<lkl/2 Jlkl/2<]z(<20k]  J]z]>2|k]

Dann beachte, daB |z| < |x — k| bzw. |z| < 2|z — k| fiir [; bzw. I3 gilt. Die Wahl m = |a| + 2 ergibt
dann jeweils konvergente Integrale. Das mittlere Integral Is schitzt man direkt ab mit der gleichen
Wahl von m (bei d > 1 noch Ubergang zu radialen Koordinaten).

Die Konvergenz in (4.3. 12) ist nun gleichmiBig auf jedem Kompaktum, speziell auf
By ={z € R:|z| < M}. Aus (4.3. 12) und 9 L Sa(¢) folgt daher

z*Y(x)dr = '\ p(x — ) dx
[ e = [ e ok vt

K|

— Y /B bz — kyp()do = Y af® /B ola— K)o d,

|| ||
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wobei B, das Komplement zu By, bezeichnet. Nun gilt aber nach (4.3. 13)
Z|a Nblz — k)| < Cu KoY _lo(x — k)| < Cnr Kjo) > (1 + [z — k)™,
|&] |k] %]
und die letztere Summe ist periodisch in x mit Periode 1. Daher ist leicht zu sehen, daf sie gleichméafig

in x beschrankt ist und es folgt mit einer weiteren Konstanten K

\ x® dm|<K/ x)| dz, — 0,M — .
B
Nun impliziert aber x®¢ € Lo(R), dafl

| x)(x) dz| —0,M — o0

c
BM

und die Behauptung ist bewiesen. O

Bemerkung 4.3.3 Man kann dieses Lemma auch unter der schwéicheren Voraussetzung ¢ € La(R)
fiir 0 < a < n an ¢ beweisen, der Beweis dazu bendtigt jedoch Distributionentheorie (vergl. [Mallat98]).

Aus der Momentenbedingung (4.3. 11) kann man wiederum eine Bedingung an das Symbol der
Erzeugenden ¢ ableiten.

Lemma 4.3.3 Es sei ¢ € Ly(IR) Erzeugende einer MRA, deren Translate eine ONB bilden, und
¥ € Ly(R) das zugehirige Wavelet gemdfs Korollar 4.2.1. Gilt dann x'4(x) € Ly(IR) fiir 0 <1 <n und
die Momentenbedingung (4.3. 11), so impliziert dies fiir das Symbol H(z) von ¢ die Bedingung

H(z) = ((1+2)/2)" " L(v), z=e". (4.3. 14)

mit L(v) € C™, d.h. H(z) hat eine (n + 1)-fache Nullstelle bei z = —1.

BEWEIS: Nach Lemma 2.4, Teil 4 gilt

/ p(2)(@)e 1 dz = p(iD) / ba)e " d

fiir alle Polynome p vom Grad < n, denn Integral und Ableitung sind vertauschbar, weil das Integral
auf der linken Seite nach Voraussetzung absolut konvergiert. Damit folgt, daB ¢(v) € C™ gilt und

D' (v)|y=o = 0 fiir 0 < I < n nach (4.3. 11), d.h. ¢(v) hat eine (n + 1)— fache Nullstelle bei v = 0.
Nun gelten nach Abschnitt 4.2 die Relationen

$(v) = H(e™"*)g(v/2),  P(v) = Gle™™*)d(v/2),

so dafl wegen QB(O) # 0 auch die Symbole H(z),G(z) in einer Umgebung von 0 n— mal stetig
differenzierbar sind. Ferner hat G(z) eine (n + 1)— fache Nullstelle bei z = 1, da ¢ (v) eine solche bei
v = 0 hat. Nach Formel (4.2. 36) von Korollar 4.1 gilt aber

G(z) = a(v)H(—=2) , 2 = exp(—iv)

mit |a(v)| = 1. Es mufl dann H(z) eine (n + 1)—fache Nullstelle bei z = —1 besitzen und (4.3. 14) folgt.
O

Man kann nun diese beiden Aussagen zu einem Ringschlufl mit folgendem Lemma vervollsténdigen.

Lemma 4.3.4 Es gelte {|khi|} ez € 11(Z) fiir die Maske einer erzeugenden Funktion ¢ € La(R) mit
[ ¢(x)dz = 1. Hat das Symbol H(z) dann eine (n + 1)—fache Nullstelle bei z = —1 und gilt H(1) =
so erfillt ¢ die Strang-Fiz-Bedingungen der Ordnung n.
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BEWEIS: Nach Lemma 4.2.4 und Satz 4.2.1, wonach [ ¢(x)dz = 1 sein muf, gilt gleichméBig und absolut

-1 H(e’“’?_]), lv| < M,
j=1

fiir jedes M > 0.
Hat nun H(2) eine (n + 1)—fache Nullstelle bei 2 = —1, so hat H (e~"/2) eine solche bei v = 27 wegen

e’™ = —1 und allgemeiner bei v; = 27 +4jm, d.h. g% hat eine (n + 1)—fache Nullstelle bei 2 mod4mw. Dies
ergibt die Punkte - -+ , =27, 2w, 67, 107, - - - als Nullstellen. Als néchstes beachte H(e‘“’j /4) = H(-1)

fir w; = 47 + 85, so dafl nach obiger Formel é eine (n + 1)—fache Nullstelle bei v = 47 mod8x hat.
Dies ergibt die Nullstellen - -- , —4m, 47, 127, - - - . Fahrt man so sukzessive fort, erhélt man Nullstellen
an allen Punkten 27k, k € Z\{0}, d.h. die Strang-Fix-Bedingungen der Ordnung n. O

Damit kommen wir zu folgenden Aquivalenzsatz

Satz 4.3.2 (”Vanishing Moments”) Es sei die stetige schnell abfallende Funktion ¢ mit

[ ¢(x)dz =1 Erzeugende einer MRA, deren Translate eine ONB bilden. Sie erfiille eine
Skalierungsgleichung mit Maske {khy},.cp € 11(Z) und fir das zugehorige Wavelet ¢ € La(IR) gelte
zhp(x) € Lo(R) fiir 0 <1 < n. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Die Polynome aus 11, sind punktweise als Linearkombinationen von Translaten von ¢ darstellbar

2. FEs qilt die Momentenbedingung

/xa¢(x)dz20, 0<a<n

R

Das Symbol von ¢ hat eine (n + 1)—fache Nullstelle bei z =1

B

. Das Symbol von ¢ hat eine (n 4+ 1)—fache Nullstelle bei z = —1

&

Es gelten die Strang-Fiz-Bedingungen der Ordnung n

BEWEIS: Es fehlt lediglich die Richtung 5. — 1. Sie ist schon in allgemeinerem Rahmen in Abschnitt
3.2.2 gezeigt worden, aber der Bequemlichkeit halber sei hier nochmals ein vereinfachter Beweis gegeben.
Fiir 0 < j < n und z fest definiert man die Funktionen g;(y) := (z — y)'¢(x — y). Die
Poisson-Summationsformel in der Form von Korollar 2.2.1 ist daher anwendbar und ergibt

Z (x — 1)z —1) Zgj (27k) Z 67i2ﬂ—k$/ u p(u)e” 2R dy,
lelz™ 1 R

Weiter gilt mit ¢ = 27k

/ w p(u)e™ 2R dy = (it)_j/ d(u)(8)0t) e du = (it) =3 (DI §)(—2mk),
R R
so daf} aus den Strang-Fix Bedingungen

Y (@—p@—1) =6, VreR, 0<j<n

lelz™

folgt. Im Falle j = 0 besagt dies gerade f(z) =1 € Sa(¢). Schreibt man dann fiir j > 1 diese Gleichung

als
w7 > gl —1) +Z(> > (w—1yTo(x—1) =0,

lelz™ lelzm

so kann man sukzessive fiir j = 1,2,--- ,n auf 27 € Sy(¢) schlieBen. O
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4.3.3 Konstruktion der Daubechies—Wavelets mit kompaktem Triger

Als notwendige Bedingung dafiir, dafy die Translate von ¢ eine ONB bilden, wurde in Lemma 4.2.2 an
das Symbol H(z) von ¢ die Beziehung

|H(@)]? +|H(=2)> =1, z=e". (4.3. 15)

aufgestellt. Nach Lemma 4.3.1 wissen wir aulerdem, daf§ H(z) bis auf einen monomialen Faktor als
trigonometrisches Polynom zu wihlen ist, um einen kompakten Tréger fiir ¢ zu erhalten. Da ferner die
Réume V; der damit erzeugten MRA Polynome eines vorgegebenen Grades besitzen sollen, macht man
nach Lemma 4.3.3 fiir das Symbol von H(z) den Ansatz

H(e—iv) _ (1—'_26_“)> L(’U) — e_iNU/Q(COSU/Q)N L(’U), (43 16)

mit einem trigonometrisches Polynom L(v) und einem vorgegebenen N =0,1,---.
Um Beziehung (4.3. 15) néher zu untersuchen, setzen wir dann

M(v) == |H(e™™)|? = (cosv/2)*N |L(v)|?, (4.3.17)

Wir setzen nun weiter voraus, dafl die Koeffizienten von H(z) und somit diejenigen von H(z)? reell
sind. Durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor e~**¥ kénnen wir die Form

|H(2)|]> = | >, age *?|? erreichen, so daB |H(e~"?)|? und folglich |L(v)|?> Cosinus-Polynome sind.
Man kann daher |L(v)|? als ein Polynom Py (y) von y := sin?v/2 schreiben und erhélt aus (4.3. 15) als
Bedingung an das Polynom P

1=M@)+Mw+nr)=(1-y)" Ply)+y" P(1—y), 1 —y = cos®v/2. (4.3. 18)
Die Losungen dieser Gleichung sollen nun charakterisiert werden. Dies geschieht mit
Satz 4.3.3 Es gelten folgende Aussagen :
1. Sind p1(x), p2(x) 2wei teilerfremde Polynome, so gilt
pr(2)A() + po(2) B(z) = 1 (43.19)
mit zwei weiteren Poynomen A(x), B(x).

2. Sind p1(x), pa(x) Polynome vom Grad ny,ny so kann man in (4.53. 19) Polynome A*(x), B*(x)
vom Grad < ng — 1 bzw. vom Grad < ni — 1 finden und diese sind eindeutig bestimmit.

3. Das Polynom
N-1

Py (y) =) <N ka)y’“

k=0

ist eine spezielle Losung von (4.3. 18), und zwar das eindeutig bestimmite Polynom niedrigsten
Grades N — 1. Die allgemeine Lésung von (4.3. 18) hat die Form

P(y) = P§ (y) +y" R(y) (4.3. 20)

wobei R(y) ein Polynom mit der Eigenschaft R(1 —y) = —R(y) ist.

BEWEIS:zu a): Er beniitzt den Euklidischen Algorithmus. O.B.d.A. kann man grad p; > grad py
annehmen und erhalt

p1(z) = as(x)pa(x) + ba(z), grad as = grad p; — grad ps
Ebenso folgt

p2(z) = az(x)ps(x) + bs(x), grad by < grad by
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und iterativ weiter (mit by := po) fiir i = 2,3,...,
bi—1(z) = aiy1(x)bi(x) + biy1(x), grad biy1 < grad b;. (4.3. 21)
daher muf} diese Iteration einmal stoppen und es gilt b,4+1 = 0 fiir ein gewisses n, d.h.

bn—1(x) = ans1(x)by(x).

Hieraus schliesst man, daf b,, Teiler von b,,_; ist, und dann sukzessive aus (4.3. 21) fiir
t=n—1,n—2,...,dal b, ein Teiler von sowohl p; als auch py ist.Da p1, ps teilerfremd sein sollen,
folgt daraus, dafl b,, eine Konstante # 0 sein muf.
Nun geht man riickwérts und erhélt
by = —apbp_1+byp_2= _an(bn—3 - an—lbn—2> +bp—2
= (1 + anan—l)bn—2 - anbn—3 = C(Q)bn—Q - d(2)bn—3~

Hier wieder (4.3. 21) eingesetzt in b,,_ erhélt man b, = ¢®b,_3 — d®b,_4 usw. bis schlieflich
by, = C(niz)bg - d(n72)b1 = C(n72) (pl — a2p2) — d(n72)p2

folgt, d.h. wegen b,, = const. die Behauptung.

Beweis zu b):Gilt a) mit gewissen A(z), B(x), so schreibe man A(x) = C(x)pa(z) + A*(x), wobei
grad A > ng = grad py und grad A* < ny gilt. Mit diesem C(x) setze man B*(z) = C(z)p1(z) + B(z)
und es folgt

L = pi(0)[C(x)pa(x) + A™(2)] + pa(2)[B"(2) — C(2)p1(2)] (4.3. 22)
= pi(x)A"(z) + p2(2) B (x)

und daraus grad B* < n; = grad p;. Die Eindeutigkeit folgt nun so: wiren fl(m), B(m) ein weiteres Paar
solcher Polynome, so wire ebenfalls (4.3. 23) erfiillt und Subtraktion ergibt

0= p1(2)[A*(2) — A(x)] + p2(2)[B*(x) — B(a)].

Dies liefert aber einen Widerspruch, denn die Nullstellen von py(z) miissten dann alle in denen von
A* — A enthalten sein, was wegen grad ps = ng > grad A* — A nicht sein kann.

Beweis zu c¢): Wir wenden Teil b) auf die Polynome p;(z) = (1 — 2)V, pa(x) = 2V an. Dann
implizieren die Eindeutigkeit von A*(z), B*(z) und

1=0—-2)NA*(z) + 2V B*(z) = 2V A* (1 —2)] + (1 —2)VB*(1 — ),

daf B*(x) = A*(1 — x) gilt. Dies setzen wir in obige Gleichung ein, 16sen nach A* auf und entwickeln
nach Taylor und erhalten

o0

A*(z) = = (1—x)Nu—xNA*u—x)]—Z(N_]:”)xk[l—va A*(1—x)]

k=0

N-—1
3 (N _kl * k)& + Ro(x) = Pi(x) + Ro(x)

k=0

mit einem Polynom Rg(z). Dieses enthiilt Potenzen, die séimtlich hoher als zV sind. Da aber A* vom
Grad N — 1 sein soll, muf es gleich Py () sein und das oben angegebene Polynom Pf(z) ist eine
Lésung von (4.3. 18).

Die Losungen P(z) mit héherem Grad kénnen als P(z) = Pj(z) + R(x) mit einem Polynom R(z)
geschrieben werden. Dann folgt

0=(1—-2)Y R(z)+z" R(1 - ).

Auflssung nach R(z) ergibt R(z) = —zNR(x)/(1 — 2)¥ = 2V R(z) und man sieht, daB
R(1 —y) = —R(y) gelten mus. O



151

Bemerkung 4.3.4 Teil a) und b) dieses Satzes bilden einen Spezialfall des Satzes von Bezout.

Mit obigem Satz erhilt man alle Losungen M (v) = (1 —y)™ P(y),y = sin® v/2 der Gleichung (4.3. 17)
durch die Wahl eines Polynoms P(y) in (4.3. 20). Um nun das Symbol H(z),z = E~% zu bestimmen,
miissen wir noch die "Wurzel” aus M (v) in (4.3. 17) ziehen. Dies geht immer unter der 1t.(4.3. 17)
vorausgesetzten Eigenschaft M (v) > 0, wie der folgende Satz von F.Riesz zeigt

Satz 4.3.4 (F.Riesz 1911) Ist M (v) ein positives trigonometrisches Cosinus—Polynom vom Grad m,
s0 gibt es ein komplezes Polynom H(z) vom Grad m mit reellen Koeffizienten, so daf fiir z = E~% gilt

M(v) = |H(2)|% H(z)=(1/2) Zhjzf. (4.3. 23)

BEWEIS: Er sei hier nur skizziert, Niheres ist G.Polya —G.Szegt: Aufgaben und Lehrsatze aus der
Analysis (1964, Bd.II, Kapitel VI, Aufgaben 11,40,41) zu entnehmen .

Man schreibt M (v) = e~ ™?Q(e~%),wobei Q(z) = ag + a1z + - - - a2, 2™ ein komplexes Polynom vom
Grad 2m ist. Die Koeffizienten miissen die Eigenschaft a; = ag,,—; erfiillen, damit M (v) reell ist, und
geniigen daher der Relation Q(z) = 22™Q(z~!). Man kann also Q(z) folgendermafien in Nullstellen
zerlegen

k l
ZTH(Z_&L HZ_ZV -z, ;¢#0
pu=1 v=1

Hier bezeichnen ¢, die Nullstellen mit |£,| = 1 auf dem Einheitskreis und z,,%, ' diejenigen aufierhalb

(esgiltjag, =¢ Ll ). Nun hat jede Nullstelle von Q(z) auf dem Einheitskreis die gleiche Multiplizitéit
wie die entsprechenden von M (v), deren Multiplizitit gerade ist wegen M (v) > 0. Also kann man weiter

schreiben szl( —&,) = Hk/z (z — €,)? und unter Beachtung von |e?* —z, ! = [e™™ — Z,|/|2,| somit
k/2 !
M(v) = [M(v)| = || - | [T (e” H —2)(Z, —e7")/lz|
pu=1 v=1

Daraus folgt schon die Darstellung M (v) = |H(z)|?> mit einem (i. a. komplexen) Polynom H(z) vom
Grad < m. Im vorliegenden Fall eines Cosinus-Polynoms M (v) muss fiir die Koeffizienten von Q(z)
schérfer gelten a; = agy,—j, so dafl die Nullstellen £, und 2, paarweise konjugiert auftreten , d. h. es
sind 5,“5 und z,,%,,1/2,,1/Z, alle Nullstellen. Entsprechend numeriert kann man sie zusammenfassen
und erhélt z. B. im zweiten Produkt Faktoren der Form

(e = 2,)(e" — 2,)(Z —e ™) (e = Z,) /|2 > = e — 2¢" Re 2, + |2, || /|2 [*.
Daher kann in diesem Fall H(z) als Polynom mit reellen Koeffizienten angenommen werden. O
Bemerkung 4.3.5 Im "homogenen ” Fall R(z) = 0 ist fir M*(v) := (1 —y)N P¥(z) die
Voraussetzung M(v) > 0 erfiillt, insbesondere auch die zusdtzliche Bedingung (4.2. 44) des Satzes 4.2.4

von Mallat, so daff nach Korollar 4.2.1- speziell Relation (4.2. 38)— daraus Wavelets berechnet werden
konnen. Diese bilden den Standard-Fall der Daubechies-Wavelets.

Dazu sei weiter formuliert

Korollar 4.3.1 Sollen mit einer endlichen Maske
1 m
=52 M
1=0

Wavelets mit N verschwindenden Momenten konstruiert werden, d.h. Linearkombinationen von ihnen
stellen Polynome vom Grad N — 1 exakt dar, so muff M > 2N — 1 sein. Gleichheit erhdlt man bei der
Wahl R(y) = 0 in (4.3. 20) bzw. P(y) = P (y). in diesem Fall gilt P} (1 —cosv) = |L(v)|?) in (4.3. 16).
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Bemerkung 4.3.6 Zu beachten ist, daff die Zerlegung von Satz 4.5.4 nicht eindeutig bestimmt ist. Je
nachdem wie man die einzelnen Faktoren zusammenfasst, erhdlt man verschiedene L(v) bzw. H(z).
Dies kann man ausniitzen, um mdglichst giinstige H(z) zu erhalten.

Eine Moglichkeit besteht darin, von jedem Paar z,,1/z, diejenige Nullstelle zu wihlen, die innerhalb
des Einheitskreises liegt. Dies fiithrt zu stark asymmetrischen Erzeugenden ¢ und Wavelets .

Ein anderes Prinzip, nach dem dies geschehen kann, besteht daher in der Forderung, dafl H(z) sich
moglichst dhnlich wie ein Filter mit linearer Phase verhilt, d. h. man wahlt unter den nach (4.3. 23)
moglichen Zerlegungen H(z) so, dal es méglichst gut die Beziehung

H(e ™) =e ™| H(e™™)] (4.3. 24)

fiir ein [ € IZ erfiillt. Ein solcher Filter verhélt sich stabiler gegeniiber Phasenverzerrungen, was bei einer
Reihe von Anwendungen wiinschenswert ist. Seine Koeflizienten besitzen auflerdem die vorteilhafte
Symmetrie- Eigenschaft h, = hg;_,. Dies ist aber bei orthogonalen Wavelets mit kompaktem Tréager,
wie sie gerade durch die beiden vorangegangenen Sétze iiber (4.3. 20) und (4.3. 23) geliefert werden
sollen, aus prinzipiellen Griinden mit Ausnahme des Haar—Wavelets nicht moglich.

Diese Sachverhalte sind in [Chui92a], Abschnitt 5.5, ausfiihrlich dargestellt. In [Daubechies92],
Abschnitt 8.1 ist weiter beschrieben, wie man die Mehrdeutigkeit der Zerlegung (4.3. 23) ausniitzen
kann, um (4.3. 24) moglichst gut zu erfiillen. Man erhilt dann die sogenannten Symmlets. Strategien
zur Wahl von H(z) anhand von (4.3. 20) und (4.3. 23) sind ferner beschrieben in [Daubechies92],
Abschnitt 6.4. Abschliefend sei bemerkt, dafl die praktische Berechnung der zu H(z) gehorenden
Erzeugenden ¢ iiber die Unterteilungsalgorithmen aus Abschnitt 4.4.3 erfolgt.

4.3.4 Glattheit der Daubechies- Wavelets

Um die Glattheit von ¢ zu untersuchen, erinnern wir nochmals an Lemma 2.4.10 in Abschnitt 2.4, wo —
als eine Variante des Satzes 2.4.4 fiir Sobolev- Rdume — gezeigt worden war, dafl aus

N ’gf)(v)‘ (1+]v])" dv < 0o mit & > 0 und o — n > 0 mit n € Z; sowohl ¢ € C™ als auch die
Hélderstetigkeit |¢(a:) - qS(u)’ < Clz — y|* ™ folgt; d. h. per Definition gilt ¢ € C*. Ein erster Blick auf
d(v) = | o H(e*r”“) in (4.3. 16) zeigt nun

QZ’(”) = ﬁ e=2 TNV (g N (273‘71’0)1/(27%)) = ¢iNv/2 {smc(%)} N ﬁ L(Qijv),
i=1 e
wobei

oo
H cos (2_7@) = sincx
j=1

benutzt wurde. Der Faktor [sinc(v/2)] N hat fiir |v| = oo bereits das Abklingverhalten |v]="; es ist
allerdings noch notwendig, das Anwachsen von H;’il L(2*j v) zu kontrollieren. Wir folgen dazu der
Darstellung in [Daubechies92]; die Voraussetzungen seien wie in Lemma 4.2.4.

Lemma 4.3.5 Gilt
q:= sup‘L(U)‘ < gN—a-1 a >0,
v
so folgt p € C*, d.h. es gilt p € C* fiir jedes « < N — 1 — logy q.

BEWEIS: Wegen H (1) = 1 muf L(0) = 1 sein, also |L(v)| < 1+ c|v| wegen der Periodizitét von L(v).
Fiir |v] <1 folgt

o0 oo .
H L(Zijv) < sup H e2 Cll < €.
j=1

lvl<152
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Im Falle [v| > 1 wihle J € IN, so dafl 2/~! < |v| < 27. Dann folgt mit geniigend kleinem ~ > 0, daf

(o) < a1+ 10l) f[

und weiter

<

O LS
H L(27v)| < H |L(277v)| H |L(27777v)| < ¢7e” < 9J(N—a=1-7)¢1,
j=1

j=1 j=1

<(+p)" e
Setzt man dies in die obige Abschiitzung von ¢(v) ein, so folgt
\a)(v)] <Cs(1+ ) Mo+ ) T < (it o) T
und daher [p ‘q@(v)‘ (1+ \v|)a dv < 0o, d.h. nach der obigen Bemerkung ¢ € C¢. O

Man kann diese Beweismethode noch verfeinern.

Lemma 4.3.6 Es seien H(z) und L(v) wie bisher gegeben und ferner

j—1
[Ize*
k=0

definiert, sowie K; := (1/4)logy q; und K :=inf; K;. Dann gilt schirfer lim;_,, K; = K und weiter
¢ e C® fallsa< N —1—-K gilt.

gj = sup

BEWEIS: Es sei zunédchst j > jo bei festem jo und j = n - jo +r mit 0 < r < 0 gesetzt. Durch
Zusammenfassen von je jo Faktoren erhéilt man

n—1jo—1
q; =sup H H L v~ kio— l HL(U2_k"_l)
k=0 1=0 1=0
< (qjo sup HL 2 k= l) < (qjo)n"ﬁ
1=0

und weiter

o log q; < n-log q;, +r-log q1
7 jlog 2 — jlog 2

1
< Kjo + }Cjo'

Zu gegebenem e > 0 wihle man nun jy = jo(e) so groB, dal K, < K + € nach Definition von K. Dann
folgt aus dem Vorigen

K <K+e+ Co(e

Wird j > ja(€) mit geeignetem j, gewéhlt, so ergibt sich K; < K + 2e fiir diese j und somit die erste
Aussage.

Es sei nun K, < N —1 — o fiir ein p = 1,2,... (dies ist speziell der Fall, wenn o« < N —1 — K). Dann
fassen wir je p Terme im Produkt [],°, L(v2’l) zusammen und schreiben

oo p—1

lf[L(w_l) = H H L(vQ‘l_j"_k) = f[OLp(UQ_l_jp)

7=0k=0
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Damit konnen wir die gleiche Technik wie im vorigen Lemma jetzt auf L,(v) anwenden mit dem Faktor
27 statt 2. Dies ergibt nach Vorraussetzung an K; wie oben

[b)| <c+1p) ™ <o )T
O
Zur Ilustration wenden wir die Kriterien dieser beiden Lemmata auf das Polynom Py (y) aus dem
vorangegangenen Unterabschnitt anwenden. Wir wissen danach bereits, dafl
i\ N
. 1 —v
Py (Sin2 (g)) =Ly, H(E ™) = (*;) L% (v) (4.3. 25)

ein Symbol H(z) mit ener Erzeugenden ¢ liefert, deren Translate eine ONB bilden. Wir benétigen im
Folgenden einige Eigenschaften von Py (y), die mit elementaren Mitteln gezeigt werden konnen.

Lemma 4.3.7 Fir das Polynom P}, in Satz 4.5.3 gelten
1. 2= NFT1Pr(x) ist monoton fallend in x > 0.

2. Py(x) <2V~ 1max(1,22)V"1, 0<2 < 1.

BEWEIS: Die erste Aussage folgt sofort aus
N-1
N-1+k .
rnrge = 52 (1 e
k=0

Die zweite Aussage ergibt sich wie folgt: Aus 2V P} (1 — z) + (1 — 2)V P} (x) = 1 erhiilt man durch
Einsetzen von z = 1/2 den Wert Py (1/2) = 2NV ~1. Damit folgt Py (x) < Py (1/2) = 2V~1 fiir
0 <z <1/2. Im Falle z > 1/2 folgt mit der ersten Aussage

1
Pj(x) < 2N71 [QN_IP]’Q <2>} = gN71gN =L

Hieraus ergibt sich fiir das Beispiel in (4.3. 25) zunéchst

Nif(N—klwc)

k=0

N—1 px* 1 1/2 N-1

Lemma 4.3.5 kann dann wegen g < 2V=1 nur fiir o = 0 angewendet werden, d. h. ¢ ist stetig. Dies folgt
jedoch bereits aus ¢ € Lq(IR) und ist nicht das optimal Erreichbare. Anwendung von Lemma 4.3.6 mit
[ = 2 liefert bereits eine bessere Aussage: Wegen

sup [Liy(v)] =
lv]<m

sin? v = (1 — cosv)(1 + cosv) = 2(1 — cos v) <1 1 ; v) = 4sin® (%) [1 — sin? (g)}

konnen wir schreiben

* * * * : v
a2 = sup |Ly () Ly (20)| = swp /Py ()P (4y(1 - 1), y=sin®(5)
[v] 0<y<1

Nun ist 4y(1 — y) fiir y < 1/2 monoton steigend und fiir y > 1/2 monoton fallend; das Maximum ist 1.
Daher folgt

* * * 1 * — — —
‘PN(y)PN(Zly(l — y))| < ‘PN <2> ‘ |Px(1)] < gN—14N—1 _ 93(N—-1)
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Im Falle y > 1/2 — v/3/4 gilt 4y(1 —y) < 1/2 und daher analog
1
‘PN PN(4y(1 — ))| < |Px(1)] ‘P;\‘, (2)‘ < gN=IyN=1 _ 93(N-1)

Im Falle 1/2 <y < 1/2 4+ /2/4 folgt wegen y?(1 —y) < 4/27 fiir z > 0 mit Teil 2 von Lemma 4.3.7
schlieBlich

| P (y) P (4y(1 — )| < 4N 12yN 1 (dy(1 — )" < 4V (1692 (1 — )

N-—1
< osn-1 (4
- 27
N+1

Insgesamt erhélt man nach Wurzelziehen ¢o < 24(N-1), /o7~ und daher
Ky < (N —1)(2—(3/4)log23).

Wegen K < N —1—abzw. o« < N —1— K folgt dann a = p(N — 1) mit
p = (3log23)/4 — 1 ~ 0,1887218754, d. h. eine Lipschitzstetigkeit mit dem Exponenten .

Die Eigenschaft lim;_,o, K; = K in Lemma 4.3.6 ist wichtig im Hinblick auf das folgende Lemma, das
zeigt, dafl asymptotisch gesehen der Wert von K die optimale Glattheit von (ﬁ bestimmt.

Lemma 4.3.8 Seien H(z) und L(z) wie vorher gegeben und die Translate der Erzeugenden ¢ liefere
eine ONB. Dann gibt es eine Folge {&} mit |&] < 217 und

HL )| >+ lah®

mit K aus dem obigen Lemma und von |l unabhdingigem C.

Der Beweis benutzt die notwendige Bedingung nach A. Cohen (Satz 4.11). Wir gehen darauf nicht
weiter ein, sondern verweisen an dieser Stelle auf [Daubechies92], Lemma 7.1.3.
Fiir die Konstante K kann man unter Zusatzbedingungen scharfe Abschitzungen angeben. Es gilt

Lemma 4.3.9 Es sei H(z) = ((1+ z)/Z)NL(v), z = exp(—iv) und es gelte |L(v)| <|L(27/3)| fiir
[v| < 27/3 und |L VL(2 | <’ (27 /3) ‘ fiir 27r/3 < \v| < w. Dann gilt fiir die durch H erzeugte Lisung

¢ der Skalierungsgleichung |¢(v )‘ <C(1+ 1w |) K mit K = logs|L(2m/3|; dieses Abklingverhalten ist

optimal.

Beziiglich eines Beweises sei auf Lemma 7.1.7 in [Daubechies92] verwiesen. Die Idee dahinter beruht auf
der Beobachtung, dafl y* = 3/4 := sinv*/2 Fixpunkt der Abbildung y — 4y(1 — y) ist, woraus

L (207" = Pi(dy"(1 —y) = Pi(y") = (L(v"))*,  v" =2n/3.

Insbesondere kann man die Voraussetzungen des Lemmas fiir Py () nachweisen. Das Resultat ist die
asymptotische Abschétzung

L (v)] < C(1 4 |g|) N Hles2 PR 3/DD/2,

Fir Py (3/4) kann man eine asymptotisch optimale Abschitzung mittels Lemma 4.3.7 angeben und
erhilt

Satz 4.3.5 Die Polynome P (y) aus (4.3. 25) liefern eine Losung ¢ € La(IR) der
Verfeinerungsgleichung 4.2. 2 mit einer CN=1D_Glattheit, wobei a = a(N) sich fiir N — oo dem Wert
1 — (log23)/3 == 0,2075 anndhert.
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Dieses Ergebnis ist fiir kleine N nicht scharf. Dazu werden in [Daubechies92] auflerdem noch zwei
weitere Zugénge zur Untersuchung der Glattheit von ¢ dargestellt. Der erste besteht wie der vorige in
einer Abschitzung des Abklingverhaltens von ¢, diesmal in der L;- oder Lo-Norm
(Littlewood-Paley-Abschétzungen). Dies liefert fiir die ersten zehn Erzeugenden aus Py,

N =2,3,...,10 noch erheblich bessere Ergebnisse als die Methode der invarianten Zyklen, z. B. (alle
Werte mit drei Nachkommastellen angegeben)

N 2 3 4 6 8 10
o | 0,500 | 0,915 | 1,275 | 1,888 | 2,417 | 2,902

also sogar a/(N — 1) > 0.3 fiir diese N! )
Die zweite Methode benutzt keine Fourieranalysis, sondern Uberlegungen aus der Theorie der Losungen
von Verfeinerungsgleichungen und liefert die exakten Werte

N 2 3 4
a | 0,550 | 1,088 | 1,618

Einzelheiten kénnen wir hier nicht angeben (vergl. [Daubechies92])
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4.4 Praktische Aspekte einer MR A

4.4.1 Zerlegungs- und Rekonstruktions-Algorithmen

Ein allgemeines Approximationsproblem lautet folgendermafien: ~

Gegeben sei eine Funktion f. Die Aufgabe ist es nun, eine Approximation f aus einem der Ridume V; zu
berechnen. Dabei soll J den kleinstmoglichen Wert haben, so dafl ein vorgegebenes Kriterium fiir die
Giite der Approximation gerade noch erfiillt ist (Im Limes J — oo ist dies wegen (R5) stets moglich).

Die praktische Losung hingt allerdings sehr davon ab, welche Informationen man tiber f hat. Einiges
dazu werden wir im Unterabschnitt 4.4.3 ausfithren. Eine der Schwierigkeiten besteht darin, da man
den Wert von J nicht kennt. Dazu hat man einen Algorithmus zu entwickeln, mit dessen Hilfe man
effizient sowohl J als auch die Approximation selbst erhélt. Die Grundidee ist einfach: Man startet mit
einer (im Allgemeinen groben) Approximation aus V. Unter Benutzung der Wavelet-Zerlegung

Vimi=WoeWed---aW; =V, & W;

verfeinert man die Approximation, indem man solange schrittweise zu Vy, Va, ... V; iibergeht, bis das
Kriterium erfiillt ist. Schematisch sieht das dann so aus:

Vo Rz e Z — - Vi, - V;

a S a a
Wo Wi Wo e Wro

Grundidee des Zerlegungs- und des Rekonstruktions-Verfahrens

Dieses ,,hierarchische Prinzip“ ist bei den verschiedensten Aufgabenstellungen bis hin zur Lésung von
Operatorgleichungen (z. B. DGLen) anwendbar. Fiir die praktische Anwendung ist es wichtig, fiir den
Ubergang von V; nach Vj41 einen effizienten Algorihmus zu finden. Wie wir im Folgenden zeigen
werden, kann eine MRA genau dies leisten. Eine andere Interpretation rithrt von der Signal- bzw.

Bildverarbeitung her, fiir die das Konzept der MRA urspriinglich entwickelt wurde: Gegeben sei eine
Approximation s, (z) eines Signals s(z). Diese wird zunéichst aufgespalten in

$n(2) =D Rnp(x) = sn_1(x) +tn_1(2), (4.4. 1)
k V-1 W1

wobei wie schon frither vereinbart ¢,, () := 2"/2¢(2"2 — k) gesetzt wurde. Dies weiter fortfithrend
erhdlt man

Sn(@) =tn_1(z) +tn_a(@)+ -+ tn_p () + sn_n(z). (4.4. 2)
—_——  N—— —_———  ——
Whn—1 Wp—2 Whn—m Va-m

Gemaéf der Definition der W; als Raume, die durch Skalierung entstehen, bedeutet dies eine Zerlegung
nach immer groberen Details. I. a. wird man nur so lange zerlegen wollen, bis man bei der néchsten
Zerlegung ein , Bild*“ s,_p;—1 erhélt, das keine wesentliche Information mehr liefert.

In der Sprache der Filter hat man nacheinander immer grobere Details aus dem Bild gefiltert, und zwar
durch sukzessive Anwendung von Hochpassfiltern, da nach dem Sampling-Theorem grobe Details und
niedrige Frequenzen einander entsprechen.

Andererseits ist das urspriingliche Signal s(x) hiufig mit Rauschen oder sonstigen Artefakten behaftet,
deren Spektrum iiblicherweise nur hohe Frequenzen enthélt. Dann wird man zur Entfernung (oder
zumindest Unterdriickung) dieser Stérungen auch einen Tiefpassfilter verwenden. Das Endergebnis stellt
somit i.a. einen Bandpassfilter dar (zu diesen Begriffen siche Abschnitt 2.3.2). Verfeinerte und
allgemeinere Filterungsmethoden entstehen, indem man die Wavelet-Koeffizienten aller Skalen ihrer
Grofle nach ”filtert”, d.h. nur die dem Betrage nach kleinsten vernachléssigt.
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Man kann nun (4.4. 2) auf zwei Arten lesen, von links nach rechts oder von rechts nach links. Die erste
Lesart entspricht einer Analyse: Von s(z) ausgehend ist die Zerlegung zu bestimmen. Die zweite Lesart
entspricht einer Synthese: Die einzelnen Bestandteile der Zerlegung werden wieder zum urspriinglichen
Signal zusammengesetzt.

Analyse bzw. Zerlegungs-Verfahren (‘decomposition algorithm’). Bei dem Zerlegungsverfahren
geht man von s, (z) aus und berechnet (in der angegebenen Reihenfolge) t,,—1, tn—2, --. , tn_pr. Dabei
charakterisieren die einzelnen Funktionen immer grobere Details.

Synthese bzw. Rekonstruktions-Verfahren (’reconstruction algorithm’). Bei diesem Verfahren
geht man von der grobsten Approximation s, _js aus und verbessert sie indem man (wieder in der
angegebenen Reihenfolge) t,,—ar, th—ar+1, - - -, tp—1 hinzunimmt, d.h. mehr und mehr Details.

Im Folgenden sollen dafiir effiziente Algorithmen angegeben werden. Dabei wird die Synthese mit den
Verfeinerungsgleichungen (4.2. 2) fiir ¢ und (4.2. 28) von ¢ durchgefiihrt. Fiir die Analyse verwendet
man dagegen Zerlegungsformeln des Typs

é1,( Z ar,190,k(z) + b 1tbo k(). (4.4. 3)

Die Koeffizienten ay ;, by, seien dabei in lg(Zd) und eindeutig bestimmt. Eine solche Formel setzt nur
voraus—allgemeiner als die Zerlegungsformel (4.2. 13)-, da8 Vj41 die direkte Summe von V; und W ist.
Sie gilt daher sowohl fiir Prewavelets als auch fiir echte Wavelets. Im letzteren Fall, auf den wir uns hier
beschrinken, sind sie auler durch die obigen Verfeinerungsgleichungen noch durch die
Orthonormalitéitseigenschaften von ¢, festgelegt. Es folgt dann aus (4.4. 3)

a1 = (41,1, Po.k) = (¢1,z,zhu¢1,zk+y) =

1 1 7
/2 NG 1—2k-
Eine analoge Identitét erhdlt man fiir die by, so dafl im Falle von Wavelets gilt
G5 (Z hi—2k@j—1.k(2) +91_2k¢j—1,k($)> : (4.4.4)
Bei der Analyse wird nun mit Hilfe des Wavelets 1) eine Darstellung der ¢;(z) € W; als

=> dyip(), j=n-2n-3..,n-M (4.4. 5)

gesucht. Das Zerlegungsverfahren soll also — ausgehend von den Koeffizienten ¢j' —die neuen

Koeffizienten dj, so bestimmen, da§ (4.4. 2) erfiillt ist. Dies geschieht durch sukzessive Bestimmung der
Zerlegung s;(x) = sj_1(x) 4+ tj_1(x). Dazu liefert (4.4. 4)

chtbgz 207 Z(hz 2% Pj—1,6(2) +§z_2k¢j—1,l($))
= 75 g ¢j—1,k() ;El—QkC{ + ﬁ ; Yj—1k(2) ;gl—QkC{

Durch Vergleich dieser Darstellung mit derjenigen von s;_1(z) +t;—1(z) folgt

1 _ )
= — Z hi—okc]
V2 4

. (4.4. 6)
B = LN g
k \/i l 9i1—2k 1

Man kann die Koeffizienten der Zerlegung (4.4. 2) also nach folgendem Schema berechnen.
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N Cn—l N cn—2 RN cn—M

pY N\ pY

dnfl dn72 . dnfM

Schema des Zerlegungs-Verfahrens

Nun betrachten wir das Rekonstruktionsverfahren. Bei ihm ist aus den Koeffizientenfolgen ¢” =

dvM_ . d"! — vgl. (4.4. 1) - riickwirts die Koeffizientenfolge ¢™ in (4.4. 2) zu berechnen. Dazu geht
man von den Skalierungsgleichungen (4.2. 2) und (4.2. 28) fiir ¢ und 1 aus; aus diesen folgt

sj—1(x) + tj—-1( ch ¢j-1.( Zdj Y1)
\fzc’j 1th¢321+k +fzdj 1ng¢gzl+k
= ﬁ zk: bj.r(x) Z (Clj_lhkfm + d{_19k72l)

1
und damit die Rekonstruktionsformel

: 1 i .
o, = 7 Xl: (Cf Yhi—oy + d} 1gk—2l> (4.4.7)

Das Rekonstruktionsverfahren lduft also nach folgendem Schema ab:

Schema des Rekonstruktionsverfahrens

Bei beiden Schemata sind die Folgen markiert, von denen ausgegangen wird.

Berechnungs-Komplexitit. Wir gehen davon aus, daf8 die Linge der Folge ¢/ gleich l; = #cl < 00
sei, und dies auch fiir die Filterfolgen {h;} und {gi = (=1)*h1_;} zutreffe. Fiir jede Berechnung der
Faltung benotigt man dann hochsten f Punktoperationen, wobei f ein Vielfaches der Filterldnge ist. In
(4.4. 6) fallen dann bei der j-ten Stufe I; dieser Faltungen an. Dabei erhélt man aus der Folge ¢/ erhélt
man neben d~! die Folge ¢/~!, die von der Linge l;_1 = #¢/~! & 1;/2 ist. Daher fallen in der néchsten
Stufe nur etwa halb so viele Faltungen an. Insgesamt werden also etwa

Punktoperationen benétigt, denn fiir die Folgen ¢’ fillt noch einmal der gleiche Aufwand an. Die
Anzahl der Operationen ist also proportional der Zahl l,, der anfangs gegebenen Koeffizienten ¢™.
Beim Rekonstruktionsverfahren fingt man mit zwei Folgen der Lange [,,_j; an; in den folgenden
Schritten hat man es dann mit Folgen mit geometrisch anwachsender Linge zu tun (bzw. die Linge
verdoppelt sich jeweils). Es ist intuitiv klar, dafl auch bei diesem Verfahren die Zahl der
Punktoperationen proportional zu [,, ist.

Wir wollen es bei dieser kurzen Betrachtung belassen, der Interessierte kann sich z.B. in [Louis94]
(S. 129ff) genauer informieren. Eine Bemerkung erscheint allerdings wichtig: Algorithmen deren
Aufwand linear in der Zahl der Eingangsdaten ist gehoren zu den schnellsten Algorithmen iiberhaupt

1Schngllere Algorithmen sind im Allgemeinen nicht mehr deterministisch, sondern beruhen auf statistischen Uberle-
gungen. Ublicherweise bezeichnet man Algorithmen, die von der Ordnung O(nlogn) sind, noch als schnell — bekanntestes
Beispiel ist die schnelle Fouriertransformation
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4.4.2 Zum Problem der Ausgangs-Approximation.

Es bleibt noch zu diskutieren, wie man eine Anfangsapproximation wihlt. Ublicherweise befindet man
sich in der Situation, dafl man die zu approximierende Funktion nur an diskreten Stellen, sagen wir an
den Stellen k27" kennt; d. h. die Abtastrate h = 27" ist vorgegeben. Die einfachste Wahl ist dann
natiirlich

s(@) = sule) = S co@e — k), o = f(k27") (4.4, 8)
k

mit einer geeigneten Funktion ¢, die die Forderung

o(1) = doy (4.4. 9)

erfiillt, denn dann wird durch s(x) die wiinschenswerte Interpolations-Eigenschaft
s(27M) =>_ f(27"k)g(l— k) = f(27"1) (4.4. 10)
k

trivialerweise erfiillt — sofern die Abtastwerte zuverléssig sind —.

Fiir orthogonale ¢(2"x — k), also bei Verwendung von Wavelets, ist Bedingung (4.4. 9) jedoch nicht
erfiillt. Das Beste was man erreichen kann ist, dafl ¢ bei 0 gut lokalisiert ist. Dann kann man sich leicht
iiberlegen — man ersetze dazu die Summe in (4.4. 10) iiber k& durch eine Summe iiber |k — | <r mit
einem gewissen r — dafl Bedingung (4.4. 8) i.a. nur bis zu einem gewissen n ausreichend genau erfiillt ist.
Wichtiger aber ist es zu untersuchen, welchen Fehler man mit dem Sampling- Ansatz (4.4. 8)gegeniiber
der besten Approximation der Funktion s durch Funktionen aus V,, macht. Man hat also zu iiberlegen,
wie gut

F@R7E) = (f dh—n),  brala) =2"2¢(2"z — k),

erfiillt ist. Dazu macht man eine Taylorentwicklung um den Punkt z,, = k27"

(F. bum) = 272 /R f@)o(2"a — k) d = 27/ / £+ k) 6(u) du

R

=2 ) [ ol o+ 27 ) [ (@ =0 a)0ta) da
#2700 [ (@ 2 ) o0) o
mit n = n(x, k,n). Im Falle der Entwicklung bis zum konstanten Glied erhilt man
(f: dhn) = 27721 (2"k) + O(2/2)

wenn die [ ¢(z)dr =1 worausgesetzt wird und f’ beschréinkt ist. Verschwindet [z¢(z)dz, (das erste
Moment also), so ist die Fehlerordnung (’)(25"/ 2) (sofern f beschrinkt ist). Es ist dann klar, dass die
Fehlerordnung mit steigender Zahl der verschwindenden Momente grofier wird (vergl. hierzu die

Sétze 2.2 und 2.23 in Kapitel 2, wo dies in einem wesentlich allgemeineren Rahmen gezeigt wird.)
Daubechies konstruierte nun spezielle Wavelets (die sogenannten Coiflets), die einerseits einen moglichst
kleinen Tréger und andererseits eine vorgegebene Anzahl von verschwindende Momenten haben. Wir
gehen nicht weiter darauf ein und verweisen dazu auf [BCR91].Dort wird auch gezeigt, dass die obigen
Uberlegungen zur Entwicklung effektiver Algorithmen fiir die Anwendung auf Integral-und
Pseudodifferentialoperatoren fiithren.

Die weitere Verwendung der Orthogonal-Projektion als Approximation lduft nach dem oben
angegebenen Schema ab. Man fingt mit

o = (f.00n) = (£.2°/26(2" - 1)),

2



161

also den Entwicklungskoeffizienten der Funktion f nach der ONB von V,,. Ihre ,schnelle“Berechnung
fithrt man mit Hilfe es oben angegebenen Zerlegungsverfahrens durch. Aus (4.4. 2) und der
Orthogonalitét der W; folgt dann — man vergleiche dies mit (4.2. 20) —

n—1

sn =P, f = Z Qjf + Sn—m; Qif =t

j=n—M

und im Vergleich mit (4.4. 5) zeigt sich

tix) =3 ([0 —R)e@e—k),  d=(f.0(2- k).

k

Die Koeffizienten di sind also die Koeffizienten der Wavelet-Basis der Stufe j. Wie schon gesagt ist der
Berechnungsaufwand einmal proportional zur Linge der Filterfolge {hj}, zum anderen zur Anzahl der
verwendeten Entwicklungskoeffizienten c}. Die Zwischenapproximationen sind keine
Orthogonalprojektionen, sondern sie sind nur fiir verschiedene j zueinander orthogonal. Der durch den
Abbruch entstehende Approximations-Fehler muf3 natiirlich noch untersucht werden, ebenso die Fehler
bei der Berechnung der Skalarprodukte.

Fiir den Standpunkt, dafl die Anzahl der verschwindenden Momente fiir den Erfolg bei der Anwendung
ausschlaggebend ist, gibt es eine Reihe von Argumenten.

Das erste Argument kommt durch die Betrachtung der Wavelet-Entwicklung einer Funktion F(z) € Lo
— also im Fall IR? eines Bildes — zustande: es sei gegeben durch

F(z) =Y (F 0¥, (4.4. 11)

Jik

wobei die 9 = 2J/21/)(2Jx — k) ein ONS bilden (diese Entwicklung wurde schon in
Unterabschnitt 4.2.2 diskutiert). Ist F € CM~! und gilt die Momenten -Bedingung (4.3. 11) fiir 9, so
liefert Taylor-Entwicklung von F(z) mit |z —277k| < §/2

F(z) = F(27 k) + F'(277k) (e = 277k) + -+ (2 = 277k) " Ri(a)

und daher fiir geniigend grofies J bzw. geniigend kleines 6 > 0 (u = 27z — k)

[(Fy )| = ’0 + / (& — k27" Rp()p (272 — )27/ da (4.4.12)

< ( max |RF<x>)2-J<M-“2> / M [ (0)| .

TESUPPY g,k

Bei Anwendungen in der Datenkompression besteht ein allgemeines Prinzip darin, nur diejenigen
Koeffizienten der Wavelet-Entwicklung (4.4. 11) zu speichern, deren absoluter Wert iiber einem
gewissem Level 7 liegt. Dieses Prinzip (bzw.verfeinerte Varianten davon) kann man an Hand der
Darstellung des Fehlers in (4.2. 21) rechtfertigen.

Je schneller nun die Koeflizienten abfallen, desto effizienter ist diese Speicherung, weil dann weniger
Koeffizienten benotigt werden. Zu beachten ist dabei die tatséchlich vorhandene Glattheitsordnung von
F(z), denn diese beeinflufit die GroBe des Restglieds in (4.4. 12). Daher bringt die Wahl eines zu grofien
M unnétigen Aufwand .

Ausfiihrlichere Betrachtungen dazu findet man in [BCR91]. In der Signal- oder Bildverarbeitung kann
das obige Prinzip wie folgt veranschaulicht werden: bei festem M werden nach (4.4. 12) fiir grofle J nur
solche Koeffizienten (F, ;1) gespeichert, wo |Rp(z)| groff in der Néhe von k277 ist, d. h. F oder eine
seiner Ableitungen hat dort eine Singularitéit. Auf diese Weise werden die wesentlichen Einzelheiten des
Bildes gespeichert. Bei den praktischen Anwendungen wird dieses Prinzip allerdings noch erheblich
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verfeinert (Stichworte sind Wavelet—Pakete und Best Basis ). Dazu besteht eine umfangreiche Literatur,
siehe z. B. den Artikel von D.L. Donoho in [CMP94] und [Wickerhauser]|, Kapitel 7.

Eine andere Begriindung fiir die Wahl eines grofien M liefern approximationstheoretische
Betrachtungen. Danach ist die Momenten -Bedingung (4.3. 11) #dquivalent dazu, dafl der Grad des durch
Linearkombinationen von ¢; ; oder 1; 5, erzeugten Polynomraums gleich M ist(exakte Begriindung
durch die Strang—Fix Theorie). Da Polynome im wesentlichen glatte Konturen beschreiben, bedeutet
die Wahl eines groflen M, dafl die Approximation mit solchen Linearkombinationen einen moglichst
guten ” Tiefpassfilter” liefern soll.

Diese letzte Forderung kann noch dahingehend modifiziert werden, daf sich die Produkte

H?zl H(e=2"") moglichst wie ideale Tiefpassfilter verhalten sollen. Am Beispiel des Signals

f(@) =Y fiolz — 1) mit f(v) = frem™d(v) und des Produkts H(e™™)H (e~"")H (e~ ™") bedeutet
dies, daf} sich in

(Z fle“”)H(e“’/z)H(ei”/4)H(ei”/S)q3(v/8)

der Faktor nach der Summe sich in etwa so verhalten soll wie der ideale Tiefpassfilter x_, »(v). Dies
fiihrt dann dazu, dass H (e~") mdglichst "flach” bei v = 7 sein sollte, bzw. H(z) mdglichst hoch
faktorisierbar in (1 + 2)™. Details findet man im Buch von I.Daubechies (S.245-247).

4.4.3 Unterteilungsalgorithmen

Die Verfeinerungsgleichung (4.2. 2), der die Erzeugende ¢ jeder MRA geniigt, kann man noch in anderer
Weise zur effektiven Berechnung eines Elementes

oo

s(z) = Z o2tz —k) eV,

k=—o0

beniitzen. Dies wurde bereits (im Anschluss an Lemma 3.3.7 zum Beweis der Verfeinerungsgleichung fiir
kardinale B-Splines) kurz fiir den Fall der kardinalen Splines dargestellt. Auch im allgemeinen Fall gibt
es — wegen der Inklusion V,, C V41 — fiir s(x) € V,, eine Darstellung

s(z)=> o2 e —1). (4.4. 13)
l

Die neuen Koeffizienten erhilt man dabei auf einfache Weise aus den alten, denn es gilt

S —1)=> Y (2" — 20— k) mit & =20 +k
l

l k
=> 0@ a— k) ' hu o, d. h.
k! l

=" h—a. (4.4. 14)
1
Man kann diese Formel nun rekursiv anwenden und erhélt die allgemeine Darstellung

s(z) = i N (2 Nz — 1), (4.4. 15)

l=—00

dabei ist N beliebig. Die Koeffizienten ¢ kinnen mit Hilfe von (4.4. 10) iterativ berechnet werden.
Dies ist das Prinzip der Unterteilungsalgorithmen.

Erfillt ¢ gewisse Voraussetzungen (die z. B. dann erfiillt sind, wenn ¢ ein B-Spline ist, so kann man
zeigen, dafl die Folge der Koeffizienten {cf*N } der immer weiter , verfeinerten“ Darstellung (4.4. 15)
gegen {s(?‘"‘N l)} strebt. Dies ergibt einen sehr effizienten Algorithmus, wenn man die Kurve s(z)
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global berechnen will. Um sich das plausibel zu machen nehme man n = 0 an und gehe davon aus, dafl
die Koeffizienten ¢ die Funktionswerte s(27"1) geniigend (d. h. bis auf eine vorzugebende Toleranz)
genau approximieren. Geht man von K Koeffizenten aus, so mu8 man insgesamt 2V K Koeffizienten auf
dem feinsten Gitter berechnen. Hat die Folge {h)} die Lénge L < oo, so ist die Zahl der fiir den
Ubergang von ¢/ nach ¢ + notwendigen Multiplikationen héchstens gleich 201 K. Die Gesamtzahl der
Rechenoperationen ist also hichstens gleich K mal der Gesamtzahl der zu berechnenden Koeffizienten.
Um die Konvergenz von {¢{\'}, . gegen {s(27"1)} zu verstehen miissen wir einige der Grundlagen der
Theorie der Unterteilungsalgorithmen darstellen. Weitergehende Einzelheiten findet man in [Cava91].
Dort wird die Theorie sehr allgemein behandelt und der multivariate Aspekt in den Vordergrund
gestellt. Ferner sei wegen des engen Zusammenhangs mit den Wavelets auf die Arbeiten [DLa91] und
[DLa92] verwiesen.

Es sei nunmehr {h;},.; eine Folge endlicher Linge, eine sogenannte Maske. Dann definiere man auf dem
Folgenraum I, (IZ) den Operator

S loo(IZ) = 1o(12)

— (S¢)q = Zhafﬂcl (4.4. 16)
ez

und damit iterativ das Unterteilungsverfahren

ci=c:= {cthien

4.4. 17
V= ScNL N=12.... ( )

Dieses Verfahren heifit konvergent fiir ¢ €. (IZ), falls eine stetige Funktion f. auf IR existiert, so daf in
der loo-Norm || - ||oo

Tim [ fe(27"1) — 7| , =0 (4.4. 18)

gilt. Um diesen Typ von Konvergenz von Folgen gegen eine Funktion genauer zu untersuchen, geht man
von der Folge {c?} Jep, Zu einer stiickweise linearen Funktion fJ(x) (dem sogenannten Kontrollpolygon)
iiber. Dieses ist definiert als

fAx) = ) Na(w 1) (4.4. 19)

lelz

mit

Dann definiere man allgemeiner

Moy =) No(2"w—1),  n=12,..., (4.4. 20)

so dafl
ey =¢ (4.4.21)
gilt. Mit anderen Worten: die Folge {c]'} wird jetzt dem feineren Gitter 2~ "IZ zugeordnet. Man

bezeichnet fI' daher als Kontrollpolygon zum Gitter 27"IZ. Mit dem bereits in Abschnitt 4.2.4
definierten Operator

(Tf)(x) = hif2z—1). (4.4. 22)
l
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folgt
(Tf) (@) => TN = D) (@) =Y _cf Y hgNa(2z — 21— B)
lelZ lelZz BelZ
= Z N2(2JJ —j) Zhj,glc? = Z (SCO)jNQ(2.’L' —j)
JET 157 jeW
und nach Induktion
(T"f3) = > (8"<”) ,Na(2"z — j) = Y ¢} (2"x — j) = [l (=) (4.4. 23)
JEZ JEZ

Durch den Operator T wird also die Frage nach der Konvergenz der Folgen ¢" auf die Frage der
Konvergenz der stiickweise linearen Funktionen fI bzw. auf das Iterationsverhalten von T
zuriickgefithrt. Dazu haben wir in Abscnitt 4.2.4 die Konvergenz der Fouriertransformierten " f(v) in
Ls(IR) und damit auch die Konvergenz der Funktionen f2 in Lo(IR) bewiesen. Im Hinblick auf die
angestrebte Konvergenz der ,, Kontrollpunkte“ sind wir jedoch im Sinne von (4.4. 16) an der Konvergenz
der T f im Lso-Sinne interessiert. Zur Untersuchung der Konvergenz der ¢ betrachten wir zunéchst
den Spezialfall

c=d:= {dl = 5l10}le]Z' (44 24)

Satz 4.4.1 Die Maske {ha},c; sei endlich und die zugehorige Verfeinerungsgleichung (4.2. 2) besitze
als Losung eine stetige Funktion ¢ mit kompaktem Triger (die nach Lemma 4.2.4 bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmt ist). Ferner gelte fiir die Translate von ¢ eine Lo, -Stabilititsbedingung, d. h.

> ad(-—1)

lelz

lelloo = sup le| <D (4.4. 25)

oo

mit einer Konstanten D fiir alle Folgen ¢ € l(1Z). Dann konvergieren die Kontrollpunkte

§n = (S"d) aell

[}

gleichmdfig fiir n — oo gegen die Werte ¢p(27"«), d. h.
lim sup|¢( )—52| =0.

n—00 o

Ferner gilt
Jim || /5 (z) = o(@)]l o =0

fir Folgen f§(z).

Bemerkung 4.4.1 Finen Ezistenzsatz fiir die Lisung von (4.2. 2) haben wir — wie schon erwihnt — in
Abschnitt 4.2.4 bewiesen. Dort haben wir auch gezeigt, dafs bei einer endlichen Maske der Trdger von ¢
notwendigerweise kompakt sein mujs.

BEWEIS: Wir wissen nach Bemerkung 4.2.1, dafl bei Annahme der Normierung (b fR o(x)dr =1
die Translate von ¢ eine Zerlegung der Ems bilden:

Z¢(x—a):1, z € R.
a€lz

Es sei dann supp ¢ C [— R, R] fiir ein R > 0 nach Voraussetzung. Dann kénnen wir fiir festes z € IR mit
dem aus Abschnitt 2.1 bekanntem Stetigkeitsmodul w(¢;t) abschétzen

n n _ o(x) — p(27 ")
—gqb@ a)¢(2 z—a)l= Z W

la—2nz|<R
< Y w2 R) 6@ - a)
la—2mnz|<R

< 2Rw(¢;27"R)||¢]|oo

(4.4. 26)
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abschétzen, denn die Menge {a € IZ : | — 2"z| < R} hat hochstens 2R Elemente.
Nun gilt aber fir n =0,1,2,...

o(x) Z p(2"x — ) (4.4. 27)

wie man durch Induktion leicht sieht. In der Tat gilt ¢(z) = ¢2(x) nach Definition von 6% = &, und
Fourier-Transformation zeigt

G560 = 70 = (e ) (3) = (e 2)o(3) =

nach Induktionsannahme. Aus(4.4. 24) und (4.4. 25) ergibt sich zusammen

Z (60 —o(27"a)]o(2" - —a)

e}

<2R[|¢flc w(¢327"R)

oo

und daraus mit der Stabilitdtsvoraussetzung

sup [¢p(27"a) — 04| < 2R - D||¢|o0 w(d;27"R). (4.4. 28)
Daraus folgt die behauptete Konvergenz der 6}, fiir n — co. Die Konvergenz der Folgen f§'(x) folgt
durch eine analoge Abschétzung, denn f9(x) = Na(z) erfiillt wie ¢ die Bedingung Y, No(z —1) = 1. O

Mit diesem Satz haben wir die Konvergenz eines — wie schon bemerkt — sehr effizienten Algorithmus zur
Berechnung von ¢ gezeigt. Interessant sind aus diesem Grunde auch Abschitzungen zur
Konvergenzgeschwindigkeit, die man in [Cava91] finden kann.

Die Konvergenz einer allgemeinen Folge von Kontrollpunkten kann nun auf den Fall der 67
zuriickgefiihrt werden. Dazu schreiben wir

C? =C = Z Clgél,[g’o
BELZ
fiir eine endliche Folge {¢;} und erhalten
(S"c), = Z (S"6.5),,
BELZ
wobei 4., die Folge {0, g}y, fiir festes 3 bezeichnet. Durch Induktion zeigt man
(56 5), = (S"0)o_gsy

denn fiir n = 0 stimmt dies trivialerweise — S° ist die Identitit — und ferner gilt

Sn+1(5 5 Zha 21 S 0. 5 Zha 21 S §)l ong
= Z Sn6 »y a72'\/72”+15 - (Sn+1)a_2n+15'

Dies in die Formel fiir S™c eingesetzt ergibt

(S"¢)y = > c5(S"8)y_sng (4.4. 29)
Be

Damit zeigen wir nun

Satz 4.4.2 Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes gilt fiir alle Folgen ¢ € l(1Z) die
Konvergenzaussage

n— oo

sup ||cg —5.(27") H — 0, (4.4. 30)

wobei ¢y, = (S"c), und sc(x) =3 ey cj0(x —j) -
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BewErs: Es gilt s.(27"a) = > oy ¢j¢(z — j) und daher mit (4.103)

|k = sc(27a)| = ZCB[(S%(S)O(fQ”ﬁ - ¢(27"a - B)]
B

IN

lellao 30[|(570)0 505 — 62 "~ )|
B
< 2RD¢]| el (627" R).

Damit ist der Satz bewiesen. O

Am Schluss bemerken wir noch, dafl mit Satz 4.4.2 die Konvergenz im Sinne von (4.4. 16) gezeigt
wurde. Eine anschaulichere Interpretation ergibt sich, wenn man die Parameter n und « so koppelt, daf3

fiir festes = gilt. Dann folgt aufgrund der Stetigkeit von ¢ aus (4.4. 28) sofort

i, = sclo).

4.4.4 MRA und diskrete Filterungsverfahren

Analyse und Synthese bzw. Zerlegungs- und Rekonstruktionsverfahren beruhen auf diskreten Faltungen,
die als Filter interpretiert werden kénnen.Dabei kann wie schon bemerkt die Bildung der ci_l innerhalb
einer MRA als ein Tiefpassfilter und die der dfc_l als ein Hochpassfilter angesehen werden.

Wir wollen nun algebraischen Aspekt der Zerlegungs- und Rekonstruktionsverfahren genauer
untersuchen. Dazu stellen wir den ”Decomposition Algorithmus” in (4.4. 6) durch die Operatoren

ol = %Fcﬂg (HE) = > ot fo (4.4. 31)
und
. 1 — .
' = 70 (Gh= > gn-o2nfa (4.4. 32)

dar. Sie sind wie die Symbole H(z), G(z) in den vorangegangenen Abschnitten den Masken {hy}, {gr}
zugeordnet und (formal) fiir beliebige Zahlenfolgen {f,} definiert. Falls diese endlich sind —was bei den
Anwendungen die Regel ist— kann man sie als Matrizen darstellen.

Bemerkung 4.4.2 Im Folgenden nehmen wir fir alle auftrenden Masken, z.B. {hi},{gr} an, dafi sie
in 11 (Z) liegen, und fiir die Koeffizientenfolgen, daf8 sie in lo(Z) liegen. Dann sind alle Operationen vom
obigen Typ wohldefinierte Abbildungen von la(Z) in l2(Z), insbesondere gilt

IRHE ki, < TR H [ [{ e o
Dies folgt aus der Young-Ungleichung (1.4. 5), die auch fiir Zahlenfolgen gilt.

Betrachtet man die f,, als Samples (Abtastwerte), so sind diese Operationen als Filterungen
interpretierbar. Wegen ihrer Faltungsstruktur (Summe) heissen sie auch Quadraturfilter. Um ihre
Wirkungsweise klarer herauszustellen, fithren wir noch die Operation Subsampling durch

(S¢C)k = C2k (44 33)

ein. Subsampling (oder Downsampling) ist also ein Filter, der durch Streichen der Komponenten mit
ungeraden Indizes ensteht. Die beiden Operationen (4.4. 31) und (4.4. 32) kénnen dann als iibliche
Faltung zwischen den Zahlenfolgen {f,} und den ”Filterfolgen” {h,} bzw. {g,} dargestellt werden,
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worauf jeweils die Operation S| folgt. Der gesamte Prozess wird als Subbandcoding bezeichnet, ? denn
aus der Folge ("Band”) ¢/ entstehen dadurch die ”Subbands” ¢/~! und d7~!.

Zur Darstellung des Rekonstruktionsverfahrens verwendet man die zu H, G adjungierten Operationen
H*,G* (in komplexer Schreibweise):

(H* £ == Y Tu_anfn, (4.4. 34)

(G £ = Y Giantn (4.4. 35)

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl dies tatséchlich die adjungierten Operationen sind: fiir jede
endliche Folge {n}; gilt ndmlich

({Hf}kv {n}k) = Z’WCZ hk—ann = Z fn(z hk—2n77k)

Um H*, G* néher zu beschreiben, fithrt man die weitere Filter-Operation des Upsampling ein:

L I n=2p
(Stf)n = {0’ n=2p+1. (4.4. 36)

Upsampling bringt also die Filterfolge {f}, durch Auffiillen mit Nullen auf die doppelte Lénge, so daf3

der Umkehrprozess gerade durch das Supsampling von oben gegeben ist. Ein Blick auf die Definitionen
von H*,G* zeigt nun, daf} diese Filter durch Upsampling mit anschlieender diskreten Faltung mit den
Filterfolgen {h}, bzw. {g},. ( Um dies einzusehen, bezeichne (S} f)m, := fr,. Dann verifiziert man sofort,

daf3 Zm hlfmfm = Zn hl72nfn gilt')

Bemerkung 4.4.3 Statt von Supsampling bzw. von Upsampling kann man auch von Restriktion bzw.
Prolongation sprechen. Mit dieser Sichtweise lassen sich beide Operationen noch erheblich
verallgemeinern und treten dann u.a. bei der Beschreibung von Mehrgitterverfahren (‘multigrid
methods’) auf, vergl. hierzu beispielsweise [T], Abschnitte 3.4f. und 3.5f.

In Abschnitt 4.4.1 wurde herausgestellt, dafl ein Rekonstruktionsschritt die Umkehrung eines
Zerlegungsschritts ist. Diesen Sachverhalt wollen wir nun anhand der obigen Operatoren ausdriicken.
Dazu schreiben wir (4.4. 31), (4.4. 32) kompakter als

A0

und den Rekonstruktionsschritt als

o= L[ﬁ*cj—l LG = L(ﬁ* €l /!
V2 2 di=t)”
Kombiniert man diese beiden Relationen,so folgt
. 1/— — —k — 1 — —  —s —
o = 5(H (H) +C (Gcﬂ)) = H H+G G,
also die Gleichung
(H* H+G* G) =2 Id. (4.4. 37)

27 Coding” heifit in der Elektrotechnik das Aufzeichnen der Amplituden der einzelnen Frequenzen. Sie werden durch die
{fn} als angeniherte Fourier-Koeffizienten dargestellt.
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Anhand der Filterfolgen ausgedriickt heifit dies

2. fn—zhn 2k Hf k+zgn 2k Gf ZZ hn—ok + Gn—2kGm— 2k]fm7
kK m

k k

also per Koeffizientenvergleich

Z[hn72khmf2k + gn72kgmf2k] = 26n,m (44 38)
k

Im Falle, daf} die Translate von ¢ orthonormiert sind, gilt die weitere Eigenschaft
250k_2/¢ oz — k), x—2ZZhh /¢> x —i)p(2x — 2k — j) dx—ZhhHQk (4.4. 39)

Man kann auch zeigen, daf$ dies mit |H (2)|> + |[H(—2)|?> = 1 (vergl. (4.2. 30)) dquivalent ist. In analoger
Weise gilt auch

250k—2/z/1 (x—k d$—2229293/¢ x—10)o(2x — 2k — j) dx—Zgnggk (4.4. 40)
Die Orthogonalitdt der Zerlegung Vi = Vi) & Wy, Vo L Wy liefert schlieBlich

0= (¢o,ks Yo,1) (Z hy¢1 2540, Zgwﬁ 2l+u) = \% Z hy—2kGo—21- (4.4. 41)

Daraus ergeben sich die Gleichungen
HG =0=G H".

Diese Gleichungen zeigen zusammen mit (4.4. 37) eine (logische) Analogie zu den schon friiher
hergeleiteten Relationen fiir die Symbole H(z), G(z) in Satz 4.2.3.

Es ist auch lehrreich, die Prozesse (4.4. 6) der Zerlegung und (4.4. 7) der Rekonstruktion mit Hilfe der
z-Transformation zu beschreiben. Fiihrt man formal

= Zcizk d(2) := Zd{czk (4.4. 42)
k k

ein, so lautet die z-Transformation der Zerlegungsformeln (4.4. 6)

V26t (2%) = H(2)d (2) + H(—2)c (—2)
V24771 (%) = G(2)¢ (2) + G(—2)d (—2).

(4.4. 43)

Zum Beweis fithren wir zuséitzlich die Koeffizienten
1 .
bl' = — h _iC']71
va 2l
ein. Dann folgt aus (4.4. 6) fiir |z| = 1 unter Beachtung von 2z = 1
. . 1 ) .
V21 (2%) = V2 by; 2%t = ( bz + bi(—1 lzl>
() = V22 _baiz® = 5 2 bis + 3 bi(-)

(sz 2 +ZZhl (=2 (— ))
= H(2)d (2) + H(—2)d (—2),
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d.h.die erste Relation in (4.4. 43) . Der Beweis der zweiten verlduft genauso.
Um die Wirkungsweise des Rekonstruktionsverfahrens klarer herauszustellen, verwenden wir in ihm
andere Filter :

~ 1 ~ ~ 1 -
H(z) =5 >t G(z) =5 > ket (4.4. 44)
k k
Die Rekonstruktionsformel (4.4. 7) lautet dann
~j 1 i1 G—1~
G, = 7 Z (CZ hy—21 + dj 9k72l)-
l
Die z-Transformation dieser Formel lautet dann
1 . : ~ o
= Z K (Z Pz el 22 4 nglez 2ld{22l>
25 1 1

V2 (ﬁz(z)cﬂ'—l(f) + é(z)dj_l(zQ)) (4.4. 45)

&(2)

Die Frage ist nun, wann dies eine Rekonstruktionsformel darstellt. Dazu wenden wir die
z-Transformation (4.4. 43) auf (4.4. 45) an und erhalten

F(z) = (H(z)ﬁ(z) +G(z)(;(z)>cj(z) + (H(—z)ﬁ(z) + (—z)é(z))cj(—z). (4.4. 46)

In diesem Ausdruck enhlt der zweite Term die Aliasing-Effekte: ¢/(—z) mit z = exp(—iv) liefert eine
Verschiebung der Fourierreihe ), ¢/ exp(—ilv) um die Frequenz 7. Dies entspricht genau dem Aliasing,
das nach dem Shannonschen Abtasttheorem zu erwarten ist, wenn man mit halber Nyquist-Rate (bzw.
mit doppeltem Zeitabstand) abtastet — denn danach liefert die Verschiebung um 7 die fehlenden
Abtastwerte zur exakten Darstellung. Also muf} sinnvollerweise

H(—2)H(z) + G(—2)G(2) =0 (4.4. 47)
gelten. Will man eine exakte Rekonstruktionsformel erhalten, so zeigt (4.4. 46), daf man noch
H(2)H(z) + G(2)G(z) =1 (4.4. 48)

fordern muf. Diese beiden Relationen charakterisieren die sogenannten perfect reconstruction filter.
Im Spezialfall H(z) = H(z) und G(z) = G(z) geht Relation (4.4. 47) in (4.2. 32) fiir Wavelets iiber und
(4.4. 48) in (4.2. 30), so daB in diesem Fall Formel (4.4. 45) exakt wird, d. h. ¢ (2) = ¢/ ().

Es sei noch erwéhnt, daf aus ihnen auch wieder Relationen fiir die Filter selbst folgen, ndmlich aus (4.4.

47) folgt
1= Z 2t Z hyz=F + Zgzzl ngsz = Z 2’ Z (hlﬁj-&-l + gz§j+l>
I & l & j /

Sie werden spéter zu den biorthogonalen Wavelets fiihren (nach [CDF92]).

Auf diesem Wege kann man die Konstruktion von Wavelets auf anderem Wege — nédmlich iiber diskrete
Faltungen (Filter) von Folgen — nochmals motivieren bzw. einfiithren. Ferner ist damit die Verbindung
zum Filter— Design in der Elektrotechnik (siehe etwa [Bracewell65]) gegeben. Mehr dazu findet der
interessierte Leser in [Daubechies92] (Abschnitt 5.6), und wesentlich umfangreicher in [SN96],
[Wickerhauser]. Wickerhauser baut seinen Zugang ganz darauf auf und behandelt speziell in Kapitel 5ff.
Wavelets und biorthogonale Wavelets. Dort findet man auch ausfiihrliche Anleitungen zur
Implementation von Algorithmen auf Wavelet-Basis.
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