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Kapitel 1

RAUME

I.1

TOPOLOGISCHE RAUME

I.1.1 GRUNDLAGEN

I.1.1 Definition: Eine Familie 7 von Teilmengen einer Menge X heifit Topologie fiir
X und (X, 1) ein topologischer Raum , falls 7 den folgenden Axiomen geniigt:

1.0, Xer
2. Ujer Ai €7, Ay € 7,0 € fiir eine beliebige Indexmenge 1
3. Meey A €T, AyeT, 1<k <n fiir jedes neN

Die Elemente von 7 heiflen offen(e Teilmengen von X) .

Beispiele Die einfachsten Beispiele von Topologien sind:

1. Die chaotische Topologie 7 := {), X }.
2. Die diskrete Topologie T:={A | A C X}.
3. Sei X := R = (—00,00). Definiere A C R als offen, wenn zu jedem zy € A ein h > 0

existiert, sodal (zo — h,xzo + h) C A, d.h. jedes z( ist ”innerer” Punkt.
Dies liefert die sogenannte Standardtopologie auf R.

1.1.2 Definition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Sind 71 und 75 zwei Topologien
fiir X, so heifit 7y stdrker(feiner) als 75 und 7 schdcher(grober) als 7, falls 71 D 7o.
Eine offene Menge, die einen Punkt = € X enthilt, heiflt offene Umgebung von x.
Eine Menge heifit Umgebung von x, wenn sie eine offene Umgebung von z enthilt.
Eine Menge U heifit Umgebung einer Teilmenge A C X wenn es eine offene Menge
V C X gibt mit A C V C U . Ein Punkt z heifit Hiufungspunkt einer Menge S C X,
falls jede Umgebung von z einen von z verschiedenen Punkt aus S enthélt. Eine Folge
(Zn)nen in X heifit konvergent gegen x© € X, wenn jede Umgebung von z fiir alle
bis auf endlich viele Indices n € N z,, enthélt. Eine Folge heifit konvergent, falls sie
gegen ein ¢ € X konvergiert. Ein Punkt z € S C X heifit tnnerer Punkt von S, falls
es eine Umgebung U von x mit U C S gibt. Das Innere von S, int(5), ist die Menge
aller inneren Punkte von S. Eine Menge S C X heifit abgeschlossen |, falls X \ S offen
ist. Der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die eine gegebene Menge S C X
enthalten, heift Abschluf von S, bezeichnet mit S. Der Rand einer Menge S ist der
Durchschitt 95 := SN X \ S.
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I1.1.3 Lemma: Sei (X, 7) topologischer Raum und sei S C X. Dann gelten
1. Das Innere int(S) von S ist offen, Der Abschlul S von S ist abgeschlossen.
2. Es gilt int(S) = S genau dann, wenn S offen ist.
3. Es gilt S = S genau dann, wenn S abgeschlossen ist.

4. Der AbschluBS von S ist gleich S vereinigt mit der Menge seiner Hiufungspunkte.

Beweis: 1.: Es gilt nach Definition 1.1.2 int(S) = |, cint

x zugehorige offene Umgebung von x ist. Also ist int(S) offen. Die Abgeschlossenheit von S
folgt aus dem folgenden Lemma.

() U,, wobei U, C int(S) eine zu

2.: Sei S offen und x € S. Dann ist U = S offene Umgebung von z, also = € int(S) und
damit int(S) D S, also § = int(S).

3.: Es gilt

x\s=x\ () v= U &xw= | v= | U.

X\Ver,Scv X\Ver,Scv Uer,SCX\U Uer,X\SDU

Daher ist S abgeschlossen. Ist S abgeschlossen, so ist X \ S offen und die rechte Seite ist
gleich X \ S, also § = 5.

4.: Es ist zu zeigen, dafl die beiden Mengen

A= ﬂ und B:=SU{z € X |z ist Hiufungspunkt von S} .
X\Ver,scv

gleich sind. Sei z € B. Dann ist entweder x € S und in diesem Fall ist offensichtlich z € A,
oder z ist Hiufungspunkt von S, d.h. jede Umgebung von z enthélt einen von x verschiedenen
Punkt von S. Dann ist allerdings = € V fiir jedes V mit X \ V € 7, S C V, denn wére
x & Vj fiir ein solches Vp, so wire X \ Vj offene Umgebung von x ohne von 2 verschiedenen
Punkt aus S, da S C V. Also gilt x € A und B C A.

Sei umgekehrt z € B, dann = ¢ S und es gibt eine offene Umgebung U von z, die keinen
Punkt von S enthilt. Dann ist V = X \ U D S abgeschlossen mit « ¢ V, also « ¢ A. 0

I.1.4 Lemma: Sei (X, 7) topologischer Raum. Dann gelten:
1. Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
2. Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
3. ® und X sind abgeschlossen.

4. ist v ein System von Teilmengen von X mit den Eigenschaften 1. bis 3., so ist
das System 7 der Komplemente der Mengen von ~ eine Topologie fiir X und -y
ist die Menge der abgeschlossenen Mengen beziiglich 7.

Beweis: 1.: Sei (V;);cs eine Familie von abgeschlossenen Mengen. Dann ist (X \ V;);er eine
Familie offener Mengen und es gilt

X\\vi=Jx\v)er.

i€l i€l
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2.: Wie in 1. gilt

x\Jvi=N&x\v)er

i=1 i=1

3.:Es gelten X =X\ 0 und 0 = setminusX .
4.: Folgt unmittelbar aus 1. bis 3.. d

I1.1.5 Definition: Ist Y C X und 7 Topologie fiir X, so heifit das System
v ={ANY |Aecr}

relative Topologie oder Relativtopologie auf Y induziert durch (X, 7). Eine Menge
S C Y heiit relativ offen , falls S € 7y und relativ abgeschlossen , falls Y\ S € 1y
ist.

Bemerkung: 7y erfiillt offensichtlich die Axiome einer Topologie. Fine Menge S C Y
ist genau dann relativ abgeschlossen, falls es eine abgeschlossene Menge A C X gibt mit
S=ANY.

Um eine Topologie einzufiihren, ist es zweckmaéssig als Hilfsmittel oder Vorstufe den Begriff
der Basis einer Topologie zur Verfiigung zu haben.

1.1.6 Definition: Eine Teilmengen S C 7 heifit Basts fiir 7, falls jede Menge in
7 Vereinigung von Elementen von [ ist. Eine Teilmengen v C 7 heifit Subbasis fiir
7, wenn die Menge der endlichen Durchschnitte ihrer Elemente eine Basis ist. Eine
Teilmengen o C 7 heifit lokale Basis fiir den Punkt x € X, falls jede Umgebung von
x ein Element von  enthélt, das Umgebung von x ist.

I1.1.7 Bemerkung: Jede Menge v von Teilmengen einer Menge X ist Subbasis einer
Topolgie 7 auf X . Man verifiziert leicht, dal 7 die grobste Topologie fiir X ist, in der
alle Elemente von + offen sind.

I.1.2 BEISPIELE TOPOLOGISCHER RAUME

Einfache Beispiele topologischer Réume sind

1. Sei X := R mit der Topologie von Beispiel 3. I.1.1 versehen. Eine Basis ist dann die
Menge der Intervalle {(a,b) | a,b € R} .
{(a,b] | a,b € R} ist Basis einer echt feineren Topologie.

2. Fiir X := R"™ bildet die Menge aller Kugeln
By(z) == {yeR"||lz—yl|<r} , | -] := euklidische Norm
die Basis einer Topologie.

Es gibt Klassen von topologischen Riumen, deren Topologie konkret am Abstandsbegriff
orientiert ist. Auf Grund dieser Struktur besitzen sie eine reichhaltigere Theorie, die in
spéiteren Abschnitten eigens studiert wird.
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1.1.8 Definition: Eine Menge X heifit metrischer Raum , falls eine Metrik d :
X x X — R existiert mit

1. d(z,y) >0

2. d(z,y)=0&2x=y (Definitheit)
3. d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie)
4. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (Dreiecksungleichung)

fir alle z,y,z € X.

1.1.9 Bemerkung: Ein metrischer Raum M wird zu einem topologischen Raum, wenn
man als Basis fiir die Topologie

B :={B.(x) | x € M,r >0}, B.(x):={ye M| d(z,y) <r}

wéhlt. Eine Menge U C M ist dann genau dann offen, wenn zu jedem x € U ein r > 0
existiert mit B, (z) C U .

1.1.10 Definition: Ein Vektorraum V iiber K € {R,C} heiit linearer normierter

Raum, falls eine sogenannte Norm || - || : V — R existiert mit
1. ||z >0, |lz]| =0 2=0 (Definitheit)
2. || Az|| = M|z (positive Homogenitét)
3. Ml +yll < =l + [yl (Dreiecksungleichung)
fir alle z,y € V, A € K.
Falls in 1. nur ||z|| > 0 gilt , so heift || - || Seminorm auf V.
Ein linearer normierter Raum ist ein metrischer Raum mit Metrik d(z,y) := ||z —y|| . Sie ist

eine translationsinvariante Metrik , d.h. eine Metrik mit der Eigenschaft d(x — y,0) =
d(z,y) fir alle x,y € V

Wichtige lineare normierte Raume sind:

1. Die Menge der stetigen Funktionen C(K) auf einer kompakten Menge K C R™ mit
Norm

[flle = fllc.x = sup[f(z)].
reK

2. Die Menge der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen C"™(K) auf einer kompakten
Menge K C R": die Ableitungen D f := 07} ... 03" mit
a=(ag,...,a,) und |af = 3" a; < m sind dann stetig und bilden eine Norm
durch
[ flloo,m. i == Z D% flloo, i -

lal<m

3. Der Raum C(K) mit den LP-Normen

1l s = (/Klf(x)l” dx)” L l<p<oo.

4. Die Menge der stetigen Funktionen C(2) auf einer offenen Menge 2 C R? mit den
Semi-Normen

pa(f) == sup |f(z)] , K, kompakt , K,CQ.
zeK,
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Bemerkung: Die Funktionen aus C(2) sind i.a. nicht beschrankt.

5. Der Raum H(Q2) der auf © holomorphen Funktionen als Unterraum von C'(£2) mit den
gleichen Semi-Normen wie in 4.

6. Der Raum S der schnell abfallenden , beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit
den Semi-Normen

Pa,n(f) = Su]g(l +[z)N DY ()] < o0,
z€R?

wobel a, D wie oben definiert und N € N (siehe [U]).

Es gibt eine allgemeine Methode, um auf einem Vektorraum X einer gegebenen abzihlbaren
Familie (p;)ieny von Semi-Normen eine Metrik zuzuordnen, ndmlich

(siehe [U])

— 27" pi(f —g)
d f7 g) = —=r ) f7 g€ X .
(h:9) = 2 T
Die oben aufgefiihrten drei Beispiele sind alle mit dieser Methode zu behandeln, d.h. sie
werden zu metrischen Rdumen, die aber nicht normierbar sind (s. Rudin [9], §1.44 - §1.46).

I.1.3 TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME

Eine zentrale Frage betrifft die Kompatibilitidt von Vektorraumstruktur und topologischer
Struktur, wenn X ein Vektorraum ist. Dazu betrachte zunéchst stetige Abbildungen. Seien
(X, 7) und (Y, o) topologische Ridume und f: X — Y eine Abbildung. Fir SC X, T CY
sei f(S) :={f(z) |z € S} CY das Bild von S unter f und f~Y(T):={zx e X | f(z) € T}
das Urbild von T unter f

(beachte: die Schreibweise f~1(T') besagt nicht, daf§ eine Umkehrabbildung zu f existiert !).

1.1.11 Definition: Eine Abbildung f : X — Y heif3t stetig in xo € X falls es zu jeder
Umgebung V von f(z¢) in Y eine Umgebung U von zy in X gibt, sodal f(U) C V.
Eine Funktion f heift stetig auf S C X, falls f fiir alle x € S stetig ist. Falls die
inverse Abbildung f~! existiert und f und f~! auf X bzw. Y stetig sind, heifit f
Homdéomorphismus von X auf Y

Diese Definition verallgemeinert die fiir stetige reellwertige Funktionen auf R iibliche Defi-
nition mit e- und §-Umgebungen.

Bemerkung: Man verifiziert unmittelbar:
Ist f: X — Y stetig in o und g : Y — Z stetig in f(zg) , so ist g o f stetig in z¢ .

1.1.12 Satz: (Charakterisierung der Stetigkeit). Sei f : X — Y eine Abbildung. Dann
sind dquivalent:

1. f ist stetig auf X;
2. Ist U offen in Y, so ist f~1(U) offen in X;

3. Ist V abgeschlossen in Y, so ist f~!(V) abgeschlossen in X.

Beweis: 2. = 1.: Sei V Umgebung um f(z) € Y. Wegen 2. ist f~(V) offen und enthélt
70, ist also eine offene Umgebung U um zo mit f(U) = f(f~%(V)) = V, d.h. die in 1.
gewiinschte Umgebung.

1. = 2.: Sei V offen in Y und x( beliebig in f~!(V). Nach 1. gibt es eine offene Umgebung

Uz, vou zo mit f(Uy,) C V. Dann ist U, ¢ p-1(vy(Us) = f~1(V) offen, da die Uy, offen
sind, d.h. es gilt 2. '
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3. & 2.: Folgt aus der mengentheoretischen Identitat

FYNS) =X\ ().

Die folgende Definition wird spéter u.a. fiir sog. ”schwache Topologien” wichtig.

1.1.13 Definition: Sei X eine Menge und ((Yi, Ui))iel eine Familie von topologischen
Réumen und F = { (f;) | ¢ € I } eine Menge von Abbildungen f; : X — Y;. Dann
heifit die von

v ={UCX|U=f"'V;),i€l, Vieo;}

als Subbasis definierte Topologie die o(X, F)-Topologie auf X .

1.1.14 VORAUSSETZUNG: Im folgenden sei K € {R,C} , und alle auftretenden
Vektorrdume seien Vektorrdume iiber K .

Die Forderung nach Kompatibilitdt von Vektorraumstruktur und topologischer Struktur
fithrt nun zum Begriff des topologischen Vektorraums :

1.1.15 Definition: Ein topologischer Vektorraum (TVS) ist ein Vektorraum V |
versehen mit einer Topologie derart, dal die Vektorraumoperationen + : V xV — V
und - : KxV — V stetig sind, wobei die Produktrdume jeweils mit der entsprechenden
Produkt-Topologie versehen sind. Hierzu muf} die Topologie auf Produktriumen erklért
werden :

1.1.16 Definition: Gegeben seien topologische Riume (X, 0),(Y,7). Dann ist als
Basis der sog. Produkt-Topologie II auf X x Y die Menge

{(Ul,UQ) | U1€0',U2€’7'}.

definiert.

Bemerkung: Sind

Px:1I — X Pyl —Y
(r,y) — = (r,y) —y

die kanonischen Projektionen, so ist nach Bemerkung I1.1.7 IT die grébste Topolgie, in der
diese stetig sind.

Man kann leicht zeigen, daf fiir topologische Vektorraume XY X X Y ein topologischer
Vektorraum unter der Produkttopologie II ist. Konkret bedeutet dann die Stetigkeit z.B.
der Abbildung + , daB, wenn & = x1 + x2 =: f(z1,22) mit (z1,22) € X x X gegeben ist, es
zu einer Umgebung U von z Umgebungen U; von x; , U von x5 gibt mit

fU,Uq) =U; + Uy C U . Damit gilt nun



I.1. TOPOLOGISCHE RAUME 9

1.1.17 Lemma: Seien (X,o, (Y,7)) topologische Vektorrdume und
f + X — Y linear. Dann gilt

1. Die Translation definiert fiir festes z € X auf X x X durch T, (y) := = + y und
die Multiplikation M, (y) := ay fiir festes @ € K sind Homdomorphismen.

2. f ist genau dann stetig auf X , wenn es stetig in 0 ist.
3. Sei £ C X . Dann sind dquivalent

(a) E ist offen.

(b) Es gibt ein a € X ,sodal E+a offen ist.

(¢) Fiir alle a € X ist E+a offen.

Beweis: [U].

Folgerung aus 3.: Um die Topologie eines topologischen Vektorraumes zu beschreiben,
geniigt es, eine Basis von 0-Umgebungen anzugeben.

Es gibt folgende Hierachie von topologischen Raumen (wobei noch keine Vektorraumstruktur
vorzuliegen braucht):

1.1.18 Definition: (Trennungsaxiome) . Sei (X, 1) ein topologischer Raum.
Definiere die folgenden Eigenschaften:

T1 Mengen, die aus einem einzigen Punkt bestehen, sind abgeschlossen.

Ty Zu je zwei Punkten = # y gibt es zwei offene disjunkte Umgebungen von = bzw.
Y.
T3 Zu jeder abgeschlossenen Menge A C X und jedem z ¢ A gibt es offene disjunkte

Umgebungen von A und x .

Ty Zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Mengen A, B C X gibt es offene disjunkte
Umgebungen von A und B .

X heiit Hausdorff-Raum , falls T} und Ty gelten. X heiit reguldrer Raum, falls
T1 und T3 gelten. X heifit normaler Raum , falls T; und T} gelten.

Normale Rdume sind regulidre Rdume und diese sind Hausdorff-Rdume. Der Nachweis fiir
letztere Eigenschaft vereinfacht sich fiir TVS. Dies zeigt

1.1.19 Satz: Ein topologischer Vektorraum X, fiir den 77 gilt, ist ein Hausdorff-Raum.
Weiterhin impliziert T5 die Eigenschaft 77 .

Beweis: Seien z,y € V, x # y, also x —y # 0. Wegen T ist {0} abgeschlossen, also X \ {0}
offen mit & — y als innerem Punkt. Daher gibt es eine offene Menge V,_, C X \ {0} mit
x —y € Vp_y. Wegen der Stetigkeit der Addition gibt es Umgebungen V, und V_, um x
bzw. —y, sodall V, + V_, C V,_, C X \ {0}. Daher gilt 0 ¢ V, + V_,, d.h. 21 + 25 # 0 fiir
z1 €V, 29 € V. Also z1 # —29, sodal V, und —V_, die gesuchten Umgebungen sind .

Zum Beweis der zweiten Aussage zeigt man, daf jeder Punkt des Komplementes eines Punk-
tes ein innerer Punkt ist. 0
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1.1.20 Definition: Ein topologischer Vektorraum heifit lokal konvez , falls er eine
Basis von 0-Umgebungen besitzt, die alle konvex sind. (Eine Menge W C X heifit
konvex, wenn die Strecke {tz + (1 —¢t)y | 0 <t < 1} fiir alle x,y € W in W liegt).
Eine Menge F C X eines topologischen Vektorraumes X heifit beschrdnkt, falls fiir
jede 0-Umgebung V' eine Zahl sy g existiert, sodafl £ C t -V fiir alle t > sy . Ein
topologischer Vektorraum heifit lokal beschrdnkt | falls eine beschriankte 0-Umgebung
existiert.

Man kann nun fragen, unter welchen Bedingungen ein TVS zu einem metrischen oder nor-
mierten Raum wird. Dazu

Bemerkung: Ein topologischer Vektorraum heifit metrisierbar , falls seine Topologie
durch eine Metrik erzeugt wird. Entsprechend wird der Begriff normierbar gebildet.

Es gilt folgender Satz (s.Rudin [8]):

1.1.21 Satz:

1. Ein topologischer Vektorraum X ist metrisierbar genau dann, wenn X eine
abzéhlbare Nullumgebungsbasis hat.

2. Ein topologischer Vektorraum X ist normierbar genau dann, wenn X lokal konvex
und lokal beschrankt ist.

Bemerkung: Beispiele fiir metrisierbare, aber nicht normierbare Rdume wurden bereits
weiter oben genannt.

I.1.4 KOMPAKTHEIT

1.1.22 Definition: Sei (X, 7) topologischer Raum und sei S C X, und sei F eine
Familie von Teilmengen von X, sodafl S C (Jpc»T. Dann heifit F Uberdeckung von
S. Falls alle T € F offen sind, so heiit F offene Uberdeckung .

Eine Menge S C V heifit (iiberdeckungs-)kompakt , falls jede offene Uberdeckung
eine endliche Teiliiberdeckung enthélt. X heifit lokal kompakt, falls jedes x € X eine
kompakte Umgebung besitzt.

1.1.23 Lemma: In einem (X, 7) topologischen Raum sei T C S C X, T abgeschlossen
und S kompakt. Dann ist auch T" kompakt.

Beweis: Sei 7 = {U, | a € A} eine offene Uberdeckung von T. Dann ist F U {X \ T} eine
offene Uberdeckung von S. Es existiert eine endliche Teiliiberdeckung von .S, schneide diese
mit X \ 7 und erhalte so eine endliche Teiliiberdeckung von T 0

1.1.24 Satz: Seien X , Y topologische Rdume, f: X — Y stetigund X kompakt.
Dann ist f(X) kompakt.

Beweis: Sei {V,, | a € A} offene Uberdeckung von f(X). Sei U, := f~*(V,,) ,
a € A. Nach Satz 1.1.12 sind die U, offen in X. Es gibt nun nach Voraussetzung eine endliche
Teiliiberdeckung {U,, | 1 <i <n} von X. Weiterhin gilt

UVCH = Uf(Ual):f<UUa1> :f(X) )
i=1 i=1 i=1

also ist {V,, | 1 <i < n} endliche Teiliiberdeckung von f(X). O
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1.1.25 Korollar: Auf einem kompakten topologischem Raum nimmt jede stetige Funk-
tion ihr Infimum und Supremum an.

Beweis: Die Behauptung folgt daraus, dafl die kompakten Teilmengen von R abgeschlossen
und beschrénkt sind. O

1.2 EINFUHRUNG IN DIE MASS- UND INTEGRA-
TIONSTHEORIE

I.2.1 MESSBARE FUNKTIONEN, MASSE UND MASSRAUME

1.2.1 Definition: Sei X # ) eine Menge. Eine Teilmenge der Potenzmenge von X,
A C P(X), heifit o-Algebra , falls gilt:

1. Xed
2. AcA = X\AcA

3.Ai€¢4,i€N:>U A, e A

€N
Die Mengen aus A heien mef8bare Mengen und (X, A) ein Mefiraum . Eine nicht-
leere Teilmenge R der Potenzmenge von X heiflit Ring , falls fiir A, B € R auch

AUB e R und A\ B € R sind.

Bemerkung: Ein Ring ist noch keine Algebra. Eine Algebra A ist abgeschlossen unter
Komplementbildung und abzéhlbarer Vereinigung, ferner unter abzéahlbarer Durchschnitts-
bildung abgeschlossen, denn es gilt

(NAi=X\{J(X\4), AicA ieN

i€N 1€EN

Esist auch A\ B=(X\B)NAec Afir A B e A.

Fiir eine gegebene Teilmenge M der Potenzmenge P(X) eines Raumes X existiert eine
kleinste o-Algebra, die M enthiilt. Sie wird erzeugt durch Abschlufl der Operationen 2. und
3. oder durch

M, = ﬂ{/\f CM | N ist o— Algebra} .

1.2.2 Definition: Seien (X, .A) und (Y, B) Messraume mit o-Algebren A und B. Dann
heif}t eine Abbildung f : X — Y mefSbare Abbildung oder mefbar beziiglich A und
B, falls fiir alle B € B die Menge f~1(B) € A ist.

Bemerkung: Ist B die von einem M erzeugte o-Abgebra, so vereinfacht sich diese Bedin-
gung zu: f: X — Y ist meBbar, falls fiir alle B € M die Menge f~!(B) € A ist. Der Test
auf einer erzeugenden Menge ist also ausreichend.

Die Verbindung zu topologischen Raumen gibt

1.2.3 Definition: Ist (X, 7) topologischer Raum, so heifit die von 7 erzeugte o-Algebra
die Borelsche o-Algebra von (X, 7). Ihre Elemente heilen Borelmengen.

Die Borel-Algebra ist also die kleinste o-Algebra, die alle offenen und abgeschlossenen Men-
gen enthélt.
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1.2.4 Lemma: Ist f : X — Y stetig, wobei (X,0) und (Y, 7) topologische Riume
sind, so ist f beziiglich der von ¢ und 7 erzeugten o-Algebren mefibar.

Beweis: Nach dem Vorbild von Satz 1.1.12 .

Ein besonders wichtiger Spezialfall ist der Fall Y := K € {R,C}. Dann definiert man:

f: X — Kheifit Borel-mef$bar, wenn im Falle Y := R f mefibar ist auf X beziiglich der o-
Algebra, die von der aus der Menge der halboffenen bzw. offenen Intervalle [—o0, a) , (a,b) , (b, 0]
entstehenden Topologie erzeugt wird, und im Falle Y := C f der beziiglich der Mengen
B,(z) und C\ B.(z) .

1.2.5 Lemma:

1. f ist genau dann Borel-mef3bar, wenn
f7YM) e A fir alle M € {(a,b),[~o0,a),(a,] | a,b € R} .
2. f ist komplex Borel-mefibar genau dann, wenn R(f) und I(f) reell Borel-mefibar
sind.

3. Seien [, g, (fi)ien Borel-mefibare Funktionen und o € K . Dann sind auch
folgende Funktionen Borel-mefibar:

sup fi(x) , inf fi(z) , limsupf; , liminff;,
i€EN ieN i—00 1—+00

[T (z) = max(f(x),0), f~(x)=—min(f(z),0), |f(z)]
f+g9 . f-9 , a-f , f/g falls definiert .

Beweis: [U].

1.2.6 Definition: Sei (X,.A) ein Mefiraum. Dann heifit s : X — R einfache
Funktion , falls s nur endlich viele Werte annimmt, d.h. s hat die Darstellung

n
SZZOZZ'XAi ) Al :571({041'}) ) 1<i<n ;
=1

wobei die charakteristische Funktion x4 definiert ist als

() 1 , x€A
XT) =
xa 0 ., zdA

Bemerkung: Einfache Funktionen sind Borel-mefibar.

1.2.7 Lemma: (Approximation mebarer Funktionen durch einfache Funktionen). Sei
f (X, A) = [0,00] meBbar. Dann gibt es eine Folge (s;);en einfacher Funktionen mit
0<s1<89< dots < f, und fiir alle z € X gilt s;(x) = f(x).
f ist also von unten durch einfache Funktionen approximierbar.

Beweis: Sei n € N fest. Seien

Eni=f"" ([Z;nl;n)) . Fo=f"Yn,o0)), 1<i<n2".
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Es gilt [0,00] = Ulgigmn [i;,} , QL) U [n, o], wobei die Vereinigung disjunkt ist. Sei

n2™ .

1 —1
T D
i=1

Die s, bilden eine monoton steigende Folge und lim,,_, o $p(z) = f(z), denn fir x € E,
gilt

1—1
<

i

sn(7) =

falls x € F,, so s,(x) = n, aber es gibt ein n mit x € E,,; . O

1.2.8 Definition: Sei M ein System von Teilmengen eines Raumes X, dann heif3t eine
Abbildung p* : M — [0, 00] dufleres Maf3 auf M, falls fiir alle M, E, F, A; € M gilt:

L p*(0)=0
2. p* ist monoton, d.h. fir £ C F gilt p*(E) < p*(F)
3. 1 (Ujen Ai) < Dien i (Ai) 5 Uien Ai € M(o-Subadditivitét)

1.2.9 Definition: Ist (X,.A) ein Mefiraum, so heifit ©: A4 — [0,00] Maf , falls
gilt:

1. u® =0
2. 1t (Ujen As) = Djen 1(A) fiir A; € A paarweise disjunkt  (o-Additivitét).

(X, A, p) heiBt dann Mafiraum .

Bemerkung: Die Eigenschaften eines dufleren Mafles folgen aus denen eines Mafles, denn
die o-Additivitdt impliziert bereits Monotonie, da fiir E C F' dann gilt:

u(F) = pW(BU(F\ E)) = p(E) + p(F\ E) > p(E) .

o-Subadditivitét folgt ebenfalls, denn ist By = Ay , B, = A, \ U;.,, Bi , n > 1, so sind
die B,, disjunkt, und es gilt {J,,cy An = U, ey Bn - Daher gilt wegen der Monotonie

u(U An> =N<U Bn> :Zu(Bn)=Zu<An\UBi> <> nlAn)

neN neN neN neN <n neN

Der Schritt von einem &ufleren Mafl zu einem Maf ist wesentlich. Dies zeigt

1.2.10 Lemma: (Stetigkeitseigenschaften von Maflen). Sei (X, A, 1) ein Mafiraum.
Dann gilt:

1. Sei A; C Ay C ... eine aufsteigende Folge mefibarer Mengen und A = J,, oy An-
Dann gilt lim,, o0 (A4,) = u(A) .

2. Sei Ay D Az D ... eine absteigende Folge mefibarer Mengen und A = [, o An.
Dann gilt lim,, 00 (A4,) = u(A) .

Beweis: 1.: Sei B; = A; \ A4;_1 € A, i € N, By = Ay = 0. Dann ist A die disjunkte



14 KAPITEL I. RAUME

Vereinigung der B;, A = |J;cy Bi. Damit gilt

/L( U Ai) = M( U Bz’) =Y B = nli_{IOlOf:M(Bi)
i=1

€N €N 1€N

= lim H(OBi) = lim p(4,).

n—oo ; n—o00
1=0

2.: Sei B; = A \Al, dann B; C Bi+1, UiEN B; = A \ miEN A, = A \ A. Mit 1. gllt
W) = (A + p(B), lim u(Be) = pl i \ A) = (Ar) — (4)
O

Die Konstruktion eines dufleren Mafles ist relativ einfach, da man sich auf Grund seiner
Definition auf ein geeignetes Teilsystem M von X beschrianken kann. Dies ist z.B.bei einer
Abbildung i : R — [0, 00] auf einem Ring R der Fall, die o-additiv ist und u(@) = 0 erfiillt.
Konkret betrachtet man die Quader in

Qz[al,bl) X e X [an,bn) CR“, Clj,bj ER,CLJ' Sbj,lfjfn

in R™. Dann ist die Menge aller endlichen disjunkten Vereinigungen von Quadern ein Ring
und fiir A = (JI~, Q" ist durch

zundchst nur ein dufleres Maf} auf diesem Ring R definiert.

Die eigentliche Schwierigkeit auf dem Wege zu einem Mafl ist nun — wie die folgenden Sétze
zeigen — dieses duflere Maf3 auf die von R erzeugte o-Algebra fortzusetzen und zu zeigen,
daBl es damit zu einem Maf} wird.

1.2.11 Definition: Sei p ein dufleres Maf}. Eine Menge A C X heifit u-mefbar,
falls
wM)=puMNA)+u(Mn(X\A) firalle M C X .

1.2.12 Satz: Die Menge A aller p-mefibaren Teilmengen von X ist eine o-Algebra
und p ein Maf3 auf A.

Beweis: Wegen u() = 0 gilt §§ € A. Offensichtlich gilt fiir A € A auch X \ A € A. Seien
nun A, B € A. Wir wollen zeigen, dafl AU B € A. Wegen B € A gilt

p(MNA)=puMNANB)+u(MNAN(X\ B))
fiir alle M C X. Andererseits gilt wegen A € A

u(M (X \ (AN B)))
— WM (X\(ANB)NA) +u(M (X \ (AN B))N (X \ 4))
= W(MNAN X\ B) +u(MN (X )\ A)).

Insgesamt gilt also fiir alle M C X

p(M) = p(MN0A)+u(MN (X )\ A))
= p(MNANB)+uMNAN(X\B))+u(Mn(X\A))
= w(MN(ANB)+u(Mn(X\ (AN B)))
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und damit AN B € A. Daraus folgt auch AUB =X\ (X \ A) N (X \ B)) € A. Seien nun
A, € A paarweise disjunkt, n € N. Fiir n € N und M C X folgt dann induktiv

(M N UAi) = u(Mﬁ(U Ai)mAn)+u(Mm(l
(M N Ap) +7§:u(MﬂAi) =

i=1 i

Cs

Ai) N (X N\ An))

-
Il

u(A{FLAi)

v

Il
-

Setze nun A := J;cn Ai. Weil i, A; € A fiir alle n € N ist, folgt wegen der Monotonie
und o-Subadditivitat von p

p(M) = p(M O JA) +pM(XN\JA) =D u(MOA)+p(M0(X\A).
=1 =1 =1
Fiir n — oo folgt
p(M) > ZM(MﬂAi)+M(Mﬂ(X\A)) > pu(MNA)+p(MN(X\A)) . (%)

Wegen der o-Subadditivitét gilt aber p(M) < p(M NA) + p(M N (X \ A)), also ist A =
U;>1 € A, und in (*) mufl Gleichheit gelten. Daher ist A eine o-Algebra. Einsetzen von A
in (x) liefert u(A) = > is1 M(Ai) O

Fiir den folgenden Hauptsatz dieses Abschnitts benotigen wir noch

1.2.13 Definition: Ein Ma8 y auf A von (X, .A) heifit endlich, falls u(X) < oo, und
o-endlich , falls X abzdhlbare Vereinigung von Mengen mit endlichem Maf ist. Ein
Maf heifit vollstdndig , falls fir A € A mit u(A) = 0 - d.h. A ist eine sogenannte
u-Nullmenge - folgt, dafi jede Teilmenge von A in A liegt.

1.2.14 Satz: Sei R ein Ring, R, die von R erzeugte o -Algebra und
u:R —[0,00] ein Mafl auf R . Seifiir A C X

(A = inf{ 3 A [ AneRAC | An}.
neN neN

Dann ist p* ein dufleres Mafl auf R, und p(A) = p*(A) fir Ae R.Ist p
o-endlich, so ist p* die eindeutig bestimmte Fortsetzung von p und ein Maf auf R,

Beweis: Die Eigenschaft u(f) = 0 und die Monotonie sind klar. Zum Beweis der o-
Subadditivitdt seien M,, n € N, und € > 0 vorgegeben. Nach Definition von p* exi-
stieren Ay, € R mit M, C U, ey Anm und D oy p(Apm) < p*(M,) + €/2". Dann ist

Unen Mn C Un,meN Apm, also

(UM < w (U Aw) =6l U Aum) = 32 #ldum)

neN n,meN n,meN n,meN

Do (Ma) + 57) € D0t (M) +e.

neN neN

IN

Damit ist p* ein dufleres Mafl. Dann zeige die p*-Mefbarkeit aller A € R,. Dazu reicht es,
A € R anzunehmen, da nach Satz 1.2.12 die Menge aller p*-mefibaren Mengen bereits eine
o-Algebra ist. Wegen der o-Subadditivitdt von p* gilt fir alle M C X

w* (M) < (MO A) 4+ " (M0 (X 4))
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Sei € > 0 vorgegeben und (A, )nen eine Folge in R mit M C |J, ey An und Y- o p(An) <
w* (M) +e. Nun gilt

MnAc |JAnnA)md Mn(X\A)c [JAn(X\A) =]\ 4),
neN neN neN

also ist

pMOA) +p (MO (X\A) < Y p(AnnA)+ Y p(An\ A)

neN neN
— S <)+
neN

Damit ist A nach Definition des Kriteriums von Satz 1.2.12 p*-mefibar und p* ein Maf auf
Ro-

Weiter gilt p*(A) < pu(A) wegen A =AUPUD... und andererseits mit A C |, oy An

A=(A1NA)U((A2\A1)NA)U((A3\ (A1 UA))NA)U--- = U((An\OAi)ﬂA)

neN

und daher pu(A) <> o4 u(An) wegen der Monotonie und der o-Subadditivitét von y, also
w*(A) = p(A) fiir A e R.

Sei nun p o-endlich und sei v eine weitere Fortsetzung von p auf R,. Sei (A, )nen eine Folge
in R mit |J,cny An = X und p(A,) < oo, n € N, und sei B € R,. Nach Lemma 1.2.10 und
Satz 1.2.12 gilt

v(B) = lim v( UA NB) und p*(B)= lim p* UA N B).

n— 00 n— 00
=1 =1

Daher geniigt es, die Behauptung fiir B C A fiir ein A € R mit u(A) < 0o zu zeigen. Dann
gilt aber

w*(B) = 1nf{z,u )| B, €R,BC UB}
neN neN

= inf{Zu(BnHBneR,Bc UBn}.
neN neN

Nun ist v ein Mafl auf R,. Daher folgt v(B) < p*(B) und analog v(A\ B) < pu*(A\ B),
damit insgesamt

W (A) = v(A) = v(B) + v(A\ B) < 5" (B) + u*(A\ B) = *(A)
Daher ist v(B) = p*(B). O

Das oben definierte dulere Mafl auf dem Ring der Vereinigungen halboffener Quader ist we-
gen R" = J,cn[—k, k)" o-endlich. Das nach dem eben bewiesenen Satz eindeutig definierte
Maf auf der zugehorigen Borelschen o-Algebra R, heifit

Lebesguesches Maf$ auf R" .

I.2.2 INTEGRATION

1.2.15 Definition: Sei (X, A,u) ein og-endlicher Maffiraum und f : X — [0,00)
Borel-mefibar.Dann definiere (falls existiert)

[ 1 dn=swp {3 antan | X={J4an Ae AN =0i%]
X i=1

€N

oy E[0,00) a; < ;££ f( )}
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1.2.16 Bemerkung: Ist s einfache Funktion auf X, also s = > | a;x 4, mit
X = U;L:l Ai, Al = 571(041‘), a; > 0, SO gllt [U]

[ s du= z (A
Deswegen lautet eine dquivalente Definition
/ f d,u:zsup{/ S du|seinfachmit0§s§f} .
X X

Eine Verallgemeinerung lautet: Ist £ C X mefibar, so definiere

/sdu::iaiu(AiﬂE) , SziaiXAi-
B i=1

i=1

Dieses Integral hat folgende Eigenschaften:

1.2.17 Lemma:

1. Sind f und g Borel-mefibar und nichtnegativ mit f < g, so gilt

Af@ségw

2. Mit @ € K und 0- 00 := 0 gilt

/Xaf du:a/Xf dy.

3. Fiir Borel-mefbare nichtnegative Funktionen f und g gilt

/X(f+g) du=/Xf du+/xg dp.

Beweis: [U].

1.2.18 Satz: (Beppo Levi) Sei (X, A, ) ein Mafraum und (f,)nen eine (nicht
strikt) monoton wachsende Folge reellwertiger nichtnegativer mefibarer Funktionen auf
E € Amit f(z) := lim,e fu(z) und [, f dp = o < co. Dann ist f mefbar mit
Sup,en [ fn dp < oo und

/fdu— lim fn du—sup/fn dp .
E

n—oo neN

Beweis: Nach Lemma 1.2.5 ist f = limsup,,_,., fn meBbar und nach Lemma 1.2.17 gilt
wegen fp, < foy1 < f,neN,

tim [ o dp=sup [ fuaus [ 7 an.
Sei s einfach und mefbar mit 0 < s < f, s = >.7" | a;xa,. Wihle v € (0,1) und betrachte

E,={z€E| fulr)>vs(x)} € A, dann £y C B> C ... und E = |J,,cy En wegen f,, — f.
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Dann gilt

I.2.17 1.2.17 1216 s
/ foodp > /WSXEW, dp = 7/ sxE, dp ="y Y ip(AiN Ey) .
E, E E =

Wegen A; = J,,cn(4i N Ey) folgt mit Lemma 1.2.17

lim fn d,u > lim fn d/J > lim ’YZO%:U(AimEn)
n—oo Jp n—00 P

n—oo
=1 B E

Anschliefend bilde das Infimum der rechten Seite iiber einfache Funktionen s < f und

erhalte nach Bemerkung 1.2.16

n—oo

lim fn d,u>/ f du.
E

1.2.19 Korollar: Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und (f,,) wie oben. Dann gilt

/andu Z/fnd,u . falls [Eifnd,u<oo.

n=1

Beweis: [U].

1.2.20 Lemma: (Fatou) Sei (X, A, p) ein o— endlicher Mafiraum und (fy,)nen eine
Folge mefibarer Funktionen auf £ € A mit sup,,cy f g Jn dp < oo. Dann gilt

/hmmffn dp < hmmf/ fn dp
E

n— oo

Beweis: Nach Lemma 1.2.5 ist liminf,,_, ., f, mefibar. Schreibe

liminf f,, = sup inf f, = 5up gr = hm Gk
n—00 LeNN>k

mit g = inf, > fr, denn dann sind die g, monoton wachsend, und es folgt mit dem Satz

von Beppo Levi (1.2.18) :

/liminffn dp = / lim g5 dp = lim / gk du
E g k—oo k—oo J B

n—oo

IN

sup inf / In dp :liminf/ fn dp.

keNn>k

O

1.2.21 Satz: (Konstruktion von Mafien aus dem Integral). Sei (X, A, 1) ein Mafiraum
und f: X — [0, 00] Borel-mefibar. Dann bildet ¢ : A — [0, 0] definiert durch

Mﬂ=éfw

ein Mafl ¢ auf A. Weiterhin gilt

/Eg d<p=/Eg-f dp.
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Beweis: [U].

Die Definition 1.2.15 gilt nur fiir nichtnegative Funktionen. Eine Erweiterung auf komplex-
wertige Funktionen ist

1.2.22 Definition: Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und sei L' (1) die Menge aller komplex-
wertigen Borel-mefbaren Funktionen f : X — C mit [ |f|du < oo. Solche Funktionen
heiflen tntegrabel . Fiir diese f definiert man

| s an= [ @ an= [ @n i [ mpt aui [ (amp-

1.2.23 Lemma: Seien f,g € L'(11), o, 3 € C. Dann gilt ag + Bf € L' (u) und
J ist linear. L' (p) ist also ein Vektorraum und

‘/deu‘</xf|du.

Es ist also || f||r1 := [ |f| dp eine Seminorm auf L' (u).

Beweis: Die Linearitdt folgt unmittelbar aus Lemma 1.2.17 und der obigen Definition. Die
behauptete Ungleichung gilt wegen der Dreiecksungleichung fiir einfache Funktionen, daher
(nach Grenzwertbildung) auch fiir integrable Funktionen. O

1.2.24 Satz: (von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz) Sei (f,)nen eine Folge
in L'(p), die punktweise gegen eine Abbildung f : X — K konvergiert. Weiterhin gebe
es eine integrable Funktion g € L*(p) mit |f,(z)| < g(2) fiir alle z € X, n € N. Dann
ist f integrabel und lim, ., ||fn — fllz: = 0, insbesondere

/fd/,L: lim/fn du.
X n—oo X

Beweis: Sei

1
gj =9 — | f|

/gj duS/gdu<00~
X X

Da lim;_,o g; = g folgt nach dem Lemma von Fatou (1.2.20)

/g dp = /li_minfgj duéliminf/ gj dp
X X

/gdu—fhmsup/ |fi = fl du</9du,

limsup/ Ifi —fl du=0.
j b's

j—o0

Jotdus [ 5= dus [0 dns [ o dne [ 1501 de

Dann ist g; > 0 und

also

Wegen
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ist dann f integrabel. Schlielich folgt die Limesaussage aus

‘/ij d”_/de“‘S/Uj—fl dp .

O

1.2.25 Definition: Eine Eigenschaft einer Menge A gilt u-fast tberall | falls X \ A
Teilmenge einer Nullmenge ist.

1.2.26 Lemma: Es gelten
1. Falls f = g fast iiberall, so folgt [ f du= [y g dp.
2. Es gilt [ |f] du =0 genau dann, wenn f = 0 fast iiberall.
3. Aus [ |f] dp < oo folgt 0 < |f| < oo fast iiberall.

4. Es gilt |fX f d/,L| = [ If| dp genau dann, wenn ein a € R existiert mit | f| = a.f
fast {iberall, also wenn f fast iiberall nichtnegativ oder nichtpositiv ist.

Beweis: [U].

1.2.27 Lemma: Sei (f,) Folge von komplexwertigen Borel- mefibaren Funktionen,
die auf einem Mafiraum (X, A, u) punktweise fast iiberall endlich definiert sind, und
Srei (Jx |fx] dur) < co. Dann konvergiert die Reihe

fl@)=>" filx)
k=1

fast iiberall und f € L!(u). Ferner gilt

/Xf du=g/xfk dp.

Beweis: Analog zum Beweis von Korollar 1.2.19 .

I.2.3 MEHRFACHE INTEGRALE

Folgende Sachverhalte seien ohne Beweis genannt, man findet sie zum Beispiel in Rudin [9].

1.2.28 Definition: Das Produkt A ® B zweier o-Algebren A und B ist definiert als
die o-Algebra, die durch {A x B | A € A, B € B} erzeugt wird.

Bemerkung: Im Falle X = R, Y = R™ mit den entsprechenden Borelschen o-Algebren
wird die Borelsche o-Algebra von R™™™ erzeugt. Dieser Sachverhalt gilt allgemeiner: sind
(X,7), (X,0) topologische Riume mit abzihlbarer Basis und A, B die zugehérigen Borel-
schen o-Algebren, so ist A x B die Borelsche o-Algebra des topologischen Produktraums
X x Y. Vorstufen zur Integration auf Produkt-Algebren sind.
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1.2.29 Satz: (MafB auf Produktrdumen) Seien (X, A, 1) und (Y, B, v) Mafirdume mit
o-endlichen MaBlen y bzw. v. Dann gibt es genau ein Mal A :=p® A
auf (X x Y, A® B) mit

MAxB)=pu(A)-v(B) , AecA,BekB.

Definiere fiir beliebiges £ € A® B und fest x € X |, y € Y Funktionen

o() ::/YXEm dv , (y) ::/XxEy du .

Dann gilt

)‘(E):/X</YXE(33’?J) dV) du=/y</XXE(x,y) du) dv .

() P(y)

1.2.30 Lemma: Ist £ € AQ Bund E, :={y | (z,y) € E} der x-Schnitt von E zu
x € X, entsprechend EY := {z | (z,y) € E} der y-Schnitt, so sind E, und EYmefibare
Mengen in A bzw. B. Seien (X, A, p) und (Y, B,v) Mafirdume und f : X x Y — K,
K € {[0,00],C}, eine A\ = p ® v-mefibare Funktion. Fiir z € X, y € Y definiere
fo 1Y = Kdurch f.(y) = f(z,y) (halte x fest), entsprechend sei f¥ : X — K definiert
durch f¥(z) := f(z,y).

Dann sind f, und fY v- bzw. p-mefibar.

Analog betrachte f : X xY — [0, oo]. Definiere zunéchst wieder fiir nichtnegative Funktionen

(@) = /Y v b(y) = /X o dp.

Bemerkung: Der Fall f(z,y) := xg(z,y) entspricht dem vorherigen Satz.

1.2.31 Lemma: Es gilt fiir f: X xY — [0, o0]

[ du=[ s dwon) = [ o) ar.

Bemerkung: Wenn also eines der Integrale endlich ist, sind es die anderen auch. Daher setze
fiir die Behandlung des allgemeinen Falles f : X x Y — C voraus, da f € L'(u ® v) oder
dquivalent dazu, dafl eines der drei Integrale fiir |f| endlich ist. Dann kann man zunéchst
zeigen:

die Mengen M := {z € X | [, |fz| dv =00} bzw. N :={y € Y | [ [f¥] dpu = oo} sind
meflbar mit Mafl 0. Daher kann man die Funktionen

oay= { el BN = { e V2T

sinnvoll definieren und zeigen, daf} sie mef3bar sind.
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1.2.32 Satz: (Fubini) Seien (X, A, 1) und (Y, B, v) Mafrdume mit o-endlichen Maflen
pund v und f: X xY — C (¢ ® v)-meBbar und eines der folgenden Integrale endlich

//fxy dv dp , /Xxyf(xy (nev //fxy dp dv.

Dann gilt

/Xfyf(:c,y) dv dp = /Xxyf(x,y) dpov) = /y/xf(x’y) du dv .

Bemerkung: o-Endlichkeit ist wesentlich. Sei zum Beispiel X =Y = [0, 1], p das Z&hlmaf
und v die Einschrénkung des Lebesgue-Mafes auf [0,1], f(z,y) = d5y. p ist nicht o-endlich
auf [0,1] und es gilt:

[ [ s dndv=rz0= [ | fay) avdu.
[0,1] J[0,1] [0,1] J[0,1]

I.2.4 ANWENDUNG AUF LEBESGUE-RAUME

In Verallgemeinerung von L'(u) auf (X, A, ) definiere fiir 0 < p < oo die Riume

1.2.33 Definition:

LP(p):={ f | f komplexwertig, Borel-mefibar und

1
s = ([ 1P} <oc ).
und fiir den Grenzfall p:= oo

L>°(u) :={ f | f komplexwertig, Borel-mefibar, |f| < oo f.i. und

[fllzee = inf{ o | p({z [ |f(2)| 2 a}) =0} <oo}.

Die Folgenrdume sind analog definiert:

1.2.34 Definition:
- { 3 | 5 = (gn)nEN komplexwertige FOlge mit ||€||lp < o0 } )
wobei

lelle == (> el )7
n=1

und fiir den Grenzfall p = oo

19 ={ & | £=(&)nen ;s [l :==sup|&n] < oo }.
neN

Wir wollen zeigen, dafi die Groen || - ||z» Normen definieren. Zum Problem der Definitheit:
aus || f||z, = 0 folgt nur f = 0 fast iiberall. Daher identifiziere f im Folgenden mit seiner

Aquivalenzklasse
Fifl:={g € LP(1) | g = f fast iiberall}.
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Unterscheide also nicht zwischen Funktionen, die fast iiberall gleich sind. Dann sind die [|-|| »
definit auf LP(u), betrachtet auf der Menge der Aquivalenzklassen. Es gilt offensichtlich
lafllze = lafllfllzr, @ € K, 0 < p < oo.

1.2.35 Satz: Sei (X, A,u) ein Mafiraum. Dann gelten

1. die Holder- Ungleichung:

\/ Fog du‘ < [ 15-ol duteal s - lgls
X X

fir f € LP(u), g € L9(n), wobei % + % =1,1<p,qg< 0.
2. Minkowski- Ungleichung: fir f,g € LP(u) folgt

fHgelP(p) und  |f+gllze < |Ifllze + llgllze -

Beweis: 1.: Fiir p = oo folgt ¢ = 1, also |(f - g)(z)| < ||gllec|f(2)], also f-g € L'(u). Sei
also 1 < p < oo und || fllzr >0, ||g||ze > 0. Fiir a,b > 0 gilt

1 1
ab < —aP + =b9,
p q
denn mit Anwendung des Logarithmus auf beiden Seiten folgt

1 1 1 1
In(ab) =lna+1Inb=—Ina? + —Inb? legln (ap + bq>
p q p q

wegen der Konkavitdt des Logarithmus. Mit a = ||‘§.(HwL)l und b = ng (”wL)‘Z‘ folgt

F@g@)| _ f@P | lg@)
e lale = o118 dllal%,

Die rechte Seite ist integrabel, also auch die linke, damit fg € L!(u). Integration ergibt

dann
dp _U[|fPdp 1 [lglrdp 1 1
[1fgl dp S7f|f|p u+7f|g|q w1 1
Iflcellgle =2 IfZ  a lglze  » a

2.: Fir p € {1,00} folgt die Behauptung aus der punktweisen Dreiecksungleichung. Fiir
1 < p < oo gilt punktweise

|f+g” < (11 +19D)" < (2max{|f],|g]})? = 2" max{[f[",|g["} < 2"(|fI" + |g["),
also ist f + g € LP(u). Weiterhin gilt
[f + gl <IFIIf + 9P~ + gl f +glP

Nun sind |f|,|g| € LP(p) und |f + g|P~' € L9(u) wegen g(p — 1) = p, also gilt nach der
Holder-Ungleichung

/|f+9|” di < | flleollf + gl iz + gl Lf + gl | ze

-1
(Ufllze + llgllze) ( [1r+a du) |

1.2.36 Korollar: Die L? sind lineare normierte Raume fiir 1 <p < oo .
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Bemerkung: Fiir 0 < p < 1ist || - ||z» keine Norm , jedoch kann man fiir die Funktion
Ap(f) == ([ |fIP du) zeigen

Ap(f +g) < Ap(f) + Ap(g)a

und daher ist d(f, g) := Ap(f — g) eine Metrik.

Die Aussage des Korollars gilt in gleicher Weise fiir die Folgenrdume [,,, wobei der Beweis
auch direkt gefiihrt werden kann.Im Falle p = oo fithrt man auflerdem den Unterraum

Co 1= { §= (Sn)neN el | nl.l_>ngo§" =0 } .

von [*° ein. Er ist ein vollstdndiger normierter Raum unter der Norm von [*° .

1.3 METRISCHE RAUME

I.3.1 GRUNDLAGEN

1.3.1 Definition: Sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X. Weiterhin sei z € X.
Dann definiere

1.
dist(x, M) := d(x, M) := ylél]& d(z,y)
und
dist(A,B) :=d(A, B) := ae,lélr,llfeBd(a’ b)
fir A,B C X.

2. Ein y* € M heifit beste Approximation aus M von x, wenn
dist(z, M) = d(z,y")

gilt.

1.3.2 Lemma: Fiir z,y,2’',y’ € X, M C X gelten die Ungleichungen
L |d(z,y) - d@', o) < d@,2') +d(y, ) (4er-Ungleichung)
2. |dist(x, M) — dist(z',M)| < d(z,z") .

Beweis: 1.: Mit d(z, z) < d(z,y)+d(y, z) bzw. d(z, 2)—d(y, z) < d(z,y) und d(z,y) = d(y, x)
gilt

—d(y,y') +d(="y")  —d@,y') - d(x,2")

' y) —d(@’ ) —d(a,y)

d(z,2") +d(2',y') + d(y',y) — d(2',y') =

—d(y,y') — d(z,a")

IN A

< d(.’L’, y) - d<xl>y/)
d(z,2') +d(y,y) -

2.:Sei 0.B.d.A. dist(z, M) > dist(z', M) und sei (yn )ne n eine Folge in M mit lim,, , o d(2, yn) =



I.3. METRISCHE RAUME 25

dist(z';, M). Dann gilt

|dist(x, M) — dist(a’, M)| = lim [dist(z, M) = d(z',yn)]
< h_)m [d(x7 yn) - d('r/v y")]

IN

hHgo[d(l‘, JZ‘/) + d(yru yn)] = d(l‘, 'T/)

n—

nach dem ersten Teil. O

1.3.3 Lemma: FEin metrischer Raum ist ein normaler Raum, insbesondere also ein
Hausdorff-Raum.

Beweis: Seien A, B C X abgeschlossen und disjunkt. Dann gilt aber dist(xz, B) > 0 und
dist(y, A) > 0 fiir x € A bzw. y € B, sonst gébe es einen gemeinsamen Punkt von A und B.
Bilde dann die Mengen

A={reX: dz,A) <dxB)}, B:={yeX: dy,BA) <d(y,A)}
Offenbar sind A und B disjunkt, denn sie sind gleich A, B erweitert um die Punkte, die

jeweils ndher an A bzw. B liegen. Ferner kann man leicht zeigen, dafl A bzw. B nur aus
inneren Punkten bestehen, d.h. beide Mengen sind offen. U

1.3.4 Definition: Seien X,Y metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heif}t
folgenstetig in x € X, wenn aus z,, — x, d.h. d(z,,z) = 0, folgt f(z,) — f(x).

1.3.5 Lemma: Eine Abbildung f : X — Y ist folgenstetig in z € X genau dann, wenn
sie im Sinne der durch die Metrik induzierten Topologie stetig ist.

Beweis: < Sei f stetig in xy. Dann gibt es zu jedem B.(f(xo)) eine Umgebung U von z,
sodafl f(U) C B:(f(x)). Nach Bemerkung 1.1.9 gibt es zu U ein Bs(xo) mit Bs(xg) C U,
also f(Bs(zo)) C Be(f(x0)). Also ist f folgenstetig.

= Wire f nicht stetig in 2o, dann gébe es in jeder Umgebung U von xg ein y mit d(f(xo), f(y)) >
g0 > 0. Wahle U = By, (), dann existieren y, € By, (xo) mit d(f(zo), f(yn)) > €0, also

1.3.6 Definition: Seien (X,d), (Y,e) metrische Rdume. Eine Abbildung f: X —» Y
heiflt heifit gleichmdfig stetig auf X, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit
e(f(x), f(y)) < e fir alle z,y € X mit d(z,y) < 0.

1.3.7 Lemma: Ist X kompakter metrischer Raum, so ist eine stetige Abbildung
f: X =Y gleichméifig stetig.

Beweis: [U].

1.3.8 Definition: Sei X ein metrischer Raum. Eine Folge (z,)ne n in X heifit
Cauchyfolge -, falls zu jedem ¢ > 0 ein N = N(g) existiert, sodafl d(x,,zm,) < €
fiir n,m > N(e). Eine Menge S C X heifit vollstindig , falls jede Cauchyfolge in S
gegen einen Grenzwert in S konvergiert. Falls X vollstéindig ist, heifit X wollstdndi-
ger metrischer Raum .

Falls X auflerdem ein topologischer Vektorraum und die Metrik translationsinvariant
ist, so heiit X ein Fréchet- Raum
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1.3.9 Lemma:
1. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
2. Jede Cauchyfolge hat hochstens einen Hiaufungspunkt.
3. Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so konvergiert die ganze Folge.

4. Ist X vollstédndig, so ist eine Menge in X abgeschlossen genau dann wenn sie
vollsténdig ist.

Beweis: [U].

1.3.10 Satz: Sei X ein vollstindiger metrischer Raum, 7' : X — X eine stetige
Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

1. T bildet eine vorgegebene abgeschlossene Menge F in sich ab, d.h.
T(E)CE.

2. T ist auf E  d-kontrahierend , d.h. es gibt ein L € (0,1) ,, sodafl fiir alle
xz,y € E gilt
d(Tz,Ty) < L d(z,y) -

Sei xg € E. Dann konvergiert x,, := T"zy in E. Der Grenzwert = := lim,_, o, =,, heif}t
Fixzpunkt, denn es gilt Tx = x. Weiterhin gilt die Abschitzung

n

1-L

d(z,z,) < d(xo,x1) -

Beweis: Es gilt wegen 1. d(zp41,2,) = d(Tzn, Txn—1) < L d(zy,2,—1) und daher mit
Induktion iiber n
d($n+1,$n) < L d(xlaxO)a TL,/f € N

Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir n > m

n—m—1 n—m-—1

§ k
xnvxm S d xm+k:+17xm+k Lm+ d 1'1,1'()) =
k=0 k=0

Lm — [m
ﬁ d(mo,xl) .

Daher ist (2, )ne n eine Cauchyfolge und wegen der Vollstéandigkeit von X existiert lim,— oo Zp.
Weiterhin gilt

_ LTL—TU L'HL
d =
(zo,21) = 7—7

1
dlovon) = Jim dlenn) < i 1"

d(zo,21) .
und daher wegen Tx,, = 41

d(z,Tz) = lim d(z,Tx,) < lim

n— o0 n—oo | —

I d(l‘o,ﬂ?l. = 0, d.h.z=Tuz.

1.3.11 Definition: Sei X ein topologischer Raum und S C X. Ist der Abschlul S = X,
so heifit S dicht in X. Ist das Innere von S leer, so heiit S nirgends dicht in X. Ein
Raum heifit separabel , falls eine abzdhlbare Menge S existiert, die dicht in X ist.

Sei nun S = (J;—; Ak. Sind dann alle A, nirgends dicht, so heiBt S von erster Kate-
gorie (oder mager). Im anderen Fall ist wenigstens ein Ay, nicht nirgends dicht, d.h.
der Abschluss von Ay, hat ein nichtleeres Inneres, und S heiit von zweiter Kategorie
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Beispiel: Die Menge Q der rationalen Zahlen ist dicht in R .
Die Menge { 0,1,1/2,1/3,... } ist nirgends dicht in R , da kein Punkt des Abschlusses
innerer Punkt ist.

1.3.12 Satz: ( Bairescher Kategoriensatz). Ein vollstdndiger metrischer Raum X
ist von zweiter Kategorie.

Beweis: Sei also X = |J,c yAn, A, abgeschlossen und X von erster Kategorie, d.h.
int(4,) = A, = 0, n € N. Dann ist int(A4;) leer, X \ [(A1) ist abgeschlossen und
es gibt ein z1 € X \ [(A;) . Nach Lemma 1.3.3 ist X ein normaler Raum, also gibt
es eine Kugel B, (z1) C X mit Be,(z1) N A1 = @ und £; < 1/2. Dieses Argument re-
kursiv auf ( B, _,(xn—1)) statt X) angewandt liefert x,, € B, _,(vn—1) \ 4, und Kugeln
B., (zn) C Be, ,(Tp—1) mit Be, (z,) N A, = 0 und &, < 1/2". Wegen z € B.,(zn)
fir ¥k < N und &, — 0 ist (z,)ne n eine Cauchyfolge. Auf Grund der Vollstindigkeit von
X existiert also x = lim,, o, z,. Nun ist aber € B, (z,) fir alle n, und andererseits
B., ()N A, =0 alsoist x & |J,,c yAn = X. Widerspruch. O

1.3.2 VOLLSTANDIGKEIT UND VERVOLLSTANDIGUNG

Aus der klassischen Analysis ist bekannt, daf§ die Rdume R™ vollstindig sind. Dort ist
auch gezeigt worden, dafl der Raum C(€2),Q2 kompakt, unter der durch die Supremumsnorm
induzierten Metrik vollstandig ist. Weitere Standard- Beispiele fiir Vollsténdigkeit liefern die
Lebesgue - Raume.

1.3.13 Satz: Die in Definition 1.2.33 definierten Rdume LP(u)l , < p < oo, sind
vollstédndig beziiglich der Norm || - || ».

Beweis: Sei (f,,)ne n eine Cauchyfolge in LP(u). Nach Lemma 1.3.9 reicht es zu zeigen, dafl
eine Teilfolge konvergiert, wéhle also (fp, )re N it || fr,, — fa,llze < 27k k> 1. Dann
gilt > g1 1 fneys — frillLe < 0o. Definiere
J J
9; = Z ‘fnk+1 - f’rbk|7 sodafl ||g]||Lp S Z ||f7lk+1 - f’fbk ||Lp'
k=1

k=1

Nach dem Lemma von Fatou (I.2.20) und der Minkowski-Ungleichung (1.2.35) gilt

P
/_lim g5 du li_minf/gf dup = (liminf|gj|Lp>
j—o0 j—o0 j—00

(3 s = fuallze)” < o0

ke N

IN

IN

Lemma I1.2.19 zeigt nun, daf lim;_,~ g;() endlich fiir fast alle & ist. Nach Definition der g;
ist daher (fy,(7));c n eine Cauchyfolge fiir fast alle x, also existiert f(x) = lim; o0 fn, (2)
fast tiberall und ist meBbar. Nach dem Lemma von Fatou (1.2.20) gilt

P
Ju=sur e < g [ gl du= (i 1o, - o0
— 00 k—o0
P
< <Z||fnk+1_fnk||Lp) —0
k>j
fiir j — oo. Daraus folgt auch f € LP(u) und damit die Behauptung. O

Bemerkung 1: Mit einem modifizierten Argument l&t sich zeigen, dafi auch der Raum
L () vollstindig ist.
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Bemerkung 2: || f| = ([, [f(2)[? du)% definiert auf C'(2), 2 C R™ beschrénkt,ist ebenfalls
eine Norm, jedoch ist dann C(€2) nicht vollstédndig.

1.3.14 Satz: Sei S die Menge der einfachen Borel-mefibaren Funktionen s, deren Tréger
in X ein endliches Maf hat. Dann ist .S dicht in LP(u), 1 < p < oo , im Sinne der Norm
I llzs, d-h. zu jedem f € S gibt es eine Folge (sp)ne n in S mit ||s, — f||r» — 0. Fiir
p = oo gilt dies nicht.

Zum Beweis benotigen wir folgendes

1.3.15 Lemma: Sei f € LP(u), 1 <p < oo und seien
Ey ={z|flx)>N} , Eyny = {z]|f(x)<1/N} fir Ne N.

Dann gilt

lim ff = lim o= 0.
N—o0 En N—o0 Ei/n

Beweis: Mit
R, ={z | 1/im+1.<|flx)|]<l/m}firme N, Ry :={z | 1<|f(2)|}
gilt fir N € N:

00 N
i, = [ = [ [
Da die Reihe iiber die R,,, konvergent ist, folgt der erste Teil der Behauptung fiir Fy. Der

zweite Teil fiir £,y folgt analog.

Beweis von Satz 1.3.14: Sei f € LP(u). Nach Definition 1.2.22 geniigt es, die Behauptung
fiir reellwertiges, nichtnegatives f zu zeigen. Fiir N € N sei

Qv = {2 | UN<[@)<N}.

Die Funktionenfolge (fy)nv = (f xn)n, N € N konvergiert offenbar punktweise gegen
f , nach dem Satz von Lebesgue von der dominierten Konvergenz (1.2.24) also in der der
L, -Norm. Fiir festes N ist

191, = 17l = [ 57 =N @)
QN
also 1(Qn) < N7 [fI? < oo
Mit den Bezeichnungen von Lemma 1.2.7 sei sy eine einfache Funktion mit Triger in
Qn, sy < fn,und [ fv — [sy < N2 pu(Qn), also

=l = [ v - / sv < N Q) < NS
N N

Dies beweist bereits den Fall p = 1. Die restlichen Félle folgen so: |f — f,,| = 0 auf Qu liefert

1/p 1/p 1/p
WA P O R e
1/p
= {/ (fn —sn)P (fn — sn) }
< [N —swln ] SNTY £,
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Ergidnzend kann man zeigen:

1.3.16 Satz: Sei (X, A, u) Mafiraum, wobei X lokal kompakt ist. Dann ist die Menge
der stetigen Funktionen mit kompaktem Triiger in X dicht in LP(u), 1 < p < oco.

Beweis: [U]

Wichtige ” echte 7 (d.h. nicht normierte) metrische Rdume, von denen man die Vollstéindig-
keit zeigen kann, sind die Rdume H () von holomorphen Funktionen auf einem offenen
Gebiet © der komplexen Ebene, sieche Rudin [9].

Eine allgemeine Methode, vollstdndige metrische Rdume zu konstruieren, ist die Vervollstandi-
gung. Diese wird prézisiert durch

1.3.17 Definition: Sei X ein nicht vollstdndiger metrischer Raum. Dann defi-
niert man als Vervollstindigung X von X die Menge aller A quivalenzklassen
von Cauchyfolgen in X: zwei Cauchyfolgen (z;) und (z}) sind dquivalent, falls
limj_mo d($]7$;) =0.

1.3.18 Satz:

1. X ist vollstindiger metrischer Raum unter der Metrik

d(z,9) == lim d(zj,y;) , (z; €%, y;€9).
j—o00
2. Die Abbildung J, die jedem = € X die konstante Folge (z; = ) zuordnet, ist
injektiv und isometrisch, d.h. d(Jz, Jy) = d(z,y).
3. Das Bild J(X) ist dicht in X, speziell kann man # € X approximieren durch eine

Folge (z,,) in X, sodaf} lim,,_,c d(Z, Jx,) = 0.

Beweis: 1.: Seien (z;)je v € T, (y;)je n € § Cauchyfolgen. Mit der 4er-Ungleichung (Lemma
1.3.2) folgt

Also ist (d(z;,y;))je n eine Cauchyfolge in R. Weil R vollstandig ist, existiert d(z,7). Zum
Beweis der Unabhéngigkeit des Limes von der Wahl der Repréisentanten seien (2, )ne N € Z,
(Y )ne ~ € § weitere Cauchyfolgen, dann gilt

(x5, y5) — d(@, y;)| < d(xj, 25) + d(y;, y;) — 0

fiir j — o0, also ist der Grenzwert eindeutig. Ferner ist nach Definition der Aquivalenzklasse

d(Z,9) = 0 genau dann, wenn & = §. Wegen

d(%,2) = Jim d(z;, 2) < lim (d(j,y5) + d(y;, 25)) = d(z,7) +d(g, 2)
gilt die Dreiecksungleichung. Zeige die Vollstéindigkeit von X. Sei " eine Cauchyfolge in X

und (2} )ne n Représentanten aus den 2". Dann gilt d(z}', z}) < L fiir 4,5 > N(n). Sei 2>
die Aquivalenzklasse zur Folge (an(n))nG N. Es gilt

@R (mys TN () < TNy ) + d(@y?, 2y) + d(zg, 2R () < —+ d(zy, o) + -
fiir K > max(N(n), N(m)). Fiir zunéchst k& — oound dann m,n — oo folgt

1 1 ~
d(z™ n < — - d(z™ " 0
(TN (m)s TN () < m T @m,z") =0,
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also ist 2°° eine Aquivalenzklasse in X. Es gilt " — z°°, denn fiir n — oo

d(F",2>) = }g& d(x?axlN(l)) < lli)ngo(d(leﬂx%(n)) + d(an(n)?xéV(l))) —0.

2.: Nachrechnen.

3.:Sei # € X, (v;)je v Repriisentant von #. Setze " = Ja, = (&, Tn,...) € J(X). Dann
d(z,2") = limj_o0 d(zj, 2,) — 0 fiir n — oo . O

1.3.3 KOMPAKTHEIT IN METRISCHEN RAUMEN

1.3.19 Lemma: In einem metrischen Raum ist eine kompakte Menge S abgeschlossen
und (metrisch) beschrinkt, d.h. es gibt ein M > 0 mit d(z,y) < M fiir alle z,y € S .

Beweis: Sei S nicht abgeschlossen, dann gibt es einen Hiufungspunkt z ¢ S von S. Nach
Lemma 1.3.3 gibt es dann zu jedem y € S offene disjunkte Kugeln B, (z), B, (y) , r, > 0.
Dann gilt S C Uyes B, (y) und, da S kompakt ist, sogar S C ;. B, (yi). Also ist
Nizy Br,, (x) = By« () disjunkt zu S im Widerspruch zur Annahme, da « Hufungspunkt
ist.

Betrachte nun die Uberdeckung [, s.ne n Bn(x) von S. Dann gibt es eine endliche Teiliiber-
deckung U?:l By, (z;). Dann ist S C Bps(z) mit M = maxj<;<p d(o, ;) + maxi<i<n .
O

1.3.20 Definition: Ein topologischer Vektorraum oder ein metrischer Raum hat die
Heine-Borel- Eigenschaft , falls jede abgeschlossene und beschrinkte Menge kom-
pakt ist.

Bemerkung: Lineare normierte Rdume koénnen die Heine-Borel-Eigenschaft nur besitzen,
wenn sie endlich-dimensional sind (s. néchster Abschnitt ). Es gibt aber co—dimensionale
metrische Rdume, zum Beispiel C*(Q2), Q C R", die die Heine-Borel-Eigenschaft besitzen
(siche Rudin [8]).

Um einen Ersatz fiir diese FEigenschaft in beliebigen metrische Rdume haben, verstérkt man
die Voraussetzung der Beschranktheit.

1.3.21 Definition: Sei X ein metrischer Raum. Eine Menge S C X heifit total
beschrdinkt oder prdikompakt | falls es zu jedem ¢ > 0 eine endliche Anzahl von
Kugeln B.(x;) gibt, die S iiberdecken.

Bemerkung: Ist S total beschrinkt, so ist S auch beschrénkt.

In metrischen Réumen kann man Kompaktheit auch iiber Folgen definieren, Folgenkom-
paktheit und Kompaktheit stimmen {iberein.

1.3.22 Definition: Eine Menge S C X eines metrischen Raumes X heifit folgen-
kompakt, wenn jede unendliche Folge (f,)nc v in S eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in S hat.

1.3.23 Satz: Fiir jede Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. A ist iiberdeckungskompakt
2. A ist folgenkompakt

3. A ist vollstindig und total beschrinkt.
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1.3.24 Korollar: Falls X selbst vollstandig ist, so sind 1. und 2. dquivalent zu der
Eigenschaft, dal A ist abgeschlossen und total beschrinkt ist.

Beweis: Eine abgeschlossene Teilmenge A C X eines vollstindigen metrischen Raumes X
ist nach 4. von Lemma 1.3.9 vollstdndig. g

FEine Erklarung fiir die Sprechweise ”prakompakt ” liefert

I.3.25 Korollar: Ist eine Teilmenge A C X eines vollstédndigen metrischen Raumes
total beschriankt, so ist ihre abgeschlossene Hiille A kompakt.

Beweis: A ist abgeschlossen und vollstindig, das Innere von A ist gemif Voraussetzung
fiir £ > 0 beliebig mit endlich vielen Kugeln mit Radius ¢ iiberdeckbar. Daher wird A von
Kugeln mit Radius 2¢ iberdeckt, ist also total beschriankt. Die Behauptung folgt nun mit
Korollar 1.3.24 . d

Beweis von Satz 1.3.23:

1. =2: Sei A iiberdeckungskompakt, aber nicht folgenkompakt. Dann kann man eine unendli-
che Folge (fn)ne n in A ohne eine in A konvergente Teilfolge finden und kein Hiufungspunkt
dieser Folge kann in A liegen. Daher hat jedes f € A eine Umgebungskugel mit Radius ¢, in
der hochstens eines dieser Folgenglieder liegt. Die Vereinigung dieser Kugeln iiber alle f € A
ist aber eine offene Uberdeckung von A und enthilt daher nach Voraussetzung eine endliche
Teiliiberdeckung. Daher kann A nur endlich viele Elemente enthalten. Widerspruch, also ist
A folgenkompakt.

2. = 3. : Lt. Voraussetzung hat jede Cauchyfolge in A eine konvergente Teilfolge in A. Nach
Lemma 1.3.9 konvergiert dann die ganze Folge, und daher ist A vollstédndig.

Fiir ein £ > 0 gebe es nun keine endliche Uberdeckung aus e-Kugeln. Dann kann man eine Fol-
ge (fn)ne n in A finden, sodaB fiir die zugehorigen e-Umgebungen gilt f,, € A\U,.,, B:(fi),
d.h. f, ist in keiner der e- Uberdeckungen der vorangegangenen f;. Es mufl unendlich viele
solcher f, geben, sonst wire A bereits endlich iiberdeckbar. Nach Konstruktion gilt aber
A(fos1, fi) 2 efir1 <i<n,ne N, dh d(f;, fi;) > e fur j > i. Also hat die Folge keine
konvergente Teilfolge. Widerspruch.

3.:= 1.: Sei {U; }ser eine offene Uberdeckung von A ohne endliche Teiliiberdeckung. Ande-
rerseits gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein endliches System von Kugeln B.(f;) mit A C {J;—, B:(f;).
Dann kann eine dieser Kugeln durch die Uberdeckung {U;};c; nicht endlich iiberdeckbar
sein. Sei dies die Kugel B, (f1) fiir € = 1/2 und setze By := By /2(fi,) N A. Dann ist B; durch
ein endliches System von Kugeln By /4(f;) tiberdeckbar, aber es gibt eine Kugel By /4(f2),
die nicht durch die {U;};cr endlich iiberdeckbar ist. Dieses Argument kann man fortfithren
und man erhilt fiir e = 27 jeweils ein f;,, soda By, := By« (f;,) N A C By_1, By := A4,
nicht endlich iiberdeckbar ist. Wihle eine Folge (2 )ne N, Zn € Bn, n € N, dann ist diese
wegen m > k

d(xk7l'm) S d(.Ik, fzk) + d(fu,;xm) S 217’6 fir m 2 k

eine Cauchyfolge. Also gibt es wegen der Vollstandigkeit von X ein z € A mit z,, — z, d.h.
d(x, ;) =: 0, — 0. Aus den obigen U; wiihle ein U, und speziell eine Kugel B,.(z) mit
r >0, sodal z € B,(x) C U,. Dann folgt fiir m grofl genug und fiir jedes y € B,,

2
d(z,y) < d(@,2m) + d(@m, y) < d(@,Tm) + d(2m, fi,,) + d(firy) S Om + — <7

fiir m — o0, also y € B,(z) fiir m grofl genug. Somit gilt B,, C U, und B,, ist endlich
tiberdeckbar im Widerspruch zur Konstruktion der B,,. O

Es sei nun Cg(S) die Menge der auf einem kompakten metrischen Raum S stetigen, K-
wertigen Funktionen, der mit der Metrik

d(f,g) = Sup |f(z) — g(=)]
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versehen ist. Nach dem Muster der klassischen Analysis kann man zeigen, dafl dieser Raum
vollstéindig ist. Der vorangegangene Satz liefert dariiber hinaus

1.3.26 Satz: (Arzela-Ascoli). Eine Menge A C Ck(5) ist total beschrénkt beziiglich
der obigen Metrik genau dann, wenn A beschrinkt und gleichgradig stetigist, d.h.

L. supye 4 sup,eg |f(z)| < C < o0

2. (supyeq |f(z) = f(y)]) — 0 fir |z —y[ = 0.

Beweis: Richtung =: Sei A C |J!'_; B-(fi) durch e-Kugeln endlich iiberdeckbar. Zu jedem
f € A gibt es dann ein ip mit sup,cg |f(z) — fi, (z)| < €, sodaB

sup |f(z)] < e+ sup|fi,(z)| < e+ max sup|fi(z)| < oo
z€S zeS 1<i<n zes

und analog durch Einschieben von f;,
/(@) = f(y)] < 2¢ + max |fi(z) = fily)].

Dann folgt 2. wegen |f;(x) — fi(y)| — 0 gleichmiBig in ¢ fiir [z —y| — 0.
Richtung <: Sei € > 0 vorgegeben. Uberdecke die Bildmenge aller f € A durch endlich viele
Kugeln B.(¢;) C K

L 7(5) € Be(0) € | B:(e:) C K.
feA i=1

mit geeigneten ¢;, denn B¢ (0) ist kompakt (klassische Heine-Borel Eigenschaft). Dann iiber-
decke die kompakte Menge S mit geeigneten Kugeln K. (z;), also S C U;nzl K. (xj), wobei
0.B.d.A. n > m sei. Betrachte die endliche Menge der Abbildungen = : {1,...,m} —
{1,...,n} und zu jedem 7 die Menge

Ar = {f € A| f(x;) € Be(enp), 1 Sj<m}C A

Auf Grund der Wahl der B.(c;) liegt jedes f in einem solchen A,. Wihle ein f, € A, .
Dann gilt fir z € Be(z;), f€ Az, 1 <j<m

[f (@) = fx(2)]
< @) = Flap)| + 1f () = e[+ leiy = fal@g)| + [ fr(25) — fr(2)]
gleichgr. stetig < 2e wegen f, fr € Ax gleichgr. stetig
< 2(5—|—2 sup sup|f(z) — f(y)\) =7 .

|z—y|<e fEA

Es ist also Ay C B,_(fx) und folglich

Ac|JAx c B (fr).

Wegen der gleichgradigen Stetigkeit gilt r. — 0 fiir e — 0, also r. < ¢ fiir jedes § > 0 falls €
klein genug. Daher ist A durch eine endliche Zahl von §-Kugeln iiberdeckbar. O

Eine wichtige Anwendung des Satzes von Arzela-Ascoli (1.3.26) ist der Existenzsatz von
Peano in der Theorie der gedhnlichen Differentialgleichungen. Dieser Satz lautet:

1.3.27 Satz: Gegeben sei das (skalare) Anfangswertproblem

y'(x) = f(x,y(z)), y(wo) = yo »

wobei f(z,y) eine stetige Funktion auf dem Rechteck Q := {(z,y) € R? : |z — x¢| <
¢,|y—yo| < d } sei mit M := max(, ,)eq f(x,y). Dann besitzt dieses Problem eine stetig
differenzierbare Losung y(z) auf einem Intervall [zg, o + d], wobei § := min(e,d/M) .
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Beweisskizze: Die Grundidee ist folgende: man wéhle zu N € N eine Folge von Gitter-
punkten

x;-\[::xo—kjh, j=0,...,N; h=4/N,

und definiere eine Folge {u}’} von Niherungen durch

ud = yo, ujv = ué\il +h f(xévfl,uyfl), 1<j<N. (%)

Dann sei mit ™ (x) der die Punkte (2}, u}) verbindende Polygonzug bezeichnet. Nun kann
man einfach verifizieren

j—1 j—1
[ —yol <Y uly —ulN | =D If@N ul) <h - N-M <d,
=0 i=0

wobei zuletzt die entscheidende Voraussetzung 6 < d/M benutzt wurde. Weiter kann man
fiir je zwei Punkte x, 2’ € [xg, 2o + J] abschitzen

[ (2) =™ (@)] < [u™ (@) = [+ o] = u |+ u) = u™ (@),

wobei xév , xj\,’ die zu x bzw. 2’ nichstliegenden Gitterpunkte sein sollen. Dann folgen aus der
Vorschrift (x) z.B. die Abschétzungen |uN(x)—u§V\ < |x—x§V|M und |u§V—u§Y| < |x§v—x§\f|
M, sodaB insgesamt |u® (z) — u® (z')| < |z — 2’| - M folgt. Damit ist die Beschrinktheit und
gleichgradige Stetigkeit der Folge der Polygonziige u™ (z) bewiesen. Der Satz von Arzela-
Ascoli liefert daher die Existenz einer Teilfolge u™V» (), die gegen eine stetige Funktion u(z)

auf [xg,zo + d] gleichméssig konvergiert. Von dieser zeigt man, daf sie

x
I(z) :=u(x) —yo — / ft,u(t)dt =0
xo
erfiillt und die Behauptung des Satzes folgt. Dazu dienen die Abschétzungen

1) — 1< o=+ [ 1 u)ae

ko

Jj—1 3:5\7
I < Julel) @)+ 3ol —a) fal ) = [ peu(o)i,
=0 o

Eine LP-Version von Satz 1.3.26 lautet (ohne Beweis):

1.3.28 Satz: (Fréchet-Kolmogorov) Fiir 1 < p < oo ist A C LP(R™) prikompakt
genau dann, wenn

L supseq [Ifller <C
2. supseq |[f(-+h) — fllze — O fiir [A] =0

3. SUPjey £l e me\ Br(oy — O fiir R\, 0.

1.3.4 SOBOLEV-RAUME

Ziel dieses Abschnitts ist es, Vollstindigkeit auch fiir Rdume von differenzierbaren Funktio-
nen zu erhalten. Im folgenden sei €2 eine offernen Teilmenge von R™ . Zunéchst gilt:



34 KAPITEL I. RAUME

1.3.29 Lemma: Fiir beschriinktes Q sind die Ridume C™(Q2) der m-mal stetig diffe-
renzierbaren Funktionen auf € vollstdndig unter der Norm

Iflema = Y 10°fllee . =030 sl =) su

[s|l<m

Beweis: [U].

Mit nur wenig mehr Aufwand kann man zeigen:

1.3.30 Lemma: Die Lipschitz-Holder- Rgume C™(Q) sind definiert als die Menge
aller Funktionen aus C™ (), fiir die

sup |z —y|~*0°f(x) — 0°f(y)] < o0 , fiir alle |s| =m
z,y€Q

mit 0 < o < 1 gilt. Sie sind vollstéindig unter der Norm

Ifllemee=Ifllz=g+ D sup o —y|~* |0°f(z) = °f(y)|

|s]=m Z:YEQ

Entsprechende Ergebnisse gelten nicht fiir die L,-Normen, denn Satz 1.3.13 garantiert nicht
die Differenzierbarkeit der Grenzfunktionen. Um weiterzukommen, ist zunfchst der oben
eingefiihrte Begriff der Vervollstandigung (1.3.17) hilfreich.

1.3.31 Definition: Die Vervollstindigung von C*°(2) in der Norm

£ llmpo = Y 10°flere » 1<p<oo,

[s|<m

wird mit H™P () bezeichnet.

Zur Beschreibung der Vervollstindigung ist eine Erweiterung des Ableitungsbegriffs notwen-
dig, die im folgenden Lemma vorgestellt wird.

1.3.32 Lemma: Zu jeder Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen (f,)ne n in C*(Q) gibt
es eindeutig bestimmte Funktionen (D®f)sj<m € LP(£2), die miteinander in folgender
Beziehung stehen: ist f = DYf der Grenzwert der f, in LP(f2), so ist D*f die s-te
schwache partielle Ableitung von f, d.h. es gilt

/ (D f)p dp = (~1) / foedu . peCEQ) . (+)
Q Q

wobei C§°(€2) := Menge der C*°-Funktionen auf {2 mit kompaktem Triger ist.

Beweis: Sei (fn)ne n € H™P(Q). Fiir jedes |s| < m ist (0°fi)re n eine Cauchyfolge in
Lr(Q), also gibt es einen Limes Dsf in Lr(Q) mit
limg_y00 [|0° f — D? f||Le = 0. Partielle Integration ergibt

/ (0 fi)p du= (~11 / (@) fin du
Q

Q

da fr € C®°(Q2) und ¢ € CF(?) . Daraus folgt (), denn beide Seiten konvergieren fiir
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k — oo wegen

/Q & fo)e dyi / (D) du] < / 0% f— D] di
10° i — D* flloar - ol o-summte

IN

mit % + % = 1 (Holder-Ungleichung) und

\ L@ au— [(@es du‘ <= Flirs - 190l 2o sump(er -

O

Bemerkung 1: Die schwache Ableitung D* f von f € LP(Q) ist eindeutig definiert, falls sie
in LP(Q) existiert, denn gibt es g € LP () mit

jgg@ Wi=(—lﬁﬂj£f8%9du, ¢ € C5o(Q),

d.h. g habe dieselben Eigenschaften wie D* f, so gilt fiir alle ¢ € C5°(Q2)

A@—DVM=0~

Also mufl D? f = g fast iiberall gelten (s. Lemma 1.3.40 unten).

Bemerkung 2: Existiert 0°f als stetige Funktion auf 2, so stimmt sie mit der schwachen
Ableitung in LP(Q)iiberein, die Umkehrung gilt aber nicht . Dies begriindet den Namen
schwache Ableitung. Man fiihrt nun ein

1.3.33 Definition: Der Sobolev-Raum W™P(Q)) der Ordnung (m,p), 1 < p < oo,
ist definiert als die Menge aller Funktionen f € LP(Q), fiir die sémtliche schwache
Ableitungen D? f, |s| < m, in LP existieren. Er wird versehen mit der Norm

[fllmpe = > ID*fllzra -

ls|<m

Obiges Lemma zeigt dann, dafl jedes Element in H""P(§)) mit einem Element in W™ (Q)
eindeutig identifiziert werden kann. Im Folgenden soll die Gleichheit beider Rdume gezeigt
werden, wobei der Einfachheit halber nur der Fall 2 = R™ betrachtet wird.

1.3.34 Definition: (Faltung) Seien f,g meBbare Funktionen auf R™. Die Funktion

n

F(z) == (g"f)() = / oz — ) f () dy

heifit Faltung, falls sie existiert.

1.3.35 Lemma:

1. Sind f € LP(R"), g € L'(R"), so existiert ihre Faltung in LP(R"), speziell gilt
lg* fllze < llgllze - I1F) e -

2. Ist f € LP(R™), g € C§°(R™), so ist F = g*f in C*(R"™), d.h. g wirkt glidttend
auf f. In diesem Fall heiflt ¢ Kern und es gilt 0;F = (0;9)*f .

3. Besitzt f eine schwache Ableitung D f auf R™ und ist g € C§°(R"™), so besitzt F'
eine klassische Ableitung 0°F und es gilt 9°F = 9°(¢g* f) = g*D* f .
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Beweis: 1.: Es ist % + 1 =p fir % + % =1 . Mit der Holder-Ungleichung folgt

o't < [ | lote = wlHlote - w150 dy

L (Lt - dy)g ([ 1ate=wiEisr ay) as

y £+1
= ol / l9(@) / Fly+ )P dy de < gl i1, < oo

p

A

dx

IN

Der Satz von Fubini (1.2.32) sichert dabei die Existenz aller beteiligten Integrale.
2.: Sei F(z) = (¢*f)(z) und z fest. Betrachte

F(x + he;) — F(x) 7/ gl —y+he;) —glx —vy)
h " h

fy) dy.

Fiir h — 0 konvergiert der Integrand fast iiberall gegen (a%g) (z—vy)- f(y). Eine Majorante

J

1 rz—y-+he; a

Y

fiir den Integranden ergibt sich durch

9
8$jg

<]

‘Lw’

‘g(:v—erhe;)—g(x—y)‘:

denn fiir G(y) = |f(y)] ‘

o : 1 1
ang Lo . Xsupp(g)(m - y) gllta P + 7 1,

[icola - |

9g
8733]‘ . /n |f(y)| * Xsupp(g) ('73 - y) dy

(L) ([ otz =) < e

d.h. G ist Majorante. Der Satz {iber majorisierte Konvergenz liefert

<a‘zp> W= (£jg<x ) £ dy

Dieses Argument 148t sich induktiv auf die htheren Ableitungen anwenden.
3.: Es gilt

IA

GoNE = [ (DN dy= (11 [ o - dy

R™

= | Wl —y) dy=0(g" )x)

nach dem zweiten Teil. O

1.3.36 Definition: Sei p € L'(R"), ¢ > 0 und fRn ¢ = 1. Dann heif}t
e := e "p(z/e) Dirac-Kern und die Familie (I. f; x) := (¢ f)(z) eine
Dirac-Folge.

Bemerkung: Insbesondere wéhle im folgenden Lemma ¢ mit supp(p) = B1(0). Dann ist
supp(pe) = B:(0).

1.3.37 Lemma: Fiir f € LP(R"), 1 <p < 0, gilt

lim ||[I.f — fllzrrn =0 .
e—0
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Beweis: Wegen [p, ¢ (z—u) du = [, 0c(v) dv = [p, ¢(u) du = 1 gilt mit der Substitution
U= — eV

@=L = [ f@e) do— [ f)els—u) du
— [ (@)~ fla - coelo) do.
Analog zum Beweis von Lemma 1.3.35 ist dann
=15l = [ | [ 6@ fa—copt) @ do
< [ O = 5 o)l do

Weiter folgt, falls ein r > 0 fest gewahlt wird,

V- LA, < </| /|> D) = £ o)l dv

< Pw) do- sup [10) = f( 420l + [ plo) do 2SI
| |<r [v]<r [v]>r
Sl —0 fiir r gro8 genug
Nun folgt die Behauptung aus dem folgenden Lemma. 0

1.3.38 Lemma: Fiir f € LP(R™) , 1<p < oo gilt

Jim [[£+ 1) = fO)llr =0

Beweis: Nach Satz 1.3.16 existiert eine Folge (fi)re n in C§(R™) mit
limg—oo [|f = fellee =0 . . Dann gilt mit gx p(z) := fr(x + h) — f(2)

[f(-+h) = fC)llLe
< fCHR) = fol + D) + 1 fe(- +h) = fOllee + 1) = fe()llze
< 2|f = felle + Xsupp(gen o l1ge.nll Lo~

Nun wé#hle man k geniigend grof}, sodafl der erste Term < ¢ wird, und danach h > 0 klein
genug. Dann wird auch der zweite Term < ¢, da fj gleichméBig stetig fiir festes k ist. O

Damit kann man auch Satz 1.3.16 verschéirfen zu

1.3.39 Korollar: Ist € offen in R™, so ist die Menge der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen C§°(£2) mit kompaktem Triger in €2 dicht in LP(Q), 1 < p < 0.

Beweis: Man definiere
Qs := {l‘ € Q: dist (x,@Q) > (5}, Ds:=QsN Bl/(;(O).

Ist dann ys die charakteristische Funktion von Dg, so definiere
(T @)= 2o D)= [ o= )fw) dy.
)

Diese Funktion liegt in C§°(92) und hat Triger in B.(Ds) C . Nun lasse bei § fest und
Anwendung von Lemma 1.3.37 ¢ — 0 streben, soda8 (T.5f) — xs f im L,—Sinne und
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anschlieend 0 — 0, sodaB x5 f — f, ebenfalls im L,—Sinne. Zusammen folgt daraus die
Behauptung. O

Das folgende Lemma garantiert die Eindeutigkeit der schwachen Ableitung:

1.3.40 Lemma: Aus g € LP(Q) und [, g- ¢ = 0 fiir alle p € C§°(2) folgt f = 0 fast
iiberall.

Beweis: Sei E eine beliebige beschrinkte und mefbare Menge mit £ C Q und E kompakt.
Ist xg die charakteristische Funktion zu E, so betrachte . = pixg € C§°(Q)). Es ist
Jog-¥=0.Wegen xg € L? gilt |pixp — X&|za = 0 fiir ¢ = 0 und somit iiber

0 — /Eg= /ngs— /QQXE:/QQ(SD:XE_XE)

und Holder-Ungleichung

[ [ o =] [ o0~ xe)] < lglliwior Iixe ~ xelis 0. =0
E Q

fiir %—i—% = 1. Also ist fE g = 0 fiir jede solche Menge E. Speziell betrachte nun E, := {z €
Q| |z] < R,g(x) > 0} fur festes R > 0. Dann gilt g(x) < 0 fast iiberall fiir || < R nach
Definition des Lebesgue-Integrals. Betrachte analog F_ := {z € Q| |z| < R,g(x) < 0}.
Insgesamt folgt dann g(z) = 0 fast iiberall fiir z € , |z| < R und somit die Behauptung.(]

I.3.41 Satz: Fiir 1 < p < oo sei I die Abbildung, die jeder Aquivalenzklasse

f € H™P(Q) von Cauchyfolgen (gx)re n ein Element f := D°f mit limp_ oo gx = f in
LP(Q) zuordnet.

Dann ist I eine lineare, surjektive und isometrische Abbildung von H™P(Q) auf

Wmsp(Q) .

Beweis: Lemma 1.3.32 zeigt die Existenz von I und If € W™»(). Die Linearitéit von I
ist klar.
Die Isometrie folgt aus

rs _ . _ . S _ s _
17 = Jim flgell = lim 3™ 0°0lzen = 3 1D fllea = 1f1l
[s|<m [s|<m

Zur Surjektivitét (hier nur fiir Q = R™): Konstruiere zu jedem f € WP () eine Cauchyfolge
{gr} beziiglich ||- ||, p, die in C*°(R™) bzw. Cg°(R™) liegt. Dies leistet gy := (I1/n fx)(x) mit
Dirac-Kern ¢, f wie in Korollar 1.3.39 und geeignetem N = Ny, denn I,y fr € Cg°(R™).
Mit Lemma 1.3.35 und Lemma 1.3.37 folgt dann
10°Li N fe = D fllee < 10°(p1n f) = O FIILY +110° fio = D flize
11/ nO°f = O° flle + 10° fis = D*fllr = 0,

indem man zuerst k£ und dann N = N grof} genug wihlt.

I.4 LINEARE NORMIERTE RAUME (LNR)

I.41 GRUNDLAGEN

Lineare normierte Rdume, im folgenden oft mit " LNR” abgekiirzt, sind spezielle metrische
Raume mit Vektorraum - Struktur. Daher &8t sich eine reichhaltigere Theorie aufbauen,
insbesondere eine schlagkriftige Theorie stetiger linearer Operatoren.

I1.4.1 Definition: Eine Teilmenge S C X eines LNR X heifit beschrdnkt , falls es
eine abgeschlossene Kugel B, (z) ={y € X | |ly — x| < r} gibt mit S C B,(x) .
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Bemerkung: Beschrinktheit im Sinne von || - || ist im allgemeinen nicht dquivalent zur
Beschranktheit im Sinne einer Metrik. Natiirlich sind beide Begriffe gleich, wenn die Metrik
durch eine Norm erzeugt wird. Ist d eine Metrik, so erzeugt die sog. geschrankte Metrik

d* = 1_%1 die selbe Topologie wie d, und beziiglich d* sind alle Teilmengen beschrénkt.

1.4.2 Definition: Ein vollstdndiger linearer normierter Raum heifit Banachraum.
Zwei lineare normierte Rdume X,Y heilen isomorph , falls es eine lineare bijektive
Abbildung zwischen ihnen gibt, die zusammen mit ihrer Inversen stetig ist. Eine solche
Abbildung heifit Isomorphismus . Sie heifit Isometrie , falls die Norm unter dieser
Abbildung A invariant ist, d.h. ||Az|y = ||z||x fiir alle z € X.

Zwei Normen || - ||a, || - ||s auf einem linearen normierten Raum heiflen dquivalent ,
falls es Konstanten ci,co > 0 gibt, sodaf fiir alle x € Xgilt:

allzlla < llzlls < cafl#fla -

1.4.3 Lemma: Zwei dquivalente Normen auf X liefern die gleiche Topologie. Eine Men-
ge A C X ist beschrankt bzw. abgeschlossen bzw. kompakt bzw. vollstindig beziiglich
| - |l genau dann, wenn sie diese Eigenschaft beziiglich || - || hat.

Beweis: Sei U C X offen beziiglich || - || 3, d.h. zu jedem x € X gibt es einen Ball
Bl(z)={y€ X |||z —yllg < e} C U. Dann ist auch

Se (@) ={ye X ||z —ylla <e/a}={ye X |alz-ylla <e} U,

E/Cl

also ist U auch offen beziiglich || - ||. Hieaus folgt auch die andere Richtung. O

I.4.4 Lemma: Auf einem endlichdimensionalen Unterraum M eines Banachraums X
sind alle Normen dquivalent. In jeder Norm ist M ein Banachraum, insbesondere ist M
abgeschlossen in X.

Beweis: Sei (e;)I'_; eine Basis von M. Dann hat jedes © € M eine Darstellung der Form

z =Y xie; und ||z s = maxi<i<n |2;] ist eine Norm auf M. Ist || - ||« eine andere Norm,
so gilt
n n
Izl <> laillleills < <Z |6z’*> []loo -
i=1 i=1
—_——

=iC2

Nehmen wir nun an, dafl die umgekehrte Ungleichung nicht gilt, also kein ¢; existiert mit
c1)|z]|oo < ||z« fiir alle x. Dann existiert zu jedem N € N ein 2V € M mit ||2V], < N1
aber ||2V||oo = 1 und daher eine Teilfolge x; — oo mit 2% — &;, 1 < i < n. Speziell kénnen
wir es so einrichten, daf ein iy mit |xf§’°| =1 und || = 1 existiert. Seiz = Y. | &e;. Dann
ist

n
[zl < llz =2l + 2% ]|« < (Z ||€i||*> max [§ — 27|+ Nt =0
i=1 -

fiir £ — oo. Also ist = 0 und & = 0 fir 1 <4 <n im Widerspruch zu |;,| =1 . O

1.4.5 Lemma: (Kriterium fiir Vollstindigkeit) Ein LNR ist vollstéindig, also ein Ba-
nachraum, genau dann, wenn jede absolut summierbare Folge (z,)ne n, d.h. es gilt
> ne n |zl < 00, auch summierbar ist, d.h. die Reihe Y. ; 2 konvergiert.
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Beweis: = Sei (z,)ne v absolut summierbar und X vollsténdig. Sei s, = Y ,_; zx. Dann
ist (sn)ne N eine Cauchyfolge, denn

n n

[sn = smll = | Z Tl < Z |kl =0,

k=m-+1 k=m+1

da (z5,)ne N absolut summierbar ist. Also existiert lim,, oo Sp.
< Sei (Yn)ne N eine Cauchyfolge. Wihle induktiv eine Teilfolge (yn, )ke n, sodaB
lYneer — Ynill < 2—%. Dann bilde

k
Ynpqr = Z(ynj+1 - ynj) — Ynis
j=1

setze Tj 1= Yn,., — Yn, - Dann gilt Z;‘;l [l < Zj’;l 277 < co. Also folgt nach Vorausset-

. N L
zung lmy o0 52 25 = z, also existiert

k
kli—>Holo Ynps = Yoo F khigo z; Tj=1Yn, +T.
J:
Nach Lemma 1.3.9 konvergiert dann die ganze Folge (¥ )ne N- O

1.4.6 Satz: In einem LNR X gilt die Heine-Borel-Eigenschaft (1.3.20) genau, wenn X
endlichdimensional ist.

Zum Beweis benotigen wir folgendes

1.4.7 Lemma: (" Fast orthogonales Element” ; F. Riesz) Sei Y ein abgeschlosse-
ner linearer echter Teilraum eines LNR X. Dann gibt es fiir jedes 6 € (0,1) ein 29 € X
mit ||zo|| = 1 derart, daB dist(zo,Y) = infyey ||xo — y|| > 0 ist.

Beweis: Sei ¢ € X\Y # 0, dann ist dist(z,Y) > 0, denn andernfalls wire  Hiufungspunkt
von Y und Y wire nicht abgeschlossen. Zu 6 € (0,1) existiert wegen 1/6 > 1 ein yo € Y mit

[ = woll < dist(x,Y)/6. Dann setze xo = ;=2 Es gilt [|lzol| = 1 und fiir jedes y € Y gilt

|20 — yll T — (o + |z — wolly) | > ————dist(z,Y)
|z = yol| —_— |z = yol|
2%
70 dist(x,Y) =10
dist(z,Y) T

O

Beweis zu Satz 1.4.6 Sei X endlichdimensional. Wéhle einen Isomorphismus X ~ R" .
Dann ist nach Lemma 1.4.3 und 1.4.4 Kompaktheit in X &quivalent zu Kompaktheit in R™.
Es hat aber R™ die Heine-Borel-Eigenschaft.

Sei andererseits X unendlichdimensional. Wihle 27 € X und X; := span(z;) . Wende
Lemma 1.4.7 auf Y := X; an und erhalte ein x5 mit dist(z2, X;.) > %, also [|zg — 1] > %
Dann bilde X5 := span(z1,x2) und erhalte durch erneute Anwendung von Lemma 1.4.7 ein
z3 mit |zg — ;| > 5, i € {1,2}. Induktiv ergibt sich eine Folge (z,)ne n mit |lz; — ;]| > 1
fiir ¢ # j, die keine Teilfolge besitzt, die Cauchyfolge ist, also auch keine konvergente Teilfolge
. Es gilt also nicht die Folgenkompaktheit fiir X. U

Bemerkung: Die Aussage dieses Satzes hat zwar negativen Charakter, gibt aber anderer-
seits den Anstofl zur Entwicklung einer verfeinerten Konvergenztheorie in LNR, z.B. fiir die
schwache Konvergenz (s.unten).
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Eine Abschwichung des Kompaktheitsbegriffs liefert folgende wichtige Anwendung in der
Approximationstheorie :

1.4.8 Lemma:

1. Sei M eine lokal kompakte (I.1.21) Teilmenge eines LNR X | d.h. fiir jede
abgeschlossene beschrinkte Kugel B, (x) ist der Durchschnitt M N B,(x)
kompakt. Dann gibt es zu jedem f € X mindestens eine bester Approximation
aus M .

2. Jeder endlichdimensionale Unterraum M von X ist lokal kompakt.

1.4.9 Korollar: In jedem endlichdimensionalen Unterraum M eines LNR X gibt
es zu jedem f € X ein Element bester Approximation in M .

Beispiel: X := Cla,b] , M := span{l,z,22,...,2"} , Raum der Polynome hichtens n-ten
Grades.

Beweis zu Lemma 1.4.8 :
1.: Es gibt eine Folge (gn)ne n in M , sodaf

Hf - gn” - dlSt(fa M) = hlg]f/[d(f’ h) :
0.B.d.A. kénnen wir ||f — gn|| < 2 dist(f, M) annehmen, sodafl

gnll < llgn = FII+ IIFIl < 2dist(f, M) + || £]] -

Also ist (g, ) Folge in B, (0)NM fiir r:= 2 dist(f, M)+ ||f]| < oo . Lt. Voraussetzung gibt
es dann eine Teilfolge (gn, )ke N mit limg_ oo gn, = g* € M . Es ist ¢* Element bester
Approximation, denn

If =gl = tm |[f = gn, || = dist(f, M) .
—00

2.: Alle Normen auf B,.(0) N M sind dquivalent. Insbesondere gibt es einen Isomorphismus
von B,(0)NM auf eine Teilmenge des R™ , falls M endlichdimensional ist. Sei {z1,...,z,}
eine entsprechende Basis. Dann ist Kompaktheit in B,.(0) N M dquivalent zu Kompaktheit
in R™ und dort dquivalent zur Abgeschlossenheit und Beschrinktheit (Heine-Borel).

1.4.2 GLEICHMASSIG KONVEXE RAUME

1.4.10 Definition: Ein linearer normierter Raum X und seine Norm heiflen
gleichmdf3ig konvex, falls zu jedem e > 0 ein J. > 0 existiert, sodaf fiir alle
fige X mit [[f| =gl =1 und 3|f+gll =10 folgt: |[f—gl<e.

Bemerkung 1: Man zeigt leicht, dafl diese Definition dquivalent ist zu:
Sind (fr)nen , (gn)nen Folgen in X mit ||fu]l = |lgnll =1, so gilt

. 1 .
7111?1%1 5 Ifnt+onll =1 = }Llé%”fn_gn” =0,

(dh., wenn die Normen der Mittelpunkte der Verbindungsstrecken von f, und g, gegen
1 konvergieren, so konvergieren die Absténde von f, und g, gegen 0 .)

Bemerkung 2: Jeder Prahilbertraum ist gleichméfig konvex, und zu € > 0 ist
0c :=1—4/1—¢€2/4 das kleinste . in der Definition und heifit der Konvexitéitsmodul.



42 KAPITEL I. RAUME

Der Beweis folgt leicht aus der Parallelogrammgleichung (1.5.3) und der isometrischen Iso-
metrie von span{ z,y} zum euklidischen R? fiir linear unabhingige z,y .

1.4.11 Satz: Sei X ein normierter Vektorraum mit gleichméfig konvexer Norm. Dann
hat jede vollstdndige und konvexe Menge A zu jedem f € X genau einen Punkt bester
Approximation

Beweis: Reduziere das Problem auf f = 0 durch Betrachtung der Menge
B:=f—A={f—g|ge€ A}. Dann ist auch B vollstindig und konvex. Es ist

dist(f, A) =infgea ||f — g| Aquivalent zu infrep ||h — 0] .

Eindeutigkeit: Sei d = infpep ||h]| > 0, fir d = 0 kann nur Ay = 0 beste Approximation
sein. Sei ||h1|| = ||he|]| = d. Dann haben H; = h;/d Norm ||H;|| = 1, ¢ € {1,2}, und
%(hl + ho) = %d- (Hy 4+ Hs) € B. Dann

1 1 1 1
1< —|h holl < =||H1 + Ha|| < =(||H Hs|) = —(]|h h =1
< ollha + hall < S+ Hall < SOIE |+ [Hal) = (]l + kel = 1
d.h. %(hl + hs) ist auch beste Approximation, also 1 = %||H1 + Hs|| > 16 fiir jedes § > 0,
also ||[H; — Ha|| — 0 im Widerspruch zur Annahme H; # Hs.

Existenz: Sei C' = {g/d | g € B} fiir d > 0, dann ist zu zeigen 1 = infscc || f||]. Es existiert
eine Folge (f)ne n mit lim, o || fn]] = 1 und %(fn + fm) € C fiir alle m,n € N. Dann gilt

(Sl + ([ fmll) =1

DN =

=t 2] =

fiir m,n — o0, also limyy, n—co %an + fml|l = 1. Normiere f,, zu g, := f./||fn]|- Dann ist
lgnll = 1 und limy, o0 5[|gn + gm | = 1. Mit gleichméBiger Konvexitét folgt ||g, — gm | — 0
fiir m,n — o0, also ist (gn)ne n Cauchyfolge, damit auch (f,), also f, — f* € C, da C
vollsténdig ist. 0

1.4.12 Satz: Die Rdume LP(§2), Q C R" offen und beschréinkt, sind gleichméBig konvex
fir 1 < p < 0.

Beweis : Sei ¢ > 0 . Es gilt wegen der Konvexitit von t — t? fir 0 < a,b < 1 die
Ungleichung
P

%(ap +bP) > (%(a + b))

Definiere fiir o € (0,1) , 2 € C

o) = mn
Ple) |2|<1,1-2[2a

(%(1+ 27 = |;<1+Z>|”) e

EEST

Dann ist p(a) > 0, denn

2 2

1+zP [1+2
- 2 2

p P D p
1Pt (1+b) o

wobei Gleichheit nur fiir |z| = 1 eintritt; dies ist wegen |1 — z| > a > 0 aber ausgeschlos-
sen. Weiterhin wird das Infimum auf einer kompakten Menge angenommen. Sei nun fiir

f.9 € LP(Q) z = g(x)/f(x) falls 0 # |f(x)| > |g(z)|, dann folgt fiir ’1 ~ %&| = o nach
Multiplikation von (%) mit |f(z)[?
@+ lglr ‘ﬂx) D> pla) () - gla)p <. ()

Vertausche die Rollen von f(z) und g(x), dann folgt die Giiltigkeit von (%) fiir alle

z € My :={zeQ|f(z) - g(z)| = amax(|f(x)]|g(x)])} -
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Fir x € Q\ M, gilt

[f@F +lg@)P | f(2) —g@)|" _
2 2 -
Integration iiber € liefert
FIe + llgll; [+’
Lp Mo
— ol =gl —pl) [ if-gp
Q\ M.

N———
<20” [ pr, max(|f(x)],lg(x)])”

P f = glLs = p()20” (I f1I7s + llglZs)-

Seien nun || f||» < Lllgllze < 1, [|3(f + 9)llLr > 1 — 6. Aus der vorherigen Ungleichung
folgt

v

e +lgllpe || £ +9]
1o (1o 2 Wl 2 Wolie 72905 oy ip - gl —aan)
L»
also 5 (a)dar? 5
e + plo)do e

f -9 pp < = + 40P .

=l = =) o
Wihle 4aP < % und 4. so, daf} % < £, O

p(a) 2

Bemerkung: C(Q) und L'(Q) sind nicht gleichmiBig konvex [U].
[.4.3 STETIGE LINEARE OPERATOREN
Betrachte lineare Operatoren T : X — Y , (X, |- |x), (Y,] - |ly) lineare normierte Rdume.

1.4.13 Satz: (Stetigkeitskriterium) Seien (X, ||-||x), (Y, ||-||y) lineare normierte Rdume.
Fiir eine lineare Abbildung T : X — Y sind dquivalent:

1. T ist stetig in allen x € X
2. T ist stetigin z =0
3. T ist beschrdnkt , d.h. es gibt eine Konstante C' > 0, sodaf3

ITz|ly < C|lx||x firalle z € X

4. Es gilt

T
IT|| :== sup [Ty = sup |[Tz|y < oo.
elizo llzlx jzpc=1

Beweis : 1. = 2.: Ist klar.
2.=3.: Wegen T(0) = 0ist V := {y | |ly|ly <1} eine Nullumgebung von 7'(0). Da f stetig
in 0 ist, gibt es ein ¢ > 0, sodaB fir U := {z | ||z]| < ¢} gilt: T(U) C V, also

IT()|y <1 firalle z € X mit ||z||x <c,

und daher fiir allex € X | £ #0

[l]| cx 1
IT@) == TGl < = el = C el

[l

3. = 4. : Ist klar, insbesondere ist ||T|| kleinste obere Schranke in 3.
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4. = 3. : Ist ebenfalls klar.
3. = 1.: Sei (zn)ne N eine Folge in X mit z, — z, dann ||z, — z||x < e fir n > N, also
T2z, — Tx|ly = ||T(zn — )|y < Cllzn —z|x < Cee
O

Bemerkung: Seien X, Y LNR und sei L(X,Y") der lineare Raum aller stetigen Abbildungen
X — Y. Der nachfolgende Satz zeigt, dafl die unter 4. des vorangegangenen Satzes definierte
GroBe ||T|| eine Norm fir L(X,Y") ist. Sie heifit deswegen auch Operator-Norm von T .
Genauer gilt:

1.4.14 Satz: Sind X,Y,Z LNR, so ist L(X,Y) ein LNR mit Norm

HTHL(X,Y) = sup |[Tz|y .

llzllx=1

Ist Y ein Banachraum , so gilt dies auch fiir L(X,Y). Sind A € L(X,Y) und B €
L(Y,Z), dann ist BA € L(X, Z) und es gilt

I1BAllLx,zy < [1Blloy,zy IAllLx,yy -

Im Spezialfall A,B € L(X) =: L(X) besagt dies, da} L(X) eine Algebra unter der
Multiplikation (A, B) — AB ist. Ist X Banachraum, so heiit L(X) Banachalgebra .

Beweis: Die Eigenschaft einer Norm von ||T'|| ist einfach zu zeigen. Ferner gilt

[BAlLx.zy = sup [|[B(Az)|lz < sup (|[BllLry.z)llAz|y)
|zl x=1 |zl x=1
< | SHUP 1(HB”L(Y,Z)||A||L(X,Y)||33||X)-
Tl x=

Zur Vollstandigkeit: Sei (T}, )ne n Cauchyfolge von Operatoren in L(X,Y’). Dann gibt es zu
jedem € > 0 ein N. € N mit

HTn 7TTVLHL(X,Y) <e fiir m,n > NE .
Sei x € X. Wegen
1Twr — Tnx|ly = (T — Ton)zlly < T — TmHL(X,Y)HxHX <elz||lx fir m,n> N,

ist (T, z)ne v Cauchyfolge in Y | besitzt also einen Limes in Y, d.h. die T;, konvergieren
punktweise. Definiere Txr := lim,_,oc Ipx. Dann ist T linear, wie man leicht zeigt. Fiir
geniigend grofles m, € N folgt:

[(Tn = Dzlly = [Thz = Twally < |The — T, @lly + T, — Ty
< T = Tullox ) llzllx +ellzllx
< ellaflx +ellzlx = 2elzx -
Bemerkung: Die Konvergenz in der Operatornorm || - ||z x,y) impliziert die punktweise

Konvergenz der Operatoren. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.
Beispiele:

1. Der Inklusionssoperator: Sei Y ein linerer Teilraum eines NRW X sei || - ||; eine Norm

auf Y , || - ||2 eine Norm auf X und In : (Y,||-]1) — (X,||-||2) die Inklusion.
In ist genau dann stetig, wenn ein C' > 0 existiert mit ||z|j2 < C||z|; fiir alle z € X,
d.h. die Norm || - ||; ist stdrker als || - ||2, bzw. die durch || - ||; erzeugte Topologie ist

feiner als die durch || - |2 erzeugte. Man sagt, dafl YV stetig eingebettet in X ist.
Ein Beispiel bilden X = C([0,1]), Y = C([0,1]), dann gilt Y C X und || f|lx = || f]lc0»
Iflly = 1flloe + 1 1l -
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. Allgemeiner sind dieLipschitz-Holder-Raume C*(2), Q kompakt in R, 0 < o < 1,
stetig eingebettet in C*# (), a < B < 1 und C*T1(Q) stetig eingebettet in C*#((2).

. Ferner ist der Sobolev-Raum W™+1?(Q) stetig eingebettet in W™P(Q) .

Folgende Fragen dringen sich auf: Wann kann W™P(Q)) stetig in W™29(Q)) einge-
bettet werden (Sobolev-Einbettung)? Wann kann W™P(Q) in C*%(Q) eingebettet
werden?

Antwort: Der Sobolevsche Einbettungssatz besagt, daf letzteres im Falle

m — % > k + «a gilt. Wenn also die Regularitdt im Sinne der schwachen Ableitung

gleich m ist, braucht sie im klassischen Sinne nur gleich m — 2 < m zu sein. Es heift

m—% Sobolev-Zahl . Hinreichend fiir erstere Einbettung ist z.B. die dazu konsistente
n

Bedingung m; — pﬂl >mg — ot

. Ist X =R™Y = R™, so ist jede lineare Abbildung als m x n- Matrix darstellbar. Dies
fithrt zu Matrixnormen (siehe Vorlesung Praktische Mathematik).

. Ist X endlichdimensional und Y ein beliebiger LNR , so ist jeder lineare Operator
T € L(X,Y) stetig. Denn alle Normen auf X sind dquivalent, also insbesondere zu
lzll = 1> asbs|| == > || und es folgt

Zn: Oéini

i=1

tea Y- leulToly < (s 1Tl -
Y i=

ITzl[y =

. Stetige lineare Funktionale , d.h. Y :=K € {R,C}. Allgemein bezeichnet
L(X,K) =: X* den konjugierten Raum bzw. Dualraum , die Menge der stetigen
linearen Funktionale auf X. Da dieser Fall besonders wichtig ist, wird er weiter unten
in einem eigenen Unterabschnitt behandelt.

. Integraloperatoren : Faltung Tg(f) = g* f fiir g € L'(R"), f € L?(R") = X, dann
ist Tg : LP(R™) — LP(R™) stetig nach Lemma 1.3.35 .
dk

. Differentialoperatoren : D¥ = < ist stetig von C*([a,b]) — C([a,b]) in der Norm

Ifll e (fa,p)) == Zle |D?f||. Die Stetigkeit folgt aus der Einbettung unter 2.. Whlt
man die Norm unpassend, zum Beispiel || - ||oo, s0 ist dies eine zu schwache Norm.

Ein einfaches aber sehr wichtiges Invertierbarkeit linearer Operatoren auf LNR liefert

1.4.15 Satz: Sei T : X — Y linear. Dann sind dquivalent:

Gilt eine der drei Aussagen, so ist

1. T~ ist auf T(X) eindeutig definiert und stetig
2. Es ist (ianIHxil ||T$Hy)_1 < 0
3. Es gibt eine Konstante m > 0, sodaf}

|Tx|ly > m|z||x firale x€X

1T perovx)y) = ( inf [|Tally)™".

llzllx=1

Beweis: 3. = 1. oder 2. = 1.: Es gilt (man lese die folgende Kette riickwirts):

- - z
T oo = swo T7l= s el = s
yeT(X),llyll=1 Tz]|=1,0€X 0zzex || T||

Tt [Z=] =
H02€ X L]

1
— < 00.
m
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1. & 3., 1. & 2.: Man lese diese Kette vorwérts unter der Annahme || 77! 1 r(x),x) < co.
O

Bemerkung: 1.:Aus diesem Lemma folgt mit Lemma 1.4.15 leicht:
Ist T € L(X,Y) invertierbar und S € L(X) mit [|[S—-T| < ﬁ , so ist auch S

-1
invertierbar und [|S71| < % . Die Menge der invertierbaren Operatoren ist also offen.

2.: Die Stetigkeit von T~! ist von praktischer Wichtigkeit bei der Lésung von Tz = y, denn
wenn statt y nur eine Naherung § = y + Ay gegeben ist, stellt sich die Frage, wie sich Z in
T% = g (falls existent) zu  verhilt (relativer Fehler):

lz -2l _ 1T~ (Ay)] T~ Ayl | T
] [E4 I lyl ]

- | Ayl
< |T 1H||T||W~

Der Ausdruck condT := |T7|||T|| heiBt Kondition des Operators T und ist immer
>1 wegen 1= || <|TIT7 .

Falls ein Operator nicht zu weit von der Identitéit abweicht, ist eine konkrete Darstellung
der Inversen moglich:

1.4.16 Lemma: (Neumann-Reihe) Sei A € L(X) und sei
limsup,, .. [|[A™||"/™ < 1. Dann ist I — A invertierbar, (I — A)~' ist stetig, und es
gilt (Konvergenz in Operatornorm)

(I—A)1 = im .
n=0

|(I —A)~! kommutert mit allen Operatoren aus L(X.X) , die mit A kommutieren.

Beweis: [U].

1.4.17 Satz: Sei f(z) = Y. ,>, a,z" eine Potenzreihe in C mit Konvergenzradius p.
Sei X Banachraum und A € L(X). Dann konvergiert die Reihe Y 7 a, A", falls
limsup,,, o [|A™||*/™ < p , gegen einen Operator f(A) € L(X).

Bemerkung: f(z) heiit Symbol der Operatorfunktion f(A) . Die dadurch definierte Ab-
bildung f +— f(A) bildet spiiter die Grundlage fiir einen Operatorenkalkiil, d.h. man mochte
mit Operatoren rechnen kénnen wie mit Zahlen. Die Neumann-Reihe bildet den Spezialfall
der Potenzreihe (1 —2)~1 =3>">7 2" fiir |2| < 1.

Beweis: Die Folge der Partialsummen ist eine Cauchyfolge, denn wegen ||[A™|| < (p — &)™
fiir m > n > N, und ein € > 0 gilt

m
Z akAk

k=n

m m

< Z lax|[| A < Z lar|(p —€)* = 0 fiir m,n — oo .
k=n k=n

Da L(X)X Banachraum ist, gilt f(A4) € L(X) . O

Die Konvergenz in diesem Satz betraf die Konvergenz in der Operatornorm. Ein hinreichen-
des Kriterium fiir die punktweise Konvergenz einer Operatorenfolge ist

1.4.18 Lemma: Sei (T})re n Folge in L(X,Y) mit || Tx]] < M < oo, k € N. Auf einer
dichten Teilmenge D C X existiere lim,, o, Txx, x € D, und Y sei vollstdndig. Dann
existiert Tz := limy_, oo T auch fiir alle x € X und T' € L(X,Y), |T]| < M und T ist
eindeutig bestimmt.
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Beweis: Sei Z = span D. Dann ist Z dichter Teilraum in X und limy_, ., Tz existiert fiir
alle z € Z. Sei € X beliebig, zu € > 0 wéhle z € Z mit ||z — z|| < e. Dann gilt fir m > n
grof} genug

[Tz — Tox|| [Tz = Tonz|| + [Tz = Tnzl| + || Tz — Tyz||

<
< ATl llz = 2l + 1Tz = Tzl + [Tl |2 — 2] < 2Me +e,

also ist T,,x Caychyfolge, wegen der Vollstdndigkeit von Y also konvergent. Offensichtlich
ist T" linear. Wegen
[Tz]| < |Tz — Tzl + [[Tmall < T2 — Tl + M|z — M||]|

fiir m — oo ist || Tz|| < M , also T stetig. O

I1.4.4 DUALRAUME

In diesem Unterabschnitt werden ihrer Bedeutung wegen die wichtigsten Dualrdume vor-
gestellt und ihre Elemente bestimmt. Konkret liefert dies einen Darstellungssatz fiir die
entsprechenden stetigen lineare Funktionale.

1. Lebesgue-Riume:

Es sei (2, A, 1) der Mafiraum erzeugt durch die o - Algebra A der Lebesgue-mefibaren
Mengen in €2, wobei €2 ein offenes Gebiet des R™ sei, das entweder p— endlich oder
o—endlich sei. Die Lebesgue-Raume L,(2) , 1 <p < oo waren in Definition 1.2.33
definiert worden.

Im Falle p = oo und 2 = kompakt betrachtet man ferner den Raum C(£2) der auf
stetigen Funktionen.

Kandidaten fiir die Dualrdume der Réume LP(Q2) , 1 <p < oo gewinnt man durch
folgende Uberlegung :
Fiir gegebenes g € L1(Q), 1 < g <oo, definiere

) =/f(:c)§(x) de, fir feLP(Q) =X, 1< 1,1
Q

p q
Die Holder-Ungleichung (unter Beachtung des Falles der Gleichheit) zeigt dann, dal T'g
stetiges lineares Funktional in X* darstellt mit Norm ||Tg|| 1» (o)« = |9/l a(q)- Insbesondere

ist der Operator T : g — T, eine lineare, isometrische Abbildung des Raumes L?(£2) in den
Dualraum von LP(Q). Ferner ist T als Isometrie injektiv. Diese Uberlegungen gelten fiir
alle p,1 < p < o0, speziell im Falle p = oo wird L!(2) in den Dualraum von L*°(€) und
damit auch in denjenigen von C(Q) eingebettet. Es heifit deswegen ¢ auch der konjugierte
Index zu p.

Die Frage ist nun, ob Gleichheit gilt bzw. ob T surjektiv ist.

1.4.19 Satz: Sei 1<p<oo und ¢ € R mit = 1. Dann ist der Operator

141
P q

+
g €LI(Q) > Tg € (LP(Q)* - / x)dp , (feLP(Q)

ein isometrischer Isomorphismus von L4(€2) auf (LP(2))*, d.h.: Zu jedem Element L €
LP(Q)* gibt es genau ein g € LY(Q) mit L(f) = [, f(z)g ( ) dp fiir alle f € LP(Q2).

Es bleibt noch die Surjektivitat von T' zu zeigen. Dazu beginne mit

1.4.20 Lemma: Zu jedem Element L € LP(Q))* mit ||L|] = 1 existiert genau ein
Element f* € LP(Q) mit L(f*) = | f*||, = 1.
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Bemerkung: Das Element f* heifit peaking-element oder Extremalelement zu
L € LP(2))*, weil bei ihm die Norm von L angenommen wird.

Beweis: Es muf eine Folge {f,,} in LP(Q) existieren mit || f, |z, = 1 und

limp o0 [L(fn)| =1 (es bezeichne || f,|| die Norm || f,]|z,(@)). Durch Multiplikation mit
geeigneten (komplexen) Zahlen kénnen wir auch lim,, . L(f,) = 1 annehmen. Es sei nun
{fn} keine Cauchyfolge. Dann existiert £ > 0, so daf§ fiir eine Teilfolge {f,,} gilt

| frrsr = frill = €. Aus der gleichméBigen Konvexitat der L,-Norm nach Satz 1.4.12 folgt
dann |[[(fr,., + fn,)/2|l <16 fiir ein festes § > 0 (denn diese Normen streben nur
gegen 1 wenn f,, ., — fn, + 0). Dies ergibt aber einen Widerspruch zu

limps oo L((frgs + fri)/2) =1 wegen [L((fr.y + fn)/2)] < [ILII(1 = 0). Also muB {fy, }
eine Cauchyfolge sein mit Grenzwert f* € LP(2). Klarerweise gilt L(f*) = 1, f*[|z, = 1,
weil Norm und Funktional stetige Abbildungen auf LP(2) sind. Die Eindeutigkeit von f*
folgt so: sind f1, fo zwei solche Elemente mit || fi — f2||z, > € >0, so

muB ||(f1 + f2)/2||z, <1 —0" mit 0’ > 0 gelten und daher

1=|L((f1+ f2)/2)| < (1 =0")||L|| =1 — ¢, ein Widerspruch. O

Beweis von Satz 1.4.19: Mit Hilfe der im vorangegangenen Lemma gefundenen Funktion
f* in LP(Q) bilde

@ { W@ L

g = , sonst

Dann ist g* € L9(Q) wobei konjugierter Index zu p ist, denn |g*| = |f*|P~! und
q(p— 1. = gp(1 — 1/p) = p. Die Behauptung ist nun, dal das durch T'¢g* gebildete
Funktional das gewiinschte Element in (LP(Q))* liefert. Betrachtet man néamlich die
Wirkung auf das Extremalelement, so stellt man fest

10 = [P @P @@ di= [ 1 =1=L0)
z€Q: f*#0 Q
d.h. das vorgegebene Funktional L stimmt mit T'¢* fiir f* iiberein.

Der Beweis von Satz 1.4.19 wird dann komplett mit dem folgenden Lemma, das zeigt, dafl
beide Funktionale dann auf ganz LP(£2) iibereinstimmen.

1.4.21 Lemma: Sei 1 <p < oo . Sind zwei Elemente Ly, Ly € LP(Q)* gegeben mit
IL1]l = |L2|l = 1 und Ly (w) = Lo(w) fiir ein w € LP(Q) mit |w|, o = 1, so mufl
L, = Ly gelten.

Beweis: Falls die Behauptung nicht gilt, existiert u € LP(€Q), 0 # 0 mit Li(u) — L2(u) = 2.
Mit dem gegebenen w bilde dann u := @ + a w, derart dafl L, (u) = 1 und somit

Ls(u) = —1 gelten. Fiir beliebiges ¢t > 0 folgt dann Ly (w +t-u) =14t und

Lo(w—t-u) =1+t sodafl wegen | L1|| = ||Lz2|| = 1 sich

Ltt<wtt-ulpe . 1+t<|o—t-u

|p7Q

ergibt. Dies wird nun zum Widerspruch gefiihrt.
Fiir 2 < p < oo geschieht dies so: fiir n grofl genug setze

E, ={reQ:wx) >ux)/nfi} , EY:={zeQ:w) <u(x)/nfi}.

Es folgt

1
||wit-u||1£p < /En |w(z)[P|1 it.::((?)p dx+/EC lu(x)|P|t + E‘p dz . €

Taylor-Entwicklung von (1 + y)? um den Punkt y = 0 ergibt fir z € E,,

n

(Lt u(@) fw(@))” — (1£pt - ulz) fw(z)) < Cilt - ulz) fw(z)? < Cy(tn)?,
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falls 0 < t < 1/n, und daher fir diese ¢
(14t u(@) /w@) P+ [(1— t - u(@)/w@)P < 2+ 201 (tn)?

mit einer festen von z,t unabhingigen Konstanten. Damit folgt aus (+)

1
AL+ 1) < Jlw+t-ulfp, +llw—t-ulf <2 / [w@)P[L+ Cu(tn)?] d -+ ¢+ )Pl

n

Dividiere dies durch 2, benutze auf der linken Seite die Bernoulli- Ungleichung und beachte
|wl||z, = 1; dann folgt fiir 0 <t < 1/n

L4 pt <14 Ci(tn)® + (t+1/n)P|ull baw. pt < Ci(tn)? + (2/n)P|lullf, -

Mit nt = n"P/2 n — oo fithrt dies im Falle p > 2 zu einem Widerspruch zur
Anfangsannahme u # 0 bzw. Ly # Lo. 0

Der Fall 1 < p < 2 dieses Lemmas kann mittels der sogenannten Clarkson- Ungleichung
bewiesen werden. Wir geben hier einen unabhéngigen Beweis, der zugleich Satz 1.4.19 um
den Fall p = 1 ergénazt.

1.4.22 Satz: Der Operator T von Satz 1.4.19 ist im Falle 1 < p < 2 auch ein isometri-
scher Isomorphismus von L4(Q) auf (LP(Q2))* bzw. es gilt
LP(Q)* ~LYQ) fir 1/g+1/p=1 .

Beweis: Zuniichst gelte vol() < co. Sei L € LP(Q)*. Wegen LP(Q) C L2(Q2) ist L auch ein
stetiges Funktional auf L2((2). Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (1.5.14)) gibt es dann
ein Element f € L?(Q) mit

L(u) = [, f(@)u(z) dp  fiir alle v e L2(Q) . (%)
Wir zeigen, dafl sogar f € L4(Q) gilt. Da L2(Q) dicht in LP(Q2),1 < p < 2 ist, folgt dann
die Eindeutigkeit von f auch als Element in LI().
Sei zunéchst 1 < p < 2. Dann definiere zu R > 0

_f f@) ., falls |f(x)| <R
Jrl@) = { 0 , falls |f(z)] > R

und withle u* := |f|%/? sign(f) . Dann ist u* € L2(Q) wegen vol(Q) < oo , und es gilt in

(x) wegen 1+ q/p=q(1/q+1/p) =q
v
o =120 ([ 17alvan) ™

fiir 1 < p < 2. Hieraus schlieflen wir || fz|q < ||L||, fiir jedes R > 0. Nach Grenziibergang
R — oo folgt mit dem Satz von Lebesgue iiber majordominierte Konvergenz (1.2.24) auch
1£1l, < L1l

Damit ist gezeigt, dafl die Abbildung L € (LP(Q2))* — f € LY(Q) die gleichen Eigenschaften
wie T in 1.4.19 besitzt. Es fehlt noch der Fall p = 1, fiir den wir L'(Q) C LP(Q),1 <p < 2
beachten. Daher gilt (LP(Q2))* C (L'(Q2))*, sodal nach dem Vorigen zu L € (L}(Q))* fiir
jedes solche p ein f, € LY(),1/p+1/q =1 existiert mit

/Q Frlfdu = L(u®) < L] lu*

L(u) = /Qu(x)fq(x) dp  fiir alle u € LY(Q) .

Nach dem obigen Eindeutigkeitsargument muf8 f, = f unabhéngig von ¢ sein, und fiir
dieses f muB || f||q < ||L||1 fur jedes ¢ > 2 gelten. Dann muf aber auch ||f||s < ||L]1
erfiillt sein, denn andernfalls géibe es zu § > 0 eine mefibare Menge A C € mit

|f(z)| > ||L||x + 9 fir z € A, sodafl

p(AVN LI+ 6) < [ fllg < L]
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gelten wiirde, was fiir ¢ — oo einen Widerspruch ergibt.

Damit ist der Satz im Fall vol(£2) < oo bewiesen. Der allgemeine Fall 148t sich darauf
zurtickfiihren durch die Zerlegung ©Q = (J; in disjunkte Gebiete €; mit vol(£2;) < co und
Anwendung des Bisherigen auf die ;. O

2) Ré#ume stetiger Funktionen:

Die Bestimmung des Dualraums von C(2), was dem {ibrig bleibendem Falle p = co,q = 1
der Lebesgue-Raume entspricht, ist komplizierter. Man fithrt ein

1.4.23 Definition: Es sei B die von den offenen Mengen in €2 erzeugte o— Algebra
der Borel-Mengen in €. Auf B sei ein sog. komplexes oder signiertesBorel-Maf3 v
definiert, d.h. eine Abbildung v : B — R(bzw.C) mit der Eigenschaft

V(U B;) = Z v(B;) , B; € B paarweise disjunkt .

i=1 i=1

(Es braucht also nicht v(B) > 0 fiir B € B zu gelten). Zu v man definiert als neues
(positives) Mass das sog. Variationsmajf

VI(B) = sup { S (B [meN, BeB diguki | L) 5. = B}.
i=1 =1

Ein Maf3 v heisst reguldres, falls fiir B € B gilt

inf{|v|(U\K) | KcBcCU, K kompakt, U offenin Q}=0.

Damit kommt man schliesslich zu folgendem Raum:

1.4.24 Definition: Der Raum der reguldren Borel-Mafie mit beschrinkter Va-
riation ist definiert durch

rea(?) :={v | v regulires Borel-MaB} , ||v|yar := [V](Q) < 00} .

Es ist ||V||yqr eine Norm fiir den Raum rca(€2) und es gilt:

1.4.25 Satz: (Riesz-Radon) Es ist

verca()—Tve (C)" : (Tv)(g) = /Qg(x) dv , (geC(Q)

ein isometrischer Isomorphismus von rca(€2) auf (C(Q))*.

Im Falle Q = [a,b] C R kann man den Raum rca(f2) und damit den Dualraum von Cla, b]
etwas einfacher durch den Raum NBVa,b] der normalisierten Funktionen von
beschrankter Variation beschreiben. Es gilt:
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1.4.26 Korollar:
(Cla,b))* ~ NBV[a,b] :i= {g € L*(2) | g(a) = 0, Var(g:[a.b]) < oc} ,

wobei

Var(f;[a,b]) :zsup{ Z|f(ai)—f(ai_1)| meN | a=a0<a1<---am=b).
i=1

3) Folgenriume :
Bei den Folgenrdumen liegen die Verhéltnisse einfacher. Den Dualraum von 1P beschreibt
folgender Operator T (1/p+1/¢=1):

T — (7)Y

T(an)nGN(bn)nEN = Z bkak 5 ((bn)nEN S s )
ke N

1.4.27 Satz: Der obige Operator T' ist im Falle 1 < p < oo ein isometrischer Iso-
morphismus von 19 auf (I?)* . Im Falle p = oo und ¢ = 1 ist T ein isometrischer
Isomorphismus von 1* auf (c,)* .

Dieser Satz 148t sich auch direkt ohne Anwendung von Satz 1.4.22 beweisen.

4) Distributionen:

Ein weiterer bekannter Dualraum ist die Menge S’ der temperierten Distributionen

S = { L| L ist stetiges lineares Funktional auf S }

Die Menge £ der langsam wachsenden Funktionen liefert eine Teilmenge von S’'. Sie
ist definiert als Menge der auf R™ meflbaren Funktionen f, fiir die gilt:

—k
f(:v)(l + |x\2) € L,(R"), fiir ein festes k € N und 1 < p < 0.

Speziell sind L,(R™) fiir beliebiges 1 < p < oo und die Menge aller Polynome in &’
enthalten. Fiir f € L ist

Li(¢):= | [fl@)px)de (¢ €S)

R

wohldefiniert und stetig auf S, d.h. Ly ist eine temperierte Distribution. Ferner ist die
Abbildung f — Ly linear und bijektiv (dies kann man analog zu Korollar 1.3.41 zeigen).

I.5 (PRA)-HILBERTRAUME (H-RAUME)

I1.5.1 ORTHOGONALITAT

(Pra)-Hilbertriume besitzen wegen der Existenz eines Skalarprodukts die reichhaltigste
Theorie in der Funktionalanalysis.
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1.5.1 Definition: Sei X ein K-Vektorraum, K € {R,C} . Eine Abbildung (-,-) : X X
X — K heifit Sesquilinearform , falls fiir z,2’',y € X, a € K gelten:

L (z,y) = (y,2) (Symmetrie)
2. (az,y) = a(z,y) (Homogenitét)
3. (z+2,y) = (z,y) + (2, y) (Additivitétt)

Die Sesquilinarform heifit positiv semidefinit, falls (x,z) > 0 gilt und positiv definit
oder Skalarprodukt , falls zusitzlich

(z,2) =0 & 2z=0

gilt. In diesem Fall heift (X, (-,-)) Préhilbertraum(Pri-H-Raum) oder Innerer-
Produkt-Raum. Ein vollstindiger Prihilbertraum heifit Hilbert-raum (H-Raum)
Zwei Elemente z,y € X heiflen orthogonal, und wir schreiben = L y, falls (z,y) =0 .
Zwei Teilmengen M, N von X heiflen orthogonal, wenn fiiralle a € A, be B a L b
ist. Sind z € X und M C X , so schreiben wir z L M statt {z} L M und

M 1 x statt M L {z} .

1.5.2 Lemma: Sei (-,-) positiv semidefinit und sei

2]l =/ (2, 2) -
Dann gelten die

1. Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[z, )| < llzlllyll
und die

2. Dreiecksungleichung
2+ yll < ll=]] + [lyll-

Ist (-,-) positiv definit, so gilt Gleichheit in beiden Ungleichungen genau dann, wenn
y = Az fiir ein A > 0.

Beweis: Es sei x # 0,y # 0, anderfalls ist nichts zu beweisen. Es gilt

2
_ el Nyl 2

X Yy
o2 T p T ap

<
0 o B

R(z,y)

fir o, 8 > 0, also
Bz L @2
2R <= - .
(@9) < Sl + 1ol

Mit a = ||z||, 8 = ||ly|| folgt R(z,y) < ||z||||y||. Ersetzen von = durch (x,y)z ergibt

|G, )1 < (@, )/l -
Falls (z,y) # 0 folgt 1., fir (z,y) = 0 ist 1.trivial. Falls (-, -) positiv definit ist, so gilt in

den bisherigen Ungleichungen iiberall Gleichheit genau dann, wenn dies in der ersten der
fall ist, also y = Ax fiir ein A € K. Mit 1. folgt

lz +yl* = [l + ly1* + 2R(, y) < l2l® + lyl* + 2l zlllyll = (el + lyl)* -
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1.5.3 Lemma: (Parallelogrammgleichung . Ein linearer normierter Raum X ist
ein Préahilbertraum genau dann, wenn die Norm fiir alle f, g € X die Gleichung

I+ gl + 1 =gl = 2 [P + Nl ]
erfiillt. In diesem Fall ist das Skalarprodukt
(f,9) =
(f,9) =

[If+9ll> = 1If =gl ] fir K=R ,

RN

[(f+ gl = If =gI*) + i (lif +gl* = lif —gI*)] fixr K=C .

Beweis: [U].

Mit diesem Lemma kann man das Problem der Bestimmung der besten Approximation aus
einer abgeschlossenen, konvexen Teilmenge A von X aus Abschnitt 1.3 genauer
untersuchen. Zunéchst gilt der grundlegende

1.5.4 Satz: Sei X ein Préhilbertraum und A eine abgeschlossene, konvexe nichtleere
Teilmenge. Dann gilt:

1. Ist € X ,soist y* € A genau dann eine beste Approximation von z in A |
wenn

Rz —y*,y* —y) >0 firalle ye A.

2. Ist A wvollstindig, also z.B wenn X ein Hilbertraum ist, so gibt es zu jedem
x € X genau eine beste Approximation von x in A .

Beweis: 2.: Folgt bereits aus dem allgemeineren Satz 1.4.11, jedoch sei hier wegen der
Bedeutung des Satzes ein eigener einfacher Beweis gegeben.

Sei {z,,} eine Minimalfolge in A zu x, d.h. es gilt lim,,_,o ||x — z,| = dist(x, A) := d. Dann
setze © :=x — T,,y := T — T,,, und wende die Parallelogrammregel an. Dies ergibt

|Zm — $n||2 = 2z - $n||2 + 2|z — xn”Q — 122 — (zm + xn)HQ
= 2(llz = @all® + 12w — 2all® = 2}z = (@ + 20)/21)
Nun ist (2, +x,)/2 € A, weil A konvex ist. Dies liefert ||z — (2., + x,,)/2[|*> > d?, sodaB
lm = all? < 2(le = all® + m = 2al® = 24%) 50, mn— o0,
d.h. {z,} ist Cauchyfolge. Weil A abgeschlossen ist, existiert lim, o z, = 2* € A. Wegen

|z — || < ||o — x| + ||z, — ¥ folgt ||z — 2*|| < d, d.h. z* ist beste Approximation.
Sind z*,y* zwei beste Approximationen, so folgt analog wie oben

lo* = y11? < 2(lle — 2" 2 + 2 = y*|I* = 24%) = 0.
Beweis der Charakterisierung: Die Richtung < folgt aus

lz = yl* = llo—y" I + 2R —y",y" —y) + ly" — ol
> |z —y*|?, falls Rz —y*y*—y)>0.

Richtung =: Zu t € [0,1] setze y: = (1 —t)y* +ty € A, y € A. Dann folgt aus

o —y*[I> < llz—wll>=@—-y +ty* —y),z—y" +ty" —y))
= Jz—y P +2t R —y",y" —y) + vy —yl?

notwendig R(x —y* , y* —y) >0, wennt — 0 . O
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Beispiel (einseitige Approximation): Betrachte fiir nichtnegatives f € C([0,1])
if{ || f—p|lc | p Polynom n-ten Grades mit f(x) > p(x) } .
Die Menge der zulissigen Approximationen ist hier offenbar abgeschlossen und konvex.

Der Fall eines linearen Teilraums A ist besonders wichtig. Es gilt

1.5.5 Korollar: Sei X ein Prihilbertraum , A ein linearer Unterraum von X und ¢* €
A . Dann ist g* genau dann eine beste Approximation von f in A, wenn f —g* € A+
ist.

g" ist dann eindeutig bestimmt.
Ist A vollstdndig, so gibt es genau ein solches g* € A bester Approximation.

Beweis: Fiir K =R folgt die Behauptung aus Satz 1.5.4 , da mit g , g* € A auch
g —g € Aist. Im Falle K =R folgt sie aus der zusétzlichen Gleichung

S(f-9%9"—9)=-Ri(f—g",9"—9)=-R(f—g", —ilg" —9) =0
fiir alle g € A, da mit g* , g € A auch i(¢g* — g) € A ist.
Bemerkung: Diese Korollar 14t sich auch leicht direkt beweisen.

Diese Aussage motiviert

1.5.6 Definition: Die orthogonale Projektion oder Orthogonalprojektion von
X auf A. P von einem Prihilbertraum X auf einen linearen Teilraum A ist definiert
durch

Pf—feAt.

Bemerkung: Man zeigt leicht:
1. Es gibt hochtens eine Orthogonalprojektion von X auf A .
2. Ist P Orthogonalprojektion von X auf A so ist P linear und R(P) = A .

3. P ist genau dann Orthogonalprojektion von X auf A , wenn fiir jedes z € X gilt:

Pzx ist die beste Approximation von x in A .

1.5.7 Definition: Sind A und B orthogonale Teilmengen, so bilden sie eine direkte
Summe, die wir in diesem Fall mit A © B bezeichnen. Die Menge aller z € X, die
orthogonal zu A sind, heifit das orthogonale Komplement zu A , und wir bezeichnen
sie mit AL .

1.5.8 Lemma: Sei A abgeschlossener linearer Teilraum eines Hilbertraumes X . Dann
ist das orthogonale Komplement A+ zu A wieder ein linearer abgeschlossener Teilraum,
und es gilt X = AD A+, X ist also direkte Summe zweier orthogonaler Unterriume
und es gilt A++ =A .

Beweis: A' ist offensichtlich linearer Unterraum. Er ist auch abgeschlossen, denn ist
(Zm)me N eine konvergente Folge in At also 2, L A, m € Nund z = lim,,_,e0 Zpn, S0 gilt
fiir y € A (Stetigkeit des Skalarprodukts)

(@, 9)] = (@ = 2m, y)| < llz—zumllyl =0

fiir m — oo, also (z,y) = 0, damit = € A+. Also ist A+ abgeschlossen. Sei z € X beliebig,
dann existiert die orthogonale Projektion Pz auf A und z — Pz L A, also
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y:=z— Pz € At. Dann gilt z = y + Pz. Die Summe ist direkte Summe, falls diese
Zerlegung eindeutig ist. Sei dazu z = w +y = w’ + 3y’ mit w,w’ € A, y,y’ € AL. Dann folgt
O=w—w)+{y—y)bzw. Adsw—w =y —ye€ At alsow—w =0=1y' —y.

Wegen A L A+ folgt weiter A C A++. Sei nun y € A++. Bilde y — Py € AL, d.h.

(y,y — Py) = 0. Ferner gilt (Py,y — Py) = 0 wegen Py € A. Insgesamt also

(y — Py,y — Py) =0, soda y = Py € A und damit A D A++. O

Bemerkung: Ist der Unterraum A nicht abgeschlossen, so kann man leicht zeigen, daf
noch (A)+ = A+ gilt. Es gilt dann in diesem Falle die Zerlegung X = A A+ .

I1.5.9 Lemma: Sei A abgeschlossener linearer Teilraum eines Hilbertraumes X ,
A # {o}. Fiir die orthogonale Projektion P : X — A gelten

1. P2=P

2 P =1

3. I — P ist orthogonale Projektion auf A+ .
4. N(P)=A+ | NI-P)=4A.

5. X =N(P)OQR(P) .

Beweis: 1.: Es ist ||P?y — Py|| = ||Pg — g|| = 0 wegen g := Py € A.

2.;:Fir f € X mit || f]| =1 gilt

L= |Pf+(f=PfII? = |PFIP+If=PFIP+2R(PS, f=Pf) = |PIP+|f=PfI* 2 | PFI.
Daraus folgt, wobei das Supremum fiir f € A auch angenommen wird,

sup [[Pf] < 1.
[IflI=1

3. Bsgilt (I —P)f—f,g9) = —(Pf,g) =0 fiir alle g € A™+.

4.: Sei z € N(P) . Dann ist (z,9) = (x — Px,g) =0 fiiralle g€ A, also z € AL .

Ist z€ AL und x ¢ N(P), so gilt einerseits Pz # 0 und im Widerspruch dazu
|Pz|* = (Px, Px) = (v, —Px) + (—Pz,—Pz) = (x — Pz,—Px) =0 .

Der Rest der Behauptung folgt hieraus mit Lemma 1.5.8 aus

NI-P)=A* =4 | X=A"DQA=NP)DR(P).

Die Berechnung von P erfolgt im einfachsten Fall, wenn A = span{p1,...,pn}
endlichdimensional ist, ¢; linear unabhéngig, 1 < i <n, aus Pf L A. Dazu setze an
Pf= Z?:1 aj; mit noch zu berechnenden, von f abhéngigen Koeffizienten «;, die aus
(Pnf — f,%:) = 0 bestimmt werden. Dies fithrt auf das lineare Gleichungssystem

Die Matrix G := {G, ;} mit G, ; = (p;, ¢;) heiit Gramsche Matriz. Die effektivste
Wabhl fiir eine Basis (¢;) ist eine Orthonormalbasis, denn dann ist die Gramsche Matrix die
Einheitsmatrix.

Im endlich-dimensionalen Falle kann eine solche durch das bekannte Gram-Schmidt-
Orthonormalisierungsverfahren konstruiert werden. Im Folgenden beschéftigen wir uns
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daher allgemeiner mit Orthonormalsystemen und deren Konvergenzeigenschaften in
(Pra)-Hilbertrdumen. Den bekanntesten Fall bildet die Orthonormalbasis der Funktionen
(€*)rez in L?(—7,7), denn es gilt

1 T ..
o kT dy = Ojk-
—Tr

Bei Restriktion auf reellwertige Funktionen erhélt man die Orthonormalbasis aus den
trigonometrischen Funktionen (sin kx)re v und (cos k2)gke -

I.5.2 ORTHONORMALSYSTEME

In diesem Unterabschnitt werden die wesentlichen Aussagen iiber allgemeine
Orthonormalsysteme in Hilbert-Rdumen zusammengestellt.

1.5.10 Definition: Eine Teilmenge S C X eines Prahilbertraumes X heifit Ortho-
normalsystem , falls jedes s € S Norm 1 hat und alle s,t € S, s # t, orthogonal

zueinander sind. S heift vollstdndiges oder totales Orthonormalsystem in X,
falls St = {0}, d.h. aus z € X, L S folgt = = 0.

1.5.11 Lemma: Sei (¢,)ne n eine orthonormale Folge in einem Hilbertraum X. Dann
konvergiert die Reihe Y~ | an¢p,, genau dann, wenn y -, |ay,|* < co. In diesem Fall
gilt die Parsevalsche Identitdt

oo
Z QnPn

n=1

2 o0
=D _laal”.

n=1

Die Reihe bleibt bei beliebiger Umordnung konvergent mit gleichem Grenzwert.

Beweis: Es gilt

m
E Q05
i=n

2 m m m m
— A - — 75 — 2
= i ajp; | = ;00,5 = o |* .
i=n j=n i=n

i,j=n

Damit folgt die Aquivalenz der Konvergenzbedingungen. Wihle n = 1, dann folgt die
Parsevalsche Identitét mit m — co. Sei z = Y ;= @, ¢;,, eine Umordnung von

y =Y o, a;;. Beide Reihen sind wegen der absoluten Konvergenz von Y -, |a;|?
wohldefiniert. Es gilt

lz=yll* = (z =y, z2—y) = (2,2) = (z,9) — (4, 2) + (y,9) = QZIaiF —2R(y, 2) .

Weiterhin gilt fiir eine beliebige Umordnung

m m m m

_ —_— _ 2
E aij%],g aje; | = E aijak(SDijvSOk)—E v, |*.
j=1 k=1 j=1

jk=1

m

Dies angewandt auf ym, := 300, @i, @i , 2m 1= S appr zeigt mit Y, =y, zm — 2

fiir m — oo
oo oo
2R(y, 2) = 22 i, |” Z lag|?
j=1 k=1

und damit z —y = 0.
Die letzte Behauptung folgt mit der Stetigkeit des Skalarprodukts. g
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Dieses Ergebnis kann auf {iberabzidhlbare Orthonormalsysteme ausgedehnt werden.

1.5.12 Satz: Sei S ein Orthonormalsystem in einem Hilbertraum X und f € X. Dann
ist die Menge der ¢ € S mit (f,¢) # 0 hochstens abzihlbar. Ferner gilt fiir f,g € X

YoIe)g ) < IIf1 Nl

wobei die Summe {iiber die abzdhlbar vielen ¢ mit (f,¢) # 0 zu nehmen ist. Die
spezielle Reihe F[f] = >° . s(f, ¢)¢ heiit Fourier-Orthogonalreihe und es gilt die
Bessel- Ungleichung

YoIE )P <IfIP

peSs

Ff] ist eindeutig definierte orthogonale Projektion von X auf span(S). Dabei ist
span(S) erklirt als der Abschlufl aller endlichen Linearkombinationen in S beziiglich
der Norm in X .

Beweis: Seien ¢1,...,p, € S. Dann ist

0 < (f Z(fa‘ﬁz i f — Zfa%pj (Pj

i=1 j=1

= (fvf)_ (fa@] f7<)0] va% fa@z
i=1

'M:

Jj=1

n
+Z(fa§01 Z fv‘pj 901790]
i=1 J=1

= (fvf) _Z(f7(pj)(f790j)v

j=1

3

also

I£11* = Z (f, i)

Sei nun N € Nund Ay die Zahl aller ¢ € S mit |(f,¢)| > + . Dann ist Ay < 0o wegen

An
||f||22 Z |(f’@)|22ﬁ .
{ellfolzx }

Also ist die Zahl aller ¢ mit (f, ) # 0 abzéhlbar und > |(f, ¢)(g, ¢)| eine abzihlbar

Reihe. Wegen Z{ o | (f,0)#0 } (£ )2 <117 Z{ © | (9,¢)7#0 } (g, 0)” < llgl?
konvergiert auch diese Reihe nach der Holder-Ungleichung mit p = ¢ = 2:

SRRl < (XIFP) (Xl o) -

F[f] ist eine lineare orthogonale Projektion auf X mit F = span(S), denn F[f] ist
wohldefiniert fiir f € X und F ist offensichtlich linear. Falls f, ¢ # 0, ¢ € S, folgt mit der
Stetigkeit des Skalarprodukts

(FU9) = Q_(f o), 9) = D (F9) (0, 9) = (£,4)

also (F[f] — f) L S baw. (F[f] — f,g) = 0 fiir alle g € S. Durch Grenziibergang folgt auch
(F1f] = f) L span(5). O
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1.5.13 Satz: Sei S ein Orthonormalsystem in einem Hilbertraum X . Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. S ist eine orthonormale Basis fiir X, d.h. die Fourier-Orthogonalreihe F[f]
konvergiert gegen f .

2. span(S) ist dicht in X, d.h. fiir jedes f € X existiert eine Folge (¢;);ec n aus S
und Zahlen oy, sodal f = 3777 ajp; .

3. S ist ein vollstindiges System beziiglich X, d.h. S+ = {0} .

4. Fiir jedes f € X gilt die Parsevalsche Identitdt

[P S (FAD T

{ el (fiv)#0 }

Beweis: 1.= 2. : Ist klar.

2. = 3.: Sei span(S) dicht in X. Daher gibt es eine Folge (f,,)ne n in span(S) mit f, — f.
Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts folgt fiir f € S+

also f = 0.
3. = 1.: F ist orthogonale Projektion auf span(S), also f — F[f] L S . Damit ist f = F[f]
wegen S+ = {0}.

1. = 4.: Wegen ||f]|? = | F[f]||* = 2ol (hoyo 31 ©)|? folgt die Behauptung mit
Lemma 1.5.11 .

4. = 1.: Gilt die Parsevalsche Identitét, dann konvergiert die Reihe >-¢ | (1 )01 (f,9)¢
fiir alle f € X. Durch Grenziibergang in der Besselschen Ungleichung folgt dann

0<S(F=FILF=FlM=0EH- >,  fhel*=0,
{ el (fip)#0 }

Beispiele:

1. Sei X = L?([—m, n]) mit Skalarprodukt (f,g) = ["_ f(x)g(x) dz. Dann gilt wie
schon erwithnt (¥, ¢¥%) = §;.;. Es heifit f/(E) = (f, ™) der k-te
Fourier-koeffizient und > ,- ___ f(k)e’* die Fourier-reihe von f. Mit Hilfe des
Approximationssatzes von Weierstrafl kann man die Voraussetzungen 2. oder 3. von
Satz 1.5.13 verifizieren. Die Fourierreihe konvergiert daher immer in || - ||z fiir

f e L2([m, ) und (f(k) € &2
2. Orthogonalpolynome in L2 ([—1,1]) mit Skalarprodukt

(£ 9w :=/ w(x) f(z)g(x) do = [1f(w)g($) dw(x)

-1
fiir eine Gewichtsfunktion w > 0 und entsprechender Norm. Gewichtsfunktionen sind
zum Beispiel

(a) w(xz) =1 - Legendre-Polynome,
(b) w(z) = (1 —2%)*, a> —1 - Jacobi-Polynome,

(¢) w(z) = \/1177 - Tschebyscheff-Polynome.

00 z

3. Der Raum X = L2 (R) mit Skalarprodukt (f, g}, = [ e’;f(ac)g(x) liefert das

— 00
Orthogonalsystem der Hermite-Polynome.
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4. Der Raum X = L2 (0, 00) mit Skalarprodukt (f, g) fo e~ f(x)g(x) liefert das
Orthogonalsystem der Laguerre-Polynome.

5. Wavelets: Dies sind Orthonormalsysteme fiir Rdume der Form

V; i=span{g;(x) ez, @in(r) =202z — k)

wobei ¢ eine feste L2-Funktion ist, die Erzeugende der Riume V; heifit. Man fordert
auflerdem sinnvollerweise

(o]
U V5 liegt dicht in Ly(RY) (%)
j=0

d.h. die Réume V; bilden eine Multi-Resolution -Ananlysis fiir Lo(R?). Dann werden
die V; zerlegt in

Vi=V,o1iOWs1 ==V, OWo W1 D ... W1,

die sogenannten Wavelet-Raume W; sind also die orthogonalen Komplemente jeweils
zu den V;. Fiir sie werden nun Orthonormalbasen der Form

Wix(x) == 22/2p(2 e — k), mit ¢ € Wy

konstruiert, d.h. ¢ ist Erzeugende der Wavelets. Zusammen mit der Forderung (x)
entsteht so eine Orthonormalbasis fiir ganz Lo (R9).

Die Bestimmung und Charakterisierung von solchen v bildet den Kern der Theorie der
Wavelets. Der einfachste Fall wurde bereits 1910 von A.Haar betrachtet, ndmlich
@(x) = X[0,1]- Das zugehorige Wavelet ist die Haar-Funktion 1 = X[0,4] = X[3.1]-

In all den oben aufgelisteten Féllen ist das zugrundeliegende Orthonormalsystem
vollstdndig und daher ist Satz 1.5.13 anwendbar, d.h. die entsprechenden Fourier-
Orthogonalreihen einer Funktion konvergieren gegen sie (im Sinne des jeweiligen
Hilbertraums).

Bemerkung: Jeder Hilbert-Raum besitzt ein vollstdndiges bzw.totales
Orthonormalsystem. Dies folgt mit dem Zornschen Lemma (I1.3.2), denn ein solches
System ist maximal im Sinne dieses Lemmas.

I.5.3 SATZ VON RIESZ, ADJUNGIERTE ABBILDUNGEN

1.5.14 Satz: (Darstellungssatz von F.Riesz) . Sei X ein Hilbertraum und F
stetiges lineares Funktional auf X, also F' € X*. Dann gibt es genau ein f € X mit
F(z) = (z, f) fur alle z € X und es ist

IFl = sup [F(z)] = [If]-

llzll=1

Beweis: Eindeutigkeit: Seien f1, fo zwei solche Elemente. Dann gilt fiir alle x € X
0=(z,f1) = (z, fo) = (x. L = [2) -

Fiir ¢ := f1 — fo folgt 0 = (f1 — f2, f1 — f2), also f1 = fa.

Existenz: Sei 0.B.d.A. F # 0. N(F) (s. Definition 1.5.18) ist abgeschlossen, weil F stetig

ist. Es gibt ein Element g € N'(F)*, g # 0, denn X = N(F) O N(F)* nach Lemma 1.5.8 .
Andererseits ist

F(F(9)-x—F(x)-g)=F(9)F(x) — F(z)F(g) =0 fiir alle re X,
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also F(g) -z — F(z) - g € N(F) und daher (F(g) -z — F(z)-g,g) =0, folglich

)0

o

Fx) = (z,9) = (x

—~

Weiterhin gilt die Ungleichungskette (mit Gleichheit fiir z = /| f]|)

IFll = sup |Fa|= sup |(z, )] < sup [lz]-[lf] = [IF] -

llzll=1 llzll=1 llzll=1

O

1.5.15 Definition: Seien nun X, Y, Hilbertrdume und 7' € L(X,Y). Die adjungierte
Abbildung T*:Y — X von T ist definiert durch: Fiir y € Y ist T™*y definiert durch

(2, T*y)x = (Tz,y) fir allex € X .

1.5.16 Satz:

1. T* ist wohldefiniert und ein stetiger linearer Operator auf L(Y™, X*) mit Norm
IT*| = IT)] und T** = T .

2. Sind 71,75 € L(X,Y) und «a € K, so gilt

(I +T)* = TF+TF , (o) = al*

3. Ist Z ein weiterer Hilbertraum uns S € L(Y, Z) , so ist

(ST)* = T*S* .

Beweis:1.: Sei f(z) = (Tz,y)y. Es ist f ein stetiges lineares Funktional auf X fiir festes y,
denn [ £(2)] < [T 1yl < 1T 2] Iyl a0 supyaq—: |£@)] < IT] ly]l- Nach dem
Darstellungssatz von Riesz (1.5.14) gilt f(z) = (x, gy) mit einem g, € X, sodall T*y = g,.
T* ist linear, denn

(z,T*(y + ay)) = (Tz,y) + (Tz,a7) = (z,T"y) + a(z, T*y) .

Weiterhin
(z,(aD)'y) = (aTx,y) = a(Tx,y) = a(x, T*y) = (x,aT"y) .

Mit U :=T* gilt fiir alle x € X

(v, T"x) = (y,U"z) = (Uy,2) = (2, T*y) = (T, y) = (y, Tx) .
Fiir die Norm gilt
1T*y|* = (T*y. T*y) = (TTy,y) < |yl 17Tyl < Iyl 1T 1Tyl
und damit ||T*y|| < ||T|| |ly]] und [|T*|| < ||T||. Gleichheit gilt wegen | T|| = ||77*|| < |T*| .

2.: Leichte Ubung.

(,(ST)*z) = (STxz,2) = (Tx,S"z) = (¢, T*S"z2) .

Als Anwendung beschreibe Bild bzw. Wertebereich und Kern von Operatoren:
Sei T € L(X,Y) . Dann definiere als
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1.5.17 Definition: Seien X,Y LNR und T € L(X,Y"). Dann heifit
R(T):={yeY | gibtesein z € X mit y=Tz}
das Bild oder der Wertebereich von T und
N(T):={zeX|Tx=0}.

der Kern von T .

1.5.18 Lemma: Es bestehen folgende Beziehungen:

N(T*) = R(D)*: . N(T) = RT)

RO = NI . RO = N

~—

Beweis: Die erste Relation folgt aus
T*y=0<= (2,T*y) =0 firalle z € X <= (Tz,y) =0 firalle r € X <y L R(T) .

Die zweite folgt aus der ersten, wenn man 7™ statt 7" nimmt und 7' = (7*)* beachtet. Die
dritte ebenfalls aus der ersten, da nach Lemma 1.5.8

1

L 1L i
RT) = (RM)) = (RO)*) = (V1)
Die vierte Relation folgt analog aus der zweiten. O

Eine Folgerung ist

1.5.19 Korollar: Sei T' € L(X,Y) mit abgeschlossenem Wertebereich R(T"). Dann ist
die Gleichung Tu = f genau dann 16sbar, wenn f L N (T*) .

1.5.20 Definition: Sei T stetig, d.h. T' € L(X). Dann heifit T
1. normal, falls TT* =T*T
2. selbstadjungiert oder hermitesch , falls T* =T
3. unitdr, falls T*T =1d =TT* .

1.5.21 Lemma:
1. T € L(X) ist normal genau dann, wenn ||Tz|| = [|T*x| fiir alle z € X.

2. U € L(X) ist unitér genau dann, wenn U surjektiv und
(Ux,Uy) = (z,y) fir alle z,y € X ist.

Beweis: 1.: = Fiir jedes x € X ist
|Tz||* = (Tx, Tx) = (2, T*Tz) = (x, TT*x) = (T2, T*x = |T*z||* .
< Aus der Parallelogrammgleichung 1.5.21 folgt
(Tz, Ty) = (T*z, T"y) (z,yeX) .
Fiir € X folgt daraus fiir alle y € X
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also TT*x =T*Tx .

2.:Mit UU* =1Id gilt U(U*x) =z fiir alle x € X, also ist U*z Urbild zu z, U ist also
surjektiv. Aus U*U = Id folgt

(Uz,Uy) = (z,U"Uy) = (z,y) -
Umgekehrt folgt aus (Ux,Uy) = (x,y) fiir alle x, y zuniichst
(v, U"Uz) = (Uy,Uz) = (y,2) ,

also U*U = Id. Daher ist U injektiv , also bijektiv, d.h. U ist invertierbar auf X . Es ist
U l=U* ,demnist y € X und x := U~ 1y , so ist fiir alle z € X

(z,U*y) = (2, U Ux) = (Uz,Ux) = (z,x) ,
also Uy =2 =U"1y .

Bemerkung: In Abschnitt I1.2 werden wir den Begriff der Selbstadjungiertheit auf
abgeschlossene (i.a. unbeschrinkte) Operatoren verallgemeinern.

I.5.4 ANWENDUNG AUF FOURIERTRANSFORMATION

Sei S der Raum der schnell abfallenden Funktionen auf R, also f € € und

sup, g |f(2)[(1 + |2]?)N < oo fiir alle N € N (vgl. [U]). Nun definiert man die
Fouriertransformation fiir f € S durch

DUFIN@) = Fl—ia)* @) ,
FID ) = () FIf) |
Flg=flw) = fl)gv),

FIfC=mlw) = e ™),

Flf@)lw) = ~FUEOIL)  (@>0)

/f/(;)g()\v)eimdv = /f(x—i—/\v)g/(\v)dv (AeR).
R R

Also ist F[f] € C* wegen der ersten Formel und F[f] € S. Geht man in der vorletzten
Rechenregel zum Grenzwert A — 0 {iber, so folgt

90) [ F@e dv=f@) [ glondo.
R R
Wié&hlt man hierin g(z) = e_é, so folgt wegen g/(\v) =V2mg(v) und [ g(z) dz =2 die
Fourier- Umkehrformel

1 . .
= — Y dy .
fla) =5 /Rf(y)e y
Die Fouriertransformation bildet also S bijektiv auf sich selbst ab.

Definiere nun

1 _2? 1 T
pr(@)i= oo e E = o ()
Dann liefert ¢, eine Dirac-Folge, und es gilt nach Lemma 1.3.37
limy 0 ||¢s * f — fll» = 0 . Daraus folgt, da3 S dicht in LP ist, 1 < p < oo, denn fiir
f € LP(R) kann man leicht zeigen, daf ¢, * f wieder in S liegt.
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Der Rieszsche Darstellungssatz (1.5.14) wird nun benutzt, um die Fourier-Transformation
auf ganz L?(R) fortzusetzen.

1.5.22 Satz: (Plancherel) Sei f € L?(R). Dann existiert

FU) = Jim [ fa)et do

in L2 und stimmt mit der Fouriertransformation auf S {iberein. Die inverse Transfor-
mation F~1 auf L?(R) ist gegeben durch

Fh@) = 5= FHl(~a)

\/%]: ist ein unitirer Operator auf L?(R), d.h. es gilt

2n(f,9) = (FIf1, Flg))

fiir alle f,g € L2(R) .

Beweis: Sei fir N € N
Fulfl= [ f@)e i do= [ (e da,
|| <N R
wobei yn () := X{zeR||z|]<N}- Definiere fiir g € S das lineare Funktional

Ln(g) = (Fulfl ) = / Flow fl(2)g(@) de.

Mit der letzten Rechenregel, der Hslder-Ungleichung und wegen 27 (f, g) = (F[f], Flg]) fir
f,g € S folgt

|Ln(9)| = ‘/RXN(x)f(I)]:[g](I) dz| < |[|flle21F@llle = Vorlfllzellglee- (1)

Damit kann man Ly eindeutig auf ganz Lo(R) ausdehnen durch

Ly(h) := (Fnlfl,gr), falls klim gr=heL*R), grc S,
—00

lim
k—oo
da S dicht in L?(R) liegt (Korollar 1.3.39). Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl
der Folge (gx)ke n, denn fiir A = limy_,o G gilt mit 1.

((Fnlf]gk) = (Fnlf) i)l < Ver| flicellge — Gellre — 0

fiir k — co. Weiterhin folgt | Lx|| legv 2| f]| L2 -
Nach dem Darstellungssatz von Riesz (I1.5.14) gilt dann

(uNag):LN(g):(‘FN[f]ag)a gELz(R)

mit einem Element uy € L*(R). Dieser Satz liefert auch

1Ll = llunll = IFN Al < V2| fllze - (2)

Betrachte nun Ly fiir N — oco. Zuniichst gilt fiir g € S

lim Ly(g) = lim | xn(2)f(2)Fgl(z) dz = (f, Flg]) , (3.)

N —o0 N—oo Jr

d.h. der Grenzwert existiert fiir g € S. Wegen 2. ist nach der Cauchy-Schwartzschen
Ungleicung und Satz 1.4.13 L(g) := limn_o0 Ly(g) ein linearer beschriankter Operator
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auf L2(R) in R mit || L| < /27| f||z2. Nach dem Darstellungssatz von Riesz (1.5.14) gibt es
ein u € L?(R) mit |lu|| < V27| f|lz2, sodaB L(g) = (u, g) fiir alle g € L*(R). Mit 3. folgt
L(g) = limy_ 0 Ln(9) = (f, F[g]) fur g € S und weiterhin

(u—Fnlflg) = /R(l —xw(2)) f(@)Flgl(z) da < V2r|f(1 = xn)le2llgllre-

Weil S dicht in L?(R) liegt, kann man hier nach Grenziibergang g = u — Fy|[f] einsetzen
und erhélt

lu = FnIfIIZe < IF (= xn)llzzllu — Fn e

Damit folgt die erste Aussage des Satzes. Zum Beweis der Umkehrformel beachten wir, daf3

mit 3. bereits
/R Flf(@)gle) de = / f (@) Flgl(z) da (4.

fir g € L?(R) gilt. Damit folgt

/F m—/f m—%/f

also F[F[f]](z) = f(—) und damit die Umkehrformel, da S dicht in L?(R) liegt. Die
letzte Formel folgt durch Einsetzen von g = F|[h] fiir f € L?(R) in 4., denn dies liefert

/f m_/j _%/f

Am Schluss sei noch die Erweiterung der Fourier-Transformation auf langsam wachsende
Funktionen als Spezialfall temperierter Distributionen erwihnt, die bereits in Abschnitt
1.4.4 vorgestellt wurden.

Man definiert die Fourier-Transformation auf S’ durch

O

weS': Flul(¢) =u(Flg]) (p€S).

Dies geht, weil F[¢] € S fiir ¢ € S. Im Falle u € £ bedeutet es

Flul(9) == / (@) Flo)(z) da .

n

Als Anwendung betrachte die Fourier-Transfomation von Polynomen. Es zeigt

Fll(¢) = | Flol(x) de = (2m)" ¢(0) := (),

R

dafl die Delta-Distribution die Fourier-Transfomation von u(x) = 1 ist. Allgemeiner gilt fiir
Polynome P, (z) := (—iz)* auf R”

FIPJO) = | Pale)Fldl(w) do= [ FID*6)(0) daf2m)" (D°9)(0) i= D*3(6).

n R

I.5.5 ANWENDUNG AUF ELLIPTISCHE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Der zentrale Satz ist der Satz von Lax-Milgram. Wir stellen ihn in einer allgemeineren
Fassung von Babuska-Aziz vor.
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1.5.23 Satz: (Babuska-Aziz 1972) Es seien X,Y Hilbert-Rédume und
a(z,y) : X x Y — R eine Bilinearform mit folgenden Eigenschaften:

1. |a(z,y)| < C|lz|||ly|| fiir ein C > 0;
2. es gilt ¢ := infrex sup, ey m > 0;
3. zu jedem y € Y,y # 0 gibt es ein u € X mit a(u,y) # 0.
Dann existiert zu jedem f € Y genau ein x € X, sodaf gilt
alz,y) = (f,y) fiir alle yey.
Die Abbildung f € Y — x =: Af € Y ist linear, bijektiv und erfiillt

glAfIF <A umd  CASI = £

Beweis: Fiir festes « € X setze A(y) := a(z,y), dann ist A ein lineares Funktional auf Y,
welches wegen 1. stetig ist: ||Ay|| < C||z|| ||y||- Nach dem Darstellungssatz von Riesz
(I.5.14) gibt es ein eindeutig bestimmtes h € Y mit A(y) = (h,y)y, sodal

a(z,y) = (h,y)y = (Sz,y)y . (+)

Die Abbildung S : X — Y ist dadurch wohldefiniert und linear.
1. Stetigkeit von S : Aus 1.folgt

+) L
IS2||* = (Sw, Sz) = a(x, Sz) < C||Sz| =], also Sz < Cla]] . (*)

2.Injektivitit und Stetigkeit von S—1 auf S(X): Fiir f € S(X) C Y gilt f = Sz mit z € X
und nach 2. weiter

, S
dllelx < sup A5 — gy (5:9)
e Toly P Tl

= [|Sz]| =[£Il - ()

Daher ist S injektiv und S~! stetig auf S(X) nach Satz 1.4.15 .

3. Surjektivitdt von S : Aus (xx) folgt die Abgeschlossenheit von S(X): Ist (x,,) eineFolge
in X und y € Y mit lim,, ,o, Sz, =¥, so ist

lee —xi]] < 1/q ||S(xk — 21)|| = ||Szr — Sxy|| — 0 (k,1 = 00) . (x,) ist also eine
Cauyfolge und Konvergiert daher gegen ein x € X. Wegen der Stetigkeit von S folgt
Sr=uy.

Nach 3. und Lemma L5.8 ist ¥ = S(X) D S(X)* = S(X) . Wegen

S(X)t = {yeY |(Suy)y =0 firalle ue X}
= {yeY | a(uy) =0 firale ue X} ={0}.

ist S also surjektiv.

Bemerkung: Die Bedingungen des Satzes 1.5.23 sind auch notwendig. Ferner kann man
f €Y durch F € Y* ersetzen, insbesondere gilt:
Die Abbildung S : X — Y™ definiert durch

(Sz)(y) := a(z,y) fiir alle yey

ist ein Isomorphismus von X auf Y .
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1.5.24 Korollar: (Lax-Milgram) Die Aussage des obigen Satzes gilt speziell im Falle
Y = X unter den Voraussetzungen

L. Ja(z,y)| < C|lz|||ly|]| firein C > 0;

2. a ist X-elliptisch, d.h. es gibt ein ¢ > 0 mit

a(z,z) > qlz|? fiir alle reX.

Sei 2 C R™ offen und beschréinkt, f € C°(Q) , a;; € C'(Q) , 1 <i,j < n, sowie

g € C(09) . Gesucht ist eine Funktion u € C?(2) N C°(Q) , welche das Randwertproblem
Z 0i(a;j0ju)=f in Q@ , u=g auf 0Q (%)
ij=1

16st (Dirichlet-Problem) Unter der Annahme, daf} die die Randwerte angebende

Funktion g auf C?(Q) N C%(Q) fortgesetzt werden kann, kénnen wir durch Ubergang von u

zu u — g das Problem transformieren zu

Z ai(aijﬁju) = f* Z 37( ijajg) in Q ; u=0 auf 89 .
i,j=1 i,7=1

Wir brauchen also nur das Problem (x) fiir homogene Randwerte zu behandeln. Zur
Abkiirzung sei e; = Z?:I a;;0;9 . Um zunidchst notwendige Bedingungen fiir die
Losbarkeit zu erhalten, multiplizieren wir die Differentialgleichung mit sogenannten
Testfunktionen v € C3°(§2). Partielle Integration ergibt

/ Z ai;0;u0;v + Z e0iv—vf ] =0 fir alle v e C5°(92) . ()
Q i=1

i,7=1

Die Idee, aus dieser Formel umgekehrt eine Losung der Differentialgleichung zu gewinnen,
besteht darin, (x*) als L?-Bilinearform zu betrachten und dazu den Raum der
Testfunktionen geeignet zu einem Hilbertraum zu erweitern. Gleichzeitig wird der
Losungsbegriff dahingehend abgeschwiicht, dafl man die Losung u statt in C2(Q2) N CY(£2)
in dem dazu dualen Raum, d.h. in dem gleichen Hilbertraum sucht. Da die partiellen
Ableitungen der Testfunktionen auftreten, liegt es nahe, diesen Raum als den Abschluf}
von C§°(Q) in HY2(2) zu nehmen. Er wird mit Hy*(2) bezeichnet und ist ein Unterraum
des Sobolevraums H'2(€), dessen Elemente die Randbedingung u = 0 auf 99 in einem
schwachen Sinne erfiillen, der noch genauer prézisiert werden kann.

Wir nennen daher u € Hy?(Q) eine schwache Lésung des Problems (x), falls

/ Z a;;05u0;v + Ze,ﬁiv —uf | =0 firalle ve Hy*(Q)
“ i=1

ij=1

gilt. Die Existenz einer solchen Losung zu beweisen, ist nun genau ein Problem der Form
wie im Satz von Lax-Milgram (I.5.24). Um diesen anwenden zu kénnen, setzen wir voraus,
daB die Matrix (a;;) elliptisch ist, d.h.
n
Z aij(x)gigj >c¢o fur x € Q und §€ R™ .

ij=1

Entsprechend nennen wir in diesem Fall das Problem (x) ein elliptisches
Randwertproblem. In [U] wird gezeigt, dafi dann die Bilinearform

a(v,w) = Z /Qaiv ai; 05w (v,w € Hy*())

ij=1
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die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram (I.5.24) fiir X = HY?(Q) erfiillt.

1.5.25 Korollar: Es existiert ein u € Hy"?, sodaB fiir alle v € Hy*(5)

a(u,v)/ﬂ(é@iv ei+vf> .

Beweis: Zur Anwendung des Satzes von Lax-Milgram (1.5.24) mufl man noch zeigen, dafl

das Funktional
Fov .= / (Z@iv €; +vf>
Q i=1

stetig auf Hy?(Q) ist, d.h. es gilt |F(v)| < ||F||||v/ g2 . Dies folgt aber einfach mit der
Holder-Ungleichung.

Bemerkung: Falls die Sesquilinearform a(z,y) symmetrisch ist, kann man diese
Gleichungen auch aus folgendem Variationsproblem erhalten:

1.5.26 Lemma: Es sei a(z,y) eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf dem
Hilbert-Raum X. Dann 16st x € X das Variationsproblem

J(y) :=%a(y,y)—(f,y) — iréi)r(ﬂ

genau dann, wenn es  a(z,y) = (f,y) fir alle y € X erfiillt.

Beweis: Einfach.

Eine (klassische) Losung des Dirichlet- Problems 16st also obige Variationsaufgabe
(Dirichletsches Prinzip) . Die Existenz der Losung (in H,?(€2)) wird aber erst durch
den Satz 1.5.23 garantiert.
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Kapitel 11

FUNDAMENTALSATZE DER
BANACHRAUMTHEORIE

II.1 PRINZIP DER OFFENEN ABBILDUNG

Wir beginnen mit einem Satz iiber gleichmdflige Beschrdnktheit von linearen
Operatoren (uniform boundedness principle).

II.1.1 Satz: (Banach) Seien X,Y lineare normierte Riume, X Banachraum und
(T,)aca eine Familie von sublinearen Operatoren, d.h.

[Ta(z + y)ll < [[Taz|| + | Tayll und T,(Bz) = BTz
fir alle z,y € X, B € K, a € A.

Sei B={x € X | sup || Toz| < ¢, < o0}
acA

die Menge aller Punkte mit gleichméfig beschranktem T, z. Ist B von zweiter Kategorie
in X, soist B= X und

sup sup ||T,z| = sup ITu] < C < oo
a€A ||z]|<1

Beweis: Sei E,, := {r € X | sup,c 4 ||T,z|| < n}. Dann sind die B,, offenbar abgeschlossen
und es ist B = J,,c y Fn- Lt. Voraussetzung ist B, also mindestens ein E,, in dieser
Darstellung nicht nirgends dicht, enthilt also eine offene Kugel in X. Speziell gibt es eine
Kugel B,.(zo), die ganz in E,, liegt. Dann gilt 2’ + zo € E,, fir 2’ € B,.(0). Daher

I T’ = I1Tu(@’ + 20 — 20)]| < | Tua’ + zo)l| + [Tuioll < 2no.

Fiir beliebiges € X setze 2’ = § = o1 dann ist 2’ € B,-(0). Damit folgt

2 4”0
<r'f'”’>H 2 ol T < 22

also sup,c 4 || Tox|| < oo fiir jedes x € X, also B = X. Weiter folgt

T = \

4710
sup | Tuf| = sup sup [[Toz| < sup sup 0 ) = 70 < oo
a€A |lz]|< Allzl<1 T "

69
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Fir B:= X ergibt der Satz von Baire (I.3.12) dann unmittelbar

I1.1.2 Korollar: Sei X ein Banachraum, Y ein NLR und (7},),ca eine Familie von
Operatoren in L(X,Y"), und sei sup,c yTrhx < oo fiir alle z € X .
Dann gilt sup,,c y || 7n]| < oo .

Anwendung auf gleichméfige Konvergenz von Fourierreihen: _
Sei f € Car, d.h. eine stetige 2m-periodische Funktion, und f(k) = [7_ f(z)e™™** da der
k—te Fourierkoeffizient von f. Fiir die Partialsummen der Fourier-Reihe gilt

Sn(f)(z) = Z f(k)etks = L f(w)Dy(x —u) du, Dyp(u):=

2 J_ .

sin (n+1/2)x
e sin x/2 '

Mit dieser Darstellung kann man fiir die Norm des Operators

Sp i f € Cor = Su(f) € Cop zeigen

1 [ 4log n
1Sullae = 5= [ 1Duw)] du= 2%

+0(1) , n— oco.

—T

Nach obigem Korollar kann dann nicht [|Sy, f — f||= — 0, d.h. nicht gleichméBige
Konvergenz fiir jedes f € Ca, gelten [U]. Anderseits gilt ||.S,, f — f|/z2 — 0 fiir alle
ferL_.. [0

I1.1.3 Satz: Sei X ein Banachraum, Y ein NLR und (7},),en eine Folge von Ele-
menten in L(X,Y), die punktweise gegen die Abbildung T" konvergiert.

Dann ist T € L(X,Y) , die Folge der Normen (||T.||)nen  beschrinkt und
[T < liminf||T,] .

Beweis: T ist offenbar linear. Nach Satz I1.1.3 gibt es ein ¢ > 0 mit

[Anz|| < ||Anllllz|l < c|lz]| firallexze X, neN.

Fiir n — oo folgt hieraus: ||T] <c.

Durch Wahl einer geeigneten Teilfolge folgt mit I1.1.3 sogar ||T|| < liminf ||T5,|| .

I1.1.4 Satz: (Banach-Steinhaus) Seien X,Y Banachriume und sei (T},),e n Folge
in L(X,Y). Dann existiert Tf :=lim,, o, T, f fiir jedes f € X genau dann, wenn die
beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Folge (T, f)ne n konvergiert fiir f € S, wobei S C X dicht ist.

2. Die Folge der Normen (|75 ||)ne n ist beschrinkt.

T ist dann linear und stetig, und ||7| < liminf, o || Ta -

Beweis: = 1. Ist klar.

2.: folgt aus Satz 11.1.3 .

<« : Folgt aus Lemma 1.4.18 .

Die Zusatzaussage folgt aus Satz 11.1.3 . 0

Anwendung auf Konvergenz von Quadraturformeln:

Seien I(f) = f; f(z) dz und I,(f) = Y1y ain f(tin) Quadraturformeln fiir f € Cla, b]
mit Stiitzstellen ¢; , und Gewichten a; ,, die jeweils Polynome vom Grad n exakt
integieren. Wihlt man in obigem Satz T),(f) = I,,(f) und S als Menge aller Polynome , so
folgt trivialerweise die Konvergenz von I,(p) gegen I(p) fiir jedes Polynom p. Die Menge
aller Polynome ist nach dem Satz von Weierstrafl dicht in Cla, b], also ist Bedingung 1. des
obigen Satzes erfiillt. Bedingung 2. liefert dann unter Beachtung von ||T,,|| = Y7 |ai |
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das Konvergenzkriterium

lim I,(f)=1I(f) firalle fe€Cla,b] < supZ|ai_,n| <00 .
" i=0

nk— oo

I1.1.5 Definition: Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rédumen X,Y
heifit offen , falls sie offene Mengen in offene Mengen abbildet.

I1.1.6 Satz: (von der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachrdume und
T € L(X,Y) surjektiv. Dann ist T eine offene Abbildung.

Beweis: Geschieht in mehreren Schritten.

Schritt i): Es gibt ein § > 0, sodal  K;s(0) C T'(B1(0)) Zunéchst gilt Y = {J,,c y
da T surjektiv ist. Nach dem Kategoriensatz von Baire (I.3.12) ist Y von zweiter
Kategorie, es gibt also ein ng und eine offene Kugel K, (wo) C Y mit K, (wo) C T(By,(0)).
Dann gibt es fiir w € K,.(0) eine Folge (2, )nen in By, (0) C X mit w + wo = limy, 00 T,
Nun existiert zg € X mit wg = T'wg, sodal mit z,, := (z,, — x0)/(no + ||zol|) gilt

T'(Bn(0)),

ol < AEnFTO g ) =
no + [[zol| n—o0 no + ||z
Durchlduft nun w ganz K,.(0), so durchléuft 77Tz die ganze Kugel K5(0) mit

und es gilt w € T(B1(0)), sodaB i) bewiesen ist.

0= —T—r,
no+|lzoll

Schritt ii): Zeige K;,3(0) C T(B1(0)) als Verschérfung von i) :

Fiir yo € K5(0) folgt die Existenz eines x € B1(0) mit yo — Tz € K5/2(0), daher

2(yo — Tzp) € K;5(0). Die gleiche Aussage gilt dann fiir y; = 2(yo — T'xg) und sukzessive

Anwendung dieses Arguments liefert fir k = 1,2, ... Punkte y;, € K5(0) C Y und

xp, € B1(0) C X mit ypy1 = 2(yx — Txy). Dann gilt T(27Fx,) = 27Fy, — 2= *+y, 1 also

77}i—1/)nooT (Z Q_kxk> = lim (yo—2 " Mym1) = yo .

m—oo
k=0

Andererseits ist wegen
m m
DollTFa] < Y 2P <2 < o0
k=0 k=0

(ZZL:O 2*kxk)m N eine Cauchyfolge in X. Die Vollstéandigkeit von X liefert nun die

Existenz eines Grenzwerts = Y-, 2 ¥, mit ||z|| < 3. Mit der Stetigkeit von 7" folgt
dann

B E —k _
Tx = n%gréoT (kZOQ xk> = yo € K;(0).
Damit schliet man, dafi K;5(0) C T'(B3(0)) gilt, also K5/3(0) C T'(B1(0)) .

Schritt iii): Zeige damit, dal T" offen ist. Dazu sei U C X offen. Es geniigt zu zeigen, daf
zu jedem zp € U derart dafl B.(z) C U fiir ein € > 0 gilt, ein p > 0 existiert mit

K,(Txo) C T(B:(x0)) C T(U). Dazu beachte, daf nach ii) y — Txg € eT'(B1(0)) gilt, wenn
ly — Txol|| < e6/3 ist. Fiir jedes y € K,(Txo) mit p = ed/3 folgt daher y € T(B:(x9)). O

I1.1.7 Korollar: (Satz von der beschrinkten Inversen) . Existiert in obigem
Satz zusitzlich die Inverse T—1 auf Y, dann ist 7-! auch stetig.

Beweis: Die Abbildung 7! ist nach Satz .1.2 genau dann stetig, wenn fiir S := 7! gilt:
Ist M offen in X, so ist S71(M) = T(M) offen in Y. O

I1.1.8 Korollar: Sei X ein Banachraum beziiglich der Normen || - ||; und || - ||2. Gilt
IfllL < CJ fll2 fiir alle f € X und ein C' > 0, so gibt es auch ein ¢ > 0 mit || f||1 > ¢||f||2-
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Beweis: Id : X, — X)), ist offenbar stetig und bijektiv. Die Behauptung folgt daher
aus dem vorigen Korollar. O

I1.2 ABGESCHLOSSENE ABBILDUNGEN

I1.2.1 Definition: Sei T : D(T) — Y eine lineare Abbildung zwischen linearen nor-
mierten Rdumen X, Y mit Definitionsbereich D(T') C X. Der Graph vonT , T'(T),
ist definiert als

I'T):={(z,y) e X xY | y=Tz} ={(z,Tz) |2 € D(T) }.

I1.2.2 Lemma: Der Produktraum X x Y ist wieder ein LNR unter der Norm

I 9lxxy = ([ fllx +llglly -

X x Y ist genau dann vollstdndig, wenn X und Y dies sind.

Beweis:Einfach

Fiir Banachrdume X , Y sei im folgenden X x Y mit dieser Norm versehen.

I1.2.3 Definition: Seien X , Y LNR und A: D(A) —» Y, D(A) C X, linear.
A heifit abgeschlossen, wenn I'(A) abgeschlossen ist.

I1.2.4 Lemma: Sei A:D(A) — Y linear.

1. Ist A stetig, dann ist A abgeschlossen, wenn D(A) = X oder D(A) abgeschlossen
in X ist.

2. A ist abgeschlossen genau dann, wenn aus x,, — = , Az, — y , folgt:
x€D(A) , y=Ax.

Beweis: Einfach.

Aussage 2. zeigt, dafl die Abgeschlossenheit eines Operators i.a. leichter nachzupriifen ist
als seine Stetigkeit, da man hier aus z, € D(T) — x € X allein folgern muf, dafl sowohl
limy,, o Tz, existiert als auch gleich Tz ist.

Beispiel: Der Differentialoperator A = d/dt, definiert auf D(A) := C*[a, b] versehen mit
der Supremumsnorm, ist beziiglich dieser Norm unbeschénkt aber abgeschlossen. Aus
fa(z) = f(z), fi(z) = g(x) folgt namlich [ g(t)dt = lim, [ f,(t)dt = f(z) — f(a) und
damit g(z) = f'(x).

I1.2.5 Satz: (vom abgeschlossenen Graphen). Seien X,Y Banachriume und
T : X — Y linear. Dann ist T beschréinkt genau dann, wenn T abgeschlossen ist.

Beweis: = Sei ((zn, Yn))ne n Cauchyfolge in I'(T"). Dann x,, — x, Tz, = y,, impliziert

yn — y = T'y wegen der Stetigkeit von T und damit (z,Tx) € I'(T). Also ist I'(T")
abgeschlossen.

<: Nach dem vorigen Lemma ist X x Y ein Banachraum. Aus der Abgeschlossenheit von
I(T) und der Linearitét von T folgt daher, dafi T'(T) selbst ein Banachraum ist. Betrachte
die Restriktionsabbildungen T3 : (z,Tx) — x und T3 : (z,Tx) — Tx auf I'(T'). Beide



11.2. ABGESCHLOSSENE ABBILDUNGEN 73

Abbildungen sind offenbar stetig. Es existiert 17 b auf X und bildet auf ganz I'(T) ab, also
ist 77! stetig nach Korollar I1.1.7 . Dann ist aber auch 7' = T o T, ! stetig. O

11.2.6 Lemma:
1. Existiert A=1, so ist A~! wieder abgeschlossen (sogar fiir nichtlineare A).

2. Ist A: D(A) — Y abgeschlossen, so ist D(A) ein Banachraum und
A stetig unter der Graphennorm || f{|rcay == ||fl|x + [[Af]|y-

Beweis: 1.: T'(A) = {(z, Az) |z € D(A)} = {(A7'y,y) [y e Y} ~T(A71).

2.: Im Beweis des Satzes vom abgeschlossenen Graphen (II.2.5)wurde bereits gezeigt, dafl
D(A) ein Banachraum unter der Graphennorm ist. Die Stetigkeit von A als Abbildung
A:D(A) — Y folgt trivial aus ||Af| < || fllrca)- O

lI-llrcay

Bemerkung: Mit Hilfe dieser Lemmas folgt der Satz von der beschrinkten Inversen
(I1.1.7)

umgekehrt aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen (11.2.5) (Skizze: T stetig = T
abgeschlossen (s.u.) = T~! abgeschlossen = T~! beschriinkt).

I1.2.7 Definition: Seien X,Y Banachriume und A:D(A) — Y linear,
D(A) C X . Dann heiit A abschlief3bar beziiglich X und Y, falls sich der Abschlufl

['(A) in X xY darstellen 1&Bt als Graph I'(A) eines linearen Operators A mit D(4) C X
und Bild in Y. Dann ist A abgeschlossen und heifit Abschlufl von A.

I1.2.8 Satz: (Abschliefibarkeit). Seien X,Y Banachriume und A : D(4) — Y linear,
D(A) C X. Dann ist A abschlieBbar genau dann, wenn fiir jede Nullfolge (x,,)ne n in
D(A) mit lim,, o Az, =: y folgt y = 0. In diesem Fall gilt fiir die Restriktion des
Abschlusses T'(4) in X x Y auf X

D(A)={z e X |z = lim z,, z, € D(A), lim Az, existiert in Y}.
n— oo

n—oo

Auf D(A) 1aBt sich A definieren als Az = lim,, o, A,. Aist die kleinste abgeschlossene

Fortsetzung von A, d.h. D(A) € D(A) C D(A) und D(A) C D(S) fiir jede andere
abgeschlossene Fortsetzung S mit D(A) C D(S).

Beweis: = Sei A abgeschlossen (bzw. der Abschluf} eines abschliebaren Operators) und
sei A wie oben auf D(A) definiert. Dann ist I'(A) = I'(4) und es implizieren

limy, 00 Zp = 0, limy, 00 Az, =y per Definition von A als linearem Operator, daf3

y = A(0) =0.

<: Sei das Kriterium erfiillt. Bilde D(A) und A wie beschrieben. Dann bleibt zu zeigen,

daB8 A wohldefiniert, linear und abgeschlossen ist. In diesem Fall ist I'(4) = I'(4) und

daher D(A) als Restriktion von I'(A) auf X der kleinste Abschlu8.

Seien (z,)ne v und (2} )ne n gegen x konvergente Folgen in D(A). Dann gilt mit Az, — y
und Az!, — ¢/

y—y = nlingo(Axn — Az)) = Jim. Az, —2))=0
nach Voraussetzung, also y = Y. Die Linearitét von A ist offensichtlich. Zur
Abgeschlossenheit von A zeige I'(A) = I'(A). Sei dazu (z,)ne n Folge in D(A),
limy, oo 2p, = 2 € X und lim,, oo Az, =w €Y. Dann ist w = Az zu zeigen. Es gilt
Zn = Mg o0 2n k Mit 2, € ll(A), limy_y o0 Ay ) = Az,. Dann gibt es zu n € Nein k,,
sodaB ||zp, — zn g, || < 2 und ||Az, — Az, || < 2. Dann folgt aber auch z = limy, o0 Zn,k,

und w = limy, o0 A2Zp g, = Az . O
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Ein Beispiel eines nicht abschlieBbaren Operators ist das Punktfunktional
Af == f(0) , DA =C(-1,)cX: = L1(-1,1) , Y =R,
der nicht in X abgeschlossen werden kann.

Abschlief3barkeit von partiellen Differentialoperatoren:
Sei Q offen in R, ¢, € C*(Q) . Dann betrachte

(Af)(x) ==Y cal®)0"f(2) (+)

lee| <k
und suche die AbschlieBung von A in L,(Q?) auf dem Definitionsbereich
D(A):={ f € L,()NCHQ) | Af€Ly()}.

11.2.9 Lemma: Der obige partielle Differentialoperator hat einen Abschlufl in
L,(?), 1 <p< oo bezgl. der L, -Norm.

Beweis: Man priift die Bedingungen des vorigen Satzes nach. Sei also || f,,||, — O fiir
{fn} € D(A) und lim, o ||Afn — g||p = 0 fiir g € L, und zeige g = 0 f.ii. Dies sieht man
anhand der Formel

/Q (Af) (@) ple) dx = / (Af)@) 3 (LI (@)0 (cal@)p()) da fiir alle o € CF(9)

“ ol <k
die [, g(x)p(x)) dz = 0 impliziert und damit g = 0 f.ii. fiir p < oo . O

Die Frage nach dem Aussehen des Abschlusses eines Differentialoperators der obigen Form
ist nicht so einfach zu beantworten. Man kann zeigen
(s. A.Friedman [4], Ubungsaufgabe 4.75):

WhP(Q) = Njal<k Sas Sa = Abschluf von 9% in L,(f2) .

La. ist der Abschlufl von Operatoren des allgemeinen Typs (*) aber gréfler als der Sobolev-
Raum W*P(Q). Dies héingt auch von eventuellen Randbedingungen ab. Ein Beispiel dafiir
liefert die Anwendung des Satzes von Lax-Milgram (1.5.24), wo der Abschluf eines
elliptischen Differentialoperators unter Dirichlet-Randbedingungen bestimmt wird.

Im Hilbert-Raum 148t sich die Theorie der abgeschlossenen Operatoren weiter ausbauen
und speziell die Frage nach der Abschlie8barkeit genau beantworten. Hilfreich ist dabei die
Erweiterung des Begriffs des adjungierten Operators.

I1.2.10 Definition: Seien X,Y Hilbertrdume und sei A : D(A) — Y , wobei
D(A)=X .Fallsfir y€Y ein z€ X existiert mit

(Az,y)y = (z,2)x  fiiralle € D(A),

so setze A*y := z . A* heiflt adjungierter Operator. D(A) ist definiert als der
lineare Raum aller dieser y .

I1.2.11 Lemma: Sei A wie oben definiert. Dann gilt
1. A* ist wohldefiniert.
2. A* ist linear, falls A linear ist.
3. A* ist abgeschlossen.

4. Falls A=1 existiert und D(A-1) =Y | so gilt (A~1)* = (4*)~ L.




11.2. ABGESCHLOSSENE ABBILDUNGEN 75

Beweis: 1.: Seien 21,29 € X mit (Az,y) = (z,21) = (x, 22). Dann gilt (x,2; — 22) = 0 fiir
alle x € D(A). Ist D(A) = X, so wihle = z; — 2z und erhalte z; = z3. Im allgemeinen
Fall wihle eine Folge (2, )ne n mit @, — 21 — 22, dann gilt

0 = limy, o0 (Tn, 21 — 22) = ||21 — 22]|%.

2.: Folgt leicht aus 1.

3.: Sei (Yn)ne n Folge in D(A*) mit y, =y €Y, A*y, = 2, = z € X. Nun folgt z = A*y
wegen (Ax,y,) = (v, A*y,) = (x, z,) und daher
(Az,y) = lim, o0 (A, yp) = lim, oo (z, 2,,) = (z, 2) fiir alle z € D(A). O

Der folgende Satz (s. Yosida [12],Kapitel VII] characterisiert abschliebare Operatoren

I1.2.12 Satz: Sei A wie oben. Dann ist A abschlieBbar mit Abschluf} A genau dann,
wenn D(A*) dicht in Y liegt. In diesem Fall gilt A = A**. Speziell ist A abgeschlossen
genau dann, wenn D(A*) =Y und A = A** .

Bei der Verallgemeinerung der fiir stetige Operatoren bereits eingefiihrten Begriffe
”symmetrisch 7 bzw. ” hermitesch ” mufl man Abstufungen vornehmen, um die
Abgeschlossenheit und Definitionsbereiche der beteiligten Operatoren mit zu
beriicksichtigen. Folgende Definitionen sind tiblich:

I1.2.13 Definition: Seien X,Y Hilbertrdume und A : D(A) - Y, D(A) C X.
1. Aist hermitesch , falls (Az,y) = (z, Ay) fir alle z,y € D(A).

2. A ist symmetrisch , falls neben 1. noch D(A4) = X ist.

3. A ist selbstadjungiert , falls neben 2. noch A = A* bzw. D(A) = D(A*) gilt.

Im falle symmetrischer Operatoren 1483t sich Satz ergénzen durch

I1.2.14 Satz: Sei A symmetrisch und linear. Dann gelten:
1. A ist abschlie3bar.

9.
A<A=A" <A,

d.h. A ist Fortsetzung von A und A* von A.

3. Ist X Banachraum und D(A) = X , so ist A beschriinkt
(Satz von Hellinger-Toeplitz) .

Beweis: 1.: Sei (z,,)ne v eine Nullfolge in D(A) mit lim,, o Az, =: y. Nach dem
Kriterium von Satz I1.2.8 ist y = 0 zu zeigen. Dazu sei v € D(A) Die Symmetrie von A
liefert

0= nl;rrgo(xn,Av) = nl;n;O(Axn,v) = (y,v) .
Da D(A) dicht in X ist, kann man y beliebig gut durch die v approximieren und dies
impliziert (y,y) = 0 bzw. y = 0.

2.: Wegen (y, Az) = (y, Az) fir alle z,y € D(A) und D(A) = X gilt A*x = Az nach
Lemma I1.2.11 d.h. A* ist Fortsetzung von A. Da A* nach demselben Lemma
abgeschlossen ist, ist es Fortsetzung von A.

3.: Es ist per Definition D(A) = D(A) = X, also A abgeschlossen. Nach dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen (I1.2.5) folgt die Behauptung.
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Bemerkung: Die letzte Aussage des Satzes erklédrt insbesondere, warum fiir symmetrische
Operatoren i.a. D(A) # X gilt, denn sie treten meistens als Differentialoperatoren auf, die
abgesclossen aber unbeschrankt sind.

Der Satz zeigt ferner, dal Symmetrie hinreichend fiir die AbgeschlieBbarkeit von A ist bzw.
nach Satz I1.2.12 dafiir, dafl D(A*) dicht in Y ist. Jedoch braucht noch nicht

D(A) = D(A*) zu gelten, d.h. Selbstadjungiertheit zu gelten.

Ein Kriterium fiir selbstadjungierte Operatoren gibt

I1.2.15 Satz: Fin symmetrischer und linearer Operator A ist selbstadjungiert, falls
entweder D(A) = X oder R(A) = X gilt. Fiir einen selbstadjungierten Operatoren A
gilt

A = A = A*. Ferner ist die Inverse A~! wieder selbstadjungiert, falls sie existiert.

Beweis: Im Falle D(A) = X ist ein symmetrischer Operator nach dem Satz von
Hellinger-Toeplitz (I1.2.14) beschrinkt. Wegen (Ax,y) = (z, Ay) fur alle z,y € X gilt
weiter D(A*) = X, also A* = A, d.h. A ist selbstadjungiert.

Im Falle R(A) = X daB nach dem vorigen Satz A < A* gilt und so nur D(A*) C D(A) zu
zeigen ist. Sei also y € D(A*). Setze z := A*y. Wegen R(A) = X gibt es w € D(A) mit

z = Aw und wegen D(A) C D(A*) gilt Aw = A*w. Es folgt

(Az,y) = (x, A%y) = (z, Aw) = (z, A*w) = (Az,w) ,  fir alle x € D(A) ,

sodafl y = w € D(A), d.h. D(A*) C D(A) gilt.

Falls die Inverse A~! existiert, ist sie abgeschlossen nach Lemma I1.2.6 und hermitesch
wegen (A71)* = (A*)~! = A~L. Es ist also noch D(A~1) = X zu zeigen. Wiire dem nicht
$0, so wire R(A) = D(A~>°)NiU = X und es gibe y L R(A),yNot = 0. Damit wére aber
(Az,y) = 0 fiir alle z € D(A), somit nach Definition A*y = 0 und damit A* nicht
invertierbar, Widerspruch!. g

Bemerkung: In der Quantenmechanik verlangt man aus physikalischen Griinden die
Selbstadjungiertheit (vergl. Reed-Simon [7]). Ist der Operator symmetrisch, so sieht man
leicht, dafl bereits D(A) C D(A*) gilt. Selbstadjungiertheit zu zeigen ist aber i.a. eine
nicht- triviale Aufgabe und hingt insbesondere von der Art der Randbedingungen des
Operators A ab.

Beispiel 1: Der Impulsoperator eines Teilchens ist in der Quantenmechanik der
Operator (Ax)(t) := (id/dt)x(t) auf dem Sobolev-Raum

D(A) = Wy (—00,00) C La(—00,00) = X.

Es ist D(A) dicht in X und durch partielle Integration verifiziert man leicht

(Az,y) = /_oo m/gt)Wdt = /_Oo wylgt) dt == (Ay, z) = (x, Ay)

fiir z,y € D(A). Also ist A hermitesch und A*y = Ay auf D(A) C D(A*). Fiir
y(t) € X = Lo(—00,00) setze nun y*(t) := szoo y(s)ds. Dann gilt Ay* =y bzw.
R(A) = X und nach Satz I1.2.15 die Selbstadjungiertheit von A .
Beispiel 2: Der Operator (Az)(t) := (id/dt)xz(t) sei diesmal auf

D(A) = { 2(t) € W0, 1) | 2(0) = 2(1) =0 }

definiert. Wie im vorigen Beispiel zeigt man durch

1 1 /
(Az,y) = / 70t / 2Dt = (2, 4y) (e WH0,1), z € D(A) ,

2 2
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daB der Operator symmetrisch ist und W3 (0,1) C D(A*) gilt. Ist w := A*y fiir y € D(A*),
so erhélt man ebenfalls mit partieller Integration

(Ax,y) = /01 z(t)w(t)dt = —/01 x'(t)/otw(s)dsdt = (A:vJ/Otw(s)ds) ,

woraus man y(t) =i f s)ds € W3 (0, 1) schlieBt, also insgesamt W3 (0,1) = D(A*). Es
ist dann aber D(A)Not (A*) d.h. A nicht selbstadjunglert

Die Abhéingigkeit von Randbedingungen liefert der Impulsoperator. Weitere Beispiele: Wir
setzen T, =T fur k=1,--- ,4 und

D(T1) = {feCl0,1] | f€Ls(0,1)}( =W;(0,1))
D(Tz) = {feD(M) | f(0)=r(1)}

D(T3) = {feDT) | f(0)=f(1)=0}

D(T4) {feD(T) | f(0)=0}

Man kann zeigen: TY = 15 , Ty = T, Ty = 1) , insbesondere, dafl T5
selbstadjungiert, T5 symmetrisch, und 77 nicht symmetrisch ist.

Ein weiteres Kriterium fiir die Selbsadjungiertheit liefert

I1.2.16 Satz: (Friedrichs) Es sei A symmetrisch und nach unten halbbeschrénkt im
Sinne, dafl
(Az,z) > ||z||* firalle z € X

gilt. Dann gibt es eine selbstadjungierte Fortsetzung von A mit der gleichen Eigenschaft.

Beziiglich der Beweise dieser beiden Sitze sei z.B. auf Yosida [12] verwiesen.

Bemerkung: Die Beziehungen (I.5.18) zwischen Nullraum und Wertebereich eines
stetigen Operators und seinem Adjungierten gelten auch fiir abgeschlossene
selbstadjungierte Operatoren A, d.h. es gelten

N(T*) = R(T)* N(T) = R(

T* 1
RIT) = N(THE  R(TY) = N(T)-.

I1.3 SATZ VON HAHN-BANACH UND
FOLGERUNGEN

I1.3.1 Satz: (Hahn-Banach) Sei M ein linearer Unterraum eines rellen LNR X, und
sei p ein sublineares Funktional auf X, d.h. es gilt

p(z+y) <p(z) +p(y) und plaz) = ap(z) firale z,yc X, a>0.

Sei F': M — R ein lineares Funktional auf M mit F(z) < p(z) fiir alle z € M .
Dann existiert eine Fortsetzung F' auf ganz X mit

F(z) = f(z) fir z€ M und F(z) < p(z) firalle z € X .

Beweis: Sei 0.B.d.A. M # X und sei z; € X \ M. Setze dann M; = M @span{z1} D M.
Dann gilt
F(z)+ F(y) = F(z +y) <plz +y) < p(z —z1) + ple1 +y)

und damit
F(x) —p(x —21) <ply +71) — F(y)
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fir x,y € M . Mit festem y € M kann man dann abschétzen

azzsgﬁ(F(fv)—p(ﬂf—xl)) <p(y+mz1) = Fy) <oo.

Fiir o gilt dann F(x) — 0 < p(x — x1), aber auch F(y) + o < p(y + 21). Definiere nun ein
Funktional F; auf M7 durch

Fi(x +txy) == F(z)+to .

Dann ist Fj linear und Fi|p; = F. Ferner gilt fiir ¢ > 0 nach dem Vorigen
x x
Fi(zxttxy) =t [F (;) ia} < t-p(;im) =p(x +txy) .

Daher folgt Fy(z) < p(x) fiir alle x € M;. Falls X # M; . Wahle nun 2, € X \ M; und
erhalte M5 und F5.

In einem zweiten Schritt zeigen wir, dafl es eine maximale Fortsetzung gibt. Dazu
verwenden wir sogenannte transfinite Induktion, zu deren Erkldrung wir einige Begriffe
und Sétze der Mengenlehre benotigen.

(M, =) heift eine eine geordnete Menge , wenn M eine Menge und =< ist eine
Relation auf M ist mit

1. a = a fiir alle a € M;
2. aus a < bund b < a folgt b = a fiir alle a,b € M;
3. aus a < bund b < ¢ folgt a < ¢ fiir alle a,b,c € M.

Sei (M, <) eine geordnete Menge

M heifit total geordnet , falls fiir alle a,b € M entweder a < b oder b =< a gilt.

Eine obere Schranke einer teilweise geordneten Teilmenge N C M ist ein Element

s € M mit a < s fiir alle a € N.

Ein Element m € M heifit mazximal , falls aus m < a fiir a € M folgt a =m .

Ein Element m € M heifit kleinstes Element , falls aus m < a fiir a € M folgt a =m .
M heiit wohlgeordnet , falls jede nichtleere Teilmenge von M ein kleinstes Element
besitzt.

Das Auswahlaxiom ist ein Axiom der Mengenlehre, ohne das die Mathematik sehr ”klein”
wire (Details s. J.Dugundji Topology, Kapitel IT ; N.Dunford-J.T. Schwartz [3]1.2).
Aus der Mengenlehre ist der folgende Satz bekannt:

I1.3.2 Satz: Folgende Aussagen sind Aquivalent:

a) Das Auswahlaxziom :
Zu jeder nichtleeren Familie {A4,},c; von nichtleeren Teilengen Gibt es einer
Menge S , die genau aus einem Element von jedem A, besteht. (Man kann
also gleichzeitig aus jeder der Mengen {A,} ein Element auswihlen. Anders
formuliert: [, ., A, # 0.

b) Das Lemma von Zorn :
Ist M teilweise geordnet und hat jede total geordnete Teilmenge N/ C M eine
obere Schranke, so besitzt M wenigstens ein maximales Element.

¢) Der Wohlordnungssatz :
Jede Menge kann wohlgeordnet werden (d.h. Fiir jede Menge existiert eine Ord-
nung , mit der sie wohlgeordnet ist).
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Sei nun M die Menge aller linearen Funktionale g, die Fortsetzung von F' sind, d.h.
D(g) DM , g(x)=f(z) firalle z€ M undfirdie g(z) <p(zx) fir allex € D(g)
gilt. Diese Menge ist teilweise geordnet durch

g=f = D) >D(f).

Ist nun V' C M eine total geordnete Teilmenge, so ist offenbar |Jy N eine obere

Schranke. Daher exitiert ein maximales Element F , und D(ﬁ ) = X, da andernfalls F , Wie
oben gezeigt, eine echte Fortsetzung hétte, also nicht maximal wire. O

Bemerkung: Die zentrale Bedeutung des Satzes von Hahn-Banach wird im folgenden
iiberdeutlich werden. Der Beweis des Satzes kann nicht ohne das Auswahlaxiom gezeigt
werden, denn der Satz von Hahn-Banach ist dquivalent zum Auswahlaxiom!

I1.3.3 Satz: Sei M ein linearer Unterraum eines LNR X und sei p eine Seminorm,
d.h. Fir alle z,y e X , acK gilt

p(z +y) <p(x) +p(y) und p(az) < |a|p(z) .

Dann gibt es zu jedem linearen Funktional F* auf M mit |F(z)| < p(z) fiir alle z € M
eine Fortsetzung F' auf ganz X mit |F(z)| < p(x) fir alle zx € X .

Beweis: Fiir alle y , z € X gilt p(y) < p(y — 2) + p(z) und p(z) < p(z —y) + p(y) gilt
|p(x — y)| < p(x — y) und daher p(x) > 0 fiir beliebiges = € X. Ist X reellwertig, so folgt
die Behauptung aus dem Satz von Hahn-Banach (I1.3.1), denn es gilt

+F(z) = F(+z) < p(+e) = |p(e)| = p() -
Ist X komplex, so beachte
F(z) = ReF(x) +i ImF(x) = ReF(x) —i ReF(ix) =: R(x) — iR(ix) .

Dann ist R(z) ein R-lineares Funktional auf M mit |R(z)| < |F(x)| < p(z) und nach dem
Satz von Hahn-Banach (I1.3.1) gibt es eine Fortsetzung R auf X mit |R(x)| < p(z) fiir alle
& € X. Definiere nun gemiB obiger Formel F(x) = R(z) — iR(iz). Es ist F' R-lineares
Funktional mit F(iz) = iF(z) fiir alle z € X, also auch C-linear. Ferner ist I Fortsetzung
von F. Wihle zu z € X ein y € C mit |y| = 1 und |F(z)| = vF(z). Dann gilt (weil |EF(z)]
reell ist)

|F(2)| = vF(2) = F(yz) = ReF(yz) = R(yz) < p(ya) = p() .
0

11.3.4 Satz: (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach) Sei M C X Unterraum eines
LNR X und sei F stetiges lineares Funktional auf M mit

[Flla=sup [F(z)| < o0
lz]|=1,zeM

Dann existiert eine stetige lineare Fortsetzung F mit

IFllx = suwp [F)|=|F]a-
lzll=1,2ex

Beweis: Es gilt |F(z)| < ||[F|[a||lz|| =: p(x). Offensichtlich ist p(z) eine Seminorm. Der
Satz von Hahn-Banach (I1.3.1) liefert also eine Fortsetzung F' von F' mit
|F(2)] < p(x) = ||F||allz| fir alle z € X. O
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I1.3.5 Korollar: Sei M C X ein abgeschlossener linearer Unterraum eines LNR X
und sei x € X \ M . Dann gibt es ein f € X* mit

f(x)=1 und f(m) = 0 firalleme M .

Beweis: Auf M = M @Kz ist F, definiert durch F(m + ax := « offenbar ein stetiges
lineares Funktional. Die nach dem Fortsetzungssatz (I1.3.4) existerebde Fortsetzung f
erfiillt dann die Behauptung. O

I1.3.6 Korollar: Sei X LNR und z € X \ {0} . Dann existiert ein f € X* mit
f(z) = ||z|| und || f||x+ = 1. Speziell kénnen Punkte in X mittels eines stetigen linearen
Funktionals getrennt werden, d.h. zu x; # x5 gibt es ein f € X* mit f(x1) # f(z2).

Beweis: Sei M :=span{z} = K- z. Setze F(y) := afjz|| fir y = a -2 € M. Dann gilt
F(z) = ||z||, also ||F||ar = 1. Nach dem Fortsetzungssatz (11.3.4) existiert eine Fortsetzung
f € X* von F mit denselben Eigenschaften.

Zum Beweis des zweiten Teils bilde x := 21 — x5 # 0. Dann existiert ein f € X* mit

0# ||zl = f(z) = fler — x2) = fa1) — f(x2). 0

I1.3.7 Korollar: In jedem LNR X gilt

el = sup |f(x)].
fexlflI<1

Beweis: Klarerweise gilt sup e x« | 7<1 [f(2)] < [[z]|.
6.

|<
Gleichheit hierin folgt aus Korollar 11.3. d

In [U] wurde gezeigt, daB die Abbildung 7" : 19 — (IP)*, % + % =1, (Tz)(y) = >0° | TnYn,
(Tn)nen € 19, (Yn)nen € IP, einen isometrischen Isomorphismus liefert fiir 1 < p < oo, d.h.
der Dualraum von [P ist identifizierbar mit [9. Mit einem analogen Argument kann man
zeigen:

Ist g := { (x,) €1 | limy_oo 2y =0}, s0 gilt T(I1) = (co)* . Weiter gilt

’ I1.3.8 Korollar: 7 ist nicht surjektiv von [ auf (1°°)*

Beweis: Sei ¢ := { (zn)nen €17 | € =lim, 00 x, existiert }. Dann bilde auf ¢ das
Funktional F(x) := F((zn)nen) := limy, 00 . Dann ist F linear und stetig. Nach dem
Fortsetzungssatz (I1.3.4) existiert eine Fortsetzung F von F. Wire F im Wertebereich von
T, d.h. hitte es eine Darstellung F(y) = S0 | !y, mit einer Folge (2/,)nen € 11, so wiire
mit e :== (Opk)nen € [ ) = F(er,) und andererseits F(ey,) = lim, o 0,1 = 0, also

x}, = 0 fiir alle k. Widerspruch. O

I1.3.9 Definition: Sei A C X konvexe Teilmenge eines R-Vektorraumes X, sei

0 € int(A) und sei A absorbierend , d.h. jedes x € X liegt in einer Menge oA mit
einem geeigneten o > 0.

Dann heifit das Funktional

pa(r) = infla>0 | atlzecA}

Minkowski- Funktional.
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11.3.10 Lemma:
1. Esgilt pa(z) > 1 fiir e ¢ Aund pa(z) <1 fir z € A.

2. pa ist sublinear, d.h. pa(z+y) < pa() +pay), pa(Br) = Bua(z) fir v,y € X,
B >0.

3. Ist A ferner balanciert (kreisformig) , d.h. «A C A fiir |a] < 1, so ist p4 eine
Seminorm.

4. Seien B := {x € X | pa(z) < 1} und C := {z € X | pa(z) < 1}. Dann gilt
BCcACCund pus =pug = pc-

Beweis: 1.: Fiir z € A gilt 1 -z € A, also pa(x) < 1. Mit der Konvexitidt und 0 € A folgt
aACPBAfir 0<a<f alsopus(z)>1fiirzg A.

2:Istxea-Aundy € 8- A, so gilt x = ax’ und y = By’ fiir entsprechende z’,y’ € A und
wa(z) <1/, pa(y) < 1/8. Dann liefert die Konvexitit von A

a B
T +
a+p a+5y

z+y=ax' + By = (a+B) "l € (a+pP)A,

also pa(z +y) <1/(a+B) < 5+ 5 < pal@) + paly) -
3.: Es gilt

inf{a >0]a Az € A} =inf{a > 0| a |\e¥z € A}
inf{a > 0| a YAz € A} = |Apa(z).

pa(Az)

4) Nach 1. gilt A C C, ferner B C A, denn fiir € B kann nicht p4(z) > 1 gelten. Ferner
gilt pe(x) < pa(z) < pp(x) fir alle © € X. Zum Beweis der Gleichheit sei t > pc(z), dann
existiert ein @ mit pe(z) < a <t und a~tx € C, d.h. nach der Definition von C gilt
pala™z) <1 bzw. pa(t™tz) = $pale™rz) < 1. Nach Definition von B gilt also ™'z € B
und somit pp(t~'z) <1 und pp(xr) <t dat > pc(z) beliebig withlbar ist, gilt

pe(z) < pe(). O

11.3.11 Satz: (Trennungssatz) Seien A, B zwei disjunkte, nichtleere, konvexe Men-
gen in einem topologischen Vektorraum X und sei A offen. Dann gibt es ein stetiges
lineares Funktional f, welches diese Mengen trennt, d.h. Ref(z) < v < Ref(y) fiir alle
x € A,y € B . Geometrisch bedeutet dies die Existenz einer Hyperebene, definiert
durch H(f,v) :={x € X | f(x) = ~}, die die Mengen A und B trennt.

Beweis: Zunichst sei X Vektorraum iiber R. Wahle ag € A, by € B und setze
To := by — ag. Ferner sei
C:={zeX|z=x—y+ux0,x€Aye B}

={zeX|z=(xr—ap)+ (bp—y),x € A,y € B} . Dann ist C eine

konvexe Menge und enthélt die Menge
V ={zeX|z=0—ap,v€A}>0.

Da A offen ist, enthélt V wegen der Stetigkeit der Translation eine offene Umgebung U um
0. Daher ist C absorbierend und pe sublinear. Weiterhin gilt pe(xg) > 1, denn z¢ ¢ C,
weil A und B disjunkt sind. Auf My = span{z} definiere das Funktional g durch
g(x) := B, falls © = pxg. Fiir 8 > 0 gilt 8 = g(Bzo) < Buc(zo) = pe(Bro) = pe(x) und fiir
B <0gilt B =g(Bxo) <0< uc(bro) = pc(r). Nun wende den Fortsetzungssatz (11.3.4)
auf pc an und erhalte eine Fortsetzung f auf ganz X mit —puc(—2z) < f(z) < po(x). Es ist
|f(z)] <1 fiir 2 € C wegen pc(z) <1 fir € C. Damit aber auch |f(z)| <1 fir z € U.
Also ist f stetig in 0 und daher iiberall stetig [U]. Sei nun v := sup,¢ 4 f(z) und zeige
f(z) <~ fiir alle z € A. Sei also v = f(x') fiir ein 2’ € A. Weil A offen ist, muB 2’ +V C A
mit einer Nullumgebung V sein. Nun gibt es eine Nullumgebung U mit £U C V. Fiir alle
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y € U gilt also v > f(z' +y) = f(2') + f(y) und v > f(z' —y) = f(2') — f(y). Es folgt
fly) =0 fiir alle y € U, Widerspruch. Der andere Teil der Ungleichung folgt mit = € A,

y € B, aus f(z) = f(z —y+z0) + f(y) = f(z0) < ne(r —y+zo) + f(y) = 1 < f(y). Damit
ist der reelle Fall bewiesen. Der komplexe Fall folgt wie beim Fortsetzungssatz (I1.3.4). O

11.3.12 Satz: (Charakterisierung der besten Approximation) Sei M eine konvexe
Teilmenge eines reellen linearen normierten Raumes X und f € X \ M. Dann gilt:

g* € M ist eine beste Approximation von f in M genau dann, wenn ein stetiges lineares
Funktional ¢ auf X mit Norm 1 existiert mit

©(9) < e(g") <(f) firalle ge M.
Ferner gilt: o(f — ¢*) = ||f — ¢*|| . Geometrisch heifit dies, dafl die Hyperebene

H(y,p) :={r € X | p(z) = v = supyer ¢(g9)} den Punkt g* enthilt und f und M
trennt.

Beweis: Sei A := B,.(f) mit r := dist(f, M). Der vorherige Satz angewendet auf dieses A
und M liefert ein stetiges lineares Funktional ¢ mit ¢(h) < @(g) fur allehe A, ge M .
Setze ¢ := —@/||@|| . Dann gilt [|¢|| =1 und ¢(g) < p(h) fiirallehe A, ge M ,
insbesondere ¢(g) < ¢(f) fiir alle g € M. Sei nun g* beste Approximation. Dann liegt g*
auf 0A, d.h. es gibt eine Folge (hy,)nen in A mit h, — ¢g*, da

If =g =r =lim,—o0 ||f — byl - Dann gilt

¢(9%) < infrea (h) < liminfno0 @(hn) = ¢(g*) , d.h.

w(g") = jnf p(h) = Hiﬂir‘p(f +z) =o(f) + Hiﬂir‘p(x) .

Es folgt
0<o(f—g")=¢(f) —p(g") =— inf py)=7 sup [py)=r=|f-9g"|.

lyll<r lyll<1

Umgekehrt folgt, falls g* € M diese Bedingung erfiillt und ¢ trennend ist,

If =gl =e(f—g") =o(f —9) +0lg—g7) <o(f —g) < lellllf =gl = IIf — gl fiir alle
g € M, d.h. g* ist die beste Approximation. O

I1.3.13 Korollar: Ist M zusétzlich ein linearer Teilraum, so gilt: ¢g* € M ist eine
beste Approximation von f in M genau dann, wenn ein stetiges lineares Funktional ¢
auf X existiert mit

ol =1, @(f) = dist(f,M) = |f —g"|| und (g) =0 fiir alle g M .

Beweis: Nach dem vorherigen Satz gilt ¢(g — ¢*) < 0 fiir alle g € M oder ¢(g* +g) >0
fiir alle g € M, also p(g) =0 . O

Bemerkung: Falls der Dualraum von X bekannt ist, so fiihrt dies zu Kriterien fiir die
beste Approximation.Ein Beispiel ist das bereits in Satz 1.5.4 und Korollar 1.5.5 bewiesene
Ergebnis:

I1.3.14 Korollar: Ist X ein Hilbertraum und M eine konvexe Teilmenge von X |, so ist
g*||) € M eine beste Approximation von f in M genau dann, wenn (f —g*,g*—g) > 0
fir alle ¢ € M. Ist M ein linearer Teilraum, so ist dies genau dann der Fall, wenn
(f—g*g) =0firallege M,dh. f—g* L M.

Beweis: Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (1.5.14) betrachte

©(g9) = (g,y) mit y:=(f—g")/IIf -9

in obigem Satz und vorigem Korollar. Dies liefert sofort die Aussage. O
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I1.4 SCHWACHE TOPOLOGIE UND DUALITAT

Sei X ein Vektorraum iiber K und sei
X" :={f|f:X — K linear}

der algebraischer Dualraum von X. Zum Unterschied davon fithrt man ein

11.4.1 Definition: Sei (X, 7) ein topologischer Vektorraum. Die Menge

X*:={f|f:X — K stetig und linear}

heif}t der topologische Dualraum von X.

Im einfachsten Falle, X endlichdimensional, ist X* = X' |, denn ist {by,---b,} eine
Basis fir X und fe€ X', sogilt fir z =), B;b; :

1F @) = IFQ Biba)ll = 1D Baf Gl < D 18 [ 1)l < I?:af(Hf(bj)H AR
i=1 i=1 i=1 i=1

und da . .
1> Babill == > 18 |
i=1 =1

eine Norm auf X ist und nach I.4.4 auf einem endlichdimensionalem NRL alle Normen
dquivalent sind, ist f also stetig.
Offenbar ist die Abbildung

=Y Bibi € X — (B, - Bn) €K

i=1
ein Isomorphismus.

Im allgemeinen ist aber X’ sehr viel gréfier als X*. Andererseits kann X* fiir konkrete
Félle bestimmt werden, zum Beispiel (LP(u))* ~ Li(u), 1/p+1/¢=1,1<p < oo, u
Lebesguemafl auf 2 C R™. Zu beachten ist aber, dal X* von der Wahl der Topologie auf X
abhéngt.

I1.4.2 Lemma: Sei X ein LNR mit den Normen || - [|; bzw. ||- |2 und sei || - ||2 ist eine
stdrkere Norm , d.h. es gibt ein C > 0, sodaf fiir alle z € X ||z||; < C||z||2 ist.
Dann gilt (X, ||-][1)* € (X, |- |l2)*. Allgemeiner sei Y C X und |- ||z nur auf Y definiert.
Dann gilt: Fiir f € (X, ] - ||2)* liefert die Restriktion f|y ein Element aus (Y, || - [|2)*.

Beweis: Sei f € (X,] - |l1)*. Dann ist fir z € Y wegen

sup [f(z)| < sup [f(z)] =C sup |f(z)]

llz|l2<1 Szl <1 llz|l <1

auch fly € (Y, | - [l2)*. -

Beispiel: Sei X = Cla, b] mit Normen || - |11 und || - || zo=. Dann gilt || f|jz: < (b—a)||f|lze=
und zu y € (X, || - [|z1)* gibt es C > 0 mit |y(z)| < C|lz|zr < C(b—a)||z|| L=, also auch

y € (X, ] - |lre)*, d.h. je stirker die Norm auf X ist, desto mehr stetige Funktionale gibt
es, d.h. desto grofler ist X*.

Ziel ist es nun, eine Topologie auf X mittels X* zu definieren. Wir formulieren die
Definition etwas abstrakter, um zu zeigen, wie allgemein man das Konzept einer Topologie
fassen kann.
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11.4.3 Definition: Sei X eine Menge und ((YZ-, Ui))iel eine Familie von topologischen
Réumen und F = { (f;) | ¢ € I } eine Menge von Abbildungen f; : X — Y;. Dann
heifit die von

vy ={UcCX|U=f1'Vi),icl,Vico;}

als Subbasis definierte Topologie die o — (X, F)-Topologie auf X .

Bemerkung: Die offenen Mengen dieser Topologie sind also die Vereinigungen von
endlichen Durchschnitten der Mengen in ~.

Man zeigt leicht, dafl die o — (X, F)-Topologie von X die grobste Topologie ist, unter der
alle Abbildungen aus F stetig sind.

I1.4.4 Definition: Seien X ein NLR. Dann heiit die o(X, X*)-Topologie auch die
schwache Topologie auf X .

Bemerkung: Nach der obigen Bemerkung ist

v = {fYU)| feX*, UcKoffen }
eine Subbasis, die offenen Mengen sind die Vereinigungen von endlichen Durchschnitten
der Mengen in v, und die schwache Topologie auf X die grobste Topologie, unter der alle

stetigen linearen Funktionale auf X stetig sind. Eine Nullumgebungsbasis aus konvexex
Mengen ist offenbar

{V = ﬁ fVi = fﬁl(Br(o)),r>0, lgign,neN}.
i=1

FEine Charakterisierung gibt

I1.4.5 Satz: Essei X ein topologischer Vektorraum mit lokalkonvexer Topologie 7, d.h.
7 wird durch Translationen einer Nullumgebungsbasis in X erzeugt, deren Elemente
alle konvexe Mengen sind. Dann ist die dadurch induzierte o(X, X*)-Topologie auf X
wieder lokalkonvex und X ein toplogischer Vektorrraum unter dieser Topologie.

Dieser Satz zeigt die grundlegende Rolle, die lokalkonvexe Riume fiir eine einheitliche
Behandlung der Dualitét spielen. Der Beweis ist aber zu lang und abstrakt, um hier
gebracht zu werden. Der interessierte Leser sei dazu auf Rudin [8], Kapitel 3 verwiesen.
Wesentlich fiir den Beweise ist der Trennungssatz von Hahn-Banach (I1.3.11), der die fiir
einen Hausdorff-Raum geforderte Separationseigenschaft der Topologie o (X, X*)
garantiert.

Anschaulicher wird diese Topologie, wenn man die damit verkniipften Begriffe wie
Konvergenz, Abgeschlossenheit, Kompaktheit und Beschrianktheit ndher betrachtet.

I1.4.6 Definition: Eine Folge (x,,)nen in X heifit schwach konvergent bzw. schwa-
che Cauchy-Folge, und eine Teilmenge von X heifit schwach abgeschlossen bzw.
schwach beschrdinkt bzw. schwach kompakt, bzw. schwach folgenkompakt wenn
sie diese Eigenschaft in der schwachen Topologie hat.

Bemerkung: Um eine Verwechslung mit der Konvergenz in der urspriinglichen Topologie
zu vermeiden, z.B der Normtopologie, nennt man Konvergenz in der urspriinglichen
Topologie auch stark(e Konvergenz).
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I1.4.7 Lemma: Sei X ein topologischer Vektorraum. Dann gelten:

1. Eine Folge (x,)nen in X ist schwach konvergent genau dann, wenn die Folgen
(f(zn))nen fiir jedes f € X* konvergieren.

2. Eine Menge S C X ist schwach beschriankt genau dann, wenn sup,cg | f(z)| < 00
gilt fiir alle f € X* .

Ist eine Folge in X konvergent, so ist sie auch schwach konvergent.
Ist eine Folge in X beschrinkt, so ist sie auch schwach beschréinkt.
Ist eine Folge in X schwach-konvergent, so ist sie schwach beschréankt.

Ist eine Menge A C X schwach abgeschlossen, so ist sie auch abgeschlossen.

N ook W

Ist X ein co— dimensionaler LNR, so ist X unter der schwachen Topologie nicht
normierbar.

Beweis: 1. — 6. sind einfach zu zeigen.

7.: Nehmen wir an, dafl o(X, X*) von einer Norm || - || erzeugt wird. Dann ist die Kugel
B;1(0) eine Nullumgebung und enthélt eine o (X, X*)-Umgebung U. Nach der obigen
Bemerkung gibt es alson € N, f1,..., f, € X*, r > 0 mit

{I€X||fi(1?)|<?", fie X", 1§i§n,r>0}.
Betrachte dann die Menge
N::{$6X|fi(x)20, lgign}.

Offenbar ist N C V' C B;(0) und enthélt wegen dim X = oo ein nicht-triviales Element zg .
Da N ein linearer Raum ist, wére auch ¢ - xg € N fiir alle ¢ > 0. Dies bedeutet aber einen
Widerspruch zu ||z|| <1 fiir die Elemente z € N C B;(0). O

Bemerkung: Aussage 7. zeigt, dal das Konzept einer Norm fiir die schwache Topologie zu
eng ist, da eine Nullumgebung in der o(X, X*)- Topologie zu ”grof8”ist, um beschréinkt im
Sinne einer Norm zu sein. Dies hat u.a. den oben angedeuteten allgemeinen Zugang zu
schwachen Topologien motiviert. Da dieser Zugang relativ abstrakt ist, werden in vielen
Biichern iiber Funktionalanalysis, die primér an konkreten Anwendungen der schwachen
Topologie interessiert sind, die Aussagen von Lemma I11.4.2 als Definition von schwach
konvergent, schwach beschréankt, etc. beniitzt.

Wir untersuchen nun die obigen Begriffe weiter. Insbesondere sind wir an Umkehrungen
der Aussagen 3.,4.,6. von Lemma I1.4.7 interessiert. Etwas tiberraschend ist die folgende
Aussage, dafl "beschriankt” aus ”schwach beschrénkt ” folgt.

I1.4.8 Lemma: Sei X ein LNR. Dann ist jede schwach beschrinkte Teilmenge S C X
auch beschrankt in der Norm.

Beweis: Zuz € Sbilde T, : X* - K, T, f := f(x) . Dann gilt |T,, f| < |||/ x || fllx~ fur
alle f € X* und nach Lemma I1.4.7 sup,cg|f(z)| < oo . Nun ist X* Banachraum (Satz
1.4.14) und {T,}ses ist eine Familie von stetigen linearen Operatoren auf X* , die
punktweise fiir jedes f € X* beschriankt ist. Dann folgt mit dem Satz iiber die
gleichméBige Beschréanktheit (I1.1.1) und Korollar 11.3.7 :

oo > sup | Tz ||p(x=x) =sup  sup |f(x)| =sup|z| .
zes z€S feX*||f|=1 zeS
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Unter einer Zusatzvoraussetzung gilt auch die Aquivalenz von ”schwach abgeschlossen”
und ”abgeschlossen”:

I1.4.9 Lemma: Sei (X, 7) ein lokal konvexer topologischer Vektorraum und M C X
konvex. Dann ist der AbschluB M ~ von M beziiglich 7 gleich dem Abschlufl M “ von
M beziiglich o(X, X™*), d.h. eine konvexe T-abgeschlossene Menge ist auch schwach
abgeschlossen.

Beweis: Man sieht leicht, daB o (X, X*) grober als 7 ist. Es gilt also immer M ~ < M ",
Sei nun z, € X \ M . Mit Anwendung des Trennungssatzes (I11.3.11) auf die konvexe
Menge M und eine offene, konvexe, zu M disjunkte Umgebung von z folgt die Existenz
eines f € (X, 7)* mit Ref(xo) <v < Ref(y),y€ M . Da Ref € X* (Bew!), ist die
Menge U, :={z € X | Ref(z) <v} wegen U, = f~1(—00,7) eine Umgebung von z, in

der o(X, X*)-Topologie, die kein Element von M und daher auch von M enthilt. Also ist
z, kein Element von M v Il

11.4.10 Lemma:

1. Sei (X, d) metrischer lokal-konvexer Vektorraum. Konvergiert eine Folge (2, )nen
schwach gegen © € X, so gibt es eine Folge (yx)ren in X, sodal
limg 00 d(z,yx) = 0 und jedes yi eine Konvexkombination von Elementen aus
(Zn)nen ist.

2. Sei X Banachraum und A sei schwach dicht in X*. Dann konvergiert (x,)nen
schwach gegen x € X genau dann, wenn

(a) ||znll £ M < oo fiir alle n € N
(b) f(z,) — f(x) firalle f € A, A = X*,

3. Sei X Hilbertraum. Dann konvergiert (x,)nen in der Norm gegen x € X genau
dann, wenn (z,)nen schwach gegen x konvergiert und ||z, | — ||z||.

Beweis: 1.: Die Behauptung folgt mit Anwendung des vorherigen Lemmas auf die konvexe
Hiille H der (2,,)nen, denn dieses zeigt « € H,, = H, d.h. = lim,,_, o0 Yn, wobei die y,
Konvexkombinationen wie angegeben sind.

2.: folgt mit Anwendung des Satzes von Banach-Steinhaus (I1.1.4) auf die Operatoren
T : X* >R T, f = fay)

3.: < ergibt sich aus der Beziehung
lz = @nll® = 2]1* = 2Re(z, ) + ll2al® = 2R(2, & = 20) + [J2a]® — [|2[|*.

O

I1.4.11 Bemerkung: Aussage 1. ldBt sich noch verschérfen, indem man die konvexe
Hiille Hy der (xy,)n,>n betrachtet. Dann gilt wie eben z € Hy und dies bedeutet
x = limy_ o yn, wobei die yny Konvexkombinationen der x, mit n > N sind.

Nun betrachten wir die schwache Topologie von X* = (X, 7)*, wobei X ein topologischer
Vektorraum ist. Ist X linearer normierter Raum, so ist nach 1.4.14 auf

X* [[fllx+ = supj <1 | f(x)| eine Norm. Dann bilde X** := (X*, |- ||x+)*. Mit X** kann
wieder die schwache Topologie o(X*, X**) auf X* gebildet werden.

Eine sehr wichtige Beobachtung ist nun, dafl zur Erzeugung einer Topologie auf X* statt
X** auch der Raum X benutzt werden kann.

Nicht nur zur Vorbereitung dient
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I1.4.12 Lemma: Sei X ein linearer normierter Raum. Dann ist die kanonische
Einbettung

J: X — X | definiert durch J(z)(f) := f(z) (feX™)

ein isometrischer Isomorphismus von X auf einen (i.a. echten) Teilraum von X** .

Beweis: Die Linearitdt von J ist klar. Ist € X | so gikt fiir alle f € X* :
(@) (N = 1f@)] < [ Fllx-Nlzll, also [T(@) |l ox-xy < Nl -
Korollar 11.3.6 liefert die Existenz eines f € X* mit |f(z)| = ||z|| und || f|| = 1. Dann gilt:

1T (@) x- = sup [J(@)(f)l = sup [f(@)] = [f(2)] =zl .
1 £llx+<1 £llx= <1

O

11.4.13 Definition: X** heifit auch der Bidualraum von X . Im Fall J(X) = X**
heifit X reflextv.

Bemerkung: Zu beachten ist, dafl bei der Definition gerade J genommen wird. R.C.
James (s.Dunford-Schwartz[3] I p 88) gibt ein Beispiel eines nicht reflexiven, zu dem es
einen isometrischen Isomorphismus auf seinen zweiten Dualraum gibt.

I1.4.14 Definition: Sei X ein NLR. Die Topologie o(X*, X) := o(X*, J(X)) heifit
auch die schwach™*-Topologie von X*. Weiterhin definieren wir fiir X* die Ei-
genschaften schwach™ konvergent bzw. schwach* Cauchy-Folge, und eine Teil-
menge von X heiflt schwach* abgeschlossen bzw. schwach* beschrdinkt bzw.
schwach* kompakt, bzw. schwach* folgenkompakt, wenn sie diese Eigenschaft
in der schwach*-Topologie hat.

Bemerkung 1: Die schwache*-Topologie ist also die schwichste Topologie auf X*, in der
alle Funktionale aus J(X) , also der Form ¢(f) := f(z),z € X stetig sind. Wegen

J(X) C X** ist sie fiir nicht-reflexive Banachraiime (beachte: Dualrdume sind nach 1.4.14
volstéiindig) schwiicher als die schwache Topologie o(X*, X**) auf X* und offenbar bei
reflexiven Banachrdumen gleich.

Analog wie Lemma 11.4.7 148t sich zeigen:

I1.4.15 Lemma: Sei X ein linearer normierter Raum. Dann gelten:

1. Eine Folge (fn)nen in X* konvergiert schwach* gegen f € X* genau dann, wenn
fu(x) = f(z) gilt fiir alle z € X .

2. Eine Menge S C X* ist schwach* beschrinkt genau dann, wenn
supseg | f(7)] < oo fiir alle v € X .

3. Eine schwach* konvergente Folge ist schwach*beachrankt.

Analog wie Lemma I1.4.8 148t sich zeigen:

11.4.16 Lemma: Sei X ein LNR. Dann ist jede schwach* beschrinkte Teilmenge
S C X* auch beschrankt in der Norm.

Aus den Lemmata 11.4.7 | 11.4.8 , 11.4.15 und 11.4.16 ergibt sich
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I1.4.17 Korollar: Sei X ein lineare normierter Raum. Dann gelten
1. Jede in X schwach konvergente Folge ist beschrénkt.

2. Jede in X* schwach* konvergente Folge ist beschrénkt.

Im néchsten Abschnitt werden wir Reflexivitiat weiter studieren und dabei gelegentlich X
mit J(X) identifizieren, also X C X** annehmen.

I1.5 REFLEXIVE RAUME UND KOMPAKTHEIT

Reflexive Rédume sind besonders deswegen wichtig, weil fiir sie Kompaktheits-

Séatze gelten, die die Heine-Borel-Eigenschaft in unendlich-dimensionalen LNR, ersetzen.
Zunéchst bemerken wir, dafl reflexive LNR notwendig Banachriume sein miissen. Dies
folgt aus X = (X*)* = L(X*,K), denn letzterer Raum ist vollstindig (s. Satz 1.4.14).
Die einfachsten reflexiven Rdume sind Hilbertrdume und auch die im vorigen Abschnitt
definierte Abbildung J 148t sich konkret angeben.

I1.5.1 Definition: Sei X ein Pra-Hilbertraum. Fiir z, € X sei

K

(,2,) ,

(o) ¢ X

—
r +—

und sei

I1.5.2 Lemma: Sei X ein Hilbertraum. Mit der sog. Riesz -Abbildung R kann
X* mit X identifiziert werden. R ist konjugiert linear, bijektiv und isometrisch. Dann
kann X** mit X durch J := Ro R identifiziert werden, wobei R : X* — X**
analog definiert ist.

Beweis: Der erste Teil ist der Rieszsche Darstellungssatz (1.5.14)fiir stetige lineare
Funktionale auf X. Dann versehe X* mit dem Skalarprodukt

(f.9)x- = (R, R7" f)x mit Norm |[|f|lx- = R™"|x .

Auf F' € X** wende wieder den Rieszschen Darstellungssatz (I.5.14) an, d.h. zu F' existiert
genau ein ¢ € X* mit F' = R(p). Wegen ¢ = Rf fiir ein f € X gilt F' = R(Rf) = Jf. Da
R und R bijektiv und isometrisch sind, ist dies auch J. O

I1.5.3 Lemma:

1. Ein abgeschlossener linearer Unterraum eines reflexiven LNR, X ist wieder refle-
Xiv.

2. Ein LNR X ist reflexiv genau dann, wenn X* reflexiv ist.

Beweis: Sei M ein abgeschlossener linearer Unterraum von X

1.: Zu f € X* definiere seine Restriktion Rf := f|p; auf M. Dann gilt |Rf||ar- < || f]]x*-
Nach dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach (I1.3.4), angewendet auf M ,ist R
surjektiv von X* — M* .
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Definiere mit R einen Prolongationsoperator P : g € M** — (X*)" durch

P(g)(f) =9(Rf) (f € X™*).Dann ist Pg wegen

[(Pg)(H)] < Nlgllar==|Rfllae+ < llgllaz==|fllx~ stetig auf X*. Wegen der Reflexivitét von X
existiert zu Pg € X** ein x € X mit J(x) = Py, also (Pg)(f) = f(x) fiir alle f € X*.
Wenn gezeigt wird, dafl « € M ist, so ist die Behauptung bewiesen, denn fiir jedes ¢ € M*
existiert ein f € X* mit Rf = ¢ und daher

9(9) = 9(RF) = (Po)(f) = f(z) = p(w) , dh. g=Ja, baw. J(M*)=M .

Nehme nun ¢ M an. Dann existiert nach dem Fortsetzungssatz (11.3.4) ein fy € X* mit
fo(M) =0 und fo(z) # 0 (Ersetze in 1.3.4 M durch M @Kz und definiere F durch
F(m+ azx) := a . Das Funktional fy := F leistet das Gewiinschte, denn

0 # fo(xz) = (Pg)(fo) = 9g(Rfo) = g(0) =0, Widerspruch! .

2.: Sei X reflexiv und " € X*** gegeben. Dann ist 2’ : X — K definiert durch

2/ (x) := a2’ (J(x)) linear und stetig, also 2’ € X*. Wir zeigen, dal 2" = J'(2’) mit der
kanonischen Abbildung J’ gilt. Da X reflexiv ist, kann jedes " € X** als " = J(x)
dargestellt werden und es gilt

2"(z") = 2" (J(z)) =2/ () = (J(z))(z') = 2" (2') fiir alle 2" € X,

d.h. 2’” ist das Bild der kanonischen Abbildung von z’ .

Sei andererseits X* reflexiv. Dann ist X** = (X*)* nach dem gerade Bewiesenen reflexiv.
Nach 1. ist dies auch der abgeschlossene Unterraum J(X) und daher X auf Grund
nachfolgender Bemerkung. O

I1.5.4 Bemerkung: Ist X reflexiv und I ein isometrischer Isomorphismus von X auf
einen linearen normierten Raum Y, so ist Y auch reflexiv.

Beweis: Zu G € Y** definiere F € X** per F(f) := G(foI™!) = G(g) fiir f € X*
beliebig mit zugehérigem g o I = f definiert durch g(y) := f(x),y = Iz.

Zu F finde z € X per Reflexivitit mit Jz = F, d.h. F(f) = f(z) fir f € X*. Setze dann
w:= Iz, und es folgt G(g) = f(I"'o2) = g(w) bzw. G = Jw . O

I1.5.5 Lemma: Ein reflexiver LNR X ist genau dann separabel (I1.3.11), wenn X*
dies ist.

Beweis: = folgt aus <« , denn ist X separabel, so auch X** wegen des kanonischen
Isomorphismus zwischen beiden Rdumen. Mit <« folgt die Aussage von X** nach X*.

< Sei X* separabel. Dann existiert eine Folge (f,,)nen in X*, deren abgeschlossene
Hiille gleich X* ist. Bilde die Menge aller Linearkombinationen mit rationalen
Koeffizienten, dann ist diese Menge abzihlbar und dicht in X*. Sei (g, )nen diese Menge.
Zu jedem solchen g,, wihle z, € X mit [g,(zn)| > 3lgnll, |zn]l = 1. Sei L die Menge aller
Linearkombinationen der (z,,),en mit rationalen Koeffizienten und L der Abschlufl von L
in X. Wir nehmen L # X an, dann existiert zo € X \ L. Wie im Beweis zu Korollar 11.3.5
existiert ein Funktional fy € X* mit fo(z) = 1 und fo(L) = 0. Wihle eine Teilfolge der
(gn)nen so, daB limy_,c0 || fo — gn, || x* = 0. Dann folgt

1
[ fo = gni x> = llzn, 1 fo = gnill = [fo(@ny,) = gny (Tn)| = gny (Tn,)]| = 5”9%”

wegen ||z, || = 1. Also gilt auch limg_, o0 ||gn, || x+ = 0 und folglich || fo|| = 0. Widerspruch.
O

Wir kommen nun zu zwei zentralen Sétzen iiber Kompaktheit. Der erste verwendet noch
nicht die Reflexivitéit, gilt aber nur in der schwach*-Topologie.

I1.5.6 Satz: Ist X ein separabler LNR, so ist seine abgeschlossene Einheitskugel in X*
schwach* folgenkompakt , d.h. jede Folge (f,)nen in C X* enthélt eine schwach*
konvergente Teilfolge mit Limes f* € B1(0) , also f*(z) = limg_oo fon, (x) fiir alle
zeX und ||f*| <1
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Beweis: Sei (z1)ren eine Folge, die dicht in X ist. Dann ist die Folge (fy,(21))nen
beschrénkt in K und enthélt daher eine konvergente Teilfolge (fy,,1(21))nen. Betrachte
(fn.1(x2))nen, diese Folge ist beschriankt und enthélt eine konvergente Teilfolge
(fn.2(x2))nen. Erhalte eine Diagonalfolge (fy, n)nen, die fiir jedes xy, k € N konvergent ist.
Dann ist (f,n(2))nen fir jedes x eine Cauchyfolge, denn fir n,m, k € N grof genug gilt :

|fn,n(z) - fm,m(x)| < |fn,n($) - fn,n(xk” + ‘fn,n(xk) - fm,m(xk”
+ |fm,m(xk) - fm,m(I)VQOPt)(*)
< 2||$_ka+‘fn,n($k)_fm,m(-rk)| <2+4+e=3¢.

Daher existiert lim, oo fo,n(z) = f*(z) , und nach I1.1.4 ist f* € X* . Fiir m — oo in
(%) folgt | f*(x) — fan(z)| < 3e, also f € 2* und |f*(z)| < ||| wegen ||frnll <1 . O

I1.5.7 Satz: (Beschrinktheit und schwache Folgenkompaktheit) Ist X ein reflexiver
LNR, so ist eine Menge A in X genau dann beschréinkt, wenn jede Folge (2, )nen in A
eine schwach konvergente Teilfolge enthélt. Ferner ist die abgeschlossene Einheitskugel
in X schwach folgenkompakt.

Beweis: Sei sup,,cy ||zn|| < C < oo fiir eine Folge (2,)nen in X. Sei M der Abschluf von
span{x, | n € N} mit rationalen Koeffizienten. Dann ist M separabel. Ferner ist M nach
Lemma I1.5.3 als abgeschlossener Unterraum wieder reflexiv, und nach Lemma II1.5.5 ist
auch M* separabel. Die kanonische Abbildung J : M — M** bildet eine beschrinkte Folge
(n)nen in M in eine beschrinkte Folge (Jxp,)nen in M** ab. Wende den vorherigen Satz
auf M* an. Daher enthélt (Jx,)nen eine schwach™-konvergente Teilfolge (Jx,, )ren in
M**, d.h. (Jzn, (9))ken konvergiert gegen y(g) mit y € M™** fiir alle g € M*.

Nach Definition von J ist aber Jx,, (¢9) = g(xn, ), also ist (2, )ken konvergent in der
schwachen Topologie des abgeschlossenen Unterraumes M von X. Bildet man zu
beliebigem f € X* die Restriktion g = f|pr € X*, so ist g(zy, ) = f(xn,) und (f(zn,))ken
konvergent, d.h. (z,, )ren ist sogar schwach konvergent in X. Der Grenzwert dieser Folgen
ist nach Obigem gleich y(g) mit y € M**. Es gilt aber y = Jx mit x € M wegen der
Reflexivitdt von M , also konvergiert x,,, — x schwach.

Sei (2 )nen Folge in X mit ||z,| < 1. Nach dem Vorherigen existiert eine Teilfolge mit
Grenzwert € M. Nach dem Satz von Hahn-Banach (I1.3.1) existiert zu diesem x ein
f*e X* mit |f*(z)] = ||z|| und || f*|| = 1. Dann folgt

]l = [f*(x)| = lim [f*(zn,)] < (|7 limsup |z, || <1.
—00 k—s00

Es seien noch einige weitere Sétze angefiihrt (ohne Beweis, siehe dazu Rudin[8] und
Dunford-Schwartz[3]). Eine Ergénzung zu Satz I1.5.6 ist

I1.5.8 Satz: (Banach-Alaoglu). In jedem LNR X ist die abgeschlossene Einheits-
kugel von X* schwach®-iiberdeckungskompakt.

Die Aussage dieses Satzes ist allgemeiner als diejenige von Satz 11.5.6, denn dort ist X als
separabel vorausgesetzt. Der iibliche Beweis benutzt den tiefliegenden

I1.5.9 Satz: (Tychonoff). Das kartesische Produkt von kompakten Rdumen ist kom-
pakt.

Daraus ergibt sich zunéchst als Verstiarkung von Satz I1.5.6:

I1.5.10 Korollar: In einem reflexiven LNR ist die abgeschlossene Einheitskugel
schwach kompakt.
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Mit dem tiefliegenden

I1.5.11 Satz: (Eberlein-Smulian (s. z.B.Dunford-Schwartz[3], V.6.1) Sei A eine
Teilmenge eines Banachraums. Dann sind dquivalent:

e A ist schwach folgenkompakt

e Der Abschlul von A in der schwachen Topologie ist kompakt

Zusammengefafit 1483t sich zeigen:

I1.5.12 Satz: Fiir einen Banachraum X sind folgende Aussagen dquivalent:
e X ist reflexiv.
e Die abgeschlossene Einheitskugel von X ist schwach kompakt.

e Die abgeschlossene Einheitskugel von X ist schwach folgenkompakt.

Zur Ergénzung sei noch erwihnt

I1.5.13 Lemma: In einem reflexiven LNR ist jede schwache Cauchyfolge schwach
konvergent.

Eine wichtige Anwendung des Kompaktheitssatzes 11.5.6 ist

I1.5.14 Satz: (Hauptexistenzsatz fiir Variationsprobleme). Sei F' ein konvexes Funk-
tional auf einer abgeschlossenen und konvexen Teilmenge £ C X eines reflexiven LNR
X. Weiterhin erfiille F' die Eigenschaften

L lim, e F(z) =00 (z € E) . (Koerzivitdt) .
2. F ist nach unten stetig auf F, d.h.:

Aus  lim z, =2 folgt liminf F(z,) > F(z)

n—oo n—oo

Dann wird inf,cg F(z) angenommen.

Beweis: Betrachte fiir R > 0 die Niveaumenge
Lr(F)={x € E|F(zx) <R} .

Dann gilt inf,cp F(u) = inf{F(z) | + € Lr(F)} fiir ein R > 0. Die Menge Ly (F) ist
beschrinkt und konvex wegen der Koerzivitat von F' , und weil F' konvex ist. Die Menge
Li(F) ist ferner abgeschlossen, denn aus lim, o z,, = x, ,, € L (F), folgt

F(z) <liminf,, o F(z,) < R. Also ist Lr(F) schwach abgeschlossen nach Lemma 11.4.9 .
Sei (2 )nen eine Minimalfolge in Lg(F), d.h. lim, o F(zn) = infyer,r) F(u), dann
enthélt (x,)nen nach Satz I1.5.7 eine schwach konvergente Teilfolge (2, )ren mit

limy o0 Zn,, = ™ und © € Lr(F) wegen der schwachen Abgeschlossenheit .

Nach Bemerkung I1.4.11 existieren Konvexkombinationen der Form y; = Z;ﬂ:lm Bj1Tn,; der
(Tny )keny mit lim;_,o = 0o , die in der Norm gegen a* konvergieren. Weil F' nach unten
stetig und konvex ist, gilt dann

my

F(a*) < liminf F(y) = lilrgglfF(Z BjiTn,)
Jj=ni
< liminf sup F(zy;) <liminf (inf F(z)+¢),e — 0.

l—o0 nj>n; =0 z€E
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Also F(z*) < inf,eg F(x). O
Anwendungen dieses Satzes findet man z.B. in M.Struve [10], Abschnitt I.1.

Eine wichtige hinreichende Bedingung fiir die Reflexivitét ist

’ I1.5.15 Satz: (Milman) Jeder gleichméBig konvexe Banachraum ist reflexiv. ‘

Beweis: Gegeben sei £ € X** mit ||€||x+ = 1. Zeige die Existenz von x € X mit Jx = ¢,
d.h. £(f) = f(x) firalle feX*, |fll=1.
Sei also f € X*, ||fll =1 . Nach Definition von ||£||x+ = 1 existiert eine Folge (f5)nen in
X*mit fi =f, fllfallx»=1 und 1 >&(f,) >1— 2inN fiir allen € N . Fiir n € N sei
M, =span{B € R" | 5; = fi(z),z € B1(0),1 < i < n}. Zeige dann die Existenz von
2y € B1(0) mit f;(z,) = &(f;) =: @i, 1 < i < n. Annahme: Ein solches x,, existier nicht.
Dann ist der Vektor o = (a;)1<i<n & M,, . Nach dem Fortsetzungssatz (1.5.14) existiert ein
Funktional A auf R™, welches M,, und « trennt, d.h. A(a) =1, A(M,,) = {0}. In R™ ist A
durch (X\;); € R™ darstellbar, d.h. es gibt \;, 1 <i <n, mit Y ., iy =1,
Az) =37 \ifi(z) = 0 fiir alle 2 € By(0).
Also ist || f]|x+ = 0 und
0=¢&(f) =200 Mé(fi) = 2o i =1,

Widerspruch. Es folgt

1— 1 <&(fn) = falzn) < |lznll €1 und damit lim, e lza] =1 .
Fiir n > m folgt

1= <160l = | $alan +2m)| < |4 +2m)| < $0lall + loml) < 1,

daher auch || (z,, 4+ 2,)| — 1 fiir n,m — co. Wegen der gleichméfigen Konvexitét bilden
die (z,,)nen eine Cauchyfolge mit Limes = . Nach Konstruktion gilt

f(@) = fi(z) = lim_fi(z,) = lim £(f1) =&(f1) -

O

Als Anwendung dieses Satzes folgt, daf die Lebesgue-Réume L, (€2) und die Folgenrédume
l,, reflexiv sind.

Wegen seiner Bedeutung sei zum Abschluss der Satz iiber die schwach*-Kompaktheit fiir
den Fall der Lebesgue-Réume formuliert

I1.5.16 Satz: Es sei {f,} eine beschriankte Folge in L,(Q) ,
1 < p < oco. Dann existiert eine Teilfolge { f,, } und g € L,(Q), sodafl

ko0

lim /ank(x)go(x)d,u:/Qg(m)cp(x)du fir alle ¢ € Ly(2) ,

wobei 1/p +1/q =1 ist.
Im Falle p = 1 gilt die Aussage (Helly-Bray -Satz)

b
lim o(x)dpn, = / o(xz)dp fur alle ¢ € Cla,b]
)

ko0 a

fiir beschriankte Folgen {u,} in NBV][a,b], dem Dualraum von Cfa,b] , wobei das
Integral ist im Riemann-Stieltjes Sinne zu verstehen ist.

Beweis: Anwendung von Satz I1.5.7 auf die Raume L,(Q) = (Ly(Q))*,1/p+1/qg =1 fur
1 <p<oound NBVia,b = Cla,b]* im Fallep=1 .



Kapitel 111

OPERATORENTHEORIE

II1.1 KONJUGIERTE OPERATOREN

II1.1.1 Definition: Seien X, Y LNR und 7' : D(T) — Y linear und D(T) ein dichter
Teilraum von X . Sei ¢’ € Y*, und es existiere dazu ein 2’ € X* mit

(Tx,y') =9y (Tx) = 2'(z) =: (x,2") fiir alle x € D(T) .

(-, ) heifit Dualitidtspaarung auf X x X*. Dann setze Ty’ := 2’ und definiere dadurch
den konjugierten Operator T', d.h. D(T') C Y* ist die Menge aller ¢’ € Y*, fiir die
ein solches 2/ € X* existiert.

I11.1.2 Lemma:

1. T’ ist wohldefiniert und es gilt

(Tx,y') = (x,T"y') fir alle € D(T) , y' € D(T") .

2. T ist linear und abgeschlossen.

Beweis: 1.: Seien z}, 25 € X* mit 2} (z) = v/ (Tz) = x4 (x) fiir alle z € X. Dann gilt
(x,2)) = (Tx,y') = (x,xb) fiir alle x € D(T), also (x, 2} — z5) = 0, wegen der Stetigkeit
von x} — x4 gilt dies fiir alle z € D(T') = X, also =} = x},.

2.: Die Linearitét ist klar. Zur Abgeschlossenheit sei y/, — y € Y* eine Folge in D(T”) und
x, =Ty, — 2’ € X*, dann zeige 2’ = T"y’. Dies folgt aber aus

(Tz,y') = lim (Tz,y,) = nler;Q(x,T’y:L> = (x,2) .

n—roo

Bemerkung: Im Falle, dafl X und Y Hilbert-Réume sind, identifiziert man die
Dualrdume X*,Y™* nach dem Rieszschen Darstellungssatz (I.5.14) mit X bzw. ¥ und die
Dualitéitspaarung (-, -) mit den Skalarproduktn (-,-). Dann ist die obige Definition mit
Definition 1.5.15 des adjungierten Operators identisch.

93
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IT1.1.3 Satz: Seien X,Y LNR und 7 : X — Y linear. Dann sind dquivalent:
1. T ist stetig.
2. T e L(Y™*, X™) ist stetig.

Ist zusétzlich X Banachraum, so ist dazu dquivalent

1. T ist schwach folgenstetig , d.h. falls (x,,)nen Folge in X mit
lim,, oo (@, ') = 0 ist fiir alle 2’ € X*, so folgt lim, oo (Tzy,y’) = 0 fiir alle
y evY*r.

Beweis: 1. ¢ 2.: Wegen [T'/]| = Iy o TI| < /||| gilt 7] < 7], falls T stetig, Falis
T’ stetig ist, gilt nach Korollar I1.3.7:

I = sup [Ty = sup sup [T"y(z)|
Iy <1 [PAESYEIES!

sup sup |y (Tz)| = sup [[Tz|| = |T".
el <1 lly/ <1 el <1

2. = 3. : Es gelte D(T") = Y*. Dann gilt T'y’ = 2/ € X* fiir beliebiges ¢’ € Y* und

(Txp,y') = (xp, TyY) = (xp,2") -0 |, fallsz, -0, n - occ.

3. = 1.: Aus lim,,_, o ||z || = 0 folgt lim, o0 (zp,2’) = 0 fiir alle 2’ € X*, daher
Fy(xn) == (Tan,y') — 0 fiir alley’ € Y* |

d.h. F, ist stetiges lineares Funktional auf X fiir jedes y’ € Y*. Es gilt

|Ey (@) < |||y« | Tz]], also supy . <1 [Fy (@) < [|T2|| fiir alle € X, d.h. die Familie
F,,y" € Y* ist punktweise beschrénkt. Da X Banachraum ist, 148t sich das Prinzip der
gleichméBigen Beschranktheit (I1.1.1) anwenden und Korollar 11.3.7 liefert

00> sup sup |Fy(x)| = sup sup |y (Tz)|= sup ||Tz|=|T] .
ly'lI<1 flali<1 Iz <1 fly’l1<1 Izl <1

O

II1.1.4 Lemma: Seien X,Y,Z LNR und seien T € L(X,Y), S € L(Y, Z), wobei
D(T) =X, D(S) =Y. Dann ist ST € L(X,Z) und (ST) =T'5".

Fiir Id € L(X) gilt Id' = Id € L(X*, X*).

Hat 7T eine beschriinkte Inverse T—! auf ganz Y, so hat (1”)~! eine beschrinkte Inverse
auf ganz X* mit (7')~' = (T~1)" .

Beweis: Sei 2’ € Z*. Dann gilt fiir alle x € X
(2, T'S'2'y = (Tx, 5%y = (STx,2") = (z,(ST) %) .

Weiterhin gilt (z, Id'2’) = (Idz,2') = (z,2'), also Id'2’ = 2’, d.h. Id = Id’'. Wende dies an
auf § = T~' € L(Y, X). Dann gilt Id = Id' = (TT~'Y = (I~ 'Y'T’, d.h. (T ist
Linksinverse zu T”. Analog zeigt man, da8 (T~!)" Rechtsinverse ist. O

Als Verallgemeinerung des Begriffs des orthogonalen Komplements im Hilbert-Raum
definiert man nun

III1.1.5 Definition: Sei M ein linearer Unterraum von eines LNR X und N ein linearer
Unterraum von X *. Dann sind der Annihilator M+ von M in X* und der Annihilator
1N von N in X definiert durch

MLt = {z*e X" | (x,2") =0 firalle z€ M } |
iy = {ze X |{x,2") =0 fiiralle z* € N} .
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ITI1.1.6 Lemma:
1. LN ist abgeschlossen in X.

2. M+ ist schwach*-abgeschlossen in X*.

w

. (M) ist gleich dem Abschlu M von M in X.
4. (tN)* ist der schwach*-Abschlu8 von N in X*.

Beweis: Wir beweisen nur die ersten beiden Aussagen , die spiter benttigt werden.

1.: Sei (2, )nen Folge in * N mit lim,, o ||z, — || = 0 fiir ein € X . Fiir alle z* € N gilt
dann
[z, 2")| = [{z — zn,2")| < [[2"||l2n — 2] = 0
fiir n — oo, also z €+ N.
2.: Sei (y )nen Folge in M+ mit (z,y%) — (z,y*) fiir alle z € X und ein y* € X*. Fiir alle
w € M und beliebiges x € X gilt
(x,y™y = lim (z,y;) = lim (x —w,y)) = (x —w,y") = (z,y") — (w,y*) ,
n—roo

n—oo

also (w,y*) =0 fiir alle w € M, also y* € M+ . O

Im folgenden soll die Losbarkeit von Operatorengleichungen studiert werden. Die
grundlegenden Begriffe dazu sind

Bemerkung: Ein linearer Operator T ist per Definition surjektiv, wenn R(T) =Y und
offensichtlich genau dann injektiv, wenn N (T') = {0} gilt.

Im folgenden sollen daher Nullraum und Bildraum mit Hilfe des konjugierten Operators
charakterisiert werden, um letztlich die Losbarkeit von Operatorengleichungen zu
studieren.

IIT1.1.7 Lemma: Seien X,Y LNR und 7': X — Y linear mit D(T) = X .
1. Esist N(T") = R(T)* .
2. Falls T zusitzlich stetig ist, so gilt N(T) = +R(T") .

Beweis: Es gelten
NT) = {yeY* | Ty=0}={y eY" | (,T"y) =0 fiir alle x € D(T)}
= {y eY" | (Tz,y)=0fiir alle x € D(T)}
{y €eY* | (2,4)=0fiiralle z € R(T) } = R(T)*

und
NT) = {zeX | Tx:O}(;){xeX | (Tz,y')=0firalley € Y* }
= {zeX | (x,Ty)=0firaley € Y* } == R(T),
wobei bei () Korollar I1.3.6 angewendet wurde. O

Als erstes Ergebnis der oben angestrebten Art erhalten wir dann

II1.1.8 Satz: Seien X,Y Banachriume und sei T € L(X,Y). Dann gilt

1. T” ist injektiv genau dann, wenn R(T) =Y gilt.
2. T ist injektiv, falls R(T”) schwach*-dicht in X* ist.
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Beweis: 1.: Es gilt (T'z,y') = 0 fiir alle x € D(T) , v’ € R(T)* .
< Seiy €Y' . DaR(T) =Y, gibt es zu jedem y € Y eine Folge (z,,) € X mit

(y,9/) = nliigo(T:z:n,y') =0 fiiralle yeY .

Also ist ¥ = 0 und damit N (7") = R(T)* = {0} nach Lemma IIL.1.7. d.h. T” ist injektiv.
= Ist umgekehrt R(T') # Y, so liefert der Fortsetzungssatz von Hahn-Banach (I1.3.4) die
Existenz eines y{, € Y* mit (z,y() =0 fiir alle z € R(T) und (20, y)) # 0 fiir ein

20 € R(T). Daher ist y) € R(T)*, jedoch y} # 0, d.h. es ist R(T)* # {0} . Wieder nach
Lemma II1.1.7 ist 77 dann nicht injektiv.

—%

2.: Sei der schwach™-Abschlul R(7”) = X* , d.h. fiir beliebiges 2’ € X* existiert eine
Folge (yy,)nen mit

(2, Ty) = (z,2}) = (2,2') fiiralle z € X .

Nun sei z € *R(T") , d.h. (z,T'y’) = 0 fiir alle y € Y*. Wihle nun in () z := 2. Dann
folgt 0 = (z, ') fiir x € R(T") und alle 2’ € X*. Nach Korollar I1.3.6 folgt = = 0 und
damit YR(T") = N(T) = {0} nach Lemma II1.1.7 . Also ist T injektiv. O

Dieser Satz kann zu einer eleganten symmetrischen Aussage verschérft werden. Dazu mufl
man aber erheblich mehr arbeiten. Lemma IT1.1.7 muf} ergéinzt werden. Das Gegenstiick zu
Teil 2. lautet:

I11.1.9 Lemma: Sei T stetig auf D(T) = X. Dann gilt R(T) = LN (T").

Beweis: Sei y = Tx € R(T). Fiir y’ € N(T”) gilt "y’ = 0 und daher

y'(y) =y (Tz) = (T"y')(xz) = 0, also R(T) C* N(T"). Nach Lemma I1.1.6 ist ~ N (T")
abgeschlossen, also auch R(T) C*+ N (T").

Zeige nun umgekehrt y ¢ R(T) = y ¢~ N(T"). R(T) ist ein abgeschlossener Unterraum
von Y. Sei y ¢ R(T). Nach dem Satz von Hahn-Banach (II.3.1) existiert ein ¢’ € Y* mit
Yy (R(T)) = {0} und ¢'(y) # 0. Insbesondere ist y'(Tx) = 0 fiir alle x € X , also

y' € N(T"). Daher ist y ¢+ N(T"), da y'(y) = 0 gelten miifite. O

Am schwierigsten ist das Gegenstiick zu Teil 1. zu beweisen, da das direkte Analogon
R(T") = N(T)* nicht immer gilt.

II1.1.10 Satz: Seien X,Y Banachriume und T' € L(X,Y"). Ist R(T) abgeschlossen in
Y, so gilt R(T') = N(T)*. Speziell ist R(T") abgeschlossen in X*.

Zum Beweis zeige zuerst

II1.1.11 Lemma: Seien X,Y Banachrdume und 7' € L(X,Y) habe abgeschlossenes
Bild. Dann existiert ein K > 0, soda$ fiir alle y € R(T) ein & € X existiert mit Tz =y
und [|lz| < Klly|.

Beweis: Der Quotientenraum X /N (T) ist mit der Norm
|z 4+ N(T)| := dist(z, N(T)) (z+N(T) e X/N(T)) (%)

ein Banachraum. Ist 7 : X — X/N(T) , = — x+N(T), so ist die sog kanonische
Projektion
T:X/NT)— R(T) , Tx+N(T):=Tz

wohldefiniert, bijektiv und stetig, und es gilt 7' = T o 5.[U]. Nach dem Satz von der
beschriinkten Inversen (I1.1.7) ist 7! ebenfalls stetig. Sei nun y € R(T) und 7 € X mit
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Tz =y. Nach (%) gibt es ein g € N(T) mit ||z —g|| < 2|z +N(T)|| . Fiir z := = — g folgt
dann Tz = y und

IN

2|z + N(T)|| = 2|7~ T (« + N (T)]|
= 2|77 Tal| = 2Ty < |T7Y| Iyl = K llyll -

]

O

Beweis von Satz II1.1.8: Fiir 7"y’ € R(T") gilt T'y'(z) = y/(Tz) = 0 fiir z € N(T), also
R(T") € N(T)*. Sei nun 2’ € N(T)*. Betrachte die wohldefinierte lineare Abbildung

ZR(T) — K , Tz a(z).

Dann ist 2z’ stetig, denn ist K eine Konstante wie in Lemma III.1.11, so gilt fiir y € R(T)
und passendes x mit Tz =y

Z W) = @) < l2'llllzll < 2’| K [yl -

Setze 2’ zu y’ mit dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach (I1.3.4) fort. Dann gilt fiir alle
zeX

o' (x) = 2 (Ta) =y (Tx) =Ty (x) ,
also o' = T"y', was N (T)+ C R(T") zeigt. O

Ergénzend zu Satz I11.1.8 gilt:

II1.1.12 Satz: (Satz vom abgeschlossenen Wertebereich) Seien X,Y Ba-
nachrdume und sei T' € L(X,Y’). Dann sind folgende Aussagen #iquivalent:

1. R(T) ist abgeschlossen.
) = “N(T).

(

2. R(
3. R(T") ist abgeschlossen.

(

?\]

T

q;

CR(T) = N(T)* .

Beweis: 1. <2.: folgt direkt aus Lemma II1.1.6 und III.1.7 . 1.
= 3. und 1. = 4.: Folgen aus Satz II[.1.8 .

Bemerkung: Im Falle reflexiver Riume X und Y folgt durch ihn auch die Umkehrung.
Denn auf T* statt T liefert er zunéchst die Abgeschlossenheit von R(7T**). Sind nun J
bzw. K die kanonischen Abbildungen von X nach X** bzw. Y nach Y**, so gilt

T** = KoToJ ! (s. Beweis des Satzes von Schauder (I11.2.4) im niichsten Abschnitt)
bzw. T = K~ o T** o J. Daraus folgert man leicht, dafl R(T") abgeschlossen ist. Konkret:
aus lim,, oo Tz, =y € Y folgt y = Tz mit x = J lw,w € X** und T**w = Ky.
Beziiglich eines vollstindigen Beweises s.Werner [10, Theorem IV.5.1].

Nun zur angekiindigten symmetrischen Aussage iiber die Losbarkeit einer
Operatorengleichung;:

II1.1.13 Satz: Seien X,Y Banachriume und sei 7' € L(X,Y). Dann gelten
1. T’ hat genau dann eine stetige Inverse, falls R(T) =Y ist.

2. T hat genau dann eine stetige Inverse, falls R(T”) = X* ist
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Beweis:1.: < Nach Satz III1.1.7 ist 7" injektiv und nach Satz IT1.1.12 R(T") abgeschlossen.
Dann ist 77 : Y* — R(T") bijektiv von Y* auf den Banachraum R(7”) und daher (7")~!
nach dem Satz von der beschrénkten Inversen (II.1.7) stetig.

= Sei T” injektiv und (7”)~! stetig. Dann ist R(T”) abgeschlossen in X*. Denn ist

2!, — x € X* Folge in R(T"), so gilt (T")~ta!, — y' € Y* wegen der Stetigkeit von (7).
Da T” injektiv ist, gilt aber T"2’ = 1/, also ist R(T") abgeschlossen. Nach Satz I11.1.12 ist
dann auch R(T') abgeschlossen, und Satz I11.1.8 ergibt R(T) =Y, also R(T) =Y.

2.: = Wenn T eine stetige Inverse hat, ist R(T") mit dem gleichen Argument wie eben
abgeschlossen. Nach Satz I11.1.12 ist R(T”) abgeschlossen als auch schwach®-abgeschlossen
und es gilt R(T') = N(T)* gilt. Wegen der Bijektivitit von T gilt N'(T) = {0} , also
R(T') = N(T)*+ = X*.

< Sei R(T") = X*. Nach Satz IL.1.7 ist T injektiv. Nach Satz I11.1.12 ist R(T)
abgeschlossen, also T' bijektiv von X auf den Banachraum R(T'). Wieder zeigt der Satz
von der beschrinkten Inversen (I1.1.7) die Stetigkeit von T1. O

Bemerkung 1: Im Hilbertraum sind die Sétze I11.1.12 und II1.1.13 viel einfacher zu
beweisen, wenn statt des konjugierten Operators T” der adjungierte Operator T™*
genommen wird. In der Tat folgen aus den Beziehungen R(T) = N (T*)* und

R(T*) = N(T)* von Lemma 1.5.18 sofort die Aquivalenzen 1. < 3. und 2. < 4., und aus
N(T*) = R(T)* folgt direkt, daB8 R(T") = N(T*)* genau dann gilt, wenn R(T’)
abgeschlossen ist, d.h. 1. < 2. in Satz II[.1.11 . Ebenso ist Satz I11.1.12 eine direkte Folge
von Lemma 1.5.7 .

Bemerkung 2: Andererseits lassen sich Satz I11.1.11 und Satz II1.1.12 auch auf
abgeschlossene Operatoren in Banachrdumen erweitern (s. Yosida, Kapitel VIL5).

Bemerkung 3: Im Falle kompakter Operatoren werden diese Aussagen im Rahmen der
Riesz-Schauder-Theorie (s. Abschnitt IV.3) erheblich verschérft:

1. Es sind R(T), R(T*) immer abgeschlossen, sodaf} statt Satz I11.1.12 punktweise
Aussagen moglich sind,

2. Die Nullriume N (A — T'), N(AI — T*) haben fiir A # 0 endliche Dimension.

II11.2 KOMPAKTE OPERATOREN

II1.2.1 Definition: Seien X,Y LNRund T : X — Y linear.

a) T heifit kompakt , falls jede beschréinkte Menge M C X durch T in eine prikom-
pakte Menge T'(M) abgebildet wird.
Sei K(X,Y) die Menge aller linearen kompakten Operatoren T : X — Y .

b) T heifit heiit vollstetig , falls fiir jede schwach konvergente Folge {z;, }nen die
Bildfolge {Tx, }nen eine stark konvergente Teilfolge besitzt.

Zunichst sei bemerkt, dafl ein kompakter Opereator T automatisch stetig ist, denn

T(B1(0)) ist prakompakt bzw. total beschréankt und daher auch beschrénkt.
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IT1.2.2 Satz: Sei X LNR, Y Banachraum und 7' : X — Y linear. Dann gelten
a) Folgende Aussagen sind fquivalent:
1. T ist kompakt.

2. T(B1(0)) ist eine kompakte Menge in Y .

3. Fiir jede beschriinkte Folge (2, )nen in X existiert eine konvergente Teilfolge
(T'Tnk )kEN-

b) Ist T kompakt, so ist T vollstetig.

c¢) Ist X zusiitzlich reflexiv, so ist T € L(X,Y) kompakt genau dann, wenn T voll-
stetig ist.

Beweis: a): Ist T kompakt, so ist T'(B1(0)) prikompakt und abgeschlossen, also eine
kompakte Menge, d.h. 1. impliziert 2..

Sei T'(B1(0)) kompakt und (z,)nen Folge mit ||z,|| < R < co, n € N. Dann liegen Tz, in

R-T(B1(0)). Nach Satz 1.3.23 ist R-T(B1(0)) folgenkompakt, d.h. 2. impliziert 3..

Gilt 3., so ist T(B1(0)) prikompakt nach Satz 1.3.23 , also T kompakt.

b): Es gelte x,, — x schwach, d.h. f(z,, —x) — 0 fiir alle f € X*. Zu zeigen ist
Yn =Tax, >y :=Tx. Ist g€ Y* soist f:=goT € X* und es folgt

9yn —y) =goT(xp —x) = f(x, —2) =0,

d.h. y, — y schwach. Wiirde y,, nicht stark gegen y konvergieren, so existierte eine
Teilfolge y,,, mit ||yn, — y|| > € fiir ein € > 0 . Andererseits folgt nach Korollar 11.4.16 aus
der schwachen Konvergenz die Beschrianktheit der x,,. Da T kompakt ist, gibt es eine
konvergente Teilfolge Ynu, mit Limes y. Widerspruch.

¢): Dazu ist nur die Umkehrung zu b) zu zeigen. Sei (2, )nen beschrinkt. Weil X reflexiv
ist, hat (z,) nach Satz I1.5.7 eine schwach konvergente Teilfolge. Ist T' vollstetig, so werden
schwach konvergente Folgen (z,,)nen in stark konvergente Folgen (T'z,,),en abgebildet.
Nach 1. ist also T" kompakt. O

IT1.2.3 Satz: Seien X,Y Banachrdume. Dann gilt
1. K(X,Y) ist abgeschlossener linearer Teilraum von L(X,Y)

2. Ist Te K(X) und S € L(X) , so sind
TS € K(X) und ST € K(X) .

Beweis: 1.: Sei (T}, )nen Folge in K(X,Y) und lim,_,o [|T, —T|| =0 fiir ein T' € L(X,Y).
Zeige nun, dafl T kompakt ist. Sei (2, )men Folge in X mit ||z,,] < 1. Jedes T, ist

kompakt, dann existieren Teilfolgen (ac,(n,z)keN, sodafl limy,_, o0 Th, (ngf,z) = y,, wobei

(mﬁ,’f,z)keN Teilfolge von (chg,:l))keN ist. Dann existiert eine Diagonalfolge (ng,Z)keN mit

limp o0 Tn(ngZ) = yn. Dann zeigt man, daf} die Folge {y,,} konvergiert. Dazu betrachte

lYn —ymll < llyn — Tn(ﬂfgf,)e)ﬂ + ”Tn(ng,)) - Tm(xgr’fz)"
—0

1T = Tl | = 0+ [T () = gl = 0 -
—_————

A

mi

—0

Also ist (yn)nen eine Cauchyfolge, und es gibt ein y € Y mit lim, o yn = y. Wegen

1720 =yl < T = T) (@Gl + 1T (@) = yll + llyn —yll = 0
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gilt limy_, Tx,(q]i,z =y, indem man erst n und dann k — oo betrachtet.

2.: Sei B := B1(0) und (z,)nen eine Folge in B. Es ist auch S(B) eine beschrinkte Menge
und daher (Sz,)nen beschrinkt. Da T kompakt ist, existiert eine Teilfolge (Szp, )ken,
sodafl T'(Sxy, ) = (T'S)(xy, ) konvergent ist. Nach Satz I1.2.2 ist also T'S € K(X).

Im zweiten Fall beachte, dal T'(B) nach Satz I11.2.2 eine kompakte Menge ist. Da stetige
Abbildungen kompakte Mengen in kompakte Mengen abbilden (Satz 1.1.23), ist auch
S(T(B) ) kompakt. Zeige nun S( T(B) ) = S(T(B)), dann ist die Behauptung bewiesen.
Sei dazu y € S(T(B)). Dann ist y = Sz mit z = lim, o0 2n, 2, € T(B), also auch

y = lim, o Sz, = lim,_, STw, mit w, € B , also y € ST(B).

Sei umgekehrt y € S(T(B)). Dann gilt y = lim, oo STw, = lim, o Sz, mit

zn = Twy, w, € B. Da T kompakt ist, existiert eine Teilfolge (2, )ren in T(B) mit

limg_yo0 2n, = 2, also z € T(B). Dann gilt y = limy_,oc Sz, = Sz, d.h. y € S(T(B)). dJ

Bemerkung: Teil 2 dieses Satzes kann man auch unter den allgemeineren Vorausetzungen
TeK(ZY) und Se€e L(X,Z) bzw. T € L(X,Z) und S € K(Z,Y) beweisen. Dies sei
dem Leser iiberlassen.

II1.2.4 Satz: (Schauder, 1930). Seien X ein LNR, Y ein Banachraum und
T e L(X,Y) . Dann gilt

T € K(X,Y) genau dann, wenn 7" € K(Y*, X*) .

Beweis: Sei T kompakt. Dann ist K = T'(B1(0)) ein kompakter metrischer Raum. Sei
(y})nen eine durch ein ¢ > 0 beschrinkte Folge in Y’. Dann ist die Folge

(frn)nen := (Y, |k )nen stetiger Funktionale auf K durch ¢ beschrinkt und gleichgradig
stetig, wie man aus

|fu(y1) = Faly2)] = lyn (v — vl < llynll lyr —vall <cllyr —w2ll  (y1,92 € K)

folgert. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli (1.3.26) existiert eine auf K konvergente Teilfolge
(fnx )ken. Daher gilt

1T Yy, = Ty, | = Py <1 [T7Yn, (2) = Ty, ()] = supypy <1 Y5, (T2) — vy, (T2)]|

= SUpP| |z <1 |(fnk - fnl)(Tx)l < SUPye K ‘(fnk(y) - fm)y| — 0 fiir k1 — o0,
d.h. (T"y;,, Jren ist eine Cauchyfolge in X'. Also ist sie auch konvergent, und nach Satz

11.2.2 ist 77 kompakt.

Sei umgekehrt 77 kompakt. Dann ist nach dem ersten Teil auch 7" auf X** kompakt und
T"(B7*) prikompakt. Seien J die kanonische Abbildung von X nach X** und Q die
kanonische Abbildung von Y nach Y**, so gilt fiir alle y/ € Y*, 2z € X

W, Q(Tx)) = (Tz,y) = (&, T"y)) =(T"Y, Ja)) = (y,T" Jz)) .
Es folgt nach Teil 2. des vorigen Satzes, dafi QT = T".J kompakt ist und daher
QT (B1(0)) =T"J(B1(0)). Weil J eine Isometrie ist, gilt weiter QT (B1(0)) C T"(B7*) .
Daher ist QT (B1(0)) prikompakt, und weil @ auch eine Isometrie ist, auch T'(B1(0))
prakompakt, d.h. T" kompakt. 0

Wir kommen zur Charakterisierung kompakter Operatoren durch ’einfache’ Operatoren.

II1.2.5 Definition: Seien X,Y zwei LNR. Ein Operator T € L(X,Y) heifit von
endlichem Rang n , falls dimR(T) = n ist.
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I11.2.6 Lemma:

1. Jeder lineare Operator vom Rang n 148t sich darstellen als
Tz =", Ni(x)y;, wobei \; : X — K linear und span(y;)1<i<, = R(T) ist.
T ist genau dann stetig, wenn Aq1,---, A, stetig sind.

2. Stetige Operatoren von endlichem Rang n sind kompakt.

Beweis: [U].

Bemerkung: Nach Satz I11.2.3 ist auch der Grenzwert (in L(X,Y")) von Operatoren von
endlichem Rang kompakt. Fiir Anwendungen ist die Frage interessant, wann die
Umkehrung gilt, d.h. ob kompakte Operatoren immer durch Operatoren von endlichem
Rang approximiert werden kénnen.

Bevor wir diese Frage behandeln, betrachten wir konkrete Beispiele:
Fir Q7 € R™, Qo C R™ offen und beschrankt definiere den Integraloperator
feLr(Q) — Tf durch

Tf(x):= K(z,y)fly) dy , € mit Kern K (z,y) auf Q1 x Q5 .
Ql
Solche Integraloperatoren entstehen z.B. durch Umformulierung eines Randwertproblems
mittels Greenscher Funktion. Die Frage ist nun, welche Bedingung an K zu stellen ist,
damit T wohldefiniert ist, nach L?(€;) abbildet stetig ist. Berechne dazu mit der
Holder-Ungleichung
a a
dm)

1T flags = ( /

K(z,y)f(y) dy
Qs

1

1 19 7
< ([ (] imear a)” ([ s a)’| a)
Ql QQ 92
< AKlpg [1flp00
mit % + z% =1und || K|p,q = || | EK(z1,22)|p,01lq,0.- Aus der Beschranktheit von || K||p.q

folgt also die gewiinschte Stetigkeit von 7. Damit 148t sich auch die Kompaktheit zeigen:

II1.2.7 Satz: Unter obigen Voraussetzungen an K und || K| < oo ist obiger Integral-
operator stetig und kompakt von LP(Qs) — L%(£21) mit Norm
1T < 1KTlp,g = Il 1K (21, 2) [l .02 llg,00 -

Der Beweis der Kompaktheit geschieht durch Approximation von K durch
Treppenfunktionen und anschlieender Anwendung von Lemma II1.2.6 und Satz 111.2.3 .

Im Fall eines Hilbertraums (p = ¢ = 2) nennt man kompakte Integraloperatoren auch
Hilbert-Schmidt- Operatoren . In diesem Falle gilt zunéchst schérfer

II1.2.8 Lemma: Sei T ein Operator wie in Satz II1.2.7 fiir p = ¢ = 2 und {uy, }nen
ein beliebiges vollstindiges Orthonormalsystem fiir L2(£23). Dann gilt

o0
20 <Y | Tun|

n=1

[T

2,Q9 -

Beweis: Fiir festes x bilde die Fourier-Koeffizienten des Kerns
an(z) == fQ2 K(x,y)u,(y) dy als Funktion auf 5. Die Parseval-Identitét gibt dann

/ Ky dy =S an(x)
Q2 n=1

@@= 3| [ Kt bf

=1
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und somit

/ / (z,9)|? dy ds = Z/ ‘ K(z,y)un(y dy‘ Z 1 Tun3 0, -
Qq JQo 0 Qo n=1

Damit 148t sich folgender Satz zeigen:

II1.2.9 Satz: Eine stetiger Integraloperator T wie oben auf L?() in sich (also mit
X =Y =L*9Q), p=q = 2 ist genau dann kompakt, wenn fiir eine beliebige Or-
thonormalbasis (u;);en von L?(£2) die Reihe Y o7, ||Tun||%2’Ql konvergiert. Die Norm
erfiillt dann ||T|% < 220:1 HTunH%Qﬂ1

Beweis: Wir beweisen nur die Kompaktheit. Dazu sei {uy, }nen ein Orthonormalsystem
fiir L2(Q2) und Apu = > i (usug)Tuy. Wegen uw =322 ) (u, uj)u; folgt dann

8

n o0

2
17w = Al = | 3 ()T Zuu] ruy| < (3 ()] (7))
Jj=1 Jj=1 j=n+1
oo o0 o0
< > Mwu)lP X0 Tyl <l Y Ty
j=n+1 j=n+1 j=n+1
Damit folgt fiir die Operatornormen
o0
IT=Au2< 3 TP =0, n—o0,
j=n+1

und die Behauptung folgt nach Satz I11.2.3 .

Bemerkung: Im Falle symmetrischer kompakter Operatoren auf Hilbertriumen wird in
Abschnitt IV.2. gezeigt, daf sie iiber ihre Eigenfunktionen eine abzdhlbare
Orthonormalbasis liefern, sodafl dann _ |\;|* < oo fiir die Eigenwerte gilt. Allgemeiner
kann man die Klasse der Operatoren in L(X), X = Banachraum, mit

Y IAj|P < 00,1 < p < 0o betrachten. Speziell die Klasse mit Y [A;] < oo heifit Spurklasse
und ist ein Spezialfall der Klasse der nuklearen Operatoren (nach Grotendieck).

II1.2.10 Definition: Seien X,Y Banachriume und Folgen {z}} C X* {y,} C Y und
Zahlen A, € K mit Y |\,| < co gegeben. Dann heifit T definiert durch

z := lim Z)\ x, 20y, €Y firalle re X

N —oco

nuklearer Operator auf X nach Y.

Man kann zeigen, daB nukleare Operatoren kompakt sind (Ubung). Sie verallgemeinern
klarerweise die Fourier-Orthogonalreihen aus Abschnitt I.5.

Einen besonders wichtigen Spezialfall bilden kompakte FEinbettungen.

II1.2.11 Definition: Seien X,Y Banachridume und X C Y, sodafl die Einbettung
stetig ist, d.h. die Normen erfiillen || f|ly < C|/f||x. Hat unter diesen Voraussetzun-
gen jede in || - ||x beschrinkte Folge eine in || - ||y konvergente Teilfolge, so heifit die
Einbettung I : X — Y kompakt.

Bemerkung: Nach Satz I11.2.2 ist diese Definition konsistent zu Definition I11.2.2. Ist
T:Y — Y ein weiterer stetiger Operator, so ist ' =T oI : X — Y kompakt nach Satz
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111.2.3. Die Einbettung I : X — X ist aber nicht kompakt, falls X unendlichdimensional
ist.

Zentrale Satze iiber kompakte Einbettungen von Hélder- und Sobolev-Réumen sind:

II1.2.12 Satz: Sei (2 C R" offen und beschrénkt und seien
kl,kQ >0, 0<a,as <1 mit ki+ oy > ko + as .
Im Fall k; > 0 gelte zusiitzlich, dafl zu je zwei Punkten 1,25 € €2 eine (stiickweise
differenzierbare) Kurve ~(¢) mit v(0) = 2o , v(1) = 21 gibt, fiir deren Linge gilt
fol |¥(t)| dt < Clxy — 2] , wobei C' nur von 2 abhéingt.
Dann ist die Einbettung der Holder-Réaume C*1:21(Q) — C*2:92(Q) kompakt.

II1.2.13 Satz: Sei ) C R™ offen und seien
my>me >0 und 1 <pg,pp < oo.

1. Gilt mq — Ql =mg — p% , so existiert die Einbettung

H6n1471 Q) — HS”Q’M () und ist stetig.

2. Ist ©Q beschrankt und my — ;‘—1 > mo — p% , S0 existiert die Einbettung

H"™ P (Q) — Hy"™"?(Q) und ist kompakt.

3. Ist Q beschrinkt und erfiillt die Kegelbedingung , d.h. zu jedem x € Q gibt
es einen Kegel C, mit Spitze « , der ganz in Q liegt und unabhéngig von z«
kongruent zu einem festen Kegel C' ist. Dann gelten obige Aussagen auch fiir
H™P gtatt nur fiir Hy"" .

I11.2.14 Satz: Sei Q2 C R™ offen und beschrénkt,
m>1,1<p<oo, k>0 und 0<a<1.

1. Gilt m— % =k+a und 0<a<1,soexistiert die Einbettung
Hi"P(Q) — CH2(Q) und ist stetig.

2. Gilt m— % > k 4 « , so existiert die Einbettung
H{"P(Q) — C*2(Q) und ist kompakt.

3. Erfillt Q die Kegelbedingung, so gelten obige Aussagen auch fiir H™P statt
fir H)"? .

Beweise: s. Alt [1].

Ein konstruktiver Zugang zu solchen Kompaktheitsaussagen ergibt sich durch
Konstruktion von geeigneten Operatorenfolgen Iy von endlichem Rang N mit der
Eigenschaft (r > 1,p > q)

1f = In(F)llpe < C(r,p,q, QN0 N Do, q (+)

la=r

fir alle f € C§°(£2), wobet || - ||p,o die Norm von L,(€2) bedeutet. Es gilt dann

II1.2.15 Lemma: Gibt es Operatoren wie oben mit Eigenschaft (x), so gilt Teil 2.
von Satz I11.2.13.

Beweis: Aus () folgt nimlich fiir r —n/q > —n/pund p > g, also r > 0,

wp W= Iv(lbe _

reogr@ Mg (rop, q, Q)N /aP) i alle f € G (Q)
6 ,q,
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mit || - ||rq,0 als Norm von Hy?(Q2). Da C5°(Q2) dicht in Hjy(Q) ist, folgt daraus

I —In|| — 0,N — oo, in der Operatornorm von L(H{y9(Q), L,(2). Nach Satz I11.2.3 und
Lemma II1.2.6 ist dann I als Einbettung von H?(2) in L,(€2) kompakt. Den
allgemeineren Fall von Satz I11.2.13 kann man auf diesen zuriickfiithren. Man nehme

7 =my —ma,q = p1,p = p2 und betrachte D* als Abbildung von H)"?(Q2) in
H"™ 7" 9Q) = Hy?(Q2). Dann ist D fiir jedes || < may stetig und D" - I nach Satz
I11.2.3 und Lemma I11.2.6 kompakt als Abbildung von Hy""P*(Q) in Ly, (). Ubersetzt
man dies in Aussagen ber Folgenkompaktheit, so bedeutet dies, daf3 die Identitdt von
Hy"PY(Q) in H)"™P?(Q2) kompakt ist. O

Bemerkung: Operatoren [y vom Rang N, die die Identitit im Sinne von (x)
approximieren, ergeben sich bei Hilbertrdumen automatisch aus einem Orthogonalsystem.
Im Falle von Banachrdumen ist eine natiirliche Erweiterung das Konzept eines
Biorthogonalsystems. , das weiter unten vorgestellt wird.

Andere Beweise fiir die obigen Sétze findet man bei Alt [1]. Wir behandeln nun das
angesprochene Problem der Umkehrung der Aussage von Lemma I1.2.6 . Dazu bené6tigen
wir den wichtigen Begriff einer Schauder-Basis.

I11.2.16 Definition: Sei X ein LNR. Eine Folge (ex)reny in X heift Schauder-
Basis von X, falls es zu jedem x € X eindeutig bestimmte aj € K gibt, sodafl
lim,, o0 Zzzl aier = x in der Norm von X gilt.

Die Abbildung = — (o )ren ist wohldefiniert und liefert durch Agx(z) := «y lineare
Funktionale A auf X. Diese haben per Definition die Eigenschaft Ai(e;) = 0k ;, die wir
biorthogonal nennen. Dazu

II1.2.17 Definition: Sei X ein Banachraum. Ist (f,),en eine Folge in X, so heifit
eine Folge ()\;)ien in X* dazu biorthogonal | falls \;(f,) = & gilt. In diesem Fall
heifit ((fn)neN, (Ai)ieN) biorthogonales System.

Falls ein biorthogonales System existiert, so miissen seine Elemente (f,,)nen linear
unabhéngig sein, denn

g=2 Bifi=0 = 0=X(9) =22, Bide(fi) = Br.
Genauso folgt die lineare Unabhingigkeit der (Ag)ren. Aus ihrer Existenz folgt aber
umgekehrt noch nicht, dal die (f,,)nen selbst eine Schauder-Basis bilden. Wir untersuchen
deshalb den Zusammenhang beider Definitionen genauer.

Zunéchst bemerken wir, dafy die A\g lineare Operatoren

P,x = Z Ak (z)eg
k=1

mit der Eigenchaft

P, (P,x) Z Z)\j(:c ZZ x)0, jex = Po(x)
k=1 k=1j5=1

j=1
definieren. Diese Eigenschaft haben die P, mit der orthogonalen Projektion aus Definition
1.5.6 gemeinsam (s. Lemma 1.5.9), und wir fithren ein:

I11.2.18 Definition: Sei X ein LNR. Ein linearer Operator P : X +— X heifit Pro-
jektor bzw. Projektion , falls P2 = P , oder dquivalent dazu Plrpy =1Id .

Es gilt derfolgende Satz:

II1.2.19 Satz: Ist (eg)ren eine Schauder-Basis in einem Banachraum X, so sind die
Funktionale Ay linear und stetig und bilden ein biorthogonales System zu den (eg)ren-
Ferner sind die Normen der Projektionen P, gleichméflig beschrankt.
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Beweis: Definiere den Folgenraum
Xoo = {07 = (ag)ken | T := nhﬂn;o sp(d) € X} mit  s,(a) := Zakek .

Versehe X, mit der Norm ||&|| x.. = sup, ey ||$n(&)|| und definiere den Operator
T: Xo — X durch T(@) := limy,— 00 S, (@). Dann ist | T(&)| < ||d]lx.,, also
T € L(Xoo, X).

Nun ist (ex)ren per Definition genau dann eine Schauder-Basis, wenn T bijektiv auf X ist,
also T~1 auf ganz X existiert. Wenn wir zeigen, da8 X, unter der angegebenen Norm
vollstéindig ist, ist auch 7! nach dem Satz von der stetigen Inversen (I1.1.7) stetig und es
gibt ein C mit ||T71|| < C, d.h.

sup [|s, (@)]| = sup || A(@)ex|| < Ol -
neN 1
Daraus folgt zunéchst der erste Teil der Aussage wegen
[Ae(@)| llexll = [An(@)exll = lIsk(z) — sp-1(2)]| < 2C]|
d.h. es gilt [\, (2)] < 2C|len || z|| und A, € X* .
Mit « = T(&) folgt P, () = s,(&) und damit auch
[1Pull = sup [|Pyz| = sup [[sn(d)] <C, (%)

xz||=1 llzll=1
d.h. die Projektionen P, sind gleichméfig beschrénkt.

Zeige nun die Vollstéindigkeit von X . Sei (a%);en Cauchyfolge in X, . Dann gilt fiir alle
neN

n n—1
lod, — o] lleall = ll(es, — ad)enl| = Z k- ap)en — (o) —af)er
= k=1
< 2||ai—aj||xw—>0fur@,j—>oo .

Also ist fiir jedes n € N (a?);en eine Cauchyfolge in K mit Limes ay,. Sei @ := {ap }nen-
Dann gilt

IT(a") = (&) = || lim s, (@' — &) <SupHSn a—a)l=a-d|x., =0

fiir 4, j — oo. Also ist auch (T(@%));en eine Cauchyfolge in X mit Limes x € X. Zeige nun
T(o) =z ; dann ist & € X . Betrachte dazu

n
xTr — E Qe
k=1

= o= T(@)|| +|IT(a) — sa(a)] +

X

— 0 fiir ¢ — oo — 0 fiir n — oo
[[5n(@") — sn(a?) || + [|sn (@) — s (@) -
< ||@ —a||x,, — 0 firj >i— oo — 0 fiir j — oo

Die Grenziibergéinge sind dabei so zu verstehen, dafl zuerst ¢ so grofl gewéhlt wird, dafl der
erste und dritte Term < e werden, anschlieBend n (in Abhingigkeit von i) so grof}, daf§ der
zweite Term < ¢ wird, und schliellich j so grof}, daf der letzte Term < ¢ wird. Damit folgt
lim,, 00 8p(@) =, dh. a € X

Zeige noch, dafl lim;_,, |@ — @'||x.. =0 . Es gilt fiir vorgegebenes £ > 0

Uz

Z(ak —aley

k=1

Uz

Z(ak — ai)ek

k=1

& — & x. < +e< +tet+lla —ax.
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Wihle dann i grof§ genug, sodaf§ der zweite Term < e fiir alle j > ¢ wird und anschliefend
j — oo in Abhé#ngigkeit von n; so grof}, dafl auch der zweite Term < ¢ wird. g

Damit kann der Zusammenhang zwischen Schauder-Basis und biorthogonalem System
geklédrt werden.

II1.2.20 Satz: Sei X ein Banachraum und ((fj)jeNa /\k)keN) ein biorthogonales
System, und fiir die stetigen Projektoren P, f := Z?Zl Xi(f)f; von endlichem
Rang n gelte:

1. X = Unzl X, , Xn:=span{fi,...,fu} -
2. C := suppen||Prnl| < oo .

Dann bilden die (f;)nen eine Schauder-Basis. Umgekehrt liefert eine Schauder-Basis
ein solches biorthogonales System.

Beweis: Zu =-: Es gilt P, f = f fiir jedes f € X,, und daher lim,,_,, P, f = f fiir f aus
der dichten Teilmenge |J,,~; X, von X. Wegen der zweiten Voraussetzung folgt mit dem
Satz von Banach-Steinhaus (I11.1.4) lim,, o, P, f = f fiir alle f € X, d.h.

f= Zjoil A (f)f; fir alle f € X. In dieser Darstellung sind die A;(f) eindeutig bestimmt,
denn Anwendung der biorthogonalen Funktionale ergibt

M) =D Nilasfy) = a6y = o

Jj=1 Jj=1

Daher bilden die (f;);en eine Schauder-Basis. O

Bemerkung: Die Zahl C in Satz I1.2.20 heiit Basiskonstante der Schauder-Basis. Sie
ist mafigebend fiir die Giite der Approximation durch die Elemente der Schauder-Basis,
denn es gilt

Hf*Pnf”:”f*g+Pn97Pan§”f*g”‘i»”Pn(f*g)” ’ (geXn)'
Bildung des Infimums iiber alle g liefert
If = Pofll < (1+ C(X))dist(f, Xp) -

Mit Satz I1.2.20 kénnen wir nun fiir eine spezielle Klasse von Banachridumen die Frage
beantworten, wann sich kompakte Operatoren durch solche von endlichem Rang beliebig
gut approximieren lassen:

II1.2.21 Satz: Seien X,Y Banachrdume und sei T € L(X,Y). Weiterhin habe Y
eine Schauder-Basis. Dann ist T € K(X,Y') genau dann kompakt, wenn eine Folge von
Operatoren T;, € L(X,Y’) von endlichem Rang n existiert mit

limy, o0 [|T' =T ||L(x,y) = T- Dann konnen als T}, auch die Operatoren P, oT' gewéhlt
werden, wobei die P, die zur Schaude-Basis gehorigen Projektoren sind.

Beweis: «<: folgt aus Lemma II1.2.7 zusammen mit Satz 111.2.4 .
=: Die Menge K = T(B1(0)) ist kompakt, weil T' kompakt ist. Weiter gilt

sup [Tz — (P.T)(z)| = sup ||y — Puylly -
Izl <1 yek

Fiihren wir fiir n € N die Groflen Ag (n) = sup, e |y — Poylly ein, so ist zu zeigen, dafl
fiir eine Teilfolge lim;_, o, A (n;) = 0. Dazu wéhle y,, € K mit Ax(n) < 2|y, — P,yn|- Da
K kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (yn;)jen mit Limes y* € Y und es folgt

< 2(lgn, — "I+ 1" Pay’ll + 1 Payuis, — Poyyl)
2(1+ sup 1P, IDNY* = Y, | + [ Poyy™ — ¥ = 0 fiir j — oo .
JE

A

IN
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O

Der Beweis dieses Satzes motiviert die Einfithrung von Zahlen, die angeben, wie nahe ein
kompakter Operator bei einem von endlichem Rang liegt:

I11.2.22 Definition: Seien X,Y Banachriume. Die Approximationszahl der Ord-
nung o, (T) , n € N eines Operators T € L(X,Y) ist definiert als

an(T) :=inf{ |T — T,|| | T € L(X,Y) hat endlichen Rang n } .

Es gilt offenbar

II1.2.23 Lemma: Hat Y eine Schauder-Basis, so streben die Approximationszahlen
eines Operators T € L(X,Y) gegen 0 fir m — oo genau dann, wenn 7T kompakt
ist.

Das einfachste Beispiel einer Schauder-Basis liegt im Falle eines separablen
Hilbert-Raumes vor, der eine abzéahlbare Orthonormalbasis besitzt. Jedoch braucht diese
nicht immer eine Schauder-Basis beziiglich einer anderen Norm zu sein, wie das Beispiel
der klassischen Fourier-Reihe zeigt, deren Teilsummen S, (f) keine gleichmiiflig
beschramkten Normen besitzen (s. Beispiel im Anschluff an das ”Uniform Boundedness
Principle” II1.1.1). Aus diesem Grund hat man Schauder-Basen bzw.
Biorthogonalentwicklungen zuerst mit Hilfe von Splines (s. auch Ubungen) und spéter
allgemeiner mit Wavelets konstruiert (s. Unterabschnitt iiber Orthonormalsysteme).

Im Hilbert-Raum-Fall hat Kolmogoroff bereits 1936 die Approximationszahlen eines
Operators T' € L(X) als die Eigenwerte von vT*T bestimmt (Definition dieses Operators
in Bemerkung nach IV.3.7).

II1.2.24 Satz: Sei X ein Hilbertraum und T' € K(X) gegeben. Dann gilt
am(T) = Am41(T)] ,

wobei A, Ag--- die Eigenwerte von T' einschliellich Vielfachheit sind und so geordnet,
daB
Al > [Ag| > -

Insbesondere ist der optimale Approximationsoperator 7}, durch

m m m

Trx:= T(Z(a@ei) €)= Z(T%ei) e = Z)\Z—(x,ei) ei (reX)

i=1 i=1 =1

gegeben, d.h. durch die m-te Partialsumme der Fourier-Reihe von Tz beziiglich der
zugehorigen Eigenvektoren.

Beweis: Die Abschitzung a,,(T) < |Am41(T)| ist mit dem oben definierten T leicht
zu zeigen. Die Abschitzung ” > 7 findet man in Pinkus [6]. Sie benutz wesentlich das
Courantsche Minimaxz-Prinzip (s. Dunford-Schwartz [3] IT X.4.3).

Bemerkung: Approximationszahlen sind intensiv untersucht worden. Information dariiber
findet man in Pinkus [6]. vskip4ex
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I11.3 RIESZ-SCHAUDER-THEORIE

I11.3.1 Definition: Sei X ein normierter Vektorraum und 7 € L(X) . Dann
heifit A € K FEigenwert von T , fallsesein =z # 0 mit Tx = Az gibt, also
NI —T) # {0} . z heifit dann ein zugehoriger Eigenvektor oder ein Eigenvektor
von T zu A, Ny :=N (1)) =N(A-T) FEigenraum zum Eigenwert X . Weiterhin
definiere die Rédume

N{:={2' € X* | X2/ =T’z =0},
Ry:={ye X | gibtesein z € X :y=\x — Tz},
R\ :={y € X*| gibtesein 2/ € X*:y =X\’ —T'2"} .

IT1.3.2 VORAUSSETZUNG: Im folgenden sei, wenn nichts anderes vermerkt ist,
X ein unendlichdimensionaler, komplexer Bannachraum und X # 0 . (Fiir A = 0
sind die Aussagen i.a. nicht richtig).

II1.3.3 Bemerkung: Sei X ein LNR und T € L(X) . Dann gelten :
1. Ny und N} sind abgeschlossen.
2. Jeder Eigenraum von T ist T-invariant, d.h. T(N,) C N, .

3. Eigenvektoren zu verchiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

Beweis: 1.: Folgt aus der Stetigkeit von T .
2.: Fiir fiir x € Ny ist

M —T)(Tz) = M -T)rxx = \M—-T)z = 0.

3.: Folgt induktiv: Seien Aq,---, )\, verschiedene Eigenwerte von 7' und 1, -+ ,z,
zugehorige Eigenvektoren. Fiir n := 1 gilt die Behauptung, da z; # 0 .
Wiére xp41 linear abhéngig von zq, .-,z , also

k
Tyl = Zaixi mit (al,---,ak)e(ck\{O} ,

i=1

so folgte

k
0 = Mgl —Tzgyr = Zai()\kJrl_)\i)xi ,

i=1

also die lineare Abhéngigkeit der 1, -,z .

’ II1.3.4 Lemma: Ist T € K(X), so sind Ny und N} endlichdimensional.

Beweis: Es gentigt nach Satz 1.4.6 zu zeigen, dafl B := {x € Ny | ||z]| <1} kompakt ist.
Sei also (z,,)nen eine Folge in B . Da T kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge (T2, )ren-

Wegen 0 = Az, — Tx,, konvergiert auch (x,, )ren in B, und da B abgeschlossen ist, in
B.

O

I11.3.5 Lemma: Ist T € K(X), so sind Ry und R, abgeschlossen.
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Beweis: Sei (yn)nen eine gegen y € X konvergente Folge in Ry. Zu zeigen ist: y € Ry .
Seien x,, Urbilder von y, . Wéhle dazu v,, € Ny mit ||z, — v,|| < 2d,, := 2dist(x,, Ny) und
setze zp, = Tp — Uy. Dann ist y, = A(I — Tz, wegen (Al — T)v, = 0 und |zn| < 2d, .
Wenn gezeigt ist, dafl die d,, gleichméfig beschréinkt sind, es also ein C' > 0 gibt mit

d, < C fiur alle n € N, existiert wegen der Kompaktheit von T eine konvergente Teilfolge
(Tzn, )ken - Sei z :=limg_,o0 T2y, . Es gilt dann auch

MNepy = Nemy, — T2n, +T2p, = Aop, =T, +T2,, =Yn, +T2n, > y+2.
Setze nun x := (y + z)/A Dann folgt
y= lim y,, = lim (A\I —T)z,, = A lim z,, — lim Tz, =Xx—Te=(A—-T)z,
k—oo ) k—o0 ) k— o0 ) k—o0 )

d.h. y € Ry.

Nun zum Beweis der Existenz eines C' > 0 mit d,, < C fiir alle n € N durch Widerspruch.
Annahme: Es gibt eine Teilfolge (zy,;)ien mit lim;_, oo dist(zy,;, Nx) = co. Setze

Ty, = Tp, /dist(z,,, Ny). Dann gilt dist(Z,,, Nx) = 1. Dazu existieren v,, € Ny, sodafl
l|wn, || = |Tn;, — vn,|| < 2. Nun gilt

—0

_ (M =Tz, Yn,
I —TYw, =M —-T)z,, = = = :
(A Jn, = (4 Jn. dist(xn,,Ny)  dist(x,,, Ny)

wegen Y, — Y, dist(z,,, Nx) — co. Wegen der Kompaktheit von T existiert eine Teilfolge
(wy,, )ien von (wy, )ien mit lim;_, oo Tw;,, = 2'. Damit gilt
Awy, = Tw, + (M —T)w, — 2" 40, also lim; o w;,, = w. Daraus folgt
0 = lim; o0 (A — T)wy;,, = Mw — T'w, d.h. w € Ny. Damit erhalten wir
istlun, M) < i o, —wtw =gl < inf |

= dist(w — wp,;, Nx) < [Jw — wy,|| — 0,

im Widerspruch zu dist(wy,, Nx) = dist(Tp; — Vn;, Na) = dist(Tp,, Nx) = 1.
Nach dem Satz von Schauder(11.2.4) ist 77 € K(X’, X) , und ferner gilt

(T)r=O\—T)=\I-T) =\ -T) .

I11.3.6 Lemma: Sei 7\ = Al — 7T und N¥ := N(T¥). Dann sind alle Rdume N¥
endlich-dimensional &k € N . Weiterhin gibt es ein n € N | sodal N /’\“ ¢ N )’\“H fiir
k <nund NF = Nf“ fiir k¥ > n. Diese Zahl n heif3t die Riesz-Zahl von T .

Beweis: Es gilt TF = (A — T)* = \FT + 25:1 (ﬁ)(—l)”T”)\k_”, also ist T kompakt.
Nach Lemma II1.3.3 sind dann alle N¥ endlichdimensional. Zeige nun, da§ N¥ = N )]\“H
impliziert, dafl N/’\“Jr1 = Nf”. Sei also x € N/’\“H. Dann ist 0 = Tf”x = TfHTAx, also
Thx € NFT und damit 0 = TfThe = Ty e, dh. 2 € N Jeder Raum N¥ ist
endlichdimensional und abgeschlossen. Wende nun das Lemma von Riesz (1.4.7) an: Zu dem
abgeschlossen Unterraum N C X gibt es z ¢ N, ||z|| = 1, mit dist(z, N) > 1. Dies ergibt
angewendet auf jedes Nt eine Folge (g )ren mit 2, € Ny ||| = 1 und ||z — = > z
fir x € Nf\“. Sei jetzt [ > k. Dann ist T)l\(T)\xl +Txy) = T/Z\Hxl + T/{ka =0+ T)l\mk =0,
d.h. Thx; + Txy, € Ni. Dann Ta; — T, = Ay — (Tax; + Tay) € Ng\ und daher

ol Tz = Ty = |2 — 5 (Daer + Taw)|| = 5, dh T2y — Tag|| 2 557, dh. (Ta)ien kann
keine konvergente Teilfolge enthalten im Widerspruch zur Kompaktheit von 7' 0
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II1.3.7 Satz: Sei T € K(X) .

1. Es gelten die Beziehungen
Ry = *N, und R, = N;i
Insbesondere ist also T genau dann surjektiv, wenn 7% injektiv ist.

2. Ty ist genau dann injektiv, wenn T) surjektiv ist.

Beweis: 1.: Nach Lemma II1.43.4 sind Ry und R, abgeschlossen. Behauptung 1. folgt
daher aus Satz I1.1.12 .

2.: < Sei n die Riesz-Zahl von T' . Angenommen, T ist nicht injektiv. Dann ist n > 1 |
und es gibt ein ein z,, € N} \ N;“l . Da T\ surjektiv ist, gibt es dazu ein z,4; € X mit
T\xp+1 = x, . Daraus ergibt sich der Widerspruch

0= Tvw, = T{Mapy = TRepp = T 'wy # 0

= Aus N, = {0} folgt mit 1.: R} = +N, = X*. Weil 7" nach Satz von Schauder
(I11.2.4) kompakt ist, kénnen wir das eben Bewiesene auf 7" anstelle T anwenden, sodafl
Nj = {0}. Nach 1. bedeutet dies aber X = 1{0} = R, . O

Bemerkung: Existert T ! und ist stetig auf ganz X , so heiBt es die Resolvente zum
Wert A von T' (Genaueres dazu im néchsten Abschnitt).

Die Aussagen von Satz I1.3.7 kénnen auch als solche {iber die Losbarkeit der
Operatorengleichung bzw. Eigenwertgleichung (A] — T)x = y angesehen werden. Um diesen
Aspekt stiarker herauszuarbeiten, wird dieser Satz im folgenden noch erweitert. Dazu
benétigen wir

IT1.3.8 Definition: Seien M, N Unterrdume eines Vektorraumes X .

M+N = {m+n|meM,necN } heiBit die Summe von M und N . Die Summe
heiBt direkte Summe, wenn M NN = {0} ist (,d.h. jedes = € M + N hat eine
eindeutige Darstellung = = m + n .) Wir bezeichnen die direte Summe mit M @N .
Ist X = M@N , so heift N ein Kompementirrraum von M (und M ein
Kompementérrraum von N ), und codim(M) := dimN heifit die Codimension von
M .

Hier ist zu zeigen, dafl dieser Begriff wohldefiniert ist, d.h. von N unabhéngig ist. Dazu
zeigt man mit Linearer Algebra leicht:

I11.3.9 Lemma:

J: XM — N
zr+M — n r=m+n, meM neN

ist ein wohldefinierter Isomorphismus.

Die Wohldefiniertheit folgt auch aus dem folgenden bedeutenderem

II1.3.10 Lemma: (vom abgeschlossenen Komplement) . Sei X ein Banachraum,
M ein abgeschlossener Teilraum von X und N ein Komplementédrraum von M . Dann
sind dquivalent:

1. Es gibt eine stetige Projektion P von Xauf M mit A'(P) = N.

2. N ist abgeschlossen.
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Beweis: Wir zeigen nur die nichttriviale Richtung 2. <= 1: Sei X := M x N. dann ist X
ein Banachraum unter der Norm ||(z, )| 5 := ||=| + |y] ( (z,y) € X) . Wegen X = M @N
ist die Abbildung K : X ~ X definiert durch K(z,y) := x + y linear, surjektiv und
injektiv. Daher kann man Abbildungen Py, : X — X, Py : X — X durch

K 'z2=:(Pyz,Py2) € X xY, z€X

definieren. Aus K1z = (2,0) fiir z € M folgt leicht, dal Py eine Projektion auf M ist.
Ferner gilt K1z = (0, 2) fiir 2 € N, so dal N'(Py;) = N ist. Die Stetigkeit von Py folgt
aus ||Pyz||x < ||K'z| ¢ und derjenigen von K~ !, die aber aus dem Satz von der
beschriankten Inversen (I1.1.7) folgt. O

I11.3.11 Lemma: Sei X ein LNR.

1. Zu n linear unabhingigen Elementen zi,...,z, € X gibt es Funktionale
fiyooo fn € X mit fi(x;) =045
2. Zu n linear unabhéngigen Funktionalen fy,...,f, € X* gibt es Elemente

L1y, Tp € X mit ﬂ(l‘J) = §ij .

Beweis: [U]

Zur Formulierung des folgenden Hauptsatzes dieses Abschnitts fithren wir noch ein:

II1.3.12 Definition: Seien X , Y LNR. Ein Operator T' € L(X,Y) heifit Fredholm-
Operator | falls

1. R(T') abgeschlossener Teilraum von Y ist
2. dimN(T) < oo, codimR(T) < oo .
Fiir einen solchen Operator definieren wir seinen Index durch

ind(T) = dimN(T) — codimR(T) .

IT1.3.13 Satz: Ist T ein kompakter Operator auf einem Banachraum X , so ist
Al — T ein Fredholm-Operator mit Index 0.

Beweis: Schritt 1: Verwende die Bezeichnungen aus Definition I11.3.1 und auflerdem
n:=dimNy , nx = dimN} , n**:= dimN} := dimN (TY). Nach Lemma II1.3.5 ist Ry
abgeschlossen, und es gilt n, nx < oo nach Lemma I11.3.4 .

Schritt 2: codimRx(T) < n : Sei {x1,...,z,} eine Basis von N, und nehme an,
codimRy(T) > n . Dann gibt es nach Definition II1.3.8 der Codimension einen
n-dimensionalen linearen Unterraum Y C X mit Basis y1,--- ,y, und y; € Ry, sodaf gilt

RA@YCX , RAAY#X . ()

Seien f1,..., f, duale Funktionale zu x1,...,z, nach Lemma I1.3.11 und F' definiert durch
F(z) =Y fi(z)yi ,
i=1

sodafl F € K(X) nach Lemma II1.2.7 ist. Dann bilde

S:=T+F .
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Zeige nun: N (Sy) = {0}: Aus x € N(S)) folgt wegen
Sy=A-S=X-T-F=1T\-F

0= S\x=T\x— Fx , also Thx = Fx . Die linke Seite liegt in R}, die rechte per Annahme
in dessen Komplement, sodafl Thx = 0 bzw. x € N sein mufl. Ferner gilt Fx = 0 und
daher f;(z) =0 fiir 1 < j <n wegen der linearen Unabhéngigkeit der y;.

z € N hat die Darstellung = "} _; oy Darauf f; angewandt ergibt

0= fi(z) = Zakéi,k =aq ,
=1

und damit N(Sy) = {0} wie gewiinscht. Mit Satz II1.3.7 folgt daraus R(S)) = X. Wegen
Sy = Ty — F schliele daraus weiter X = R(S)) C Ry @Y, was ein Widerspruch zu (x) ist.

Schritt 3: n* < n : Dazu nehme an n > n und wéhle eine Basis g1, , gn+ von N3 und
dazu z1,- -, zp« als duale Vektoren in X. Sei dann S analog S definiert. Es gilt dann, wie
bereits gezeigt, X = R(S)). Daher gibt es zu y,. € X ein x € X mit y,. = Shz , und es
folgt

1 = gns(Yns) = gna(S22) = gns(Trz — Fz) = gns (T — Az) — gna (F2)

Tigne(r) = Y fil@)gna(yi) =0—-0=0,
i=1

Widerspruch!

Schritt 4: n = n* : Wendet man Schritt 3. auf T” statt T an, so folgt zunéchst weiter
n** < nx < n. Nun impliziert aber x € Ny

0=g(Thx) = (Txg)(z) := g(T{ Jx) fir alle g€ X * ,

wobei J die kanonische Abbildung von X in X** ist. Also folgt weiter Jz € N(TY) und
somit n < n** weil J injektiv ist. Insgesamt schliefle also n = n *

Schritt 5: codimRy = n : Es gibt nach Definition I1.3.7 der Codimension einen
Komplementéirraum Y von Ry mit X = Ry @Y, wobei nach Schritt 2. dimY = m < n ist,
also eine Basis {91, ..., ym} besitzt. Dann ist die Abbildung L : Ry — Y,

L(y') == >~ y'(yi)y; offenbar linear. L ist injektiv , denn aus y’ € N (L) folgt zunéchst
y'(y;) = 0 fiir 1 <i < m. Jedes z € X hat eine Darstellung z = z + > " | oyy; mit z € R,
und aq,...,a, € C. Es gilt /(2) = 0 wegen ¢y € Ry und daher

y'(x) =y'(2) + Yt aiy(y;) = 0 fiir jedes z € X, d.h. ¥ = 0 und NV (L) = {0}.Damit folgt
codimRy = dimY > dimR)f und nach Lemma II1.1.7 weiter codimR) > dimN/’\ =n* =n.
Insgesamt folgt also n = codimR), . O

Aus diesem Satz folgt sofort

I11.3.14 Satz: (Fredholm-Alternative) . Sei T ein kompakter Operator auf einem
Banachraum X . Dann gilt alternativ eine der beiden Aussagen

1. Die homogene Gleichung Az — T'x = 0 hat nur die triviale Lésung.
In diesem Fall ist die inhomogene Gleichung Az —Tz = y fiir jedes y € X eindeutig
16sbar.

2. Es existieren n := dimN (T)) < oo linear unabhéngige Lésungen der homogenen
Gleichung, und auch die adjungierte Gleichung Az’ — 7’2" = 0 hat genau n linear
unabhéngige Losungen.

In diesem Fall ist die inhomogene Gleichung genau dann lésbar, wenn y €+ N(T")
ist.
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Ergénzend kann man noch zeigen:

I11.3.15 Lemma: Fiir die in Lemma II1.3.6 definierte Riesz-Zahl
n :=n(A) gilt
X = N(T}) ® R(TY)

Beweis: [U]

Fiir kompakte Operatoren gelten wichtige Aussagen iiber Lage und Art ihrer Eigenwerte:

IT1.3.16 Satz: Sei T ein kompakter Operator auf einem linearen normierten Raum
X . Dann gelten

1. Es gibt hochstens abzéhlbare viele Eigenwerte, die sich nirgends hdufen aufler
eventuell bei 0, und zu jedem Eigenwert ist der zugehorige Eigenraum endlich-
dimensional.

2. Sei X ein Banachraum und A € C .
Ist A #2=0 und kein Eigenwert, so existiert die Resolvente T) .
Ist A =0, so ist A entweder Eigenwert und , so ist (Al — T)~! ein stetiger, auf
ganz X definierter Operator, d.h. die Resolvente vom Wert \ zu T existiert.
Ist A = 0, so ist A entweder Eigenwert, oder T~! existiert, ist aber unstetig,
oder
T ist stetig, aber D(T~!) = R(T)# = X .

Beweis 1.: Die Aussage folgt, wenn wir einen Widerspruch zur folgenden Situation
herleiten:

Es gibt eine Folge {x,} von Vektoren mit T, = Az, und lim, . A, =: A # 0.

Sei X,, :=span z;_; . Nach Bemerkung II1.3.3 ist dann X,, C Xp+1, X5 # Xpnt1 . Aus
dem Satz von Riesz (1.4.7) folgt induktiv:

Es gibt eine Folge (y,)22; mit

N =

UYn € Xy y ”ynH =1 und diSt(yn—H»Xn) >

Da jedes y,11 eine Darstellung
n+1

Ynt1 = Y Bjx;
j=1

hat, ist

n+1 n
TAnt1Yn+1 = Ant1Yn+1 — TYnt1 = Z Bi(Ant1 — Aj)z; = Zﬁj(/\n —Ajz; e Xy, .
i=1 i=1

Wegen %T =1- %T,\ (A #£0) folgt fiir m <n

1 1 1 1

7Tn_7Tm: n — (Um Tnn_iTm m = Yn — X,
N Tom = 5 —Tym =y (v o Dy )\mx)y y

und da z € X,,_1 , folgt

1 1
Ty, — — Tyl >1/2 .
II)\ny /\myll /

Dies liefert aber einen Widerspruch, denn wegen der Kompaktheit von T' gibt es eine

konvergente Teilfolge (T'yy, ), und wegen A,, — A # 0 wire auch (%Tynk) konvergent.
ng
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2.: Der erste Teil folgt aus Teil 2. von Satz I11.3.7 , denn ist T injektiv und damit
surjektiv, so ist Ty ! nach dem Satz von der beschréinkten Inversen (I1.1.7) stetig auf ganz
X. Dann bemerke, dal wegen dim X = oo die Identitdt I nicht kompakt ist. Ist nun 0 kein
Eigenwert, d.h. T—! existiert, und wiire 7= € L(X), so wiire T~'T = I kompakt nach
Satz II1.2.4. Daher muf} in diesem Fall eine der angebenen Alternativen fiir 7' gelten. 0

Bemerkung: Die Aussage des zweiten Teils steht in scharfem Gegensatz zum Fall, dafi X
endlichdimensional ist, denn wenn 7~! existiert, ist es automatisch stetig. Man kann z.B.
anhand der (unendlich dimensionalen ) Folgenrdume [, sehen, daff in der Tat alle der drei
angebenen Fille fiir A = 0 auftreten kénnen.

Als Anwendung der Riesz-Schauder Theorie betrachten wir lineare Randwertprobleme
bei gewohnlichen Differentialgleichungen. Gegeben sei der Differentialoperator

Lf == Y af® | Ru(f) =0, 1<p<n
v=0

auf C™[a, b] mit Koeffizienten a, € Cla,b] , a, # 0 . Das Randwertproblem besteht darin,
zu gegebenem g € Cla,b] ein f € C[a,b] zu finden, welches Lf = g erfiillt. Als
Randbedingungen bei a und b werden

n—1
Ru(f) = > auwf™(a) + bufP(0) =0 , 1<p<n
v=0

gefordert. Man kann zeigen, dafl L ein sog. Fundamentalsystem ¢, ..., ¢, von linear
unabhingigen Losungen der Gleichung Ly; = 0 besitzt, Auflerdem kann man zeigen: Sind
die Randbedingungen so gestellt, da8 die Determinante der Matrix (R, (¢k))1<p,k<n nicht
Null ist, so existiert eine sogenannte Greensche Funktion (die von den
Randbedingungen abhingig ist) , d.h. ein stetiger Kern G(z,t) aus C*~*([a, b]?) derart,
daf fiir den zugehorigen Integraloperator

b
(To)() = / Glx.t)g(t) dt

T(Lf)(x) = f gilt. T ist also Linksinverse von L und T'g erfiillt die Randbedingungen. T
ist ein kompakterOperator s. [U].
Mit Hilfe des Operators T kann man allgemeiner das Eigenwertproblem

Lf =M =g

auf seine Losbarkeit hin untersuchen, wobei die gleichen Randbedingungen an f gestellt
sind. Durch f := Ty (das dann die Randbedingungen erfiillt) transformiert sich dieses zu

g=<p—/\/G(~,t)<ﬂ(t) dt bzw. Ty p=g/\.

Ist die Greensche Funktion zusétzlich symmetrisch, d.h. gilt G(z,t) = G(t, x), so liefern die
obigen Sétze die Aussagen (1/\ # 0) :

a) Das Problem (f) hat fiir jede rechte Seite eine eindeutige Losung, falls das zugehérige
homogene Problem, d.h. das Problem Lf = 0 nur die triviale Losung besitzt.

b) Hat das homogene Problem eine nicht-triviale Losung, so ist diese als
Linearkombination von endlich vielen solchen ¢4, -+ , ¢, darstellbar. Die Gleichung (f)
hat in diesem Fall genau dann eine Losung, falls der inhomogene Term die Bedingungen
[P h(t)p;(t)dt = 0,1 < j < m erfillt.

¢) Es gibt nur abzihlbare viele Eigenwerte A, fiir die der Fall b) eintritt.

Anwendungen auf Randwertprobleme partieller Differentialgleichungen findet man z.B. bei
Hutson-Pym [5], Kapitel 11].



Kapitel IV

SPEKTRALTHEORIE

IV.1 SPEKTRUM UND RESOLVENTE

U

IV.1.1 Definition: Sei X ein linearer normierter Raum und sei A : D(A) — X,
D(A) C X, linear und stetig. Betrachte nun A — AI, A € K. Besitzt AI — A eine stetige
Inverse und ist weiter R(AI — A) dicht in X, so gehort A zur Resolventenmenge von
A, geschrieben p(A). Der Operator Ry(A) = (A\] — A)~! heifit Resolventenoperator
. Falls X\ € p(A), so sagt man, \ gehort zum Spektrum von A, geschrieben o(A).

Die Aufgabe: Finde zu einem g € X ein € X mit (Al — A)f = g wird also nur dann als
"korrekt” stellt betrachtet, wenn die Resolvente ein im obigen Sinne ”verniinftiger
Operator” ist. Im folgenden werden im Hinblick auf Differentialoperatoren neben stetigen
A auch abgeschlossene Operatoren A betrachtet. Fiir solche untergliedert man das
Spektrum noch weiter:

IV.1.2 Definition: Sei X linearer normierter Raum und sei A : D(A) — X, D(A4) C
X. Ferner sei A € o(A). Hat dann die Gleichung (AJ — A)x = 0 eine nichttriviale
Losung x, so heift A Eigenwert (EW) und zum Punktspektrum o,(A) gehorig und
x ein (zugehoriger) Eigenvektor (EV). Falls (A — A)~! existiert, jedoch R(A\ — A) =
D((A —A)~1) nicht dicht in X ist, so heifit A zum Residuenspektrum o,.(A) gehorig.
Die restliche Menge des Spektrums von A heifit kontinuierliches Spektrum o.(A).
Es besteht aus denjenigen A, fiir die (Al — A)~! zwar existiert und sogar R(A — A)
dicht ist, jedoch (A — A)~! unbeschrinkt ist.

Das folgende Diagramm veranschaulicht diese Definition:

M —A)"" | RAM—-A)=X | RO - A) =X | RO\ - A)
stetig p(A) p(A) o (A
nicht stetig o.(4) o.(A) or-(A
existiert nicht op(A4) op(A) op(A

IV.1.3 Lemma: Sei A: X — X abgeschlossen oder stetig. Dann folgt aus A € p(A)
nicht nur R(A — A) = X, sondern auch R(A\[ — A) = X .

115
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Beweis: Sei y € R(AI — A) . Dann existieren Folgen (y,,)nen in R(A — A) und (2, )nen
mit lim, oo ¥ =y und y, = (A — A)z,, (n € N) . Wegen z,, = (A — A)~}(y,,) folgt aus
der Stetigkeit von (A — A)~! | daB x := lim,,_, o 2, existiert. Daher ist

y =lim, oo (A — A)z,, = (M — A)z € R(M — A) . O

IV.1.4 Lemma: Sei X ein Banachraum, A abgeschlossen oder stetig mit D(A4) = X
oder X ein Hilbertraum und A abgeschlossen.

1. Es gilt 0(A) = o(A') bzw. p(A) = p(A’) .
Fiir A € p(A) gilt Ry(A’) = Ra(A) und (A — A)~1) = (AT — A")~1 .
Ist X ein Hilbertraum iiber C, so gilt 0(A*) ={z |z € o(A) }
und R)\(A*) = R,\(A) .

2. Ist A € 0,.(A) , soist A € 0,(A"), und ist X ein Hilbertraum, so ist A € o,(A*) .

Beweis:1.: Ist der Operator A stetig, so folgt o(a) = o(A’) aus Lemma IV.1.3 und Lemma
II.1.4 . Die angegebenen Formeln sind leicht nachzurechnen.

Ist X ein Hilbertraum und A abgeschlossen, so folgt R(A] — A) = X . Da (A — A)~1
stetig ist, folgt aus der Erweiterung von Satz III1.1.13 auf abgeschlossene Operatoren (s.
Bemerkung 2 nach Satz I11.1.13)

DA — A" =R —A) =N - A = {0} =X~

d.h. A e p(4) .

Umgekehrt impliziert A € p(A’) per Definition, dal DA — A’)~! = X* gilt. Nun ist
(A — A)~! nach Lemma I1.2.6 wieder abgeschlossen und damit nach dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen (I1.2.5) auch stetig. Es folgt

DN — AP =R — A) = N\ - A)t ={0}* = X, d.h. A € p(A) .

Im Hilbertraum-Fall geht man analog vor, wobei man die Relationen von Lemma 1.5.18
zwischen Kern und Wertebereich von Operatoren benutzt.

2.: Sei A € 0,(A). Dann gilt R(AM — A) # X, also nach Lemma II.1.7
N(AI = A)) =R — A)t # {0}, bzw. X € 0,,(A') . O

Darauf aufbauend kommen wir zu einem Satz iiber selbstadjungierte Operatoren im
Hilbertraum, der die Motivation fiir die Einfithrung des Residualspektrums liefert (wichtig
fiir die spétere Spektralzerlegung).

IV.1.5 Satz: Sei X ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter (ev. unbeschrinkter)
linearer Operator auf D(A) mit D(A) = X. Dann ist o(A) reell und o,.(A) leer.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dafl jeder EW reell ist: Sei A EW und « zugehoriger EV.
Dann ist

Mz, z) = (Az,y) = (z, Ax) = (z, )\,

also A reell.
Dann zeige, dafl jedes nichtreelle A in p(A) liegt. Sei also A = a + i mit «, 8 reell, 8 # 0.
Nach dem eben Gezeigten ist A ¢ 0,(A), d.h. (A\I — A)~! existiert. Die Stetigkeit folgt mit

A = A)z|]” = ((af —A)z — Bz, (al — A)z — ifz)
[(al — A)z|]* — iB(z, ol —A)z ) + iBz( (o — Az, z) + |B|z|?
el ey

Y%

und Anwendung von Satz 1.4.15.
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Zeige drittens o,.(A) =0 , d.h. daB R(Al — A) = X . Dazu beachte, daff nach Satz 1.5.18
gilt

RO — A) =R — A)* = N\ — A .
Nach dem Vorigen gilt aber N(A\I — A) = {0} , also R(\ — A) = X . O

Im Hilbertraum kann man die Beschrinktheit des Spektrums fiir beschriinkte Operatoren
direkt iiber den Begriff des numerischen Wertebereichs nachweisen. Dazu zunéchst

IV.1.6 Definition: Sei . Der numerische Wertebereich eines abgeschlossenen
linearen Operators T' auf einem Hilbertraum X ist definiert als

W(T):={ (Tz,z) | |lz| =1},

IV.1.7 Lemma: Sei T ein abgeschlossener linearer Operator auf einem Hilbertraum
X . Dann gilt o(T) € W(T). Insbesondere ist o(T') eine beschrinkte Menge, wenn T
beschrankt ist.

Beweis: Die letztere Aussage folgt sofort aus

(T, 2)] < [[Tzl|-1 < |IT] < 00 (zeX, [z]=1).

Annahme: A € o(T)\ W(T). Dann gibt es ein d > 0, soda$ fiir alle z € X mit ||z| = 1 gilt:

(A — (Tz,z)|,
und daher
A =T)z|| = [[M=-T)z|l|z] > |(M-T)z,z)| = [Az|*~(Tz,2)| = A\=(Tz,z)| > d.

(M — T)~1! existiert also und ist stetig , also A\ € p(T') im Widerspruch zur Annahme
Aea(T). O

Beispiel: (Schrédinger-Operator Es sei
Hu:=—u" |, w€D(H) := Wi(—00,00) C Ly(00,00) .

Man kann leicht zeigen, daf§ H selbstadjungiert ist. Das Spektrum bestimmt man mit dem
Satz von Plancherel (I1.5.22), nach dem

I(H = ADul* = |F@" + M)|* = [[(@?* = X)F(u)(w)]*

Ist. Nach Satz 1.4.15 existiert daher (H — AI)~! und ist stetig genau dann , wenn ein § > 0
existiert mit inf,eg |w? — A > J . Dies gilt genau dann, wenn A € C \ [0,00) ,d.h. es ist
o(H) C [0,00) . Wire ein solches A EW, so miifite fiir einen zugehorigen EV gelten:

ugf—/\uA:O.

Man kann zeigen , dafl dann uy(t) = e~ mit k% = X (auch fiir schwache Loésungen
(Definition s. Theorie der Differntialgleichungen)) gelten mufl. Wegen |u ()| = e*I™* ist
jedoch fiir kein A € C , X\ # 0 die Funktion uy € La(—00,00) . Zusammen mit Satz IV.1.5
schliessen wir:

o(H) = o.(H) = [0,00) .
Dieses Beispiel motiviert also die Bezeichnung ” kontinuierliches Spektrum ”.

Als weitere Beispiele betrachte den Impulsoperator der Quantenmechanik
(Tf)(x) := (id/dz) f(x) in Abhéngigkeit von Randbedingungen. Wir setzen T}, := T fiir
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k=1,---,4 und

D(Ty) = Wy(0,1) (={feC[0,1]|f € Ly(0,1) })
D(Tz) = {feDT)| f(0)=f(1)}

D(T3) = {feDT)|f0)=f(1)=0}

D(Ty) = {feD(Ty)| f(0)=0}.

Man kann zeigen T} = 15,15 = 15,75 =T , insbesondere, dal T, selbstadjungiert, 1%
symmetrisch, und T3 nicht symmetrisch ist. Beziiglich der Spektren kann man zeigen:
op(T1) = C (mittels Fouriertransformation), o(7y) = 0. Bestimmung von o(7%),o(T5) [U].

IV.2 SPEKTRUM UND RESOLVENTE IN
BANACHALGEBREN

IV.2.1 Definition: Eine komplexe Algebra A ist ein Vektorraum X iiber C mit
zusitzlicher Multiplikation (z,y) — « - y mit den Eigenschaften

w(yz) = (zy)z, (r+y)z=az+yz

w(y+2) =ay+az, ary) = (ax)y = z(ay)

firz,y € A, a € C. A heifit normierte Algebra , falls X ein linearer normierter Raum
ist und ||lzy|| < ||z||||y|| gilt. A heifit Banachalgebra , falls X ein Banachraum ist. A
heifit Algebra mit Einselement , falls ein Einselement e existiert,d.h. ex = ze =z
fiir alle x € X. Falls zu x # 0 das inverse Element 2! ,d.h. zz ' = 27 'x = e, existiert,
so heiflt = invertierbar.

Beispiele:
1. A= L(X), X Banachraum, f-g:=fog.
2. A=C(la,b]) mit (f-g)(x) = f(x)g(x).
3. A=1"mit (a-b)y =Y, aibu_i.

4. A= L'R) mit (f-g)(t) == (f *9)(®).

IV.2.2 Definition: Sei A Banachalgebra mit Einselement iiber C . Ist =z € A, so
heifit A € C reguldrer Wert zu z |, falls Ae — x invertierbar ist. Anderfalls heifit
A € C Spektralwert zu x . Die Menge der Spektralwerte heifit das Spektrum von
x , o(z). Die Menge der reguldren Werte p(x) heifit Resolventenmenge von z . Fiir
die Resolvente schreibe R(\) := Ry := (Ae — x)~! . Der Wert 7, (z) := SUP\eo () Al
heifit Spektralradius .

Bemerkung: Es ist klar , daf§ obige Begriffe im Falle A € L(X) mit den vorherigen
zusammenfallen. Die feineren Abstufungen wie Punktspektrum, Residuenspektrum etc.
werden damit jedoch nicht erfalt, abgesehen davon, dafl dort auch unbeschréinkte
(abgeschlossene) Operatoren zugelassen sind.
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IV.2.3 Lemma: Sei A Banachalgebra mit Einselement.
1. Die Vektormultiplikation ist stetig.

2. Ist z € A und ||z|| < 1, so ist e — z invertierbar, und es gilt

[Edls
1= [||

(e —a)™" = (et )l <

3. Ist g € A invertierbar und € A mit |[|x—x¢] < W , S0 ist auch z invertierbar;

die Menge der invertierbaren Elemente von A ist also offen.

Beweis: 1.: Fiir x — x9 , y — yo gilt

lzy — zoyoll = |[(z —20)y + 20y — yo)ll
< wllllz = xoll + llzolllly — yoll — 0 .

2.: Mit der Neumann-Reihe (Lemma 1.4.16) folgt (e —z)™' = Y ;2 z’ und

[Edls
femo =l = [ Lo < S -

3.: Folgt wegen = = 2 — (20 — 2) = zo(e — 25 ' (xo — x)) direkt aus 2. . O

Als erstes Ergebnis iiber das Spektrum folgt nun

IV.2.4 VORAUSSETZUNG: Im folgenden sei A eine Banachalgebra, und alle
Aussagen sind so zu verstehen, daf} sie fiir beliebiges Argument x € A gelten.

IV.2.5 Lemma: Sei A eine Banachalgebra mit Einselement. Ist Ag reguliirer Wert zu
x , so gilt fiir Werte A € C mit |A — Xg| < 1/[|R(No)|| die Entwicklung

Z (Ao — NI RN = Z (Ao — A R(Ao)? (*)
7=0 7=0

im Sinne der Norm von A . Die Resolventenmenge p(x) ist offen, und das Spektrum
o(z) ist abgeschlossen.

Beweis: Es gilt

de—z = (Me—z)+No—Ne = (Me—xz)(e— (Ao —N)(hoe —x)71)
= (Moe—xz)(e = (Ao = AN R(X))
~————

=:u

Nach Voraussetzung ist ||u|| < 1. Nach Lemma IV.2.3 existiert das Element (e — u)~?.
Bildet man v := (e —u) "1 R()\) € A, so ist v = R()\) , denn

((Aoe —2)(e —w))((e —u)"'R(X)) = e

und genauso folgt v(Ae —x = e . Weiter gilt

(Ae — z)v

(Mo — AN R(Ng)? .

M

i
o

Ae—2)"! =v = (e—u)"'R(\) = (iqﬂ) =

j=0 J

Daraus folgt der Rest der Ausage: Entweder ist p(z) leer, und dann o(z) = C , oder p(x)
enthélt nur innere Punkte, d.h. es ist offen. O
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Als néchstes werden einige niitzliche Identitéten fiir Resolventen bewiesen.

IV.2.6 Lemma: Sei A eine Banachalgebra mit Einselement und A,y € o(z). Dann
gelten

1. R(p) — R(\) = (A—p)R(u)R(N). (Hilbert- Relation)
2. R(A\)z kommutiert mit jedem Element y € A , das mit  kommutiert.

3. es gilt R(w)R(A) = R(ANR(p) .

Beweis: 1.: Folgt aus
R,—Ryx = R,(Ae—x)Rx—R,(ne—2x)Ry
= Ry[Ae—xz—pe+z]Ry = (A—p)R, Ry .
2:Ausy- -z =x-y folgt
Ry-y = Ry-y(de—2)Ry = R\(Ae—2)y- R\ = y- Ry .
3.: y := R,x kommutiert speziell mit x nach 2.. Also kommutiert nach 2. Ryz mit y . [

Eigenschaft 1. fithrt zu der Beobachtung, dafl der Grenzwert
. R()\) — R(AO) _ . o 2
T, i BOVEQ0) = - R(d)

fiir Ao in der offenen Menge p(x) existiert. Dies bedeutet, dafl die Ableitung von R(\)
beziiglich A € p(z) existiert, wenn wir entsprechend einfiihren:

IV.2.7 Definition: Sei Z offen in C und f auf Z definierte Abbildung mit Werten in
einem Banachraum X . Falls fiir zy € Z ein Element g € X existiert mit

lim | flzo+h) — f(z0) I
h—0 h

so heiit g starke Ableitung von f im Punkt zg, geschrieben g = f/(z). Falls fiir jedes
z € Z alle Ableitungen im starken Sinne in X existieren, heifit f stark holomorph
auf Z.

Im Sinne dieser Definition besagt Lemma IV.2.5, daf} die Resolvente eine holomorphe
Funktion mit Werten in einem Banachraum X auf der offenen Menge p(z) ist. Wir nehmen
die zum AnlaB, einige Grundlagen der Theorie dieser Funktionen darzustellen.

Analog kann man die Begriffe chwache Ableitungiind 8chwach

IV.2.8 Definition: Seien Z und f wie vorher definiert. f heifit schwach holomorph
in zg € Z , falls fiir jedes z* in X* die (komplexwertige) Funktion (f(z), z*) holomorph
in zg ist. Ist f in jedem z € Z schwach holomorph, so heifit f schwach holomorph auf
Z . Fir * € A* heifit die Funktion

(f'(z),2%) := Im([f(z + h) = f(2)] /D, z")

h—0

die schwache Ableitung von f beziiglich z* .

Bemerkenswert ist nun folgender

IV.2.9 Satz: (Dunford 1938): Ist eine Funktion f mit Werten in einem Banachraum
X auf einem offenem Gebiet von C schwach holomorph, so ist sie dort auch stark
holomrph.
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Beweis: Es sei C eine rektifizierbare Jordankurve in C ; D die von C eingeschlossene
Menge und zg ein Punkt im Innern von D. Der Cauchy-Integralsatz liefert die Darstellung

(Faaha') = o [ g

211 Z— 20

Zur Abkiirzung sei nun gy, := [f(z0 + h) — f(20)]/h gesetzt. Dann gilt fiir alle h, b’ , h # B’
und zg + h, z9 + I/ in einer offenen Umgebung Uy C D von zg

Tow(z*) = (LI 4y = L/ (f(z),2z7) 1 1 W
C

h—Hh "’ 27 z—2y 2—z20—hz—2zg—Hh

Nun haben zg + h, zg + h’ € Uy einen gleichméifig nach unten beschrinkten Abstand von
C, d.h. die Operatoren T}, ;s : X* + C sind fiir jedes z* € X* (also punktweise)
gleichmiflig in h, A’ beschriinkt. Nach dem ” Uniform Boundedness Prinziple” (Satz I1.1.1)
und Korollar I1.3.7 zum Satz von Hahn-Banach gibt es dann ein C' > 0 mit

gh*gh/” < C.

sup |Thp|| = sup sup [T (x| = sup]| h— 1
h,h! hoh —

hoh! ||z* || =1

Daraus folgt aber ||gn, — gn,,|| — 0 fiir jede Nullfolge {h,,}, d.h. gp, ist eine Cauchyfolge.
Der Grenzwert ist aber wegen ||gn — gn/|| < Clh — h'| unabhéingig von der Nullfolge, sodafl
limy,_,o gn, wie behauptet existiert.

IV.2.10 Definition: : Seien Z und f wie oben unf f sei stetig. Fiir eine orientier-
te rektifizierbare Kurve C in Z ist das Kurvenintegral [, f(z) dz als Grenzwert von
Riemannschen Zwischensummen beziiglich f und C definiert.

Bemerkung: Die Existenz und Eindeutigkeit sind leicht nachzuweisen.
Folgende Aussagen konnen nun formuliert werden:

a) Cauchy-Integralsatz: Ist f in einem von einer rektifizierbaren Jordankurve C
umschlossenen Gebiet D holomorph und stetig auf C. Dann gilt

/Cf(z)dz:O.

b) Integraldarstellung : Unter den Voraussetzungen von a) gilt fiir z9 € D

1 (2) dz

20) = —
f(z0) 2mi Jo 2 — 2o
c) Potenzreihen-Entwicklung : Unter den Voraussetzungen von a) sei K eine
Kreissscheibe um zg in D. Dann gilt fir z € K

o) = S () B2 Wy = 2 [ I,
R Y - d

2 ; _ n+1
= i z—2p)

d) Satz von Liouville : Ist f holomorph in der ganzen komplexen Ebene und
sup, ||f(z)|| < oo, so ist f eine konstante Funktion .

Die Beweise aller Aussagen konnen mit der Beobachtung, daf sie fiir jede schwach
holomorphen Funktion (f(z),z*) gelten und Anwendung des Satzes von Hahn-Banach
gefiihrt werden.
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IV.2.11 Satz: Sei A eine Banachalgebra mit Einselement und x € A. Dann gelten
1. Das Spektrum ist niemals leer.
2. Fiir den Spektralradius gilt r,(z) < |jz||, und o(z) ist kompakt.

3. (Ae—x)7! existiert , falls |A\| > r,(z), und es gilt die Darstellung
A) = ATy AT
n=0

4. Konvergiert die Reihe fiir ein A mit |\ = r,(z) , so stellt sie die Resolvente
R(\) dar.

5. Die Reihe divergiert fiir |A| < rq(x) .

Beweis: 2.: Fiir |A| > ||z|| ist die Reihe

e —z)"t = xl(eff)_l -\ 12/\ n g (%)

n=0

konvergent, also o(x) C {A | [A| < ||z]|}, somit ,(z) < ||z|| per Definition. Ferner ist o(x)
beschriankt und nach der Bemerkung zur Neumann-Reihe (Lemma 1.4.16) abgesclossen
also kompakt.

3.: Per Definition existiert die Resolventenabbildung R(\) fiir |A| > r,(z) und ist nach
Lemma IV.2.5 holomorph. Also ist f(1/\) := R(\) eine holomorphe Abbildung fiir
[1/A] < 1/r,(z), und es gilt die Laurent- Reihenentwicklung

(Ae—z)"t = R\ = f(1/)) Zb A" (s5)

Diese Formel mufl mit (x) auf dem gemeisamen Durchschnitt, d.h. fiir [A| >
max(||z||, 7o (z) = 75 (x) iibereinstimmen, sodaf (%) auch dort gilt.

1.: Nehme an o(T") = () . Wende dann auf R(\) ein beliebiges I € X* an. Dann ist die
Abbildung A — I(R())) in der ganzen komplexen Ebene holomorph und hat nach (x) in
Lemma IV.2.5 die Darstellung

= > (o= N IU(RMK)T
=0

Sie ist aber auch beschrénkt, denn fiir |A| > 2||z|| gilt nach (x)
n n —n A|’n — —_
[(RN))[ < A7 1\2/\| llel™ < < [AI7 1|Z>\\ 15 = A2 <z

Auf der kompaktem Menge { A | |A| < 2|z| } ist R(A\) ebenfalls holomorph ist und so aus
Stetigkeitsgriinden beschrinkt. Nach dem Satz von Liouville ist sie dann konstant. Aus

S )\—1| 1
RM\z| < A S — =
IR < P2 I = ey =

=l

folgt aber ||[R(A)z|| — 0, A — oo und daher weiter R(A)x = 0 . Dies liefert einen
Widerspruch, da dann e = (Ae —z)R(A\)x = 0 wére.

Der Beweis der ergénzenden Aussagen 4. und 5. sei dem Leser {iberlassen.

Wir wollen noch kurz darauf eingehen, wie man mit Hilfe der Resolventenabbildung einen
Operatorenkalkiil in Banachalgebren A entwickeln kann (nach N.Dunford). Die
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Grundidee ist, einer auf (einem Gebiet von) C definierten komplexwertigen Funktion f(\)
eine Operator-wertige Abbildung F'(z) mit Werten in A (eineindeutig) zu zuordnen. Diese
Korrespondenz soll dann dazu dienen, Aussagen z.B. iiber das Spektrum von F(x) zu
gewinnen. Zur Motivation betrachten wir die Zuordnungen («,t € C)

fot) = a-1 — Fy(z) == are€ A
fe(t) = a-th — Fy(z) = a-zfe A

Es werden also der konstanten Funktion mit Wert 1 das Einselement, der Variablen ¢ das
Element bzw. der Operator z € A zugeordnet, und allgemein Polynomen in ¢
entsprechende in € A . Entscheidend fiir das Weitere ist aber die Zuordnung

@) = /\~11—t — (Ae—xz)7! = R())

und die Idee, die Darstellung holomorpher Funktionen durch den Cauchy-Integralsatz mit
f*(t) als Kern zu benutzen. Dies fithrt zur Abbildung

_ f s -

1
211

/ FORA(x) dX |
N

wobei I' aus einer oder mehreren geschlossenen Kurven in der Resolventenmenge p(x)
besteht. (Natiirlich mufl man noch die die Integration Operator-wertiger Abbildungen
geeignet definieren, wobei man Konvergenz im Sinne der Norm der Algebra A zu
betrachten hat).

Ist f(A) := D07 ,ant™ eine holomorphe Abbildung in einem Kreis um 0 mit Radius
T > r.(x) , so ist diese Definition von F mit derjenigen iiber eine Potenzreihe
dquivalent; denn setzt man f in die Definition ein, beniitzt die Darstellung (x) der

Resolvente und vertauscht Integration und Summation, so folgt

S(f)(x) = ;;M/M :TAHZA*%’“ dX .

k=0

Nochmalige Vertauschung von Integration und Summation und Anwendung von

i Ja = 2 AT AN = 0 ergibt

S(H@) = S = Fla),
n=0

also die gleiche Form wie f, nurist t ersetzt durch x im Sinne des am Anfang
erwithnten Prinzips. In der Operatorabbildung S(f) = F(z) heifit f auch das Symbol
von F (vergl. Bemerkung nach Satz 1.4.17).

Man kann diese Abbildung S auf einer erheblich grofieren Klasse von holomorphen
Funktionen definieren. Fiir Einzelheiten sei auf Rudin[7, Kapitel 10] verwiesen. Ein
zentrales Ergebnis dieser Theorie ist

IV.2.12 Satz: (Spektralabbildungssatz) Es sei A eine Banachalgebra, 2 offen in C
und H () der Vektorraum (und die Algebra) aller komplexen holomorphen Funktionen
auf Q. und

Ag:={z €A | o(z) CQ}

(Aus der Bemerkung zur Neuman-Reihe (Lemma 1.4.16) folgt leicht dafl Aq offen ist).
Dann gilt fiir € Ag und f € H(Q) :

Im Spezialfall, dal f ein Polynom ist, kann diese Formel direkt bewiesen werden:
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IV.2.13 Lemma: Fiir ein Polynom p gilt

Beweis: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt
p(t) = A=a(t—=p1)-(t = Bn)
mit komplexen Zahlen « # 0, 31, - - , B, und daher auch
p(x) — A-e=a(x— Bre)(t — Bae) -+ (t — Bre) .

Ist nun A € o(p(x)), also p(x) — Ae nicht invertierbar, so muB fiir wenigstens ein ; das
Element (x — f8je) nicht invertierbar sein. Dies bedeutet 3; € o(x) bzw. per Definition
p(B;) € p(o(x)). Einsetzen in obige Zerlegung zeigt nun p(5;) = A, sodafi A € p(co(x)) folgt.
Umgekehrt sei A € p(o(z)), also A = p(u) mit p € o(x). Dann gilt analog zu oben

p(x) —p(p) e = afz —vyi€) (z = yo_1€)( — pe) .

Wiére nun A ¢ o(p(z)), also p(z) — p(p) - e, so folgte

e = {(0e) = plo) ) e = 6) -2 = a16) 2~ )

Dann héitte © — pe eine linksseitige Inverse. Analog kann man die Existenz der
rechtsseitigen Inversen folgern, sodal z — pe invertierbar wére, d.h. u ¢ o(z) im
Widerspruch zur Annahme.

Der folgende Satz gibt als Ergénzung von Satz IV.2.11 eine Formel fiir den Spektralradius,
die spéter noch benotigt wird.

IV.2.14 Satz: Sei X eine Banachalgebra mit Finselement.
1. Dann gilt fiir den Spektralradius
1

"H o

re(r) = nh_}n;on

2. Ist X ein Hilbertraum und 7' ein normaler Operator auf X , so ist

ro(T) = |IT1l -

Beweis: 1.: Zeige zunéchst .
ro(x) < lminf ||z™|» . (%)
n—oo

Nach dem vorigen Lemma gilt aber A™ € o(2™) , und somit |A|™ < ||z||™ , also folgt (%) .
Andererseits gilt als Spezialfall der obigen Resolventenformel
1

Mit M(7) := max, ||R(re*?|| folgt daraus die Abschitzung ||z"|| < 7" 1M (7) und damit

lim sup ||x"||% <7 , bzw. lim sup ||x"||% < po(x)
n—oo n—oo

da 7 > r,(z) beliebig war. Zusammen mit (x) zeigt dies die Existenz des Limes in der
gewiinschten Formel fiir r,(z) .

2.: Ist T normal, gilt | Tf| = ||T* f|| nach Lemma 1.5.21 , also |TTf||* = | T*Tf]|? fiir
f € X, und damit | T?|| = ||T*T|| . Andererseits ist | T*T|| < ||T||* und
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IT£N? = (f, T*Tf) < ||T*T||||f||?, also ||T||?> < ||T*T| . Insgesamt gilt daher
|T2|| = ||T||* . Da alle T™ ebenfalls normal sind, gilt auch ||T||2k = ||T2k|| und

. n L . k o—k
on(T) = lim [T"% = lim 722" = ||| .

n— oo

IV.3 KOMPAKTE NORMALE OPERATOREN IN
PRA-H-RAUMEN

Zur Erinnerung: Normale Operatoren T erfiillen definitionsgeméfl die Beziehung
T T* =T* T. Darunter fallen selbstadjungierte und unitére Operatoren. Nach Lemma
1.5.21 ist T' genau dann normal, wenn ||Tz| = ||T*x]| fir alle x € X ist.

IV.3.1 Lemma: Sei X ein Ppé-Hilbertraum und 7 € L(X) normal. Dann gelten:

1.
N —T) =N —T*) fiir alle A€ C .

NN —-T) LN(uI —T) firalle A, ueC, X#pu .
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenrdumen sind also orthogonal.

3. Ist T symmetrisch, so sind die Eigenwerte reell; ist T unitér, so liegen sie auf
dem Eiheitskreis.

4. Fiir alle A € C gelten

RM-T)Y-=NXM-T) , X=RMN-T)ONWM -T).

1.: Einfaches Nachrechnen zeigt
A TN —T*) = M\ —-T*(\ -T),

Al — T ist also ein normaler Operator. Die Behauptung folgt daher aus Lemma 1.5.21 .
2.:8ei Tex =Xz, Ty = py und A # p . Dann ist nach IV.3.1

/\('r7y) = (/\x,y) = (Tx’y) = (a:,T*y):(x,ﬁy) = M(xvy)v

also (z,y) = 0.

3.: Analog zeigt man, dafl die Eigenwerte reell sind , falls 7" symmetrisch ist . Fiir unitére
T gilt nach Lemma 1.5.21 ||Tz| = ||z| . Nach Satz IV.2.11 gilt also A < ||T'|| =1 fiir

A€ o(T), d.h. alle A € C mit [A| > 1 gehéren nicht zum Spektrum. Wegen T-! = T* ist T
stetig invertierbar, d.h. A := 0 liegt nicht im Spektrum von T'. Das Gleiche gilt fiir den
Bereich { A |0 < |[A| <1} ,denn AT* —1T ist wegen ||[T*|| = 1 invertierbar, sodaf

[TOT* -7 = O\ -0 ' =\ -T*T)"'T*
= [T -T)'T* =\ -T)" (T 'T* =\ -T)"".

4.: Folgt aus Lemma 1.5.18 . 0
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IV.3.2 Satz: Sei X ein Hilbertraum und T € K(X) normal. Dann existiert eine
Teilmenge N = {1,2,---} C N, ein Orthonormalsystem {e; | k € N} und eine Folge
(Ak)ken mit Elementen aus C\ {0}, die hochstens 0 als Hiufungspunkt besizt, sodafl

X =N(T)D {span{er | ke N} , (%)

und

Tz = Z Ae(z,en)er ., (zeX),
keM

wobei die A, die von Null verschiedenen Eigenwerte mit Vielfachheiten (s. Beweis) zu
den Eigenvektoren ey sind.

Beweis: Nach Satz 11.3.15 der Riesz-Schauder-Theorie ist die die Folge (x;) der paarweise
verschiedenen Eigenwerte hochstens abzdhlbar mit einzig moglichem Haufungspunkt 0.
Nach Lemma I1.3.3 sind die Dimensionen d; der zugehérigen Eigenrdume N; endlich. Bilde
dann die Menge der A; durch d;-fache Wiederholung der u;:

M1y -eey H1y 25 -5 2,5 (135 - - -
—_— —
di mal d2 mal

Dann ist diese Menge endlich oder besitzt hochtens 0 als Hiufungspunkt. Ferner wéhle
Orthonormalbasen der Eigenrdume N und bilde entsprechend den Ay die Folge der ey.
Nach Lemma I1.3.3 sind die e, paarweise orthogonal und es gilt Tex, = Apey fir k € M.
Weiterhin ist N(T') L e, fiir k € M, daher ist Y := N(T) @ span{ey, es, ...} ein abge-
schlossener Unterraum von X.

Zeige nun (%) , d.h. X =Y und betrachte dazu Y*. Es ist (Y1) C Y+, denn fiir y L e,
gilt nach Lemma IV.3.1

(Ty, ex) = (y, T"ex) = (y, \ver) = Me(y,ex) =0,

und fiir z € N'(T) ist ebenfalls nach Lemma IV.3.1 (Ty,z) = (y, T/%**z) = 0 . Betrachte
die Restriktion Ty := T'|y1. Dann ist Ty normal als Operator auf Y+, denn

I Tox|| = || Ty |- Ist Tp # 0, so gibt es nach den Sétzen IV.2.11 und IV.2.14 ein A € o(Tp)
mit [A| = r,(Th) = ||To|| > 0 und ein & € Y+ \ {0} mit TpZ = A\Z. Dann ist aber

Z € span{ey,es, ... }. Andererseits ist £ L Y, also Z = 0 und damit Ty = 0. Es folgt

Y+ CN(T)CY,also Y+ = {0}.

Jedes x € X kann daher in der Form

=Y+ Z (z, ex)er
keM
mit y € N(T') geschrieben werden, also

Te=Ty+ Z (z,ex)Ter = Z e (x,ex)er -
ke M keM

Bemerkung: Ist N (T') = {0}, so folgt, dal zu T ein vollstéindiges abzihlbares
Orthonormalsystem aus Eigenvektoren von T fiir X existiert.

Betrachte nun symmetrische und kompakte Operatoren auf Pri-Hilbert-Rédumen X.
Die Verbindung dieser Eigenschaften ist so stark, dal man teilweise auf Vollstéandigkeit
verzichten kann.

IV.3.3 Lemma: Sei X ein Pri-Hilbertraum und T': D(T) — X, D(T') C X, stetig
und symmetrisch. Dann gilt

LTI = supjy = 1 (T, z)]

2. Ist T zusitzlich kompakt, so ist entweder ||T'|| oder —||T'|| Eigenwert von T .
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Beweis: 1.: Sei M = sup ;=1 |(Tx,x)|. Dann ist [(Tz, z)| < ||Tz||||l=| < ||| fir ||z] < 1,
also M < ||T||. Aus T = T™ folgt

(T(z+y),r+y) —(T(x—y),r—y) = 2(Tz,y)+2(Ty,x)
= 2(Tz,y) +2(y,Tz) = 4R(Tz,y) .

Mit der Parallelogrammgleichung 1.5.3 folgt
AR(Tz,y) < M(lle+yl* + e —yl?) = 2M(||z[* +[ly]?) ,

also R(Tx,y) < M fir ||z||, ||yl < 1 und allgemeiner R(T'z,y) < M |z||||y| fir alle

x,1y. Damit folgt mit y := Tx

|Tz||? = R(Tz,Tx)

IN

M [l [ Tl} ,  dh [T < M [l],

also [T < M.

2.: Nach 1. gibt es eine Folge (2 )nen mit ||z, || =1 und [(T'zp, 2,)| = ||T]. Weil T
kompakt ist, gibt es nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge ein y € X mit
y = lim, o Tx,. Hieraus folgt A = lim,— oo (Txy, ) mit |A| = ||T|| und

Tz, — /\an2 ”Txn”2 = 2\A\(Txp, zn) + |/\‘2||xn||2

7|12 + |A]2 = 2\ Tz, 20) = 0 ,

IA

Also Ty — Ay = 0, d.h. X ist Eigenwert und y Eigenvektor. O

Damit kann man eine analoge Aussage zu Satz IV.3.2 beweisen:

IV.3.4 Satz: Sei X ein Pri-Hilbertraum und 7' : X — X kompakt und symmetrisch.
Dann existiert eine Teilmenge N C N und eine Folge von Eigenwerten (A, )nen und ein
zugehoriges Orthonormalsystem (e, )nen von Eigenvektoren , sodal die Darstellung

Tx = Z/\n(ac,en) en , (xe€X) (*)

neN

gilt, wobei die Summe sich iiber alle auftretenden A, e,, erstreckt einschliellich Vielfach-
heit. Es gilt auerdem |A,,| — 0,n — oo, falls die Folge unendlich ist. Jeder Eigenwert
A; tritt mindestens einmal in dieser Folge auf, und die Vielfachheit, mit der \; auftritt,
ist endlich und gleich der Dimension des Eigenraums zu A; .

Beweis: Dazu wende das Argument des vorigen Lemmas induktiv an. Seien X7 := X und
A1 ein Eigenwert von 7" und e; ein zugehoriger Eigenvektor der Norm 1. Setze

Xs :={e1}*. Dann gilt T(X5) C X3 , und man kann die Restriktion Ty := T|x, von T auf
X5 betrachten. Man verifiziert leicht, dafl 75 wieder kompakt ist, sodafl das vorige Lemma
wieder anwendbar ist. Man findet Ag, ea mit Txg = Ages und |Ag| = || Te|| < |A1], usw..
Damit erhélt man eine Folge {X,,} von Unterrdumen in X mit X,,1; C X,, und

Xp+1 L span{e; | i=1,--- ,n}, wobei e; Eigenvektor der Norm 1 zum Eigenwert \; ist
mit [\;| = [|T|x,|| . Diese Folge ist genau dann endlich, wenn T'|x,,, =0 fiireinn € N,
d.h. N(T) = Xy41 ist. In diesem Fall ist Pz :=2 — > | Ni(z,€;) €
Orthogonalprojektion von X auf X,,;1 wegen

n

(Jf—an,g) :_Z(‘raei)(ehg) =0 (gexn-‘rl)
Daraus folgt

Tz = T(an—i-Z(x,ei) e;) = T(Pyx) + T(Z(m,ei) e;) = Z)\i(x,ei) €,

i=1 i=1 i=1
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d.h. die Behauptung des Satzes im Fall endlich vieler Eigenwerte.

Im anderen Falle schliele so: wiirde nicht lim,,_, o |A,| = 0 gelten, so miiite es wegen
[Ant1] < |Ap] ein & > 0 geben, sodaB |A,| > ¢ . Die Folge der y,, := ﬁen wiirde dann
lynll < 5% und Ty, = e, erfiillen und wegen der Kompaktheit von 7" Gébe es eine
konvergente Teilfolge der {e,,} . Dies ist aber unméglich wegen

len —emll® = lleall® + llemll? -

(Dieses Argument ersetzt dasjenige in Satz IV.3.2 , das die Riesz-Schauder-Theorie
bendstigte!).

Fiir P, gilt nach Lemma 1.5.9 ||P,z|| < [|P||||z]| = ||=]| und folglich

1T Pzl = T|x, 0 (Pat)l = Pngal [Pazl < Al 2]

also TP,x = Tx — Z?zl Ai(z,e;) e, — 0 fir n — oo, d.h. Konvergenz und Gleichheit
in ().

Wire A # 0 ein Eigenwert zu T und nicht in der Folge {\;} enthalten, so giibe es einen
Eigenvektor x # 0 mit A(x, ex) = (Tx,ex) = (z, Ter) = Ap(z, ex), sodaBl (x,ex) =0 fiir
alle k in () und somit Tx =0 wire. Dies ist aber ein Widerspruch zu Tx = Az # 0.

Ein Eigenwert kann nicht unendlich oft auftreten, denn das obige Argument, angewendet
auf die Folge der zugehorigen Eigenvektoren, wiirde die Konvergenz einer Teilfolge von
ihnen liefern, was unmoglich ist.

Tritt ein Eigenwert «;— mal auf, so gibt es dazu auf Grund des eben Bewiesenen «;
verschiedene, paarweise orthogonale Eigenvektoren. Ware die Dimension des FEigenraums
echt grofler, so gibe es ein T mit TZ = A, |Z]| = 1 und (Z,¢;) = 0 fiir alle Eigenvektoren
e; (denn die zu A\; # A; zugehérigen sind sowieso orthogonal). Es wiire dann wieder 7% = 0
im Widerspruch zu A\;T # 0.

Bemerkung: Beachte, dafl der Satz die Konvergenz der Reihendarstellung () (in der
zugehorigen Norm) ohne die Voraussetzung der Vollstéindigkeit garantiert.

Zur Ergédnzung fiir die Darstellung der Elemente von X selbst:

IV.3.5 Korollar: (Hilbert-Schmidt) Unter den Voraussetzungen und mit den Be-
zeichnungen von Satz IV.3.5 gilt:
Es gibt eine Indexmenge J und ein Orthonormalsystem {d;|j € J} sodaB

x = Z(gc,dj) d; + Z(Jc,en) en , (reX).

JjeJ neN

Beweis: Die Behauptung folgt mit Wahl einer Orthonormalbasis fiir N'(T') aus Satz IV.3.2

Eine fiir Anwendungen wichtige Variante von Satz IV.3.4 ist

IV.3.6 Satz: Sei X ein Pri-Hilbertraum und A : D(A) — X ein symmetrischer
linearer Operator auf D(A) C X. Es existiere T := A™! auf ganz X mit R(T) = D(A).
Weiterhin sei T kompakt. Dann ist die Folge der Eigenwerte (Ax) von T unendlich.
Sei (z1)ren eine Folge von zugehériges Eigenvektoren der Norm 1. Dann besteht das
Spektrum o(A) aus der Folge (pn)nen , ftn = i, mit p, — 0o . Die {z, | nen
bilden ein totales Orthonormalsystem fiir D(A) = R(T) und es gilt Ax,, = pn2y,. Ist
u#p; (i €N),soist u€ p(A), die Resolvente (ul — A)~! ist kompakt und hat die
Darstellung

_ - (yaxk)
(ul — A"ty = x (ye X). (%)
p y g;u—u oW

=

Beweis: Zu z,y € X existieren a’,y’ € D(A) mit Az’ =z, Ay’ =y bzw. 2’ =Tz, vy = Ty.
Dann ist (z,Ty) = (Az’,y') = (¢/, Ay') = (Tx, ATy) = (Tx,y), d.h. T ist symmetrisch.
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Satz IV.3.5 ist also anwendbar und liefert eine wegen dimX = oo unendliche Folge
{An, Tntneny mit ||z,|| =1 und 2, = ATz, = Anzp) = \yAzy, , d.h. un = )\— ist
Eigenwert von A. Da (An)nen Nullfolge ist, gilt pu, — 0o . Wegen A(T) = {0} bilden die

(zn)nen ein totales Orthonormalsystem fiir R( ) =D(A). Also gilt x = Zkzl(a: xg)xy fir
x € D(A)

Seinun p # 0, u# w; . Wir zeigen zunéchst:

(T — %I ) besitzt eine stetige Inverse: Annahme, dies ist falsch. Nach Satz 1.4.15 existiert
dann eine Folge (y,) in X mit |ly,|| =1 und lim, o ||Tyn — i[ynH =0.Well T
kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge (T'y,, ) gegen ein z # 0 (|jyn]| = 1) . Dann
konvergiert (yn, ) gegen pz , und es folgt

limg oo Tyng = T(limg_oo yng) = T(iz) = %Tz , also ist ﬁ ein Eigenwert im
Widerspruch zu + 7é Ai
Es folgt
1 1 1 -1
~T(T—-=-I"' = (WT -=DA = (ul — A7, ok
p ( p ) (n( m )A) ( ) (%)

amit existiert die Resolvente (ul — A)~! und ist nach Satz I1.2.3 kompakt, da T' kompakt
ist, und das Spektrum o(A) besteht aus der Folge der p; = -

Konvergenz der Reihe (x) : Sei y € X und seien

Uy = Z (. ex) ex , vn = Au, , (neN).
1 Mk —H

(u)nen ist eine Cauchyfolge, da fir m > n

m m
1
lm — w2 = 3 | W2 o > 3 ) — 0 fiir n— oo
k=nt1 HETH (i en, i1 54

(V)nen ist beschrinkt, da fir n € N

# n

k .

og|> = Z| 2(y,z]? < Supl '\2 Z|(y7xk|2 — 0 fiir n—>00.

H=Hi 3

Weil T kompakt ist, enthélt (T, Jneny = (uny)nen eine konvergente Teilfolge, und
somit ist {un}nen = (TWn)nen als Cauchyfolge insgesamt konvergent.
Die Formel in (%) folgt aus

(uI — A)z Z (=) e = > o) e =y
k:l k=1

Beispiel (Sturm-Liouville- Operator):
Sei (Az)(t) := (pa') (t) + q(t)x(t) definiert auf

D(A) :={x € C?a,b] | Ru():=ar1x(a)+azzr’(a) =0, Ry(z) := Brx(b)+ 22’ (b) =0 } .

Weiterhin seien ¢ € C([a,b]), p € C([a,b]), (z,y) == f;x(t)w dt. Setze p(t) # 0 fiir

t € [a,b] voraus, d.h. ist A reguldrer Differentialoperator 2. Ordnung. Die
Randbedingungen R, (z), Ry(x) seien so, dafi das homogene Problem Az = 0,z € D(A) nur
die triviale Losung besitzt. Wie am Ende des Abschnitts iiber die Riesz-Schauder-Theorie
erwihnt, kann man dann zeigen, dafl zu A eine kompakte Inverse T existiert. Betrachte
nun das Eigenwertproblem Ax — Az = 0, bzw. suche die Spektralentwicklung von A. Da die
Voraussetzungen des vorherigen Satzes erfiillt sind, 148t sich jede Funktion aus C?([a, b])
mit geeigneten Randbedingungen entwickeln als z(t) = Y~ (z, e, )en(t), wobei die e,
orthonormierte FEigenfunktionen des Sturm-Liouville-Problems Ae,, — e, = 0 sind.
Anwendungen auf Randwertprobleme partieller Differentialgleichungen sind z.B. in
Hutson-Pym [5], Kapitel 11] zu finden.
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IV.4 BESCHRANKTE SELBSTADJUNGIERTE
OPERATOREN

Sei X ein Hilbertraum. Bezeichne mit S(X) die Menge aller beschrénkten
selbstadjungierten Operatoren A : X — X. Dafiir benotigen wir einen Operatorkalkiil,
der hier anders aufgebaut ist als derjenige iiber Resolventen (s.oben).

Definiere dazu eine Halbordnung auf S(X):

IV.4.1 Definition: Fiir zwei Operatoren L,M € S(X) sei L > M genau dann,
wenn (Lx,z) > (Mx,z) fir alle 2 € X. Speziell heifit L positiv, falls L > 0 . Eine
Folge (Ln)nen in S(X) heiit monoton wachsend, falls L, — L,, > 0 fiir n > m;
entsprechend ist monoton fallend definiert.

IV.4.2 Lemma: Seien L, M € S(X).

1. Aus L > M und M > L folgt M = L.

2. Aus L > M folgt L+ N > M + N fiir N € S(X).
Aus L > M und a > 0 folgt oL > aM.

- W

Aus L, M > 0 und «, 8 > 0 folgt oL + SM < max(a, 8)(L + M).
5. Aus M > L > N folgt || < max([M], |N]).
6. Aus M > Ly > Nund M > Ly > N folgt ||L1 — Lof| < ||M — N

Beweis: Wesentlich fiir die Beweise ist die schon in Lemma IV.3.3 bewiesene Beziehung

| T|| = max(|m(T)|, |M(T)]|) fiir die GréBen m(T') := inf ), =1 (T'z, ) und

M(T) := sup|g=1(T'z, ) . Z.B. zum Beweis von

1.: Beachte (z, (M — L)x) = 0 fiir alle € X mit ||z|| = 1, soda$ | M — L|| = 0. Der Beweis
von 5. ergibt sich aus den beiden Ungleichungen sup(z, Lz) < sup |(z, Mz)| und

inf(z, Lz) > —inf |(z, Mz)| , und 6.folgt aus 5. per N— M < L1 — Ly <M — N .

IV.4.3 Lemma: Sei (Ly)nen monoton wachsend in S(X) und durch L € S(X) nach
oben beschrénkt, d.h. L,, < L fiir alle n. Dann konvergieren die L,, gegen ein L € S(X).
Ist B € L(X) ein Operator, der mit jedem L,, kommutiert, dann kommutiert B auch
mit L.

Beweis: Sei m > n. Dann ist U := L,,, — L,, positiv und in S(X). Fiir
(z,y)v := (Uz,y) (x,y € X) gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Damit folgt

[U=]*

)
(Uz,Uzx)* = (x,Ux)QU < (z,2)y(Uz,Ux)y
(JT,UQT)(UZ.I‘,U.Z‘) < (J:,Ux)||U2$c||||UatH
(Lmz — Lyz, z)|U|1?||z]|* .

IA

Setze nun L,, := L, — o, wobei a := inf| 5 =1 (Loz, ) < ||Lo||. Dann ist L,, positiv wegen
L, > Lgy. Es folgt nach Lemma IV.3.4

U] = sup (Uz,z) = sup ((Ly — L)z, x)
lz]|=1 lz]|=1
< sup (L — La)z,2) < sup (Lma,z) < || L + || Lol -
[l=]|=1 |lz||=1

Nun gilt (L2 — Lpx, ) — 0 fiir n,m — oo lt. Voraussetzung, sodafl (L,z),c N eine
Cauchyfolge fiir jedes x € X ist. Daher existiert fiir jedes x € X
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Lz :=lim,_,o L,z . L ist offensichtlich linear und symmetrisch, ferner wegen

0 < |(Lx,z)] = lim |(Lpz,z)| <

lim
n— o0 n—oo

IZI] [l

auch stetig mit || L|| < || L] .
Schliellich gilt fiir fiir alle z € X

LBx = lim L,Bx = lim BL,xr = B lim L,x = BLx .

n— oo n—oo n— oo

IV.4.4 Satz: Sind S,T € S(X) positiv und kommutieren , so ist ST >0 .

Beweis: Multipliziere T' mit geeignetem £ > 0, sodafl 8T < I. Setze U := I — T . Dann
ist U > 0. Dann beniitze die Reidsche Ungleichung

(SUz,z) < ||U||(Sz,z) firalle S,U € S(X) mit S,U > 0.
Damit folgt
((SU = pT)x,x) < |[I = pBT|(Sz,z) < [[I[|(Sz,2) = (Sz,z),

und daher (STz,z) > 0 . Beweis der Reidschen Ungleichung:
Nach Kiirzen durch ||U||kann man 0.B.d.A. ||U| = 1 annehmen. Ferner ist U mit S
vertauschbar und SU"™ wieder symmetrisch, also

(SU"z,z) < (S(x—U"x),z —U"z)+(SU"z,x)

>0

DO | =

% ((Sz,2) + (SU"z,U"z)) = = ((Sz,2)+ (z,5U*"z)) .

N |

Mit Induktion iiber n =1,2,4--- folgt

(SUz,x) < E 27(Sx,x) + 27" (2, SU"x) ,
i=1 T
N <l=lI?115]]
—1

also die Behauptung. O

IV.4.5 Lemma: Sei T € S(X) und seien p, ¢ Polynome iiber C mit reellen Koeffizi-
enten. Gilt p(\) > ¢(X) fiir alle A aus dem numerischen Wertebereich

J = [m(T), M(T)] von T (s. Definition IV.1.6) , so gilt p(T') > ¢(T). Die Halbordnung
tibertrégt sich also auf Polynome tiber J.

Beweis: Es geniigt, ¢ := 0 zu betrachten (sonst nehme p — ¢ statt p). Sei also p(A) > 0,
A € J. Zerlege p in

p(N) =aJTA = a) [T = V(A= ¢)* + &),

wobei @ >0, a; die reellen Nullstellen < m(T), b; die reellen Nullstellen > M (T)
und c¢; £14 d; die paarweise konjugierten komplexen Nullstellen von p sind. Aus Lemma
IV.4.1 1. folgt leicht T —a;I >0, b;I =T >0 und (T —¢;I)* +d51 >0 . Mit Satz
IV.4.4 folgt p(T) >0 . O

IV .4.6 Definition: (Operatorenkalkiil auf S(X)) . Sei T € S(X) und f eine steti-
ge reellwertige Funktion auf dem numerischen Wertebereich J von T. Dann definiere
f(T) :==limy 00 pn(T') , wobei p,, Polynome mit supyc;|f(X) —pn(A)] — 0 sind.
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IV.4.7 Satz: Unter den Voraussetzungen der vorherigen Definition ist f(7") wohlde-
finiert. Es ist f(T") € S(X) und f(T') kommutiert mit jedem linearen Operator auf X,
der mit T kommutiert. Ferner gilt

1. f(T) > 0, falls f(A) > Ofir Ae J.
2. (DI < supres [F] = [[fllo -

3. Ist g vom gleichen Typ wie f , so gelten

(f)(T) = F(M)g(T) und (f+9)(T) = f(T)+9(T) .

Beweis: Ist supyc s |f(A) — pn(A)] = 0 fiir n — oo, so gilt —e < f(A) —pn(A) < € fiir e
beliebig klein und passendes n. Mit passendem m gilt auch — 2¢ < p,,(A) — pp(A) < 2¢
also —2eI < pp, (T) — pn(T) < 2€el . Nach Lemma IV.4.2 gilt ||pm(T) — pn(T)] < 2¢, d.h.
pn(T) ist Cauchyfolge und konvergiert daher in der Operatornorm. Der Limes ist eindeutig
bestimmt, denn ist (g), eine weitere solche Folge wie (p),, , so ergibt die SZick-ZakFolge
( p1.q1-p2,q2,--- ) einen Widerspruch. Daher ist f(7") wohldefiniert.

Als niichstes zeige (infaey f(X)) - I < f(T) < (supyes f(A)) - 1. Nun gilt

—€n + Inf f(A) < pa(A) < sup f(A) +ep
AeJ xeJ

mit €, — 0 fiir n — co. Lemma IV.4.5 angewandt auf p, (A) und ¢ := 1 liefert

(=en + Inf FQ)I < pu(T) < (ilégf(AHen)I-

Daraus folgen nun die Aussagen 1. und 2. nach Lemma IV.4.2 .
Die Kommutationseigenschaft folgt analog zum Beweis von Lemma IV.3.3 .
Zum Beweis der Multiplikationsregel betrachte fiir beliebiges x € X

(f)(T)(@) ~ F(T)a(T)(@) = lim ((paga)(T)(x) ~ F(T)(ga(T)a))
= lim [p(T) — F(T)(an(T)(x) —g(T)x) + lim [p(T) — F(T)]g(T)a

wobei benutzt wurde, dal (pn¢n)(T)(z) = pn(T)gn(T)(x) bereits nach der
Multiplikationsregel fiir Polynome folgt. Nun beachte

1P (T) = F(Dg(T)(@) = gu (D)2l < Npn (D + IS (D)T9(T) () = gn(T)|| =0,

P (T) = F(D]g(T) (@) < llpn(T) = FD) g(T) (@) =0,
und es folgt (fg)(T)(x) — f(T)g(T)(xz) = 0 . Die Additionsregel zeigt man genauso.
Bemerkung: Als Anwendung kann man z.B. die Wurzel /T eines positiven Operators
T € S(X) dadurch eindeutig definieren, indem man f(z) = /z auf dem numerischen

Wertebereich von T nimmt. Konkret kann man +/7T mit 0 < 7T < I als Limes der Folge der
iterativ definierten Operatoren

Ty =0, Tpi1:=Tn + (1/2)(T -T2 , neN
erhalten. Dies kann man mittels Lemma IV.4.3 zeigen.

Fiir die Anwendung auf die Spektralzerlegung von Operatoren muf3 der bisherige
Operatorenkalkiil auch auf unstetige Funktionen, speziell auf Treppenfunktionen und
charakteristische Funktionen von Intervallen ausgedehnt werden. Dazu dient

I1V.4.8 Definition: Eine reellwertige Funktion f auf [a,b] heifit oberhalb
stetig, falls f punktweiser Limes einer monoton fallenden Folge stetiger Funktionen
auf [a, ] ist.
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Bemerkung: Die iibliche Definition von oberhalb stetig ist folgende:

f auf [a,b] ist oberhalb stetig im Punkte zg, falls zu jedem e > 0 eine Umgebung
Us(zg) = {x | | — x| < 0} existiert, soda f(x) < f(xg) + € fiir alle z € Us(zo) gilt.
Man kann zeigen, dafl obige Definition mit dieser iibereinstimmt.

Es gilt nun

IV.4.9 Satz: Sei T € S(X) , f eine nichtnegative oberhalb stetige Funktion auf

J = [m(T), M(T)] und (f,)nen eine Folge monoton fallender stetiger Funktionen, die
punktweise gegen f konvergieren. Dann konvergiert die Folge (f,,(T))nen punktweise
in der Norm von X gegen einen Grenzwert f(T'), der die gleichen Eigenschaften hat
wie in Lemma IV.4.3 .

Beweis: Die Existenz von f(T') als punktweiser Limes f(T")(z) folgt bereits aus Lemma
IV.4.3 , angewendet auf die Folge (—f,(T))nen , die monoton wachsend ist. Das Problem
ist hier, die Unabhingigkeit von f(T) von der Folge (f,)nen zu zeigen, denn es gilt nicht
wie zuvor Konvergenz in der Operatorentopologie.

Seien (fn(t))nen, (gn(t))nen zwei monoton fallende Folgen von Funktionen mit
punktweisem Limes f(t). Bilde das Maximum h, (t) := maxgen(fx(t), gn(t)) . Dann ist
im0 M (t) = gn(t), da dieses Maximum einerseits immer > g,,(t) ist, andererseits aber
limg o0 f5(t) = f(t) < gn(t). Beniitze nun den folgenden Satz von Dini:

Jede monoton fallende Folge stetiger Funktionen, die auf einer kompakten Menge
punktweise gegen eine stetige Funktion konvergiert, konvergiert dort auch gleichméafig.
Die Anwendung auf die Folge (hy, (t))nen zeigt 0 < huy,(t) — gn(t) < L fiir t € J und m groB
genug, also 0 < f,, () — gn(t) < % fiir t € J und m grof} genug. Nach Lemma 1V.4.3 gilt
dann limg o0 fx(T) < gn(T) + %I. Wendet man nochmals Lemma IV.4.3 auf die Folge
(gn(T) + %I)neN an , so ergibt sich limy 00 f5(T) < limy,— 00 gn(T). Vertauschung der
Rollen von (fy,(t))nen und (gn(t))nen ergibt Gleichheit. Die weiteren in Lemma IV.4.7
genannten Eigenschaften

1. und 3.: Ubertragen sich unmittelbar.

2.: Sei a > 0 gegeben mit || f|loc = supycs|f(A)| < @. Dann existiert eine monoton fallende
Folge (fn(A))nen mit |f(N)] < a, die auf J punktweise gegen f(X) konvergiert. Mit
Lemma IV.4.7 folgt fir ||z|| = 1 weiter

1FT)al = lm f@al < D L@ < lim [ f
und damit || f(T)|| < « fiir alle a > || f||oo -

Bevor wir zur Spektralzerlegung von Operatoren T' € S(X) kommen, sei daran erinnert,
dal im Falle kompakter symmetrischer Operatoren nach dem Hilbert-Schmidt-Satz
(IV.3.6) die Darstellung

I
NE

(x,ek)ek = Z Pier , zeX (*)
k=1

ES
Il

1

gilt, wobei Py := Zji (@, €el)el die Orthogonalprojektionen von X auf die
(endlich-dimensionalen) Eigenrdume zu den Eigenwerten A; sind. Um die Schwierigkeiten
und Modifikationen zu erldutern, die bei der Erweiterung auf allgemeine T' € S(X) zu
erwarten sind , betrachte das Beispiel des Operators A := id/dz. Im periodischen Fall setze

s
[

[ f e La(0,27) | O”ﬂww=0}

D(A) = {feX | [feX, f(0)=[f(2m)},

wobei der Hilbertraum X hier als komplexwertig zu verstehen ist. Die Eigenfunktionen von
A sind dann die Funktionen e (t) := e***/\/27,k € Z zu den Eigenwerten k € Z , und es
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gilt die Fourier-Entwicklung

o

f(x) = Z (fv eikr)eikm ) (f € X) ) 7 = Z/{O} :

kez’

Der Operator (T'f)(t) := —i fg f(s)ds ist die inverse Abbildung zu A auf X mit

Wertebereich R(T) = D(A) wegen der fiir X geltenden Nebenbedingung fOQW f)dt=0.
Es ist D(A) ein Unterraum des Sobolev-Raumes W3 (0, 27), der kompakt in Lo (0, 27)
eingebettet ist . Daher ist T kompakt, sodaf ein Spezialfall von Satz IV.3.2 vorliegt.

Anders liegt der Fall, wenn A := id/dx auf W (—o0, 00) betrachtet wird. Das Spektrum ist
dann die ganze reelle Achse , denn der Plancherel-Satz iiber die Fouriertransformation
(1.5.22) zeigt, daB fiir kein A € R

1AL = A)flla = [[(A = 0) f(©)]2 o Cllf @)z =ClIf|l2

gleichmifig in f € La(—o00,00) gelten kann (dagegen gilt dies fiir A mit ReA #0) .
Dennoch liefert die inverse Fouriertransformation eine Darstellung , ndmlich

0= [ T FVeat)dr = / " Fn)aeat)r (s4)

wobei (-, )2 das Skalarprodukt in Ly(—00,00) bedeutet und ¢y (t) := e’ /y/27 . Bei einem
formalen Vergleich von (xx) mit (x) fillt auf: die Summe in (%) wird durch ein Integral
ersetzt - dies entspricht dem iibergang von einem diskreten zu einem kontinuierlichen
Spektrum - und die Operatoren Py f := (f, ex)exr durch Qaf := (g, pa)pa - Jedoch bilden
die @ nicht mehr in Ly[—00,00) ab. Der Ausweg ist die Superposition der ¢, durch
Integration iiber "kleine Bereiche U” von A (sogenannte Wellenpakete in der
Quantenmechanik). Man fithrt ein

Ey(g) := /U(f,<;0/\)2<,0>\ d)\Z/UQ,\f d\ , U meBbarin R .

Letzteres Integral ist als Integration einer Funktion mit Werten in einem Hibertraum zu
verstehen. Der resultierende Operator ist wohldefiniert und eine symmetrische Projektion
in La[—00,00) , wovon man sich leicht iiberzeugen kann. Dies steht in Analogie zum
diskreten Fall und unterstreicht die besondere Rolle der Projektionsoperatoren fiir eine
Spektralzerlegung. Zugleich wird dadurch motiviert:

IV.4.10 Definition: Sei M eine o-Algebra auf einem Mafiraum €2 und X ein Hilber-
traum. Eine Zuordnung P : M — L(X) heifit Auflésung der Identitit, falls fiir
w,wr,wz € M gilt:

1. Jedes P(w) ist orthogonale Projektion,
2. P0O)=0, P =1,

3. P(wiNwy) = P(wy) - P(ws) ,

4. P(wy Uwsg) = P(wy) + P(w2) ,

5. (P(w)z,y) ist komplexes Maf fiir alle z,y € X .

In diesem Zusammenhang ist es notwendig, mehr Information tiber
Orthogonalprojektionen zu sammeln.
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IV.4.11 Lemma: Sei X ein Pri-Hilbertraum und P eine lineare Projektion, P # 0 .

1. Ist P stetig, so ist sie genau dann eine orthogonale Projektion, wenn sie sym-
metrisch ist.

2. Ist P eine orthogonale Projektion, so ist P stetig, ||P|| =1 und
0<P<I.

Beweis: 1.: Ist P eine stetige lineare Projektion, so ist nach Lemma 1.5.9 R(P) L N(P) .
Dabher ist fiir z,y € X

(Pz,y) — (v, Py) = ((Pz,y— Py)+ (Pz,Py))— ((zx — Pz, Py) — (Pz, Py))
= (Pz,(I-P)y)+((I—P)r,y) =0,

d.h. P ist symmetrisch.
Umgekehrt folgt aus der Symmetrie fiir alle z € R(P) , y € N(P)

(z,y) = (Pz,y) = (2, Py) = (2,00 =0 , ,
dh. R(P) LN(P) .

2.: Nach Lemma 1.5.9 ist ||P|| = 1.
Da fiir alle z € X

(Pz,z) = (P?xz,2) = (Px,Px) = ||Pz|® > 0
(Pz,x) = [IPz)> < (IP] zl)* < [,
ist 0 < P <IT.

Man kann nun, ausgehend von der Definition IV.4.12 einer Spektralschar eine
Spektraltheorie fiir allgemeine normale Operatoren aufbauen. Dieser Zugang ist jedoch
sehr allgemein und verlangt einiges an Vorbereitung und Aufwand (vergl. Rudin [8],
Kapitel 12 und 13). Wir beschrinken uns daher auf symmetrische Operatoren, deren
Spektrum nur aus reellen Werten besteht. Ist T auflerdem beschréinkt, so liegt das
Spektrum in Q := [m(T"), M(T)] . Fiir diesen Fall - nur ihn betrachten wir im folgenden -
wird in obiger Definition Q = [a, ] , und gibt es eine vereinfachte Version, die nur
Intervalle als Teilmengen verwendet.

IV.4.12 Definition: Sei X ein Hilbertraum.
P : [a,b] — L(X), P\ := P(\) heifit Spektralschar auf [a,b] , falls gilt

1. P, ist Orthogonalprojektion.
2. PA=0fir \<a, PA=IfirA>b.
3. A< P, firAx<p.

4. Pyio (= lim,n \ Paz) = Pz (rechtsseitig stetig).

Man erkennt in Verbindung mit Lemma 1V.4.14, dal Eigenschaft 3. diejenigen 3. und 4.
der vorigen Definition ersetzt. Eigenschaft 4. erlaubt es, mit Riemann-Stieltjes- statt
Lebesgue- Integralen zu arbeiten.

Jeder Operator T € S(X) liefert nun eine solche Spektralschar:

IV.4.13 Satz: Sei X Hilbertraum und sei T' € S(X). Dann gibt es zu T eine Spek-
tralfamilie (Py) auf [m(T), M (T)], die nach Satz IV.4.9 definiert ist durch die Symbole

1 t<A
pa(t) 1:{0 t>X , Ae[m(T),M(T)]
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Beweis: P, ist wohldefiniert nach Satz IV.4.9 | denn p, ist eine oberhalb stetige Funktion
und Py € S(X). Es ist P = P\(T)Px\(T) = Py(T) = Py. Weiterhin ist py(t) = 0 auf
[m(T), M(T)] fir A < m(T), also P\(T) = 0. Analog gilt P\(T) = I fiir A > M(T), da
pa(t) =1 auf [m(T"), M (T)] tir diese A. SchlieBlich ist Py < P, wegen px(t) < p,(t) fiir
A< pund t e [m(T),M(T)].

Sei ¢, eine monoton fallende Folge mit ¢, () > pate, (t) mit €, — 0 und

limy, s 00 @ (t) = pa(t). Lemma IV.4.5 liefert ¢, (T) > Py, (T) > Px(T). Ferner gilt

limy, 00 on(T)x = Px(T)x und limy, 00 (Prte, (T)z, ) = (PA(T)x,x) .Die Konvergenz von
Py, in der Norm folgt dann mit dem Beweis der Reidschen Ungleichung (Satz IV.4.4) aus

1Pxte, (T)z = PA(T)z[* < [|Prie, (T) = PA(T)|| (Pare, (T) = PA(T)), x)

—0

Bemerkung: Aus dieser Konstruktion der Spektralschar folgert man
P, — Px= (P, — P\)(T) = x(»,(T), d.h. diese Projektion ist dem Intervall (A, u]
zugeordnet, entspricht also eigentlich den Projektionen aus Definition IV.4.12 .

Bevor wir zum Hauptsatz dieses Abschnitts kommen, bendtigen wir eine Ergénzung zu
Lemma IV.4.11 .

IV.4.14 Lemma: Seien P;, P, Orthogonalprojektionen in einem Hilbertraum X. Dann
gelten

1. P, + P, ist orthogonale Projektion < PiPo=0 < R(P)LR(P).
2. PPPb=P =PP - P1§P2, R(Pl)CR(PQ)

Beweis 1.: Da nach Lemma 1.5.9 X = R(P1) QN (Py) ,ist N(Py) der grofite zu
R(P;) orthogonale Unterraum und folglich R(P;) C N(P;) , wenn R(P;) L R(P,) .
Dann ist aber P;(Pex) =0 fiir jedes x € X . Umgekehrt folgt R(P,) C N(Py) aus
PP, =0 und somit auch R(P;) L R(P,) . Da die Relation R(P;) L R(Pz)
symmetrisch in Py, P, ist, gilt PP, =0 < PP,=0.

Aus PPy =0 erhalte dann (P) + P2)? = Py + P, + PiP, + P,P, = P, + P> , d.h.

P, + P, ist Projektion und offenbar auch symmetrisch, sodafl sie nach dem vorigen
Lemma orthogonal ist. Umgekehrt folgt daraus zunéchst

PPy + PPy = (P + P)? — (P, + P,) =0 . Fiir z € R(P,) folgt daraus weiter
0=Pax+ PoPix und 0= P,Px+ P22P1x =2PPix . Fir x aus dem
Komplementéirraum N(P,) gilt aber trivialerweise PPz =0 und so insgesamt
P,Pix =0 firalle v € X .

2.: Es gelte P,Py = Py. Dann folgt (P Pyx,y) = (Pex, P1y) = (x, P2P1y) = (z, Pry), d.h.
PP, = Py. Also sind Py , P, vertauschbar und es gilt auch PP, = P;.

Weiter folgt (Py — Py)? = P, + Py — 2P, P, = P, — Py, d.h. P, — P; ist orthogonale
Projektion und positiv. Nach Lemma IV.4.11 gilt dann P, > P;.

Gilt umgekehrt P, > P, so folgt Q2 :=1 — P, < I — Py := Q. Ferner gelten Q1 P, =0
und Q3 =1 — 2P, + P =1 — P, = 2, sodaf}

|Q2Prz|?> = (Q3Piz, Piz) = (Q2Piz, Piz) < (Q1 Pz, Piz) = 0.

Damit folgt 0 = Q2P = P, — P, P, , und die erste dquivalenz ist gezeigt.
Gilt nun P, P, = Py, so folgt fiir x € R(Py)

x=Prx=PFPP«x GR(PQ) d.h. R(Pl) J_R(PQ) .

Umgekehrt gelte R(Py) L R(P2). Dann zerlege x = u + v mit v € R(P;) C R(P2) und
v € N(Py). Daraus schlieBt man Pyu = u und Pyu = u und weiter Po Pyu = Pou = Pju,
sodaf fiir beliebiges x € X

P2P1$:P2P1U+P2P1U:P1U+O:P1U+P1U:P11‘.
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O

IV.4.15 Satz: Spektralzerlegungssatz Die in Satz IV.4.13 konstruierte Spektral-
familie erfiillt

1. T = fM(T

A dP) fiir jedes pg < m(T).
2. f(T) = fM(T) f(X) dPy fiir alle auf [—o0, oo] stetigen f .
3. Es gilt Multiplikationsformel

F(Mg(T) = (f-9)(T)) .

Das Integral ist dabei wie folgt definiert:

IV.4.16 Definition: Sei X ein Banachraum und f : [a,b] — X . Dann heifit
f Riemann-Stieltjes-integrierbar mit dem Banachraum-wertigen Stieltjes-Mafl F,
falls ein S € X existiert mit

n—1

lim S = 3" £(a5) (Bluia) = BGu)) || =0,

|Z]—0 =

wobei Z eine beliebige Zerlegung von [a,b] ist mit a = p3 < po < -+ < pp, = b,
€ [14, phj+1] beliebige Zwischenpunkte sind und |Z| := max; |Aj11 — A;| die Feinheit

der Zerlegung ist. Man schreibt dann

b
5:/ FO) dEOY)

Bemerkung: Ist [a,b] = (—00,0), so heiit f Riemann-Stieltjes-integrierbar auf (—oo, 00),
falls es Riemann- Stieltjes-integrierbar ist auf jedem endlichen [a,b]. Setze dann

/O;f(/\) dE(\) = alblgloo/ F(A) dE(X

falls dieser Grenzwert existiert.

Beweis von Satz IV.4.15: 1.: Zu zeigen ist T = limg_,¢ Z?Zl aj(Py; — Py,_,) fiir alle
Zerlegungen Z , po < fi1,...,pn = M(T) , 0 = |Z| , a; € [pj—1, 5], wobei P, die
Orthogonalprojektionen der Spektralschar aus Satz IV.4.13 sind. Betrachte

T -3  aj(Py; — Py, ,) und beachte 327, (P, — Py, ,) = Py, — Py, =1 . Dann folgt
aus dem Beweis zu Satz IV.4.13

n n

T_ZGJ(PM_PMA) = Z(T_ajl)(PMj_ Hj— 1 Z@j

j=1 j=1

mit Funktionen ¢;(t) = (t — a;)(py, (t) — pu,_, (t)) , die nur auf [p;_1, p;] nicht
verschwinden und dort 1 sind. Weiter gilt wegen |t — a;| <6

—0(py; (1) = Py (1) < p5(8) < 6Py, (8) = Py, (1) auf [po, M(T)] .

Nach Summation folgt mit Eigenschaft 1. von Satz IV.4.7, die wegen Satz IV.4.9 auch fiir
die dortigen unstetigen Funktionen gilt, dann
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also

HT— iaj(PHj - Pujil) ‘ <6
j=1

nach Lemma IV.4.2 .
2.: Nach Lemma IV.4.5 gilt P\ < P, fiir A < p1, soda8l nach Teil 2 von Lemma IV.4.14
folgt: P\P, = P,Px = Py und so fiir Qy := P,, — Py,_, und k> j

QrQ; :PMkPMj _PquPNj _PMkPMJ—l +Pﬂk—1PMj71 :PNj _Pﬂj _Puj—l +Puj—1 =0.

Analog folgt QxQ; = 0 fiir k < j und ferner Q = P2, — 2P, _, + P?_ = Q. . Damit
erhélt man
O MQeY = D MQNQ = D NQE = D Nk
k=1 k.j k=1 k=1

und induktiv weiter

{ZAk[Pﬂk 7P,U'k—l]}r = Z/\};[Puk 7P#k—1] :
k=1

k=1

L&At man hier auf beiden Seiten § — 0 streben , so erhélt man nach Teil 1. und der
Definition des Riemann-Stieltjes-Integrals

M(T)
" = / A" dPy
w

0

d.h. Eigenschaft 2. fiir f(A) := A" und damit auch fiir alle Polynome.
Sei nun f eine beliebige stetige rellwertige Funktion auf [m(T'), M (T')]. Nach Definition
IV.4.6 gibt es ein Polynom p(A) mit ||f(T) — p(T)|| < € . Dann gilt analog zu Teil 1.

—el < Y IfO) ~ OB, — Py S e

sodaf} ||S(f) — S(p)|| < € gilt, wobei S(f) die Riemannsche Zwischensumme
Z?Zl S\ (P, — Py,_,) ist. Da die Behauptung bereits fiir Polynome bewiesen ist , gilt
fiir gentigend kleines § > 0 ||p(T") — S(p)|| < € und so zusammen

1F(T) = SHII < IAT) =pDI + [lp(T) = SEI + [I15k) =S < 3e.
Damit ist Teil 2. bewiesen, wenn man im Falle komplexwertiger f diese in ihren Real- und
Imaginérteil aufspaltet und das Bisherige jeweils darauf anwendet.
3.: Die Multiplikationsregel folgt aus der Beziehung

n

O Fan)Qu}{d _9la)Q;} = Y flan)Qk 9(a))Q; = > (f - 9)(ak)Qx ,

k=1 j=1 k,j k=1

die genauso wie im Beweis zu 2. gezeigt wird. Grenziibergang |Z| — 0 liefert dann auf der
linken Seite den Ausdruck

M(T) M(T)
[ s an [ g dn = s
Ho Ho
wahrend sich auf der rechten Seite
M(T)
[ Gaw an = (7-9@)
Ho

ergibt.
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Varianten des Spektralzerlegungssatzes gibt

IV.4.17 Korollar: Unter den Voraussetzungen der Sétze 1V.4.13 und IV.4.15 gilt fiir
alle auf (—oo, 00) stetigen f

L f(T) = 2 f(N) dPy,
2. f(T)x = ffooo f(\) dPxz (v € X),

3. (f(May) = [T fN) d(Pazyy) (z,y € X).

1.: Folgt aus der Beobachtung, dafl die Operatoren Py auflerhalb des Spektrums konstant
sind, also dort dPy = 0 ist, und daher pug, M(T') durch —co bzw. co ersetzt werden kénnen.
Der Beweis der beiden anderen Aussagen folgt genauso wie im vorigen Satz, wenn man mit
den Maflen dPyz und (dPyx,y) statt mit dP) arbeitet.

Ergénzend beschreiben wir noch, wie sich Resolventenmenge und Punktspektrum im
Spektralzerlegungssatz erkennen bzw. wiederfinden lassen.

IV.4.18 Satz: Unter den Vorausetzungen wie bisher gilt:
Eine reelle Zahl A\g gehort zur Resolvente p(T') genau dann, wenn {Py} konstant auf
einem Intervall [A\g — 7, Ao + 7] mit einem ~ > 0 ist.

Beweis: Ist {P)} nicht konstant auf [\g — v, Ao + 7], so ist die Projektion
P := Py,4y — Px,—y # 0 . Daher gibt es ein z € X, ||z|| =1, sodall Pz = z gilt . Weiter
gilt (T'— XoI)P = q(T) mit q(t) := (t — Xo)(Prg+~(t) — Prxo—~(t) , wobei das Symbol py wie
in Satz IV.4.13 definiert ist. Analog wie im Beweis des vorigen Satzes gilt |q(¢)| < v weil
q(t) = 0 auBlerhalb von [A\g — v, Ao + 7] ist. Also folgt mit Lemma IV.4.2

] ] 1

(=20 Sl = T xohPall = 5

Wenn dies fiir beliebig kleines «y gelten soll , kann T' — A\gJ nach Satz 1.4.15 keine stetige
Inverse haben, und A muf in der Resolvente p(T") von T liegen.
Sei nun Py konstant auf U := [Ag — v, A + 7] fiir ein v > 0 . Dann betrachte die Funktion

_1
fo(t)::{’\o—’\ , TERNC,

stetig fortgesetzt , te U
als Symbol. Nach dem Spektralzerlegungssatz (Satz IV.4.15) gilt dann (weil dP\ =0 auf

U)
M(T)
Jo(T') Z/ fo(A) dPy =/

) aevue

fo(A) dPy =/ it

rere Ao — A
Andererseits gilt auch

NI-T = / (Mo — A) dPy
AeU¢

sodafl nach der Multiplikationsformel desselben Satzes I = fo(T")(Ao I — T') folgt. Das
bedeutet aber , dafl die Resolvente im Punkt Ag existiert und gleich fo(7T') ist, also
Ao € p(T) . O

Bemerkung: Aus dem Beweis der Riickrichtung ergibt sich als Spektralzerlegung der

Resolvente
*  dPy

0o Ao — A

Ry (1) = ol - 1) = [ (Mo € p(T)) .

IV.4.19 Korollar: Es gilt der Spektralabbildungssatz

flo(T)) =a(f(T)) fir auf [m(T), M(T)] stetiges f .
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Beweis: Man kann mit den gleichen Argumenten wie im obigen Satz zeigen, dafl

f(Xo) € p(f(T)) genau dann gilt, wenn { Py} konstant auf einem Intervall [Ag — v, Ag + 7]
mit irgendeinem ~ > 0 ist und dies ist dquivalent zu Ag € p(T'). Durch Komplementbildung
folgt daraus der Spektralabbildungssatz.

Das Gegenstiick zur Charakterisierung der Eigenwerte iiber die Spektralschar lautet

IV.4.20 Satz: Unter den Vorausetzungen wie bisher gilt:

Eine reelle Zahl Ao € [m(T), M(T)] ist ein Eigenwert von T genau dann, wenn die
Spektralschar {Py} einen ”Sprung” bei Ag besitzt , d.h. Py,—o # Py, = Pj,+o0 gilt. In
diesem Fall ist N(A\gl —T) = R(Px, — Prx,—0)-

Beweis: Es sei Fy := Py, — Py,—0 und y beliebig aus R(Fp),y = Foz . Dann gilt wegen
Py,—0 < Py, nach Lemma IV.4.14

Py = P\Fyr = (P,\P)\O—P)\P)\O_o)x = Py — Py = 0 fiir A< Ao,
P,\y = P)\F()LL' = (P)\P)\O—P,\P)\O,()){E = (PAO_P)\()fO)iC =Yy fir )\2)\0 .

Also ist dPy\y,y) = 0 auBlerhalb einer Umgebung U = (Ag — €, A\g + €), sodafl

Ate

=20 Dyl = (=% Pn) = [ (=20 d(Prge)

Ate
< e P =l
Da € beliebig war, folgt ||(T'— Ao I)y]| = 0 und R(Fy) CN (Mol = T) .

Umgkehrt sei y € N'(Agl —T). Dann gilt (\oI — T')?>y = 0 und nach 3. von Korollar IV.4.17

0 = -2 Dyl = [ =X dPww).
Weil d(Pyy,y) monoton wachsend in A ist, muf} dieses Integral auf jedem Teilintervall
verschwinden, also speziell fiir geniigend kleines € wegen d(Pyy,y) = 0 fir A < m(T) :

)\076 )\076
0 = / (A= 20 d(Pry,y) > & / d(Pryy) = E(Pro—cty) — 0]

— 00 — 00

also 0 = (Py,—e¥, y) = || Pr,—eyl||? = O fiir alle geniigend kleinen ¢ .
Analog schliet man

o0

o0
0 = / (A= X0)* d(Pry,y) > 62/ dPry,y) = €1y, y) — (Protets )]
Ao+e Ao+e

sodaB 0 = ((I — Pyx,1¢)y,y) = ||(I = Pryte)y||* = 0 fiir geniigend kleine e ist.
Zusammen ergibt dies

y = gi_f}})(Px\oJre =Py = (P, — Pry—0)y,

d.h. N(MoI —T) C mathcal R(Py, — Pr,—0) - O

Bemerkung: Da fiir selbstadjungierte Operatoren o(T) = 0,(T) U o.(T') gilt (Satz IV.1.5
), folgt aus den beiden letzten Siitzen, dafl \g genau dann im kontinuierlichen Spektrum
o.(T) liegt , wenn Py in )¢ stetig und in einer Umgebung von g nicht konstant ist .
Damit ist dieser Spektrumstyp entsprechend seinem Namen charakterisiert.

Zum Abschlufl geben wir noch eine wichtige Formel an | mittels der die Projektionen der
Spektralschar durch die Resolventen des Operators T' beschrieben werden kénnen.
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IV.4.21 Satz: (Stone-sche Formel) Unter den Vorausetzungen wie bisher gilt fiir
die dem Intervall (A1, Ao] zugeordnete Orthogonalprojektion P(A1,A2) := Py, — P
und z,y € X

1

. . 1 A2_6
(P(A1,A2)x,y) = 51—1>%1+ CLH& oy />\1+5 ([Ra—ie(T) = Rayie(T)]x, y)dA .

Zum Beweis sei bemerkt, daf§ man ihn auf den Fall = y reduzieren kann und dann die
nach der Spektralzerlegung geltende Formel
(P(A1,A9)z,z) = lim d(P\z, ) (%)
0=0+ )y, + 5
beniitzt. Dann zeigt man

o0

(P(A1, \o)z,x) = 62%1 - 61_1>%1+pe,5()\)d(P)\x7$)a

wobei das Symbol pe 5(p) durch

Aemd 1 1 Ao — 8 — A +0—
Des(p) = / [ — — —|d\ = f[arctanu — arctanM]

Mis AT p—ie A — ptie i € €
erklirt ist. Fiir e — 0 aber strebt diese Funktion gegen das Symbol der Projektion in (x) ,
andererseits ist 1/(A — p —i€) — 1/(A — u + ie) dasjenige des Operators auf der rechten
Seite der Stone’schen Formel.

Bemerkung: Eine Folgerung daraus ist, dafl die Spektralschar zu T' eindeutig bestimmt
ist.

IV.5 ALLGEMEINE SELBSTADJUNGIERTE
OPERATOREN

Die bisherigen iiberlegungen zur Spektraldarstellung lassen sich auf allgemeine
selbstadjungierte Operatoren A im Hilbert-Raum, ndmlich unbeschrinkte, ausdehnen.
Man kann dann aber nicht erwarten, daf§ das Spektrum beschriankt ist, und muf3 deshalb

eine Integraldarstellung der Form A = ffo A dF\ mit einer Spektralschar auf ganz

inft
(—o00,0) verwenden. Es gibt im Wesentlichefnyzwei Wege, die dort hinfithren und nun kurz
beschrieben werden (Néheres s. Bachman-Narici, loc.cit. Abschnitt 29).

Eine Methode besteht in der Zerlegung von A in beschrénkte selbstadjungierte
Operatoren A; , die auf paarweise zueinander orthogonalen Unterrdumen M; definiert sind,
dh. A;: M; — M, und X =5, O M, , d.h. X ist die direkte orthogonale Summe der
M;. Hieraus kann man die Existenz einer Spektralschar {F\} auf ganz (—oo, 00) folgern.
Dann kann der Beweis der Zerlegung A = ffooo A dF) analog wie vorher geschehen, nur
dafl man zusétzlich das uneigentliche Integral mit Hilfe geeigneter Projektionen in
Integrale f:“ aufspaltet.

FEin anderer, kiirzerer, vielleicht nicht so anschaulicher Beweis fiihrt iiber die
Cayley-Transformation, durch die das Problem der Spektralzerlegung auf den Fall unitérer
Operatoren U reduziert wird. Fiir diese Operatoren mit der Eigenschaft U*U = I - die
aber nicht symmetrisch sind - gibt es eine interessante Variante zur bisherigen
Spektralzerlegung. Zunéchst stellt man fest , dafl ihr Spektrum nach Lemma IV.3.1 auf
dem Einheitskreis liegt. Darum entwickelt man man einen Operatorenkalkiil mit
trigonometrischen Polynomen, indem man dem Symbol e den Operator U zugeordnet,
oder allgemeiner

pe) = Z cp eFt — p(U) := Z e UP .

k=—n k=—n
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Insbesondere wird dem Operator U* das Symbol e~ zugeordnet. Ist p(z) ein auf dem
Einheitskreis |z| = 1 reellwertiges (algebraisches) Polynom, so folgt daraus

(p(U)x,y) = (z,p(U)*y) = (x,p(U)y) = (x,p(U)y), d.h. p(U) ist selbstadjungiert.
Man betrachtet nun fiir feste z,y € X auf der Menge der trigonometrischen Polynome
p(e') das lineare Funktional

p = L(p):=(pU)z,y) .

Es ist p(U) insbesondere ein normaler Operator, sodafl nach Satz IV.2.16 und dem
Spektralabbildungssatz 1V.2.12

D) = ropn = N = N < ity = .
lp(O)]l = repw) Aeg%%))l | Aegg%))l |—téﬂf‘§§] Ip(e™)| = lIplloo

Damit folgt |L(p)| < ||plloollz]l ||yl » d-h. L ist ein stetiges lineares Funktional auf der
Menge der trigonometrischen Polynome und nach dem Satz von Hahn-Banach fortsetzbar
auf den ganzen Raum der stetigen 2m-periodischen Funktionen. Es gilt dann der
Darstellungssatz (s. Korollar IV.4.17))

27 2w

L(f) = (fU)z,y) = ; fle)av (ta,y) = A V(t;z,y)df(e") ,

wobei V (t; 2, y) eine Funktion beschrinkter Variation in ¢ ist und f eine beliebige stetige
Funktion auf dem Einheitskreis {z € C | |z| = 1} ist. Insbesondere gilt

-1
IL(f)] K
=] [lyll > sup Tl V(& y)llpy == SIHPZ V(s 2,9) = Vg @, 9)]
0o =1

wobei Z eine Zerlegung wie in Definition IV.4.16 ist. Daraus folgt, da8 fiir jedes t € [0, 27
V(t;x,y) eine stetige Bilinearform in x,y ist, sodal nach dem Rieszschen Darstellungssatz
(Satz 1.5.14) V(t; z,y) = (Ex,y) mit einem stetigem Operator E; ist. Es gilt Ey =0
wegen V(0;z,y) = 0 und Eor = I wegen V(2m;2,y) = 0277 AV (t;z,y) = (z,y), da V(t; x,y)
entsprechend normiert werden kann.

Man kann die Operatoren E; als Spektralschar erkennen , indem man ihnen analog wie in
Satz IV.4.13 das Symbol

PP LR
R I , t< A

zuordnet, wobei ¢y 27— periodisch fortgestzt ist. Dann gibt es eine monoton fallende
Folge {p,(e*)} von reellwertigen trigonometrischen Polynomen mit
limy, 00 {pn ()} = qa(t), sodaBl nach Satz IV.4.9

2

A
(@)= lim [ po(@)dV(t:z,y) = / AV (t,y) = V(Nz.y) .

Damit gilt E\ = ¢\(U) und die E) sind symmetrische Projektionen. Man kann dann die
weiteren iiberlegungen auf dem Weg zu einem Spektralzerlegungssatz vollig analog wie
oben durchfithren und erhélt
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IV.5.1 Satz: Spektralzerlegungssatz fiir unitire Operatoren
Zu jedem unitédren Operator U auf einem Hilbertraum X gibt es eine Spektralfamilie
von orthogonalen Projektionen mit den Eigenschaften

1. B, =0firt <0, B, =1 fiir t > 2 ,
2. By < B furt<s,
3. limy\ Esz = Eyyox = Eyx , (rechtsseitige Stetigkeit)
4.U = [ZTett dE,
2

5. f(U) = [," f(e") dE; fiir alle 2r—periodischen, stetigen Funktionen f
6. Es gilt die Multiplikationsformel  f(U) g(U) = (f-g) (U) .

Nun zur Cayley- Transformation . Sie ordnet einem linearen abgeschlossenem und
symmetrischen Oprator A mit dichtem Definitionsbereich einen unitéren Operator zu:

Ar—U = (A —il) (A +iI)7".

zu (Die Wohldefiniertheit folgt aus dem niichten Satz). Instruktiv ist es dann, der
Cayley-Transformation von A ein Symbol zuzuordnen. Im Sinne des allgemeinen
Operatorenkalkiils sollte man

z—1
zZ+1

U=w(A) mit w(z) :=

schreiben. Man erhélt die aus der Funktionentheorie bekannte Mébius-Transformation, die
die reelle Achse auf den Rand des Einheitskreises abbildet. Dies ist in Ubereinstimmung
mit dem Spektralabbildungssatz (s. Korollar IV.4.19), nach dem das Spektrum von A auf
das von U abbgebildet wird, das auf dem Einheitskreis liegt (s. Lemma IV.3.1).

Man kann nun folgendes zeigen:

IV.5.2 Satz: Es sei A ein linearer, abgeschlossener und symmetrischer Operator auf
D(A) mit D(A) = X. Der oben definierte Operator U bildet dann D(U) = R(A+i I)
auf R(U) = R(A — i I) ab. Er ist isometrisch, d.h. |Uz| = ||z|] (z € X) , und er
ist unitér genau dann, wenn D(U) = R(U) = X oder A selbstadjungiert ist, d.h. wenn
A* = A.

Zum Beweis sei bemerkt: Es ist A + i I abgeschlossen, und es existiert (A +i 1)~ als
beschrénkte Abbildung wegen

I(A =i Dal|® = [|Az|® + [|l=]* .

Daraus folgert man, dafl D(U) = R(A + i I) abgeschlossen ist und somit ist nach dem Satz
vom abgeschlossenen Graphen (I1.2.5) auch U beschrinkt, speziell
UeL(R(A+iI),R(A—iI)). Die Isometrie folgt aus ||(A —i I))v|| = ||(A+ i I))v| und
so[(A—i I)(A+i ) tz| = |z| mit (A—i )Yz =wv.

Ferner gilt die Relation

D(A*) =D(A)QRA+i D* QR(A i I)*,
aus der die letzte Aussage folgt.

Nach diesen Vorbereitungen kann man zeigen
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Satz: Es sei A ein linearer und selbstadjungierter Operator auf D(A) mit
X. Dann hat der Operator U := (A —i I)(A+1i I)~! die Spektraldarstellung

27
-U = / et dE, |
0

und es gilt weiter fiir alle z € X

IV.5.3
D(A) =

(Al‘,l‘) = / A dFy, , Fx:= Erctanx -

Auf einen Beweis sei hier verzichtet und lediglich bemerkt , dafl man von der
Spektralzerlegung {F;} von U auf diejenige von A durch die Riicktransformation

A=i(l+U0)I-U)"

kommt.



