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Vorwort i

Vorwort

In den Jahren 1992-1996 habe ich eine Vorlesungsreihe zur Einfithrung in die Analysis fiir Studenten der Mathe-
matik und Physik an der Universitit Bonn gehalten. Diese Reihe begann mit den Vorlesungen iiber Infinitesimal-
rechnung [-1V fiir das Grundstudium. Daran schlossen sich im Hauptstudium jeweils zweisemestrige Vorlesungen
iiber Funktionalanalysis und Partielle Differentialgleichungen an.

Im Anschluss an diese Vorlesungen habe ich meine Aufzeichnungen den Horern in Form von Skripten zur
Verfiigung gestellt. Der vorliegende Text iiber Partielle Differentialgleichungen ist aus den entsprechenden Skripten
entstanden. Dabei habe ich den Stoffumfang bewusst auf den einer zweisemestrigen Vorlesung beschrinkt und mich
bei der Auswahl darum bemiiht, Anwendungen aufzuzeigen, die besonders auch fiir Studenten der Physik mit dem
Nebenfach Mathematik interessant sein konnen. Der Text ist der zweite Band aus der Reihe dieser Vorlesungen fiir
das Hauptstudium und baut auf der Vorlesung tiber Funktionalanalysis auf. Kenntnisse aus einer Vorlesung iiber
Funktionalanalysis werden also vorausgesetzt. So finden sich im vorliegenden Text viele Verweise auf den ersten
Band dieser Reihe. Natiirlich kann man die zitierten Resultate auch in anderen Biichern iiber Funktionalanalysis
finden.

Danken mochte ich vor allem Frau R. Miiller fiir die hervorragende TgX-Niederschrift und vielen Horern meiner
Vorlesungen fiir ihre Kommentare zu den Skripten und fiir ihre Hilfe bei deren Erstellung. Herr F. Linke hat den
Text der Skripten kritisch durchgesehen und das Sachverzeichnis erstellt.

Bonn, im Februar 1998

Rolf Leis
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Einfiihrung 1

Einfiihrung

Im Grundstudium sind Ihnen sicherlich gewohnliche Differentialgleichungen begegnet. Denken Sie nur an die
Gleichung

"

u =-g,

die den freien Fall einer punktformigen Masse beschreibt. Dabei soll u’” die zweite Ableitung von u nach dem
Parameter ¢, der Zeit, bedeuten, und es werden Anfangswerte, etwa u(0) und u’(0), vorgegeben. Erinnert sei an die
Existenzsitze von Picard—Lindel6f und Peano oder auch an Sturm-Liouvillesche Randwertaufgaben.

Allgemein wird eine gesuchte GroBe u jedoch nicht nur von der Zeit ¢, sondern auch von den Ortsvariablen x
abhingen. Hiufig treten weitere Variablen auf, zum Beispiel die Impulsvariablen. Dementsprechend werden bei
der Beschreibung eines Vorganges auch die partiellen Ableitungen nach diesen Variablen eingehen, und man trifft
auf Partielle Differentialgleichungen.

Die Beschiftigung mit partiellen Differentialgleichungen fiihrt auf viele interessante mathematische Fragestel-
lungen. Sie hat einen ungeheuren Einfluss auf die Entwicklung der Mathematik insgesamt. So lidsst sich am Beispiel
des Problems der eingespannten schwingenden Saite der Linge [ sehr schon die Entwicklung des Funktionsbegrifts
verfolgen. Hier geht es um die Bestimmung einer Losung u(z, x) fiir # > 0 und 0 < x < [, die der Wellengleichung

U = Uxx
und der Randbedingung u(z,0) = u(t, [) = 0 geniigen soll. Transformiert man
é=x+tundny=x—t,

dann folgt ug, = 0. Hieraus erhielt JEAN LE RoND D’ ALEMBERT, 1717-83, im Jahre 1747 seine allgemeine Losung,
namlich

u(t,x) = f(x+16)+e(x—1.
Dabei ist wegen der Randbedingung fiir alle s > 0
J@)+e(=9=0, fl+s)+el-5)=0,
und folglich
f(9) = —p(=5) = —p(l = (I + 9) = fQ2l + ).

Nach d’ Alembert ist deshalb
ult,x) = f(x+t)— f(t—x)

mit analytischen periodischen Funktionen f die allgemeine Losung.

Schon ein Jahr spéter, 1748, wurde diese Aussage von LEoNHARD EULER, 1707-1783, in zwei Punkten entschei-
dend verbessert. Zunichst einmal bemerkte er, dass von der Natur des physikalischen Problems her u durch die
Anfangsbedingungen

u(0, x) = g(x) und ©,(0, x) = h(x)

mit willkiirlichen Funktionen g, & bestimmt wird. Es ist also
g(x) = () + p(x) = f(x) — f(=x)
und

fo h(s)ds = f(x) = f(0) = ¢(x) + ¢(0) = f(x) + f(=x) = 2f(0)

oder
1 X
f(x) = f0) + E{g(x) + f h(s) ds}
0
1 X
f-0 = 10+ 5 (g0 + [ nds).
0

Damit ist f als 2/-periodische Funktion iiberall erklirt, und es folgt insbesondere die heute meist nach d’ Alembert
benannte Darstellung der Losung, ndmlich

X+t

u(t, x) = %{g(x +O+gx—10)+ f h(s)ds}.

x—t



2 Einfiihrung

Umgekehrt folgt daraus eine ungerade 2/-periodische Fortsetzung der Anfangswerte g, h.

Um auch die gezupfte Saite mit beschreiben zu konnen liel Euler, und das ist der zweite wichtige Punkt, im
Gegensatz zu d’ Alembert auch stiickweise analytische Funktionen g, & zu. Damit war der Losungsbegriff entschei-
dend verallgemeinert worden. Eine Differentialgleichung konnte nicht differenzierbare Losungen besitzen!

Diese Erweiterung des Losungs- und damit des Funktionsbegriffs ist in der Folgezeit duflerst wichtig geworden.
So gibt es klassische, starke, schwache und Distributionenlésungen. Dariiber wird im Verlauf dieser Vorlesung
mehr berichtet. Es sei daran erinnert, dass der Begriff einer stetigen Funktion, wie wir ihn heute verwenden, erst
1817 von BERNHARD BoLzano, 1781-1848, eingefiihrt wurde.

Eine zweite Entwicklung soll noch angedeutet werden: Vor d’ Alembert war bereits bekannt, dass fiir allen € N

nmt . Amx
u,(t, x) = cos — sin —
/ [
Losungen der Randwertaufgabe fiir die schwingende Saite sind. Man spricht von den Taylorschen Obertonen,
nach Brook TayLor, 1685-1731. Euler erhielt daraus weitere Losungen durch Superposition. Dies fiihrte DANIEL

BernoutrLr, 1701-1784, im Jahre 1753 zu der Bemerkung, dass auch eine unendliche Kombination solcher u,, also

- nmt . Nmty . NmX
u(t,x) = Z {an cos — + B, sin —} sin —
[ l [
n=1
die Randwertaufgabe 16st und dass dies die allgemeine Losung sei.
Es hat recht lange gedauert, bis das nach vielen Diskussionen mathematisch fundiert werden konnte. Es war zu

zeigen, dass sich die zunéchst willkiirlichen Funktionen g, # durch trigonometrische Reihen darstellen lassen, etwa
- nax
x) = u(0,x) = @, sin —
g(x) = (0, x) Zl sin =

und wie sich die Koeflizienten «,,, aus g, h berechnen. Hier erzielte vor allem JEAN-BAPTISTE-JOSEPH FOURIER,
1766-1830, den Durchbruch. Ab 1807 entwickelte er Funktionen in die nach ihm benannten Reihen. Und auch
dies wieder fiir nicht notwendig analytische oder differenzierbare Funktionen.

Diese zweite Entwicklung hat dazu gefiihrt, allgemeinere partielle Differentialgleichungen beispielsweise der
Form
Uy +Au=0

zu behandeln. Dabei soll A ein geeigneter Differentialoperator beziiglich der Ortsvariablen sein, im Falle der Saite
A = —9%/0x* mit einer Randbedingung. Man zeigt dann, dass A abzidhlbar unendlich viele ,,Eigenwerte* A, besitzt
und dazugehdrende ,,Eigenfunktionen* v,, mit

Av,, = A,v,.

Die v, bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem, und man erhilt die allgemeine Losung u in der Form

00

u(t, x) = Z{an cos \//l_nt + 3, sin \//l_nt}vn(x).

n=1

Im Falle der Saite ist A, = (n/n)? und v,(x) = sin VA,x.

Damit entstanden schone Darstellungen der Losungen vieler partieller Differentialgleichungen, und es wurde
gleichzeitig die Theorie der Fourierreihen weiter verallgemeinert. Lisst man unbeschrinkte Grundgebiete zu, zum
Beispiel x € R, dann erhilt man entsprechend Darstellungen durch Fourierintegrale.

Es sollen nun noch einige Beispiele partieller Differentialgleichungen genannt werden:

n 02
Au = Z ﬁu =o.
i=1 i

Diese Gleichung ist Thnen schon mehrfach begegnet, zum Beispiel in der Funktionentheorie. Erinnert sei an
die Diskussion um den Riemannschen Abbildungssatz und an die Frage nach der Losbarkeit der Dirichletschen
Randwertaufgabe. Die Potentialgleichung tritt auch in den Anwendungen oft auf, so in der Elektrostatik. Der
,»A-Operator links wird auch nach PiErre SimoN LapLACE, 1749-1827, benannt.

1. Die Potentialgleichung

2. Die Wellengleichung
((9,2 - MNu=o
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beschreibt viele Schwingungsvorginge. Man findet sie als lineare Nédherung bei der Diskussion der schwingen-
den Saite oder Membran. Beziiglich der Zeit sind hier Anfangswertaufgaben zu 16sen, und im Gegensatz zu
den Potentialfunktionen sind unstetige Losungen mit endlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit charakteristisch.
Signale konnen scharf ein- und aussetzen, ein Phinomen, das durch das Huygenssche Prinzip beschrieben wird.

3. Auch die Warmeleitungsgleichung
@, —MNu=o0

findet man als lineare Nidherung beispielsweise bei der Beschreibung von Warmeausbreitungsprozessen. Auch
hier stellt man Anfangswertaufgaben beziiglich der Zeit. Die Losungen sind aber mehr den Losungen der
Potentialgleichung verwandt. Sie sind glatt und haben unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.

4. Interessant sind auch Schrodingergleichungen, zum Beispiel die fiir das Wasserstoffatom

(a, —i(A+ é))u =o.

Die physikalisch Interessierten unter IThnen wissen, dass die zugehorigen Operatoren charakteristische Spektren
besitzen. Besonders wichtig ist hier auch die Diskussion des Verhaltens der Losungen fiir groe Werte des
Zeitparameters. So ist das Arbeitsgebiet der Streutheorie entstanden, in dem solche Fragen untersucht werden.

5. Neben Differentialgleichungen gibt es auch viele interessante Differentialgleichungssysteme. Ich nenne hier nur
das System der Maxwellschen Gleichungen

g0,E —rotH = o,
HOH +r1otE = o.

Dabei sind E, H die Vektoren der elektrischen bzw. magnetischen Feldstirke und €, u die Dielektrizitéit bzw.
Permeabilitat. Natiirlich treten in den Anwendungen noch viele andere Systeme und Gleichungen auf. Erinnert
sei an die Elastizititstheorie.

6. Die bisher vorgestellten Gleichungen und Systeme sind alle linear. Meist sind sie nur lineare Ndherungen fiir die
Beschreibung zugrundeliegender Phinomene. Fiir ,kleine Daten* geben sie im Allgemeinen eine recht gute
Beschreibung dieser Phinomene. Trotzdem darf man nicht auler acht lassen, dass sehr viele Vorgéinge erst
durch nichtlineare Gleichungen richtig formuliert werden. Als Beispiel nenne ich die Burgersgleichung

O+ uou = o.

Auch die Strafienverkehrsgleichung ist von diesem Typ. Die Losungen solcher nichtlinearer Gleichungen zei-
gen charakteristisches Verhalten. Aus einer zunéchst glatten Losung kann sich nach einiger Zeit eine Stofiwelle
entwickeln; man erlebt das Phdnomen ja im Stralenverkehr als Stau.

7. Allgemein ist dann mit x € R" und u € R™
F(x,u,0.u, 0)2(14, e, 0’;14) =0

eine partielle Differentialgleichung k-ter Ordnung bzw. ein Differentialgleichungssystem.

Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist ein groes Gebiet mit vielen Querverbindungen in andere
Zweige der Mathematik. Sie ist sehr lebendig, und in ihr wird auch heute noch viel gearbeitet. Sie ist keineswegs
abgeschlossen. Man kann vielleicht sagen, dass lineare Probleme inzwischen recht gut verstanden sind, aber be-
sonders bei den nichtlinearen gibt es noch viel zu tun.

Diese Vorlesung soll eine Einfithrung sein. Spezialvorlesungen oder Seminare sollten sich anschlieBen, wenn
man sich niher fiir dieses Arbeitsgebiet interessieren will. Nicht behandelt werden zum Beispiel inverse Probleme,
Verzweigungsaufgaben und insbesondere numerische Aspekte. Wir beginnen kurz mit Gleichungen erster Ord-
nung. Schwerpunkt sollen Gleichungen zweiter Ordnung sein, wenigstens im ersten Teil der Vorlesung. Dabei
sollte man diese Unterscheidung nach der Ordnung aber nicht zu wichtig nehmen. Wie bei den gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen lisst sich eine Gleichung zweiter Ordnung leicht als System erster Ordnung schreiben. Im
Falle der Wellengleichung u,, = Au kann man

v:=DueR"™
mit

v":=(0y,...,8,) und D := (%’)
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wihlen. Dann ist

0 V[r
o = (V o )v.

Zum Abschluss dieser Einfiihrung mochte ich einige Biicher nennen, die ich bei der Vorbereitung dieser Vor-
lesung benutzt habe. Es gibt viel mehr, bitte stobern Sie selbst in der Bibliothek.

R. Courant und D. Hilbert: Methoden der mathematischen Physik. Springer-Verlag 1993. (Erste Auflage 1924 bzw.
1937)

D. Gilbarg und N.S. Trudinger: Elliptic Partial Differential Equations of Second Order. Springer-Verlag 1977.
G. Hellwig: Partielle Differentialgleichungen. B.G. Teubner 1960.

L. Hormander: The Analysis of Partial Differential Operators I-1V. Springer-Verlag, Berlin et al.

FE John: Partial Differential Equations. Springer-Verlag 1982.

R. Racke: Lectures on Nonlinear Evolution Equations. Vieweg 1992.

M. Reed und B. Simon: Methods of Modern Mathematical Physics I-1V. Academic Press 1972-78.

M. Renardy und R. C. Rogers: An Introduction to Partial Differential Equations. Springer-Verlag 1993.

J. Wioka: Partielle Differentialgleichungen. B.G. Teubner 1982.

Hinweisen mochte ich auch auf die beiden folgenden Ubersichtsartikel, die in ,,Ein Jahrhundert Mathematik,
1890-1990, Festschrift zum Jubildum der DMV* im Verlag Friedr. Vieweg & Sohn 1990 erschienen sind:

J. Bemelmans, St. Hildebrandt und W. von Wahl: Partielle Differentialgleichungen und Variationsrechnung.
R. Leis: Zur Entwicklung der angewandten Analysis und mathematischen Physik in den letzten hundert Jahren.
In diesen Artikeln befinden sich auch zahlreiche Literaturhinweise.
Weitere Angaben zur Literatur findet man im Literaturverzeichnis. Jahreszahlen in eckigen Klammern deuten

auf diese Verweise. Auf die Vorlesung Leis [1997] wird oft Bezug genommen. Sie wird kurz in der Form FA . ..
zitiert.



1 Differentialgleichungen erster Ordnung

In diesem Kapitel sollen zur Einfithrung in die Problematik Differentialgleichungen erster Ordnung kurz behandelt
werden. Dabei wihlen wir zur Vereinfachung eine Darstellung in R?. In R" gelten teilweise #hnliche Resultate.
Auflerdem setzen wir im ersten Teil die Daten als glatt voraus und fragen nach glatten Losungen. Im zweiten Teil
werden auch schwache Losungen zugelassen.

1.1 Glatte Losungen

Wir beginnen mit Gleichungen der Form

ay(x, yux + ax(x, yuy = b(x, y)u + c(x, y) ey

oder etwas allgemeiner
ay(x, yue + ax(x, yuy = az(x,y, w). @
Gleichung (1) ist linear in u, Gleichung (2) semilinear. Dabei sollen die Koeffizienten a;, b, ¢ glatte Funktionen sein
(damit sind hier C;-Funktionen gemeint), und wir fragen nach glatten Losungen u.
Eine Gleichung der Form

a(-)Vu = f(-,u)

nennt man semilinear und eine Gleichung der Form
a(',M)VM =f(',l/l)
quasilinear in u.

Die entsprechenden Gleichungen in R! sind gewohnliche Differentialgleichungen. Wir wissen, dass man dort u
an einer Stelle x( vorgeben kann und dass u(x) dann eindeutig bestimmt ist, jedenfalls in einer Umgebung von xy.

Wir stellen jetzt die analoge Frage und geben uns eine glatte Anfangskurve vy in der (x, y)-Ebene und auf ihr
Anfangswerte ¢ vor. Man spricht von der ,,Cauchyschen Anfangswertaufgabe®, mochte also Losungen u zu diesen
Daten finden.

Gehen wir zunichst heuristisch an diese Frage heran: Es sei (xy, yo) € v und u in einer Umgebung dieses Punk-
tes in eine Taylorreihe entwickelbar. Wir fragen, ob aus der Differentialgleichung und den Daten alle Ableitungen
von u im Punkt (xo, yo) bestimmt werden konnen. Dann wiirde u existieren und wire festgelegt. Es sei mit o € R

y(o) = (x(0), y(0))

eine Parameterdarstellung von y. Dann ist bis auf die Normierung
P (x(r)
Yo

Xoly + Yoity = (7V)p,

Tangentenvektor von y. Mit ¢ = uly sind dann

ajuy + ariy = az(-, -, )
auf y bekannt. Damit ist Vu in (xg, yo) bekannt, wenn dort die Determinante
Xeay —Yga; # 0
ist. Analoges gilt fiir die hoheren Ableitungen. Im Falle
dy _
dx a
gilt das aber moglicherweise nicht mehr.

Solche Ausnahmekurven nennt man charakteristische Linien. Es sei T € R der Parameter einer charakteristi-
schen Linie durch (xg, yo). Dann lauten die Gleichungen fiir solche Kurven

3

{XT =a1(x,y) etwamit x(0) = xo,

Yr = ax(x,y) etwa mit y(0) = yo.

Gleichung (3) ist ein System gewohnlicher Differentialgleichungen und damit 16sbar. Die Losungen, also die cha-
rakteristische Linien, spielen im Folgenden eine grofle Rolle. Wir erwarten, dass lings dieser Kurven ,,etwas pas-
siert™.
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Beispiel 1.1.1: Es seien y(o) = (0, 0), ¢(0) = o und
uy+u, =u mituly = .
Dann gilt fiir die charakteristische Linie durch (o, 0)

x; =1 mit x(0) = o,
y. =1 mity(0) =0,

also

x(o,T) =0+,

ylo,7) =1

oder x = o +y. Beziiglich o erhalten wir also eine Schar von charakteristische Linien, die Anfangskurve schneiden.
Man betrachte Abbildung 1.1 (fiir T > 0).

/)

t X
g

Abbildung 1.1.

Die Anfangskurve y selbst, die x-Achse, ist keine charakteristische Linie. Wir erwarten deshalb, dass unsere
Aufgabe 1osbar ist. Um die Losung zu finden, bemerken wir zunéchst, dass lings einer charakteristischen Linie
folgendes gilt

Ur = UyxXr + UyYr = Uxd) + Uydy = as,

hier also u, = u. Das ist wieder eine gewohnliche Differentialgleichung, u ldsst sich also ldngs einer charakteristi-
sche Linie berechnen. Im Falle unseres Beispiels ist wegen u(o, 0) = uly(o) = o

u(o,7) = oe'.

Es geht also nur noch darum, von den Parametern (o, 7) auf die Koordinaten (x, y) zuriick zu rechnen, und das ist
moglich, weil die charakteristischen Linien die Anfangskurve y schneiden. Wir finden

o=x-y,
T=y
und damit
ulx,y) = (x—y)e.
Das ist die Losung unserer Aufgabe. O

Wenn vy eine charakteristische Linie ist, dann l&sst sich die Cauchysche Anfangswertaufgabe im Allgemeinen
nicht 16sen. Das zeigt der folgende

Satz 1.1.2: Es seien (t) = (x(1), y(1)) eine charakteristische Linie, xo = x(1¢), yo = y(To), Uy € R und u € C;(R?)
eine Losung von GL. (2) mit u(xo, yo) = ug. Dann ist u ldngs k eindeutig bestimmt.

Zum Beweis gehen wir wie im Beispiel vor. Es ist
Ur = UpXr + UylYr = Ucd) + Uyd3 = a3

eine gewohnliche Differentialgleichung mit den Anfangswerten u(ty) = uy. Diese Aufgabe ist (lokal) eindeutig
16sbar. O

All dies legt die Vermutung nahe, dass die Cauchysche Anfangswertaufgabe in R? (lokal) eindeutig 16sbar ist,
wenn die Anfangskurve y die Schar der charakteristische Linien schneidet. Bevor wir das beweisen, betrachten wir
noch
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Beispiel 1.1.3: Es seiena € R, p € C{(R), v = (0, 1) und
Xuy+yu, =au mituly = ¢.
Als erstes berechnen wir die charakteristischen Linien durch (o, 1). Ihre Gleichungen lauten

x; =x mit x(o,0) = o,
Yy, =y mity(o,0)=1.
Es ist also
x(o,t)=0e’ und y(o,7)=¢€"

oder y = x/o. Die charakteristischen Linien schneiden also die Anfangskurve vy, man betrachte Abbildung 1.2.
v Y

Abbildung 1.2

Wie man diesem Bild entnimmt, treffen sich die charakteristischen Linien im Nullpunkt. Global ldsst sich
deshalb (x, y) nicht nach (o, 7) auflosen, und wir erwarten daher die Existenz einer nur lokalen Losung u. Fiiry > 0
kann man jedoch auflésen und erhilt

o=xf/y undt=1Iny.

Dort folgt aus
Zr =az mitz(o,0) = (uly)(o) = ¢(o)

2(0, 7) = p(0)e®™ oder
X (04
M&W2¢$M~ o

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren und beweisen. Dabei
behandeln wir sofort quasilineare Gleichungen und machen folgende Voraussetzungen:

1.Mit X := (x,y,2) € R3 seien a;(X) € C1(R?) furi =1,2,3 vorgegeben. Es sei A := (ay,a,, a3).
2.In1 := [a, b] sei die Anfangskurve

[(0) := Xo(0) := (x0(0), yo(0), 20(0))  firo el

mit Xy € C(I) vorgegeben.

3.Firo e IseiinJ := [0, c(0)]
Co(t):=X(o,7) firtelJ

die Schar der Charakteristiken. X (o, T) ist die lokale Losung des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen

di X =AX) mitX(o,0)=Xy(o) fircel, @)
-

die aufgrund des Satzes von Picard-Lindeldf fiir 0 < 7 < ¢(0) eindeutig existiert. Dabei ist c(o) > ¢o > 0. Die
Projektionen von I und C” auf die (x, y)-Ebene nennen wir wieder y(o) und (o, 7). Wir setzen voraus, dass
die so erhaltene Schar C” die Anfangskurve I'(0-) schneidet. Damit ist folgendes gemeint: Es soll

VYoel A(o) := (xy a2 (Xo) — yy a1(Xo))(o) #0 5)

sein. Bis auf die Normierung ist A(c-) das Vektorprodukt der Tangenten der Anfangskurve y(o) und der cha-
rakteristischen Linie (o, 0).

Wir zeigen
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Satz 1.1.4: Die soeben angegebenen Voraussetzungen seien erfiillt. Dann gibt es in einer Umgebung der Anfangs-
kurve I genau eine stetig differenzierbare Losung u der Gleichung

ay(-, -, woiu+ax(-, - ,u)ou =as3(-, -,u) mituly = zo. (6)

Beweis: Wegen der vorausgesetzten Glattheit der Koeffizienten ist die Losung X von Gl. (4) zweimal stetig dif-
ferenzierbar. Wir wollen x = x(o,7) und y = y(o, 1) in einer Umgebung von oy € I und 79 = 0 nach o und 7
auflosen. Die Bedingung dafiir lautet

o(x,y)
do, 1)

'iO fir o = 09, 7= 0.

Nun ist aber fir r = 0
Xo Yr = Xe Yo = (¥ a2(Xo) — Yo a1(X0))(0) = A(0).

Die Bedingung ist also nach Voraussetzung erfiillt.
Es sei also o = o(x,y), T = 7(x, y) diese Umkehrabbildung. Dann 16st

u(x,y) := z(o(x, y), 7(x, y))

Gleichung (6). Es ist ndmlich
uly(o) = z(0, 0) = z0(0)

und

ayuy + axuy = a1(Zg0x + 2:Tx) + QZ(Z(ro-y + ZTTy)
= zo(a10x + ay0y) + 2r(a1 T + arTy)
= 2o (Xr0 5 + y‘ro—y) + (X T + y‘rTy)
oo N or
=20 4 T - = Zr = 4as.
g T e Tt 3
Fiir jedes o € I gibt es deshalb eine offene Umgebung U(o) in der Gl. (6) gelost werden kann. Diese Umgebungen
iiberdecken 7. Das Intervall I ist kompakt, es geniigen also endlich viele davon zur Uberdeckung, und damit existiert
eine Umgebung U(T'), in der es eine Losung gibt.
Es bleibt der Nachweis der Eindeutigkeit: Es sei (x, y, #) aus dieser Umgebung U(I"). Dann gibt es nach Kon-
struktion genau eine Charakteristik C, die (x,y, #) mit I' verbindet. C schneide I" in (x, yo, 2p). Dann ist u aber
langs C durch zg = u(xo, yo) eindeutig bestimmt. O

Es sei hier nur noch bemerkt, dass man auch die allgemeine Gleichung erster Ordnung
F(x,y,u,ue,uy) =0

durch Losen gewohnlicher Differentialgleichungen behandeln kann. Die Rolle der Charakteristiken spielen jetzt
,charakteristische Streifen* und ihre Einhiillenden, die ,,Mongeschen Kegel“. Fiir weitere Einzelheiten sei auf die
Literatur verweisen, insbesondere auf John [1982], S. 19f.

1.2 Schwache Losungen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir nach glatten Losungen gefragt und dafiir einen lokalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz zeigen konnen. Beispiel 1.1.3 zeigte aber schon, dass urspriinglich glatte Losungen nach eini-
ger Zeit Singularititen entwickeln konnen. Dieses Phédnomen tritt bei nichtlinearen Gleichungen noch deutlicher
hervor. Besonders auch fiir die Anwendungen ist es wichtig, Losungen zuzulassen, die zum Beispiel ldngs einer
Kurve springen oder stirkere Singularititen aufweisen.

Dafiir sollen zunéchst Beispiele angegeben werden, und zwar zuerst fiir den linearen Fall. Hier gilt fiir ungerade
Ortsdimensionen das Huygenssche Prinzip. Es gibt Losungen der Wellengleichung (Signale), die scharf ein- und
aussetzen. Gerade an solchen Losungen ist man interessiert. AnschlieBend werden wir uns einfache nichtlineare
Erhaltungsgleichungen ansehen, zum Beispiel die Straenverkehrsgleichung, und einige Resultate zeigen. Es sei
aber betont, dass besonders in hoheren Dimensionen die Theorie noch nicht abgeschlossen ist. Hier wird noch
viel gearbeitet, und das Spektakel ist manchmal gro3. Von Stof3wellen, Fraktalen oder Chaosforschung kann man
iiberall horen.
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1.2.1 Lineare Gleichungen

Wenn wir y als Zeitvariable interpretieren, dann lautet die Wellengleichung in R?
0y +0,)(0y — 0 )u = o.
Zur Vereinfachung wollen wir uns jetzt nur mit einem Faktor davon beschiftigen, ndmlich mit
Uy + Uy = 0, @)

und der Anfangskurve I'(0") = (0, 0, ¢(0)). Beachten Sie, dass die Koeflizienten

1
A=]1
0

dieser Gleichung glatt sind. Beziiglich ¢ werden wir noch Annahmen machen. Unser charakteristisches System
lautet dann

1 loa
X, =11 mit X(0,0)=| 0 |.
0 w(0)
Das ergibt
x(oot)=0+71, ylo,7) =71 undz(o, 1) = ¢(0)
oder

b)) e (2)-07)

= und = .

Y T T y

Die charakteristische Linie «(c, 7) ist also eine Gerade durch (o, 0) mit dem Anstieg 1, und

u(x,y) = 2(o(x,y), 7(x, y)) = p(x — y)

16st unsere Anfangswertaufgabe. Wihlen wir etwa

1 fir0<o<l,
p(o) =
0 sonst,

dann ist u ldngs der charakteristischen Linien konstant. Durch den Anstieg der charakteristischen Linie y = x — 1
lasst sich die Ausbreitungsgeschwindigkeit v des Signals definieren. Diese ist endlich (v = 1). Man betrachte
Abbildung 1.3.

- B

Abbildung 1.3.

Solche Unstetigkeiten der Losungen linearer Gleichungen nennt man Kontaktunstetigkeiten. Eine Kontaktunste-
tigkeit ist also ein linearer Effekt, im Gegensatz zu den anschlieBend in §1.2.2 zu behandelnden nichtlinearen
Effekten.

Ganz anders als die Losungen von Gl. (7) verhalten sich die komplexen Losungen der Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen. Es sei U = u + iv und

Ue+ilU, =0 ®)

mit I' = (x(0), y(o), p(0)). Versuchen wir wieder, U in der Umgebung eines Punktes P in eine Potenzreihe zu
entwickeln: Auf y sind
("YU = (xX'0y + y' 8,)U
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bekannt. AuBBerdem hat man GI. (8). Damit ist

Xy 0 0)(us
0 0 x y|lu
I 0 0 —1fjv,
0 1 1 0J/\y,

auf y bekannt. Die Determinante dieses Gleichungssystems ist
det(--+) = —(x')* = (y)* # 0.

Es existieren jetzt also gar keine reellen charakteristischen Linien, und wir wissen aus der Funktionentheorie, dass
Losungen in Potenzreihen entwickelbar sind. Zum Beispiel folgt fiir

wo-fenf]

in PQ
w) (1 0 0 Oy (1) (1
u,] 10 01 0 0] 10
v |1 0 0 -1| |0] |o}
vy 011 0 0 1
und alle hoheren Ableitungen verschwinden. Damit ist jetzt
Ux,y) =x+1iy.

1.2.2 Nichtlineare Gleichungen

Von besonderem Interesse sind hier die sogenannten Erhaltungsgleichungen, zum Beispiel
0 =u; + f(u), = div (u, f(u)) C)]

mit div := (d,, d;). Sie besagen meist, dass die Divergenz eines Vektors verschwindet, und driicken aus, dass eine
GroBe wie Energie, Masse oder Impuls erhalten wird. Nehmen wir an, dass f(u) fiir grofle |x| geniigend stark
verschwindet, dann folgt aus dem Gauf3schen Satz und Gl. (9)

E@®) = fu(t, x)dx = E(0).
R

E(¢) ist also konstant.

Den linearen Fall f(u) = u haben wir bereits untersucht. Betrachten wir also jetzt den néichst einfachen nichtli-
nearen Fall, ndmlich

fuw) = %uz.

Die entsprechende Gleichung
U + Uy = o. (10)

ist die Burgersgleichung, benannt nach JoHANNES MARTINUS BURGERS, 1895-1981.

Um etwas Konkretes vor Augen zu haben, formulieren wir die Straflenverkehrsgleichung und diskutieren ihr
Losungsverhalten:

Es seien x € R die Ortsvariable, r € R die Zeitvariable, N(t, x) die Fahrzeugdichte und v(¢, x) die Geschwin-
digkeit der Fahrzeuge. Wir nehmen an, dass unterwegs keine Fahrzeuge verlorengehen. Dann entnimmt man der
folgenden Skizze

t +

X1 A2

Abbildung 1.4.
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o=sz(t1,~)+f2(Nv)(wxz)+f]N(fz")+f](N”)("x')zggn(ﬁ))'

Aus dem GauBschen Satz folgt also die Erhaltungsgleichung

N
0= div(

NU) = N, + (Nv),. (11)

Zur Berechnung von N geniigt aber Gl. (11) noch nicht. Man benétigt vielmehr eine zweite Gleichung, die
den Zusammenhang von N und v beschreibt. Eine solche Gleichung nennt man Zustandsgleichung. Sie wird von
auflen gegeben. Denken Sie zum Vergleich an die schwingende Saite. Aus der Energieerhaltung allein ldsst sich
ihre Auslenkung noch nicht berechnen. Erst durch die Angabe der potentiellen Energie wird sie wirklich definiert
(ist diese proportional zur Anderung der Auslenkung, dann erhilt man die Gleichung fiir die schwingende Saite, ist
sie proportional zur Kriimmung, dann erhilt man die Gleichung fiir den schwingenden Balken). In eine solche Zu-
standsgleichung gehen die StraBenverhiltnisse und das Verhalten der Verkehrsteilnehmer ein, ein Verkehrsexperte
miisste sie uns angeben. Wir wihlen hier ein moglichst einfaches Verhalten und nehmen an, dass es eine Hochst-
geschwindigkeit 0° gibt. Die maximale Fahrzeugdichte sei N°, und v(N) sei eine lineare Funktion (man betrachte
Abbildung 1.5).

T > N
NO
Abbildung 1.5.
Es sei also N0
(N =N
o) =~ (12)
die Zustandsgleichung. Dann folgt
N2 0
N+ f(N)y =0 mit f(N) = —N—(‘j + N
Zur Vereinfachung wihlen wir N® =2 und ° = 1, also
L
f(N) = _EN +N
oder
N;+ (1 = N)N, = o. (13)

Das sei die StraBenverkehrsgleichung.

Gl. (13) wollen wir nun mit der Charakteristikenmethode 16sen. Es sei X = (¢, x, N) und I'(c") = (0, o, No(0))
die Anfangskurve. Dann lautet das charakteristische System

1
X, = [1 - N} mit X(o,0) =
0

0
. ]
No(o)

Die Losung ist

X(o, 1) =

.
o+71(l - N()(O'))].
No(o)

Wir wihlen nun stetige Anfangswerte Ny, ndmlich
0 firx<0,

No(x):=4qx fir0<x<1, (14)
1 fiirx> 1.
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Die Losung von Gl. (13) fiir 7 > 0 wird in Abbildung 1.6 beschrieben. Sie ist lings der gezeichneten charakte-

ristischen Linien konstant.

A t

No=0 | No=x 1 No=1
Abbildung 1.6: Zur Straenverkehrsgleichung.

Beachten Sie, dass die Losung bis zur Zeit ¢+ = 1 stetig ist. Plotzlich tritt aber fiir + > 1 die fett eingezeichnete
Stofiwelle auf. Aus dem Englischen herriihrend findet man auch das Wort Schockwelle dafiir. Solche StoSwellen
sind also Unstetigkeiten der Losung und fithren in unserem Falle zum Verkehrsstau. Uber solche Unstetigkeiten
wollen wir nun sprechen.

Wir betrachten wieder Gl. (9) oder mit a(u) := f’ ()
u; + a(u)u, = o. (15)

Es sei ['(0) := (0, o, ¢(07)) die Anfangskurve. Mit X = (¢, x, z) ist dann

1 0
X; = {a(z)] mit X(o,0) = { o ]
0 @(0)

Daraus folgt

.
X(o, 1) = [0' + ‘ra(go(a))] .

p(0)
Es ist also
AN T
x)  \o+1a(e@))
und diese Gleichung soll nach (o, 7) aufgelost werden. Wegen A(o) = —1 wissen wir, dass das bei glatten Daten

lokal moglich ist. Im Allgemeinen konnen dabei jedoch Schwierigkeiten auftreten. Dazu wollen wir uns zunéchst
einige typische Beispiele ansehen, und zwar fiir die Burgersgleichung, also fiir a(u) := u. Zur Verdeutlichung
wihlen wir von vornherein unstetige Anfangswerte ¢. Dann ist also

X(o, 1) =

-
o+ 750(0')] .
@(o)

Beispiel 1.2.1: Es sei

-1 fiiro <0,
@(0) = "
1 fiir o > 0.

=2 o ()=
=) e ()07

Lings der in Abbildung 1.7 fiir 7 > 0 gezeichneten charakteristischen Linien ist # dann jeweils konstant.

Fiir o < 0 ist

und fiir o > 0
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u:—l l/lzl

Abbildung 1.7.

Man beachte, dass es fiir |x| < ¢ keine charakteristischen Linien gibt. Das Losungsverhalten ist in diesem Bereich
also noch nicht klar. Es gibt jedoch ein Kontinuum von stiickweise glatten Losungen, etwa mit & > —1

-1 fir2x < -1+ a)t,

—a fir —(1+a)t<2x<0,

ul,(y(ta )C) =
a fir0 <2x < (1 +a)t,
1 fir (1 + a)t < 2x
oder auch
-1 firx<-t,
vi(t,x) ;=10 fir —t<x<t,

1 fiir x > t. O

Beispiel 1.2.2: Efs sei
1 fiir o <0,
p(or) =

)= (e ) o (=)
)= (5 e (=07

Jetzt erhalten wir fiir 7 > 0 das folgende Bild der charakteristischen Linien
At

Nun ist firoc < 0

und fiir o > 0

u=1 u=-1

Abbildung 1.8

Die charakteristischen Linien stofen in |x| < ¢ aufeinander, und auch jetzt ist das Losungsverhalten in diesem
Bereich noch nicht klar. Auch hier gibt es viele stiickweise stetige Losungen, etwa

1 i 0 1 fiir x < —t,
iirx <0,
v1(t, x) = . v22(t, x) =40 fir —t<x<t,
-1 firx>0, | fire
- irs < x

oder fiir § > 1
1 fiir 2x < —(B8 — ),

-B  fir —(B- 1t <2x<0,
fir 0 < 2x < (B - 1),
-1 fir (8- 1)t <2x. o
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Um weiterzukommen definieren wir nun wie iiblich schwache Losungen. Dazu multiplizieren wir Gl. (9) mit
Testfunktionen ¢ € Co(R?) und erhalten zunichst formal

0= f (u + fw)x)p = - f (ugr + flu)gy) — f u(0, )0, -).
R*xR R*xR R

Das fiihrt zur folgenden

Definition 1.2.3: Die Abbildung u € L% (R§XR) heifit schwache Losung zur Gl. (9) zu den Anfangswerten u(0, - ) =
ug € L2(R), wenn fiir alle ¢ € Co(R?)

f {ugs + fyp.} + f (0, ) = 0 (16)
R*xR R

ist.

Offenbar sind glatte Losungen auch schwache Losungen. Durch Testen mit ¢ € Co(R X R) folgt aus GI. (16)
zunéchst die Existenz von

div (u, f(u)) =0

im schwachen Sinne und anschlieend durch Testen mit ¢ € CD’OO(RZ)

j}; (u(0) = uo)¢(0,-) = 0,

also u(0) = uy f.i.

Wichtig ist nun die Bemerkung, dass schwache Losungen nicht beliebig springen konnen: Es moge u entlang
der glatten Kurve y mit x = x(¢) springen und sonst glatt sein. Es sei, wie in der folgenden Abbildung skizziert,
Pevy,B=B;UB,Uy(0Q1,0>) und ¥ € Cs(B). Dann folgt durch partielles Integrieren

t
0> Y

0

Abbildung 1.9

0=f3{uwz+f<u>wx}=fsl-~-+f32~~

Weil u in B; der Differentialgleichung gentigt, ist

f = f (), + (Faw),) = f {ugmy + flyyms) .
B B ¥(Q1,02)

[¢) wna n=()=(7)

Tangenten bzw. Normalenvektor von y. Es sei ferner

Dabei sind

dx
s(t) = E

der Anstieg von y. Dann ist also

0]
f:f {—ux'+f(u)}lp:f w{—ulx’+f(u)1}.
By (01,02) [0
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Dabei steht der Index ! fiir links. Entsprechend erhilt man

10}
[ )

[u] := u; — u,

Es sei nun

der Wert des Sprunges von u liangs y. Dann folgt fiir alle ¢ € Co(B)

0>
0= f v {=stul + [F @},

also
slu] = [f(w)]. (I7)

Diese Bedingung an das Sprungverhalten der Losungen ist in der Fliissigkeits- und Gasdynamik schon lange be-
kannt (seit 1870-80) und wird ,,Rankine-Hugoniot-Bedingung* genannt. Fiir die Burgersgleichung lautet sie

s(u; — uy) = % (ulz - uf) R

also |
s = E(Ml +u,). (18)

In unseren Beispielen geniigen nur v; und v, nicht der Rankine-Hugoniot-Bedingung. Alle anderen angegebenen
Losungen sind schwache Losungen.

Damit haben wir den klassischen Losungsbegriff erweitern konnen. Unsere Beispiele zeigen jedoch, dass man
auf diese Weise noch keine eindeutige Losbarkeit erzielen kann, auch wenn man die Rankine-Hugoniot-Bedingung
stellt. Hierzu ist eine weitere Bedingung erforderlich, die man fiir eine Ortsdimension auf verschiedene Weise
erhilt:

1. Durch Verwenden der Viskositditsmethode. Die Losung wird durch

u = limu,
el0
definiert. Dabei soll u, Losung von
v+ f(0)x = E0xx

sein. Das ist eine Wirmeleitungsgleichung. Es wird also ein Dampfungsterm hinzugefiigt und der Grenzwert
verschwindender Dampfung genommen.

2. Die zweite Formulierung wurde 1957 von PETER LAX, 1926, angegeben. Sie besagt, dass eine Losung, wenn man
sie von einem Punkt P der Anfangskurve I" ausgehend verfolgt, auf der Charakteristik durch P bleiben muss.
Sie darf also nicht willkiirlich springen, auch wenn die Rankine-Hugoniot-Bedingung erfiillt ist. Stof3wellen
sind jedoch erlaubt. Das sind Kurven, entlang denen die Losung springt. Sie entstehen, wenn charakteristische
Linien, die von der Anfangskurve vy ausgehen, aufeinandertreffen.

Um vom linearen Fall abzuheben, sei zur Formulierung a’(u) # 0. Dann lautet die Laxsche Stofibedingung
fiir die Burgersgleichung (15)
a > s> da. 19)

Dabei ist s wieder der Anstieg der StoBwelle. In Beispiel 1.2.2 sind damit auch die Losungen u, g ausgeschlos-
sen, und es bleibt nur v, ; als eindeutige Losung iibrig.

3. In der Physik gibt es Entropiebedingungen, die ebenfalls auf die Stobedingung hinauslaufen.

Damit haben wir Beispiel 1.2.2 befriedigend behandeln konnen. Offen ist aber noch die Frage nach dem Lo-
sungsverhalten im Bereich |x| < ¢ in Beispiel 1.2.1. Hier liegt offenbar ein anderes singulidres Verhalten vor, das
wir nun diskutieren wollen:

Dazu wihlen wir in |x| < ¢ die Anfangskurve I' = (sin o, cos g, g(07)) mit einer noch unbekannten Funktion
g(0) und auf ihr einen Punkt P(o"). Wir berechnen die Charakteristiken durch diesen Punkt. Die charakteristischen
Gleichungen lauten

X, =

1 sin o
z mit X(o,0) =|coso|.
0 g(o)
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Sie werden durch
sinoc + 71 ]

X(o,7) = {cos o+T1g(0o)
g(o)

gelost. Die Gleichung der charakteristischen Linien lautet also
x =coso + (t —sino)g(o) = tg(o) + (cos o — sino g(0)).

Diese neuen Linien diirfen die bereits vorhandenen charakteristischen Linien nicht schneiden, denn das wiirde
ein Verzweigen der charakteristischen Linien implizieren, und kein Aufeinandertreffen; es widerspriache also dem
Laxschen Postulat. Die neuen charakteristischen Linien miissen deshalb alle durch den Nullpunkt gehen. Das
bedeutet, es ist

coso —sino g(o) = 0.

Damit haben wir die noch unbekannte Funktion g gefunden, und damit ist auch die Losung u in |x| < ¢ bestimmt,
namlich
-1 firx< -1,

ut,x) =<x/t fir —t<x<t,
1 fir t < x.
Die Losung u ist also, vom Nullpunkt abgesehen, stetig. Im Nullpunkt selbst besitzt sie eine charakteristische

Singularitit. Man nennt sie ,,Verdiinnungswelle “.

Wihlt man in Beispiel 1.2.1 stetige Anfangswerte, die ¢ approximieren, etwa mit @ > 0

-1 fiir o < —a,
@o(0) i =50/a fir —a<o<a,
1 fir a < o,

dann kann man auch an dem Verhalten der Losungen u, fiir @« — 0 das Entstehen der Verdiinnungswelle erkennen.

SchlieBlich soll noch die ,,Lebensdauer” T glatter Losungen u« von Erhaltungsgleichungen (9) angegeben wer-
den. Es seien x(#) eine charakteristische Linie, also x’ = f’(u), und u(t, x(¢)) die Losung entlang x(¢). Dann ist u
nach GI. (4) konstant. Sind die Anfangswerte beschrinkt, dann ist es also auch u. Das gilt aber moglicherweise
nicht mehr fiir die Ableitungen von u. Es sei w(r) := u.(t, x(¢)). Aus X’ = f’(u) und Gl. (9) folgt dann durch
Differenzieren w; = —f” (u)w? oder mit wy := w(0, x(0))

wo
)= ——.
e S
Im Falle der Straenverkehrsgleichung ist f”’(u) = —1. Damit existiert die Losung u dieser Gleichung fiir wy > 0

als differenzierbare Funktion in [0, 7) mit
T=1 / wop.

Wihlt man die Anfangswerte (14), dann ist 7 = 1, und man sieht, dass die Losung um so linger lebt, je kleiner die
Anfangsdaten sind.

An dieser Stelle soll die Behandlung der Differentialgleichungen erster Ordnung abgebrochen werden. Fiir
Gleichungen in R? lisst sich Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen zeigen. Zu nennen sind Namen wie
EBErRHARD HoPF, 1902-83, OLGA LADYZHENSKAYA, 1922, PETER LAX und OrGa OLEINIK, *1925. Systeme in RZ lassen
sich fiir kleine Daten mit dem Glimmschen Differenzenverfahren behandeln (James Grimm, ¥1934). In R",n > 2,
und bei m-reihigen Systemen und groflen Daten ist jedoch noch manches offen, insbesondere die Formulierung der
StoBbedingung. Fiir weitere Einzelheiten sei auf das Buch von Smoller [1983], S. 265(f verwiesen und auf jiingere
Literatur.
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2 Einfiihrung in die Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

In R? lassen sich die linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung relativ leicht klassifizieren. Das
werden wir im Folgenden vorfiihren und dabei jeweils typische Losungseigenschaften herausstellen.

2.1 Klassifizierung partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Es sei
Lu=Ff ()

mit 5 5 5

0 0 0 0 0

L=A—+2B——+C—+D—+E—+F.

Ox? 0xdy oy? Ox oy
Dabei sollen die Koeffizienten A, B, ... glatte Funktionen der Ortsvariablen und (A, B,C) # (0,0,0) sein. Auf
Feinheiten wollen wir in dieser Einfithrung nicht eingehen.

Wir stellen wieder die Cauchysche Anfangswertaufgabe. Es seien also eine Anfangskurve y und

. ou
uy = u|y sowie u; = o y

vorgegeben. Wie bei den gewohnlichen Differentialgleichungen kann man auch Randwertaufgaben oder Anfangs-
randwertaufgaben behandeln. Wir wollen mit der Cauchyschen Anfangswertaufgabe beginnen und wieder versu-
chen, die Losung u in einer Umgebung eines Punktes (xy, yo) in eine Potenzreihe zu entwickeln. Zur Abkiirzung
verwenden wir
D=y, Gi= Uy, TI=Ug, SI=Uy, 1= Uy,

und es sei y = (x(0),y(0)). Mit up und u; sind dann u, p und g ldngs y bekannt. Wir berechnen die zweiten
Ableitungen r, s, t: Es ist

rXe + SYs = Do

SXg + 1Yo = 4o
rA +s2B+tC =Lu—-Dp—-Eq—-F

fiir festes o~ bekannt, das heil3t, es ist
X Yo O0)(r
0 xs yolfls
A 2B C)\t

bekannt. Die Determinante der Koeffizientenmatrix ist
Ay — 2Bxyyq + Cx>. (%)

Wenn sie in (xo, yo) nicht verschwindet, dann konnen r, s, t berechnet werden und analog auch die hoheren Ablei-
tungen von u.

Damit lassen sich wieder charakteristische Linien (o, 7) definieren, ldngs denen diese Determinante ver-
schwindet. Es seien x = (x,y) und

Y(x,y) = const

eine Darstellung einer solchen charakteristischen Linie. Dann ist

wxxr+wny:0

oder
dy _ Y«
dx vy’
und wir erhalten die Gleichung
Ay +2BY Y +Cyp =0

fiir die charakteristische Linie durch (xy, yg) € 7.
In der Diskussion unterscheidet man nun drei typische Fille, die folgendermalien bezeichnet werden:

1. Der elliptische Fall: AC — B> > 0,
2. der hyperbolische Fall: AC — B < 0,
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3. der parabolische Fall: AC — B2 = 0.

Diese Bezeichnungen erinnern an die Term () entsprechende charakteristische quadratische Form

A& ~2Ben + O = (€.1) ( i ‘CB) (5;)
Es ist

A-1 -B
-B C-2

und die charakteristische Matrix besitzt die Eigenwerte

1a= 22 A Cc-my = L A

Diese Eigenwerte sind reell. Im elliptischen Fall haben 4; und A, gleiches Vorzeichen, im hyperbolischen Fall
verschiedenes Vorzeichen, und im parabolischen Fall verschwindet ein Eigenwert.

=2 -AA+C)+(AC - BY),

Durch die Vorzeichen bzw. das Verschwinden dieser Eigenwerte lassen sich die verschiedenen Gleichungstypen
also charakterisieren. Man ahnt schon, dass es in R" sehr viel mehr verschiedene Fille geben wird. Hier treten n
Eigenwerte auf. Allgemein nennt man eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung an der Stelle x
elliptisch, wenn alle Eigenwerte dort von Null verschieden sind und dasselbe Vorzeichen haben. Sie heifit an der
Stelle x hyperbolisch, wenn dort alle Eigenwerte von Null verschieden sind, n — 1 dasselbe Vorzeichen haben und
der n-te das entgegengesetzte. Sie heifit an der Stelle x parabolisch, wenn dort n—1 Eigenwerte von Null verschieden
sind und dasselbe Vorzeichen haben, der n-te aber verschwindet. Symmetrische hyperbolische Systeme werden in
§7.6 eingefiihrt. Weitere Einzelheiten hierzu finden Sie in Renardy & Rogers [1993], S.40f. Dort werden auch
charakteristische Fldchen in R" definiert.

Wir wollen nun die einzelnen Fille kurz diskutieren:
1. Der elliptische Fall: Es sei A > 0. Dann ist auch C > 0. Es sei y = y(x) charakteristische Linie. Dann ist
B2 AC - B?
et

0=Ay’2—219y'+C=A(y'—Z "

oder

5
y’—zzi%\/AC—Bz.

Es gibt also gar keine reellen charakteristischen Linien, und wir erwarten deshalb, dass die Cauchysche An-
fangswertaufgabe stets 10sbar ist. Durch eine geeignete Transformation

&=¢&0ny), n=nxy)
kann man eine Normalform herstellen. Man findet
Lu=ug + ttyy +---,

wobei - - - fiir Terme hochstens erster Ordnung steht. Die Potentialgleichung ist also ein typisches Beispiel fiir
elliptische Gleichungen.

2. Der hyperbolische Fall: Es sei wieder A > 0. Dann folgt

B 1 ————
y,:ZiZ BZ—AC,

und wir erhalten zwei reelle charakteristische Linien. Normalformen solcher Gleichungen sind
Lu=ug—ty,+--- und Lu=ug+---.
Die Wellengleichung ist also eine hyperbolische Gleichung.
3. Der parabolische Fall: Fiir A # 0 ist

charakteristische Linie. Normalformen sind

Lu=ug+--- und Lu=uy,+---.

Diese heuristischen Uberlegungen lassen sich fiir analytische Daten zu einem Existenzbeweis ausbauen. Es gilt
der
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Satz von Cauchy-Kowalewskaja: In einer Umgebung U des Nullpunktes seien f(X,y,u, Uy, Uy, Uy, Uy,), uo(y)
und ui(y) analytisch. Dann gibt es in U genau eine analytische Funktion u(x, y) mit

]' uXX(x? y) = f(x5 y’ u9 ux’ u_l/’ ux_Lp uy_l/)»

2. u(0,y) = uo(y) und ux(0,y) = ui(y).

Der Satz wird nach AucusTiN Lours Caucny, 1789—-1857, und Soria KowaLEwskala, 1850-91, benannt.

Der Beweis des Satzes erfolgt durch Potenzreihenentwicklung. Er soll hier nicht ausgefiihrt werden. Fiir Sys-
teme finden Sie ihn in John [1982], S. 61-77. Beachten Sie, dass in unserer Formulierung als Anfangskurve y die
y-Achse gewihlt wurde. Im Falle einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist dann A = 1 und

5
Y=o+ VAC-B =B=iVC-B # .

Die Anfangskurve v ist also nicht charakteristisch.

Der Satz von Cauchy-Kowalevski wurde um 1875 bewiesen und spiter verallgemeinert. Er macht eine lokale
Aussage fiir analytische Daten. Es konnen weitere nichtanalytische Losungen existieren. Ein analoger Satz fiir Cy-
oder Cw-Daten und -Ldsungen ist nicht bekannt. Physikalisch ist die Einschrinkung auf analytische Daten und
Losungen eher unrealistisch, weil man nicht erwarten kann, dass eine Losung global durch ihr lokales Verhalten
bestimmt ist. Die Aufgabe ist, wie man sagt ,,schlecht gestellt™; dariiber folgt gleich mehr.

Fiir lineare Gleichungen mit analytischen Koeffizienten gilt die Eindeutigkeit, auch bei nichtanalytischen An-
fangsdaten, wenn die analytische Anfangskurve nichtcharakteristisch ist. Das zeigt der Satz von Holmgren, benannt
nach Eric HoLMGREN, 1872—-1943. Sie finden ihn ebenfalls in John [1982], S. 80-88. Eine grofie Uberraschung war
das folgende Resultat von Hans LEwy, 1904—1988, aus dem Jahre 1957:

Satz von H. Lewy: Ejs sei

Lu = —uy —iuy, +2i(x + iy)u,.
Dann gibt es eine Abbildung F € Co(R3,C) so, dass die Gleichung

!

Lu=F

keine Losung u besitzt mit den Eigenschaften:
1. u: Q cR® — C fiir eine offene Menge Q C R3.
2. u € Cr4a(Q).
Die lineare Gleichung Lu = F entspricht im Reellen einem System von zwei Gleichungen in drei Variablen.

Der Satz von Cauchy-Kowalevski zeigt, dass sie fiir analytische F 16sbar ist. Auch der Beweis des Satzes von H.
Lewy findet sich in John [1982], S. 235-239.

2.2 Beispiele

Bevor wir nun systematisch konkrete Fragestellungen angehen, sollen im zweiten Teil dieses einfiihrenden Kapi-
tels noch einige typische Beispiele gegeben und so charakteristisches Losungsverhalten in den einzelnen Fillen
herausgestellt werden. Nach JacQues Hapamarp, 1865-1963, sollte eine Losungstheorie mit den drei folgenden
Fragen beginnen:

1. Existiert eine Losung?
2. Ist sie eindeutig, bzw. wie viele Losungen gibt es?
3. Hiingt die Losung stetig von den Daten ab?
Die beiden ersten Fragen verstehen sich von selbst. Die Bejahung der dritten kann sehr erwiinscht sein (denken

Sie an den Schuf3 zum Mond), muss aber nicht. Inzwischen bemiiht man sich immer mehr um das Verstdndnis
chaotischen Verhaltens.
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2.2.1 Elliptische Gleichungen

Im elliptischen Fall sind Randwertaufgaben typisch. Hier gilt das Maximumprinzip, denken Sie an die Funktionen-
theorie. Die drei Hadamardschen Fragen lassen sich fiir solche Randwertaufgaben im allgemeinen bejahen. Anders
ist es mit der Cauchyschen Anfangswertaufgabe. Sie ist zwar wegen des Satzes von Cauchy-Kowalevski bei analy-
tischen Daten 16sbar. Die Aufgabe ist jedoch schlecht gestellt, in dem Sinne, dass die dritte Frage verneint werden
muss. Hierzu ein Beispiel in R?: Es seien u,, Losungen der Potentialgleichung mit

0 sinn
un(0,y) = ud(y) :==0 und o 1(0,y) = ! () := ——2.
X n

Die y-Achse ist also Anfangskurve. Dann sind
I . .
up(x,y) 1= — sinny sinhnx
n
die eindeutig bestimmten Losungen. Nun gilt aber in der Supremumsnorm fiir n — oo
t(y) >0 und () > o,

und u = o ist die eindeutige Losung zu u® = u' = o. Fiir allgemeine x, y divergiert (u,(x, y)) jedoch.

2.2.2 Hyperbolische Gleichungen
Fiir den hyperbolischen Fall ist die Wellengleichung

Uyy = Uxx
ein typisches Beispiel. Hier ist A = 1, B = 0 und C = —1. Die Richtungen der charakteristischen Linien sind also

B 1
y/ZZ_Z V—AC+BZZi1.

Wiihlen wir die x-Achse als Anfangskurve y, dann ist diese nichtcharakteristisch. Es seien
u(x,0) =up(x) und uy(x,0) = u(x)

vorgegeben. Wir wollen die Cauchysche Anfangswertaufgabe 16sen. Zur Vereinfachung transformieren wir
)= 5] oo ()27
= oder == .
n \x-y y) 2\¢-n

Ltfn =o,

Dann ist

also
u(x,y) = fx+y) +glx—y)

mit noch zu bestimmenden Funktionen f und g. Wegen

uy=f+g und wu =f-4¢

ist
£ = g() = £(0) - g(0) + fo "y ds
oder
2£(0) = £(0) - g(0) + uolx) + fo i ds.
29(x) = —(0) +g(0) + up() - fo s,
also

X+Yy

1
u(x,y) = E{MO(X +y) +up(x —y) + f ui(s) ds}.

xX=y
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Diese Losung wurde von d’ Alembert und Euler um 1750 gefunden. Benannt wird sie meist nach d’ Alembert.

In den Anwendungen schreibt man meist ¢ fiir y. Man zeichnet damit die Zeitvariable aus, und man unterdriickt
oft die Abhéngigkeit von den Ortsvariablen. Mit

1 X+1
(I(Hv)(x) := 3 f v(s)ds
x—t
lautet dann die d’ Alembertsche Losung
0
u(t) =I{t)u; + EIO) Uo.
Aus dieser Formel erhilt man u im Punkt (fy, xo), wenn man die Anfangsdaten im Abhdngigkeitsbereich

A(lo,Xo) = [X() — 1o, Xo + t()] cR

kennt. Umgekehrt, es sei v(x) := d(x — xp) ein ,,Dirac-Signal, oder man nehme

1
U()C) = ZX(XU—VJO‘W)(X)

fiir kleine r, dann ist
1
U0)) = SH(t = v = xo).
Der Bestimmtheitsbereich zu v(x) = 6(x — xp) fiir positive ¢ ist also der Zukunftskegel
C*(x0) = {(t.x) e R XR | |x = x| < 1}
Damit ist
supp fv = C*(xp)
und p
supp —Iv = 0C™*(xp).

ot
Hat der zugrundeliegende Ortsbereich die ungerade Dimension n > 1, dann zeigen wir in §7.5.3 sogar

supp Iv = C* (xp),

und man sagt, dass dann das Huygenssche Prinzip gilt. Fiir den Beobachter (7, x1), x; # xo, setzt dann das Signal
zur Zeit t = x; scharf ein und wieder aus. In Rdumen mit gerader Ortsdimension setzt es nur scharf ein, und es gibt
Nachhall. In R! gilt das Huygenssche Prinzip nur, wenn u! verschwindet, sonst hat man Nachhall. Abbildung 2.1
soll das verdeutlichen. Das Prinzip wird nach CHristiaaN HuyGens, 1629-95, benannt.

At

X0 X1
Abbildung 2.1: Zum Huygensschen Prinzip.

Betrachten wir nun eine Randwertaufgabe: Es sei G wie in Abbildung 2.2 skizziert und
L Y

0,5+

0,5+

Abbildung 2.2.
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u(x, x) = up(x), wu(x,—x)=u;(x) fir0<x<

| —

mit uy(0) = u;(0). Dann folgt aus
u(x,y) = f(x+y) +glx—y)
up(x) = f(2x) + g(0) und u;(x) = f(0) + g(2x), also

)+ ul(%) — u(0).

X+
u(x, y) = o=

Die Losung u ist deshalb in G bereits bestimmt durch Vorgabe der Randwerte auf Teilen des charakteristischen
Randes. Randwertaufgaben zu G mit beliebigen Randdaten konnen also nicht geldst werden.

Betrachten wir nun in dem in Abbildung 2.3 skizzierten Gebiet eine gemischte Anfangsrandwertaufgabe
u(x,0) = up(x), wulx,x)=u;(x) fir0<x<l1

mit ug(0) = uy(0).

Y
=

Abbildung 2.3.

Auch diese Aufgabe ist eindeutig 16sbar. Man findet

up(x) = f(x) +g9(x) und w1 (x) = f2x) +g(0)

und daraus

y) +ug(x —y) — ul(x—y).

X+
u(x, y) = 5

Analog lisst sich auch die Goursatsche Aufgabe 16sen, benannt nach Epouarp Goursar, 1858-1936. Dabei
wird u auf den beiden Strecken

[€0,0),<1,0y] und [{0,0),(1,5)]
des in Abbildung 2.4 skizzierten Gebietes vorgegeben.
v Y

Abbildung 2.4.

Besonders wichtig sind Anfangsrandwertaufgaben fiir die Wellengleichung. Solche Aufgaben treten bei Schwin-
gungsproblemen vielfiltig auf, zum Beispiel bei der Behandlung der schwingenden Saite oder Membran. Hier liegt
ein Gebiet G C R" im Ortsbereich zugrunde. Die gesuchte Losung u soll zum Beispiel am Rande dG verschwin-
den, und es werden beziiglich der Zeit die Anfangswerte (0, x) und u,(0, x) vorgegeben. Uber das Losen solcher
Aufgaben wurde schon im 18-ten Jahrhundert viel nachgedacht. Die dabei gewonnenen Erkenntnisse haben we-
sentlich zur Festlegung bzw. Erweiterung des Funktionsbegriffes beigetragen, von den analytischen Funktionen bis
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hin zu Distributionenlosungen. Dabei spielt auch die Frage der Darstellbarkeit der Losung durch eine Reihe eine
grofle Rolle. Die Fourierreihen entstanden und allgemeiner die Entwicklung der Losungen nach Eigenfunktionen
des zugrundeliegenden Differentialoperators. In der Einfithrung haben wir dies fiir das Problem der schwingen-
den Saite bereits angedeutet. Wir werden anschliefend das Losen der entsprechenden Aufgabe im parabolischen
Fall diskutieren. Uber die Geschichte dieser Entwicklung im 17/18-ten Jahrhundert kann man in Riemann [1854]
nachlesen.

2.2.3 Parabolische Gleichungen

Die Wirmeleitungsgleichung in Rj X R
U = Uyx

ist eine typische parabolische Gleichung. Man stellt hier die Anfangswertaufgabe
u(0, x) = up(x).

Dabei sei uy vorgegeben.
Esistdann A = 1 und B = C = 0. Mithin ist die x-Achse eine charakteristische Kurve, man gibt also die
Anfangswerte lédngs einer Charakteristik vor. Es sei

1
S(t,x) = ——e %4,

Vént
Dann folgt fiir 7 > 0

u(t, x) = fm up(s)S(t,x — s)ds.

o

Fiir negative ¢ existiert diese Losung nicht, man kann nicht in die Vergangenheit zuriick rechnen.

Es lassen sich auch Anfangsrandwertaufgaben behandeln. Es sei etwa I = (0, 7). Dann werden zum Beispiel
Losungen mit
u(t,0) =u(t,mr) =0 firte Rg und  u(0,x) = up(x) firxel

gesucht (Dirichletsche Randwertaufgabe). Ein klassischer Zugang fiir geniigend glatte Daten soll kurz skizziert
werden:

Die Eindeutigkeit erhilt man tiber eine Energieabschditzung. Es sei

E(f) := % fo " u?(t, x) dx.

Dann gilt wegen der Randbedingung

E'@®) = fﬂ u(t, x)u(t, x)dx = fﬂ u(t, X)u(t, x)dx = — fﬂ ui(t, x)dx.
0 0 0

Es sei nun uy = 0. Dann ist E(0) = 0. Wegen E’(t) < o folgt dann E(f) = o0 und damit u = o.

Die Existenz einer Losung erhilt man mit der Methode der Separation der Variablen. Es sei
u(t, x) = a(t)v(x).
Aus diesem Ansatz folgt mit einer Konstanten A
ad+1a=0 und v +Av=0 mitv) =v(r)=0.

Die Losungen dieser gewohnlichen Differentialgleichungen sind bekannt. Sieht man von der Normierung ab, dann
istmita,f €R
at) = e

und

v(x) = a sin Vax + S cos Vax.

Es existieren aber nur fiir A = A, = n?, n € N, nichttriviale Losungen v,, ndmlich v,(x) = asinn x. Damit ist fiir
allen e N

2
u,(t,x) :=e " 'sinnx
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Losung unserer Anfangsrandwertaufgabe. Man nennt die A, Eigenwerte, die v, Eigenfunktionen und die u,, stehen-
de Wellen.

Die allgemeine Losung erhilt man dann durch Superposition solcher stehenden Wellen. Man mdchte also
geeignete Konstanten @, € R finden mit

R
u(t, x) = Za,,e "!sinn x.
neN

Man sieht leicht, dass das moglich ist, jedenfalls fiir gentigend glatte Anfangswerte uy. Man setze namlich ug
antisymmetrisch auf (-, 0) fort. Dann kann man ug in (-, 7) in eine Fourierreihe

up(x) = Z , sinn x

neN
entwickeln, und mit diesen «,, bilde man u(z, x). Die Reihe ist geniigend oft differenzierbar, wenn u geniigend glatt
ist.
2.2.4 Das Tricomiproblem
Zum Abschluss folgt noch ein gemischtes hyperbolisch-parabolisches Problem, ndmlich
Uy + Uy, = 0.

Esistalso A = ¢, B=0und C = 1. Damit erhilt man die charakteristischen Linien durch

(=8 i VACH B =y

Fiir ¢ > 0 ist die Gleichung elliptisch und fiir # < 0 hyperbolisch (fiir t = 0 ist sie parabolisch). Die Charakteristiken
werden also durch
?Nt=+i

gegeben, also
%(ry %Y = +i

oder

3/2

t =i%ﬂx+@.

3 2/3
t= —(§(x+c)) .

Man gibt nun u vor auf dem oberen Halbkreis z = /0,25 — (x — 0,5)? und der linken unteren charakteristischen
Linie # = —(3x/2)*/?. Man sucht u in dem in Abbildung 2.5 skizzierten Gebiet. Das ist das Tricomiproblem, benannt
nach Francesco Tricomi, 1897-1978.

Fiir negative ¢ erhalten wir daher

0.5+ X///t=NMJ5—u—OJY

| ¥
t:%hﬂﬁ3///// \\t=—6u—nﬂw3

-0,83 +

Abbildung 2.5: Das Tricomiproblem.
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Zum Beweis der Existenz einer Losung zieht Tricomi Parallelen zur x-Achse im Abstand &, gibt mit zunéchst
beliebigem f

ug(e,x) = f(x) und u,(-& x) = f(x)

vor und 16st getrennt in den Bereichen 7 > £ und ¢ < —¢. Fiir t — 0 ist dann
limug, = o.
&—0

Tricomi wihlt nun f so, dass fiir ¢ — 0 auch die zweiten Ableitungen bzgl. x existieren und gleich sind. Dadurch
wird f festgelegt, und man erhilt u als Grenzwert der u, fiir e — 0.
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3 Elementare Potentialtheorie

3.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel sollen einige klassische elementare Resultate aus der Potentialtheorie bereitgestellt werden. Die
Potentialgleichung tritt in der Theorie partieller Differentialgleichungen und auch in den Anwendungen vielfiltig
auf.

Es seien zum Beispiel xy und x zwei Punkte in R3, an denen jeweils eine Masse e, und e (oder eine elektrische
Ladung) angebracht sein sollen. Man spricht auch von ,,Punktmassen* oder ,,Punktladungen®. Es sei ferner
F(x) := eoﬂ
x = xo?
die Feldstdrke. Dann wirkt auf x die Kraft

K(x) = e F(x).

Das ist das Newtonsche Gravitationsgesetz (um 1660) oder das Coulombsche Gesetz (um 1785). Es folgt

6ij (x; — x0,)(xj — Xo,;)
O.F; = J _3 \ Y
J e°{|x—xo|3 X — xo }

also
divF=0 wund rotF =o.

Weil R? \{xo} einfach wegzusammenhiingend ist, besitzt F deshalb ein Potential U, nimlich

€0

Ux) = - .
lx — xo

Esist F = grad U, und in R*\{x,} geniigt U der Potentialgleichung
AU =0.
Man sagt auch, U sei in R® \{xq} harmonisch.

Natiirlich betrachtet man nicht nur Punktladungen, sondern zum Beispiel auch stetig verteilte Volumenladungen
p mit dazugehorenden Potentialen
U(x) := f M dy.
Blx—yl

Dabei sei B eine abgeschlossene Menge in R, das ,,Hindernis“. Es sei G := R*\B offen und zusammenhiingend.
In G geniigt U wieder der Potentialgleichung. Umgekehrt ist U aber dadurch noch nicht festgelegt. Ist G berandet,
dann kann man Randbedingungen stellen. Bei der Dirichletschen Randwertaufgabe gibt man U|0G vor, bei der
Neumannschen (nV)U|0G. Dabei ist n der nach auflen gerichtete Normalenvektor an dG. Es gibt auch gemischte
Randwertaufgaben und viele andere.

Als weiteres Beispiel sollen noch die linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen der Gasdynamik angegeben
werden: Es seien u(t, x) ein akustisches Potential, v := Vu die Geschwindigkeit und p := u, der Druck. Dann lauten

diese Gleichungen
dfvy (o grad|(v
dt p ~ \div 0 p ’

mit der homogenen Dirichletschen Randbedingung p|0G = o bzw. der Neumannschen nv|0G = o. Fiir u bedeutet
das
uy = Au,

und aus dem Separationsansatz u(t, x) = a(t)U(x) folgt mit einer Konstanten A
AU+ AU =o.

Die Abbildung U geniigt der ,, Helmholtzschen Schwingungsgleichung “ und der Randbedingung U|0G = o bzw.
VUG = o.

Die allgemeineren Navier-Stokes-Gleichungen fiir den viskosen Fluss einer inkompressiblen Fliissigkeit sind
nichtlinear. Auch sie verbinden die Geschwindigkeit v mit dem Druck p und lauten

n
1
o+ VO = ——Vp + yAv
=1 P
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dive = 0.

Dabei ist p die Dichte und y die Viskositit der Fliissigkeit. Benannt sind diese Gleichungen nach CLAUDE NAVIER,
1785-1836 und GEORGE STOKES, 1919-1903.

Die vorangegangenen Beispiele waren in R* formuliert. Um die Darstellung einiger Resultate zu erleichtern,
werden wir uns gelegentlich auf den dreidimensionalen Fall beschrianken. In der Potentialtheorie tritt nimlich im
Allgemeinen fiir n > 3 keine wesentliche Dimensionsabhéngigkeit mehr auf. Vom Fall n = 2, der Funktionentheo-
rie, muss jedoch abgehoben werden. Es gibt ndmlich eine Reihe von Resultaten in der Funktionentheorie, die in R"
modifiziert werden miissen. Vielfach liegt das daran, dass in der Grundlosung in R? ein Logarithmusterm auftritt.

3.2 Grundlosungen

Grundlosungen spielen eine grofe Rolle beim Losen partieller Differentialgleichungen. So kennt man in der Funk-
tionentheorie die Cauchysche Integralformel

1 (&) f @GN 5
) = — ==d{+ | ———==d{Nd}.
fo=55l | soider | oo dondg
Hier wird die Losung f der Differentialgleichung df = - - - also durch die rechte Seite dieser Gleichung und durch

ihre Randwerte f|0G dargestellt, und zwar durch Integration iiber die Grundlésung 1/({ — z2).

Diese Formel mochten wir fiir ein Gebiet G ¢ R" verallgemeinern. Beginnen wir mit dem R" selbst. Dann
suchen wir eine Abbildung g so, dass sich etwa fiir f € £L'(R")

Au+f=o
und
w = [ oty
entsprechen.

Zur Konstruktion von g verwenden wir den Distributionenkalkiil. Dazu vergleiche man etwa FA, §6.5. Offenbar
muss g eine charakteristische Singularitét besitzen. Wir beginnen mit dem Fall n = 3 und zeigen als erstes

Satz 3.2.1: Es gilt in R? im Distributionensinne

1
A— +476(x) = 0.
|x|

Beweis: Die Abbildung

u(x) = i
|x]

erzeugt eine regulire Distribution, u € £ (R?). Es ist mit ¢ € Co(R3)

1
@ig= [ mapwdi= [ s [
R 1] Ixl<e Ix>e

f =0,
|xl<e
und mit r := |x| folgt aus A = 58,70, + Ao

_ 1op, o 91
fx e L ‘za{lxl 0 - ¢l an|x|}dx'

Dabei ist n der nach aulen gerichtete Normalenvektor der Sphire. Damit erhalten wir

Nun ist fiir festes ¢

f Lo L ¢(x)dx + O(e),
[x|>e

2
& |x|=¢

also fire —» 0
(Aw)p = —4rp(0) = —4nde.

Das war zu zeigen. O
Analog folgt in R? fiir festes xo

A +4m6(x — xp) = 0.

|x — xol
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Folgerung 3.2.2: Es sei

U(x) :=f Py,
® X =yl

das Potential mit der Volumenbelegung p € L'(R3). Dann ist U € L;()C(R3), erzeugt also eine reguldre Distribution,
und es gilt
AU +4mp = o.

Beweis:

1. Es sei K € R3. Dann folgt aus dem Satz von Fubini-Tonelli

oY)
dy'deCIIpII L.
A=

Mithin ist U aus £} _(R?).
2. Aus dem Satz von Fubini folgt

A
(AU)(p) = f U(x)(Ap)(x) dx = f o) f ( 9”)(’“)dx}dy
R3 R3 R3 |X—y|

= fR P) {~Anp(y)|dy = ~4np .

O

In §3.4 werden wir zeigen, dass aus p € C,(R?) auch U € Cy.q(R?) folgt. Aus p € CRY) folgt jedoch nicht
U € C5(R?), das lisst sich an Beispielen belegen.

Ist Q ¢ R? eine offene Menge, p € £'(Q) und

Ulx) := f &dy,
alx—yl

dann erhalten wir aus dem Vorangegangenen

-4 fii Q,
(AU = { mo(x) firxe

fiir x € R3\Q.

Wir geben nun
Definition 3.2.3: Eine Abbildung g € LI'OC(R“, R) heifit Grundlosung zu A in R", wenn
Ag+d6=0
gilt.

Natiirlich ist g dadurch nicht eindeutig bestimmt, eine beliebige Potentialfunktion kann hinzugefiigt werden.

In R3 ist
1
g(x) = —

eine Grundlosung zu A. Um ein g in R" zu konstruieren, bemerken wir, dass ¢ sich bei Drehungen nicht dndert.
Deshalb suchen wir nach im Nullpunkt singuldren Losungen f, die nur von r := |x| abhingen. In Polarkoordinaten
ist
1 0 ,,0 1

—r" — + <A
o o 120

Dabei hiangt der Laplace-Beltrami-Operator Ay nur von xq := x/|x| ab. Es folgt

(Af)(r) =

(@)

rn—l

also

P =c
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oder
cr+d firn=1,
f(r) = clnr+d firn =2,
—c

n-— r

Zur Vereinfachung wiéhlen wir d = 0. Dann ist

(Af)(cp)=ffA¢p=f +f
Re Ix>e Ixl<e

=_L|:8{fg—i—g—£<p} +0(e)

= Ve +O0(e).

[xl=¢

Es sei
27"/2

“n T T

die Oberfliche der Sphire 7!, also w; = 2, w» = 27 und w3 = 4. Dann folgt

(Af)(e) = lim f| . —5 = cng(0).

Damit erhalten wir schlieBlich eine Grundlosung g zu A in R" durch

—|x| firn=1,
g(x) = —In |xl firn =2,
firn > 3.

-2 "

3.3 Darstellungsformeln

Es seien nun G € C,, ein glatt berandetes Gebiet und B ein beliebiges Gebiet mit
GeBcCR"

Dabei soll es zu jedem Randpunkt x € dG eine Umgebung U(x) so geben, dass G N U(x) der Graph einer C; o-
Abbildung ist. Es seien ferner f € C(B,R) und u € C,(B,R) mit

Au+ f=o.
Wir wollen u analog zur Cauchyschen Integralformel in der Funktionentheorie

{ Ow)(©) e A dZ + ?(—Od(}

¢ (-2 G ¢ — 2

1
w(@) = —
@) 2mi
darstellen. Hierbei ist w eine komplexwertige Funktion. Im Randintegral treten also sowohl der Realteil von w als
auch der Imaginérteil auf. Wir kénnen deshalb nicht erwarten, eine Potentialfunktion u allein durch ihre Rand-
werte in dieser einfachen Form darstellen zu konnen. Vielmehr gehen auch die Randwerte der zu u konjugiert
harmonischen Funktion ein und damit die Ableitungen von u am Rande. Wir zeigen

Satz 3.3.1 (Darstellungsformel fiir Potentialfunktionen): Es seien G € B C R" ein glatt berandetes Gebiet,
f € C(B,R), u € Co(B,R) mit Au + f = o und g eine Grundlosung zu A in R". Dann gilt fiir alle x € R"

) E) u(x) fiirxegG,
ffg(~—x)+f (Sgt-m-ul(- )= ]
G oG On on 0  firxeR\G.
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Beweis: Es sei x € G fest. Weil beim partiellen Integrieren die Singularitéit von g storen wiirde, wihlen wir zun4chst
eine Kugel B(x,&) C G und ein ¢ € éW(G) mit ¢|B(x, &) = 1. Dann ist

o= [ (= ommotc—py = [ (1= ouf@oxe-dy -
ou 69
=- fG A((l - so)u)(y) g(x—y)dy + fac {%(y) g(x —y) — u(y) a_ny(x - y)}dy =
=- fG (Au)y) g(x — y) dy + fG (Alpw)Xy) g(x — y) dy+

0 0
+ fa G{ﬁ(g) g(x — y) = u(y) a—fy(x—y)}dy =

ou 0
= ff(y) glx—y)dy - f (pufy) 6(x —y) dy + f (=W a(x-y) - uw) I (x- y)}dy.
G G oG 6n 8nu
Das beweist die Darstellungsformel fiir x € G. Fiir x € R"\G ist ihr Nachweis trivial. O

Ist u Potentialfunktion (f = 0), dann folgt fiir x € G

I O L .
w0 = [ {Grat-n-uGle-n)

In diese Darstellungsformel gehen also, wie erwartet, sowohl u als auch du/dn am Rande ein. Die Darstellungs-
formel liefert deshalb im Allgemeinen noch keine Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe. Das Losen dieser
Randwertaufgabe liegt sehr viel tiefer, vergleichbar mit dem Beweisen der Cauchyschen Darstellungsformel und
des Riemannschen Abbildungssatzes in der Funktionentheorie.

Wir wollen nun einige einfache Folgerungen aus dem soeben Bewiesenen ziehen.

Folgerung 3.3.2: Es sei wieder G € B C R" ein glatt berandetes Gebiet und u € Cy(B,R) eine Potentialfunktion.
Dann ist

ou

3G on

Beweis: Es sei v(x) = 1 fiir alle x. Dann folgt aus der zweiten Greenschen Formel

ou ov ou
O=L{vAu—uAv}=L‘G{v%—u%}= 66%. O

Folgerung 3.3.3: Notwendig fiir die Losbarkeit der Neumannschen Randwertaufgabe zu G ist die Bedingung

ou

3G on B

Mittelwertformel: Es seien u in G eine Potentialfunktion und B(x,r) C G. Dann gilt

1 n
w=—— [ wdy= [ wway
Wyl ly—x|=r Wyl ly—x|<r

Der Beweis folgt aus

N N
”(")‘fag{ang( X) =t (- D)

Es ist (fiir n > 3)

y—x(_ y—x ):_ 1
ly = xIV waly — xI? wply — x"!

Zusammen mit Folgerung 3.3.2 erhalten wir deshalb

1
ux) = —- f u(y).
Wyl ly—x|=r

Der Rest folgt aus dem Gauflschen Satz und Folgerung 3.3.2. O

dg
%(y -Xx) =

Folgerung 3.3.4: Eine Potentialfunktion u in G ist dort analytisch.
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Der Beweis erfolgt wie in der Funktionentheorie durch Reihenentwicklung. Hier soll nur die Idee angegeben wer-
den. Es sei B := B(xg, R) mit B ¢ G. Dann gilt fiir x € B(xo, R)

_ ou dg
u(x) = fﬁB{an g0 —x) =~ 0
Dabei ist fiirn > 3

1
T wa(n=2) ly — 12

I(x) :=f L)n_zdy
op 1x =yl

ldsst sich fiir f € C(G) und x € B(xo, R/2) in eine gleichmiBig konvergente Taylorreihe entwickeln, nimlich

gy — x)

Ein Integral der Form

1
I(xo +h) = I(x0) + -+ + — 1P (x0, h, ..., h) + R (x0, })

p-mal
mit
R(x0, ) = 17D (xg + 0h, b, -+, h)
(p+1)-mal
und 1
+p=2\(2\"F" 2n\’
Ryxo, | <" PN E) mrt < =) P -0
p+1 R R
bei festem n, kleinem /4 und p — oo. m]

Es sind auch andere Reihenentwicklungen nach speziellen Funktionen durchgefiihrt worden. Die Bekannteste
ist wohl die Entwicklung nach Legendreschen Polynomen und Kugelfunktionen. Fiir den R? soll diese Entwicklung
kurz skizziert werden: Es sei y fest. Dann ist

11 1 [
=yl "l 1=225 4152 I V1 =22+ 2

Iyl

mit 7 := XxoYo, Xo := x/|x| und z := |x]/|y|, und man schreibt fiir kleine z

1 0
_— = "P,(1).
Vi1-2z+2 ;Z ®

Die P,(?) sind die ,,Legendreschen Polynome*. Es ist

Po(t) =1 P3(H) = (56 - 31)
Pi(t) =t P4(t) = $(35¢* = 30¢% + 3)
P =337 =1  Ps(n)=---.

Die Eigenschaften dieser orthogonalen Polynome vom Grade n sind wohlbekannt. Sie sind die Eigenfunktionen zu

L:= —%((1 —tz)%)

in (—1, 1). Dabei sollen die Losungen in den Randpunkten endlich bleiben. Es gilt
LP, = A,P,

mit A, = n(n + 1) und
114"
Py(f) = ———(@F - 1),
® Z”n!dt”( )

sowie P,(1) = 1 und

1 ) )
Il(Pn(f)) dt = 1l
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Damit erhalten wir

(o]

1 _ 1 | x| v
-yl = m HZ; (|—y|> P (xoy0)-

Bei festem y ist
|l ye
(—) Pr(xoyo)
Iyl

ein homogenes harmonisches Polynom der Ordnung r in x.

Es sei nun H,(x) ein beliebiges homogenes harmonisches Polynom der Ordnung n. Dann schreibt man
H,(x) =: |x|nKn(x0)

und nennt K, (xp) ,,Kugelfunktion* der Ordnung n. Kugelfunktionen verschiedener Ordnung sind orthogonal, das
folgt unmittelbar aus der Greenschen Umformung. In R? gibt es 2n + 1 normierte orthogonale Kugelfunktionen
K., j(xo) der Ordnung n. Es gilt

- 2+ 1
Zmﬁwmm=77nmm
J=-n

Die Kugelfunktionen bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem auf der Sphire S 2. Sie sind Eigenfunktionen von
Ay, es gilt
MK, + n(n+ DK, = o.

Eine beliebige Kugelfunktion lisst sich in Polarkoordinaten als

n

K, (xo) = Z {a cos(kp) + B sin(ke)} Pl(cos 0)
k=0

schreiben. Dabei sind die PX(t) ,,zugeordnete Legendresche Polynome*. Das sind beschriinkte Losungen der Diffe-

rentialgleichung
2

1-#

(Lu)(t) = (n(n +1) - )u(t),

also P(t) = P,(¢) und mit ¢ = cos 6

Pi(1) = —(1-)'? = —sin®,

Pi(t) = -31(1 — »)'/? = -3 sin(20),

Pi(t) = 3(1 = ) = 3(1 - cos(20)),

Pi(t) = =3(1 = A)2(5x* = 1) = =3 (sin 6 + 5sin(30)),
P(1) = 15¢(1 — ) = B(cos 6 — cos 30),

Pi(t) = -15(1 - )3 = ~L3(35in 6 - sin(36)).

In einer Umgebung des Nullpunktes kann man dann eine Potentialfunktion « in eine Reihe der Form
u(x) = )" 1" Ka(x0)
n=0

entwickeln.

In R? ist analog
K@ (x0) = a, cos(ng) + f, sin(ng).

Die Reihenentwicklung nach diesen Funktionen ist aus der Funktionentheorie bzw. der Theorie der Fourierreihen
wohlbekannt. Entsprechende Entwicklungen gelten in R". Weitere Resultate und Beweiseinzelheiten findet man in
Magnus, Oberhettinger & Soni [1966], S. 199, und C. Miiller [1957], S. 50f.

Als letzte Folgerung der Darstellungsformel zeigen wir noch

Das Maximumprinzip: Es seien G ein beliebig berandetes Gebiet, u eine Potentialfunktion in G und nicht kon-
stant. Dann besitzt u in G weder ein Maximum noch ein Minimum.
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Beweis: u nehme in xy € G ein Maximum m an, es gelte also
u(xg)=m und VxeU(xy) u(x) <m.
Es sei ferner
M = {xGG | u(x)=m}.
1. M ist offen: Wir wihlen ein x € M und ein p mit B(x, p) € G. Es sei x| € B(x, p) mit
x; € G\M.
Dann folgt aus der Mittelwertformel der Widerspruch

m=u(x) = nnf u(y)dy < m,
Wy ly—xl<p

weil u stetig ist.

2. M ist relativ G abgeschlossen: Es sei ndmlich £ € G ein Haufungspunkt von M. Wegen der Stetigkeit von u ist
dann & € M.

Damit ist M = G, weil ein Gebiet wegzusammenhingend ist. Analog schliet man fiir das Minimum. O

3.4 Potentialfunktionen spezieller Belegungen

In diesem Abschnitt beschriinken wir uns in der Darstellung auf den R? und untersuchen die in der Darstellungs-
formel auftretenden Potentiale, ndmlich das Newtonpotential mit der Volumenbelegung o

Ulx) := f I(Tiy)l dy,

das Potential mit der einfachen Fldchenbelegung u

1)
G |x =yl

V(x):=

und das Potential mit der doppelten Flidchenbelegung (Dipolbelegung) v

W= [ v anj ——dy
Dabei sei G ein beschriinktes Gebiet in R* und im Falle der Potentiale mit Flichenbelegungen glatt berandet. Es
sei G, := R3\G das AuBere von G.

Sind die Belegungen in G bzw. dG stetige Funktionen, dann existieren U, V und W. Die Potentiale V und W
sind in G und G, harmonisch, U ist in G, harmonisch und geniigt in G im Distributionensinn der Poissonschen
Gleichung

AU + 4no = o.

Das Ziel dieses Abschnitts ist, einige klassische Glattheitseigenschaften der Potentiale U, V und W anzugeben.
Die Nachweise sind im Einzelnen zum Teil etwas langwierig und werden nur skizziert. Wir beginnen mit der
Diskussion des Volumenpotentials.

Satz 3.4.1: Es sei U das Volumenpotential mit der Belegung o € L*(G). Dann gilt
1. Esist U € C;(G) und

VU(x)=f(r(y)Vx dy.
G

1
|x =yl
2. Es sei 0 € L2(G) N Co(G). Dann ist U € Cy44(G) und geniigt der Poissonschen Gleichung.

Beweisskizze: Zum Beweis gehen wir klassisch vor und nutzen aus, dass eine in G gleichmiiBig konvergente Folge
stetiger Funktionen U, gegen eine stetige Grenzfunktion konvergiert. Sind auBlerdem die VU, stetig und konver-
gieren sie gleichméBig gegen D, dann ist U stetig differenzierbar mit VU = D.
Zur Konstruktion der U, verwenden wir nun folgende Gléttungstechnik: Es sei j € Co(R) mit0 < j< 1,0 <
J <2und
. 0 fir0<x<l,
TD=N g2 <x
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Dann bilden wir mit positivem &

- 1
Us(w) = f e (22— gy,
¢ e Jix—yl

Offenbar ist U, € Co(G), und es gilt mit ¢ = c(||o]| g=):
1.

|Ug(x)—U(x)|£f a(y){l—j(|x_”|)} L gy<es.

ly—x|<2e & |.X - y| -
Mithin ist U stetig.
2. Es sei

1
D(x) := f(r(y) V,——dy.
G lx =yl

Dann zeigt man analog
|VU8(x) - D(x)| <ce.

Mithin ist U € C;(G) und VU = D.

3. Etwas schwieriger ist die Diskussion der zweiten Ableitungen. Es sei zunichst o konstant. Dann wihlen wir zu
X € G eine Kugel B(xp, r) € G und erhalten fiir x € B(xg, r) und o = 1 durch partielle Integration

1
D(x):f Vx—dy+f
-xol<r XYl G\B(x0.1)
1
. V,——dy + - 1)
ly—xol<r lx =yl G\B(xo,r)
[
ly-xol=r X =l G\B(x0,1)

Offenbar ist D(x) dann beliebig oft differenzierbar. Dies wollen wir ausnutzen. Es sei

|x -yl 1

Dy(x) := f o) j(—= )V dy
G e/ x—yl

Dann konvergiert D, gleichmifig gegen D, und es ist

a‘iDs(x)zfGO'(!/)a/{j(@)vxlxim}dy

:fG(O'(y)—O'(x))aj{...}dy + O'(X)fGaj{...}dy.

=,

Die Diskussion des letzten Integrals ist nach dem Vorangegangenen klar. Zur Diskussion von I, haben wir jetzt
aber nach Voraussetzung zusitzlich die Abschitzung

lo(y) — o) < cly — x*

zur Verfiigung. Damit lésst sich I, wie U, und VU, behandeln, und man findet

(X =yl 1 .
L—ylds |or(y) - O'(x)laz{(l - ]( X-y ))me}dy <cllolly .

&

Damit ist U € C>(G).

4. Zum Nachweis der Holderstetigkeit der zweiten Ableitungen schitzt man analog
BiajU(xl) - 6,‘6jU(X2)
ab. Einzelheiten findet man in Gilbarg & Trudinger, [1977], S. 46f. O

Von nun an sei G glatt, etwa G € C,. Wir zeigen
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Satz 3.4.2: Es seien u,v € C(0G). Dann gilt
1.V € C(R%),
2. W € C(G) U C(R3\G) und fiir xy € 0G

W(xo)|, = 27v(x0) + Wo(xo),
W(xo)|, = =2mv(x0) + Wo(xo)

mit
W(xo)|, == lim W),  W(x)|, = lim W()
ZzeG: 7€G0
und
Wo(xo) = f Yy) 2
any [x0 — yl
Beweisskizze:

1. V ist stetig in xy € dG: Fiir x; € R? ist
Ve = vool < e [ | = ——|ay
- _

sllullz:w{f +f )
OG\F(xo,7) F(x0,7)

mit F(xp,7) := 0G N B(xg, 7). Es sei [x; — xp| < 7/2. Dann gilt mit einem z = z(y) € [xo, x1]

1 lx1 — xol
<o < x = xol sdy <c 5
8G\F(x0,7) 8G\F(xo,) 12 = Yl T

1 1
f Sf dy+f dy<cr.
F(x0,7) F(x0,7) |x0 — yl F(x,.,27) lx1 =yl

Zusammen erhalten wir also

und

lx1 — xol

[V = Vo] < el {57 + 7,

Wihlen wir nun 7 := |x; — x0|'/3, dann folgt fiir alle |x; — xo| < V1/8
V(1) = Vxo)| < cllulle= 1xi = xol'.

Weil wir das Integral tiber G\ F (xo, 7) nur sehr grob abgeschitzt haben, ldsst sich diese Abschitzung sicherlich
verbessern.

2. Wir untersuchen nun das Dipolpotential. Es sei zundchst v konstant und der Rand in einer Umgebung von xj
eben. Dann ist (vgl. Abbildung 3.1)

n(xo)

X = xo + hn(xg)

‘ — 4G
Xo y
Abbildung 3.1.
d
f W=y f o am o f‘ pdp
—xol<s X =Yl ly—xol<6 /y T2+ 0 p?+h
1 2rth
= 27rh{—} =2nsignh — ——,
Vor+ 2l Vo2 + 12
also mit o := signh
lim w dy = 20,
h=0 Jiy—xoi<s X =yl
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Das beweist das Sprungverhalten von W(x) in diesem einfachen Fall.

3. Es sei nun v wieder konstant, der Rand aber beliebig. Dann fithren wir in einer Umgebung von xy € dG ein
Tangenten-Normalensystem ein, man vergleiche Abbildung 3.2.

A

oG

X1 7 r

ro y

/ Yo

X0 r

X2 —

Abbildung 3.2.

Es seien
X1 := X9 + hn(xy) Xy = x9 — hn(xg)
und
y = ue; +uzey + f(ur,uz)e3 € 0G
mit

f(0,0) = 9, £(0,0) = 6:/(0,0) = 9,0, /(0,0) = 0.

Es sei ferner in dieser Umgebung von xj

x =y + uz n(y).

Es sei p := yfu} + u3. Dann rechnet man nach
1
1

1 0
t= a[ 0 ]+ﬁ[ 1
o f o f
_alf 1
n= —82f =0
1) NI+ @)%+ (02)?
ro = |x1 — (y — fex)l = [p* + I,
rii=lxp =yl = AJp? + (h= )3,
ri=lg -yl = P+ (h+ )

Iri —rol = O(p®),  (x0 — yY)n(y) = Op>),

l_l'zwzoﬂ), )l_l':O(ﬁJ,

ri ro rirg V% 3 0

1
i :O £+l .
ony |x; —yl ”8 ro
0 1 1
-
any |xo — yl Y

R a1
W(x) :=f — dy.
a6 Ony |x —yl Y

=0

)

Es folgt fiiri = 1,2

und es ist

Insbesondere gilt auf der Fliche

4. Es sei nun
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Dann folgt aus der Darstellungsformel (Satz 3.3.1) mitu = 1

0 fiir x € G,.
-4 firx € G.

W(x) = {

Liegt x auf der Randflache G, dann kann man die Darstellungsformel auf G\B(x, €) anwenden. Rechnet man
im Tangenten-Normalensystem, dann folgt

W(x) = =27 fiir x € G.

Das beweist den Satz fiir konstante Belegungen.

5. Wy € C(9G) folgt leicht durch Nachrechnen im Tangenten-Normalensystem. Wir werden in Satz 3.4.4 sogar
Wo € Co(0G) zeigen.

6. Wir betrachten nun eine beliebige Belegung v. Es sei wieder xy € dG. Dann setzen wir
W(x) = v(x0)W(x) + w(x)

mit 5 |
— dy

W) = f () = v(x0))
» on, x4

und wollen fiir x; — xg
|w(x) = w(xo)] = 0

zeigen. Dazu rechnen wir wieder im Tangenten-Normalensystem und erhalten (vgl. Abbildung 3.3)

X1
0G
Y1
Xo

Abbildung 3.3.
0 1 0 1

w(xy) — w(xg)| < v(y) — v(xp)| | =— -— dy <

) — w(xo)| fww) ol i o Gl
0 1 0 1

dy.
on, xi -yl on, (xo—m)!“Y

Sf <++ 4+ sup |v(y)—v(x0)|f
IG\F(x),7) ly=xol<T F(xo,7)

f -+ < const
F(x0,7)

|x1 — xo

[ e
AG\F(x0,7) T

Wihlen wir daher 7 := |x; — xo|'/#, dann folgt fiir kleine |x; — xo|

Nun ist

und

wix) —wixo)| <e{  sup / V() = v(xo)| + 11 = o).
ly—xol<loey —xo['/4

Damit ist Satz 3.4.2 bewiesen. O
Als néchstes zeigen wir

Satz 3.4.3: Es seien p,v € C(0G) und xy € 0G. Dann gilt:
1.

. 0 0
,111_{% {6 W(xo + hn(xo)) — 3

My, My,

W(xo — hn(xo))} = 0.
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2.
oV 0
—(Xo)' = =2mu(xo) + f ) dy,
on = "l 0G ony, |xo0 — yl
ov 0
(x|, = 2matx0) + f u) dy.
on i oG ony, |xo — yl
3. Es seiv € C114(0G). Dann gilt
VW e C(G) und ow| _ow .
nl, Oonl;

Beweisskizze: Es ist

9 1 1
—Vx) = f H@y) n(x)Vy——dy = - f 1) n(xo)V,——dy =
on oG |x — yl oG x—yl

o 1 1
== f puy) ———dy + f () {n(y) - n(xo)} V,—— dy.
G ony |x -yl 9G lx -yl

P
n(y) — n(xo) = O p

ist das zweite Integral stetig in xp; das Sprungverhalten des ersten kennen wir bereits. Das beweist die zweite
Behauptung.

Die erste Behauptung ist fiir konstante Belegungen richtig, weil W dann in G bzw. G, jeweils konstant ist. Es
sei vo(y) := v(y) — v(xp). Dann folgt

Wegen

5 _
—W(x) = f vo(y) n(xo) V., oy %x) dy
on, 6G ly — x
_ f o) { ~ n(xo)n(3y) 3 {n(y)(y — x)} {n(:o)(y - X)) } dy,
o =yl by =

also mit x; = xo + hn(xy) und x, = xg — hn(xp)

9 5
W) - W) < fa ] a

{}:0(%)

0

Dabei ist

Mithin verhélt sich die Differenz links wie ein Dipolpotential, und wegen v((x) = O tritt kein Sprungterm auf. Das
zeigt die erste Behauptung. Auf das Nachrechnen der dritten im Tangenten-Normalensystem soll hier verzichtet
werden. ]

Es folgt

Satz 3.4.4: Essei T : C(0G) — C(0G) mit

Dann gilt:
1. T : C(0G) — C(0G) ist kompakt.
2. Fiira <1/2ist
T : C(0G) — Cu(0G)

eine beschrinkte Abbildung.



3.4 Potentialfunktionen spezieller Belegungen 39
Beweis: Mit x;, xg € dG ist

|Uwuo—awuw%un§f1————————— |y

on, |x1 -yl Ony |xo -yl

S”V”ﬁ{f +f }
F(x0,7) AG\F(x0,7)

0 1 f 0
— ’ dy +
any |xo — yl F(x1,27)

f h
“e S C -,
AG\F(x0.,7) T

any lx; —
h
[(Tv)(x1) = (Tv)(x0)| < ¢Vl {T + ;} ,

Mit h := |x; — xo| < 7/2 folgt daraus

f '“Sf
F(x0.7) F(x0,7)

\@ o

und

zusammen also

Mit 7 := Vh gilt daher fiir h < 1/4

[(T)x) = (TV)x0)| < eIVl = xo] 2.

Das beweist die zweite Aussage. Die erste folgt aus dem Satz von Arzela-Ascoli. Eine beschrinkte Folge (v,) mit
[[Valle» < 1 wird in eine gleichartig stetige transformiert. O

Folgerung 3.4.5: Es sei v € Co(0G). Dann gilt
Wy € C144(0G).
Beweisskizze: Mit Wy = Tv und vy(x) := v(x) — v(xp) ist
Tv =Tvy—2nv(xp),

also
(Tv)(x1) = (Tv)(x0) = (Tvo)(x1) = (Tvo)(x0).

Man berechnet nun mit x; = xo + ht
Wo(x1) — Wo(xo)
h

im Tangenten-Normalensystem und erhilt die Behauptung. O
Folgerung 3.4.6: Es sei v € C(0G) Losung einer Gleichung der Form

v=Tv.
Dann ist v € C144(0G).

Beweis: Mit @ = 1/2 ist zundchst v € C,(0G) nach Satz 3.4.4. Aus der letzten Folgerung erhalten wir dann die
Behauptung. O

Als letztes formulieren wir des Randverhalten des Newtonpotentials, nimlich
Satz 3.4.7: Es seien G € Cp4 und U das Newtonpotential mit der Belegung o € Co(G). Dann ist U € Cz,a(G).

Der Beweis folgt dem von Satz 3.4.1. Es sei xy € dG. Dann lautet der Randterm in Gl. (1)

RGx) = f n(y) dy + f n(y) dy
0B(xo,r)nG X — Yl Fexo) 1X = Yl

mit F(xo) := 0G N B(xy, r). Wegen G € C,, ist n € C} 4(dG). Ahnlich wie in Satz 3.4.3.3 folgt dann R € C,,(G).
Einzelheiten findet man in Gilbarg & Trudinger [1977], S.63.




40 3 Elementare Potentialtheorie

3.5 Die Kelvintransformation

Wir betrachten nun das raumliche Gegenstiick zur Inversion am Einheitskreis; abgesehen von den Spiegelungen an
der Halbebene ist das die einzige konforme Abbildung in R" fiir n > 3.
Zur Vereinfachung wihlen wir B := B(o, R). Es sei
RZ R2

X :==x— oder x=x .
|x[? |x[?

Das ist die Kelvintransformation. Es ist also (vgl. Abbildung 3.4)

I¥'|-1xl=R*> und x)=xo

X
Abbildung 3.4.

mit xg := x/|x|. Es seien

n n 2

A= iz und A’ = 6—2

= 0x; prl
Dann gilt
Satz 3.5.1: In B bzw. B, := R"\B seien u € C, und

’ R yi-2 ’
v(x') = (—/) u(x(x")).
|x’]
Dann ist in B, bzw. B
, n [ x| y2+2 _ R wn+2 ,
@) =(Z) (A = (W (Au)(x(x")).

Aus Au = o in B folgt also A’v = o in B,. Damit hat man die Moglichkeit, Potentialfunktionen in beschrinkten
Gebieten auf Potentialfunktionen in Auflengebieten abzubilden und umgekehrt.

Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen. In Polarkoordinaten sei wieder

1 1
A=D+—=Ay mitD=——25,""9,)
r rn-

und entsprechend
1
AN =D + fZAQ
r

Dann folgt aus 7’ = R?

und es ist

Wir erhalten also ]
_ _ n—1 n
0pv = I {(n D" u+r a,u}

und i
(a0 = (S B0 = R - 2 o).

Daraus folgt

Rn—2 2 Rn—4 n+2

r ){(n - 1Dou+ r()zu} = P Du = " Du.
r (r/)n—l Rn+2

Das beweist Satz 3.5.1. O

4

0= oy (e
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3.5.1 Anwendung auf Aulenraumaufgaben

Es seien G ein beschriinktes Gebiet und G, := R"\G das AuBere von G. In vielen Anwendungen ist man an
Auflenraumaufgaben interessiert, und man fragt, welches Verhalten der Losungen im Unendlichen zu erwarten ist,
bzw. welches Verhalten in einer Losungstheorie postuliert werden sollte. Aus der Funktionentheorie ist bekannt,
dass zum Beispiel in R? alle Potenzen z” Losungen liefern. Die einzige iiberall beschriinkte Losung ist aber die
Konstante (Satz von Liouville). In RZ\B(0, 1) sind auch die negativen Potenzen z7" beschrinkte Losungen.

Die Dirichletsche Randwertaufgabe fiir B, := R3\B(0, 1) ist deshalb nicht eindeutig 16sbar, wenn das Verhalten
der Losungen im Unendlichen nicht weiter charakterisiert wird. Zum Beispiel ist

ulx)y=1- i
|x]

in B, harmonisch mit u|0B, = o.

Um hier weiterzukommen kann man folgendermaflen vorgehen: Man transformiere mit der Kelvintransfor-
mation den Punkt Unendlich in den Nullpunkt und betrachte die transformierte Potentialfunktion v in U(0). Die
Forderung, dass dort sowohl v als auch Vo beschrinkt sein sollen, erscheint verniinftig. Jede Potentialfunktion in
U (o) besitzt diese Eigenschaft. Dann transformiere man zuriick. Fiir die urspriingliche Potentialfunktion u erhélt
man durch diese Forderung an v eine Bedingung fiir das Verhalten im Unendlichen. Stellt man sie, dann lésst sich
eine geschlossene Losungstheorie geben.

Fiihrt man diesen Gedanken durch, dann folgt zunéchst aus

71\1—2 n—-2
u(x) = (I%) v(x') = (l%) v(x")

und der Beschrénktheit von v in U(0) die Bedingung

u(x) = O(L) 2)

|x|n—2

fiir x| — oo, und zwar gleichmifig beziiglich xj.

Ferner folgt aus x/ = x;R*/|x?
0 B Z 5in2 ZX,')C]'RZ 0
6x,- B |x|2 |x|4 ax;

oder

Vu(x) = V{(ﬁ)n_zv(x')}

Ix]
e n-2x , ,
=R 2{ BT u(x") + N Vou(x )}
wof (=2x o R, 2x, _
= R T+ (T~ I}

Aus der Beschrinktheit von V'v in U(o) erhalten wir also bzgl. |x| — oo

0(1 /|x|2) firn = 2,
Vu(x) = 3)
0(1/|x|"-1) firn > 3.

Stellt man diese Regularititsbedingungen (2) und (3), dann gilt gleichmaBig bzgl. x fiir |x| — oo

" (V) () = 0(i)

|x]

L:R |ue - Vu| = O(}%)

fiir R — oo. Mit u lassen sich dann also auch Greensche Umformungen im AuBenraum durchfiihren.

und
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3.6 Greensche Funktionen

Es sei G wieder ein beschrinktes und stiickweise glatt berandetes Gebiet. Wir suchen eine Losung der klassischen
Dirichletschen Randwertaufgabe, néimlich eine in G harmonische Funktion u € C(G) N C»(G) mit

uldG = f.

Dabeiist f € C(0G) vorgegeben. Zur Geschichte dieser Randwertaufgabe folgen in §4.1 noch einige Bemerkungen.

Aus dem Maximumprinzip folgt unmittelbar die Eindeutigkeit der Losung. Viel schwieriger ist jedoch der
Nachweis ihrer Existenz. Beschrinken wir uns auf glatt berandete Gebiete, dann wird man zum Beweis der Exis-
tenz an die Darstellungsformel denken, ndmlich

ou 0
u() = fa ) {% o=~ gl —x)}. )

Leider geht in diese Formel aber auch die noch unbekannte Normalenableitung von # am Rande ein; und es ist
nicht einmal klar, ob diese im allgemeinen iiberhaupt existiert.

Um hier weiterzukommen, hat man schon im letzten Jahrhundert daran gedacht, die Grundlésung g so zu modi-
fizieren, dass sie am Rande verschwindet. Dann tritt in der Darstellungsformel der Term mit der Normalenableitung
nicht mehr auf. Eine solche Grundlosung I, die also am Rande dG verschwindet, nennt man Greensche Funktion
(nach GEorRGE GREEN, 1793-1841).

Im Allgemeinen ist die Konstruktion einer Greenschen Funktion jedoch ebenso schwierig wie das direkte Lo-
sen der Randwertaufgabe. Eine grof3e Hilfe ist sie aber bei Gebieten mit speziellen Berandungen und Symmetrien,
zum Beispiel bei Kugeln oder Quadern. Fiir solche Gebiete lésst sich die Greensche Funktion oft durch geometri-
sche Uberlegungen leicht angeben, und hier liegt ihre eigentliche Bedeutung. Lassen Sie mich dies im Folgenden
skizzieren:

Definition 3.6.1: Eine Abbildung T : G x G — R heifit Greensche Funktion zur Potentialgleichung, wenn fiir alle
x € G folgendes gilt:

1. T(x,-) € C(G\{x}) N C2(G \(x)),

2. Al'(x, -)+6(- —x) = o,

3. T(x, y)|y€aG =0.

Folgendes sei sofort bemerkt: Mit der Greenschen Funktion moéchte man partiell integrieren kénnen, und eine
Darstellung vom Typ (x) soll gelten. Dazu hitte man gerne I'(x,-) € C;(G \{x}). Das folgt bei glatt berandeten
Gebieten aus Lemma 3.6.4. Bei allgemeineren Gebieten muss eine solche Regularitit der Greenschen Funktion
dann aber zusitzlich bewiesen oder vorausgesetzt werden.

Aus der Definition der Greenschen Funktion folgen leicht zwei Lemmata, ndmlich

Lemma 3.6.2: Die Greensche Funktion " zu G moge existieren. Dann ist

I(x,y) =Ty, ).

Beweis: Es seien, wie in Abbildung 3.5 skizziert, x; # xp, und B(x{, &) N B(xy, €) = 0. Dann folgt

X2

e Abbildung 3.5.

0 9
0= faG{F(xl,y) %F(xz,y)—l“(xz,y) %F(xl,y)}dy + f|y—x1|:g{m } + f|_,,_x2|=€{m }

=0 =0

Nun ist mit einer beschrinkten Potentialfunktion #; und der Grundlosung g aus §3.2

T, y) = g(lxi — yl) + ui(y),
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also | |
f {---}=—f [(x2.y) ———— dy + O(e) = T(x2, x1) + O(e)
ly—xi|=¢ Wn Jly—xi|=¢ ly — xil
und analog
f { } = —T'(x1, x2) + O(e).
ly—xa|=¢
Daraus folgt fiir ¢ — 0 die Symmetrie von I'. O

Lemma 3.6.3: Die Greensche Funktion I' zu G moge existieren. Dann gilt
0 <T(x,y) < g(lx -y
Beweis: Es sei x € G fest und wieder mit einer beschrénkten Funktion u(x, -)
L(x,y) = g(lx = yl) + u(x, y).

Dann ist
O —g(lx - yl) yei S 0.

Mithin ist u(x, -) < 0, also

I'(x, y) < g(1x — yD).
Wegen u(x, - ) € C>(G) gibt es eine Kugel B(x, €) mit

Yy € B(x, &) I'(x,y) > 0.
In G\B(x, &) hat I'(x, - ) nicht negative Randwerte. Folglich gilt auch
Yy € G\B(x, &) I'(x,y) > 0. |

Lemma 3.6.4: Das Gebiet G sei glatt berandet und I'(x, -) € C(G \{x}) Greensche Funktion zu G. Dann ist

[(x,-) € Ci(G \{x]).
Beweis: Es seien z € G fest und G* C G ein glatt berandetes Gebiet mit x ¢ G* und

de>0 U(z) := 0G N B(z, &) C G".

Es sei f := I'l0G*. Dann verschwindet f in U(z). In G* ist nun die Dirichletsche Randwertaufgabe der Potenti-
altheorie zu den Randwerten f eindeutig 16sbar, und wir konnen die Losung mit Hilfe der Integralgleichungsme-
thode eindeutig in der Form

1 0 1
wi=— v(y)— ——d
27 Joa " oy 1=y

darstellen. In G* ist also I'(x, - ) = w. Dabei geniigt die Belegung v € C(0G*) der Gleichung
f=(—id + K)v.
Man vergleiche FA, §7.4. Weil der Operator K glittet und wegen f|U(z) = o ist v € C1.4(U(z)). Nach Satz 3.4.3.3
folgt daraus w € C;(G*), und das war zu zeigen. i
Die Greensche Funktion I'(x,-) € C1(G \{x}) moge existieren. Es sei u € C(G) N C>(G) mit Au = o und
ul0G = f. Dann folgt fiir u die Darstellung

0
u(x) = —f S 3 [(x,y)dy. ()
oG ny

Das Dipolintegral rechts existiert. Nachzuweisen haben wir nur noch
lim u(x) = f(xo)
X—X0

fiir x € G und xy € dG. Dazu schreiben wir wieder

0 0
u(x) = —f(x0) f Ty dy + f {£(x0) = F@)} T Cx, y) dy
4G ony 4G on

y

0
~ s+ [ ()= 1) 3Ty
3G ny
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Die Greensche Funktion I' verschwindet am Rande und ist nach Lemma 3.6.3 nicht negativ. Daraus folgt

0
—T(x,y) <0.
o, (x,y)

Wir wihlen nun zu € > 0 ein § > 0 mit

VyeB(x.0) |fy) - flxo)|<e

— - f .
LG ﬁGﬁB(.xo,ﬁ) 0G\B(x0,0)

Weil die Greensche Funktion am Rande verschwindet, konvergiert auch das letzte Integral fiir x — xy gegen Null.
Damit ist Darstellung (+x) bewiesen.

und zerlegen das letzte Integral in

Dann folgt
|u(x) - f(x0)| <e+ |

0G\B(x0,6)

3.6.1 Die Neumannsche Funktion

Bei der Neumannschen Randwertaufgabe (die Ableitung von u in Normalenrichtung ist am Rande vorgegeben)
mochte man analog vorgehen. Nun folgt aber aus der Greenschen Umformung mit # = 1 und einer beliebigen
Grundlosung vy fiir festes x € G

0 0
f Ay(x,-)=f 6—y(x,~)—f 6—7(x,y)dy.
G\B(x.£) oG on ly—xl=e Oy

Daraus erhilt man fiire —» 0

0
LG%Y()C,')——I-

Es kann also keine Grundlosung mit am Rande verschwindender Normalenableitung geben. Deshalb modifiziert
man in diesem Fall die dritte Forderung in der Definition der Greenschen Funktion und verlangt jetzt

0
a_ny v(x, y)

+—=0
yeo 0G|

Man spricht dann von einer Neumannschen Funktion oder von einer Greenschen Funktion zweiter Art Tz(x, y).
Wenn I, existiert, folgt mit nVuldG = f aus der Darstellungsformel

1
u(x) = f FOTaepdy— — [ uydy = f F) Tax,y) dy + const,
oG 0G| Jac oG

und mehr ist auch nicht zu erwarten.

3.7 Die Poissonsche Integralformel

Wir wollen nun die soeben eingefiihrte Greensche Funktion zum Beweis wichtiger klassischer Resultate verwen-
den. Dazu konstruieren wir sie zunichst fiir eine Kugel B := B(o, R). Die Idee ist, die Grundlosung g zu nehmen
und davon die Kelvintransformierte von g in B, := R\ B abzuziehen. Es sei also fiir festes x € B

M) = o= o) = (1) o= o/)

R2
y = —u.
lyl?

Dann ist I" Greensche Funktion zu B. Dabei sei n > 3. In R> muss man diesen Ansatz etwas modifizieren, weil g in
R? im Punkte Unendlich nicht der Regularititsbedingung geniigt. Wir gehen anschlieBend kurz darauf ein.
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Wir berechnen nun explizit die Normalenableitung der Greenschen Funktion am Rande: Es seien x € B fest
und y € 0B. Dann folgt aus der Symmetrie von I

=

nT, 1) = 59 fgtbe =) = (1) oy - )

[x]
_ Yy —y-x _(R)n—Z—(y—x’)}

W R |y — xI |x] ly — x|
y |x? ,
= —{ — — + — —
wnR|y—x|"{ =0+ 5y =)
_ R2 _ |x|2
 wuRIx -yl

Dabei haben wir die Symmetrie von I'(x, y) und insbesondere
lyllx —y'| = |xlly — x|
verwandt.

Damit gilt Darstellung (*x) aus §3.6, nimlich

F) R2 _ 2
u(x) = _f u(y) 3_F(x’ y)dy = |x| f u(y)
OB ny |

Rw,  Jy=r Ix—yl"

Das ist die Poissonsche Formel, benannt nach StméoN DEenis Poisson, 1781-1840. Fiir eine Kugel B(x, R) lautet sie

RZ - |x — )C()|2 f u(y)
|

an y—xo|=R |x - y|"

u(x) = dy.

Bemerkung 3.7.1: Im Falle n = 2 wdhlt man in B,
1 1 R
(6 y) = —{ln—— —1ln—.
st i= g = )
Dann geniigt g, der Regularitidtsbedingung im Unendlichen, und fiir y € dB ist g, = g. Es folgt
, 1 Rix -y
T = gl =) = gullr =y = 5-In =2
2yl |x =yl
und man erhilt wieder die Poissonsche Integralformel. O
Wir ziehen nun einige Folgerungen aus der Poissonschen Formel:

Folgerung 3.7.2: Es seien G ein Gebiet in R" und u € C(G). Fiir alle x, R mit B(x,R) C G gelte die Mittelwertfor-

mel |
u(x) = —— f u(y) dy.
0nR™ Jy—si=r

Dann ist u in G eine Potentialfunktion.

Beweis: Es sei xg € G und B := B(xy, R) C G fest. Es sei v in B harmonisch mit v|0B = u|0B. Aus der Poissonschen
Integralformel folgt die Existenz von v. Es sei w := u — v. Dann geniigt auch w der Mittelwertformel, fiir w gilt also
in B das Maximumprinzip. Wegen w|0B = 0 verschwindet w deshalb in B, das heifit, es ist dort # = v. Das war zu
zeigen. Man beachte, dass u damit in G beliebig oft differenzierbar ist, es folgt also die Regularitiit. O

Die nichste Folgerung wird nach CArL Gustav HARNACK, 1851-88, benannt.

Erster Harnackscher Satz: Es seien G beschrinkt und u, € C(G)NC»(G) Potentialfunktionen in G. Es sei (1,|0G)
gleichmdifiig konvergent. Dann konvergiert (u,) in G gleichmdifig gegen eine harmonische Grenzfunktion.

Beweis: Aus Maximumprinzip folgt fiir x € G

|t (2) = ()] < sUp |t4a(y) = ()| = O,
yedG

also die gleichmiéBige Konvergenz. Fiir alle B(x, R) C G gilt deshalb auch die Mittelwertformel fiir den Grenzwert
u. Mithin ist u harmonisch. ]
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Folgerung 3.7.3: Es seien B(o,R) C G und u in G nichtnegativ und harmonisch. Dann ist fiir x € B(o, R)

R - R+
R"‘z—lxrll_lu(o) <u(x) < R”_z—lxi_]u(o).
(R + |x]) (R = |xI)
Zum Beweis verwenden wir die Poissonsche Integralformel
R - xf u(y)
u(x) =
wy R Jyy=r |x — yI"
und (vgl. Abbildung 3.6)
Abbildung 3.6.
1 1 1
< < .
R+|xl — |x—yl  R—Ix
Es ist also zum Beispiel
R2 142 Rn—2 RZ 142 Rn—2 R +
u(x) < |x| f u(y) gy = ( |f| )u(O) _ ( |j€1|) w(0). a
wp R Jiyr (R = |x]) (R~ 1) (R - |x)"

Folgerung 3.7.4: Es seien G ein Gebiet in R", K € G, xy € K und u in G nichtnegativ und harmonisch. Dann gibt
es positive Konstanten ¢y und c,, ¢; = ¢;{(K, G), mit

VxekK c1 u(xp) < u(x) < cp u(xp).
Beweisskizze: Wir wihlen
1
=~ min(l, inf x— yl) > 0.
4 xekK
y € 0G

Dann gibt es endlich viele Punkte xi,...,xy € K mit

N
K c U B(xj,a).

j=1
Zu xp, x € K gibt es deshalb eine Kugelkette
B()Cjk s 2(1)

mitk=1,2,...,M <N, 1< j; <Nund
xj, € B(xo,2a), xj,, € B(xj,2a), x¢€ B(xj,,2a).
Aus dem letzten Resultat folgt dann die Behauptung. O

Zweiter Harnackscher Satz: Die Folge (u,) geniige folgenden Bedingungen:
1. u, ist in einem Gebiet G C R™ harmonisch.
2. Fiir alle n und alle x € G ist u,1(x) > u,(x).

3. Es gilt
dxpeG dceR VneN u,(x9) < c.

Dann konvergiert (u,) in jedem B mit xo € B und B € G gleichmiifiig gegen eine Potentialfunktion.

Beweis: Die Folge (u,(x()) wichst monoton und ist beschrinkt. Sie konvergiert also. Aus dem letzten Resultat folgt
mit K := B

0 <ty p(x) —up(x) < c{un+p(x0) - un(xO)}.
Deshalb konvergiert (1,) in B gleichmiiBig. Die Grenzfunktion u ist nach Folgerung 3.7.2 harmonisch. O

Der Satz gilt natiirlich auch, wenn man in der zweiten und dritten Voraussetzung die Anordnungsbeziehungen
umkehrt.
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4 Die Dirichletsche Randwertaufgabe in der Potentialtheorie

4.1 Historische Bemerkungen

Ein zentrales Anliegen der mathematischen Physik im vergangenen Jahrhundert war das Losen von Randwertauf-
gaben. Solche Aufgaben treten beispielsweise in der Elektrostatik auf. Um ein Beispiel vor Augen zu haben, sei G
ein homogenes Medium, reprisentiert durch eine offene zusammenhingende Menge in R". Dann moéchte man im
einfachsten Falle eine Funktion u € K := C»(G) N C(G) finden mit

Au=0inG und u|0G = f.

Dabei ist f € C(IG) vorgegeben. In R? ist das Losen dieser Randwertaufgabe dquivalent zum Riemannschen
Abbildungssatz. Im alten Lehrbuch Hurwitz-Courant [1964] finden Sie diesen Zusammenhang ausfiihrlich dar-
gestellt. Man spricht von der Dirichletschen Randwertaufgabe der Potentialtheorie. Natiirlich sind auch andere
Randwertaufgaben moglich.

Wenn G eine Kugel ist, dann lisst sich die Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe leicht durch die Pois-
sonsche Integralformel angeben, und die Eindeutigkeit folgt wie in der Funktionentheorie aus dem Maximumprin-
zip. Viel schwieriger erwies sich aber das Losen der Randwertaufgabe fiir allgemeinere Gebiete. Hierbei spielte das
Dirichletsche Prinzip eine grofle Rolle. Es geht auf CarL FriebricH Gauss, 1777-1855, und Lorp KeLviN (WiLLIAM
THomsoN), 18241907, zuriick und wurde wohl von BERNHARD RIEMANN, 182666, der in Dirichlets Vorlesungen
dariiber gehort hatte, nach diesem benannt.

PeTER Gustav LEJEUNE DIrIcHLET wurde 1805 in Diiren geboren. In Ko6ln besuchte er das Gymnasium. GEORG
Smmon OnwMm, 1787-1854, war sein Mathematiklehrer. Er studierte dann in Paris und wurde 1827 hier in Bonn auf
Empfehlung von Alexander von Humboldt und Gauf} mit erst einer Arbeit ehrenhalber promoviert. Er kam dann
iber Breslau und Berlin als Nachfolger von Gauf} nach Gottingen, wo er 1859 starb. Verheiratet war er mit einer
Schwester von Felix Mendelsohn-Bartoldy.

Das Dirichletsche Prinzip hingt eng mit den Extremalprinzipien der klassischen Mechanik zusammen und

besagt folgendes: Es seien
D(u) = f [Vl
G

D:={ueX | D) < oo und uldG = f)

die zugrundeliegende Funktionenklasse. Es sei v € D eine Minimalstelle von D(u), also

das Dirichletsche Integral und

D@) = ru%lzr)l D(u).

Dann 16st v die Dirichletsche Randwertaufgabe.
Dass das so ist, kann man relativ leicht sehen. Aus

VgoEéoo(G) YeeR D(v + €p) > D(v)

folgt ndmlich unmittelbar

V¢ € Coo(G) f (Vo)(V@) = 0
G

und daraus Av = o, weil Testfunktionen in £2(G) dicht sind.

Weil das Dirichletsche Integral nach unten beschrinkt ist und vor allem wegen der vermeintlichen physika-
lischen Evidenz, hielt man es lange Zeit fiir selbstverstindlich, dass das Minimumproblem eine Losung v € D
besitzt. Wenn letzteres richtig ist, sagt man, das Dirichletsche Prinzip gelte fiir D(u) in D. So verwendete es Rie-
mann zum Beweis seiner fundamentalen Existenzsitze in der Funktionentheorie.

Es mutet uns heute — wo wir doch schon im ersten Semester gelernt haben, nicht das Minimum mit dem In-
fimum zu verwechseln — merkwiirdig an, dass so viele berithmte Mathematiker iiber lingere Zeit diesen Fehler
gemacht haben. Man muss einfach sehen, dass das Dirichletsche Prinzip damals als solches aus mathematisch-
physikalischen Griinden fiir evident gehalten und gar nicht mehr in Frage gestellt wurde. Als KARL WEIERSTRASS,
1815-97, noch zu Lebzeiten Riemanns Bedenken anmeldete, hatte dieser auch keine Zweifel an der Richtigkeit sei-
ner Funktionentheorie. Er riumte nur ein, dass das Beweishilfsmittel — eben das Dirichletsche Prinzip — verbessert
werden miisste; iiber dieses Hilfsmittel hatte er aber nie weiter nachgedacht, es interessierte ihn gar nicht.

Weierstraf3 hat wohl als erster erkannt, dass das Dirichletsche Prinzip, so wie es damals verwandt wurde, falsch
ist. Selbstverstiandlich gibt es eine Minimalfolge (u,), u, € D, mit

D(u,) — inf D(u).
uedD
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Es ist aber nicht klar, ob tiberhaupt oder in welchem Sinne die Folge (u,) konvergiert und ob ein eventuell vorhan-
dener Grenzwert auch zu O gehort.
Weierstral3 veroffentlichte seine Kritik erst [1870] nach Riemanns Tod. Dazu betrachtete er das Integral

1
J(w) :=f (xu'(x))zdx
-1

firu e W :=C((-1,1)) n C([-1, 1]) mit u(—1) # u(1). Er wihlte eine spezielle Funktionenfolge, nimlich

arctan(x/g)

() = arctan(1l/g)’

und folgerte
inf J(u) = 0.
uew

Deshalb wire eine Losung konstant. Dem widerspricht aber u(—1) # u(1). Es gibt also keine Losung in der ange-
gebenen Funktionenklasse. Von HEINrRIcH WEBER, 1842—1913, stammt das folgende anschaulichere Gegenbeispiel:
Man verbinde in der Ebene drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen sollen, durch eine glatte Kurve und suche
die kiirzeste Verbindung. Diese Aufgabe hat keine Losung in der zugrundeliegenden Klasse der glatten Kurven.

Damit hingen die Riemannschen Sétze in der Luft, und es setzte ein intensives Bemiihen vieler Mathematiker
ein, die Randwertaufgaben zu 16sen und das Dirichletsche Prinzip zu retten. Letzteres eben besonders, weil es so
elegant und physikalisch so plausibel war. Befriedigend gelost wurde beides erst um 1900. Aus der Beschiftigung
mit dem Dirichletschen Prinzip haben sich viele bedeutende und richtungsweisende Arbeiten ergeben. In dieser
Vorlesung konnen wir auf alle diese Arbeiten im Einzelnen nicht eingehen. Nur die Integralgleichungsmethode,
die Hilbertraummethode, das Alternierende Verfahren von HERMANN AMANDUS ScHWARZ, 1843-1921, die Methode
von CARL NEUMANN, 1832-1925, die Methode von Oskar PeErrON, 18801975, sowie die Kontinuititsmethode von
JuLiusz PAWEL ScHAUDER, 1899-1943, sollen geschildert bzw. skizziert werden. Nachlesen iiber das Dirichletsche
Prinzip kann man auch im Buch von Monna [1975].

Mit der Integralgleichungsmethode erhélt man eine klassische Losung u# € K der Randwertaufgabe. Die Hilber-
traummethode beweist das Dirichletsche Prinzip in geeignet gewéhlten Funktionenraumen, und liefert verallgemei-
nerte Losungen. Diese Verallgemeinerung des Losungsbegriffs hat sich als aulerordentlich fruchtbar erwiesen und
zu vielen schonen Resultaten gefiihrt. Trotzdem sollte man aber im Auge behalten, dass damit die Fragestellung
abgedndert wurde. Selbst wenn das bei glatten Daten richtig ist, erfordert es im Allgemeinen hohen analytischen
Aufwand zu zeigen, dass eine verallgemeinerte Losung auch klassische Losung ist, und fiir das Umgekehrte gilt
dasselbe. So kann man nicht von vornherein sagen, welche Methode iiberlegen ist. Es gibt Randwertaufgaben, die
im klassischen Sinne 16sbar sind, aber nicht im verallgemeinerten, und umgekehrt. Dazu noch je ein Beispiel:

Ein Beispiel einer klassisch 16sbaren Randwertaufgabe, fiir die aber das Dirichletsche Prinzip versagt, stammt
von FriepricH Prym aus dem Jahre [1871]. Er verwendet in R? die Logarithmusfunktion. Etwas einfacher ist das
folgende Beispiel von JacQues Hapamarp [1906]: Es sei G der Einheitskreis und f(¢) := )7, n~2 sin(n!y). Dann
ist f stetig, und

(] . ‘
u(r, ) 1= Z rn!—sm(n.go) ek

2
n=1 n

16st die Dirichletsche Randwertaufgabe zu f. Das entnimmt man der Theorie der Fourierreihen oder der Poisson-
schen Integralformel. Nun gilt aber fiir » < 1 und alle n

- 4 J! ont 1!
J(r) = (Vu) =n P s gt =
|x|<r ]_ZI ]4 I’l4

also mit r, := (1/2)V/@) 1

n!
J(rn) > En—4 — 00

Mithin existiert das Dirichletsche Integral D(u) nicht.
Umgekehrt, es sei G := {x € R" | 0 < |x| < 1}. Wir suchen die Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe
zu den Randwerten f(0) = 1 und f(x) = O fiir |[x] = 1. Als verallgemeinerte Losung erhédlt man u = o. Die-

se Randwertaufgabe ist aber klassisch nicht 16sbar. Denn es sei u eine klassische Losung. Dann folgt wie in der
Funktionentheorie aus dem Maximumprinzip und der Kenntnis der Grundlosung, dass der Nullpunkt eine hebbare



4.2 Die Integralgleichungsmethode 49

isolierte Singularitit ist. Mithin ldsst sich u zu einer Potentialfunktion im Inneren des Einheitskreises stetig fortset-
zen und verschwindet dann wegen u(x) = O fiir [x| = 1. Das steht aber im Widerspruch zu u(o) = 1. Dieses Beispiel
geht auf StanisLaw ZAREMBA, 1863—1942, und Henr1 LEBESGUE, 1875-1941, aus den Jahren [1911-13] zuriick.

Zum Abschluss dieser Einfiihrung zeigen wir den soeben benutzten

Hebbarkeitssatz: Es seien G = B(o, R)\{0} C R" und u eine Potentialfunktion in G aus C»(G) N BC(B(o, R)\{0}).
Dann ldsst sich u zu einer Potentialfunktion in B(o, R) stetig fortsetzen.

Beweis: Es sei I" die Greensche Funktion zu B(o, R) an der Stelle y = o, also
;{; — ;} firn >3
- 2w, Wz~ 2 urn =z 5,

[
_Zr In R

[(|x[) :=
fiirn = 2.

Es sei ferner u; die Potentialfunktion in B(0, R) mit

u ||x\:R = u|\xl:R'

Aus der Poissonschen Formel folgt die Existenz von u;. Es sei schlieBlich v := u — u; in G. Dann ist v in G eine
Potentialfunktion mit
0.

v||x|=R =
Nach Voraussetzung ist
M := sup |v(x)| < oo.

xeG
Fiir 0 < £ < Rund x € B(o,R)\{o} sei
I'(|x])

e(X) =M ——.

Ve(x) e
Dann gilt

v£||X|:R =0 und vg||x‘:g =M,
und es folgt aus dem Maximumprinzip
Y, lxl>e o)) < vs(x).

Fiir festes x € G und € < |x]| ist deshalb wegen ['(g) — oo fiire — 0

lv(x)| < limvg(x) = 0.
-0

Mithin gilt
VxeG v(x) =0.

Die Abbildung v kann deshalb durch Null zu einer Potentialfunktion in B(0, R) stetig fortgesetzt werden, ndmlich
zu v := 0. Mithin lésst sich auch u stetig fortsetzen, und u, ist die stetige Fortsetzung von u. O

4.2 Die Integralgleichungsmethode

Die Integralgleichungsmethode eignet sich besonders gut bei glatt berandeten Gebieten. Ihr liegt die Beobachtung
zugrunde, dass sich bei elektrostatischen Problemen die Ladung an der Oberfliche eines Leiters befindet. Man
macht daher spezielle Ansitze mit Oberflichenbelegungen und fiihrt so die Differentialgleichung in eine Integral-
gleichung iiber.

Der einfachste Ansatz dieser Art in R? fiir die Potentialgleichung ist das Potential mit der einfachen Flichen-

belegung u,
1 1
u(x) := o= f u(y) dy.
21 Jac |x =yl

Dabei wird angenommen, dass der Rand dG geniigend glatt und yu stetig ist. Die Funktion v entsteht also durch
Faltung der Grundlosung mit der Belegung . Sie ist daher eine Potentialfunktion in G, und man sieht leicht, dass
v im ganzen R? definiert und stetig ist. Es gilt auch v € Co(G), v € Co(R3\G), und mit etwas Rechnung folgt, dass
die Ableitung von v in Normalenrichtung bei Anniherung an den Rand springt, wéhrend die Tangentialableitungen
stetig bleiben. Einzelheiten haben wir in §3.4 bereits kennengelernt.
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Zur Losung der Randwertaufgabe muss daher u so bestimmt werden, dass

VxedG wmm—ur—IMy
oG

1
lx =yl

gilt. Dies ist in der Hilbertschen Terminologie eine Integralgleichung erster Art fiir . Sie ist einer analytischen
Behandlung relativ schwer zugénglich.

Der erste, der an dieser Stelle einen Durchbruch erzielt hat, war Aucust BEer, 1825-1863. Beer war der erste
Bonner Ordinarius, der das Fach Mathematik allein vertrat. Seine Vorgédnger betreuten noch die Physik mit. Er war
ein Schiiler von JuLius PLUCKER, 1801-68, und hat sich mit Optik, Analysis und mathematischer Physik beschiftigt.
Beer starb schon frith im Alter von 38 Jahren. Sein Nachfolger wurde dann 1863 RupoLr Lipschirz, 1832-1903,
der viel bekannter geworden ist.

Wie gesagt, Beer war der erste, der den heute klassischen Integralgleichungsansatz fand. Er veroffentlichte
[1856] eine Arbeit ,,Allgemeine Methode zur Bestimmung der elektrischen und magnetischen Induction* in Pog-
gendorfs Annalen. Beer ging von der Darstellung

1 ou 1
um=§LJ% u ﬂﬁ@umﬁy

mit noch unbekanntem du/dn aus und iterierte. In heutiger Sprechweise setzte er u nicht durch ein einfaches
Potential, sondern durch ein Dipolpotential an, namlich als

1 1
mm.zf @%hxmd

So erhielt er fiir die Belegung v eine Integralgleichung zweiter Art

f=-v+Kv

mit

mmw:if vy L L4y furxe oG,
27T oG

ony, |x —yl

die leichter zu behandeln ist. Wie gesagt, Beer erhielt seine Losung durch Iterieren, das heifit, er benutzte die heute
nach Neumann benannte Reihe, also v = — ) K" f, n € Ny. Um Konvergenzfragen kiimmerte er sich dabei nicht,
er schreibt nur, dass es ,,einleuchte, dass ,,Kf gleichformiger verlduft als f*.

CarL NEUMANN, 1832-1925, hat dann die Beersche Methode wieder aufgegriffen und sich intensiv um den
Nachweis der Konvergenz des Verfahrens bemiiht. Die Schwierigkeit liegt darin, dass zwar ||K|| < 1, nicht aber
|IK]| < 1 gilt. In seinem Buch iiber das ,,logarithmische und Newtonsche Potential“ aus dem Jahre [1877] nimmt
er ausdriicklich auf Beer Bezug und druckt sogar dessen Arbeit vollstindig wieder ab (auf S. 220 f). Er bringt
dort einen Konvergenzbeweis fiir konvexe Gebiete mit seiner Methode des arithmetischen Mittels. Weil dieser
Beweis eine Liicke enthielt (wieder wurde das Minimum mit dem Infimum verwechselt), behandelt er das Thema
[1887 und 1888] erneut. Die Neumannsche Methode wird in Dieudonné [1981], S. 43—46, ausfiihrlich dargestellt.
Lebesgue scheint die beiden letztgenannten Neumannschen Arbeiten nicht gekannt zu haben, denn [1937] greift
auch er das Thema wieder auf, weist auf die Liicke im Buch aus dem Jahre 1877 hin und fiillt sie durch ein
Kompaktheitsargument aus.

Die Neumannschen Ergebnisse interessieren heute mehr den Anwender. Einmal, weil kontrahierende Operato-
ren auftreten; zum anderen, weil Neumann auch stiickweise glatte Riander zulassen kann. Die theoretische Entwick-
lung ist jedoch anders weitergegangen. Hier stand die Tatsache im Vordergrund, dass die Abbildung K kompakt
ist, und zwar fiir beliebige glatt berandete Gebiete. Es wurde dann eine Theorie der Gleichung f = (id + K)x in
Banachridumen fiir kompakte K entwickelt. Das Resultat ist, dass die Fredholmsche Alternative fiir solche Glei-
chungen gilt, wie in der linearen Algebra. Die Neumannsche Voraussetzung der Konvexitét des Gebietes wird dabei
nicht mehr benotigt; kurz gesagt, das Kontraktions- wurde durch ein Kompaktheitsargument ersetzt.

Wir wollen aber doch — vielleicht mit einem Licheln — festhalten, dass die Neumannsche Reihe nicht von
Neumann stammt, sondern von Beer, und dass sie gerade in dem Fall, fiir den sie urspriinglich gemacht wurde,
nicht konvergiert.

Die weitere Entwicklung verlief nun so: Ab 1896 beschiftigte sich Vito VorLterra, 1860-1940, mit den nach
ihm benannten Integralgleichungen und betrachtete dabei solche Gleichungen als Grenzfall linearer Gleichungs-
systeme. Auflerdem war ab 1890 eine Theorie unendlicher linearer Gleichungssysteme und ihrer Determinanten
durch HeLGE von KocH, 1870-1924, entwickelt worden. Beide Ideen nahm Ivar FrepnorLm, 18661927, auf. Er
erzielte um 1900 den Durchbruch und konnte die Integralgleichung zweiter Art fiir stetige Funktionen (also in
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C(0G)) und damit die Dirichletsche Randwertaufgabe bei glattem Rand 16sen. Im Jahre [1903] bewies er den nach
ihm benannten Alternativsatz fiir solche Gleichungen.

Danach trat die Potentialtheorie zuriick, und die Theorie der Integralgleichungen verselbstindigte sich. Davip
Hisert, 1862-1943, und seine Schiiler griffen das Thema auf, behandelten Integralgleichungen zweiter Art mit
stetigem symmetrischen Kern,

(Kx)(s) = fx(t)k(s, 1) dt,
G

und zeigten vor allem auch die Existenz von abzéhlbar unendlich vielen Eigenwerten und den zugehorigen Ent-
wicklungssatz. Den Beweis fiihrte Hilbert iiber einen Auswahlsatz, dhnlich dem Kriterium von Arzela-Ascoli, das
er wohl nicht gekannt hatte.

AnschlieBend verallgemeinerte Hilbert seine Ergebnisse auf entsprechende quadratische Formen bzw. auf Glei-
chungen in Folgenrdumen ¢? , wie wir heute sagen. Hat man niimlich eine Orthonormalbasis (u,) fiir die zugrun-
deliegenden stetigen Funktionen C(G), dann wird jedem x vermoge

x> x, = (x,u,) :=fx12,,
G

eine Zahlenfolge (x,) € ¢ zugeordnet. Hilbert blieb aber nicht bei der bloBen Ubertragung seiner Ergebnisse
stehen, sondern er bewies auch einen allgemeinen Entwicklungssatz fiir beschrinkte symmetrische Operatoren auf
%. Das heiBt, er verzichtete auf die Kompaktheitsvoraussetzung und erhielt zum erstenmal ein stetiges Spektrum.
Damit war der Weg frei fiir die Untersuchung allgemeinerer Operatoren in allgemeineren Rdumen. Hilbert hat
seine Resultate in seinen berithmten sechs ,,Mitteilungen* veroffentlicht, die im Buch [1912] vereinigt wurden.

Die Theorie der Integralgleichungen wurde zunéchst von Hilberts Schiiler ERHARD ScHmIDT, 18761959, weiter-
verfolgt. Schmidt wihlte einen direkteren Zugang iiber Orthogonalreihen, also ohne Fredholmsche Determinanten
und ohne Grenziibergang unendlich vieler Gleichungen. Nach Hilbert und ihm sind die Hilbert-Schmidt Kerne be-
nannt, also k € £2(G x G). Fiir Integralgleichungen mit Hilbert-Schmidt Kern gilt die Fredholmsche Alternative.
Die weitere Entwicklung wurde von FriGYEs Riesz, 1880—-1956, geprigt. Er beschiftigte sich auch mit den adjun-
gierten Raumen £L”(G) und L9(G), g = p/(p — 1), und gab 1918 eine Theorie der Integralgleichungen zweiter Art
in £7(G) oder C(G) mit kompaktem K. Schauder verwandte dann auch die adjungierte Abbildung und verallge-
meinerte die Ergebnisse auf beliebige Banachrdume. Wir sprechen daher heute von der Riesz-Schauder Theorie,
die um 1930 bereitstand.

In FA, §7.4, wird die Losungstheorie zur Dirichletschen und Neumannschen Randwertaufgabe der Potenti-
altheorie mit der Integralgleichungsmethode als Anwendungsbeispiel zur Riesz-Schauder Theorie ausfiihrlich dar-
gestellt. Das soll jetzt nicht wiederholt werden. Mit dieser Methode folgt auch

Satz 4.2.1: Es seien G € Cy, ein beschrinktes Gebiet, f € Co(G) und g € C2.4(0G). Dann gibt es genau eine
Losung u € Cy.4(G) von
-Au=f mituldG =g.

Beweis: Nach Satz 3.4.7 ist das Newtonpotential

U :=if 9,
4 Jg Ix =yl

aus C1,(G) und 16st nach Satz 3.4.1 die Gleichung AU + f = o. Wir miissen daher nur noch ein Potential W ¢
CQ,Q(G_) mit

WI0G = h := g — Ul0G € C2,,(0G)

finden. Dannistu = W + U.
Zur Konstruktion von W macht man den Ansatz mit einer Dipolbelegung v € C(0G),

W(x) = f v(y) 9

und erhilt die Integralgleichung

—V+Kl/éh.

Diese Gleichung ist in C(dG) eindeutig 16sbar. Aus h € C,4(8G) folgt v € C2,(G) und damit W € C,,4(G),
dhnlich wie in Satz 3.4.3.3. |
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Es sei nur noch einmal darauf hingewiesen, dass die Integralgleichungsmethode stark an der vorausgesetzten
Glattheit des Randes hingt. Zum Nachweis der Kompaktheit von K in §3.4 haben wir nimlich in R? die Abschiit-
zung

- 1
ny) (x 3y) =O( ) fir x,y € G und [x —y| — 0

lx =yl lx =yl
benutzt, die nur fiir glatt berandete Gebiete gilt. Schon bei einem Quadrat in R? treten Schwierigkeiten auf, denn
K" bildet dann C(AG) nicht mehr in sich ab. Das kann man leicht an Hand der folgenden Skizze sehen: Es ist in R?

(K”l)(x):—% j; —”(i;) (xy]z"’)d
G -

und
L Y
1
[ -
¢ > X
s 1
Abbildung 4.1.
(1.0) 1! Int
f ...=__f —as=voa) firi—0,
(0,0) T Jo s°+¢ T

wihrend die restlichen Integrale beschridnkt bleiben.

Ahnliche Probleme treten bei Integralgleichungssystemen auf, etwa bei den Maxwellschen Gleichungen, auch
bei glattem Rand. Es gibt verschiedene Ansitze, die Integralgleichungsmethode auf den Fall nicht glatter Rénder
oder Systeme zu iibertragen, das soll aber in dieser Vorlesung nicht vertieft werden.

4.3 Direkte Bestimmung des Minimums

Unter gewissen Annahmen beziiglich der Glattheit des Randes und der vorgegebenen Randwerte hat Hilbert das
Dirichletsche Prinzip fiir Randwertaufgaben der Potentialtheorie in R? in den Jahren 1900 und 1901 bewiesen.
Dass solche Annahmen gemacht werden miissen, ist klar, denn zum Beispiel reicht die Stetigkeit von f alleine
nicht aus, wie das Prymsche Beispiel gezeigt hatte. Vor Hilbert gab es bereits Losungsansitze von Arzela. Dabei
hat Hilbert sofort erkannt, dass das Dirichletsche Prinzip nur eine spezielle Aufgabe der Variationsrechnung ist,
und seine Losungsmethode im allgemeineren Rahmen gesehen. So schreibt er [1905]:

»Eine jede regulire Aufgabe der Variationsrechnung besitzt eine Losung, sobald hinsichtlich der Natur der
gegebenen Grenzbedingungen geeignete einschrinkende Annahmen erfiillt sind und notigenfalls der Begriff der
Losung eine sinngemdfse Erweiterung erfihrt.

Damit ist alles gesagt. Hilberts Losungsmethode wurde von seinen Schiilern, insbesondere von Ricaarp Cou-
RANT, 1888-1972, und wiederum von dessen Schule, zu einer der schlagkriftigsten Methoden in der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen und besonders zur Losung von Anfangsrandwertaufgaben und Streuproblemen
in der Mathematischen Physik ausgebaut. Sie hat einen ungeheuren Einfluss auf die weitere Entwicklung der Ma-
thematik gehabt.

Die der Hilbertraummethode zugrundeliegende Beweisidee wird in der Einfithrung zu FA, sowie dort in FA,
§5.4 und §6.7.3, dargestellt. Deshalb wollen wir uns hier kurz fassen: Betrachten wir zunichst die einfachere
Gleichung

(-A+Du=0 mitu|dG = f. €))]

Dabei sei G ¢ R" wieder ein Gebiet und f am Rande G vorgegeben. Das zugehdrige Dirichletsche Integral

Di(u) = f {IVul + 1} = i3,
G

soll minimiert werden. Ein wesentliches Hilfsmittel dafiir ist der Approximationssatz oder der aus ihm folgende
Projektionssatz (beide in FA, §1.4.2).
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Es sei ndmlich zusitzlich f € H;(G). Das ist ,,die einschrinkende Annahme* an die Randdaten; f soll also
so in G hinein fortsetzbar sein, dass das Dirichletsche Integral fiir die Fortsetzung existiert. Diese Annahme ist
physikalisch realistisch, weil f beispielsweise von einer einfallenden Welle erzeugt wird, welche — jedenfalls lokal
—zu H,(G) gehort. Die von Prym und Hadamard angegebenen Beispiele erfiillen diese Voraussetzung jedoch nicht.
Es sei ferner

D:={ueH(G)|u-f € Hi(G)]

,»die sinngemile Erweiterung des Losungsbegriffs. Dann gilt
1
JueD J(u) = inf J(v).
veD

Das folgt unmittelbar aus dem Approximationssatz, weil D c H;(G) konvex und abgeschlossen ist.

Natiirlich kann man auch den Rieszschen Darstellungssatz benutzen. Es sei v := f — u. Dann ist
VoeCulG)  (poh = (@
Wir haben also ein v € 7‘011 (G) so zu bestimmen, dass
Ve Hi(G)  (noh = (% /)

gilt. Das leistet aber gerade der Rieszsche Darstellungssatz (vgl. FA, §1.5.3,).

Die wohl eleganteste Methode, die Dirichletsche Randwertaufgabe zu 16sen (und der man ihre Herkunft aus
der Variationsrechnung kaum noch ansieht), besteht im direkten Anwenden des Projektionssatzes. Hierauf hat
HermaNN WEYL, 1885-1955, in seiner wichtigen Arbeit im Duke Mathematical Journal [1940] hingewiesen. Es sei
wieder f € H,(G) vorgegeben. Man projeziere

Hi(G) = F(G) & H(G)*

f = v + u

Dann ist u die gesuchte Losung. Es ist nimlich u — f € H 1(G), also u € D, und es gilt
Ve eCulG)  0=(u,¢); = ¢+ Vi, V) = (u, (A + Dg).

Damit haben wir eine verallgemeinerte Losung fiir die Randwertaufgabe (1) gefunden. Aus dem Weylschen
Lemma (vgl. FA, Lemma 6.6.8) folgt dann u € Co(G). Sind Rand und Randwerte geniigend glatt, dann folgt aus
Sobolevschen Einbettungssitzen auch u € C(G).

Auch die Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe zur Potentialtheorie kann man durch Projezieren erhal-
ten. Dazu wihlt man

Dy(G) = {U e (LG | Ve elu@) (Vo.U) =0},

also die Menge der divergenzfreien Felder U € (£*(G))'. Aus dem Projektionssatz folgt dann unmittelbar

(LXG))' = VH(G) ® Dy(G).

Nun ist VH; (G) bereits abgeschlossen. Das folgt fiir Gebiete G ¢ R", die in mindestens einer Richtung beschriankt
sind, also etwa fiir
GcfxeR" | 0<ux, <dl,

aus der Ersten Poincaréschen Ungleichung
Yuce 7’(1 (G) ||M||_£2(G) <d ”Vu”(.CZ(G))“

(vgl. etwa FA, §6.4). Ist namlich (¢,) eine Folge aus ‘}0{1 (G) mit ||V, — @l r2(g)» — 0, dann zeigt diese Abschiit-
zungung die Existenz eines ¢ € L2(G) mit llgn = @ll 26y — 0. Aus

Yy e Hi(G)  (Ven) = -, V)

erhilt man also

Yy e H(G) (V@) =, D).
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Damit ist ¢ im schwachen Sinne differenzierbar, und aus ||¢, — ¢||; — O folgt ¢ € 7:)(1 (G). Damit gilt also
(L)) = VHI(G) ® Do(G).
Es sei nun f € H,(G) vorgegeben. Dann suchen wir ein u € H(G) mitu — f € '7fll (G) sowie
Vo eCulG)  (Vo,Vu) =0.

Dazu projezieren wir
(LAG) = VHI(G) & Do(G)
Vf = Vw + U

und wihlen u := f —w € H;(G). Dannistu— f = —w € (]f{] (G) sowie Vu = U € Dy; u lost also die Dirichletsche
Randwertaufgabe zur Potentialgleichung.

Ist G ¢ R" ein beliebiges (unbeschrinktes) Gebiet, dann gilt nur noch die Zweite Poincarésche Ungleichung
(vgl. FA, §6.4)

VueCuG)  (n- 2)”%

< 2 “VMH(LZ(G))“ .
L2(G)

Wir wihlen deshalb (fiir n > 3) den gewichteten Hilbertraum Lf)(G) mit

also mit der Norm

/ lu(x)I?
||u||L§(G) = L—(l n |x|)2dX,

Hi,(G) = {CLG) N Wi, (G); NI+ ) und Hi,(G) = {CealG); NI+ I}

sowie die Rdume

— 2 2
el = (Ml g + IV g
Dabei ist W ,(G) der Raum der einmal schwach differenzierbaren Funktionen, ebenfalls normiert mit || - ||y ,.

Analog zum Fall beschrinkter Gebiete folgt dann
(L)) = VHi1,(G) & Dy(G).

Es sei nun f € H; ,(G) vorgegeben. Dann erhalten wir daraus auch in diesem Falle eine Losung u der Potenti-
algleichung, und zwar mit u € H; ,(G). Das iiberrascht nicht, denn in §3.5 haben wir bereits im Anschluss an die
Kelvintransformation das asymptotische Verhalten von Potentialfunktionen in R" fiir groBe |x| diskutiert und fiir
n > 3 die Bedingung

u(x) = O(%) und (Vu)x) = ()(%)
|x]—2 ]

gefunden. Es erscheint deshalb plausibel, Losungen in einem entsprechend gewichteten Raum zu suchen.

In R' und R? gelten die Zweite Poincarésche Abschiitzung in etwas modifizierter Form und damit analoge
Folgerungen.

AbschlieBend sei noch einmal betont, dass die Eleganz dieses Zuganges nicht dartiber hinweg tduschen darf,
dass zum Nachweis der Regularitit der erhaltenen Losungen und der Aussage ,,stark gleich schwach® teilweise
erheblicher analytischer Aufwand zu leisten ist. Die umgekehrte Frage, ndmlich, wann bei beliebigem Rand klas-
sische Losungen aus C(G) N C»(G) auch verallgemeinerte Losungen sind, ist ebenfalls nicht trivial. Hierzu sei auf
die Arbeiten von Giesecke [1964] und Weck [1969] verwiesen.
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4.4 Die Perronsche Methode

Die Perronsche Methode zur Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe der Potentialtheorie ist um 1923 ent-
standen. Sie enthilt einen besonders gut gelungenen Zugang zur Diskussion des Randverhaltens der Losungen.
Deshalb soll sie im Folgenden dargestellt werden.

Es seien in diesem Abschnitt G € R" ein beschrinktes Gebiet mit zunichst beliebigem Rand, f € C(0G) und
K := C2(G) N C(G).

Wir suchen wieder eine Potentialfunktion # € K mit u|0G = f und beginnen mit einer Bemerkung zum Maximum-
prinzip.

Bemerkung 4.4.1: Es sei u € C2(G) und Au > 0. Dann gilt fiir u das Maximumprinzip.
Beweis: O.B.d.A. sei G C R?. Es sei u nicht konstant und x, € G mit

u(xg) = Illee};x u(x).
Es seien ferner 7 > 0 und x; € dB(xy, 7) C G mit

u(xy) < u(xo)

gewdhlt. I'(x, y) sei die Greensche Funktion zu B(xg, 7). Dann gilt

0<I'(x,y) £ ———
(x,y) PR
und in B(xg, T)

0
u(x) = - f Ay T(x,y)dy — f wy) 7 Ty dy,
ly—xol<t ly—xol=7 ny

<0 =:0(x)

also
u(xp) < v(x).

2 v w2
v(x)=T |x — xol f u(y) dy
|

47TT y—xo|l=T |)C - y|3

in B(xp, 7) eine Potentialfunktion mit den Randwerten u. Mithin geniigt v der Mittelwertformel

Nun ist

1
) = fy Ly <)

Es folgt also der Widerspruch
u(x) < v(xo) < u(xo). 0

Es seien nun B C G eine Kugel und fiir u € C(G)

u in G \B,
MBM = . .
vmit Av = 0,v|0B = ul|0B in B.

In R! liefert My also die lineare Mittelung. Wichtig fiir das Folgende ist nun die
Definition 4.4.2: Eine Funktion u € C(G) heif3t subharmonisch in G, wenn

VBCcG VYxeG u(x) < (Mpu)(x)
gilt. Entsprechend heifst u superharmonisch, wenn u(x) > (Mpu)(x) ist.

In R! wiirde man diese Funktionen konvex (bzw. konkav) nennen. Ist v subharmonisch, dann ist natiirlich —v
superharmonisch und umgekehrt.

Folgerung 4.4.3: Es sei u € Cy(G) mit Au > 0. Dann ist u subharmonisch.
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Beweis: Fiir alle B ¢ G gilt
(u - MBu)'aB =0.

Sowohl fiir u als auch fiir Mpu gilt das Maximumprinzip. Daraus folgt die Behauptung. O

Im Folgenden sollen nun Lésungen der Dirichletschen Randwertaufgabe durch subharmonische Funktionen
approximiert werden. Dazu bezeichnen wir zunédchst mit

F = {u €C(G) | u ist in G subharmonisch mit u|0G < f}

die Menge der Subfunktionen zu f. Entsprechend werden Superfunktionen definiert.

Es ist ¥ # 0, denn jede Konstante ¢ mit
» < f f
€= ylg}?G (y)

gehort zu F . Insbesondere ist

f-=minf
eine Subfunktion und
fei= S f

eine Superfunktion.

Es sei nun fiir x € G

u(x) := sup v(x).
veF

Dann ist es unser Ziel, folgendes zu zeigen:
1. u ist ,,verallgemeinerte Losung* der Dirichletschen Randwertaufgabe. Insbesondere ist # in G harmonisch.

2. Das Verhalten von u am Rande 0G ldsst sich beschreiben. Insbesondere ist die Dirichletsche Randwertaufgabe
im klassischen Sinne genau dann 16sbar, wenn der Rand G ,.dirichletsch* ist, also gewisse Regularititsbedin-
gungen erfiillt, die wir im Folgenden charakterisieren werden.

4.4.1 Eigenschaften subharmonischer Funktionen

Lemma 4.4.4: Es seien u in G subharmonisch und v in G superharmonisch mit u|0G < v|0G. Dann gilt
1. u geniigt dem Maximumprinzip.

2. InGistv>uoderv=u.

Beweis:

1. Es seien xy € G, u nicht konstant und u(x() ein Maximum. Dann gibt es eine Kugel B := B(xg, R) mit

1
i) < (M) = ——s [ utdy < utro),
wy R ly—xol=R
Das ist ein Widerspruch.
2. u — v ist subharmonisch und geniigt dem Maximumprinzip. O

Lemma 4.4.5: Es seien u in G subharmonisch und B := B(xy, 7) C G. Dann ist auch Mgu in G subharmonisch.

Beweis: Es sei B’ ¢ G beliebig und
V= MBrMBI/t.

Unser Ziel ist,
Mgu<v inB

)

Abbildung 4.2

Zu zeigen.
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1. In B’ ist v harmonisch, und auf 0B’ ist u < Mgu = v. Daraus folgt u < vin B’, also

Mpu=u<v inB'\B.

2. In BN B’ sind Mgu und v harmonisch. Auf (B N B’) ist Mu < v, also
Mpu<v inBNnB.
Daraus folgt die Behauptung. O
Lemma 4.4.6: Es seien uy,...,u, in G subharmonisch. Dann ist auch
u(x) := max {ul(x), e, un(x)}
in G subharmonisch.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition. O

4.4.2 Existenz der verallgemeinerten Losung

Wir haben bereits die verallgemeinerte Losung als

u(x) := sup v(x)
veF

definiert. Zur Motivation dieser Definition nehmen wir an, die Dirichletsche Randwertaufgabe sei klassisch 16sbar
und U sei die klassische Losung. Dann ist U = u. Fiir alle v € F gilt nimlich

-G <f~f=o,

also v < U. Daraus folgt
u<U.

Andererseits ist U € ¥, also U < u.
Trivial ist also der folgende
Satz 4.4.7: Es gibt genau eine verallgemeinerte Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe.

Wichtig ist es hingegen, im Folgenden die Eigenschaften dieser verallgemeinerten Losung herauszustellen.

4.4.3 Lokaler Regularitiitssatz

Lokaler Regularititssatz: Es sei u die verallgemeinerte Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe. Dann gilt:
1. uistin G beschréinkt mit f- < u < fi.

2. ueC(G).

3. Au=o.

Beweis: Es ist f, eine Superfunktion. Mithin folgt aus dem Maximumprinzip
YoveF Vxel u(x) < fy

oder
VxeG u(x) < fy.

Nun ist auch f- € ¥, also
YxeG f- < u(x).

Das beweist die erste Aussage.
Es sei nun B = B(xy, r) C G. Wir zeigen die zweite und dritte Aussage in B:

1. Wir wihlen eine Folge (v,),v, € ¥, mit
vn(X0) — u(xp).
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Es sei
w, = max(vy,...,v,) € F.

Wegen v,(x9) < w,(xp) < u(xp) gilt dann auch
wp(x0) — u(xo).

Fiir alle x € G ist
Wnr1(X) = wy(x).

Es sei
W, (x) := (Mpw,)(x).

Die W, sind Potentialfunktionen in B mit
Whe1 = W,

Wegen W, € ¥ ist W,, < f,. Mithin folgt aus dem Zweiten Harnackschen Satz
VB €eB VYxebB W,(x) —» W(x)
mit einer Potentialfunktion W. Aus
u(xo) < wy(x0) < (Mpw,)(x0) = Wy(x0) < u(xo)

folgt auch W,,(xp) — u(xp), also
W(xo) = u(xo).

2. Wir wollen schlieBlich

VYxeB CcB u(x) = W(x)

beweisen. Es sei x; € B’ mit x; # xp und W(x;) # u(x;). Dann folgt
dweF w(xy) > W(xp).
Es seien B; := B(xp,0) mit x; € dB; und
gn = Mg, (max(W,,w)) € F.

Weil (W,) in B; gleichmiBig konvergiert, konvergiert auch max(W,, w) auf dB; gleichmiflig. Aus dem Ersten
Harnackschen Satz folgt deshalb die Existenz einer harmonischen Funktion g mit

gn — ¢ (gleichmiBigin B)).

Damit gilt
gn(x0) = g(x0) = Mp, (max(W, w))(xo) > W(xo) = u(xo).

Wegen g, € F ist aber g,(xg) < u(xp), und damit haben wir einen Widerspruch erhalten. Es folgt
VYxeB W(x) = u(x)

mit einer Potentialfunktion W. |

4.4.4 Regularitit bis zum Rand

Wir wollen nun die Aquivalenz

G ist , dirichletsch* < Die Dirichletsche Randwertaufgabe ist im klassischen Sinne losbar

zeigen. Dazu verwenden wir einen Begriff, der schon auf Lebesgue zuriickgeht [1912], namlich

Definition 4.4.8: Es sei y € 0G fest. Dann heift eine Funktion b(- ,y) € C(G) Barriere zu y, wenn folgendes gilt:

1. b(-,y) istin G superharmonisch,

2. b(-,y) istin G \{y} positiv,
3. b(y,y) = 0.

Die Eigenschaft, Barriere zu sein, ist eine lokale Eigenschaft. Um das zu begriinden, geben wir
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Definition 4.4.9: Es sei y € 0G fest. Dann heifit eine Funktion w(-,y) lokale Barriere zu y, wenn es eine Kugel
B(y, r) so gibt, dass w(-,y) in G N B Barriere ist.

Offenbar ist jede Barriere eine lokale Barriere. Die Umkehrung gilt aber auch. Es sei ndmlich w eine lokale Barriere
zu y. Dann wihlen wir (man betrachte Abbildung 4.3)

Yy

G N (B\By)
oG

Abbildung 4.3.

By = B(y.})
m:=minw(x,y) >0 fiir x € GN (B\B))

min (m, w(x,y)) firxeGnNB
b(x,y) = .

fiir x € G\B.

Dann ist b eine Barriere zu y. Eigenschaften zwei und drei sind klar, wir skizzieren den Nachweis der ersten:

Es sei y fest und b(y, -) € C(G) superharmonisch sowohl in G \B; als auch in G N B. Beide Gebiete iiberlappen
sich. Dann ist b auch in G superharmonisch. Die Eigenschaft, sub- (oder super-) harmonisch zu sein, ist ndmlich
ebenfalls eine lokale Eigenschaft. Es sei etwa v lokal subharmonisch. v nehme in xp € G das Maximum an. Dann
ist v konstant. Die Abbildung v geniigt also dem Maximumprinzip, damit ist sie subharmonisch. O

Wir geben schliellich

Definition 4.4.10: Wir nennen
1. den Randpunkt y € 0G regulir, wenn y eine (lokale) Barriere besitzt,

2. das beschrinkte Gebiet G dirichletsch, wenn alle Randpunkte von G reguldr sind.
Es folgt
Satz 4.4.11: Es seiy € OG reguldr. Dann ist die verallgemeinerte Losung u in y stetig.
Beweis: Es sei y fest. Die Abbildung f ist in G gleichmiBig stetig. Es gilt also

Ye>0 I6>0 Vx,yedG,|x—yl <o lf@y) — f(0)] < e.
In |x — y| > ¢ ist die Barriere positiv, also

Ve>0 Fk>0 VxedG lf(y) — f(x)| < €+ kb(x,y).

Deshalb gilt

v(x) := f(y) —e—kb(x,y) isteine Subfunktion,
V(x) := f(y) + e+ kb(x,y) isteine Superfunktion.

Es ist ndmlich

v(x) = f(x) = f(y) — f(x) = (e + kb(x,y)) <0,
V(x) = f(x) = f(y) = f(x) + (e + kb(x, 1)) > 0,

also
YxedG v(x) < f(x) < V(x).
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Aus v < u <V folgt daher
u(x) = fy) < Vx) = f(y) = £ + kb(x, ),
u(x) = f(y) = v(x) = f(y) = —& = kb(x, y).

Das heif3t, es ist
lu(x) = f)| < & + kb(x,y).

Mithin ist u in y stetig. o

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen

Satz 4.4.12: Es sei G dirichletsch. Dann ist die Dirichletsche Randwertaufgabe im klassischen Sinne losbar.
Es gilt aber auch

Satz 4.4.13: Die Dirichletsche Randwertaufgabe sei im klassischen Sinne losbar. Dann ist G dirichletsch.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es zu jedem f € C(8G) ein u € C(G) mit Au = 0 und u|0G = f. Es sei y € 6G
fest. Wir konstruieren eine Barriere zu y:
Es sei F(x) := |x — y| = r. In Polarkoordinaten gilt dann

# n-10 n—1
AF =2+ 2,2 .
(aﬂ * r (9r)r r >0

Es ist F € Cy(G), und fiir F gilt das Maximumprinzip. Mithin ist F subharmonisch. Es sei b( -, y) die klassische
Losung zu F, also
YxedG b(x,y) = |x -yl

Weil F auch Subfunktion ist, folgt
b(x,y) =2 F(x) = |x - yl.
Es gilt also
1. b( -, y) ist superharmonisch, weil b( -, y) eine klassische Losung ist,
2. b(x,y) = |x —y| > 0 fiir x € G \{y},
3.b(y,y) = 0.
Mithin ist b(x, y) eine Barriere. |
Damit haben wir eine Charakterisierung fiir die Regularitit des Randes gefunden. Auch NORBERT WIENER,

1894-1964, gelangt mit seiner Kapazitdtsmethode zu einer solchen Charakterisierung. Es sei auf seine Arbeiten
[1924] verwiesen.

4.4.5 Hinreichende Kriterien fiir die Regularitiit des Randes

Als letztes wollen wir regulidre Randpunkte durch einfache geometrische Bedingungen charakterisieren. Es sei also
y € 0G ein fest gewihlter Randpunkt. Dann zeigen wir als erstes

Satz 4.4.14: Es seieny € 0G Cc R*> und S ein offenes Segment mit S NG = O und S N G = {y}. Dann ist y reguliir.
S

Abbildung 4.4.

Beweis: Wir wihlen r < 1 so, dass B(y, r) das Segment S in zy € S schneidet, und rechnen in Polarkoordinaten um
y, in komplexer Notation
z=pe?.
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Die komplexe Ebene schneiden wir ldngs S auf. Dann ist die holomorphe Funktion

1 1 Inp —ip

Inz Inp+ip [InpP+g2

in G erklért und
Inp

) =—-Re— = ——orv——
wix: y) Iz |lnpP+¢?

eine lokale Barriere zu y. Es ist nimlich 1/1Inzin G N B harmonisch, w > 0in G N B\{y} und w(y, y) = 0.

O

Analog lasst sich auch die Dirichletsche Randwertaufgabe fiir eine Scheibe mit Riss klassisch 16sen, nicht aber
fiir den gepunkteten Einheitskreis. Der Riemannsche Abbildungssatz folgt ebenfalls. Ein einfach zusammenhin-
gendes Gebiet mit mehr als einem Randpunkt lisst sich konform auf den Einheitskreis abbilden.

Leider gilt dieses schone Resultat in R",n > 3, nicht mehr. Dafiir hat Lebesgue schon [1913] ein Beispiel
angegeben, die Lebesguesche Spitze (vgl. Courant & Hilbert I1 [1962], S. 303). Wir geben hier zwei Charakteri-
sierungen regulédrer Punkte fiir den Fall n > 3 an. Zunéchst eine sehr einfache, ndmlich

Satz 4.4.15: Es sei B(z, r) eine Kugel mit BN G = 0 und BN G = {y}. Dann ist y reguliir.
Beweis: Es ist

1

1
b(x,y) == — - [P

rn—2
eine Barriere zu y. Das sieht man unmittelbar. O
Schirfer ist die Aussage
Satz 4.4.16: Es sei C ein Kegel mit der Spitze y und C N G = 0 sowie C N G = {y}. Dann ist y reguliir.

Beweis: Angenommen, wir wiirden die Greensche Funktion I'(x, x,) fiir das AuBere A(y) von C kennen. Dann
halten wir x, € A\G fest und erhalten durch

b(x,y) :=T'(x,x) fiir x aus einer Umgebung von y

eine lokale Barriere.

Im nichsten Abschnitt §4.5 werden wir kurz das Schwarzsche Alternierende Verfahren besprechen. Das Ver-
fahren leistet im Wesentlichen folgendes: Die Greenschen Funktionen I';,i = 1, 2, seien fiir die Gebiete G; bekannt.
Die Gebiete G; mogen sich iiberlappen (das wird prizisiert). Dann existiert auch die Greensche Funktion fiir die
Vereinigung G| U G,. Weil man die Greensche Funktion fiir einen Halbraum kennt, kann man sie auch fiir das
AuBere eines Tetraeders (in R? als Vereinigung von vier Halbriumen) angeben. Man wihle nun einen Tetraeder T
mit der Spitze y, der ganz in C liegt. Dann ist die Greensche Funktion fiir das AuBere von T eine lokale Barriere
zu y. ]

4.5 Das Schwarzsche Alternierende Verfahren

Im Folgenden soll kurz das Schwarzsche Alternierende Verfahren vorgestellt werden. Es seien G| und G, zwei
glatt berandete beschrinkte Gebiete in R, fiir die die Dirichletsche Randwertaufgabe jeweils im klassischen Sinne
losbar sein moge. Denken Sie zunéchst an zwei Kugeln. Wir setzen

D=GinG,#0
voraus und, insbesondere, dass 0G| und 0G, sich ,,schneiden* und nicht beriihren. Es sei
P := 090G, N oG,

die (n — 2)-dimensionale Schnittfliche und
B:=G,UG,.

Wir definieren schlieBlich a;, b; € 0G| und a,, b, C G, vermoge

0Gi=a1Ub; und 9Gr,=ar,Ub,
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sowie
O0B=a1Ua, und 0D =b,Ubs.

Die Randstiicke a,, ay, by und b, seien abgeschlossen. Man betrachte Abbildung 4.5.

P
~L ay

bl D |p @

Gy

N p

a
Abbildung 4.5: Zum Schwarzschen Alternierenden Verfahren.

Mit Hilfe des Schwarzschen Alternierenden Verfahrens zeigt man dann, dass die klassische Dirichletsche Rand-
wertaufgabe fiir B ebenfalls 16sbar ist.

Beweis: Es sei f € C(dB) vorgegeben und f; := f |a,-. Es sei ferner
I':= {g € C(by) | g setzt fla; stetig fort}.
Mit

d(g1,92) := dp,(g1,92) := suplgi(x) — g2(x)|

x€by

ist I' ein vollstdndiger metrischer Raum.

Es sei nun g € I beliebig gewidhlt und u;{f}, g} die Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe fiir G| mit
den Randwerten {fi, g}. Es sei ferner ux{u,|b,, f>} die Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe fiir G, mit den
Randwerten {u|b, f>}. Es sei schlieBlich

T : I'—1T,

g — uslby.

Unser Ziel ist, einen Fixpunkt y von T zu finden. Nehmen wir an, y existiere. Dann 16st

ur{f1, y}x) fir x € Gy,
u(x) :=
ur{u1lby, fo}(x) fiirx € G,

die Dirichletsche Randwertaufgabe fiir G, weil dann u#; und u; in D iibereinstimmen.

Die Existenz des Fixpunktes y folgt nun aus dem Banachschen Fixpunktsatz und folgendem

Lemma 4.5.1: Es sei vin Gy harmonisch, vla; = o und |v|b1| < 1. Dann gilt
Ak =k(G.G)) <ko<1  |olbo| <k
Dann ist ndmlich mit v; := u;{f1, g:}

d(Tg1,Tg>) < dp,(u2{v11b2, o}, ua {212, o}) = dp, (i fi, 91}, uilfi, 92}) < kd(g1, 92).

Der Beweis zu Lemma 4.5.1 soll nur skizziert werden: Es seien in R3

1 0 1
= - — dy firxeG
w(x) 27 )y, omy =] y fiir x € Gy
und 5
1 1
wo(x) 1= — dy fir x € 0G;.

21 Jp, Ony 1x =yl
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Dann folgt aus den Sprungrelationen

w(x) = 1 +wo(xg) fiirx — xp € by \P,

w(x) — wo(xp) fiir x - xg € a;\P.

Nun ist wy auf 4G, stetig, kann also zu einer Potentialfunktion aus C(G) fortgesetzt werden. Diese Fortsetzung
bezeichnen wir wieder mit wy. Es sei # := w — wy. Dann folgt

ul(@\P)=0 und u|(b\P)=1.

Das Verhalten von u(x) fiir x € by, x = x¢ € P muss nun untersucht werden. Wie bei der Herleitung der Sprungre-
lationen findet man durch explizites Nachrechnen mit 0 < p < 1

u(x) » p firxe b, mitx — xy € P.

An dieser Stelle geht ein, dass sich b; und b, nicht beriihren. Andernfalls wire p gleich Null oder Eins.

Es sei nun v wie im Lemma. Dann ist

(u £0)|0G, = 0,
also u + v > 0in G,. Damit ist in G,
v <u
oder
|ol| < ulby < k < 1. O

4.5.1 Zur Existenz der Greenschen Funktion

Es seien nun G; Gebiete, fiir die Dirichletsche Randwertaufgabe 16sbar ist und die ein Gebiet G ausschopfen, etwa
GicGyc---CcG,—G.

Es seien I',, die Greenschen Funktionen zu G,,. Dann existiert auch die Greensche Funktion I' zu G, wenn es zu
jedem Randpunkt yy € 0G ein Tetraeder T mit der Spitze yo und G ¢ R"\T gibt. Das sieht man folgendermalen:
Es sei x € G fest, etwa x € G. Dann gilt in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von G \{x}

I(x,-)—I(x, ).

Fiir n > m und y € G,, folgt nimlich aus dem Maximumprinzip (in R?)

) = e < Do) = g
Die Folge
(Fn(xv y) - P
wichst also monoton und ist wegen
0<TI,(xy < m

beschrinkt. Aus dem Zweiten Harnackschen Satz folgt deshalb die Existenz einer Potentialfunktion I'(x, y) —
1/(4nlx — y|) mit

1
YG'eG Yyed I(y) - ——— - T(x,y) -

4r|x -yl Anlx =yl

Es bleibt, das Randverhalten von I" zu untersuchen. Weil es zu jedem Randpunkt yy € dG ein Tetraeder T mit
der Spitze yo und G € R"\T gibt, existiert die Greensche Funktion I'*(x, y) fiir das AuBere von T'. Die Dirichletsche
Randwertaufgabe fiir den Halbraum wird nimlich (in R*) durch

l/l(_x) = ﬁ ffm f(tlat2)dt1dt2
T 2n o \/(x1

-1+ (-0 + )C%3
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gelost. Das Schwarzsche Alternierende Verfahren lésst sich fiir diese Situation modifizieren und liefert die Existenz
von I'* (in R? erhilt man das AuBere eines Tetraeders als Vereinigung von vier Halbriumen).

Aus dem Maximumprinzip folgt dann

1
Fn 9’ - - S F* s - —’
(x,y) e (x,y) e

also
0<T,(xy <T"(x,y)

oder
YyeG 0<TI'(x,y) <T"(x,py).

Nun ist aber [*(x, - ) in yq stetig mit I'*(x, yo) = 0. Deshalb folgt
0<T(x,y) >0 fiiry — yo.
Mithin ist auch T in y stetig und verschwindet dort. I'(x, y) ist also Greensche Funktion fiir G.

Erwihnt werden soll schlieBlich nur noch eine andere Ausschopfungsmethode, nimlich die auf HENRI POINCARE,
1854-1912, zuriickgehende Méthode de balayage.
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5 Randwertaufgaben zu elliptischen Differentialoperatoren

In diesem Kapitel sollen Randwertaufgaben zu allgemeineren elliptischen Gleichungen und Systemen behandelt
werden. Denken wir zunéchst an eine Gleichung zweiter Ordnung

Luéf

L:=- Zk 0;a;.0r + Z a;0; + a.
i, i

Dabei sollen die Koeffizienten ay, a;, a in einem Gebiet G C R" reellwertig, beschrinkt und messbar sein. Es sei
ferner a;, = ay; mit

mit

dp>0 VxeG VéeR" Zaik(X)fikaPlﬂz-
ik
Wenn es notig ist, machen wir weitere Voraussetzungen bzgl. der Glattheit der Koeffizienten. Aulerdem stellen wir
eine Randbedingung; im einfachsten Fall geben wir # am Rande dG vor. Es sei

M(u,v) = ) (andyn, ) + ) " (@idhu,v) + (au, v)
ik i

die zu L gehorende Dirichletsche Form. Dabei legen wir das £2(G)-Skalarprodukt zugrunde, und es sei H :=
L%(G,0C).

Zur Vereinfachung wihlen wir zunichst
S == diandy +id
ik
mit . .
D(S) = {u € Hi(G) ‘ AheH VoeH(G) T(uv)=(huv).
Dabei seien T'(u,v) := Y (ayx0u, d;v) + (u,v) und Su := h. Die Gleichung
Su= feH ()

beschreibt also die Dirichletsche Randwertaufgabe zu S . Es sei D(G) die Menge der Vektoren U € (£*(G))", deren
schwache Divergenz in H existiert. Mit dem Skalarprodukt

(U V)pi) = (U V) gy + (div U, div V),

und wegen ,,stark gleich schwach* wird dann D(G) ein Hilbertraum mit
D(G) = {U e(£@) |dvue LZ(G)} ={CaG)' N (WIG)'; I lp)

und es ist
€ DG)}.

ieN(n)

D(S) = {u e Fi(G) ‘ (> andpu)
k

Fiir das Folgende sind die Abschitzungen
T(u,u) > plu? +lul* > glul}  mitg := min(1, p) > 0

und
| @, v)| < cllully ol

der zu S gehorenden Dirichletschen Form 7 (u, v) besonders wichtig und aulerdem die Symmetrie
Yu,ve 7311 G) T(u,v) = T(v,u),

die aus der Symmetrie der a; unmittelbar folgt.

Fir f € H ist (-, f) ein beschrinktes lineares Funktional auf H 1(G). Aus dem Rieszschen Darstellungssatz
folgt dann die eindeutige Losbarkeit der Gleichung

Voed,  T(u) =@ f) (#%)
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und damit auch die der Gleichung (x). Das wird in §5.1 ausgefiihrt. Es sei
R : H— 7f{1 ,

fr—u

der Losungsoperator vermoge Gl. (). Dann folgt aus (sx)

1
el = 2 1|
R ist also eine beschrinkte Abbildung, und es gilt sogar
R : H— D).
Es seien f,g € H und u := Rf,v := Rg. Dann folgt
(Rf.9) = (.9) = T(w,0) = T(w,u) = v ) = (f. Rg),

also die Symmetrie von R : H — H. Damit ist auch S = R™' selbstadjungiert. D(S) ist also in H dicht, und fiir §
steht der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren zur Verfiigung.

Man beachte, dass eine beliebige Testfunktion nicht zu D(S) gehort, solange man keine weiteren Glattheitsan-
nahmen beziiglich der Koeffizienten stellt. Dazu das folgende

Beispiel 5.0.2: Es seien G := (-1,1) c R!,

) 1 fir -1<x<0,
a X) =
1 2 fiir 0<x<l.

Wir wihlen eine Testfunktion ¢ € Coo (G) mit
px):=1+x

in einer Umgebung U(0) des Nullpunktes. Dann ist dort ¢" = 1 und
Sp==6+p¢H
in dieser Umgebung U(0). O

In diesem einfachen Fall haben wir also mit Hilfe der Hilbertraummethode die Randwertaufgabe () 16sen
konnen. Auch allgemeinere Aufgaben lassen sich auf diese Weise behandeln. Das wird in den néchsten Abschnitten
ausgefiihrt.

Die anderen in der Potentialtheorie vorgestellten Methoden lassen sich ebenfalls verallgemeinern. Die Inte-
gralgleichungsmethode und das Schwarzsche Alternierende Verfahren hingen stark an der expliziten Kenntnis der
Grundlésung. Man verschafft sich deshalb zunéchst eine Pseudogrundldosung. Das ist eine Grundlosung fiir den
Term hochster Ableitungsordnung in der Differentialgleichung. Die Methoden werden dadurch technisch aufwen-
diger, die expliziten Resultate erleichtern aber das Abschitzen der Regularitiit der Losung. In dieser Vorlesung soll
hierauf nicht weiter eingegangen werden. Es sei auf Hellwig [1960], S. 160f. verwiesen.

Die Perronsche Methode ist ebenfalls iibertragbar. Man benétigt das Maximumprinzip und einen geeigneten
Auswahlsatz. Auch darauf wollen wir nicht weiter eingehen. Vorgestellt werden soll in §5.6 dieser Vorlesung aber
wenigstens die Kontinuitdtsmethode, die auf J. ScHaubgr zuriickgeht. Fiir O < 7 < 1 definiert man dabei eine Schar
von Operatoren

Lii=—(1-0A+tL

und iibertragt Losungseigenschaften fiir Ly = —A auf L; = L. Im Mittelpunkt stehen hierbei sogenannte a prio-
ri Abschdtzungen. Das sind Abschétzungen fiir noch unbekannte Losungen unter der ausdriicklichen Annahme,
dass es sie geben moge. Solche Abschitzungen sind duflerst wichtig, auch fiir den anschlieBfenden eigentlichen
Existenzbeweis. Betrachten wir zum Beispiel eine Gleichung

Lu—iFu

mit Anfangsdaten ug. Dabei soll L linear sein und F nichtlineare Terme enthalten. Eine a priori Abschétzung fiir u
in Abhingigkeit von uy moge bekannt sein. Dadurch werde eine Kugel B(r) definiert mit » = r(up) und u € B(r).
Man wihlt nun ein v € B(r) und 16st die lineare Gleichung

LwéFv.
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Mit T : B(r) = B(r), T := L' F ist also
w=Tu.

Ein Fixpunkt von T 16st dann die urspriingliche Gleichung. Fiir kleine r, und damit fiir kleine ug, gelingt oft
der Nachweis eines solchen. Abschidtzungen von Losungen, die aus ihrer expliziten Kenntnis folgen, nennt man
entsprechend a posteriori Abschdtzungen.

5.1 Die Dirichletsche Randwertaufgabe

In diesem Abschnitt seien wieder G ein Gebiet in R", a, a;, a; reellwertige, beschrinkte messbare Abbildungen
mit a; = ai; und
Ip>0 VEER' VxeG ) Lan(0bz plF.
ik

L:=- zk: 0,a;;0k + Z a;0; +a

L: DLcH—H

Es sei ferner

ein linearer Operator mit

und seinem Hauptteil
A=— Z aia,’kak.
ik

Dabei soll H := £2(G,C) sein. Die zu A bzw. L gehorenden sesquilinearen Dirichletschen Formen bezeichnen wir
mit
B(u,v) := Z(ﬁiu, a; o) bzw. M(u,v) := B(u,v) + Z(a,ﬁiu, v) + (au,v).
ik i
Wir wollen im Folgenden die Dirichletsche Randwertaufgabe zu

Lu=f (1
16sen. Dazu wihlen wir
DL) = DA) = {u € F(G) | dandu € 7—(} .

Es gilt .
Yu,v e H(G) [B(u, v)| < cluly vl 2
und
VueH(G)  Blu,u)= pluf? 3)
sowie
Ag>0 k=0 YueH (G)  ReMu,u) > qllul? - kllul. 4)

Die letzte Abschitzung folgt aus
| Re{ > (@i u) + (aw, )| < eluft + @) lull

fir e > 0.

Man sagt, die sesquilineare Form M (u, v) sei iiber dem Teilraum M c H koerzitiv, wenn fiir alle u,v € M die
Abschitzungen
dc=0 |M(u, )| < clullpllollm 5

und
Ag>0 Fk>0  |Muu)| > qllull, - kllull, (6)
gelten. Wird Abschitzung (6) sogar mit k = 0 erfiillt, dann nennt man M tiber M streng koerzitiv.
Wegen

|M(u, u)| > %“Re M(u, w)| + |Im M(u, u)|} > — Re M(u, u)

1
V2
folgt aus Abschitzung (4), dass M iiber '7f{1 (G) C ‘H koerzitiv ist.
Ist die Dirichletsche Form M iiber F, (G) streng koerzitiv, dann folgt die eindeutige Losbarkeit der Dirichlet-

schen Randwertaufgabe zu L, wie es zu Beginn dieses Kapitels am Beispiel des Operators S = A + id beschrieben
wurde. Es gilt ndmlich der
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Darstellungssatz von Lax und Milgram: Es seien H ein Hilbertraum, M( -, -) eine streng koerzitive sesquili-
neare Form und F ein beschrinktes lineares Funktional iiber H. Dann gilt:

1
dueH VYveH Fv= M(u,u).

Der Satz geht PETer Lax und ARTHUR MILGRAM, 1912-61, [1954] zuriick.
Der Beweis folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz: Zunichst einmal ldsst sich Fv mit einem geeigneten
f € H in der Form

Fv=(,f)

darstellen. Es sei nun u € H gegeben. M( -, u) ist ein beschrénktes lineares Funktional, l4sst sich also ebenfalls mit
einem geeigneten g € H in der Form
M@, u) = (v,9)

darstellen. Das Element g ist u eindeutig zugeordnet. Es sei

S : H—H,

ur—g

diese Abbildung. Dann gilt
(Su,Su) = M(Su,u) < c||Sull{lull

oder
1S ull < c|lull.

S ist also eine stetige Abbildung. Es gilt aber auch
qlull® < |M(u, 0] = |(u, Sw)| < [l IS ull,
also
IS ull = g [|ul].

Mithin ist S eine bijektive Abbildung von H auf den abgeschlossenen Teilraum R(S ) von H. Es ist sogar R(S) =
H. Wire das nicht der Fall, dann wiirde es ein von Null verschiedenes w € H geben mit

VreR(S) (w,r)=0,
und wir erhielten wegen
0=w,Sw) = Mw,w) > qlw|® >0

einen Widerspruch.
Das Element u := S ! f leistet dann das Gewiinschte. |

Insbesondere erhilt man aus diesem Darstellungssatz, dass alle A mit Re A € (—co, —k] zur Resolventenmenge
von L gehoren. Es sei ndmlich
Ly:=L-2id

und
M (u,v) := M(u,v) — A (u,v)

die zu L, gehorende Form. Dann gilt
Re M(u, u) = Re M(u,u) — Re A|jull* > gllull; — (k + Re ) |[ull* > qllull}.

Fiir Re A € (—o0, —k] ist M, also iiber 7:)(1 (G) streng koerzitiv. Die Halbebene Re 4 < —k gehort damit zur Resol-
ventenmenge von L, und es existiert
(L-2id)™" : H — D)

mit |
-1
- aiay 7|, < AU
Dieses Ergebnis ldsst sich verschirfen. Mit

d := max sup|a;(x)|
i€f1,n) xeG

gilt ndmlich
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Satz 5.1.1: Die Mengen
{ﬂe@ | Re/ls—k}

Red+k
{rec ‘ Red+k>0 und [Ima|>d,| eq+ }

gehoren zur Resolventenmenge von L.

und

Beweis: Es sei a € (0, ¢) zunichst fest gewihlt. Wir zeigen zuerst, dass fiir alle § € R die Mengen

Red+k od°
A5Z={/16C‘|Im/l|2 c +—}
da

zur Resolventenmenge von L gehoren.

1.Esseien0 <e<1und0 < ¢ < 1/e. Dann ist

1
V2| MG, u)| > & {Re M (u, u) + = [Im M (u, u)|}
&
> &{Re M(u, ) + 6 [Im M(u, )]}
> &{(q - ) Iull} + ellullf = (Re A + k) ljull* + & [Tm Allul> — 6 [l e}
> &{(q - o) lull;}
fiir 50
1 o°d
|Im/l| > —-<qRed+k+—;.
1 da

Mithin gehoren die Mengen A fiir 6 € (0, 1/&] zu p(L). Damit gehoren die Mengen A; fiir alle 6 € R* zur
Resolventenmenge von L.

2. Die Enveloppe zur Schar der Geraden 6 [Im 1| = Re A + k + §°d? /4« ist

Re itk
Al = d | = F
a

Mithin gehort
Red+k
{ﬂe@‘llm/lbd =)
a
zur Resolventenmenge von L.
3. Weil diese Aussage fiir jedes a < g gilt, folgt die Behauptung. O

Verschwinden die Koeffizienten a;, dann ist das Spektrum von L reell, und es gilt
Satz 5.1.2: Es sei d = 0. Dann gehért C\R zur Resolventenmenge von L, und L ist selbstadjungiert.

Beweis: Mit € € (0, 1) ist
V2 |My(u, )| 2 & Re Ma(u,u) + [Im My(u, )] 2 &q |jull} + (Im A — £(Re A + k) [ull*.

Mithin ist M, fiir festes 4 € C mit Im A # 0 streng koerzitiv. Die Selbstadjungiertheit von L folgt, wie es zu Beginn
dieses Kapitels fiir den Operator S = A + id beschrieben wurde. O

Interessant ist auch

Satz 5.1.3: Es sei
W(L) := {z eC ‘ due D), |lull =1, z=(Lu, u)}

der numerische Wertebereich von L. Dann gilt

W(L) {(x,y) e R? x+k}.

q

v <d
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Beweis: Es sei z = x + iy € W(L). Dann ist
x=ReM(u,u) > qIIuIIf -k

und

also
x+k

lyl < d O

Weitere Aussagen iiber den Zusammenhang von numerischem Wertebereich und Spektrum finden sich in Kato
[1976].

5.2 Der Fall beschrinkter Gebiete

Wir wollen nun unsere Resultate auf den Fall beschrinkter Gebiete G C R" spezialisieren und das Spektrum
diskutieren. Den Fall unbeschrinkter Gebiete behandeln wir erst in §8.
Es seien
Lo:=L+kid

mit D(Ly) = D(L) und
Moy(u,v) := M(u,v) + k(u, v)

die zu Ly gehorende Dirichletsche Form. Dann ist
Mo(u, 1) > qllull7.
Die Form M ist also streng koerzitiv. Mithin existiert
L' H — D),
und es gilt
_ 1
Lo £, < =171
q
Aufgrund des Rellichschen Auswahlsatzes ist deshalb
K: H—H,
f—L ! f

kompakt.
Betrachten wir nun mit A € C in . 1(G) die Gleichung

(L-Adidyu = f (%)

oder '
(Lo —(A+k)id)u = f.

Hieraus folgt
(id — (A + K)u = KT, (%)

und umgekehrt ist eine Losung u € H dieser Gleichung (+*) wegen
u=K({A+ku+f)e D)

auch eine Losung der urspriinglichen Gleichung (x).

Es geniigt also, Gleichung (+*) in H zu betrachten. Dabei interessieren natiirlich nur noch Werte von A mit
Re (2 + k) > 0. Es sei 4 eine solche Zahl. Dann folgt aus der Riesz-Schauder Theorie, dass fiir Gl. (xx*) die Fred-
holmsche Alternative gilt. Der Operator L besitzt also hochstens ein reines Punktspektrum ohne Haufungspunkt im
Endlichen. Man vergleiche zum Beispiel FA, Satz 7.5.4. Verschwinden die Koeffizienten a;, dann ist L selbstadjun-
giert und besitzt abzihlbare Punkteigenwerte A, mit 4, — oco. All das folgt aus der Spektraltheorie fiir kompakte
Abbildungen. In §6 werden wir niher hierauf eingehen.
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Es sei A nun ein Eigenwert von Gl. () bzw. Gl. (xx). Dann lautet die notwendige und hinreichende Losungs-
bedingung fiir Gl. ()
Yve N(@d - (A+kK") 0= Kf).

Nun ist

1
0=@Kf)= (K", f) = -
A+k

@, f)

und
o=Ly(id - A+ K )v= (L - @A+k)id)v=(L* - Aid.
Die Losungsbedingung lautet also
Yoe N((L-2id)") (, f)=0. (%)

5.3 Andere Randwertaufgaben

Bisher haben wir im Wesentlichen die Dirichletsche Randwertaufgabe behandelt. Natiirlich treten in der Theo-
rie und in vielen Anwendungen auch andere Randwertaufgaben auf. Im Folgenden sollen einige kurz vorgestellt
werden. Dabei beschrinken wir uns auf den Operator

- Z 0,ay 0k
ik

mit der Form B(u, v) = 3}; (0;u, aix0iv). Es sei A| := A der entsprechende Operator mit Dirichletscher Randbedin-
gung.

5.3.1 Die Neumannsche Randwertaufgabe

Neben der Dirichletschen Randwertaufgabe ist die Neumannsche wohl die wichtigste. Bei ihr wird die Ableitung
in Normalenrichtung der gesuchten Funktion am Rande vorgegeben. Wir wihlen

D(Ay) = {u €HI(G) | AheH VoeH; Bluw) = (h u)}
- {u € HIG) | (audiu)a € i)(G)}
mit Aoy := — 3, 0jay0xu und

HG) = {U e (£2G))"

VFEHIG) (WUgrad f) = ~ivU, N} = {(Ca@) I o)

Offenbar ist B(u, v) auch iiber H;(G) koerzitiv, und die Losungstheorie iibertrigt sich fast wortlich. Zur Motivation
der Definition bemerken wir, dass bei glatten Daten aus Aru = f

19eC6)  Bug)= [ ) (asdug+ (0
G 7
folgt. Wegen B(u, g) = (f, g) ist also
Vg eCi(G) f Z (niaixdu)g = 0,
G %

und daraus erhilt man

Z n;a; Okt ‘ G = o.
ik

Die Neumannsche Randwertaufgabe heifit auch Zweite Randwertaufgabe oder Natiirliche Randwertaufgabe,
weil bei ihr die Form iiber ganz H(G) betrachtet wird, und nicht iiber einen Teilraum davon. Es sei daran er-
innert, dass der Rellichsche Auswahlsatz in diesem Falle fiir Gebiete mit der Segmenteigenschaft gilt (vgl. FA,
Satz 6.6.26). Zur Losung der Gl. (*) entsprechenden Aufgabe wird also eine geringe Regularitit des Randes 0G
benotigt.
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5.3.2 Gemischte Randwertaufgaben

Als nichstes wollen wir zwei gemischte Dirichlet-Neumannsche Randwertaufgaben formulieren. Es sei G glatt,
und der Normalenvektor mége sich als C;(G)-Abbildung in G hinein fortsetzen lassen. Es sei auch i € C(G). Wir
stellen die Randbedingung

Z (niaiOr + h)u ‘ oG = o.
ik
Zur Formulierung dieser Randwertaufgabe wihlen wir

B3(u,v) := B(u,v) + Z f 0;(n; huv)
— Jo

und

D(As) = {ueﬂl(G) |3ren voen Bg(u,v)z(f,v)}

mit Asu := — 3 0;a;x0ku. Aus Asu = f folgt ndmlich fiir glatte Losungen und alle g € Ci(G)
Bi(u,g) = Z f (njagdru+ hu) g + (f, g).
T JoG

Das motiviert die Wahl der Form Bj. Offenbar gilt fiir alle £ > 0

‘ZLMWW)

Die Form Bs(u,v) ist also iiber H(G) koerzitiv, und es gibt ein k € R mit

< c(lul + (ul, [Vul) < elulf + c(e) llull*.

C\[=k, 0) C p(A3).

Diese gemischte Randwertaufgabe wird oft auch Dritte Randwertaufgabe oder Robinsche Randwertaufgabe ge-
nannt, nach GusTave RoBIN, 1855-97.

Eine andere gemischte Dirichlet-Neumannsche Randwertaufgabe erhélt man folgendermaflen: G werde in
zwei disjunkte zusammenhingende Flichenstiicke I'; und I'; zerlegt. Es sei also dG = LUl mitl;, NI, = 0.
AufT'; stellt man die Dirichletsche und auf I'; die Neumannsche Randbedingung. Zur Formulierung wihlen wir

Vo(G) = {u € C1(G) NH, | suppu € G Ul"z},

Va(G) := {Vo(G); Il I}

und

D(Ay) = {u € V4(G) ’ AfeH VYveVyG) Bu,v)=(f, v)}

mit Aqu := — 3 0;ai0ku. Die Form B(u, v) ist liber V4(G) streng koerzitiv.

5.3.3 Schiefe Randwertaufgaben

Wir nehmen wieder an, dass der Rand dG glatt und dass der Normalenvektor n sowie #, ein Tangentialvektor,
C1(G)-Abbildungen seien. Es sei ferner
S; 1= Z nyayg; + t;.
k

sVu|(9G=o.

Wir stellen die Randbedingung
Zur Formulierung wihlen wir die Form
Bste = ) [ {(@ + buu00m) + @)
ik G

mit
bi = nity — nit;
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sowie die Abbildung As mit
D(As) := {u € Hi(G) ' AdfeH VYveHi(G) Bs(u,v)=(f, v)}

und Asu = — };; 9iai0Oru. Auch Bs(u,v) ist tiber H,(G) koerzitiv.
Wir wollen die Resolventenmenge von As grob abschitzen: Es sei
S 1) := Bs(u, u) — A(u, u).

Dann erhalten wir mit positiven Konstanten p;

|Bs(u, w)| < p1 llully lloll

sowie
Re S (u) > ps lulf — (p3 + Re A) |Jull?

und
IIm S ()l = (Im A = pa) llull* = ps |ul5.

Daraus folgt fiir alle € € [0, 1]
V2184(0)| 2 &I S 1(w)] + Re S 1) = (p2 — £ps) lul} + {llm A — (ps + ps) — Re A} Jull”.
Fiir € := min(1, p,/2ps) ist also
V218 2u)| = polul? + (pslim Al = po — Re 2) [lul®,

und es gilt
{/l eC ‘ Red < pgllmA| - p9} C p(As).

5.3.4 Eine Transmissionsaufgabe

Als letztes soll eine Transmissionsaufgabe vorgestellt werden. Es seien B =: B; ein beschrinktes Gebiet in R", das
Innere, und B, := R"\B das AuBere von B. Es soll

(-A+Du=f inB;UB,

mit der Transmissionsbedingung

ou
u|i:u|u und %i:2%

gelost werden. Dabei stehen die Indizes a, i fiir 9B, bzw. dB; (aulen, innen).
Zur Formulierung dieser Aufgabe wihlen wir

1 fir x € B,’,
a(x) =

ou

a

2 firxe B,

und

Bo(u,0) = f a{(vu)(va)+ua}.
-

Offenbar ist die Form Bg(u, v) iiber H;(R") streng koerzitiv. Es seien ferner
D(Ag) = {u CHIE) | TheH Yoe HE) Bolu.v) = (ah. u)}

und Agu := h.

Es sei Agu = f. Dann l6st u offenbar die Differentialgleichung sowohl in B; als auch in B,. Zum Nachweis
der Transmissionsbedingungen nehmen wir B wieder als glatt an. Dann folgt aus Spursdtzen (Versionen der
Sobolevschen Einbettungssitze) aus u € H;(R") die Existenz von w := u|0B mit w € L2(4B). In diesem Sinne ist
ul; = ul,. Durch partielles Integrieren erhélt man dann schlielich

ou

Ve H,(RY) ozf{— Ou
o\ On

i an

Io.

a
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5.3.5 Eine Hindernisaufgabe

Es lassen sich auch kompliziertere Aufgaben behandeln, wenn man relativ einfache funktionalanalytische Resultate
verwendet. Dazu gehoren Hindernisaufgaben. Denken Sie an eine Saite, die man am Durchschwingen hindert. Es
seien zum Beispiel G C R" ein beschrinktes Gebiet, f € H,(G) mit f > o f.ii. und

D= {ue?-(l(G) | u-re7G) wduzo fu}

D ist eine konvexe Teilmenge von H,(G). Es sei g € H := L*(G) und
Jw) = (Vu,Vu) + 2 (g, u).

Dann gibt es genau eine Losung u € D der Variationsaufgabe
J(w) = min J(v),

und u 16st die zugehdrige Variationsungleichung (die Eulersche Gleichung)
YoeD (Vu, Vo —u)) + (g,v—u) = 0.

Beziiglich der Einzelheiten sei auf FA, §6.7.3, verwiesen.

5.4 Regularititsaussagen

In den vorangegangenen Abschnitten dieses Kapitels haben wir Randwertaufgaben zu elliptischen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung in geeigneten Hilbertriumen 16sen konnen. Natiirlich stellt sich die Frage, ob diese
Losungen hohere Regularitit besitzen und ob sie gegebenenfalls auch klassische Losungen sind.

Die Beantwortung dieser Frage ist im Allgemeinen technisch aufwendig; in dieser Vorlesung werden nur einige
Ideen vermittelt.

5.4.1 Das Weylsche Lemma

Das nunmehr klassische Resultat in dieser Richtung ist das Weylsche Lemma aus dem Jahre [1940]. Es wird fiir
den A-Operator zum Beispiel in FA, Lemma 6.6.8, bewiesen und lautet

Weylsches Lemma: Es scien aj = ap € Cr1a(G), a; € C144(G), a € C1(G), f € Co(G) und u € L}OC(G) eine
Losung von
VeeCulG) M) = (f. ).
Dann ist fast iiberall u € Cy44(G).
Dabei ist wieder

M(u,v) = Z(aikﬁku, o,v) + Z(aiaiu, v) + (au,v).
ik i

Zum Beweis konstruiert man eine Singularitdtenfunktion und gibt eine explizite Darstellung der Losung an.
Ist der Rand geniigend glatt, dann ldsst sich auch Regularitit bis zum Rand beweisen. Einzelheiten findet man in
Hellwig [1960], S. 189.

5.4.2 Explizites Abschiitzen der Differenzenquotienten

Eine andere Methode, hohere Regularitit zu zeigen, besteht darin, unter Zuhilfenahme der Form M (u, v) hohere
Differenzenquotienten von u in Kugeln und Halbkugeln K C G abzuschitzen. Aus u € H;(K) folgt dann

ue 7-{1+j(K)a

wenn die Koeffizienten und die rechte Seite f geniigend oft differenzierbar sind. Die Beweisidee wird in FA,
Bemerkung 6.6.9.2, skizziert. Insbesondere erhélt man so a priori Abschétzungen der Form

bk (K) < ¥ {Ilf1(G) + 14l (G} .

Kann man den Rand lokal geniigend glatt geradebiegen, dann gelten diese Aussagen bis zum Rand. Man iiberdecke
nimlich das Gebiet G mit endlich vielen Kugeln und Halbkugeln. Es seien G € Cy., aix € C1.4(G), a;, a € Ci(G)
und G := G N B(o, R). Dann folgt fiir alle R > 0 und k € Ny

k(G < ¥ {IlFI(G) + [1ull(G)}

Ist G beschrinkt, dann steht auch links G statt Gg. Hat man einmal solche a priori Abschitzungen gewonnen, dann
folgt die hohere Regularitiit aus Sobolevschen Einbettungssitzen.
Einzelheiten findet man in Agmon [1965], S. 90-151, insbesondere S. 129, und Nirenberg [1955].
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5.4.3 Einbettungssiitze

Wir haben bereits gesehen, dass Auswahlsitze in der Analysis eine grofe Rolle spielen. Denken Sie an den Satz von
Bolzano—Weierstral3, den Satz von Arzela—Ascoli oder an den Rellichschen Auswahlsatz. Solche Resultate lassen
sich auch als Einbettungssitze formulieren. Einige von ihnen werden in FA, §6.6.2-3, vorgestellt. Ausfiihrlich
nachlesen konnen Sie dariiber im Buch von Adams [1975].

Dabei unterscheidet man zwischen Aussagen iiber stetige Einbettungen und solche iiber kompakte Einbettun-
gen. Ein typisches Beispiel fiir stetige Einbettungen ist

Satz 5.4.1: Es seien Q eine offene Menge in R", 1 < p < co und m p > n. Dann gilt

VieNy  HP, (Q) = Ci.

m+j

Besitzt Q die strikte Lipschitzeigenschaft, dann gilt sogar

VjeNy HP (Q) — CJ(Q)

m+j

Um Aussagen bis zum Rand zu erhalten, benotigt man also Glattheitsvoraussetzungen an den Rand. Typische
Voraussetzungen dieser Art sind

Definition 5.4.2: Die offene Menge Q C R" hat die strikte Segmenteigenschaft, wenn 0Q eine lokal finite offene
Uberdeckung (O;} mit Vektoren {y;} so besitzt, dass

Vte(0,1) YxeQnOo; X+ty, €Q
ist.

Die Segmenteigenschaft lasst sich noch etwas abschwichen. Das ist wichtig, weil zum Beispiel eine Platte mit
einem Riss diese Eigenschaft nicht besitzt; es gilt aber der Rellichsche Auswahlsatz fiir sie. Eine solche abge-
schwichte Bedingung ist die Finite Tiling Property von Wilcox [1975], S. 63. Dabei werden fiir die O; kompakte
Mengen K; zugelassen, und es sind vor der Uberdeckung C;-Koordinatentransformationen erlaubt.

Definition 5.4.3: Die beschrdnkte offene Menge Q C R" hat die strikte Lipschitzeigenschaft, wenn jeder Punkt
x € 0Q eine Umgebung O, so besitzt, dass 0Q N O, der Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion f, ist.

Dabei wird die Menge Q N O, durch eine Ungleichung der Form &, < fi(&1, ... ,&,-1) beschrieben. Die strikte
Lipschitzeigenschaft ldsst sich auch fiir unbeschrinkte offene Mengen Q definieren (vgl. Adams [1965], S. 66).

Definition 5.4.4: Die offene Menge Q C R™ hat die Kegeleigenschaft, wenn es einen endlichen Kegel C so gibt,
dass
YxeQ 3JC(x) Clx)ycQ

ist. Dabei soll C(x) ein zu C kongruenter Kegel mit der Spitze in x sein.

Definition 5.4.5: Die offene Menge Q C R" hat die strikte Kegeleigenschaft, wenn 8Q eine lokal finite Uberde-
ckung {O;} mit Kegeln {C;} — deren Spitzen im Ursprung liegen — so besitzt, dass

YxeQno; x+C;CcQ
ist.

Definition 5.4.6: Die offene Menge Q C R hat die strikte p-Spitzeneigenschaft, wenn 0 eine lokal finite Uber-
deckung {O;} mit p-Spitzen {X;} so besitzt, dass

VxeQnO,; x+X; CcQ

gilt. Dabei ist eine p-Spitze X eine Rotation von

—_ ’ x’ —_
C,(h,B) := {x =, x)ER | 0<x, <h, Y € :}

und Z c R™! eine beschrinkte offene Menge.
Fiir p = 1 ist das die strikte Kegeleigenschaft.

Ein typisches Resultat fiir eine kompakte Einbettung ist
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Der Rellichsche Einbettungssatz: Es sei Q ein beschrinktes Gebiet in R". Dann gilt fiir alle j € Ny
Hj (Q) > H{(Q).

Besitzt Q die strikte Segmenteigenschaft, dann gilt sogar
Hj1(Q) —— H;(Q).

Einen Beweis finden Sie in FA, §6.6.3, oder im bereits zitierten Buch von Adams [1975]. Dort finden sich auch
analoge Aussagen fiir H j” -Ridume und Spursitze.

5.4.4 Fortsetzungssitze

Neben den Einbettungssitzen spielen auch Fortsetzungssitze eine gro3e Rolle. In den bereits zitierten Biichern von
Adams [1975] und Agmon [1965] finden Sie die folgende Aussage.

Der Calderonsche Fortsetzungssatz: Es seien Q C R" ein beschrdnktes Gebiet mit strikter Kegeleigenschaft und
1 < p < co. Dann gibt es eine stetige lineare Abbildung

T HAQ) — HERY

VueHHQ)  (Tw|Q=u.

Der Calderénsche Fortsetzungssatz liefert also zum Beispiel eine stetige Fortsetzung von H,(Q) in H>(R"). In
den Anwendungen bendtigt man aber oft gar nicht die Fortsetzung von H(2) in H,(R"), vielmehr geniigt eine lo-
kal kompakte Fortsetzung in #;(R"). Diese erhilt man schon unter schwécheren Voraussetzungen an Q. Darauf hat
Witsch [1993] hingewiesen. Wir werden hierauf unter anderem bei der Behandlung linearer Elastizitéitsgleichungen
in §5.5.3 zuriickkommen. Es gilt

Satz 5.4.7: Es seien 1 < p <2 und Q C R" ein beschrinktes Gebiet mit strikter p-Spitzeneigenschaft. Dann gibt
es eine kompakte Abbildung
T : HyQ) — Hi(R")
mit
VueHy Q)  (Tw|Q=u

Wir beweisen diesen Satz in den Ergidnzungen zu diesem Kapitel (in §5.7.2).

5.5 Spezielle Gleichungen und Systeme

Bisher haben wir elliptische Gleichungen zweiter Ordnung untersucht. Viele der dabei gewonnenen Ergebnisse
lassen sich auf allgemeinere Gleichungen und Systeme iibertragen. Dabei treten aber auch neue Schwierigkeiten
auf. In diesem Abschnitt sollen typische Differentialoperatoren aus der Mathematischen Physik vorgestellt werden;
und es wird gezeigt, wie sich die bereits gewonnenen Methoden anwenden lassen. Auch auf neue Probleme wird
hingewiesen.

5.5.1 Schrodingergleichungen

Es sei G C R? ein AuBengebiet, also das Komplement eines beschriinkten Gebietes. Es ist G = R? ausdriicklich
zugelassen. Es seien H := L2(G), ¢ > 0, D(S) := Coo(G) und

S : DS)CcH — H,
ur— (-A+Vu

mit dem Coulombpotential

Vi)(x) = =L u(x).
|x]

Aus der Zweiten Poincaréschen Abschitzung folgt unmittelbar

V¢ € Coo(G) H%

<2Vl
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oder
IVull < 2q|ul;.

Es sei
B(u,v) := (Vu, Vo) + (u, Vv).

Dann ist fiir u,v € (j‘cx,(G)
B(u,v) = (Su,v).

Es gilt
Bu,u) > |ul; = 2q [uly llull > —¢* llull?

und mit geeigneten p > 0, k > 0
B(u,u) > pllullf — klull®.

Damit ist B(u, v) iiber H;(G) koerzitiv. Mit etwas Rechnung findet man auch
Ap1.p2>0 VoeCuolG  pillelh < llells < pa llgll.

Dabei ist || - ||y die Graphennorm von S. Die Abbildung S ist also halbbeschriinkt, und es ist D(S) = 7f{2(G). Es
sei A die Friedrichssche Fortsetzung von S (vgl. FA, §8.2).

A DA CH—H,
ur— (=A+Vyu
mit
DM):{MGTMG)|AME?4
ist der Schrodingeroperator fiir das Wasserstoffatom, und es gilt

C\(=k, 00) C p(A).

In der Streutheorie nennt man das Coulombpotential langreichweitig im Gegensatz zu den kurzreichweitigen
Potentialen, die eine geringere Singularitit in Unendlichen besitzen. Entsprechend formuliert man auch Schrodin-
gergleichungen fiir Atome hoherer Ladung.

5.5.2 Lineare Akustik und Maxwellsche Gleichungen

1. Lineare Akustik: Es seien G ¢ R? ein Gebiet und pjy = pyi, k reellwertige, beschriankte und messbare Funk-
tionen mit

Ap1>0 VEER® VxeG ) &pan& 2 pilel
ik

d«; >0 VxeG K(x) > K.

Es seien ferner v ein Vektorfeld (die Geschwindigkeit), p eine Funktion (der Druck), U := (v, p) und mit p = (o)

schlieBlich
M = (p 0) .
0 K

3
Als zugrundeliegenden Hilbertraum wahlen wir H := (L2(G)) x L2(G) mit (U, Vg = (U, MV) 2. Dann lautet
die Dirichletsche Randwertaufgabe in der Linearen Akustik

AU=FeH.
Dabei ist
a1 0 grad
Ar=-iM @w 0)
mit

DA)) = DG) x H,(G) C H,

und D(G) bzw. i)(G) sind wieder Riume von £2-Vektorfeldern, deren Divergenz in £2(G) existiert.
Die Neumannsche Randwertaufgabe lautet entsprechend

AU=FeH
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mit
D(A,) := D(G) x H,(G) ¢ H

und derselben Abbildungsvorschrift.

Beide Randwertaufgaben kann man analog behandeln. Da mir in diesem Falle die zweite physikalisch inter-
essanter zu scheint, wihlen wir A := A,. Charakteristisch ist dabei das Auftreten eines unendlich dimensionalen
Nullraumes.

Man kann nun entweder die Randwertaufgabe direkt angehen oder durch Quadrieren das System entkoppeln.
Formal ist ndmlich, wiederum mit p := (o),

A2 o' gradk~! div o
0 kdivp~! grad)”

Damit erhélt man dann wieder Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Da wir diese bereits behandelt haben und
weil mir dieses Vorgehen ein Umweg zu sein scheint, wollen wir das System erster Ordnung jetzt direkt angehen.

Wegen (C‘f"x,(G))4 C D(A) ist A dicht definiert. A ist auch symmetrisch, also A ¢ A*. Wir wollen zeigen, dass A
selbstadjungiert ist. Es sei

VeZ)(A*)z{We?-{ ] AFeH VYU e DA) (AU,W)=(U,F)}.
Dann folgt fiir alle U = (U}, U,) € D(A) mit U = o
YU, € DG) —i(divU,, V») = (p Uy, Fy)

oder V, € W(G) = H;(G) und
gradV, = ipF.

Analog findet man fiir alle U € D(A) mit U; = o
Y U, € Hi(G) —i(grad Uy, V}) = (kU,, F?),
alsoV; € i)(G) und div V| = ikF;. Das zeigt
V € DG) x Hi(G) = D(A),
und damit ist A = A*. Es gilt
Satz 5.5.1: Esist C\R C p(A) und

VTeR\(0} |A+in|< %
Beweis: Wegen A = A" ist C\R C p(A) und
@A +inu|f = |au|f + = |uIP. 0

Mit Do(G) := DG) N {U € DG) | div U = 0} gilt auch
Satz 5.5.2: Es ist

R(A) = p~'VH,(G) X k! div D(G)

NA) = Do(G) span(1) f?r beschréinlftes G,
{o} fiir unbeschriinktes G.
Der Beweis dieses Satzes ist klar. Aus dem Projektionssatz folgt
H =R(A)® N(A) orthogonal.

Es sei _
P . H— RA)

der orthogonale Projektor auf R(A). Dann ist

(id — P)A C Aid - P).
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Definition 5.5.3: Es sei M C H ein abgeschlossener Teilraum und P der orthogonale Projektor auf M. Dann
reduziert M die Abbildung A : D(A) C H — H, wenn PA C AP ist.

Reduziert M die Abbildung A, dann folgen
(id — P)A Cc A(id — P)

und
A =AP+ A(id - P).

Im Falle der Linearen Akustik reduzieren also R(A) und N (A) die Abbildung A, und es geniigt in vielen Fillen, sie
in R(A) zu betrachten.

Wie wir bereits gesehen haben, ist es fiir die weitere Theorie wichtig, einen Auswahlsatz zur Verfiigung zu
haben. Er kann allerdings nur in R(A) gelten, deshalb formulieren wir

Satz 5.5.4: Das Gebiet G besitze die strikte Segmenteigenschaft. Es seien Gg := G N B(0, R), (U") eine Folge aus
D(A) mit
kR >0 YneN  |U"|,(Gr) < kR)

und R' < R. Dann enthiilt (PU") eine in H(Gg') konvergente Teilfolge.

Natiirlich konnen Gg und Gg durch G ersetzt werden, wenn G beschrinkt ist. Wir beweisen diesen Satz in §5.7.1.

2. Maxwellsche Gleichungen: Es seien nun G ¢ R? wieder ein Gebiet und &, u — die Dielektrizitit und die
Permeabilitdt — positiv definite Matrizen mit reellwertigen, messbaren und beschrinkten Koeffizientenfunktionen
&ij = & und p;; = wj;. Bs seien ferner E, H Vektorfelder in R? (die elektrische und die magnetische Feldstirke)
sowie U := (E, H). Wir betrachten den Maxwelloperator

o _iag1[0 —TOt
A=-iM (rot 0 )

-t 3

Dabei wihlen wir H := (£L2(G))* X (L2(G))? mit (U, V)¢ := (U, MV) ;2 und D(A) := R(G) X R(G) € H mit (,stark
gleich schwach®)

mit

RG) = {E € (LG | rotE € (L2G)] = (€16 n WGV Il

R(G) = {E € R(G) ‘ VFeRG) (E,rotF) = (rotE, F)} = {C(G): 11 llr)

und
lEllg := VIEI? + ||rot E||*.

Ahnlich wird die Zweite Randwertaufgabe definiert.

Auch jetzt kann man durch Quadrieren das System entkoppeln, es ist nimlich formal

A% =
0 /[1 rote~! rot

&' rot u~ ! rot 0 )
Im Folgenden wollen wir jedoch wieder das System erster Ordnung direkt angehen.

Wie bei den Gleichungen der Linearen Akustik sieht man leicht, dass A eine selbstadjungierte Abbildung ist,
und es folgt wieder

Satz 5.5.5: Esist C\R C p(A) und
1
VTeR\{0}  [A+in| < =

sowie mit Ry(G) := {E € R(G) | rot E = o} und Ro(G) := R(G) N Ro(G)
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Satz 5.5.6: Es ist

R(A) = (7' 10t R(G)) X (' 1ot R(G))  und ~ N(A) = Ro(G) X Ro(G).

Aus dem Projektionssatz folgt
H =R(A)® N(A) orthogonal,

und R(A) sowie N(A) reduzieren H.

Fiir das Folgende sind einige weitere Zerlegungen des Hilbertraumes % niitzlich. Es sei (£2(G))? der Hilbert-
raum (£2(G))?, ausgestattet mit dem gewichteten Skalarprodukt

(E.F)p = (E.& F).
Es seien ferner
D(G) = {E € (LAG) | div eE € LZ(G)}
Deo(G) = {E € D,(G) | div ¢k = 0}

De(G) := {E € D(G) [V f e HI(G) (6E, grad f) = ~(div oF, f)} = {C@s I 1.}

IEllp, = \/IlEllzﬁ +|ldive E|I*.
Dann gilt

Satz 5.5.7: Es ist

(LAG) = Dpo(G)OVH(G)  und  (LAG)) = Dyo(G) © VH, (G).
Der Beweis ist klar. Es folgt (mit £7'V x R := &'V x R(G) usw.)

Satz 5.5.8: Es gilt

(L2G)) = 'VXR® (Ry N Dy) ®VH; = 61V X R (Ry N Dy) & VH,

=D,0(G) =Ro(G)

und
(L2G)) = ' Vx R@ (Ry N Dyy) ®VH; = 'V x R (Ro N Do) @ VH, .
=D,0(G) =Ro(G)

Auch in der Maxwellschen Theorie gibt es Auswahlsitze, nimlich
Satz 5.5.9: Das Gebiet G C R3? sei beschrinkt und besitze die strikte p-Spitzeneigenschaft mit 1 < p < 2. Dann
gilt
De(G) NR(G) == LXG),
Du(G) NR(G) > LAG).

Dabei seien
IEllp, i = IIEII%E + ||rot E||?

1Hl g, = JIIHIIZ,, + lTot H|>.

Wir werden Satz 5.5.9 in §5.7.3 beweisen.

und
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3. Gemeinsame Formulierung der Gleichungen der Linearen Akustik und der Maxwellschen Gleichungen:
Bei der Formulierung der Gleichungen der Linearen Akustik und der Maxwellschen Gleichungen sind jeweils un-
endlich dimensionale Nullraume N(A) aufgetreten, die weitere elegante Behandlung dieser Gleichungen in der
Streutheorie zum Teil empfindlich stdren. Deshalb soll noch eine gemeinsame Formulierung beider Probleme vor-
gestellt werden, die diesen Nachteil vermeidet. Sie wurde von Picard [1985] vorgeschlagen. Die Idee ist aus-
zunutzen, dass der Nullraum der Maxwellschen Gleichungen gerade von den Gleichungen der Linearen Akustik
strukturiert wird und umgekehrt. Es sei

H = LXG) x (LAG))’ x (LXAG))’ x LXG)
ausgestattet mit dem Skalarprodukt
U, Vg = Uy, aVy) + (U2, BV2) + (U3, yV3) + (Us, {Va).

Die Matrix

© QO O R
S ™O
O R O o
N O QO

sei positiv definit mit reellwertigen, messbaren und beschréinkten Koeffizientenfunktionen. Es sei ferner
DL) = H(G) X Dy(G) x Dy(G) x Hy(G) ¢ H

und
0
o 0 o BV
yV o o o |
0 V'8 o 0

QS

<
\{\

(e}

L:=-iM"

Dann ist L eine selbstadjungierte Abbildung. Wihlen wir a := «, y := p~! und lassen 3, / beliebig, dann erhalten
wir mit U, = Uy = o die Neumannsche Randwertaufgabe der Akustik. Entsprechend erhilt man die Dirichletsche
mit = «,B:=p ' und U; = Uz = 0. Bs ist

R(L) = &' V"y D(G) X VH,(G) x VH,(G) X ™' V"B Dy(G)

und
N(L) = QG) x Dg(G) x D, o(G) x O
mit
QG) = span(l) fiir beschrinktes G,
O ={o} sonst.
Um die Maxwellschen Gleichungen zu erhalten, wihlen wir
0 o 1) 0
o _ia-1j0 0 —1OU O
N:=-1M rot 0 ol
0 o 0 0
mit
D(N) := L2(G) x R(G) X R(G) x LX(G).
Nun ist
R(N) = O x B~ rot R(G) x ¥~ rot R(G) x O
sowie

N(N) = LX(G) X Ro(G) X Ro(G) x L7(G),

und aus dem Projektionssatz folgt
H =R(L)® N(L) = R(N)® N(N).
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Man rechnet nun nach, dass L und N folgende Eigenschaften besitzen:

R(N) L R(L),

NN) N N(L) = QG) X (Dpo(G) N Ry(G)) X (Dy0(G) N Ry(G)) X O,
R(N) c N(L) c D(L),

R(L) c N(N) € D(N),

NL =0 und LN = O.

Wir wihlen dann
D(A) := D(L) N DN) = H(G) X (Dp(G) N ‘/OQ(G)) X (i)y(G) NR(G)) x Gi(l G)

und
0 o V'y 0
0 o -—rot BV]|
vV  rot 0 o |~
0 V8 o 0

A=—iM! (L+N)|DA).

Die Abbildung A ist wieder selbstadjungiert mit dem endlich dimensionalen Nullraum
N(A) = QG) X (Dpp(G) N Ro(G)) x (@y,O(G) N Ro(G)) x O.
Diese Abbildung A leistet das Gewiinschte.

5.5.3 Lineare Elastizitiitsgleichungen

In diesem Abschnitt soll ein System zweiter Ordnung vorgestellt werden, ndmlich die linearen Elastizititsgleichun-
gen. Es sei G C R? wieder ein Gebiet, M die positiv definite Matrix der Massendichte und

U:G—R
der Verschiebungsvektor. Es seien ferner
1
Emn = 5{8mUn + anU,,,}

der Dehnungstensor und C;j,,, die Matrix der Elastizitétsmoduln, welche gewissen Symmetrie- und Positivititsbe-
dingungen geniigen miissen. Das Hookesche Gesetz besagt dann, dass der Spannungstensor (7;;) vermoge

T = E Cijmn Emn
mn

mit dem Dehnungstensor verbunden ist. Hier soll die etwas iibersichtlichere Bezeichnung von ARNOLD SOMMERFELD,
1868—-1951, [1949] benutzt werden. Wir verwenden dazu das Differentiationssymbol

a0 0

0 & 0
o o &
D=1o o, ol
g 0 0

9 9, 0

Dann ist

> &% = (DUY"S (DU)

iJ
die Dichte der potentiellen Energie. Dabei ist S eine sechsreihige positiv definite Matrix der Elastizitdtsmoduln.
Thre Koeffizienten seien wieder reellwertige, messbare und beschriankte Funktionen.

Der der linearen Elastizitétstheorie zugrundeliegende Operator ist dann zunichst formal

A:=-M'D"SD.
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Zur exakten Formulierung wihlen wir wieder H := (£*(G))?, das Skalarprodukt
(U,V)g :=(U,V) + (DU, DV)
und -
EG) :={U € CLG) NW1(G); - llg} -

Zur Vereinfachung wihlen wir im Folgenden die Matrix der Massendichte M = id. Es sei
E(U,V):=(DU,SDV)
die zugrundeliegende Dirichletsche Form. Den Zusammenhang mit der Darstellung tiber den Dehnungstensor er-

hélt man durch
D lleml < IDUIF <2 llemll?

fur alle U € E(G).

Nun konnen wir die Dirichletsche (die Erste) und die Neumannsche (die Zweite) Randwertaufgabe formulieren
durch

DA = {U &) | D"sDU € 7{}
mit . ~
EG) = {Cal(G): I lle)
und
D(A,) = {U € &G) ' AFeH VYVe&G) EWU,V)=(F, V)}.
Damit ist also fiiri = 1,2
VU eDMA,) VYVeEG)  (AUV)=EWUYV)

und insbesondere
YU € D(A;) (A;U,U) = E(U,U) > p||IDU|]*.

Die Form E ist deshalb iiber &(G) koerzitiv, und es folgt unmittelbar

C\R}{ C p(A)).

Die speziellen Symmetrien des zugrundeliegenden Mediums findet man in den Elastizititsmoduln. Es gibt
isotrope Medien und anisotrope mit kubischer, rhombischer oder monokliner Symmetrie. Man vergleiche etwa
Sommerfeld [1949], S. 278f. Im Falle eines isotropen Mediums treten nur zwei Elastizitdtsmoduln auf, die Lamé-
Konstanten y und «, in R3

u>0 und 2u+3k>0.

Man verwendet auch v := 2u + «. Die Differentialgleichung lautet in diesem Falle
D"SDU = uAU + (u + k) graddiv U

= protrot U + v graddiv U
= (u+«)rotrot U + vAU.

Fiir U € Cw(G) ist

Z 16:U; + 0;Ui|I> =2 Z {10:U1? + Re (8,U,0,Up)} = 2 Z 18:U 12 + 2 I div UIP? > 2 |U.
i,j i,j

ij

Mithin gilt
Api.p2>0 YU€ECL(G)  pillDU| <|Uli < po|DUII.

Damit ist &(G) = H;(G).

Im Falle eines beschrinkten Gebietes G mochte man natiirlich bei der Behandlung der Gleichung

(A—did)= F
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fir 4 > 0 wieder die Giltigkeit der Fredholmschen Alternative zeigen. Dazu bendtigt man einen Auswahlsatz.
Wegen E(G) = H,(G) steht im Falle der Dirichletschen Randwertaufgabe der Rellichsche Auswahlsatz zur Verfii-
gung.

Schwieriger wird es jedoch im Falle der Neumannschen Randwertaufgabe. Von ArtHurR Korn, 1870-1945,
stammt die Kornsche Ungleichung [1909], nimlich

dp>0 YUeH(G) UL <plUle.

Gilt diese Ungleichung, dann ist auch &G) = H(G), und es steht wieder der Rellichsche Auswahlsatz zur Verfii-
gung.

Es gibt eine umfangreiche Literatur zur Kornschen Ungleichung. Ihr Beweis ist keineswegs einfach; bedeu-
tende Mathematiker haben dariiber nachgedacht. Auch heute erscheinen noch Arbeiten zu dieser Abschitzung.
Inzwischen konnte gezeigt werden, dass sie fiir Gebiete mit strikter Kegeleigenschaft gilt.

Um so iiberraschender war es, dass Weck [1994] kiirzlich zeigen konnte, dass dieser Umweg iiber H,(G) gar
nicht notig ist. Weck konnte vielmehr — der Idee von Witsch [1993] folgend — direkt

EG) > H

zeigen, und das sogar allgemeiner fiir Gebiete mit der strikten p-Spitzeneigenschaft, 1 < p < 2. Der Beweis wird
in §5.7.4 skizziert.

5.5.4 Die Plattengleichung

Als letztes soll noch eine Gleichung vierter Ordnung vorgestellt werden, ndamlich die Plattengleichung. Mit den
Bezeichnungen des letzten Paragraphen lautet der entsprechende Operator formal

A DA cCH—>H,
u +—> div D" S D grad u.

Dabei ist wieder H := L*(G), und wir haben als Massendichte Eins genommen. Insbesondere ist hierin der Fall
A = A? enthalten.

Grundsitzlich gibt es fiir eine Gleichung vierter Ordnung mehr Moglichkeiten, Randbedingungen zu formulie-
ren, als fiir Gleichungen zweiter Ordnung. Formales partielles Integrieren ergibt nimlich

(Au,v) = B(u,v) + f {(Qu)@ — (Pu) 1")}
3G on

mit geeigneten Randoperatoren Q, P. Solche Randbedingungen kénnen physikalisch unrealistisch sein und — ma-
thematisch gesprochen — zu nicht koerzitiven Formen B(u, v) fithren. Denken Sie an die Randbedingung Au|0G =

H%Au 0G = o, welche zur Form
B(u,v) := (Au, Av)

und A = A? gehort. Diese Form kann nicht koerzitiv sein, weil jede Potentialfunktion eine Losung ist. Bei be-
schrinkten Gebieten kann fiir die Losungstheorie die Fredholmsche Alternative deshalb nicht gelten.

Wir wollen uns hier kurz fassen und nur die Dirichletsche Randwertaufgabe angeben. Eine ausfiihrlichere
Herleitung der Plattengleichung mit anderen Randwertaufgaben finden Sie in Leis [1986], S. 220f.

Es sei also
D(A) := {u € H,(G) ‘ V"D"S DVu € 'H}
und
B(u,v) := (DVu,S DVu)
Wegen
DV = (83,33, 02%,20,05,20,05,20,0,)
gilt dann

VueH(G)  B(u,u)> p||DVull* = pluf3.

Mithin ist die Form B(u, v) iiber 73{2(G) und H,(G) koerzitiv, und es folgt
C\R; C p(A).

Als Auswahlsatz steht der Rellichsche
Hr(G) —>— H

zur Verfiigung.
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5.6 Die Kontinuititsmethode

In diesem Abschnitt wollen wir noch einmal zur Dirichletschen Randwertaufgabe fiir
L:=- Z 0,a;;.0k + Z a;0; +a
ik i

in einem Gebiet G C R" zuriickkehren und eine ganz andere Losungsmethode skizzieren. Wir setzen wieder
reellwertige, beschrinkte und messbare Koeffizienten voraus mit a; = ay € Ci4(G) und a;,a € Cu(G). Die
Matrix (ay) sei gleichmiBig positiv definit, das Gebiet G sei zunichst beliebig.
Wir schreiben auch
L = M+a

M :=— Z a,’ka,'ak — Z ( Z 8kak,»)¢9,- + a,ﬁ[) = - Z a,-kaic')k + Z b,»[;‘,-.
k i

ik i ik

mit

=12 bi0;
5.6.1 Das Maximumprinzip

In diesem Abschnitt sei stets a > 0. Wir beginnen mit dem

Maximumprinzip: Es seien u € C(G) N C2(G) mit Mu < 0. Die Abbildung u besitze in xo € G ein Maximum.
Dann ist u konstant.

Folgerung 5.6.1: Es sei u € C(G) N Co(G) mit Lu < 0 und uldG < 0. Dann ist u < 0.

Beweis der Folgerung: Es sei xyp € G und u(xp) > 0 ein Maximum. Dann gibt es eine Umgebung U(x() mit

u|U(xg) > 0.

In U(xp) ist dann
Mu=Lu—-au <0,

also u|U(xp) konstant. Die Menge u der Maximalstellen von u ist also in G offen, wegen der Stetigkeit von u aber
auch abgeschlossen. Mithin ist u = G. O

Bevor wir das Maximumprinzip beweisen, zeigen wir einen Hilfssatz.

Lemma 5.6.2: Es seien B eine Kugel in G, xo € 0B, n(xy) der nach auflen gerichtete Normalenvektor in x,
u € Cy(B) mit Mu < 0 und u < u(xy) in B. Dann gilt

ou

— > 0.
on

X=X0

Beweis des Lemmas: Es sei B* C B wie in Abbildung 5.1 skizziert.

kl/xo
B*
B

Abbildung 5.1.

Der Punkt x ist die einzige Maximalstelle von u in B*. Der Koordinatenursprung sei das Zentrum von B* und
ro = |xol.
Wir wihlen ferner mit p < ry eine Kugel B; := B;(xy, p) und (man betrachte Abbildung 5.2)

B :=B*Nn B, OB =:S"US/.
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A
S 7 X0
N v
B’
B*
i

Abbildung 5.2.

Es sei mita > 0
h(r) == e — ™%,

Dann ist
h|B* > 0, hloB* =0

und

Mh(r) = e“”z{ -4 Z o (agxixy) + 2a Z (aii — b,-x,-)}.
ik i
Fiir gentigend grofes « ist also
(Mh)|B’ < 0.

Auf S| ist u < u(xp). Fiir kleines & > 0 gilt deshalb mit v := u + gh
S| < u(xp).

Von nun an seien die Zahlen « und ¢ auf diese Weise gewihlt.
Wir betrachten nun v in B’. Dort gilt
Mv = Mu+eMh <0,

und es folgt
max v liegt am Rande OB’ ()

Aussage (*) ist klassisch. Wir zeigen sie anschlieBend. Es ist v]S] < u(xo) und
uS™ = ulSY < u(xp),
und zwar gleich u(xp) nur in xy. Deshalb folgt aus (x)

mBax v = 0v(xp) = u(xp).

Im Punkte xy gilt dann

o _a o
on _on° -

on
——
<0

also p
ﬁ(xo) > 0.

Als letztes miissen wir noch Aussage () zeigen. Fiir ein w € C»(G) mit der Maximalstelle x; € G ist Mw(x;) > 0.
Das folgt aus

Vo) =0, > balx) &= Y @Oidw)(x) &g <0
ik ik

und

(Mw)(x1) = = ) aw(x) b(x1) 2 0. 0
ik

Beweis des Maximumprinzips: Es sei « in G nicht konstant, nehme aber in x; € G ein Maximum an. Es sei

G := {x € Glu(x) < u(x)}.



5.6 Die Kontinuititsmethode 87

Wir wihlen einen Punkt x, € G~ mit dist(x;, 0G™) < dist(xz, dG). Es sei B = B(x,, r) die grofite Kugel in G~. Dann
existiert ein xy € B mit u(xg) = u(x;) und u|B < u(x;). Deshalb folgt aus Lemma 5.6.2 Vu(xg) # 0. Das ist aber
an einer inneren Maximalstelle nicht moglich. m|

Es folgt eine erste a priori Abschitzung fiir Losungen von Lu = fim Falle a > 0, namlich

Folgerung 5.6.3: Es seien u € C(G) N C2(G) und Lu = f € C(G). Dann gibt es eine Konstante ¢ = c¢(p,y, §) mit

sup |u| < sup |u| + csup |f].
G 4G G

Dabei waren bzw. sind
Ap>0 VxeG VEER Y an(x)é&di 2 plél,

ik
dy>0 VxeG Z |6iaik(x)| + Z |ai(x)| <,
ik i

16>0 GcQ:={xcR" | 0<x <o}

Beweis: In Q ist mit @ > 0
—Me™ = (Pay;(x) — abi(x)e®™ > p(a? — af)e™ > p

fira > B+ 1und

sup |by|
pi=—-.
p
Es sei nun .
v = sup lul + —(e*° — ™) sup |f].
oG p G
Dann ist

1
Lv=Mv+av> (—Me“‘); sup | f] = sup|f],
G G

und es folgt
Lxru—-v)=xf-Lv<xf —supl|f]| <0.
G

Am Rande ist
(zu —v)|0G = +u|0G —suplu|— --- <0.
Aus Folgerung 5.6.1 erhalten wir deshalb
+u <v,
also
sup |u| < sup |u| + ¢ sup|f]

G 9G G
mit

emS

c:= — undazl+M.
p

p

5.6.2 Schauder-Abschétzungen

Soeben haben wir fiir Losungen von
Lu= f

unter der Voraussetzung a > 0 eine erste a priori Abschitzung hergeleitet. Wir wollen nun ohne diese Vorausset-
zung an a allgemeinere Abschitzungen dieser Art formulieren. Dazu verwenden wir die Holdernormen

”f”m,ar = Hf”m + hOIG(amf)

mit m € No, 0 < @ < L IIf]l := [Ifll,
1l 2= ) 161
lil<m

und
S - fy) '

lx —y|*

hol,(f) := sup

x,yeG
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Innere Abschiitzung: Es seien u € Cp4(G) und Lu = f € Co(G). Dann gibt es eine Konstante ¢ = c(«, p, k) mit
lddul] + [l ull + holy (@& u) < ¢ ([l + [1£112.)-

Dabei sind
IG5, = supd(x°1f (0l + sup d(x.”*" If () = f@)l

x,yeG |.X - y|"
mit
d(x) = dist(x,0G),  d(x,y) := min (d(x), d(y))

und « € R* eine Schranke fiir die Koeffizienten von L, nimlich
D laifllon + Y libilloa + llallo < &.
i i

Abschitzung bis zum Rand: Es seien G € C,, ein beschrinktes Gebiet, u € C2,(G), Lu = [ € Co(G) und
g € Cr.o(G) mit uldG = g|dG. Dann gibt es eine Konstante ¢ = c(a, p, k, G) mit

o < ¢ (lllo + liglha.a + 110 )-

Die Beweise sollen in dieser Vorlesung im Einzelnen nicht ausgefiihrt werden. Man findet sie in Gilbarg &
Trudinger [1977], S. 82f. Man vergleiche auch Satz 4.2.1. Zum Nachweis der Inneren Abschdtzung behandelt
man zuerst den A-Operator explizit durch Verwenden der Darstellungsformel fiir die Losungen und anschlieend
den Fall konstanter Koeffizienten. Man tiberdeckt dann G mit geniigend vielen kleinen Kugeln und verwende dort
Abschitzungen der Form

Haik(x) - aik(xo)” <e.

Zum Nachweis der Abschdtzung bis zum Rand biegt man den Rand lokal gerade und beschrinkt sich zundchst auf
den Fall 4|0G = 0. Dann iiberdeckt man wieder mit Kugeln und Halbkugeln.

5.6.3 Ein Existenzsatz

Wir zeigen

Satz 5.6.4: Es seien G € Cy, ein beschrinktes Gebiet, f € Co(G), g € C24(G) und a > 0. Dann gibt es genau
eine Losung u € C,(G) von
Lu=f mituldG = g|0G

Beweis: O.b.d.A. wihlen wir g = 0, andernfalls nehme man v := u — g. Dann zeigen wir die Existenz einer Losung
mit

lullze < ¥ 1 flla-

Die Beweisidee besteht nun darin, L mit dem A-Operator zu ,,verbinden* und Kontinuititseigenschaften dieser
Verbindung auszunutzen. Daher stammt der Name dieser Methode.

Wir betrachten also fiir s € [0,1] =: 1
Ly:=sL—(1-5s)A,

also Ly = —Aund L; = L. Fiir L, ist der Satz bereits bewiesen (Satz 4.2.1). Jedes L, gehort zur Klasse der von uns
betrachteten Operatoren, denn es ist

Vsel > (say+ (1 - $)0u) & = (ps+ (1= 9) 2 = min(1, p) lg.
ik

Es gilt also
L : B = {u € C20(G) | uloG = 0} s B,:=Co(G).

Wir wollen zeigen, dass L; fiir alle s € I invertierbar ist. Es sei J C I mit
VselJ L;" existiert.
Wegen 0 € J ist J nicht leer, und nach Folgerung 5.6.3 gilt mit f := Lgu,

Vsel  lugdlo < cllifllo < cllfllo.-
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Aus der a priori Abschitzung bis zum Rand folgt dann
Vsel  llugha < vIlflloa-
Dabei ist wichtig, dass diese Konstante y nicht von s abhingt. Es gilt deshalb
dy>0 Vsel  |lullg, <vllLsulls, (*)

und

Ay>0 Vsed L flg < v [/l (#%)
Die Umkehrabbildung L;l ist also beschriankt, wenn sie existiert.
Die ,,Kontinuitdtsmethode* liefert dann J = I. Es gilt ndmlich

Satz 5.6.5: Es seien B ein Banachraum, YV ein normierter Raum, Ly, L; € CL(B,V), I := [0, 1] und

Vsel Ly:=sLi+(1-95)Ly

dceRY VYsel lIxllg < c||Lgx]l.

Dann gilt
(EIt el L, ist surjektiv) = (V sel Ly ist surjekliv).

Beweis: Es seien y € V, L, surjektiv und
T : B— 8,
2= Ly + (s =L (Lo - L)z

Fiir alle s € I mit .
s =t <6 := (c {ILoll + L1 1I})

kontrahiert diese Abbildung, besitzt also einen Fixpunkt x;. Das folgt aus
| Tx1 = Txa|| = s = 1 || L7 (Lo = L)y = x)|| < e ls = A {lILoll + L1 I} 11 = xal.
Es gibt also eine Umgebung U(f) mit

VseU@) dx; €8
0=Lixs—(y+ (s—0(Lo— L)xs) = Lixs — (y + (L, — Ly)xs) = y + Lyx

Mithin ist Ly in U(#) surjektiv. Man tiberdecke nun / mit endlich vielen Intervallen der Lénge 6. O

Es sei noch bemerkt, dass man zum Beweis von Satz 5.6.4 die starke Regularititsaussage in Satz 4.2.1 nicht
benotigt. Vielmehr kann man sich auf den Fall u|0G = o beschridnken, indem man von u zu u — ¢g iibergeht. Es
geniigt dann, die Existenz einer Losung u € C(G) N C,,,(G) zu beweisen, was leichter ist. Hohere Regularitiit folgt
anschliefend mit den Methoden von §5.4.

5.7 Erginzungen
5.7.1 Beweis des Auswahlsatzes 5.5.4

In der Vorlesung FA wurde bereits die Erste und die Zweite Poincarésche Abschitzung vorgestellt, ndmlich

Erste Poincarésche Abschitzung: Es seien
GC{XER“|O<x,,<d} (%)
ein Gebiet in R" und u € Co’l(G). Dann gilt

lleell 26y < dIIVull 2y

und
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Zweite Poincarésche Abschitzung: Es seien G ein Gebiet in R*, n > 3, und u € él(G). Dann gilt

u(-)

(
(l’l - 2) Hﬁ <2 ”VM”(.CZ(G))"-

Etwas modifizierte Aussagen gelten auch in R' und R?.

Es folgen zunichst zwei dhnliche Abschétzungen fiir Abbildungen, deren Triger den Rand des Gebietes ent-
halten konnen:

Dritte Poincarésche Abschétzung: Es sei G C R" ein beschriinktes Gebiet mit strikter Segmenteigenschaft. Dann
gilt
Ap>0 VueH(G)  |u < p{ju, +|@ D]}

Beweis: Angenommen, die Abschitzung wire falsch. Dann gilt
1
YneN Ju, € Hi(G), lluall =1, lunly + 1, DI < —.
n

Aus dem Rellichschen Auswahlsatz folgt dann die Existenz einer gegen ein u € £2(G) konvergenten Teilfolge. Es
sei (u,) bereits diese Folge. (u,,) konvergiert sogar in der H;(G)-Norm, damit folgt u € H(G) und

llot, — ully — 0.

Wegen [u,|; — O ist dann Vu = o. Damit ist u konstant (vgl. FA, Folgerung 6.4.7,2,) und verschwindet wegen
|(un, 1)] = 0. Das ist ein Widerspruch zu |[u|| = 1. |

Vierte Poincarésche Abschitzung: Es sei G C R? ein Auflengebiet mit strikter Segmenteigenschaft. Dann gilt

“ u(-)

Ap>0 YueCl(G)NnHIG) T

| < Pl

Dabei steht der obere Index f bei C; fiir ,,mit finitem Trager*.
Der Beweis erfolgt in vier Schritten:

1. Wir wihlen rg so, dass
R3*\B(o,ry) c G

ist, und zeigen

3
Yr>r f uz(x) dx < =r* IuI%.
r<|x|<2r 2
© 9 2 ©0 )
urxo) = | f —u(pxo)dp| < f VuPpidp - f e
r p r r p

2r
3
f W(x)dx < Iul%f pdp = =7 Iulf.
r<|x|<2r r 2

2. Wir wihlen i, € Co(R?) mit ¢, > 0 und

Das folgt aus

oder

() = 1 fiir x € B(O, r),
V=00 fiirx € B3 \B(O,20),

Dann folgen die Abschétzungen

[V eoll < [lcvwoul| + |

(V|| < () luly

und

(VA =y < ||(Vgou|| + |1 = g (V)| < () lul.

3. Es gilt
Vr>ry Jk(r)  lull < k(r) W ulr.
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Wenn diese Abschitzung falsch ist, gibt es v, = ¢,u, mit |jv,|| = 1 und |v,|; — 0. Aus dem Rellichschen
Auswahlsatz folgt dann die Existenz einer in £%(G) konvergenten Teilfolge. Es sei (v,) bereits diese Teilfolge
und

[l = vll = 0.
Dann konvergiert (v,) auch in H,(G), und es ist v = 0 im Widerspruch zu |v]| = 1.

4. Aus der Zweiten Poincaréschen Abschitzung folgt

(=y¢u
‘ 1+ | . | H < 2|(1 - wr)u|l < 2C(r)|l/t|1.
Zusammen mit v
U
H 1+]- |H < lpull < k(r) Wyl < k(r)e(r) July
erhalten wir dann die Behauptung. O

Ist G ein AuBlengebiet, dann konnen wir damit
J1(G) = {C]G) N (G |- 1)
definieren. Ist G beschrinkt, dann erklidren wir analog
J1(G) = {ue H(G), 1) =0; |-} .

Beispielsweise ist fiir G := R3\B(0, 1) die Abbildung f(x) := 1/|x| aus J1(G), nicht aber aus H(G).

Istnun V € V_‘Hl, dann gibt es ein v € J(G) mit

V = grado.

Das wollen wir im Folgenden ausnutzen und beweisen nun

Satz 5.5.4: Das Gebiet G besitze die strikte Segmenteigenschaft. Es seien Gg := G N B(0, R), (U") eine Folge aus
D(A) mit
FkR)>0 YneN  ||U"]|,(Gr) <k(R)

und R' < R. Dann enthiilt (PU") eine in H(Gg') konvergente Teilfolge.

Beweis: Es waren
D(A) := DG) X H(G)

o o\ (o grad
A::_l(o K) (div 0 )

Es seien nun V" := PU". Aufgrund des Rellichschen Auswahlsatzes enthilt (V) dann eine lokal konvergente Teil-

und

folge. Es geniigt also, (V{') zu betrachten. Wegen V| € p~!VH, folgt dann aus der vorhergegangenen Bemerkung
die Existenz von v, € J1(G) mit
Vi = p~ ! gradv,.

Wegen der Voraussetzung und der Poincaréschen Abschétzungen sind die Folgen
(Vu,), (va), und (div V)

bzgl. £?(Gg) beschriinkt. Aus dem Rellichschen Auswahlsatz erhalten wir daher wieder die Existenz einer Teilfolge
und eines v € £2(Gg) mit
llo, = vll(Gr) — O.

Wir wollen zeigen, dass (v,) auch in H;(G) lokal konvergiert. Es sei dazu { € Co‘m(B(O, R)) mit /|Gg = 1 und
w := v, — U,. Dann ist

Wl (Gr) < Zul; < e (Vew,p~'Viw) < ¢ {[(VPw, p7' V)| + [wll(Gr)f =
= c{|(Pw. div(V} = V)| + [wll(Gr)} < ¢ lwll(Gr).

Die letzte partielle Umformung war moglich, weil aus PA C AP die Aussage V| = PUJ € DG) folgt. Das beweist
den Satz. O
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5.7.2 Beweis des Fortsetzungssatzes 5.4.7

In diesem Abschnitt wird der Beweis des Fortsetzungssatzes 5.4.7 skizziert. Wegen der Beweiseinzelheiten sei auf
die bereits zitierte Originalarbeit von Witsch [1993] verwiesen. Dabei beschrinken wir uns auf den dreidimensio-
nalen Fall. Es sei also G ¢ R? ein beschrinktes Gebiet mit der strikten p-Spitzeneigenschaft, 1 < p < 2. Daran sei
noch einmal erinnert:

Definition 5.4.6: Die offene Menge Q C R" hat die strikte p-Spitzeneigenschaft, wenn 6Q eine lokal finite Uber-
deckung {O;} mit p-Spitzen {X;} so besitzt, dass

VxeQno; x+X,CcQ

gilt. Dabei ist eine p-Spitze X eine Rotation von

—_— * 'x* —
C,(h,B) := {x =" x)ER" | 0<x, <h, Y € :}

und B ¢ R eine beschrinkte offene Menge.

Zum Nachweis von Regularitit in Sobolevraumen fiir Gebiete mit der Kegeleigenschaft kann man den Sobo-
levschen Darstellungssatz benutzen. Vgl. Agmon [1965], S. 157. Dabei gewinnt man u(o) durch Integration von u
tiber einen Kegel mit der Spitze im Nullpunkt. Wesentlich ist es zunéchst, in dieser Darstellung den Kegel durch
Spitzen zu ersetzen.

Als erstes zeigen wir deshalb die Witschsche Darstellungsformel, zur Vereinfachung in R?,

Satz 5.7.1 (Witschsche Darstellungsformel): Es seien K := C,(h,E) C R3 eine p-Spitze im Nullpunkt mit 1 <
p <2 undv € Cy(R). Dann gilt

v(o) = f L(x, 0)v(x) dx.
K

Dabei ist
L(x,0) 1= )" aw(0didh + ) ai(x)d; + a(x)

ik
ein Differentialoperator mit folgenden Eigenschaften der Koeffizienten:
a,a; € Coo(K),
ajj = aji € Coo(K), mit suppa;; € K U {0},

la; (), 1xF Va;(x)| < v x27 in K mity € R*.
J 3 J Y X3 Y

Beweis: Es sei y € Coo((0, 7)) mit y = 1 in U(0) und y = 0 in U(h). Es sei ferner ¢ € Co(E) mit

H : (0,h)x= — R,
(t,) ¥— (061,176, 1)

Dann liefert die Abbildung

eine Parameterdarstellung von K mit
det H'(t,&) = 17,

fK f(x)dx = f: fo ' (foH(t,&)) 1* dt d¢.

Nun folgt aus der Taylorschen Formel fiir kleine s und ¢ € &

und fiir f € L£(K) ist

h 62
v(H(s,£)) = f (1= )55 o He O di
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mit
2

o3 lvo H) = x vo H + 2y (P17 £,(0u0) 0 H + (930) o H} +

+ x{P? P77 £,6,0,0,0) 0 H + 2p 17" £,(8,030) 0 H + (33v) © H + p(p — 1) 1" £,(8v) 0 H.

Dabei stehen griechische Indizes fiir 1,2; und es soll tiber doppelt auftretende summiert werden. Fiir s | O folgt
daraus

h 32
v(0) = fo tﬁ{/\((t)voH(t,g)}dt.

Der letzte Term in diesem Integral lésst sich noch partiell umformen, ndmlich

h h
fo X p(p = )" §,(8,0) 0 H(1, &) dt = (1 —P){fo 7 X' (1) §,(0uv) 0 H(t, &) dt +

h

h
+ fo PP (1) £46,(0,0,0) 0 H(t,€) dt + fo t”)((t)fy(ayaw)OH(t,é-‘)dt}-

Damit erhalten wir

h h
U(O):j; t)("(t)voH(t,f)dt+(p+l)fo 17 X' (1) §u(Byv) 0 H(1,£) dt

1

h
+2 f LY (1) (930) © H(t, ) dt + p f P77 () £,6(8,00) 0 H(t, ) dt
0 0

h h
+(p+1) f P x (1) €,(0,03v) o H(t, &) dt + f tx(®) (3%1)) o H(t,&)dt.
0 0
Man multipliziert nun beide Seiten mit ¢(¢£) und integriert iiber =. Dann folgt die Behauptung mit

a(x) = x" (x3) (o, x") xy 77,

au(x) == (p+ D) x'(x3) o(x;"x%) x,, X;ZP’

az(x) := 2y (x3) SD(XQPX*)X;_ZP’

—p -1-2,
aﬂv(x) = PX(X3)<P(X3PX )x,uxvx3 p’

p+1

2
a33(x) = x(x5) (s )

a,3(x) = az,(x) := x(63) (5 x7) 0577

fir x = (x*, x3) € K. |
Nach dieser Vorbereitung beweisen wir den eigentlichen Fortsetzungssatz,

Satz 5.4.7: Es seien 1 < p <2 und G C R" ein beschriinktes Gebiet mit strikter p-Spitzeneigenschaft. Dann gibt
es eine kompakte Abbildung
T : Hy(G) — H(RY)
mit
VueHyG)  (Tw)|G =u.

Beweis: Weil 0G kompakt ist, konnen wir G mit endlich vielen offenen Mengen Uy, ..., U iiberdecken. Es seien
Ki,...,K; die zugehorigen p-Spitzen mit

YxeU;NG x+K;CG.

Es seien ferner Uy := G und (w;),i =0, 1,..., j, eine Familie von (i,o(U ;)-Funktionen, deren Quadrate eine Teilung
der Eins von G bzgl. der U; bilden sollen.
Fiir jedes u € H,(G) ist dann
=Y o

wil,

i
i=0
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und es geniigt, kompakte Abbildungen
T, © Hy(G) — HiR)

Ti(wiu) = wu f.i.inGNU;

anzugeben. Denn dann ist

J
Tu:= w(z)u + Z w; Ti(w;u)

i=1
die gewiinschte Fortsetzung. Dabei wird natiirlich wou durch Null fortgesetzt.

Es sei deshalb von nun an i > 0 fest und etwa K; = K = C,(h, E). Wir wollen T; als Faltung schreiben und
setzen deshalb
L(x,0) := L(-x,d) mit a;j(x) := a;j(=x) usw.

Dann erhalten wir aus der Darstellungsformel fiir u € Coo(G) N Hr(G) und x € G N U;

wmm=fﬂw%%WmMMu
G

Aus den Eigenschaften der Koeffizienten von L, die wir uns durch Null fortgesetzt denken, folgt nun, dass ihre
distributionellen mit den klassischen Ableitungen iibereinstimmen und dass sie mitsamt ihren ersten Ableitungen
zu L!(R") gehoren. An dieser Stelle bendtigt man p < 2.

Fiir v € H,(G) sei nun fiir fast alle x
T;v(x) := f L(x - y,0) (wi)(y) dy.
G

T; ist also eine Faltung einer Funktion g € £'(R") mit einer Funktion f € £2(G). Fiir solche Faltungen gilt (vgl.
FA, Satz 6.4.2,)

||g * f”,LZ(R") S Hg”ﬂ(r@") “f”LZ(G)'

Es ist auch Vg € (Ll(R“)f. Mithin bildet 7; den Raum H,(G) stetig in H;(R") ab. Die Fortsetzungseigenschaft
Ti(w;u) = wiu in G N U; folgt, weil Coo(G) in H,(G) dicht ist. Es gilt aber noch mehr, ndmlich die Kompaktheit von

wT; + Hy(G) — HIRY).

Die Faltung einer festen £'(R")-Funktion g mit einer £2(G)-Funktion liefert nimlich eine kompakte Abbildung
von L%(G) in L2(R"), wenn G beschrinkt ist. Man approximiere namlich g durch ein ¢ € Co(R"). Dann ist auch
¢ * f € Co(R™), und man kann den Auswahlsatz von Arzela-Ascoli anwenden. O

5.7.3 Beweis des Auswahlsatzes 5.5.9

Satz 5.5.9: Das Gebiet G C R3 sei beschrinkt und besitze die strikte p-Spitzeneigenschaft mit 1 < p < 2. Dann
gilt
Do(G) NRG) == LG,

Du(G) NRG) > L2AG).

Fiir glatt berandete Gebiete folgt dieses Resultat aus dem Rellichschen Auswahlsatz. Man kann dann ndmlich
explizit in einem Tangenten-Normalensystem rechnen und die || - ||;-Norm durch die || - [lgup-Norm abschétzen.
Dabei gehen die Randbedingungen wesentlich ein.

Man sieht aber sehr leicht, dass diese Methode schon in R? bei Gebieten mit Ecken versagt. Es gibt Beispiele,
die zeigen, dass im Allgemeinen die Losungen in der Umgebung von Ecken nicht mehr zu H;(G) gehdren. Man
muss den Auswahlsatz also direkt beweisen.

Das geschah fiir Gebiete mit strikter Kegeleigenschaft in Weck [1974]. In der Folgezeit wurden einfachere
Beweise von Weber [1980], wieder fiir Gebiete mit strikter Kegeleigenschaft, und von Picard [1984] fur Lipschitz-
Gebiete angegeben.

Der zur Zeit allgemeinste Beweis stammt von Witsch [1993] und gilt fiir Gebiete mit strikter p-Spitzeneigen-
schaft, 1 < p < 2. Ob er noch weiter verbessert werden kann, ist nicht klar.
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Dieser Beweis wird jetzt vorgestellt. Nach Satz 5.5.8 gelten die Zerlegungen

(L2G)) = VX R® Ry N Dyg) ®VH, = 61V X RS (Ry N Dy0) & VH,

=D;0(G) =Ry(G)

(L2G)’ = u 'V x R@ (Ry N Do) @VH, = i 'V x R@ (Ro N Do) © VH,

=D,0(G) =Ro@)
und man muss die Behauptung fiir die Komponenten einzeln beweisen. Durch eine Teilung der Eins zeigt man
zuniichst, dass es geniigt, den Auswahlsatz lokal zu beweisen: Es sollen also 0.B.d.A. sowohl G als auch R*\G
einfach zusammenhéngend sein. Wir wollen uns hier mit dem Wesentlichen Beweisschritt begniigen und nur
R(G) NV X R(G) —>— LXG)
ausfiihren. Dass daraus der eigentliche Auswahlsatz 5.5.9 folgt, entnehme man zum Beispiel Leis [1986], S. 165.
Beweis: Es seien
H, € R(G) NV X R(G) C Do(G) mit || Hy|| + || rot H,|| < 1.

Wir werden Vektorpotentiale F,, C 702(G) mit
H, =rotF,

konstruieren und zeigen, dass (F),) eine konvergente Teilfolge enthilt. Die Existenz einer konvergenten Teilfolge
von (H,) folgt dann aus

”Hn _I'Im”2 = (VX(Fn _Fm)aHn _Hm) = (Fn _Fm,VX(Hn_Hm)) < 2||Fn _Fm||~
Wir konstruieren nun (F,,): Dazu setzen wir die H,, durch Null in den R? fort. Wegen H,, € f)o(G) folgt
VO e ém(R“) (Vo, H,,)(R3) =(VO,H,)(G)=0

oder H, € Dy(R?). Wir benutzen nun die Fouriertransformation und bilden

i

Aup) = =5 p X Hu(p).
Pl
Aus
. 1 3/2
|H.(p)| < (—) f |H,(0)]dx < ¢(G) < o
21 G
folgt

||An||2 =c d_pz + |I:1n(P)|2 dp < ¢ < 0.
pl
Ipl<1 1P IpI>1

AuBerdem ist p”A,(p) = 0,1 p x A,(p) = H,(p) und
1Pl |Aa(p)| < |Ha(p)|-
Damit gilt A, € H,(R?), divA, = 0, H, = rotA, und
Sup”Anlll < 00,
Die Felder A, sind also Kandidaten fiir F,, aber leider ist die Randbedingung F, € ﬁ(G) noch nicht erfiillt.

Deshalb miissen wir die A, etwas modifizieren. Dazu wéhlen wir eine geniigend grof3e Kugel B mit G € B.
In K := B\G verschwinden rot A,, und div A,.. Deshalb ist dort

AA, = 0.

Aus dem Weylschen Lemma folgt mithin
A, € Co(K).

K ist — aufgrund der Annahme — einfach zusammenhéngend. Deshalb gilt dort das klassische Resultat
A/, € Coo(K) A, =Vf,.
Mithin ist Vf, € £L*(K) und f, € £;, (K).
Nun gilt, analog FA, Folgerung 6.3.2, fiir beschrinkte Q ¢ R" mit strikter Segmenteigenschaft
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Lemma 5.7.2:
Jy>0 Vee(0,1] IQ.€Q Vue L (Q) mit Vue LA(Q)

il < 7 (& 190y + il -

Damit ist also f,, € H;(K) und wegen Vf, = A, € H;(K) sogar f,, € H,(K). SchlieBlich wihlen wir ¢, € C und
Gn = fot+Ca

mit (g,, 1) = 0. Dann ist |
An|K = Vg,

und aus der Dritten Poincaréschen Ungleichung folgt
lon 550 = llgalF ) + i) < e Janlfick) < e < .

Wir setzen nun g, vermdge des Witschschen Fortsetzungssatzes auf den R? fort, bezeichnen diese Fortsetzung,
die in H;(R?) liegen moge, wieder mit g, und bilden

A,-Vg, inB,
F, = 3o
0 in R’ \B.

(F,) ist die gesuchte Folge. Wegen A,|K = (Vg,)K ist F, € RR?), F,|(R*\G) = o und rotF, = H,. (F,)
enthilt eine konvergente Teilfolge wegen ||A,||; < ¢ und nach Konstruktion der (g,). Wir miissen also nur noch die
Randbedingung F,, € R(G) nachweisen. Sie folgt aus

V@ e Co(RY) (VXD,F,)G)=(VXD,F,)R") = (D,V X F)R") = (D,V X F,)(G).

Damit ist der Auswahlsatz bewiesen. m]

5.7.4 Ein Auswahlsatz in der Elastizitiitstheorie

Es sei G wieder ein beschriinktes Gebiet in R? mit strikter p-Spitzeneigenschaft, 1 < p < 2. Dann zeigen wir

Satz 5.7.3: Es gibt einen kompakten Fortsetzungsoperator
T : &G) — LXR®D).

Dieses Resultat stammt von Weck [1994].

Der Beweis dhnelt dem in §5.7.2 gegebenen. Wir skizzieren ihn hier nur und verweisen wegen der Einzelheiten
auf die Originalarbeit. Es ist

EG) = {U € £2G) | m € £2G))
mit :
Emn 1= 3 {(9mUn + BnUm}.
Wir wihlen die Bezeichnungen von §5.7.2 und zeigen als erstes die Wecksche Darstellungsformel

Satz 5.7.4 (Wecksche Darstellungsformel): Es sei K := C,(h,E) C R3 eine p-Spitze im Nullpunkt mit 1 < p < 2
und w € (Coo(R?))3. Dann gilt
wi(0) = Brw + Agw.

Dabei ist
Bkw = fbkmn(y) Snm(y) dy
tw= Y, [ v,y
— Jk

mit b € LK) und ay., € Coo(K).
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Aus dieser Darstellungsformel folgt dann Satz 5.7.3, analog zu Satz 5.4.7.

Beweisskizze der Darstellungsformel: Wie in §5.7.2 parametrisieren wir mit

H(t,§) = (i¢,1)

und gehen wieder von der Taylorschen Darstellung

h
wi(H(s, €)) = f ) 83{)((:) wi o Ht, g)} dt
aus. Mit
Yi(s,t):=t—s und yYo(s,t):=(p—DtP —sptP !t + 5P

lautet der Term mit den hochsten Ableitungen der wy

h h
wi(H(s, §)) = f X Y1((0n0nwy) o H) (0,H,) (0,Hy) dt — f X V2 €,((0n0,wi)H) (0,H,) dt.
Nun gilt
26namwk = 6n(amwk + akwm) + am(anwk + akwm) - 6k(amwn + anwm)

oder
anamwk = an“‘:km + am“":kn - C()k“":mn-

Damit konnen wir die zweiten Ableitungen der wy durch die ersten Ableitungen der &;; ersetzen, und mit etwas
Rechnen folgt die Darstellungsformel. O
5.7.5 Das Prinzip von der eindeutigen Fortsetzbarkeit

Das Prinzip von der eindeutigen Fortsetzbarkeit spielt eine grofe Rolle in der Theorie elliptischer Differentialglei-
chungen. Es besagt, dass eine Losung von Lu = o, die in der Umgebung U(xp) eines Punktes xy verschwindet,
identisch verschwindet. Das Prinzip gilt auch unter schwicheren Voraussetzungen. Fiir analytische Funktionen
(Potentialfunktionen) ist es klar, bemerkenswert ist es aber doch, dass es auch bei nicht analytischen Koeffizienten
richtig ist.

Das Prinzip gilt ziemlich allgemein fiir Gleichungen zweiter Ordnung und fiir Systeme mit einfacher Cha-
rakteristik. Fiir Gleichungen hoherer Ordnung und fiir Systeme mit mehrfacher Charakteristik existieren jedoch
Gegenbeispiele. Fiir die Flastizititsgleichungen und die Maxwellschen Gleichungen lisst es sich aber zeigen (vgl.
Leis [1986], S. 167, 218). Das Prinzip wurde [1954] von CLaus MULLER, #1920, fiir

Au(x) = F(x,u)

formuliert und bewiesen. Wir zeigen es hier fiir Gleichungen zweiter Ordnung und benutzen dabei eine Beweisidee
von Protter [1960].

Das Prinzip von der eindeutigen Fortsetzbarkeit: Es seien G C R", ay. € C(G), u € ‘Hé”C(G) und

VKeG dc>0 Z |aik 6i6ku| < c{|u| + |Vu|} fii. in K.
ik

u verschwinde in der Umgebung eines Punktes xy € G. Dann ist u = o.

Bemerkung 5.7.5: Es seien ay. € C1(G),

M(u,v) := Z(aikaku, o) + Z(a,ﬁiu, v) + (au,v)
ik i

wie zu Beginn von §5 und u € T{f""(G) mit
VoeCulG)  M(u,g) =0.
Dann folgt u € ‘Hé""(G) und
Z |a,~k aiaku| <c {|u| + |Vu|}
ik

Das Prinzip kann also auf u angewandt werden.
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Die Regularitit u € 7—(5‘”’(G) folgt nach §5.4.2.
Zum Beweis des Prinzips wihlen wir R € (0, 1) mit B(x, R) C G und wollen
u | B(xo,R/2) =0

zeigen. Daraus folgt dann u = o durch einen Kugelkettenschluss.
Es sei ¢ € Coo(B(x0, R)) mit 1 >y > 0 und ¥|B(xo, R/2) = 1 und

Wir setzen & durch Null in R" fort. Dann konnen Integrale, die ¢ enthalten, iiber R" erstreckt werden, und bei
partiellen Integrationen treten keine Randterme mehr auf. Fiir 8 > 0 definieren wir nun

9p(x) 1= exp (1x - xo 7).

v = @gu, D 1= @giu sowie

[0(x)[? 2 2 a2
de, P, = f¢§(x)|Vu(x)| dx, Q:= f(pé(x) |)c—)co|ﬁur |a,-k(x)6,-(9ku(x)| dx.

Dabei sollen die Integrale iiber B(xy, R) erstreckt werden, und wir verabreden fiir diesen Abschnitt, iiber gleiche
Indizes zu summieren.

Die Idee des Beweises ist auszunutzen, dass u in U(xp) besser verschwindet als jedes (p[;l. Das wird im Folgen-
den Lemma ausgedriickt, das wir am Anschluss an diesen Beweis zeigen.

Lemma 5.7.6: Es sei ay € Ci(G), und u verschwinde in einer Umgebung von xo € G. Dann gilt
Jeo.fo>0 YB>By  B'PL+BPr<coQ.

Wir fahren zunéchst mit dem Beweis des Prinzips fort und nehmen 0.B.d.A. xp = o an. Dann gilt fiir alle 8 > S

2

g M e 2 2 (2 2 2 2
Ld‘ i ('8 ez TP )S e = Zae f gp{lul® + IVul} + co j|;|>f< ¢ |ai didra".
2 2

[xl<3

Hieraus erhalten wir fiir alle 8 > max (ﬁo, (2cocH)' 2, 2cocH) 4) mit

Co
B* = 2coc?

f Al B (ﬁ)f A
— < g —
lx<% | - [2A+2 Ix>% | - [2A+2

oder wegen der Monotonie von goé(x)lxl‘(zﬁ”z)

gp) :=

2
f ul® < g(B) |aw 8:0kt|” < c1 9(B).
IxI<% |x>%

Dabei hingt die Konstante ¢, von ||u|¢,px,.z)) ab. Die Aussage des Prinzips folgt dann durch den Grenziibergang
B — oo. m]

Beweis von Lemma 5.7.6: Es seien 0.B.d.A. u reellwertig, u € C»(G), wieder xo = o und Du := a;0,0;u. Es
gilt
Vipp(x) = =Bl gg(x)
V' (x) = Bx |2 5 (x).
Wir zeigen nun der Reihe nach:
1.
0 Zﬁfa,-jx,- ((9113){1)13 + t,DﬁlA}D(,Dgl}
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Das folgt aus

N 12 N _ N N —112
¢p§ \Dif?* = l‘pﬁ D(tpﬂlv)| = |Dv+2a,-j Vg (6i(pﬂl)8jv+¢pﬁthpﬁl| >
> aijpp Bipg NO;0)(Dd + 00 Dy') = Bayj x; (9;0) Ix|#7*(Db + @30 D).

Ap; >0 VB>0 Uaijxi(aja)m < p1 (B*P; + P»).

Das folgt durch partielles Integrieren, ndmlich

faij X; (610) Db = fa,-j X; (616) ay 0010 = — f(ak aijj Xi akl)(ajﬁ) o1 - faij Xi Akl (akalﬁ) od.

=/

Fiir das letzte Integral erhalten wir

I=- f(aja,-jx,-ak,)(akﬁ) 6,13 - fﬂl,’j Xi Ay ((9kﬁ) Bjé),ﬁ.

Wegen ay; = ay ist das Integral rechts wieder gleich 1, es folgt also

‘faijxi(aja)Da < %fwaﬁ,

IVii® = |5 Vi + Vgl = ¢ [Va~ Baxld [ < 25 (IVaP + 4 Pl 2}

und aus

erhalten wir die Behauptung.

1pi>0 p=p [ ax@pieDg' > pER
Um das zu zeigen, gehen wir von

1 o Ok XX gy XX Ak
epDpg =P W—ﬂ(ﬂ+2) N +/3W

aus und bemerken, dass wegen |x| < R < 1 rechts der erste Term dominiert. Fiir geniigend grof3e 8 erhalten wir

also
ajj XiX;j Ag] XgX|

-0(a;j xigp Deg') = BA(2B +4) T o 22 py BT

Daraus folgt dann

A o1 - - L (. _
faijxi (0;0) dpp Dy = 2 faijxi (0,0%) ¢ D' = 2 fvz dj(aijxigp Dgg') = p2 B Pr.

Ap2>0 VB>P  paf'Pi <20 +2piBPy.
Aus der dritten Abschitzung folgt ndmlich

P8Py <5 [ @003 D65 = [ ay@0) Do+ 09a0g") =5 [ a0 D
zusammen mit der ersten und zweiten also

2B PL < Q+ piB(BPP) + Py).

Ap3.Bs >0 VB> B P2§p3{‘fﬁ¢ﬁDﬁ'+ﬁ2Pl}.

Zum Beweis dieser Abschitzung gehen wir von

1 R 1 o1 PP
Py < ;f@éaik(aiu)ak”: —;fSO,ﬁMDM—;fu(aku)ai(sf’/z;dik)
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aus. Wegen
|0:(f aw)| = |2 05 Digp) ai + ¢ diaae| < c (BRI + g3} < 2cBh |x !

ist fiir alle € > 0

A 2
‘fﬁ(@kﬁ)ai(goéaik) §2cﬁf%¢ﬁwﬁls2cﬁ VPP SC{SP2+'B;P1}.

Daraus folgt die Behauptung.

6.
Apafs>0 VB>Ps  BPI<psQ.
Aus der fiinften Abschitzung folgt ndmlich
P, < p3‘fﬁtpﬂDﬁ | +p3,82P1 <
B2 x> s 2 D3 -1 2
<p3 \/flxIW 7 @ Dl + p3 Pnsj{ﬁPﬁﬁ 0 +28°P1)
und zusammen mit der vierten Abschédtzung daraus die Behauptung.
7.
Aps,Bs>0 YB>Bs B Pr<psQ.
Auch diese Abschitzung folgt aus der fiinften, ndmlich
P, < | - - 2 D3 (52 -2 2
2<p3| | gD |+ ps Py < T {BPPy+ SO + 257 P
Damit ist Lemma 5.7.6 bewiesen. ]

Als Anwendung des Prinzips von der eindeutigen Fortsetzbarkeit zeigen wir die Eindeutigkeit des folgenden
Cauchy-Problems:

Satz 5.7.7: Es seiu € 7:(2(G) eine Losung von
Lu=o.

Ferner gebe es ein xg € 0G, eine Kugel B = B(xy, r) und eine positiv definite C\(G U B)-Matrix (ay) mit |G = ay.
Dann ist u = o.

Beweis: Wir setzen die Koeffizienten a;, @ und u durch Null in B fort. Es sei L der analog L zu diesen @, a;,a
gebildete Operator. Dann ist u € 7f(2(G U B),und in G U B gilt

I:l/t=0.

Damit verschwindet u identisch. |



101

6 Eigenwertaufgaben

6.1 Einfithrung

Die Spektraldarstellung linearer Operatoren hat grofle theoretische und praktische Bedeutung. Erinnert sei zum
Beispiel an das Problem der schwingenden Saite: In I := (0, 7) seien u®, u' € £>(I) vorgegeben. Gesucht wird eine
Losung von

Uy +Au = o (1)

mit #(0) = «° und u,(0) = u'. Dabei sollen
D(A) = {v e H,(D) ] o € LZ(I)} c LX)

und Av = —v” sein. Der Losungsbegriff fiir Gl. (1) muss natiirlich noch festgelegt werden. Wir denken etwa an
,Losungen mit endlicher Energie*

u € C(RG, DAY?) N Ci(R§, L2(D)),
denn es représentiert
E(t) := (AY%u, A"2u)(0) + (uy, u,)(0)

die Energie des Vorgangs. A'/? wird iiber die Spektraldarstellung von A definiert und steht fiir den Gradienten. Es
ist D(A2) = H,(G).
Klassisch ,,separiert” man nun die Variablen und entwickelt die Losung nach ,,stehenden Wellen*. Man macht
also einen Ansatz
w(t, x) = a(t) v(x)

und erhélt mit einer Konstanten 2 € C
a’' +da=o0

V' +Av=0 mitv(0) =ov(r)=0.

Die zweite Gleichung besitzt nur fiir
A, = n* mitneN

nichttriviale Losungen, ndmlich nach Normierung zu |[v|| = 1

Un(x) = \/g sin (nx) = \/g sin (4/4, x).

Damit erhalten wir die stehenden Wellen

wp(t, x) = (an cos ( \//l_,, t) + By sin ( \//l_n t)) Ua(x)

mit Konstanten «,,, € C. Die 4, sind ,,Eigenwerte* von A, die v, ,,Eigenfunktionen®.

Es stellt sich nun die Frage, ob man eine beliebige Losung aus diesen stehenden Wellen aufbauen kann. Da es
sich um eine lineare Aufgabe handelt, versucht man zu superponieren, macht also den Ansatz

u(t,x) = Z wy(t, x).
n=1

Man iiberlegt sich leicht, dass dieser Ansatz im vorliegenden Fall zum Ziel fiihrt. Man setze nimlich u° und u'
antisymmetrisch und dann periodisch fort und entwickle in Fourierreihen

W(x) = Z @y Un(X),

n=1

1) = > Bu A va0).

n=1

Das ist mit

1
@, = @), Bai= (u',vy)

Vau
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moglich. Verwendet man diese Koeffizienten in der Reihe fiir #, dann konvergiert sie und stellt die Losung dar. Die
Reihe konvergiert sogar klassisch, wenn die Daten geniigend glatt sind, und es ist

£ = lolf + ol = 3 4,02 62 = a2+ .
n=1

Setzt man u° € D(A'/?) voraus, dann existiert E(¢) also und ist konstant.

Etwas anders formuliert lautet unser Resultat:
1. Die Folge (v,) der Eigenfunktionen von A bildet ein vollstindiges Orthonormalsystem in £2(]).
2. Fiir f € D(A) ist

Af =D A (fro) v,
n=1

und

AVPE =3 N (o) o
n=1
3. Die Losung unserer Anfangsrandwertaufgaben lautet

u(r) = cos( VA7) o u® + s1n( \/_[) i COS (V2 1), 0,) + sin (\/\/__ n) Un))
n=1

Aus der Funktionalanalysis wissen wir natiirlich, dass es im Allgemeinen neben dem Punktspektrum auch ein
kontinuierliches und ein Residuenspektrum geben kann. In diesem Kapitel wollen wir uns aber nur mit Punktspek-
tren beschiftigen. Bei Differentialoperatoren treten sie meist bei beschrinkten Gebieten auf. Deshalb setzen wir
in den ersten Abschnitten dieses Kapitels das zugrunde liegende Gebiet G als beschrinkt voraus. Nur im letzten
Abschnitt §6.6 diskutieren wir die Eigenwerte des Schrodingeroperators. Dort ist G = R3. AuBenraumaufgaben
werden erst in §8 behandelt.

6.2 Spektraldarstellung elliptischer Operatoren

Als typisches Beispiel wihlen wir wieder den elliptischen Differentialoperator
- Z 0,a;;0k + Z a;0; +a
ik i
mit der Dirichletschen Form

M(u,v) = Z(aiu,aik()kv) + Z(aiﬁiu, v) + (au, v)
ik i

und

D(L) = {ue F(G) ‘ > dandu € LG)| c H.
ik

Gelegentlich betrachten wir auch die Neumannsche Randwertaufgabe. Dabei sollen G ¢ R" ein beschrinktes
Gebiet und H := L£3(G) sein. Wie wir bereits wissen, gelten die Abschitzungen

|M(u, v)| < cllully llvlly,
Re M(u,u) > pllullf — k|lull*.

Nach Satz 5.1.1 liegt o (L) innerhalb einer Parabel, und nach §5.2 handelt es sich um ein reines Punktspektrum.

Im Folgenden behandeln wir nun selbstadjungierte Operatoren und setzen a; = o voraus. Dann existiert fiir
A = k die Resolvente (L — A)~!. Sie ist kompakt, und wir wissen aus der Spektraltheorie kompakter selbstadjun-
gierter Abbildungen, dass L eine Folge (4,),en von Eigenwerten mit 4,, — oo besitzt, und dass die zugehdrenden
Eigenfunktionen ein vollstindiges Orthonormalsystem bilden.

Ein direkter Beweis soll hier skizziert werden: Aus der Symmetrie von M (u, v) folgt, dass mogliche Eigenwerte
von L reell sind und dass sogar (mit ||u|| = 1)

A= M(u,u) > pllul} — k> —k
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ist.
Zur Vereinfachung verschieben wir nun das Spektrum, indem wir von L zu

Lo:=L+k und My(u,v):= M(u,v)+ k(u,v)

iibergehen. Dann ist
Mo(u,u) > plullf,

und o(Ly) liegt in R*.
Deshalb nehmen wir im Folgenden 0.B.d.A. an, es sei bereits
M(u,u) = pllully,
und o(L) C R*.
Es sei nun (mit S := {u € H | ||ul]| = 1})

Ay = inf  M(u, u)

uE']:[l NS

Dann ist
0< p < /11.

Es sei (¢,) eine Minimalfolge, also ¢, € H, 1(G)N S4 und

M(‘pm Son) - /11-
Dann gilt
pllenll} < M(@n.n) = 1.

Mithin ist (¢,) in '7f{1 (G) beschriinkt und besitzt deshalb eine in H konvergente Teilfolge. Es sei (¢,) bereits diese
Teilfolge. Dann gilt
JueH llgn — u1ll = 0.

Die Folge (¢,) konvergiert sogar in H, (G). Das sieht man folgendermalBen: Es ist
VEEH(G) VR Mlpy+ L, ¢+ 60) = dillgn + &If

oder
M@0, ) + 26 Mg, O) + M 0) 2 i {1 + 22 (00, ) + &7 IIP)

Fiir alle € € R gilt deshalb

(M(@n, @n) — 1} +28 (M(¢1. ) = i, O} +& (M, ) = MilIIP} 2 0.

N e’
=:A20 =B =C>0

Dann folgt aber elementar
B> <AC,

also
lim {M(e4.0) = i, )} = 0,

und zwar gleichméBig bzgl. £ mit ||{]|; < 1.

Es gilt also auch
M(‘pm — ©ns 4) - /ll(‘pm — ©ns §) i O,

und mit  := ¢, — ¢, erhalten wir wegen ||]|; < 2 4/4;/p die Behauptung aus
Pliem = ealli < M(@m = @n, om — ) — 0.

Es gibt also ein v € H 1(G) mit
”Son -l =0,

und damitistu; = v € (foll (G). Insbesondere gilt |[u;]| = 1,

VEeHI(G) M, Q) = Ai(u, ),
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und
LM1 = /11 up.

Somit haben wir den kleinsten Eigenwert A; gefunden. Aus der Ersten Poincaréschen Abschitzung folgt

1
Ay = MGy, w) 2 pllurlif = p{1+1Valif) 2 p{1 + 5} > oo fiirs > 0.

Dabei ist 6 der Durchmesser von G. In §6.4 werden wir zeigen, dass die Eigenwerte monoton von der Gréfe von
G abhingen.

Um die ndchsten Eigenwerte zu erhalten, geht man analog vor. Es sei X := H und fiirn > 2
X, = {xe?l | Vi=1,...,n-1 (x,ui)=0}.
Fiir n = 2 sei ferner
Ay = inf  M(u,u)
ueH, mst
und (¢,) eine Minimalfolge mit ¢, € H 1(G)N S x, und
M(‘pm ‘;On) - /12-

Die Folge (¢,) sei bereits so gewihlt, dass
llen = usll = 0

gilt mit u, € X,. Analog zum Fall n = 1 erhélt man
VI eH(GINXy  M(pn )= Ao (90, {) > 0.
Wir bendtigen diese Aussage aber fiir alle y € H 1(G). Dazu projezieren wir
Y=ru+¢
mit r = (¥, u;) € Rund ¢ € F,(G) N X,. Es folgt

M(pn, ¥) = r M(@p, u1) + M(@n, ) = 1 1(@n, u1) + M(@,, ) = M(pp, )

sowie
(@ns¥) = 1 (@n 1) + (@, §) = (@, 0,
also .
Yy e Hi(G)  Mpn,¥) — L2 (on, ) = M(@n, §) — A2 (g, §) — 0.
Damit gilt

Jur e HH(G)N Xy lgn — uall; = O
Yy e H(G)  Musy) = A (ur, )

oder u, € D(L), (up,uy) =0,
LI/lz = ﬂz up

und
O<p<A LA,

Dieses Verfahren ldsst sich fortsetzen, und man erhélt eine Folge (4,) von Eigenwerten mit
O<p<s <A<
und eine orthonormale Folge (u,) von Eigenfunktionen mit u, € H 1(G) N X,, und
VEeHG) M d) = A, ),

also
Lu, = A, u,.

Ferner gilt
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Lemma 6.2.1: L besitzt unendlich viele Eigenwerte.

Beweis: Es ist dim7f{1 (G) = . Zuuy,...,uy gibt es deshalb ein ¢ € 7311 N X1 mit ||¢|| = 1. Daher existiert

Aner i=inf M(p, ). o
tpE’}‘(l ﬂSXN”

Lemma 6.2.2: Die Eigenwerte hiufen sich im Endlichen nicht.

Insbesondere besitzt also jeder Eigenwert endliche Vielfachheit.

Beweis: Es sei 4, — A < co. Dann gilt
A= Ay = Aty ) = My, ) = p il
Aus dem Rellichschen Auswahlsatz folgt deshalb die Existenz einer Teilfolge (u,,) und eines u € H mit
[, — ul| = O.

Das steht im Widerspruch zu
”un - Mm”z =2 firm# n. O

Das Verfahren liefert simtliche Eigenwerte von L. Es sei ndmlich
Lu=A4u

mit ||u|| = 1 und (u, u,) = O fiir alle n. Dann gibt es ein m € N mit

Ap-1 £ A< Ay
Wegen
An= inf Mg, @)
peHINS x,,
folgt aber der Widerspruch
An € M(u,u) = A. O

Damit haben wir bewiesen

Satz 6.2.3: L besitzt abzdhlbar unendlich viele Eigenwerte A, die sich im Endlichen nicht héufen, und zugehorige
orthonormale Eigenfunktionen u, € D(L) mit

O<p<Z<l<-

und .
Y ¢ € Hi(G) M(uy, ©) = ,(uy, @).

Als nichstes zeigen wir die Vollstindigkeit des Orthonormalsystems (u,,): Es seien f € H, f; := (f, ;) und

gn:=f - iftuz
i=1

Dann ist

lgall® = IAIP = D 1P,
=1
es gilt also die Besselsche Ungleichung
n
DA <IAP.
i=1
Folgerung 6.2.4: Zu f € H gibt es ein f* € H mit

— 0.

ti |3 -
i=1
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Wir mochten f* = f beweisen. Dazu wihlen wir zunichst f € 7311 (G) und erhalten dafiir
0 < M(gngn) = M(f, )= ) AilfiP
i=1

oder

DLAIfP < M(f, ) < eIl
i=1

und
M(gn.gn) < M(f. 1) < clIfI.

Nun ist firm < n

n
14 ”gm - gn”% < M(gm ~9n>9m — gn) = Z /li |ﬁ|2

i=m+1

Mithin konvergiert (g,,) sogar in H 1(G). Es gibt also ein g € ‘7311 (G) mit
llgn — glli — 0.

Ferner ist g, € X,+1, also wegen

. M(p, )
A1 = lIlf B
eettinX, el

M(gn.gn) _ cIIF
/ln+1 h /ln+1

llgall* < 0.

Deshalb ist g = 0, und wir haben bewiesen
Satz 6.2.5: Es sei f € ‘}?(1 (G). Dann gilt:
Lolf = X fuilly = 0,
2. ZPUAP = IAIP,
3. M(f, f) = TP Afil
Fiir f € 7511(G) istalso f* = f. Weil 75(1(G) in H dicht ist, folgt daraus
Satz 6.2.6: Das Orthonormalsystem (u,) ist in H = L*(G) vollstindig.

Beweis: Es sei f € Hund F := f — f*. Dann ist F € X, fiir alle n. Es sei F # o, etwa ||F|| = 1. Wir wihlen ein
¢ € H,(G) mit

-l < 5

al 1
o S < &

und ein N € N mit

Dann folgt der Widerspruch

1< J IFIP + i )P = |[F - zN:(so, wui| < ||F = gl| + [l - i@, wu| < 1. o
i=1 i=1 i=1

Fiir f € D(L) folgt aus dem Vorangegangenen mit F := Lf € H wegen
Fi=(Fou) = (Lf,u) = 4 (fuy)
die Darstellung

Lf= ) A fiu

i=1

und

7l = >+ ayise.
i=1



6.2 Spektraldarstellung elliptischer Operatoren

Wir halten noch einmal fest:

1. Fiir f € H = L2(G) giltin H
£=" fiu und AP = IfiP.
i=1 i=1

2. Fir f € 7f(1 (G) gilt diese Darstellung in 7:)(1 (G) und
1 c . -
AT < SMUED s A7 mit M= D AlfP.
i=1
3. Fur f € D(L) gilt diese Darstellung in D(L). Ferner ist

Lf= iflifi Ui
i=1

171l = | 2.+ D1z

D) =(feH ' iﬂﬂff@o}.
i=1

und

Um den Anschluss an die in der Spektraltheorie iibliche Notation zu finden, wihlen wir

E, : H — span(u,) Cc H,
f — fn Up.

E, ist die Projektion von H auf span(u,). Wegen

(Enf.9) = futn, 9) = fuGn = (f, Eng)

ist E, eine Orthogonalprojektion mit
VieH  f=) Edf
n=1
Fiir u € D(L) und (L — Du =: f € H folgt
(L= u= Y (k- DEu= Y Ef,
i=1 i=1
also fir A ¢ {1, 1>,...}
S
= —FEf.
! ; )
Ist umgekehrt f € H gegeben, dann 16st dieses u die Gleichung (L — )u = f. Es ist also
-1
L-)'f=» ——Ef,
L-"f Zl b

und die Resolvente besitzt Pole erster Ordnung in den Eigenwerten.

P(1) = Z E,.

;<A

SchlieBlich verwenden wir noch

107

Dann ist P(1) die Spektralschar von L. P(A) ist nimlich ein orthogonaler Projektor wegen P> = P und der Symme-

trie der E;. Auch die anderen Eigenschaften einer Spektralschar sind unmittelbar klar. Damit ist dann

Vue D) YveH  (Luv)= f B Ad(P(u,v) = Z i (Ewu, v),
0 i=1
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und wir konnen mit Hilfe dieser Darstellung wieder Funktionen von L definieren, zum Beispiel
VLu:= f VAdP(u = Z Vi E mit D(VL) := {u € H | Z’l" |l < oo).
0 i=1 i=1

Aus .
PIfIF < M(f, ) = D MAP < cllfIi
i=1

folgt die Aquivalenz der Normen
Al und (£ yz-

Damit ist D( VL) = H,(G).

6.3 Darstellung der Greenschen Funktion in der Potentialtheorie

Existiert die klassische Losung der Randwertaufgabe, etwa bei glatten Daten, dann kann man mit Hilfe der Green-
schen Funktion I' den Losungsoperator darstellen, findet also

L‘1f=fo(y)F(x,y)dy~

Es sei R := L', Dann gilt

R : H— D),
1
f}—) ; /l—iE[f,

und es ist

1 1
[R7 < 2l =< 5 Al

Der Operator R ,,gldttet”; in der Potentialtheorie in R3 ist

0<TI(x,y) <

drlx —y|’
also

(RAWF < IR f IFCe y)idy < cIfIP
G

oder

R : H— L7@G).
Lokal kann man natiirlich noch besser abschétzen.

Um nun klassische Darstellungen fiir die Greensche Funktion zu erhalten, nutzt man dieses Glitten aus und
iteriert geniigend oft:

Lo(x, y) := 6(x —y),
Li(x,y) := T, y),

Iv(x,y) = L o1 (e, (e, y) dt.

Die I't(x, y) nennt man iterierte Greensche Funktionen. Es ist

n . ,
OSL(F(x,y)_zM)zdyZD(x,x)—;(M).

i=1 i Ai

In R? erhilt man also fiir alle x € G

n 2
Z (u,;x)) <TI(x,x) <c < 0.

i=1
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Integriert man noch einmal, dann folgt

o
ZESC|G|<00.

Es sei nun y € G C R3 fest. Dann gilt in H fiir k > 1

o

ui(- Jui(y)
(oy) =y 0
i=1 4
und fiir k > 3 konvergiert
O i(0)ui(y)

Ti(x.y) = =

i=1

sogar absolut und gleichmifig beziiglich beider Variablen. Es ist ndmlich, etwa fiir k = 3 und n > m,

LR N L A 2 2
B (2 )

=m =m

wegen

O wt(x
Fz(x,x)ZZ 1/1(2) <c < oo

i=1 i

Ist die Greensche Funktion nicht bekannt, dann kann man natiirlich als Ersatz die

[ x, ) o= Z u;(xX)u;(y)

k
i=1 /li

verwenden und muss Eigenschaften der I'; herausarbeiten.

6.4 Monotonieaussagen fiir die Eigenwerte

Die in §6.2 gegebene Charakterisierung des n-ten Eigenwerts A, hat den Nachteil, dass dabei die Kenntnis der
vorherigen eingeht. Das ist ungiinstig, wenn man feinere Aussagen iiber 4, beweisen mochte. Das Courantsche
Maximum-Minimumprinzip [1920] vermeidet dies.

Das Courantsche Maximum-Minimumprinzip: Es seien hy, ..., h,_; € H und

Ha(hy, ..o hpo) = Inf M(x, x)

xeH, ﬁSan
mit H, := span(hy, ..., h,_1)*. Dann erhilt man den n-ten Eigenwert A, von L durch
Ay = sup pu(hy, ..o hyy).

h] ,,,,, h,lfl

Beweis: Aus dem soeben Bewiesenen folgt

Ap = iy, .o, typ).

‘Wir haben also nur noch
Yhy,...,h.1€X Un(hyy .o shyoy) < Ay

zu zeigen. Es seien also Ay, .. ., h,_; vorgegeben. Dann wihlen wir

n
X = fo u;
i=1

mit & € C, ||x|| = 1 und x € H, Eine solche Wahl ist moglich, weil das Gleichungssystem

0= Zfi(ui,hk) firk=1,...,n-1
i=1

1=i@ﬁ
i=1
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stets nach den &; aufgelost werden kann. Dann folgt

M(x,x) = ) &EEMui,u) = ) GIER <4, Y 61 = Ay,
i=1 i=1

ik=1

also
,un(hlw--,hn—l) S/ln- a

Wir wollen dieses Prinzip nun benutzen, um Monotonieaussagen fiir A, zu gewinnen. Es seien G* und G zwei
Gebiete mit
G* cG,

und es sollen die Eigenwerte A, und 4,, verglichen werden.

Betrachten wir wieder die Dirichletsche Randwertaufgabe: Dann ist der Vergleich der beiden ersten Eigenwerte
leicht. Es ist ja

Ar= inf  M(u,u) (2)
ueH (G)NS ¢
und
Al = inf M(u, u). 3)

ueF (G*)NS ¢

Der Ubergang von G zu G* bedeutet nun eine Verschirfung der duBeren Nebenbedingungen. In Gl. (3) diirfen dann
Jarechts nur noch solche Funktionen zugelassen werden, die ihren Tréger in G* haben. Umgekehrt, denken wir uns
Funktionen aus H,(G*) durch Null in G fortgesetzt, dann ist

Hi(G*) € Hi(G).

Fiir die ersten Eigenwerte bedeutet dies
/lT > A.

Wir zeigen nun allgemein

Satz 6.4.1: Es seien G* C G und A, bzw. A, jeweils der n-te Eigenwert zur Dirichletschen Randwertaufgabe fiir
G* bzw. G. Dann ist

Ay = Ay
Beweis: Fiir n = 1 haben wir den Satz bereits bewiesen. Es sei also n > 1. Dann wihlen wir hy, ..., h,_1 € H und
erhalten
ﬂ;(hl, LR hn—l) = . inf M(‘p*v (;0*) 2 R inf M(QO’ 90) = ﬂn(hl, BRI hﬂ—l)7

& €H1(G)NS 34, weH (G)NS 3,
also

Ay = (U 1) 2 (U, e ty) = Ay
Dabei ist u; Eigenfunktion zu 4; in G. O

Bei der Neumannschen Randwertaufgabe kann man monotones Verhalten in der anderen Richtung zeigen. Der
Ubergang von G zu G* bedeutet hier nimlich eine Lockerung der #uBeren Nebenbedingungen. Es werden jetzt
Unstetigkeiten der Funktionen aus H;(G) zugelassen, es ist ja

H,(G) € H\(G™) U H (G\GY).
Deshalb gilt

Satz 6.4.2: Es seien G* C G und A;, der n-te Eigenwert aus der Menge der Eigenwerte der Neumannschen Rand-
wertaufgabe fiir G* und G\G". Dann ist
A, < A,
Die Aussage von Satz 6.4.1 lisst sich verschérfen, und man kann sogar die strenge Monotonie zeigen, ndmlich
Satz 6.4.3: Es seien G* C G mit G\G* # 0, ay € C\(G) und A;, bzw. A, jeweils der n-te Eigenwert zur Dirichlet-
schen Randwertaufgabe fiir G* bzw. G. Dann ist

A > A,

n
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Beweis: Es seien wie in Abbildung 6.1 skizziert

G,:=D,:=G*, G,:=D;ur''ubD,, ... G,:=0G.
G =: D1 Dz D3
LN LN
I I

Abbildung 6.1.

Dabei wihlen wir m > 0 so, dass 4,, > A, ist. Es sei A, = A,,. Dann ist 4,, Eigenwert fiir alle G; mit 1 < j < m. Es
seien v; die entsprechenden Eigenfunktionen in G, also

L v; = /ln Uj.
Wegenv; € 71’(1 (G) kdnnen wir wieder v; durch Null zu v; € 7—011 (G) fortsetzen. Die v; sind linear unabhiingig. Aus
C1U1 + U = 0

folgt zum Beispiel ¢; = ¢, = 0. Wire namlich ¢, # 0, dann wiirde v;|D, = o sein. Aus dem Prinzip von der
eindeutigen Fortsetzbarkeit der Losungen elliptischer Differentialgleichungen, das wir in §5.7.5 bewiesen haben,
wiirde daraus v, = o folgen. An dieser Stelle wird a;; € C1(G) benétigt.

Es sei nun

V= chvj e?zll(G).

=

Die Koeffizienten c¢; wihlen wir so, dass [[v|| = 1 und
Yk=1,...,m—-1 (,up) =0

ist. Dabei seien die uy, € H 1(G) Eigenfunktionen zu A; in G, also Luy = A;u;. Dann folgt

m m
An < M(,v) = Z ¢iciM(v;,vj) = 4, i (v, v) = Ay
ij=1 ij=1
Das ist ein Widerspruch. O

Im Falle der Neumannschen Randwertaufgabe kann die strenge Monotonie der Eigenwerte nicht gelten, denn
A; = 0 ist Eigenwert fiir alle Gebiete.

6.5 Zur Asymptotik der Eigenwerte

Uber die Asymptotik der Eigenwerte ist viel gearbeitet worden. Zu nennen sind besonders HERMANN WEYL und
spéter RicuarRp CouranT. Die Kenntnis der Asymptotik der Eigenwerte war damals wichtig bei der Herleitung der
Jeansschen Strahlungsformel (Theorie der Hohlraumstrahlung, Plancksche Strahlungsformel). Auch heute noch
sind solche Aussagen interessant, zum Beispiel bei inversen Problemen. So mochte man aus der Kenntnis des
Spektrums Aussagen iiber die Gestalt des Gebietes zuriickerhalten. ,, Can one hear the shape of a drum?“ lautet
der Titel einer Arbeit von Kac [1966].

Hier kann nur eine kurze Einfiihrung gegeben werden. Wir beschriinken uns auf den R? und beweisen als erstes
die in §6.3 gefundenen Aussagen

> & <cl6l, @
i=1 n
2 (T =e ®
i=1 J

fiir Operatoren mit variablen Koeffizienten und ohne Kenntnis der Greenschen Funktion.
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Dazu verwenden wir im Folgenden die Regularitdtsabschitzung
Jc>0 VYxeGCR VYueH(G)  |u)| < clulb, (©6)

die fiir Gebiete mit strikter Kegeleigenschaft gilt. Man erhilt sie aus der Darstellungsformel Satz 5.7.1, indem man
dort p = 1 wihlt (Sobolevsche Darstellungsformel).

Sind die Koeffizienten von L und dG geniigend glatt, dann gilt nach §5.4.2
Ac>0 VueDWL) lluly < c{lILull +lull}. o)

Esseinun mita; € Rund Lu; = Aju;

=

u .= aju]
J=1
Dann ist
v:=L"u e Hy(G)
mit
lollz < e {llall + loll} < il
sowie

Sons

= J

n
= o] < el < 2 llull < c2 4| D lasP.
j=1

Fiir festes x € G und

AT
folgt deshalb
oder
5o
T\ A
Das sollte gezeigt werden. Abschitzung (4) folgt daraus durch Integration iiber G. O

Als néchstes soll uns das asymptotische Verhalten der Eigenwerte 4, fiir grofle n beschiftigen. Das Gebiet
G € R sei wieder glatt berandet und zur Vereinfachung L = —A mit Dirichletscher Randbedingung. Von HERMANN
WEYL [1912] stammt die Aussage
6n2n "’
o= ()

G

mit |G| := Vol(G). Dafiir soll ein Beweis skizziert werden.

NQ) := Z 1

A4

Es sei

die Anzahl der Eigenwerte 4; < A. Nach Weyl gilt

_ lal 3/2 32
N = 1 +o(2772).

RicHARD Courant [1920] konnte diese Aussage durch Verwenden seines Maximum-Minimumprinzips verbessern
und sogar fiir nur stiickweise glatt berandete Gebiete zeigen, ndmlich

NQ) = 6l 22+ 0(log ).
612

In Courant & Hilbert [1993], S. 373f werden diese Ergebnisse dargestellt.
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Hier wollen wir etwas anders vorgehen und von der Spektralschar ausgehend argumentieren. Es sei (P(1)) die
Spektralschar von L. Dann ist

PO = (fruu; = fG F&) pC-,y, D dy

Aj=d
mit
Py, ) = D (),

<

Man nennt p(x, y, 1) Spektralfunktion zu L. Fiir groe A konvergiert sie formal gegen d(x — y). Damit wird

NQ) = f p(x, x, ) dx.
G

Im Allgemeinen ist es schwer, dieses Integral direkt auszuwerten. Man denke zum Beispiel wieder an die
Anfangsrandwertaufgabe zur schwingenden Saite in R'. In diesem Fall sind G = (0, x),

2
A, = n*  und u,(x) = \/; sin (n.x).

NQ) = YA+ 0(1),

Es folgt also direkt

wihrend das Hantieren mit )
. 2
- Z (sin (nx))
n< ‘/j
schwierig sein diirfte.

Um weiterzukommen transformiert man p und verwendet dazu die Grundlosungen entsprechender zeitabhingi-
ger Gleichungen. Mathematisch ist es leicht, die Wéarmeleitungsgleichung zu benutzen, weil ihre Losungen beziig-
lich der Zeit exponentiell abklingen. Man erhilt damit aber auch nur relativ grobe Resultate. Wesentlich schirfere
Abschitzungen kann man beweisen, wenn man die Wellengleichung heranzieht. Das wird aber aufwendiger, man
vergleiche Seeley [1978].

Hier beschrinken wir uns auf die Warmeleitungsgleichung
0
(E + L)u =0

mit u(0) = u°. Dabei sei u € C(R}, H) eine schwache Losung dieser Gleichung. Man erhilt sie in der Form

u(f) = f " e MdP(D)u® =: f L) h(-,y, 1) dy
0 G

mit dem Wdirmekern

00

h(x,y,1) := fo e dp(e,y, ) = ) eV uixu(y),

J=1
Fiir ¢ > 0 ist die Konvergenz dieser Summe sehr viel besser als beim ,,Dirac-Kern*

oo

D ui(u;).
j=1
Das mochte man ausnutzen.
Fiir x > 0 ist
e ¥ <2,
also etwa 5
eV < ——
22

Zusammen mit Abschitzung (4) folgt also

2 S W uwwl _ clG]
ooyl < 5 X =g <
j=1 J
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Diese Abschitzung ist aber noch zu grob, sie liefert noch nicht die richtige Groenordnung. Unser Ziel ist vielmehr,
in R3
hCxp ) < = (8)

zu beweisen. Abschitzung (8) wiirde unmittelbar aus einer verbesserten Abschitzung (4) folgen, ndmlich aus

Diese Abschitzung ist aber leider im Allgemeinen falsch. Das zeigt das folgende

Beispiel 6.5.1: Es sei G C R? ein Wiirfel mit der Kante a. Dann gilt mit I, m,n € Ny
o 2, .2
A == (F+m +n7).
Lm,n a2 ( m n )

Das folgt wie bei der Saite unmittelbar durch Separieren. Die Anzahl der Gitterpunkte kann man abschitzen, man
findet

NQ) = ﬁ”a+fu»

und mit einer Konstanten ¢
c
lre) < =
a

Daraus folgt mit K := (67°n/a’)*/3

A=K K(1+2C 1) K( ! )
n=Ke——or ~ = ~ T
A+ 7 3a vz, T\i-2

oder
also

Das bedeutet

und

divergiert. O

Um Abschitzung (8) zu beweisen, verwenden wir nun Resultate aus der Theorie der Warmeleitungsgleichung,
die wir erst spiter in §9.4 beweisen werden. Das Folgende wird jetzt also eigentlich nur plausibel gemacht, wir
wihlen die Darstellung aber direkt fiir den R™:

Die Abbildung A(x, y, f) ist eine Grundlosung zur Warmeleitungsgleichung fiir G. Damit ist gemeint, dass fiir
festes y beziiglich (z, x)

0
(E - A) h(x,y,1) = 6()6(x - y)

gilt, oder genauer:

1. (g —A)h(x,y,t) =0firt>0und x € G,

2. h(x,y,t) = 0 fiirt > O und x € 0G,

3. h(x,y,0) = 6(x — y).
Diese Grundldsung & vergleichen wir mit der entsprechenden Grundl6sung # fiir den ganzen R", nimlich mit
\X;t[/lz 1

(4 1)y? = (dmry/2”

ho(x,y,1) =
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Es sei
X = h — hy.

Dann ist y bei glattem Rand eine reguldre Losung der Wérmeleitungsgleichung in G mit

x(x,y,0)=0.

In der Theorie der Wirmeleitungsgleichung gilt ein Maximumprinzip, vgl. Beispiel 9.4.1. Aus

x(x,y.0)=0 und x(x,y.0| . = —ho(x,y.,H) <0
folgt ndmlich
YVxeG VYt=>0 x(x,y,1) <O0.

Damit ist

hix,y,t) < ho(x,y,t) < ————,
(00 < ho ) < i

und wir haben Abschitzung (8) bewiesen.

Der Rest ist nun leicht: Es ist fiir > 0

v 1
p(x,x,A) = f dp(x, x, 1) < e’"f e Mdp(x, x, 1) <
0 0

At

" it o v
<e fo e Mdp(x, x,u) = e h(x, x,1) < Art)yn?”

Wihlen wir ¢ := 1/4, dann folgt

€ n/2
plx,x, Q) < (4ﬂ)n/2/1 .

Damit erhalten wir

e |G|
(471')”/ 2
Das ist die gewiinschte Abschitzung mit dem richtigen Exponenten. Die genauere Asymptotik mit der richtigen
Konstanten folgt erst durch Verwenden der Grundlosung zur Wellengleichung.

NQ) < A2,

6.6 Eigenwerte des Schrodingeroperators

Elliptische Differentialoperatoren in einem unbeschrinkten Gebiet besitzen im allgemeinen ein kontinuierliches
Spektrum. Das soll in §8 diskutiert werden. Es konnen aber auch (zusitzlich) Punkteigenwerte auftreten. Ein
typisches Beispiel dafiir ist der Schrodingeroperator A in G = R?, den wir in §5.5.1 eingefiihrt haben. Es ist
Co(A) = R, wie wir in §9.7 sehen werden. Jetzt soll nur Po(A) interessieren.

Wir wihlen die Bezeichnungen von §5.5.1. Dann ist
o(A) C [-¢*, ),

und wir wollen als erstes
Po(A) € [-¢°,0) ©)

beweisen: Es sei A € Po(A) und
Au = Au

mit [lul| = 1. Dann ist u € H>(R?). Wir wihlen a € [1, 2] und u,(x) := u(ax). Man sieht leicht
lirr% llug — ul| = 0.

Mit

3
62
A, =
; dax;)?

ist
Au, = azAaua
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und

oder

Fiir a # 1 folgt daraus
(a+ DA(ug, u) = (ug, Vu),

also fira —» 1
22 = 22 |ul* = (u, Vu) < 0.

Das beweist Aussage (9).

Als nichstes zeigen wir, dass [—¢?,0) N o"(A) hochstens aus isolierten Eigenwerten mit endlicher Vielfachheit
besteht: Es sei 1 € [-¢%,0) und Ag = —A in H,(R?). Dann ist

(Ag - D)7 € CL(H, Hy)

mit
Ae>0 YueH, (R lleellz < cli(Ag — ull.

Betrachten wir nun die Gleichung

A-Du=f (10)
mit f € H. Sie ist dquivalent zu
(id + VAo - o = f (10"
mit v := (Ag — A)u und
V(Ag - )7 e KLH). 1)

Um letzteres zu zeigen, sei v, € H mit ||v,|| < 1. Dann ist
iAo = 07" waf|, < e,

und aus dem Rellichschen Auswahlsatz folgt die Existenz einer Teilfolge, die in jedem G := GN B(0, R) beziiglich
H,(GR) konvergiert. Es sei

(Ao = 07"vy)

bereits diese Teilfolge. Weiterhin ist fiir w € H, R
IVwll < 24 |wly
und
2 q 2 q 2
|(Vw)@)| dx < = lw(x)dx < — |lwl[*.
>R R Jj=r R

Mithin gilt Aussage (11).

Fiir festes 1 € [—¢2, 0) gilt also fiir Gleichung (10) die Riesz-Schauder Theorie. Mithin gehort die Zahl A zur
Resolventenmenge des Schrodingeroperators oder ist ein Eigenwert endlicher Vielfachheit. Das beweist die zweite
Aussage.

Als drittes zeigen wir, dass die Eigenwerte in [-g?, 0) keinen Hiaufungspunkt besitzen: Es seien nimlich A, €
[-4*, 0) eine Folge von Eigenwerten mit 1, — A € [-¢?,0) und u, die zugehorigen Eigenfunktionen, also

Au, = A,u,.
Dann folgt aus
lul} < Bu, u) + 2q uly ||ull

und B(uy,, u,) = 4,
Iunlf < 2B(u,, u,) + 4q2 =24, + 4q2 < 4q2.
Mithin ist
v, = Ay — Du, = (-V+ 21, — Du,
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beschrinkt, und es gilt
(id + V(Ag = )™ Jow = (An = Dy — 0.

Wegen V(Ag — )~ € KL(H) gibt es eine konvergente Teilfolge, die wir wieder mit
(V(do - ) o,
bezeichnen. Mithin konvergiert auch (v,), und wegen (A9 — 2)~' € CL(H) ist

(un) = ((Ao — /l)ilvn)
ebenfalls eine Cauchyfolge. Das ist ein Widerspruch, die Folge (4, besitzt also keinen Haufungspunkt A € [—¢2, 0).

Als letztes zeigen wir, dass es unendlich viele Eigenwerte gibt. Diese haben dann Null als Haufungspunkt.
Dazu wihlen wir ein ¢ € Coo(R?) mit o ¢ supp ¢. Fiir n € N seien

@n(x) = ¢(2)~

Dann folgt fiir n — oo

Wir wihlen nun eine Teilfolge der (¢,) mit B(g,, ¢,) < 0, und zwar so, dass die ¢, disjunkte Triger besitzen. Wir
bezeichnen diese Folge wieder mit (¢,).
Dann folgt die Existenz eines negativen Eigenwerts aus

00

B, ¢1) = (A1, ¢1) = f Ad(Pgr. 1) <0.

-4
Im Falle [-¢*,0) C p(A) konnte das Integral nimlich keine negativen Werte annehmen.

Es seien schlieBlich Ay,..., A, die Eigenwerte von A mit den zugehorigen orthonormalen Eigenfunktionen
uy,...,ux. Wir zeigen die Existenz eines weiteren Eigenwerts Ay : Es sei

k
B:=A- Z/l;(-,u,-)ui
i=1

und ¢ € span(gy, ¢3, . ..) mit
Vi=1,...,k W, u;) =0.

Dann ist
(By,¥) = (Ay,¥) <0
und nach dem Vorangegangenen besitzt B einen negativen Eigenwert A;,; mit der dazugehorenden Eigenfunktion
Ukt 1,
Buyy = Ay Uiy 1
Ferner gilt
Vj=1,...,k Akt (Upe1,u5) = (Bugyr, uj) = (uge1, Buj) = 0,

also
Aupyr = Bugyy = Aggg Upy 1.

Damit besitzt A unendlich viele negative Eigenwerte A, € [—¢?, 0) mit dem Haufungspunkt Null.

Es sei schlielich noch bemerkt, dass sich die Eigenwerte und Eigenfunktionen von A explizit angeben lassen.
Man kann dazu die Methode der Separation der Variablen verwenden. Urspriinglich ist man auf diese Weise an das
Problem herangegangen, das Verhalten eines Elektrons in der Umgebung einer Punktladung zu beschreiben. Man
erhilt

Ay = ——.
4n?

Einzelheiten kann man in Triebel [1972] und in vielen anderen Biichern finden.
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7 Die Wellengleichung

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Behandlung hyperbolischer Gleichungen. Dabei beschrinken wir uns
zunéchst auf die Wellengleichung, andere Gleichungen der Mathematischen Physik werden in §9 vorgestellt.

7.1 Formulierung von Anfangsrandwertaufgaben

Es seien G C R" ein Gebiet, J C R ein abgeschlossenes Intervall, etwa J = [0, 7] mit T > 0 oder J = R}, und
u . JxG—oC

eine Abbildung. Es sei ferner (f, x) € JXG. Wir werden in der Notation hiufig die Abhéngigkeit von x unterdriicken,
also kurz u(f) fiir u(¢, x) und auch «’ fiir i, schreiben. Dann betrachten wir die Wellengleichung

Wu := 0*u+ Au = o
mit den Anfangsbedingungen
w0)=u" und ' (0)=u.
Dabei sind u°, u' vorgegebene Funktionen und A ein selbstadjungierter elliptischer Differentialoperator zweiter

Ordnung. Einzelheiten werden wir sogleich prizisieren. In den Anwendungen steht vor dem Term §?u als Faktor
eine positive Massendichtefunktion, die wir zur Vereinfachung hier als Eins gewéhlt haben.

Als erstes wollen wir den Losungsbegriff prézisieren. Es gibt eine ganze Reihe von Losungsbegriffen; klassi-
sche, schwache, strikte, sowie Losungen mit endlicher Energie oder Losungen im Distributionensinn. Wir beginnen
mit den schwachen Losungen fiir / = Rj: Es seien H := L2(G),C(G,-) :={ueCG,-) | suppu € G},

V= CR, DA)) N Cr(R, H)

ein Testraum und A zunéchst analog §5.1 definiert, also

A== dandy mit DA) = {u e 74(G) | dandu € 7{} .
ik

Dann geben wir

Definition 7.1.1: Es seien u®, u' € H. Dann heifit u schwache Losung von Wu = o fiir t > 0, wenn folgendes gilt:
1. ue CRS,H),
2.
YoeV f uWo + °,0,(0,-)) = (u',v(0,-)) = 0.
R*xG

Definition 7.1.2: Es seien u° € D(A"?) und u' € H. Dann heifit u Losung mit endlicher Energie von Wu = o fiir
t > 0, wenn folgendes gilt:

1. u ist schwache Losung,

2. u € CRE, D(A)) N C1(RE, H).

Dabei ist 5 )
E(t) := [t ||” +[|[(A 2w, )|
die Energie.

Es gibt, wie gesagt, viele Losungsbegriffe. Man findet auch

Definition 7.1.3: Es seien u’ € D(A) und u' € D(AY?). Dann heifit u strikte Losung von Wu = o fiir t > 0, wenn
folgendes gilt:
1. u ist schwache Losung,

2. u € C(R:, D(A)) N C1(RE, D(AY)) N Co(RE, H).
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Es sei u eine strikte Losung. Dann ist E(¢) differenzierbar mit
E'(1) = 2Re{(ur, ) + (A1, A1)} = 2Re (e + Au) = 0,

also
Vi>0  E®) = EQ) = |lu']> + 1424

Beispiel 7.1.4: Es seien G = (0, 1), A der A-Operator mit Dirichletscher Randbedingung und u® = 1 sowie u' = 0.

2

Wie wir bereits wissen, besitzt A die Eigenwerte 4, = n°, n € N, und die Eigenfunktionen

u,(x) = y2/7 sin (nx).
Es gilt folglich
A= Z/ln(',un)urv
n=1

Nun ist
7 1/n  fiir ungerades n,
ud = W u,) = \/2/nf sin (nx)dx = 2 2/71'{
0

0 sonst.

Damit ist u’ ¢ D(A'/?), denn es ist ja
A AIP = Af D = D Aulfl
n=1
Wir konnen folglich nur schwache Losungen erwarten, ndmlich (das wird im néchsten Abschnitt gezeigt)

u(t,x) = (cos A'%p) MOX)C) =2/ Z u2 cos(nt) - sin (nx)
n=1

AL s (@j- ) - sin (@) - D)
2j-1

NgE

j=1

Z 2j1— 1 {sin((2j— D(x+1) +sin((2j - D(x - t))}

NS

J=1

N —

{uo(x +1)+ uo(x - t)} .

Das ist die d’Alembertsche Losung. Dabei ist «° antisymmetrisch und periodisch fortzusetzen. Man betrachte
hierzu Abbildung 7.1.

A
-1
0 0
2 1
0 0
T -1
0 0
1 - X
i

Abbildung 7.1.
]

Beispiel 7.1.5: Es seien G = (0, 1), A der A-Operator mit Neumannscher Randbedingung und u® = 1 sowie u' = 0.

Jetzt hat A die Eigenwerte A, = n>, n € Ny, und die Eigenfunktionen

() = V2/m cos(nx) firn>1,
AR PV~ fiir n = 0,
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also

0 sonst.

ug = W, uy) = {ﬁ fiirn =0,

Damit ist u® € D(A") fiir alle n, und wir erwarten ,,sehr glatte Losungen®. In der Tat ist

u(t, -) = cos (A?0)u’ = 1.

O

Es sei ausdriicklich bemerkt, dass u beziiglich der Zeit nicht quadratintegrabel ist. Insbesondere bei Auflen-

raumaufgaben werden wir das asymptotische Verhalten der Losungen fiir gro3e Werte des Zeitparameters einge-
hend diskutieren.

7.2 Existenz- und Eindeutigkeitssitze

Wir beginnen mit der Diskussion schwacher Losungen. Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist

Satz 7.2.1: Es seien u®,u' € H := L2(G). Dann gibt es genau eine schwache Losung von
Wu=o0

fiir t > 0 mit u(0) = u° und ' (0) = u'.

Beweis der Eindeutigkeit: Es sei u eine schwache Losung zu u’ = u' = 0. Dann gilt

YveV f umz(),
R*xG

und wir wollen zeigen, dass fiir alle I ¢ R* die Menge {Wv | ve q/} in L2(I x G) dicht ist. Dazu wihlen wir ein
7 < 0und ein ¢ € Co(R,RY) mit
1 firt>0,
g = {0

firr<t

und definieren
V i ColR"XG) — V

vt =-co [ ([ W+s)) AP (s, ))ds.

Dabei handelt es sich beim #uBeren Integral um das Bochnerintegral: £L'(R,H) — . Ein x(s) € H ist Bochner-
integrabel gerade dann, wenn ||x(s)|| integrabel ist. Einzelheiten findet man in Wioka [1982], S. 372.

Unser Ziel ist es, fiir festes y € Co(®R* X G)
v:=VyeV und Wuv=y firr>0

zu zeigen. Damit wire die Dichte und damit dann die Eindeutigkeit gezeigt. Wir fithren den Nachweis in vier
Schritten:

1. Wegen || [~ f(DAP)xI| < Il flleolldl dst || [i=y -+ || < 1t = sllw(s, )ll. Mithin existiert v und hat beziiglich t
kompakten Triiger.

2. Es ist v(t,-) € D(A): Zum Beweis wihlen wir ein festes Intervall I C Rg. Dann ist AP(I) ein beschrinkter
Operator und

apapte =-co ([ IW%d(Pumw)(m)ds,

also

APy, | < 20 f It = sl 1Ay (s, Il ds < oo.
t
Es seien nun I, := (—n, n]. Dann konvergiert die Folge
(PL)o(t, ) et

beziiglich der Graphennorm von A. Mithin ist v(¢, - ) € D(A).
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3. Esistve C(R,D(A)): Wegen
|sina —sinf| = |a— 6] -|cosf| < |a — B

folgt das analog aus

||U(t9) _U(t09')|| <

<ico-cw| [+ cwl] [T | + el [t onas <

< |§(l)—§(to)|f It — s lly(s, Hllds + {(to)’f |t—S|||l//(S,~)||ds‘ +
+ L)l -l f (s, )l ds.

4. Es istv € Co(R, H) und Wv = y: Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen. Wegen

Vah

sin ( VAh) B

= ‘ sin (VA(7 - )) Tk

+ cos (VA(t - s))( l)' <3

folgt aus dem Lebesgueschen Satz

d (", (* sin( VAt - s))
)=

ar . Vi dP(ﬂ)w(s,~))ds: I m( f ) cos(\/i(z—s))dP(A)dx(s,-))ds

0

und analog

& e " sin (VA(F - 5))
ﬁfr (m)dsz_w(t")_Af, (fo pou)l/,(s,.))ds,

also
v+ Av = .

Beweis der Existenz: Die formale Losung unserer Aufgabe lautet

u(t) = cos (VA7) o u® + sin(VAD 1 f " cos (VAN AP + f ™ sin( \/Tlt)dP(/l)ul.
\/Z 0 0 \/E

Wir haben zu zeigen, dass das so definierte u# wirklich eine schwache Losung ist. Den Nachweis fithren wir in drei
Schritten:

1. Fiir alle t ist u(t) € H: Das folgt unmittelbar aus

|cos(\at)| <1 und

<.

|sin( \/ﬁt),
Va
2. Es ist u € C(RY, H): Das folgt aus

et = uieo)||” < 2 { fo B |cos( VAf) = cos ( \/Zto)|2 d|pad®|* +

=:1
+ foo % |sin( Var) — sin ( \/zto)r dHP(/DMIHZ }
0

=5

mit
A 00
I < A |t—to|2f0d||P(/l)u0||2+4f a'||P(ﬂt)u°||2 <
0 Ay

2
< Aot = tol* [[u®||” + 411 = 1PA0))l)
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und
L <t -t ||u'||2

3. Es gilt
YoeV f uWo + @, v'(0)) — (u',v(0)) =0 :
R*XG
Zum Nachweis behandeln wir zuerst den Term
cos ( \/Zt) ou

und approximieren u® durch P(Nu® mit I := I, := (-n,n]. Es sei zunichst u® € P(I)HH. Dann werden die
Integrale beziiglich A eigentlich, und wir erhalten

—(u’, ' (0)) = - foo d(P()u’, v'(0)) = —F(0)
0

F(1) := f " cos (V) d(P)U°, V' (1)).
0

Es ist F(c0) = 0, und F ist differenzierbar wegen u® € P(I)H, also
—(u®, ' (0)) = f N F'(t)dt = f " f " {cos (Van d(P()u®, v" (1)) = VAsin(Var) d(P(u’, v’ ()} dt.
0 0o Jo

Analog ist

0= f v d f ” VA sin (VAr) d(P()u°, v(t)) dt
0 dt 0
_ f f {eos (V) d(P)u®, Av(n)) + VA sin (VAN d(PQ)C, o' (1))} dt,
0 0
also

(cos (VA o u®,v” + Av) = —(u°, v/ (0)).

Den zweiten Term

sin ( VA7) o
VA

behandelt man analog. O

Existenzsitze fiir strikte Losungen und fiir Losungen mit endlicher Energie lassen sich analog fiihren. Wir
zeigen noch

Satz 7.2.2: Es seien u’ € D(VA), u' € H und u Losung mit endlicher Energie. Dann ist E(t) konstant, néimlich
o O + | VAo = [u'|] + || VAL

Beweis: Fiir strikte Losungen haben wir den Satz bereits bewiesen. Wir konnen also entweder die Anfangswerte
durch glattere approximieren und dieses Ergebnis verwenden oder direkt nachrechnen, nimlich

E@® =

W' (1) = —sin (VA?) o VAU® + cos (VAr) o u',
‘/Zu(t) = cos( \/Zt) o VAu® + sin ( ‘/Zt) ou

und erhalten daraus die Behauptung. O

Bemerkung 7.2.3: Sind die Anfangsdaten geniigend reguldr, dann ist

2j
(%) u(t) = (1) {cos ( ‘/Zt) o A0 + Sin(\/Z;) . A-i_%ul} .

Aus 1° € D(A%) und u' € D(A/?) folgt fiir u Regularitiit beziiglich der Zeit, nidmlich
ue Czj(Ra, 7’{)

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit folgendem
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Beispiel 7.2.4: Es seien G = R*, u® := 0, A der A-Operator mit Dirichletscher Randbedingung und

sin cos
ul(x) = 2(—1 - x).
X X
Gesucht wird eine Losung mit endlicher Energie.
Es ist o,
u(x) = —2(%) .
X

In einer Umgebung des Nullpunktes gilt
u'(x) =0(x) sowie u'(x)=0(1)

und fiir grofe x

ul(x)zO(l) sowie ul'(x)zO(l).
X X

Mithin ist u' € H := £2(G) und auch u' € D( \/Z). Es existiert also sogar eine strikte Losung.

Wir wollen das Beispiel explizit durchrechnen, bestimmen dazu als erstes die Spektralschar und 16sen dann die
Anfangsrandwertaufgabe.

1. Wir bestimmen die Spektralschar P(1): Fir A € p(A) =C \Rg ist
(=27 f)w = % {sin( Vay [ s Wy [ fysin vy dy} .
Mitu > Ound u +ie — ++/u fiir & | 0 folgt daraus
lim (A = G+ i)' = (A= (= i) ) = % sin( Vi) fo " f)sin( i) dy.

Fiir f,g € L/ (G) folgt deshalb aus der Stoneschen Formel (vgl. FA, §9.2); £2/(G) ist die Menge der quadra-
tintegrablen Funktionen mit finitem Tréger)

1 (s © —
(P(/l)f,g)=7—r fo fo &\X_‘m( fo fy) sin(\/ﬁy)dy) g(x)dxdu

2 \ﬁ 00 00 -
= - f f sin(ox) (f f(y) sin(oy) dy) g(x)dxdo.
T Jo Jo 0

Uy (x) = \/Z sin(ox)
b

. 2
f(@) = (FSof)0) = \/;fo fy) sin(oy) dy = (f, ug).

Es seien nun

und mit FSg : LY(G) - H

Dann ist
vi oo
(P(Df.9) = f f(@)g(o)do
0
und
ﬁ ~
(P(fXx) = f f(o) us(x)do.
0
Wie bei der Herleitung der Fouriertransformation sieht man, dass sich FS ¢ unitir zu
S : H—H
fortsetzen ldsst mit (FS)? = id. Die Abbildung FS ist die Fouriersinustransformation, und es gilt

(FS Af)(0) = c*(FS f)(o).
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2. Die Losung der Randwertaufgabe lautet

sin(VA?) f‘” sin( VA1) .
=~ Zou= | T—==dPQ
u(t) Vi u | Ny (Du

oder mit s := VA

2 (" sin(st) si
M@ﬁzdﬁj‘ﬂyiﬂﬁﬁwww&
T Jo S
Wir berechnen ii': Es ist

2 00 . ’ 2 00 .
i'(s)= -2 \/jf sin(sx)(%) dx =2s \/jf cos(sx) S dx.
T Jo X T Jo X

=:g(s)

Wir wollen g bestimmen. Dazu berechnen wir die schwache Ableitung von g. Mit ¢ € Co(RY) folgt aus dem
Satz von Fubini

(g9.¢) = lim [ ( f wg&'(s)ds)dx: lim [ ( f sinx sin(sx) o(s) ds)dx =
0 X 0 0

a—oo 0 a—oo
= lim \/Ef sinx @(x)dx = 7—r<,0(1),
a—oo 2 0 2

letzteres wegen (FS)? = id. Daher ist
, /g
g'(s) = ~36(1 - ).

Nun ist g(0) = 7/2 wohlbekannt. Es folgt also

n
g(s) = EH(I —5)
al(s)=2 \/gsH(l - 5).
Daraus erhalten wir schlieBlich

- — o
u(z,x)z(%\/‘g)ul)(x)z(fo &‘/\/z_t)dP(/l)ul)(x)zfo &isﬂﬂl(s)us(x)dsz

1 1
= 2f sin(st) sin(sx)ds = f {cos ((t = x)s) — cos ((r + x)s)} ds =
0 0

oder

sin(t —x)  sin(f + x)
t—x t+x

7.3 Die Fourierdarstellung der Losung im Ganzraumfall

Fiir viele Anwendungen ist es wichtig, Losungseigenschaften einer einfachen Wellengleichung herauszuarbeiten,
um so einen Referenzfall zur Hand zu haben. Man verwendet dazu gerne den Ganzraumfall, also den Fall G = R"
mitA = Ay := —A.

Es sei u eine schwache Losung dieser Gleichung. Dann ist in R!

X+t

u(t, x) = % {uo(x +1)+ uo(x -1+ f

ul(s) ds} .

—t
Dies ist die d’Alembertsche Losung. Es sei

1 X+t

(I(v)(x) := —f v(s)ds.

2 Jit

Dann ist P
u(t) = El(t)uo +1(u'.
Auch in R" gibt es eine solche Darstellung. Aus

u(t) = cos (A)*1) o u® + A;'? sin (A)/*1) o u!
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folgt namlich mit
1(0)f = Ay P sin(A) 1) o f

wieder

u(f) = (,%I(t)uo +I(Hu'.

Wir wollen nun die Fouriertransformation benutzen und fiir /() die Fourierdarstellung angeben. Mit k,, :=
@)™, po := p/Ipl, ¢ := |p| und ,
vo(x, p) := k, e

ist f(p) = (Ff)(p) = (f,vo(-, p)) und

Va
(Po()f)(x) = f fpyvot.p)dp = fo ( fs o p)dpo)qn—l dq.

Ipl< VA

Das haben wir in FA, Beispiel 9.3.9, in R! ausgerechnet, in R" folgt es analog. Deshalb ist

* sin (VA1)
If= | ——=2dPya
of ](; Vi o(D)f

oder ) .
(090 = [ [ fspmtsp s = [ PO )t .
und )
FUONP) = 000 fp),

Damit erhalten wir

)= [t feos i’y + 0 i1 by
und )
a1, p) = cos (1pln) #(p) + S0P 1 .

Ipl
Natiirlich kann man aus dieser Darstellung in R! die d’ Alembertsche Losung wieder zuriickrechnen.

7.4 Distributionenlosungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns weiterhin mit dem Ganzraumfall beschiftigen und Losungen im Distributio-
nensinn mit einbeziehen.
Wir verwenden die in FA, §6.5, eingefiihrten Bezeichnungen und geben

Definition 7.4.1: Es seien f € O'(R x R") mit supp f C Ry X R" und ug, u; € O'(R"). Dann heifit u € D'(R x R")
Distributionenlésung zu
ou=f mitu) = u’ und u'(0) = u'

fiir t > 0, wenn folgendes gilt:
1. suppu C Rj X R",
2.V ¢ € Co(R X RM) (, 0Q)pon = (Fs ©)asen — (U0, ¢ (0))gn + (1, 9(0)) -

Dafiir schreiben wir symbolisch
Ou=g

mit
g(t, x) := f(t, x) + 8 (Ou’(x) + s@)u' (x).

In dieser Formulierung erscheinen die Anfangsdaten auf der rechten Seite der Gleichung, und das Symbol O
(der d’ Alembertsche Operator oder ,,Quabla‘) steht fiir die Wellengleichung im Ganzraumfall,

Eine Grundl6sung ist eine spezielle Distributionenldsung, ndmlich
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Definition 7.4.2: Eine Distribution S € D'(R X R") heifst Grundlosung zu O fiir t > 0, wenn folgendes gilt:
1. suppS C R{ xR",
2.(aS)t, x) = (¢, x) := 6(f) 5(x).
Wir schreiben auch §™ := S und 6" := §, wenn die Abhingigkeit von der Ortsdimension n gekennzeichnet

werden soll. Wir werden im Folgenden
S (t,x) = [(Ho(x)

herleiten.

Als erstes beweisen wir die Existenz einer Grundlosung und werden anschlieBend die eindeutige Losbarkeit

von \

Ou=g ()

im Distributionensinn zeigen.

7.4.1 Existenz einer Grundlosung

Es sei wieder Py(A1) die Spektralschar zu A und

V : Co(RXR") — D'(R xR

(V@mxw=—jmpﬁmiﬁi§%ﬁﬁdwﬂbwuﬁﬂm.

Dann gilt
Satz 7.4.3: Es sei ¢ € Coo(R X R"). Dann definiert

S ¢ e Se=(Vy)0,0)
eine Distribution S € O'(R X R"). S ist Grundlosung zu O fiir t > 0.

Den Beweis fithren wir in zwei Schritten:

1. Esist § € D'(R X R"): Zum Beweis gehen wir von der Fourierdarstellung

sin Ipl(t i
Vo0 =k, [ [ D (mgys.pretrapas
aus. Fiir Testfunktionen ¢ ist
(F 0%)(q) = (-ig)"(Fe)(q)
und
6@ < ka ||| ;1 < oo,
also fiir alle « € N" und (s, p) — o
Cq
|(Fo)(s, p)| < ==
Ipl
mit ¢, = co([|0%¢ll£1). Mithin existiert
(Vg)(0,0) € C.
Deshalb ist S ein lineares Funktional, und wir haben nur noch die Stetigkeit zu zeigen. Fiir alle m € N gilt
m © e sin( VAt - s)
=A)"(Ve)(t, x) = - f f A Sn(VAG - 5)) d(Po(De)(s, x)ds,
t 0 \/ﬁ
also

[A™ (V). || < f It = sl{|A™ (s, )| ds.

Es sei nun (¢;) eine D-Nullfolge mit supp ¢; C B =: B(0, R). Dann ist

R R
v < [ st o ds < R \/ [ 5. s < R g
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Aus der Koerzitivitdtsabschitzung fiir A” oder durch Fouriertransformation erhilt man deshalb
(V0. )], 50 < €[4 (Ve )O. ) < e® [l

Ist schlieBlich ¢ € CO‘W(R“, Rg) mit £(0) = 1, dann folgt aus dem Sobolevschen Einbettungssatz fiir ‘f{gm(R"),
2m > 2
2’

(Ve )(0,0)] = [£0)(Ve)(©0,0)] < c|[€Ve )0, )|, 0 < cl|@sl]y 5 = O
Mithin ist § € O'(R X R").
2. S ist eine Grundlosung: Es sei ¢ € Coo(R xR, Dann ist die Aussage supp S C Rj x R" klar, und wie im Beweis
zu Satz 7.2.1 folgt
S @) = (VOp)0,0) = ¢(0,0),
also
oS =o. m|

Im nichsten Abschnitt werden wir S explizit bestimmen und insbesondere
supp S < C*(0)
zeigen. Dabei ist
C*(xg) := {(t, X) ’ t>0und |x — x| < t}
der Zukunftskegel.

7.4.2 Eindeutige Losbarkeit vonOu =g
Wir zeigen
Satz 7.4.4: Es seig € O'(R x R") mit suppg C R X R". Dann ist
Ou=g
fiir t > 0 eindeutig losbar.
Den Beweis fithren wir in zwei Schritten:

1. Zum Nachweis der Existenz von u verwenden wir bereits die Aussage supp S C C*(0). Dann erfiillen S und g
die Streifenbedingung
Yr>0 (supp S x suppg) N S, ist beschrénkt,

und zwar mit
S, = {(X,Y) | X + Y] < r}.
Es seien namlich X := (s, x), Y := (t,y) und
(X, 7y € (C7(0) x (Rf xRM)) NS,

Dann ist

(s+ 0% +x+y* <,

alsos <r,t<r,|x+y| <rsowie
x| <s<r

und auch
lyl < ly + x| + |x] < 2r.

Damit ist |{X, V)| < /5 r, also beschrinkt. Deshalb existiert die Faltung (vgl. FA, §6.4.1, oder Jantscher [1971],
S. 193)
u:=8+geD'RxR")

mit supp u C Rj X R", und aus den Differentiationsregeln fiir Faltungen erhilt man schlieBlich

Ou=(@S)xg=0*xg=g.

2. Zum Nachweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, es seien u;, u, Losungen mit
Oup =0up =g.
Es sei u := uy — up. Wegen suppu € R x R" erfiillen u, S die Streifenbedingung. Es gilt also

u=90xu=(0OS)*xu=2S *=(0Ou = o. |
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7.5 Grundlosungen

Die explizite Darstellung der Grundlosungen ist etwas mithsam, und die Kenntnis spezieller Funktionen geht dabei
ein.

Zunichst halten wir noch einmal fest: Es war
I(0)f := Ay *sin(A)%1) o f,
und mit v € D'(R") ist [v Distributionenlosung zu §(¢)v(x), also
o(I(t)v) = 6(t)v
oder .
(0= [ [ swunse=sx-ydsdy= [ o sex-pay

Es ist also
1(H8™ = 5™, ).

Damit haben wir die Grundlésung S mit der Abbildung I verkniipft.

7.5.1 Grundlosungen zur Helmholtzgleichung

Wie gesagt, bei der expliziten Berechnung von S gehen Kenntnisse spezieller Funktionen ein. Wir betrachten des-
halb kurz die Helmholtzsche Schwingungsgleichung (Helmholtzgleichung), benannt nach HERMANN voN HELMHOLTZ,
1821-94, und 16sen

(~A— g, = 6.

Weil § nicht von der Richtung x( := x/|x| abhédngt, suchen wir nach Losungen, die nur von r := |x| abhéngen.
Im Falle A = 0 folgt dann wie in §3.2 in R" fiir » > 0 die Gleichung

g )+ L g ) =
und daraus
-r/2 firn=1,
g0 (r) = {—Inr/(2m) firn = 2,

1/((n = 2w,r2) fiirn > 3.
Dabei ist w, := |S""'| = 272 /T(n/2).

Fiir A # 0 erhilt man analog eine Besselsche Gleichung

(n)u(r) + (n)'(r) + /lg(”)(r) =0

Sie wird nach Friepricet WiLHELM BEsSEL, 17841846, benannt. Wichtig ist nun, dass daraus fiir

(n) ’

n (r)
w; ()= 2 —= "

die Gleichung

+1
(n)u( )+ (”)'(r)+/lw(")(r) _
r
folgt. Man muss also nur fiir n = 1 und n = 2 die Funktionen g(")(r) wirklich bestimmen, fiir groBere n erhilt man

sie dann rekursiv. Interessant ist, dass sich hieraus spezifische Unterschiede der Losungseigenschaften ergeben
werden, je nachdem ob die riumliche Dimension gerade oder ungerade ist. Es ist

(n+2) 1 g(ﬁn)/(”)
(== o ro

Es seien nun Im V2 > 0 und
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Dann ist

Wi (NAY
95 (r) = 2<2n>"/2( | HP(Van)
mit

HY =J, +iN,.

Die Hﬁl) sind Hankelfunktionen (benannt nach HErRmANN HaNkEL, 1839-73), J, und N, Besselfunktionen. Fiir

ImA > 0ist g(;')(r) € L2(R"). Wir verwenden ferner

n n i7r \/z !
Y1) = 2Img(r) = e (7) J(Var).

Speziell ist

n Jo(r) Y (r)

U v S0 | s (VA

Vi | VA
1 ir i
2 ;E(E) S Jo(Var)

sinr

30 Va0 L Gn(vVan.
r 2rr

Einzelheiten findet man in Magnus, Oberhettinger & Soni [1966]. Das folgende Lemma ist fiir die Darstellung von
Besselfunktionen interessant.

Lemma 7.5.1: Es sei fiir xo € S"~!
h(r) = f e VIt gz,
Sn-1

Dann ist

n-1

W (r)+ W@ +Ah(r)=0

p
mit
h(0) = S™" und h'(0)=0.

Beweis: Offenbar ist 4(0) = |S”~!| und
H(r)=iV2 f (x02)e V0 gz = iV | (rgW)e! V0D gz = — 2 p f e VIt gz,
Sn-1 lzl<1 lzl<1
also /4’(0) = 0 und
W'(r) = -2 f e V00D gz — (i VA) | (roz)et VD) g,
lzl<1

|zI<1

Zusammen mit

h(r) = f Pel VAr(x0.2) dz = f V(ze")dz = nf el Vr(xo.2) dz +iVar (XoZ)Ci Var(x0.2) dz
N lz]<1 |zl<1

lzl<1
folgt die Behauptung. O

Aus diesem Lemma erhalten wir die Darstellung

(n) .
(n) yﬁ (O)I’l 17 Vf i\/;XZ
= = A dz.
v, (xl) ST (IxD) Sk z
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7.5.2 Berechnung der Grundlosung
Fiir 1 € C\R{] ist
(Ao -7 f = f W g —yh dy.
Rﬂ

Aus dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen folgt daraus analog Beispiel 7.2.4 fiir f,g € L*(R")

e —
(Po(Df.9) = 57— fo f “( fR F@ ¥ (x — yh dy) g() dx .

Es ist also

® ™ sin(Vas), 1 f -
V)(0,0) = (5= | s, dy)dAds =
(Ve)(0.0) fo fo 7z, e ehdy)dads

2ni
& ooo(f {fo‘” sin (1) Y% (iyD) diefe(s, y) dy)ds.

im

Speziell fiir n = 1 folgt daraus wie in Beispiel 7.2.4

< . 7 sin (us) cos (uly]) . [ sin |yl T
f sin (us) YD (lyl) du = i f sinps) cos @y g, — f 2 cos (T dgq =i Z His - Iy,
0 K 0 U o 9 s 2
also

1 To'e}
(V9)0,0) = 5 f fR Hs = Iy (s, ) ds dy

0
oder 1
SO, x) = 3 H(t — |x]).

Fiir beliebiges n wollen wir auf diese Weise nicht weiterrechnen, sondern zunichst allgemeinere Uberlegungen

anstellen.
1. Mit N
(s, p) i= f (s, p)dz und AV, p) = f sin (25) ") (p) di
sn- 0
ist

1 00 00 .
5 = (V0,0 = o f f A5, p)D(s, p) " dpds.
0 0

Deshalb lisst sich S (¢, x) mit r = |x| als
S™(;r)

schreiben. In dieser Form gilt

-1 0
2 (p 1) — ) (y.
S (t;r) Ty 6rS (t;r).

Insbesondere ist
1 6t —|x|)

47 x|

und wir erhalten auf diese Weise aus S V(z, x) alle S @*D(z, x).

S®w, x) =

2. Es fehlt also nur S ?(¢, x). Diese Grundlosung lisst sich natiirlich wie im Fall n = 1 direkt berechnen. Es ist

A@(s,p) = % f sin (us) Jo(up) du,
0

das heiflt, man benétigt die Fouriersinustransformierte von Jy. Magnus, Oberhettinger & Soni [1966], geben
i H(s> - p?)
2 2= p2’

AP (s,p) =

also

R e H(s*> - p?)
(V9)0.0)= 5 fo fo S e pdsdp,
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und daraus folgt
1 H(t - |x)

TR

3. Eleganter ist jedoch die Hadamardsche Absteigemethode. Die Idee ist, S #~1 aus § ™ zu berechnen, indem man
eine Variable festhilt. Lassen Sie mich das skizzieren: Es seien y € R™!, x = (y, z) € R" sowie

S, x) =

D(t, x) := 6(1) 6(y).
Die Distributionen S ™ und D erfiillen die Streifenbedingung: Es seien niimlich
X=(tx, E=(mHundS, = {(X.E) | X +E| <7

und
(X.E) € (suppS ™ x supp D) N S, = (C+—(O) X {(T,g) ‘ =0, £=n,0) = (o,g)}) ns

Dann folgt
(t+7)+(x+& <1,

alsot =0, < r,|x+ ¢ < rund |x| < t. Mithin ist auch
[x| < r

sowie |£] = |{| und
€] < €+ x| + |x| < 2r.

Mithin ist (X, E) beschriinkt, S " kann mit D gefaltet werden, und es folgt
01D+ S®) =0,(D % $™) = D+ (0,5") = D 6 = 5(1) ().

Es ist also
SV =Dxs®.

4. Als Beispiel wihlen wir n = 3. Dann ist

_ 2 2
SO, y) = 4i L =0 = NG |V|2’7| gf SE= NP+ E) iz =

T

du.

f5(f—vy|2+é'2) dl = ifoo o(t —u)
T ar iyl + 22 28 Jy Nu? — |y

Mit ¢ € Co(R* x R2) folgt

1 <5t —u)
SOyt y)drdy = — f oty) | ———=dudidy =
Lxmz 21 Jrxre w AJu? = |y?
_plu,y) 1 H(u—ly)
dudy = ———¢(u,y)dudy
fRZ L N 2 Jrswe 2 = |y

oder
1 H( -y

N

SOt y) = —

7.5.3 Klassische Losungsformeln

Fiir n = 1, 2, 3 sollen schlieBlich noch die klassischen Losungsformeln angegeben werden:

1. Es sei n = 1. Dann ist

1
U%Mm=fSWWMPWW=ifMFMM%WW
R! R!

1 5 1 X+1
= ELU(x—y)dy= ifx_, u(2) dz.
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Das ist die d’Alembertsche Formel.

2. Es sei n = 2. Dann ist

L HG- ) L Gl
V) = — ——v(x - = N
(1P wo)en = 2 fRz 2 —|yP WA= oy i<t 12 = [y? v

Das ist die Poissonsche Formel.

3. Es sein = 3. Dann ist

(1(3)(t)l))(x) = % le 6(t |!_/||y|)v(x _ y) dy = ﬁr o U(.X'— tz)dz_

Das ist die Kirchhoffsche Formel, benannt nach Gustav RoBErRT KIRCHHOFF, 1824-87.
Als letztes bemerken wir noch, dass fiir gerades nund n = 1
supp S ™ = C*(0)

ist. Fiir ungerades n > 3 gilt jedoch
supp S ™ = 4C* (o).

Man sagt auch, fiir ungerades n > 3 gelte das Huygenssche Prinzip. Dieses Verhalten der Grundlosungen hat
grolen Einfluss auf die Ausbreitung von Wellen. Liegt der Tréger nur am Rande des Wellenkegels, dann setzen
Signale scharf ein und wieder aus. Andernfalls setzen sie nur scharf ein, es gibt aber Nachhall. Man vergleiche

Abbildung 2.1 und die Bemerkungen dort.

7.6 Zur Existenz schwacher Losungen unter Verwendung von Energieabschéiitzungen

In diesem Abschnitt soll noch ein zweiter Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen zur
Wellengleichung vorgestellt werden. In diesem Beweis werden Energieabschitzungen und der Rieszsche Darstel-
lungssatz benutzt. Solche Energieabschétzungen sind besonders wichtig. Man kann sie auch zum Nachweis der
Existenz von Losungen nichtlinearer Wellengleichungen verwenden. In §10.2 wird dariiber mehr berichtet.

Wir beginnen wieder mit der Wellengleichung in R®

Oy=ys—Ay=g mity©, )=y’ y(0,-) =y" und g = g(t, x)

und wollen diese Gleichung als System erster Ordnung schreiben. Es seien

0 0
dy:=—, Oy =— fiurk=1,2,...,
T T "
sowie
oy g
= d =
! (Vy) und / (0)
Dann ist zundchst formal
0 8 - 8,
(y,,) (Ay+g) (divv+g) o 0 0
Uy = = = = A . u+ f
Vy, Vy, Vo : ..
J, O 0
oder
n 1
u+ Y Apdgu = fomitu(©,) =u’ =7 Jund £ = fa,2).
k=1 vy’
Dabei ist Ay eine symmetrische (m X m)-Matrix mit m := n + 1,
0 0 01 0
0

A = (ki )i jerins1y = (0010 k41 +0j10ik41) = —| -
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Allgemeiner betrachten wir den Operator

L := Ao(t, x)do + Z Alt, )0 + B(t, x).
k=1

Dabei seien die Matrizen Ag, Ay, B (mXxm)-reihig, A sei positiv definit und die A; symmetrisch. Die Koeffizienten
seien reellwertig, beschrinkt und messbar; weitere Glattheitsvoraussetzungen werden wir noch prizisieren, wenn
sie benotigt werden.

AuBerdem wihlen wir verschwindende Anfangsdaten u° = o. Es ist klar, dass man das bei glatten Daten u
stets erreichen kann, indem man von u zu u — u° iibergeht und ein geeignetes neues f wihlt. Damit lautet unsere
verallgemeinerte Wellengleichung

0

Lu=!f mit u(0,-) = o. (1)

Solche Systeme werden nach Kurt Otrto FriepricHS, 1901-83, symmetrische hyperbolische Systeme genannt. Wir
wollen sie im Folgenden kurz behandeln.

Es sei T > 0 eine feste Zahl und firO < 7 < T
Re:={(t,x) eRxR" | 0<r<7)
ein Streifen in R X R". Es sei ferner
CUR.) = {ue Ci(R,) | suppu [0, 7] xR"}.
Dann folgt fiir u € C?(RT) aus GL. (1)
2u” f = 2u" Lu = 8p(u"" Agu) + Z 0" Agu) + u"Cu 2)
k=1
mit

n

C = 2B — (HpAo) — Z(BkAk).
k=1

Wir setzen voraus, dass die Koeffizienten von C beschriinkte messbare Funktionen sind. Ist
E(1) = f u” (1, x)Ao (1, X)u(t, x) dx,
Rn
die Energie, dann folgt aus dem Gaufischen Satz und Gl. (2)

E(t) = E(0) + f {ouf —uCuf. 3)

R:
Wir wollen die Energie fiir alle
we AR = {ue ClRr) | u0,) = o},
weiter abschitzen. Dazu machen wir folgende Annahmen:
da,>0 VveRXR" VY(,x)e RxXR" avv < VANt x)v < B,
dy>0 YveRXR" Y(#x)eRxR" lv"C(t, X) v| <y Ag(t, xp) v.

Dann ist fiir alle v, w € R X R"

1 1
20w < av"v+ —w'w < V" Agv + — w Ay w,
@ @

und es folgt aus GI. (3)
.
ETm) <1+ y)f E(Hdt + izf fTAof.
0 = JR,

Wir verwenden nun das Gronwallsche Lemma (vgl. zum Beispiel Racke [1992], S. 34)
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Gronwallsches Lemma: Es seien ¢ € C([0,a],R), h € £1([0, al, Rf), @ € R und

Vitel0,al o) <a+ f h(s)p(s)ds.
0

Dann ist

e < aexp(]o‘t h(s)ds).

Daraus erhalten wir

e( l+y)T " e( 1+y)T o,
E(r) < —; ff Aof £ — f " Aof
@ R; Ry

[0

T (1+nT _ 11
f E(@)dr < S — f £ Aof.
0 Ry

l+y «a

(u,v) ::f u"v
Rr

2 2
allull” < (Aou, u) < Blull”,

oder

Ist

das £2(Ry)-Skalarprodukt, dann gilt

und es folgt
e(1+}/)T -1 Te(1+y)T

0 T
YueA(Rr) (Aou,u) <T(Aof, f) mitl := 2101y~ &
Die Energieabschitzung zur Gl. (1) lautet daher

(Aou, u) < T (AgLu, Lu). 4
Aus ihr erhdlt man unmittelbar die Eindeutigkeit der Losungen von Gl. (1) in ﬂ?(RT).

Aus Abschitzung (4) folgt aber auch die Existenz einer schwachen Losung, wenn man den Rieszschen Dar-
stellungssatz verwendet. Das sieht man so: Es sei

ERy) = {u €CYRr) | ur.) = 0}.
Durch partielles Integrieren erhélt man dann fiir u € AY(R7) und v € EY(Ry)
(v, Lu) = (Lv, u) (®)]
mit }
Lv:=—-Lv+(C+ B" - B).

Gleichung (5), also
Vo e ERr) (Lo, u) = (v, f), (6)

wollen wir zur Definition schwacher Losungen verwenden. Setzt man namlich fiir v zunédchst Testfunktionen in GI.
(6) ein, dann folgt etwa aus u € ~[leoc(RT) die Differenzierbarkeit von u in inneren Punkten von Ry und Lu = f.
Wihlt man dann im zweiten Schritt v beliebig aus 8(1’(RT), dann ist

Voe &(Rr) (" Aou)(0,-) = 0,
Rﬂ

und in diesem Sinne verschwindet u(0, - ).

Um das zu prizisieren, wihlen wir den Hilbertraum %, der durch Vervollstindigung von 8(1)(RT) unter der
Norm

lv] := Vv, 0y mit v, w) := (Lv, Lw)

entsteht. Dass | - | eine Norm ist, sieht man leicht. Fiir L erhilt man niimlich eine Energieabschiitzung wie fiir L
(man ersetze bei der Herleitung nur ¢ durch T — ), also

YoeH  a(,v) < (Agw,v) <T (Ao Lv, Lv) < BT (v,v). (7)
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Es sei nun fiirv e H

Fv:= (v, f).

[Fol < ol 1l < \/'gf [o] 1711

Die Abbildung F ist also ein beschriinktes lineares Funktional auf H, und aus dem Rieszschen Darstellungssatz
folgt die Existenz eines U € H mit

Dann ist

YveH Fv={,U)
Wir wihlen u := L U. Dann gilt
Voe &)Rr) (v, U) = (Lv,u) =, f).
In diesem Sinne 16st u die Differentialgleichung.
Definition 7.6.1: Eine Funktion u = LU mit U € H und
Voe &Rr)  (Lvu) = (v, f)

heifst schwache Losung der Gleichung (1) fiir t € (0, T].

Natiirlich muss man im nichsten Schritt wieder die Regularitit von u untersuchen, wenn das erforderlich ist.
Dazu benétigt man dann Glattheitsvoraussetzungen an die Koeffizienten. Diese Frage soll aber jetzt nicht wei-
ter vertieft werden, es sei vielmehr auf Friedrichs [1954] und auf John [1982], S. 167, verwiesen. Weil unsere
Uberlegungen fiir beliebiges 7 galten, erhalten wir auf diese Weise auch eine beziiglich ¢ globale Losung der
Wellengleichung.
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8 AubBenraumaufgaben

In diesem Abschnitt sollen die Untersuchungen des fiinften Kapitels fortgesetzt und Aulenraumaufgaben behan-
delt werden. Unter einem AuBenraum in R" wollen wir das Komplement eines beschrinkten Gebietes verstehen.
Natiirlich gibt es auch andere Klassen unbeschrinkter Gebiete, die interessant und fiir die Anwendungen wichtig
sind. Denken Sie zum Beispiel an Wellenleiter oder keilformige Gebiete. Darauf soll aber im Folgenden nicht
weiter eingegangen werden.

Solche Randwertaufgaben treten auf, wenn man die entsprechende zeitabhéngige Gleichung
ou+Au=o

beziiglich der Zeit separiert, also

u(t, x) = a(t) v(x)

ansetzt, und nach ,,stehenden Wellen* fragt. Das sind Losungen von
A-Dv=o0

mit A € C. Aus solchen stehenden Wellen mochte man dann die Losung u superponieren.

Randwertaufgaben fiir unbeschrinkte Gebiete unterscheiden sich von den Randwertaufgaben fiir beschrinkte,
weil jetzt im Allgemeinen ein stetiges Spektrum auftritt. Es geht im Folgenden also zunichst einmal darum, dies
zu bestitigen und das Spektrum zu bestimmen. Damit lassen sich dann auch Anfangsrandwertaufgaben fiir die
entsprechenden zeitabhingigen Gleichungen 16sen.

In den Anwendungen mochte man aber mehr iiber die Losungen wissen. Zum Beispiel, wie reguldr sie sind
oder wie sie sich asymptotisch fiir grof3e ¢ verhalten. Letzteres soll in §10 behandelt werden. Fiir solche Fragen
interessiert man sich in der Streutheorie. Dazu muss man nicht nur die Existenz eines stetigen Spektrums nachwei-
sen, sondern auch Eigenschaften der Spektralschar herausarbeiten. So zeigt man unter anderem, dass das Spektrum
absolut stetig ist.

Das soll im Folgenden geschehen. Die Resultate und Beweisideen gelten im Prinzip fiir viele Gleichungen aus
der Mathematischen Physik. Weil Systeme erster Ordnung in den Anwendungen besonders wichtig sind und weil
wir uns schon mehrfach mit der Wellengleichung beschéftigt haben, behandeln wir in diesem Kapitel exemplarisch
das System erster Ordnung aus der Linearen Akustik in R®. Man vergleiche §5.5.2.

Es seien also im Folgenden G C R3 ein AuBengebiet und p;; = pii, « reellwertige, beschrinkte und messbare
Funktionen mit

Apo>0 VEER® VxeG Y &pa(n& 2 polél
ik

dky>0 VxeG k(x) = Ko.

Wir setzen voraus, dass das Medium auflerhalb einer Kugel B(0, r,) homogen und isotrop ist. In G, := {x € R3 |
|x| > r,} € G soll also etwa

Pir =0x und k=1

sein. Auch diese Voraussetzung lésst sich abschwichen. Wir verwenden die Koeffizientenmatrix

[P 0
M= (0 )
mit p := (pj) und behandeln im Folgenden die Neumannsche Randwertaufgabe, wéhlen also
D(A) = D(G) x Hi(G) ¢ H

mit H := H(G) := (LX)’ x LXG) und
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8.1 Das Spektrum des zugrundeliegenden Operators

In §5.5.2 haben wir bereits gezeigt, dass A eine selbstadjungierte Abbildung ist und dass
1
VreR\{0} |lAa-in| < o
gilt. Das Spektrum o (A) liegt also auf der reellen Achse. Ferner ist

N(A) = Do(G) x O

und

R(A) = p~'VH(G) X k! div D(G).

Offenbar ist dim N (A) = oo. Es seien ndmlich B(x;, ;) C G disjunkte Kugeln und ®; € (j‘m(G) mit supp ; C
B(x;,r;) und ||V X @;|| = 1 gewihlt. Dann bilden die
V= VX ®; € Dy(G)

3
ein Orthonormalsystem in (Lz(G)> )

Aus dem Projektionssatz und der Selbstadjungiertheit von A folgt
H =R(A)® N(A) orthogonal.
Es sei
P : H— RA

der orthogonale Projektor auf den abgeschlossenen Wertebereich R(A). Dann reduziert dieser A, es gilt also PA C
AP. Besitzt G die strikte Segmenteigenschaft, dann ist PD(A) in H lokal kompakt eingebettet (Satz 5.5.4).

Wir diskutieren nun das Spektrum von A und zeigen als erstes

Satz 8.1.1: Es sei p € C{(G). Dann gilt
Pa(A) = {0}.

Beweis: Die Aussage 0 € Po(A), und zwar mit unendlicher Vielfachheit, ist aus dem Vorangegangenen klar. Es sei
also A # 0 mit
AU=2U.

Dann ist AU € D(A), und es folgt durch Quadrieren

AU =2U.
Dabei ist formal
A2 o' gradk~! div o
B 0 k'divp! grad)”

Das Gleichungssystem A2 U = 4> U zerfillt also. Es seien
D(B) = {u € HIG) | p'Vue i)(G)}
mit
Bv:= -« 'divp™! gradv
und v := U,. Dann folgen .
U =- %p‘l gradv

sowie
Bv = 2.

Die skalarwertige Abbildung v geniigt damit einer Neumannschen Randwertaufgabe. Insbesondere gilt in G,
—Av = .

Damit ist v dort beliebig oft differenzierbar, und aulerdem ist v € L%(G,). Dann verschwindet v aber in G,, und
damit U. Das folgt aus der Rellichschen Abschitzung, die wir unmittelbar anschlieBend beweisen. Das Prinzip von
der eindeutigen Fortsetzbarkeit liefert dann schlieBlich v = o in G und damit auch U = o. O
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Rellichsche Abschétzung: Die Abbildung u € C»(G,) moge nicht identisch verschwinden, und mit 1 > 0 sei
(A+ Du =o.

Dann gilt
dp>0 drg>r, Vr>rn f |u(x)|2dx2pr.

ra<|xl<r
Den Beweis dieser Abschitzung, die auf FrRanz ReLLich, 1906-55, [1943] zuriickgeht, fithren wir durch expli-

zites Nachrechnen. In R? gilt in Polarkoordinaten

7 20 1
= = Ao.

A= +22
o2 ror r?

Dabei ist Ay, der Beltramioperator, eine selbstadjungierte Abbildung in L2(5?) und besitzt ein abzihlbares Punkt-
spektrum mit einem vollstindigen Orthonormalsystem von Eigenfunktionen, den Kugelfunktionen K, ; mit

—A()Kn,j = I’l(l’l + I)Kn,]‘,

neNpund je{0,1,...,2n}. Fir v := ru folgt

0? 1
(ﬁ—i_ﬁAO—}_l)U:O.

Auch v verschwindet nicht identisch. Es gibt deshalb ein r; > r, und eine Kugelfunktion K, so, dass mit

g(r) ::f v(rx)K,(x) dx
S2

g(r1) von Null verschieden ist.

Wir leiten nun eine Differentialgleichung fiir g her. Es ist

2
0= f {( : " 7‘1_2 Bo+ /l) v(rx)} Kn(0) dx = g"(r) + Ag(r) + % f v(rx) AgK,(x)dx =
52 o

P
nn+1)
2

=g"(r)+ (/l - )g(r)-

Dies ist eine Besselsche Differentialgleichung. Thre Losungen sind wohlbekannt. Mit 4 = n + % besitzt sie die
beiden linear unabhingigen Losungen

VrJf \/zr) und  VrN( \/zr)

die Besselschen und die Neumannschen Funktionen. Das asymptotische Verhalten dieser Funktionen ist bekannt.
Man vergleiche etwa Magnus, Oberhettinger & Soni [1966], S. 139. Fiir grofe r gilt

1
Vrd,(r) = \/Z/_ﬂCOS(}’ —Cy) + O(—) )
-
1
\/l_’N#(r) = 2/msin(r — c,) + O(—)
-
mit ¢, := n(n + 1)/2. Mithin gibt es Konstanten a,, a; so, dass fiir r — co

g(r) = \/g{al JH( \/jlr) +a, Nu( \//_lr)} =a cos( Var - cn) +a, sin( Var - c,,) + O(%)

ist. Wegen g(r) # 0 ist auch a% + a% # 0.

Damit erhalten wir aus der Besselschen Ungleichung

f (P 72 dx = f (P dx > g(rs
SZ SZ
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also

f lu(x)* dx > f lg(s)|* ds > f {a% cosz( Vas - c,,) + ag sinz( Vas - c,,)} ds+O(n r)
re<lx|<r Ta T,

a

> %(a% + a%) r+O(n r).

Daraus folgt die Rellichsche Abschétzung. O

Es sei betont, dass die Rellichsche Abschétzung fiir 4 < 0 nicht mehr gilt. Das zeigt fiir 4 = 0 schon die
Abbildung

0 1
M()C) = a—xl m

Damit haben wir die Existenz von von Null verschiedenen Punkteigenwerten ausschliefen konnen. Es gilt
sogar

Satz 8.1.2: Es sei p € C1(G). Dann ist
Co(A) = R\{0}.

Beweis: Wir wissen bereits, dass (A —A)~! fiir 1 # 0 existiert, haben also nur noch zu zeigen, dass diese Abbildung
fiir reelle A unbeschrinkt ist. Dazu konstruieren wir eine Folge (F), o € (0, 1), mit

sup ||[Fyll < 0o und [|(A — A)7'F,|| — oo fiir o — 0.

o

Es sei ¢ € Coo(R) mit 0 < ¢ < 1, ¢|(0,7,) = 0 und |(r, + 1, 00) = 1. Es sei ferner

—idlx|
Ua(x) 2= () —— ™™ (XO) € D(A)

x| 1

und
Fy(x) := (A = DU,(x).
Dann ist
Fa'(x) =-io Ua'(x) + go’(x)

mit

llgo|l < const.

Wegen x| < e"™ ist

V2

|x[?

und deshalb auch sup,. ||F|| < co. Andererseits ist (A — A7 'F, = U, und

Voe ) |oUs )<

) e~ 20lx] e 20 (ra+1)
U = V2 ———dx=4V2n ——— - & fiirs - 0.
fsre+1 ] 20
Weil A selbstadjungiert ist, besitzt A kein Residuenspektrum. Damit gilt A € Co(A). O

8.2 Formulierung von Aulenraumaufgaben

Im Folgenden wollen wir Aulenraumaufgaben 16sen, zundchst formal also Gleichungen der Form
A-DU=F fiurd+0. €))

Diese treten bei der Behandlung der entsprechenden zeitabhingigen Gleichung nach Separation der Variablen auf.
Aber auch bei der Bestimmung der Spektralschar P(4) von A aus der Stoneschen Formel wird man auf diese
Problematik gefiihrt. Gerade an dieser Spektralschar sind wir besonders interessiert. Dabei wissen wir bereits, dass
komplexe A4 € C\R zur Resolventenmenge von A gehoren. Wenn wir also von AuBlenraumaufgaben sprechen, dann
denken wir an reelle A # 0 oder an A der Form A = y + i o mit y € R*, o € R und o — 0 (Stonesche Formel).
Darin liegt die besondere Schwierigkeit der Au8enraumaufgaben: Reelle A gehoren zum Spektrum von A. Man
mochte Gl. (1) also im Spektrum 16sen. Das ist nicht fiir alle F € H moglich, denn sonst wiire (A — 1)~! aufgrund



140 8 AuBenraumaufgaben

des Satzes vom abgeschlossenen Graphen beschrinkt, und A wiirde zur Resolventenmenge gehoren. Es ist also
RA -2 #RA - ).

Gleichung (1) zu 16sen, bedeutet also, R(A — 1) zu bestimmen. Dies erweist sich als schwierig. Wir werden
deshalb anders vorgehen. Einmal wihlen wir F aus einem geeigneten dichten Teilraum von 4, zum Beispiel aus
L2/(G). Und andererseits setzen wir A geeignet fort, vergroflern also D(A) so, dass man dann Gleichung (1) 16sen
kann, und zwar mit einer beschriankten Inversen.

Das soll zunichst am Falle der Potentialtheorie verdeutlicht werden: Es sei A der iibliche Deltaoperator mit
D) = {u e F(G) | Aue LZ(G)}.

Formal besitzt die Gleichung Au = o zwei kugelsymmetrische Losungen mit verschiedener Asymptotik im Un-
endlichen, ndmlich fiir grof3e |x|
1 und i
|x]
Beide sind nicht quadratintegrabel, gehoren also nicht zu D(A). Wir wollen D(A) vergroBern, aber nur eine von
ihnen zulassen. Andernfalls wire 1 — 1/|x| Eigenlosung fiir das AuBere einer Kugel, und man hitte keine Ein-
deutigkeit. Es liegt deshalb nahe, geeignet gewichtete Hilbertrdume einzufiithren und so die Losung mit grofiter
Singularitit im Unendlichen auszuschlieen, hier also die Konstante.
Dazu verwenden wir die Zweite Poincarésche Abschitzung in der Form

J1G) = {Cu(G); 111} = LUG):= {fEL,ZDC(G) Tfellz(G)}

mit |
W= Ty
und ||f]l; := |l f]l. Unser Ziel ist,
V¢ € CulG) (Vu, Vo) = (f,¢) (2

zu vorgegebenem f zu 16sen. Wihlen wir zunichst f € D(A™/?), dann ist wegen ||A%¢|| = |¢|;
|[(f0)] = [(A721,8120)| < e [A72 1[Il

Mithin ist (f,¢) ein beschrinktes lineares Funktional iiber j 1(G). Gleichung (2) ist damit in j 1(G) eindeutig
losbar, und es gilt

Satz 8.2.1: Es sei
A DA c L2G) — DA
mit
DA) = {u € J1(G) | Fve DA VpeCulG) (Vu, Vo) = (v, so)}

und Au := —v. Dann existiert A~ und ist beschrénkt.
Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Rieszschen Darstellungssatz und der Zweiten Poincaréschen Abschitzung.
Es gilt namlich
1 _
Slelle < luly < clIA72 1 o
Der Nachteil dieses Vorgehens liegt vielleicht darin, dass wir D(A~'/2) nicht geniigend kennen. Das lisst sich
leicht dndern. Es seien

1
o(x) = —— =1+ |x|

7(x)
und £2(G) analog £2(G) definiert. Dann ist £2(G) ein dichter Teilraum von £2(G), und es gilt fiir ¢ € Co(G) und
feL3G)
I(F, ol =1 f, 7o)l < Iflle llelle < 211 fllo el -

Es ist (f, ¢) deshalb auch jetzt ein beschrinktes lineares Funktional. Wihlen wir nun
A : DA c LXG) — L2(G)
mit
D@ = {ue Fi(G) | e L26) Vg eCul@) (a9 =9 c L1G)

und Au := —v, dann folgt analog
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Satz 8.2.2: Fiir alle f € L2(G) ist
~Auz f
eindeutig losbar mit

1
S lle < luly < 211 llo-

Damit haben wir die AuBenraumaufgabe im Tupel (£2(G), £2(G)) 16sen konnen. Es gilt
Korollar 8.2.3: Es ist £L2(G) C D(A™/?).

Beweis: Wir verwenden wieder
VoeCulG) Al = gl

Es seien f € L2(G), —Au=fund g, € Coo(G) mit lon — ul; — 0. Dann ist (¢,) eine Cauchyfolge mit

v:=lim A2, € H.

Fiir alle ¢ € Co’w(G) folgt

0, A?) — (A, A 0) = (Vi Vo) = (Vu, Vo) = (f, ),

also
Vwe DAY (0,A%w) = (f,w)

oderv e DA™Y und f = A%, o

Auflenraumaufgaben in der Potentialtheorie haben wir damit also gelost. Schwieriger wird es aber schon bei
der interessanteren nichst einfachen Gleichung, der Helmholtzschen Schwingungsgleichung,

(A= u=f,

fiir A € R*. Auch jetzt hat man fiir groBe |x| zwei kugelsymmetrische Losungen mit verschiedener Asymptotik,

namlich
exi Val

|x]

die sich aber nicht mehr so einfach durch ein Gewicht trennen lassen. Beide gehoren zu £2(G).
Um diese Losungen unterscheiden zu konnen, verwendet man die auf ARNoLD SOMMERFELD, 1868—1951, [1912]
zuriickgehende Ausstrahlungsbedingung (mit xg := x/|x|)

xoVu—iVau e L2(Gy)

bzw. die Einstrahlungsbedingung
xoVu +iVau e LXG,).

Diese Bedingungen charakterisieren physikalisch die Richtung des Energietransports. Analoge Bedingungen in der
Potentialtheorie sind uns schon in §3.5.1 begegnet.

Kehren wir nun zu unserer urspriinglichen Aufgabe (1) zuriick: Wir wihlen zunichst die Rdume
3 3
HA(G) 1= (LUG)) X LUG) und  HA(G) := (LAG)) x LAG).

Um eine Ausstrahlungsbedingung zu finden, bemerken wir, dass es fiir 4 # 0 Losungen der Form

ey €2 (ol 214 ]
By 1

gibt. Mit
0 X
By := B(xp) := (Xg 00)

lassen sich dann durch
ByU - U € L2(G)
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ausstrahlende Losungen beschreiben und entsprechend einstrahlende. Wir werden diese Bedingungen in §8.3 sys-
tematischer herleiten.
Wir wihlen deshalb die Hilbertrdume

mit den Skalarprodukten
(U, V)E = (U, V). + ((Bo % id)U, (Bo F id)V)).

Es seien
DA*) = {U EHIG) | AFeH,(G) VVe DAY (UAV) = (F, V)} Cc HA(G)
und
A* 1 D(A*) C H(G) — HAG)
mit

virr_ a1 0 grad
AU =-iM (div O)’

Dabei ist D(A)/ die Menge der Abbildungen aus D(A) mit finitem Triger. Analog §5.5.2.1 folgt wieder aus der
Argumentation ,,stark gleich schwach®, dass dann mit ¢ € Co(G) und ¢ = 1 in einer Umgebung des Randes 0G
aus U € D(A*)

o U € DG) x Hi(G)

folgt. Die Abbildungen A* sind die gesuchten Fortsetzungen von A, und wir wollen im Folgenden fiir F € H,, und
A # 0 Gleichungen der Form

A" -DU=F

und

A -DU=F

16sen.
Wir beschlieen diesen Abschnitt mit dem Nachweis der Eindeutigkeit

Satz 8.2.4: Fiir alle A # 0 gilt
N(A* = Q) = {o).

Wir fithren den Beweis fiir N(A* — 1), wihlen wir ein V € N(A* — 1) und ein ¢, € CO‘OO(R3) mit £;|B(0,7) = 1. Dann
hat £,V finiten Trager, und wir erhalten

0=(A"- DV, V)= (V,(A- V) = f s o= —if VM BV
[x|>r |x|=r
und
. 2 2 2
f By — id)V|" = f {1BoVI + V2.
|x|=r |x|=r
Daraus folgt V € H und damit V = o auf Grund der Rellichschen Abschitzung. O

8.3 Der Ganzraumfall

Wir unterbrechen nun die Diskussion der Abbildungen A* im AuBenraum und studieren zur Referenz kurz den
,,Ganzraumfall“. Damit ist der Fall eines isotropen homogenen Mediums iiberall in R3 gemeint, vereinfacht also
etwa

Ao D(Ay) € Hy — Ho,
U— DU
mit

D(A) = DxHy € Hy = (L2®))".

_ o grad
b:= l(div 0)'

und dem Differentiationssymbol
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Wir verwenden die Fouriertransformation, um leicht explizit rechnen zu konnen. Dabei miissen wir nur

10
- — W D;
i 6)6,' P

mit p € R3 ersetzen. Es folgt
A _ _ [0} p
D(p) = B(p) = ( o 0),
und aus
A-DU=F

wird
Ay - DU = F.

Betrachten wir zunéchst fiir festes p
B(p) : R* — R,

Dann ist
det(B(p) — 2) = 2*(2* - |pP).

Die Matrix B besitzt also den doppelten Eigenwert g = 0 und die beiden einfachen Eigenwerte A.(p) = |p|,
A-(p) = —|pl. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind

Vo.i(p) = (6(1)') mit linear unabhiingigen ¢; € S%, ¢; L p, i=1,2

und

_ 1 (po _ 1 (=po
Vilp) = \/5(1) und  V_(p) = \5( ] )

Dabei ist wieder py := p/|pl. Es seien Q_, Qp und Q. die orthogonalen Projektoren auf die Eigenrdume. Dann

folgt
(Po Py Po)

oy L
0.(p)=V.(p)Vi(p) = pgr 1

2
0_(p) = Q+(-p) und

Qo(p) = id - Q.(p) - Q-(p) = id - (Poopo ?) _ (—po X pox 8)~
Es gilt auch

B(p) = 1pl{Q+(p) - O-(p)},
B*(p) = IpP{Q+(p) + Q-(p)} .
B(p) = IpI*B(p).

0:(p) B(p) = B(p) Q=(p) = = Ipl Q+(p).

Qo(p) B(p) = B(p) Qo(p) = O.

Ist H die Heaviside-Abbildung, dann erhalten wir durch

Po(2; p) := H(A + |p]) O-(p) + H(A) Qo(p) + H(A — |p]) Q+(p)
die Spektralschar von B(p).

Im zweiten Schritt betrachten wir nun im Raum der Fouriertransformierten
Ao : @(AO) C 7{0 — 7{0
4 . 4 N
mit Ho := (L2(R%)), A U := BU und

D(Ay) = {U cHy | Ue Z)(AO)}.
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Ay besitzt den Eigenwert A = 0 mit
N@A)={UeHy | p"Ui(p) = 0und Us(p) = 0}.
Von Null verschiedene Eigenwerte gibt es nicht, denn fiir A # 0 wiirde aus (Ag — )U = o
suppU < {p € R* | |pl = |l

folgen. Es gibt aber keine nicht verschwindende £2-Funktion mit diesem Triger. Man nennt jedoch fiir 2 # 0 und
qo € S 2

Ua(p. qo) = (?) 5(p — A qo)

,verallgemeinerte Eigenfunktion* zu A, denn es ist

(Ao(p) = 2) Ua(p. qo) = 0.
Es folgt

Ua(x,q0) = qO) et

1
V2n3 ( 1
Wir definieren nun

Po(d) = Hy — Ho
Po() == HQA+ |- Q-+ HW) Qo + HA—1-]) Q+.
Dann ist Py(2) die Spektralschar von Ao.
Durch Fourierriicktransformation erhélt man daraus die Spektralschar von A, ndmlich
Po(1) = F*Py(A)F.

Es seien Iy := F*QyF und
Po(d) =: TI(A) + TTgH(A).

Wegen
A 1 : N
F*HA-|-)0. U = YP(Q.U d
(F Q100000 = = [ 7@ 0)pap
folgt dann
1 4 . A .
U = “P(Q_U d YP(Q.U dpji.
v =—={ [ e nmdrs | ére0ma)

Der Anteil I1(1) von Py(1) ist damit absolut stetig.
Als letztes wollen wir eine Grundlosung G, zu D — A angeben, also die Gleichung
(D- )G, =5id

16sen. Es ist

A 1
B_/lG = 'd’
( ) A m?)l
und fiir 2 € C\R folgt
A 1 co 1 R 1 Q_ QO Q+
G = _dP = _ _x0
! \/ZTS —oo/J_/l O(ﬂ) \/ZTS{ ||+/]_ 1 +||—/l}
_ 1 {_ Q- . 9 +Q++Q__ii1}
vz L+ = 1 1
_ 1 1 ||2 id
= —@r3 {||2—_/12[| . |(Q+ - Q,) + 7(Q+ + Q,)] _ 7}

I I 1 id
B+-B)—— - Z1.
N2 {( ) a}
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Es sei
yi(x) fiirImaA > 0,
ga(x) =47 ]
y,(x) firlmA<0.
Dabei sind .
. eil/l\xl
7= G

Grundlosungen der Helmholtzschen Schwingungsgleichung. Dann ist

1 1
gap)=——F5—5-
T Nans P -2
Wir erhalten deshalb | 1 id
. i
Gi=(B+-B*)j, - —
A ( 1 )g/l m:i 1
oder

G,=(D+ %Dz)gﬂ - %id.

Das asymptotische Verhalten von G, fiir |x| — oo folgt aus dem von g,. Es gilt

0ga(x)

(Dga)x) = ]

i 1
(Dlal)id = (% 1~ —)ga(x) Bxo) = * A B(xo) ga(x) + 0(—2)
B B
und
(D*ga)x) =
id 1 1 (i 1
= {(12 T4 W)Bz(xo) Flide =)= (’j g)} ga(x) = % B*(x0) ga(x) + 0(—),

1
|x] |xl x| |xl?

also gleichmiBig fiir alle A mit |2] > 19 > 0

1
Ga(x) = A+ B(xo) + Bj(x0))ga(x) + O(W)

oder

B(xo) G1(x) = £G1(x) + O(L) )
|x?

Charakterisieren wir wieder ausstrahlende Vorgidnge durch das Pluszeichen und einstrahlende durch das Mi-
nuszeichen, dann lautet die Ausstrahlungsbedingung

(Bo—id) U € (L*(Go)'
und entsprechend die Einstrahlungsbedingung. Das stimmt mit den in §8.2 angegebenen Bedingungen iiberein.
Es sei noch folgendes bemerkt: Mochte man in R? fiir A # 0 die Gleichung
(Ag - DU = F ()
16sen, dann bietet sich natiirlich wieder die orthogonale Zerlegung
Ho = R(A¢) ® N(Ao)

mit N (Ag) = Dy X O an. Es sei
P() . 7’[0 — R(Ao)

der Projektor auf R(Ay); dieser Teilraum reduziert Ag. Es sei F = Fg+ Fn mit Fg := PoF. Dann zerfillt Gleichung
(%), und man kann in N'(Ag) den Anteil

AUy = Fy

trivial 16sen. Es geht also eigentlich nur um die Gleichung

(Ag — DUg 2 Fr (%)
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in R(Ap).
Deshalb ist auch der Anteil 'y der Grundlésung mit
[y :=GaPy = Ga(Q-+ Q)

besonders interessant. Es ist fiir 4 # 0

£ = {_ o . O }= 1 {(Q+—Q—)I~I+(Q_+Q+)/l}:
o2 <3 G I o B I e B /7 B G R ey [ P- 22
_ 1 B +32 1 1
R A R (VN e
Nun ist
ip) 1 1
p)i=——;
V2n3 IpP
die Fouriertransformierte von X
h(x) = —
) 47| x|
Es folgt also
F/l_Dg/l+D2g/l ,
und es ist

Fiir |x| — 0 erhélt man daraus

i

Ta(x) = {/l(i B(xo) + BX(x0)) ¥ (32(x0) + (’;’ ‘3’) )} g1 = A = B(xo) + BX(x0)) ga + O(L)

|x| x|

und
(Bo F id)Ta(x) = i{ + B(xo) + B*(x0) + (id ¥ B(x0)) (’[‘j ‘3’) } ga(x) = O(%) .

By |x]

8.4 Eine Darstellungsformel und a priori Abschéitzungen

Fiir Potentialfunktionen haben wir bereits in §3.3 eine Darstellungsformel fiir beschrinkte Gebiete hergeleitet. Wir
wollen nun eine analoge Darstellung fiir Aulengebiete angeben, beschrinken uns dabei aber auf den Ganzraumfall
und zeigen

Satz 8.4.1: Es seien F € (LY®%), 1 # 0mit ImA > 0, U € (C1(R*)* mit (D — )U = F und (By — id)U €
(LZ(R3))4. Dann ist

U= [ Gite-pFwy.
R;
Auch fiir Im A < 0 gilt diese Darstellung, wenn man die Einstrahlungsbedingung
(By +id)U € LX(R?)

voraussetzt, im Falle Im 1 # 0 geniigt U € (L2(R%))".

Zum Beweis des Satzes wihlen wir ein j € Coo(R) mit j > 0, j|(—00,0) = 1 und j|(1, c0) = 0 sowie ¥, := j(|-|-r).
Es seien x € G fest und ry > |x| mit supp F' € B(0, r). Dann gilt fiir r > ry

U() = 4 (U () = fR S = WU dy = fR =Dy =06 - )y dy =
= fR Galx = (D= WU dy = fR Galx = pF @) dy + 1,(x)
mit
Ii(x) := fw Galx =) (DY) Uy dy = i L} J Uyl = 1) Ga(x = y) Blyo) Uy) dy =

=—if M{Gﬂ(x—-)(Bo—id)U+GA(x—-)(Bo+id)U}.
)
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Nun gilt fiir r — oo

\fj’<|-|—r)GA(x—-)<Bo—id>U\2Scf (B = ic) U @y dy — 0,
R3 r

<|lyl<r+1

wegen |G, (x — y)| < ¢/lyl und (By — id)U € (L2(R?))*. Dasselbe gilt fiir den zweiten Anteil von 7,(x), wenn wir
U € L2(R%) zeigen konnen. Wegen

G(x —y)By) = -G(x — y)B(~y)

geniigt G, nimlich bzgl. y der Einstrahlungsbedingung, also fiir [y| — oo
: ¢
Ga(x — y)(B(yo) + ld)| < P

und daraus folgt dann

2
'f j'(|'|—r)G/1(x—-)(B0+id)U'2Scf YW 4, 0. .
R3 ,

<lyl<r+1 |y|2
Es bleibt zu also zu zeigen
Lemma 8.4.2: Die Voraussetzungen von Satz 8.4.1 seien erfiillt. Dann ist U € (LE(R3))4.

Beweis: Fiir r > r, gilt

((By — id)U)" (B — id)U = f {(BOU)” BoU + U U - 2Re (ByU)" U}

|x|=r [x|=r

mit
(BoU)" U = f (BoU)" U + f i(DU)" U =
|x|=r |x|=ry, rq<|x|<r

=co+ if {(DU)" U + UT(DO))} = ¢y - 21m /lf \UP.
ro<|x|<r 1o

<|x|]<r
f UP < o+ f (Bo — id)UP
|x|=r |x|=r

und daraus U € (L2(RY))*. ]

Es folgt also mit einer Konstanten ¢

Als néchstes geben wir drei Abschitzungen:
Lemma 8.4.3: Es seien f € L2(R?) und

d
o(x) = f fup -2
R3 |X—!/|

lloll- < ¢ llflle

Dann gilt
mit
f dr
¢ = sup —_—
wes? Jw |xo = r| VIl
Beweis: Es ist
1 dy 2
lloll? = f— (f @) —) dx <
(1 + |x])? lx =yl

2 2
Sf 1 2<flf(y)| (1 +lyD) «/Mdyf dy )dx.
(1+ ) =yl e = yl(1+ D)2 Ayl
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Wegen
c

1 dr
ﬁflxo—rlx/ﬁ Sﬁ

f dy <f dy
x=yl(L+ D2yl J 1x =yl /Iyl

folgt daraus

d
W < ¢ [ 1P+ VB [ i < e o

Lemma 8.4.4: Es seien f € L?,(R3) und

d
w = [ s
R} Ix -yl

JyeR"  Jwl < ylifllo-

Der Beweis von Lemma 8.4.4 verlduft analog dem zu Lemma 8.4.3. Es ist

> dy f f LF@PA + ly)* Iyl f dy
= dx < d d
it = [( [t faxs [( [P, [t

f dy 1 f dr < 1 f dr <€
= yPA+ D2 Vil VIS o = PGy + )P VI VIS o =R VIS T VI

Dann gilt

und

dr
¢y := sup B ——
wes? Jr3 lyo — ri> VIrl?

und y? := +Jcc; folgt also
lolf® < ey f WP A+ 1) dy =¥ 11 0
R;
Besonders wichtig ist es, auch einen Term, der die Ausstrahlungsbedingung enthilt, abzuschitzen. Mit der
gerade verwandten Technik folgt unmittelbar fiir die Losungen der Helmholtzschen Schwingungsgleichung

Lemma 8.4.5: Es seien f € £2,(G), 1 € Cmit Im A > 0 und

ei/l\x—yl
u(x) = f JW———dy.
R3 4n|x — y|

Dann gilt
Je>0 oV =i < cliflle-

Der Beweis erfolgt wieder durch analoges Abschitzen. Zu diskutieren ist

A(x, y)

|(xoV = iDu(x)| < w(x) := f lf) 5 dy
R3 |x —yl
mit
Xo—F
A y) = |0 —y) = Ix =yl | = Ix =yl | —— - 1] =: |x — yl a(xo, r)
|xg — 7

und 7 := y/|x|. Es ist
_ Al fiir |l — 0
(X0, 1) = O( 1 firlr| = oo

Damit ist

2
fwz(x)dx:f (f If(y)lA(x,y)dy) dx <
R3 R3 \JR3 |)C—.’4|2

21+ yh* Iyl A%(x,
(R |t
R3 xX—y B [x = yl*(1 + |yD)* vyl

=
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mit

I 1 f @*(xg, r)dr ¢
1= = .
VBT Jeo (L)t v VR

dx
2 dx < f 2 1 4 f— d
JLrearse [ Poa Vil [ =)

:212

Wir erhalten also

mit

1 f dr c
L= < .
lyl Je Ir = yolP VIr® — lyl
Daraus folgt die Behauptung.
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Schirfer und allgemeiner als diese Lemmata ist jedoch die folgende Resolventenabschidtzung, die zur Verein-
fachung nur fiir den A-Operator vorgestellt werden soll. Wegen o-(A) = Rj interessiert hier der Grenziibergang
A — A € R* fiir 4 € C\R{. Das bringen wir schon in der Formulierung der Abschétzung zum Ausdruck. AuBer-

dem seien r := |x| und 0 := xoV = 9/0r.

Resolventenabschitzung: Es seien s € (1/2,1], u € Hy(R™) mit u|B(0, 1)=0keRmitlk| 2 k) >0, &€ (0,1)

sowie

(A+ (K +ike))u=:f
mit r*f € L2(R™). Dann gilt mit K := B(0, p)

Yo>1 3Ac=c(n,s kop)

I @u =tk + [l < e (A1 + -

Man beachte, dass in dieser Formulierung ausstrahlende Vorgénge durch positive k und einstrahlende durch nega-

tive k charakterisiert werden.

Den Beweis fithren wir in vier Schritten:
1. Es seien w € Ho(R™) mit w|B(O, 1) = 0, B(R) := B(0,R), S(R) := dB(R) und « € R. Dann folgt aus

1
Vo =0V + =V,
14
und
Re (Vw) V(' ow) = ar®lowl® + r*[Vul* + 1r**o(Vuwl?)
durch partielles Integrieren

1

Re f " N(Aw)ow = - f r((n+ @ = 2) [Vul® - 2 |0ul?) +
B(R) 2 B(R)

1
+ RY|6w)® = = |Vw]?),
Jo B = 1)

1 1
Ref P lwow =——f (n + a) |wf +—f R wf?
B(R) 2 B(R) 2 S(R)

und

+a-2
Re f F (Aw) T = — f (r IVaf? - o2 anta-2) )|w|2)+
B(R) B(R) 2
04 — @ 2
+ j; (R)R (Re (Owyw — 7 )

2. Es sei nun
vi=e

Dann gelten
Vo = e ¥ (Vu - ikxou)

3

“

&)

6)
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und |
Av + ik(sv + n-

v+ 281)) =eWf=g. N
3. Wir schitzen ||[r*~!(0u — i ku)|| = ||r*~'8v|| ab: Es ist
A:=Re f g{rZs—‘aa + urh_2 5} =
BR) 2

-1
= Re f =1 (Av) 80 + Re ~ f »2(Av) s + Re ike f 1y .
BR) 2 Usw B(R)

Nun folgt aus der Differentialgleichung (7)

oo o on—1_
1k86v=§(Av—1ksv—1k " v—g),

zusammen mit Gln. (3) — (5) also

A== f 252 {(2s —3)[VoP2 + 4(1 — 5)[0uf? — fr|vu|2} +
2 B(R) 2

+(n=D(s—1D(%+s- 2)f P24 P +
B(R)

253
+f(2s—1)”+—sf 2573 o —fRef rZHgmf [ ).
2 2 B(R) 2 B(R) S(R)

[} < e R (Vo + ).

Dabei ist
Wegen

2s-3=@As—4)—Q2s-1)

wird aus dem ersten Integral

f A= - f 252 {(2s = DIVol® +4(1 = 5) (Vo = 00?) + fr|Vu|2},
B(R) B(R) 2

und weil v und Vo quadratintegrabel sind, ist

liminff {---}1=0.
R— S(R)

Deshalb erhalten wir
1= ol < e (Il gl (1" Boll + 1 ll + £ 11" oll) + 20 + & 1ol [l oll}.
Aus der Differentialgleichung ersieht man unmittelbar
Ikl £ lloll® = Ikl & llull® = [tm (f, )] < A1 llll = ligl Tl

oder
-1
ellr' ol < elloll < 3 llgll < eslirgll.

Zusammengefasst folgt also

17~ V0ll < ca {llrgll + 117 2ll} < cq gl + lIrull}. ®)

4. Wir schitzen schlieBlich ||r~5ul| = ||r~*v|| ab: Es ist

n—1

Imgd =Im(Av)o + k(z-: v+ v)ﬁ + 2 kRe (0v)v.

Daraus folgt durch partielles Integrieren

Im r~—=guv =

=Im(2s—1)f r*zf(au)mgkf r1*2S|u|2+(2s—1)kf r*ZS|u|2+f (-}
B(R) B(R) B(R) S(R)
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mit [+ ] < es R (190 + 10P),

und wir erhalten
—s 12 X s—1 1-3s
=0l < s (I gll + 1" dull) i~

Nun ist fiir p > 1 mit K := B(0, p)

1-3s 112 2 2(1-2 —5.112
I =250l < ol g, + 0772 0l

Damit ist die Resolventenabschitzung bewiesen. O

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, fiir die Losungen von
!
(A-)Uu=F
eine a priori Abschitzung anzugeben, ndmlich
Satz 8.4.6: Es scien G ein Aufsengebiet, F € .[Z%,(G) und Ay, Ay € R mit 114, > 0. Dann gilt
dk>0 IKeG VYAeCh A <Red <,
YUEDWA), A-DU=F, Ul <k{IUllzw + IFl)

Eine analoge Abschitzung gilt fiir Im A < O und ||U]7.

Zum Beweis des Satzes wihlen wir ein ¢ € Coo(R) mit 0 < ¢ < 1, suppyp € {x| ro < |x| < oo} und ¢ | {x| [x| >

ro + 1} = 1. Wir zerlegen
U=(1-9U+ U .
—_————— ——
=V =W
Dann ist
suppV € K € G,

und wir miissen nur noch W abschitzen. Setzen wir W durch Null in R? fort, dann ist W eine Losung fiir den
Ganzraumfall, und es ist
(D-)W =¢F +(Dp)U =: He L2(R?)

mit
IHlle < [IFlle + ¢ |Ul £2(x)-
Wir zerlegen nun wieder

(L@))' = Ry © N(Ag)

mit dem Projektor Py : (L2R3))* > R(Ag). In N(Ay) ist die zugrundeliegende Differentialgleichung trivial 16sbar.
Es sei

1
W1 = —Z(Zd - Po)H.
Dann ist mit ¢ = ¢(1)

1
IWill < Il < IFN + 11Ul 2ok
oder

IWAllF < 31IWll < ¢ {IFlle + Ul 2k -

Es geht also nur noch um den Anteil
Wy =W —=W; c R(Ay).

Dieser ist eindeutige Losung von
D-)W, =PyH

und kann nach Satz 8.4.1 dargestellt werden, und zwar mit I'y anstelle G, also

%uﬁi&FAvﬂﬂ%waw

Aus der expliziten Gestalt von I'jy und den vorangegangenen Abschitzungen folgt dann die Behauptung.
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8.5 Das Prinzip von der Grenzabsorption

In diesem Abschnitt soll die Spektralschar P(f) unseres Operators A angegeben werden. Dazu verwenden wir die
Stonesche Formel

R Y - -
(P()F, V) = lim lim = I . (([A—(s+1s)] '—[A-(s-ig)])F, V)ds,

und fithren den Grenziibergang & — 0 durch. Weil komplexe Werte von A in den Anwendungen gedédmpfte Vor-
ginge beschreiben, spricht man auch vom Prinzip von der Grenzabsorption. Wir zeigen, dass die Limites

. _ . -1
l;ﬂ)l[A (sxie)] ' F

gerade die aus- bzw. einstrahlenden Losungen zu F sind. Die Differenz beider bestimmt also die Spektralschar.

Wir wissen bereits, dass A nur einen Punkteigenwert besitzt, nimlich 4 = 0, falls p € C(G) ist. Das sei im
Folgenden vorausgesetzt. Es sei wieder

H = R(A) ® N(A)

die orthogonale Zerlegung mit dem Projektor P von H auf R(A). Weil R(A) die Abbildung A reduziert, konnen
AuBenraumaufgaben in

H, :=N(A) und H.:=R(A)
getrennt betrachten. Man spricht auch von dem unstetigen und dem stetigen Teilraum von H.

Im Folgenden interessiert besonders H,. Es seien Ay, A € R mit 4;1; > 0, 7 € R,

0" :={zeClA <z<d, 0<Imz< 1}
QO ={zeClA <z< A, -T<Imz <0}

und
RF:=A-1)"'F

fiir A € Q*. Dann zeigen wir als erstes

Satz 8.5.1: Das Aufiengebiet G besitze die strikte Segmenteigenschaft, und es sei p € C1(G). Dann gilt
Iy>0 YieQ" VFeH, [RWFI <ylFl,.

Natiirlich gilt der Satz auch, wenn man den Index + durch — ersetzt.

Beweis: Fiir F' € H), ist die Behauptung wegen R(1)F = —F/A trivial. Es sei also F € H,, := H. N H,. Dann
gehen wir indirekt vor: Es sei mit 4, € OF

1
IRADFull- =1 und  [|Fyll- < P

0.B.d.A. kbnnen wir 1, — A € OF annehmen. Dann folgt aus der lokalen Kompaktheit (Satz 5.5.4) fiir jedes R die
Existenz einer in (L%(Gg))* konvergenten Teilfolge von (R(1,)F,). Dabei ist Gg := G N B(0, R). Es sei (R(1,)F,,)
bereits diese Teilfolge und R groBer als r, gewihlt. Dann folgt aus Satz 8.4.6 die Konvergenz in H,(G). Es gibt
also ein U € H(G) mit

IRG)F, - UIIE = 0.

Ist Im A > 0, dann verschwindet U, und im Falle Im A = O erhalten wir
YV e DA N LYG) (RADF,, (A-2,)V)=(F,,V)—=0,

also
VVeDANLYG) (U@A-HV)=0.

Daraus folgt U € D(A*) und (A* — A)U = o. Wegen der bereits bewiesenen Eindeutigkeit verschwindet dann U,
und wir erhalten den Widerspruch
IR(A)Fallr — 0. O

Aus Satz 8.5.1 folgt
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Das Prinzip von der Grenzabsorption: Das Aufiengebiet G besitze die strikte Segmenteigenschaft, und es seien
p € C1(G) sowie F € H,. Dann liisst sich die Abbildung

RCHF @ Q" — H(G),
A +— R)F

stetig fortsetzen zu L
R*'(HF : O — HI(G).

Beweis: Auch hier interessiert nur der Fall F € H,. Wir zeigen, dass dann die Abbildung R(-)F : Q" — H}
gleichmiBig stetig ist: Es seien &€ > 0 und (u,), (v,) Folgen in O mit

lttn — vl < % und ||R@u.)F - ROF|! > e.

0.b.d.A. nehmen wir u, — A € Q* an. Dann gilt auch v, — A, und aus dem vorangegangenen Beweis folgt die
Existenz von U, V € D(A*) mit
+ +
|Ru)F = U|[. + |[ROW)F = V||, - 0.

Beschriinken wir uns auf den Fall ImA = 0, dann ist A*U = A*V = F und damit wegen der bereits bewiesenen
Eindeutigkeit U = V. Das ist aber der Widerspruch

IR F = ROu)F|[. = 0. O
Aus dem Prinzip von der Grenzabsorption und den vorangegangenen Abschétzungen folgt unmittelbar

Satz 8.5.2: Es seien G ein Auflengebiet mit der strikten Segmenteigenschaft, p € C1(G), 11, A2 € R mit 1,1, > 0
und F € H,(G). Dann ist die Gleichung (A* — ) U = F eindeutig lésbar, und es gilt

Ay>0 Ve, ) U <yIFl,-

Beweis: Die Eindeutigkeit wurde bereits in Satz 8.2.4 bewiesen. Zum Nachweis der Existenz wihlen wir fiir 1 €
(A1, A2)
U:=R"(V)F := liﬂ)lR(/l +ig)F.

Dann ist
IUI; <yIIFlle
und (A* = )U = F. O
Bisher haben wir das Spektrum von A in sein Punktspektrum und seinen stetigen Anteil zerlegt. Fiir viele
Anwendungen aus der Physik ist diese Zerlegung aber noch zu grob. Wenn man beispielsweise asymptotische

Aussagen iiber das Verhalten von Losungen beziiglich der Zeit machen mochte, ist es wichtig zu wissen, dass der
stetige Anteil sogar absolut stetig ist. Man definiert den absolut stetigen Teilraum

Hye = {U € H.

(P(D)U, U) ist beziiglich des Lebesgueschen Maf3es absolut stetig}

von H und zerlegt

7_{0 = Wac @ ﬂvc-

Dabei ist H, der singuliir stetige Teilraum von H. Es gilt also

H=H,®Hs ®Hue = H, & Hye & Hye .
~——— —
=:H; =H.
Es ist H der singuliire Teilraum von H. Ein singulér stetiges MaB, das auf der Cantormenge — einer Lebesgue-
Nullmenge — lebt, ldsst sich leicht angeben. Es gibt auch Beispiele stark oszillierender Potentiale, die auf singuldr
stetige Spektren fithren (vgl. Pearson [1978]). Wir zeigen

Satz 8.5.3: Es seien G ein Auflengebiet mit der strikten Segmenteigenschaft, p € C\(G), P, Q die Projektoren auf
R(A) bzw. N(A) und F,V € H,(G). Dann gilt

1 A
(PWF.V) = 5= f (R*(W)F — R™(WF, PV)dy + H)(F, QV).

Insbesondere ist H. = H,..
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Beweis: Die Behauptung folgt aus der Stoneschen Formel und den vorangegangenen Resultaten. Fiir F € H,, und
u # 0 existiert
1%1 (R(,u +i8)F — R(u — ie)F, F) = (R*(/J)F - R (WF, F) = ih(u)

mit einer reellwertigen Abbildung 4 und
|(R(u + ie)F — R(u — ie)F, F)| < 2y |IF||-.

Aus dem Lebesgueschen Majorantenkriterium folgt also / € L (R\{0}) und

loc

A
(POVF. F) = (PU0)F.F) + - f hGo) .
21 Jy,

Nun wichst (P(A)F, F) monoton und ist beschriankt. Deshalb ist 2 > 0, und die Limites fiir 40 — —oo bzw. 19 — +0

existieren, also
2

1
(PF.F) = > f h(w) dy.

Daraus folgt H,. , := H. N H, C H,.. Weiterhin ist H,,. ein abgeschlossener Teilraum von H,, und H, , ist in H.
dicht. Deshalb ist H,. = H,.. Der Rest folgt durch Polarisieren und Ausrechnen. O

Als Anwendung des Vorangegangenen betrachten wir noch

Beispiel 8.5.4: Es sei A der A-Operator in R", also
D(A) = {u e HiR") | Aue L2RM) = HHERY).

Dann gilt fiir alle f,g € L%(R")

1 ! _
P f,g9) = i fo f ) fR ) F@ vu(x -yl dy g(x) dx du

und fiir alle f,g € L*(R™)
(P()f.g) = f @@ dz.

lzl< Va4
Dabei ist
Ya:=9ga—9a
und g, die in §7.5.1 definierte Grundldsung zur Helmholtzschen Schwingungsgleichung, in R? also
yalh) = 5 sin (VA

Der Beweis der ersten Aussage folgt unmittelbar aus

A-D7'f= f S ga -y dy
Rﬂ
und der Stoneschen Formel. Verwenden wir noch Lemma 7.5.1, also

ir a2 iVaAxz
= /l 2 d y
nih = d® [ e

dann erhalten wir

1 . _
(PWf.g) = —— f f F) e dy g(x) dxdz.
Q)" Jgeva Jro Jro

Definieren wir nun .
Fo : LY®RY) — L2RM),
o 1 .
F, = = — “dy,
(FofXx) := f(x) o fR fye™dy

dann folgt schlielich

(P)fYx) = fx) e dz

1
V27 Jig<va
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oder

(P f.,g) = f(29@) dz.
lzl< Va

Damit haben wir die Spektralschar des A-Operators iiber die Fouriertransformation dargestellt. Erinnert sei an
FA, Beispiel 9.3.8. Dort wurde die Fouriertransformation in R! aus der Stoneschen Formel zur Abbildung

A: HRCH — H,

ur— —iu
gewonnen. Fy ist eine beschrinkte Abbildung, und aus dem Spektralsatz folgt fiir » — oo

”F()f ZLZ(B(OJ)) = (P(rz)f’f) - ||f||2

und

(f.9) = lim (P()f.9) = (.5).

Mithin ist F eine Isometrie. Es sei
F : L2RY) — L2RY

ihr Abschluss. Dann ist F, die Fouriertransformation, eine unitire Abbildung mit

1 i('!/)d
N fRnf(y)e Y.

(Ff,Fg)=(f,g),

Es gilt die Parsevalsche Gleichung

und fiir alle f,g € L2(R") ist

(P, g) = f(2)4(z) dz. O
lZ< VA

8.6 Integraltransformationen

Fiir beschrinkte Gebiete G haben wir in §6 bereits gesehen, dass eine grofie Klasse selbstadjungierter elliptischer
Differentialoperatoren ein vollstindiges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen besitzt und dass sich eine belie-
bige quadratintegrable Funktion danach entwickeln lédsst. Insbesondere erhilt man auf diese Weise auch die iibliche
Fourierreihe. Es sei niamlich G := (-, ) und

A DA cCH —H,

ur— —iu

mit H := L£2(G) und
D(A) :={u € H\(G) | u(-m) = u(x)}.

Diese Definition ist moglich, weil aus dem Sobolevschen Einbettungssatz aus u € H;(G) die Aussage u € C(G)
folgt. Die Randwerte ©(0) und u(rr) existieren also. Die Aufgabe

Au=Au

ist also eine Eigenwertaufgabe fiir den gewohnlichen Differentialoperator erster Ordnung A. Man findet leicht, dass
A, = n, n € Z, die Eigenwerte sind und

1.
Up(x) 1= —e"

V2r

die Eigenfunktionen.

Fiir AuBlengebiete G erhdlt man entsprechend Integraltransformationen. Die Fouriertransformation als viel-
leicht wichtigstes Beispiel haben wir bereits kennengelernt. Solche Integraltransformationen spielen eine grof3e
Rolle in der Mathematischen Physik. Obwohl Integraltransformationen nicht Gegenstand dieser Vorlesung sind,
sollen doch als Anwendung der Resultate dieses Kapitels vier Beispiele vorgestellt werden, ndmlich die Fourier-
sinustransformation, die Laplacetransformation, die Lebedevtransformation und die Entwicklung nach verzerrten
ebenen Wellen.
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8.6.1 Die Fouriersinustransformation

Wie wir bereits gesehen haben, ldsst sich die Fouriertransformation als Entwicklung nach verallgemeinerten Ei-
genfunktionen von —id/dx oder d?/dx” in £?(R) deuten. Entsprechend erhilt man die Fouriersinustransformation,
wenn man mit

d2

dx?

die Dirichletsche Randwertaufgabe in H := L£2(R*) beschreibt, also

A=-

Dmy:@ev%ﬁw‘u"eﬂ}cﬂ
wihlt. Auch jetzt ist A eine selbstadjungierte Abbildung mit
o(A) =Co(A) =R

und es ist
uy(x) = \/gsin( \/zx)
verallgemeinerte Eigenfunktion.

Esseinun A =y + ie mit & > 0. Wir wihlen VA stets mit Im VA > 0. Fiir & — 0 gilt also \Ju +is — /1 und
Vi —ie = — . Es sei f € L2 (R"). Dann ist fiir & > 0

«AAwmm—(&mfhff@eWW+€“fﬂmeb@}

Das Prinzip von der Grenzabsorption liefert deshalb die ausstrahlende Losung

1 00 ) ) X
ut(x) = — {Sin( Vix) f ) eV dy + eV f f(y) sin(\uy) dy}
\//7 x 0
und die einstrahlende

u (x) = T{Sm( Viux) f f@) e W dy + eV f f(y) sin( v, y)dy}

Es ist also

21 o
mm—wm=jpmﬁg£f@mu@wy

und damit

(PO, g) = - ff mwm{fﬂwmwww}mmw
Es sei nun mit v(x, A) := up(x) = V2/7sin(1x)
FSy : LY®) — LXRY),
fr— ) = (frux, ).
Dann ist
viaoooo
(P, 9) =f0 f® g dt,

und es folgt wieder die Parsevalsche Gleichung

~

(fsg):(fsg)

Damit ldsst sich FS durch Abschlieen zu
ES : H—H

fortsetzen. FS ist die Fouriersinustransformation.
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8.6.2 Die Laplacetransformation

Es seien ¢ € R eine Konstante, p(x) := e eine Gewichtsfunktion und H := Lf)(R). Es seien ferner

(f.0) = (of.pg) = fR Pfa
(oo =<frg) +<{f.g")

und H, die Vervollstindigung der C;-Funktionen beziiglich (f, g);. Wir betrachten nun die Abbildung

d
A= —i— +i
ldx 1C

157

mit D(A) := H; c H. Aus der Aussage ,,stark gleich schwach* folgt wieder leicht die Selbstadjungiertheit von A

o(A) =Co(A) =R.
Die verallgemeinerten Eigenfunktionen von A haben die Form

u, (x) — S e(C+i/1)X .
/e

Esseiennun A € C\R, f € H und u := (A — )~ f. Dann ist

ie(c+i/l)x f f) e—(c+i/l)y dy fir ImA > 0,
u(_x) = ) R0 .
_jeleridx f f@e Wy firimA < 0.

X

Aus dem Prinzip von der Grenzabsorption folgt deshalb fiir f,g € £2/(R).

1 (' (e » _
(lP) = P(A)]f g) = 7 f f eleri ( f fyyecrin dy) 9(x) p*(x) dx dp =
2 JR R

A A
- L fw fR WGP dxd = [T du

mit
- 1 ;.
(Laf i) = 0 = (F) = <= fR F) e dy = (Flp ).

Es ist wieder
(f.9)=<{f.9)
und
Ly : LY®R)cH — L2AR)
eine Isometrie. Es sei
L : H— LXR)
der Abschluss von Lg. Dann ist
L'L=id
mit

1 4
(L g)x) = 7 fR g(u) e dy = e (F* g)x).

Deshalb ist N(L*) = {o} und L surjektiv. L ist die Laplacetransformation.

In der Literatur findet man oft eine andere Beschreibung der Laplacetransformation, ndmlich

(AfXp) := V27 f(i(c - p)) = f f)ePdx

mit der Inversionsformel

C+ico

~ 1
@ ==z [ e dp.

c—ico

Fiir ¢ = 0 wird aus der Laplacetransformation wieder die Fouriertransformation. Es sei betont, dass wir fiir positive
¢ zum Beispiel exponentielles Wachsen von f fiir positive x zugelassen haben. Bezahlt haben wir dafiir mit dem
exponentiellen Fallen von f fiir negative x. In der Literatur wird das manchmal verschleiert, indem man f(x) = 0

fiir negative x fordert (Einseitige Laplacetransformation).
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8.6.3 Die Lebedevtransformation
Die Lebedevtransformation tritt auf, wenn man das Dirichletproblem zum A-Operator in einem Keil
{(x =rcosg,y = rsing,z) € R? | rnzeR e (O,a)}

16sen mochte. Man wendet zunichst die Fouriersinustransformation beziiglich z an. Dann entwickelt man beziiglich
¢ in eine Fourierreihe und wird schlieBlich auf

> 1d
A= 22
x(dx2+xdx )

gefiihrt. Wir withlen p(x) := 1/ Vx, m(x) := x,
= ehpg) = [ f0ga
(fogh :=(f.9) +(mf.mg) + (mf’,mg’)
und definieren # und H; als Vervollstindigung von C(R*) beziiglich dieser Skalarprodukte. Dann wihlen wir
D(A) = {u e H, ‘ 2’ - u) € 7{} CH.
A ist wieder ein selbstadjungierter Operator mit
o(A) = Co(A) = R}.

Fiir 1 € C\R{ und f € H ist

(=07"7)0 = Log [ E2K ardr+ Ko [ FL 1wy

Dabei sind I, K modifizierte Besselfunktionen. Man kann wieder die Spektralschar von A bestimmen und wird
so auf die Lebedevtransformation gefiihrt. Einzelheiten findet man in Leis [1986], S. 91. Es sei jedoch betont,
dass die ,,Singularitdt* hier nicht im Unendlichen sondern im Nullpunkt liegt. Man muss also im Nullpunkt eine
»Ausstrahlungsbedingung* stellen, namlich

—u(x) + ﬂ u(x) = O(x) fiir |x| — 0.
dx X

8.6.4 Entwicklung nach verzerrten ebenen Wellen

Als letztes wollen wir die Fouriertransformation fiir beliebige AuBSengebiete G verallgemeinern. Dazu benutzen wir
den A-Operator mit Dirichletscher Randbedingung in G. Es seien jetzt wieder D(Ag) = Hr(R™) und Agu = —Au.

Dann ist mit p € R"
1

\Z

eine verallgemeinerte Eigenfunktion zu Ay. Die zugehorige Entwicklung nach diesen Funktionen ist die Fourier-

transformation, insbesondere ist
(Pov) = [
Ipl<

vo(x, p) = el*r

F(p)vo(x, p)dp.
Va

Macht man zur Losung der Wellengleichung einen Seperationsansatz nach stehenden Wellen der Form

—ilplr

u(t, x, p) = e "w(x, p),

dann ist gerade w = vp. Man nennt vy auch ebene Welle in der Richtung p. Die Ebenen xp = const sind die
Wellenfronten.
Es sei ferner A wie in §5 definiert, also

DA) = fu e Fh(G) ] > 0 ai b € H)
ik
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mit H := L£2(G) und
Au = Z 0; ay Oru.
ik

Eine Entwicklung nach verallgemeinerten Eigenfunktionen von A, die auf Carvin WiLcox, 1924-2001, ([1975], S.
84 f.) zuriickgeht, soll angegeben werden.

Dazu wihlen wir ein j € Co(R"), j > 0, j|B(O, r,) = 0und j(x) = 1 fiir |x| > r, + 1. Es sei wieder p € R>.
Dann kann man die Gleichungen
A w (-, p) = (A +1pP) Guo(-. p) € LY(G)
eindeutig l6sen. Es seien fiir x € G
Ui(x7 P) = J(x) UO(x’ P) + wi(x’ P)
Dann ist formal
(A-IpP)v*(-,p) =0,

und wir erhalten zwei Familien von verzerrten ebenen Wellen, namlich eine ausstrahlende und eine einstrahlende.
Sie hiingen nicht von der speziellen Wahl von j ab, weil die Differenz zweier v — v; der homogenen Gleichung
geniigt und damit verschwindet.

Es ist nun moglich, sowohl beziiglich v*(x, p) als auch beziiglich v~ (x, p) Integraltransformationen zu konstru-
ieren. Nennen wir sie F* bzw. F~. Dann gilt

F* o L2G) — LR

und

(POf) ) = f FE(p)v*(x, pydp

lpl<Va
mit
F ) = (F2f) (0) = (£, P)) -
Niheres findet man in den bereits zitierten Lecture Notes von Wilcox [1975] oder auch in Leis [1986], S. 95.

8.7 AuBenraumaufgaben in den Rdumen B und 8"

Bisher haben wir Auflenraumaufgaben

(A=Du=f ©))

in den gewichteten Hilbertrdumen £2 und £2 studiert, also
A DAC L — 12

betrachtet. Dabei waren

o(x):=1+|x, 7(x) = T+

und

(fo9)p = f f3.

Diese Gewichtsfunktionen o, T waren zunéchst in einem gewissen Bereich willkiirlich gewéhlt. Allgemeiner
definiert man in R" fiir s € R

loc

£ = fue £, @)

(1 +1-Due L@
mit dem Skalarprodukt
(f9)pz = fR A+ B0 g0 dx.

Fiir # > 0 gilt dann
LIR") — L2R") — L2,RY),

und wir hitten die AuBenraumaufgaben analog auch in den Paaren £2, £2, mit t > % 16sen konnen. Fiir 0 < £ < %
ist das nicht moglich. Das sieht man schon am Verhalten der Grundlosung in R fiir [x| — co.



160 8 AuBenraumaufgaben

Es fragt sich natiirlich, ob man die Wahl des Parameters ¢ optimieren kann. Dazu definiert man Raume 8, 8*
und B* mit
L?‘—)B‘;)L%/Z‘—),EZL)L%I/ZL)Q*%B*HLEI (%)

fiir r > % und zeigt die Losbarkeit der Aulenraumaufgaben in dem Paar 8B, B8*. Auch fiir Anwendungen ist das
von Interesse, etwa bei Problemen in unbeschrinkten Gebieten mit unbeschrinktem Komplement (zum Beispiel in
Halbridumen) oder bei der Schrodingergleichung.

Im Folgenden wird kurz tiber diese Entwicklung berichtet. Dabei wird die Darstellung auf den A-Operator in
R3 beschriinkt.

Wir beginnen mit der Definition der Rdume B(R") und B*(R"), die auf SHMUEL AGMoN, *1922, und LaArs
HORMANDER, #1931, zuriickgeht: Es seien Ry = 0, R; = 2771 fiir j € N und

Qj = {XERH l Rj—l < |x| <Rj}.
Es sei ferner fiir u € L%(R™)
s = > |R; f .
Dann ist B(R") der mit dieser Norm ausgestattete Banachraum, also
BR" = { LR |- lls) -

Der Raum B(R") ist separabel, aber nicht reflexiv. Sein Dualraum 8*(R") besteht aus allen u € leoc(Rn) mit

1
lull- = sup - f < oo.
JEN 7 JQ;
1 2
[lullg- := sup R |u(x)| dx.
R>1 |x|<R

SchlieBlich verwendet man noch den Teilraum 8* (R™) von B*(R™) mit

Aquivalent dazu ist

. 1
B[R := {u e L (R") | I%im k f lu(x)|> dx = 0}.
—e |x|<R

Es ist (Z%*(R“))* = B(R"), und es gelten die in (x) angegebenen Inklusionen sowie
VfeBRY) YgeB'RY f lfg| <11flls - lglls-.
Rn

Der Raum $*(R") dient zur Charakterisierung der Ausstrahlung. Niheres findet man in Hormander [1983], S. 225f.
Fiir das Folgende interessant ist besonders auch Agmon [1990], S. 39-76.

Es sei nun A der A-Operator in £2(R?), also
D(A) = Ho®),
A€ Cund k := VA. Dann existiert fiir
keC*:z{zeC | Imz>0}
die Resolvente

G : C"— CLL®Y),
k— (A-K)™

Die Abbildung G(k) ist ein Integraloperator mit dem Kern G(k; x, i), also

(G f)w) = fR @) Glk:x.y) dy
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mit

Sie ist analytisch in C*, kann aber als £2-Resolvente in keinen Punkt der reellen Achse hinein stetig fortgesetzt
werden.

Um dennoch zu einer Losung von Gleichung (9) auch im Fall k£ € R\{0} zu gelangen, betrachtet man G als
operatorwertige Abbildung mit Werten in CL(L*(R%), £2,(R?)) mit t > % So sind wir in §8.5 vorgegangen.
Losungen in diesem Raum sind im allgemeinen noch nicht eindeutig; Eindeutigkeit wird vielmehr erst durch eine
Ausstrahlungsbedingung erreicht. Sie lautet fiir den A-Operator

xoVu —iku € L2R?) (10)

und wird nun zu
xoVu —iku € B (R?) (11)

verallgemeinert. Hat f finiten Triger, dann iiberzeugt man sich leicht anhand der expliziten Darstellung, dass beide
Formulierungen dquivalent sind.

Wichtig fiir das Folgende ist nun

Satz 8.7.1: Es seien f € B und k € C+\{0}. Dann gilt fiir alle R > 0

1 2 4
\/z_e f| » |Gt f] (x) dx < 7

Diese Abschitzung wird in Agmon [1990], S. 44f bewiesen. Mit

uk) = (A-k)7'f

folgt also insbesondere

Diese Abschitzung verallgemeinert das in Satz 8.5.1 bewiesene Resultat, ndmlich
o], <171

welches im Falle des A-Operators fiir alle k € K € C*\{0} gilt.

Zum Beweis des Prinzips von der Grenzabsorption bendtigt man aber auBBerdem eine Aussage iiber die eindeu-
tige Losbarkeit. Dazu verallgemeinert man auch die stirkere Abschitzung in Satz 8.5.1 und zeigt in R"

xo Vi —iku € B RM. (12)

Das ist in dieser Formulierung die Ausstrahlungsbedingung.

Geniigt u dieser Bedingung, und ist fiir k € R\{0}

A+KHu=0
dann folgt mit £, € éw(R“), - =1in B, r),
0 = kKX (&u, u) — (V &ou, Vi) = f
|x|<r [x|>r

also P

0=1 —

m j;l ) u 6nu
Es ist deshalb
IxoVu — i kul® = |xoVul* + k*|ul?,

also

u € BR.
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Damit verschwindet u. Andernfalls wiirde namlich aus der Rellichschen Abschétzung (vgl. §8.1)
Ap>0 Arg>r, Yr>n f u(x)|>dx>pr
ra<|xl<r

die Aussage

1
lim — lu(x)>dx > p > 0,

r=e r Jix<r
also u ¢ B*(R"), folgen.
Damit ldsst sich das Prinzip von der Grenzabsorption verallgemeinern, namlich
Satz 8.7.2: Essei K € C* \{O}. Dann besitzt die Abbildung
G : KNC"\{0} — CLBR"), B R"),
k— (A -kH!
eine schwach-stern-stetige Fortsetzung auf K N C*\{0}.

Fiir 1 € R\{0} existiert also die Abbildung G(u) € CL(BR"), B*(R")) mit

VigeBRY)  (Gwf)g= kli_r}lﬂ (G(K)f)g.

Imk >0
Der schwach-stern-Grenzwert u := G(u) f € 8*(R") 16st die Differentialgleichung
A-mDu=f

und geniigt der Ausstrahlungsbedingung
(xV —ip)u € B*R").
Fiir i > 0 erhélt man ausstrahlende Losungen nach Sommerfeld und fiir 4 < 0 einstrahlende.

Diese Aussagen lassen sich auf Auflenraumaufgaben und variable Koeffizienten iibertragen.
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9 Spezielle Gleichungen der Mathematischen Physik
In §5.5 wurden bereits spezielle ortsabhidngige Differentialoperatoren aus der Mathematischen Physik vorgestellt.

Wir wollen jetzt die entsprechenden zeitabhidngigen Gleichungen diskutieren. In §7 ist das fiir die Wellengleichung
bereits geschehen. Deshalb beginnen wir mit

9.1 Die Gleichungen der Linearen Akustik

Wie in §5.5.2 seien G c R? ein Gebiet und py = py, & reellwertige, beschrinkte und messbare Funktionen mit

A1 >0 VEER VxeG > &pan& 2 pi P,
ik

Ak >0 VxeG k(x) = k.

vefs )

und H := (l:z(G))3 X (£2(G)), ausgestattet mit dem Skalarprodukt

Es seien ferner p = (oj),

U, V) := f UMV.
G
Mit D(A) := ZO)(G) X H(G) c ‘H sei schlieBlich

a0 grad
A:=—-1M ( div. 0 ) .
Dann ist A ein selbstadjungierter Operator mit

R(A) = p~ ' VH(G) x k! div D(G),

. span(l) fiir beschréinktes G,
N(A) = Dy(G) x
{o} fiir unbeschrinktes G.

Es ist
H=RA)® N(A),

und es sei P der Projektor auf R(A).

Die zugehorige zeitabhingige Gleichung lautet dann
oU+iAU =0 (D
mit der Anfangsbedingung
U©0) =: U’ e H. (2)
Dabei soll U € C(R}, H) eine schwache Losung von Gl. (1), (2) sein. Es soll also
V@ e CR,DA) NC(R,H) MU=3,® +iAdD) — (U°, ®(0, - Ny =0
R*xG
gelten.

Die Grof3e
E@®) = lU®)I,

reprisentiert die Energie. Sie ist konstant. Das folgt analog Satz 7.2.2 aus
IU@I* = ™ U e U%) = IU°IP.
Die schwache Losung U ist also eine Losung mit endlicher konstanter Energie.
Weil A selbstadjungiert ist, folgt fiir £ € R\{0}
A +ie)UIP = IAUIP + U

und
RA+ie)=RA+ig)=H.

Es gilt
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Satz 9.1.1: Die Anfangsrandwertaufgabe (1), (2) ist schwach eindeutig losbar.

Beweis: Die Eindeutigkeit folgt aus der Energieerhaltung, die Existenz aus dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Abbildungen, ndmlich

U() = e 40 = f e dp)U°.

Man vergleiche den entsprechenden Nachweis bei der Wellengleichung. O

9.1.1 Der Ganzraumfall

In diesem Abschnitt behandeln wir den Ganzraumfall und geben zunichst eine Fourierdarstellung fiir die Spek-
tralschar des zugrundeliegenden Operators. Es folgt die Losung der zeitabhiingigen Gleichung und insbesondere
die Konstruktion der Grundlosung. All das ist wichtig, um bei der Bestimmung der Zeitasymptotik in §10 einen
Referenzfall zu haben.

Im Folgenden seien also G = R3, p,k € R* und py := p 6. Es sei Hy := (LZ(R3))3 x L2(R?), ausgestattet mit
dem Skalarprodukt

(U, Vg = f UMv.
R3

M::(pid 0).
0 K

Dabei ist

Wie in §8.3 sei
Ay D(Ay) € Hy — Ho,
U— M'DU
mit
D(Ag) := DR?) x H(R®) € Hy

_ o grad
b= 1(div 0 )

und dem Differentiationssymbol

Verwenden wir die Fouriertransformation, dann ist

(AoU)(p) = M™'B(p)U(p)

_[lo P
mmr@rﬁ.

Die fiir das Folgende notwendigen Rechnungen haben wir fiir den Fall M = id schon in §8.3 ausgefiihrt. Die
Matrix Ag(p) = M~'B(p) besitzt die Eigenwerte Ao(p) = 0 und A.(p) = =*|pl/ +/kp. Dabei ist Ay ein doppelter
Eigenwert. Es seien Qp, O, und Q_ wieder die orthogonalen Projektoren auf die Eigenrdume. Dann ist

po Py Kk/p Po]

1
0.+(p) =3 (
2(Wplxpy 1

0_(p) = Q+(-p) und

Qo(p) = id - Q. (p) — O_(p) = id — (pOOPO ?) _ (—Po >;P0 X 8)

Es gelten auch
Pl

AA el — + - - 9
o(p) vZﬁ{Q@)Q(m}
) _ |P|2
Ap)="{0.(m+0-(p)},
Kp
2
Ap) = ﬂAo(p),
Kp
RN _ ., Inl
0.(p)Ao(p) = Ao(p)Q(p) = i—\/@ 0.(p),

0o(P)Ao(p) = Ag(p)Qo(p) = O.
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Deshalb erhalten wir fiir festes p € R3

B (1 p) = L _ Il
Po(A; p) = Ha + W)Q-(p) + H)Qo(p) + H2 W)Qmu).

Daraus folgt fiir die Spektralschar Po(1) von
Ay 1 DAy c Hy — H,

die Darstellung
. - E
Po(A) = Ha + —Kp)Q, + H()Qo + HA —Kp)Q+.

Es sei schlieBlich Py(A) die Spektralschar von Ag. Dann erhalten wir
Po(A) = F*Py(D)F =TI(A) + [Ty H()

mit [Ty := F*QyF und

1 ‘ R _ .
)U)(x) = f P (0_0)p)d +f (0, U)p)dpl.
( )(x _2”3{ e (Q-UXp)dp . (Q.UXp)dp)

Wie in §8.3 kann man auch eine Grundlosung ausrechnen. Man findet jetzt

N N 1. 1 id
G, = Ay + =A%) - —— —
! m(odoﬁllﬁﬁﬂ
oder
G Ay + 142 0
= K - — —ld.
Bl pPlAo /log,l 2

Wir wollen nun die zeitabhdngige Gleichung diskutieren. Aus GI. (1) wird durch Fouriertransformation
0,0 +iA,U = 0. A3)
Hinzu tritt die Anfangsbedingung
U(0) = 0° € Hy. )
Diese Gleichungen werden durch

O(t) = e A0 = f e gpo()0°

000" + {eil-l‘rQ_ + e—1|-|TQ+} 00
: U() + Ul(l‘)

mit 7 := 1/ 4/kp gelost. Daraus folgt
U(t) = e 0% = Uy + Uy (b).

Dabei ist -
Uy :=I,U° wund U@ := f e AT U.

00

Der Anteil Uj hédngt natiirlich nicht von der Zeit ab. Es gilt Uo(p) = Qo(p)U°(p) und

. po pgy cos(lplt)  —i+/k/p po sin(Ipl7)) ..
mmm=[, . 0°
—1+/p/k py sin(|p|7) cos(|plt)

Als letztes wollen wir eine Grundlosung fiir unsere Gleichung angeben, 16sen also

{a, + M ( dfv grg‘d)} S(t, %) = 6()5(x) id.
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Benutzen wir wieder die Fouriertransformation, dann haben wir Integrale der Form

id
F*(po X po x id) = — rotrot F{~5),

1P
* r . COS T
F*(pop} cos(lpl) = - grad div F( l;'l’j o)
F*(po sin(|p|7)) = —i grad F'( sm(|pIT)) =1 grad d; F'( COS('ng) )
Ipl Pl
. ) L sin(Iplt)y . .. cos(|plr)
F*(pY sin(|p|r)) = =i div F =idivd. F ,
Po sinpio) ) or )
cos(|plt
F(cos(lplr)) = -2 F{ZU2D)

Ipl?

auszurechnen. Dazu verwendet man

. sin |x|
f edz = 4n il
52 |x]

Z f * sin(sx) cos(zx) d
X

T Jo

und
x=H(s—1)

fiir s,¢ > 0. Man vergleiche Lemma 7.5.1 und Beispiel 7.2.4. Es folgt

cos(|p|r) H(|x| - 1)
F(r )=V

und S (¢, x) = So(x) + S (¢, x) mit

1 rotrot o id 1 (rotrot o) id
So(x) = (Mod id)(x) = Fil=5]=— =
0(x) = (Mo id)(x) T ( o O) (|P|2) 471( o 0) N

und

o 1 [ —graddiv  /k/p gradd:) H(|x| —

Si(t,x) = f e MdTI()sid = — Ad=7) 4.
—oo A\ o/ div o, -2 Il
Es sei Py der Projektor auf R(Aj). Wegen
grad div = rotrot +A
und .
-A—— =46
e

folgt dann aus dieser Darstellung

supp (S1(z, -)Po)(x) € 8{(t,x) |t > 0 und ikp|x| < }.

In R(Ap) gilt also das Huygenssche Prinzip.

9.2 Die Maxwellschen Gleichungen

Als nichstes behandeln wir die Maxwellschen Gleichungen, und zwar vollig analog zu den Gleichungen der Li-
nearen Akustik.
In R? lauten die Maxwellschen Gleichungen

U +iAU=0 )

mit der Anfangsbedingung U(0) = U°. Dabei ist, wie in §5.5.2,

H = (£20) x(£6) .
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ausgestattet mit dem Skalarprodukt
U, V) = f U™V,

G
U e CRY,H) und

_ -1 0 —rot
A=-iM (rot 0 )
etwa mit
DA) = R(G) X R(G) cH
und

n=(o

N(A) = Ro(G) X Ro(G), R(A) = (£7' ot R(G)) X (1™ rot R(G)),

sowie € = (&;;), u = (u;;). Erinnert sei auch an

sowie an die Zerlegungen von H in Satz 5.5.8.
Es sei wieder
E@) := lUDI3,-

Dann ist
Re (0;U,U) = —-Re i(AU,U) =0,

also
E®) = E©0) = [U°ll3-

167

Damit ist auch die Anfangsrandwertaufgabe zu den Maxwellschen Gleichungen im schwachen Sinne eindeutig

losbar. Es ist '
U(r) = e 400,
9.2.1 Der Ganzraumfall

In diesem Abschnitt wollen wir wieder den Ganzraumfall explizit durchrechnen. Es seien

3
i

Hy = (L&) x (L@

&, €R",
gid o
M= ( 0 pid)
und
s -1/ O —rot
A() = 1M (I‘Ot o )
mit

D(Ap) =R xR CHy.
Es seien ferner

D(Ay) = {U eHy | Ue Z)(Ao)} c Hy

und

A A a1 0 DX\ A
(AU)(p) =M (px 0 )U(p)-

Dann folgt durch Fouriertransformation

[

8.0 +iA,U =0

mit U0) = 0° € H,.

Die Spektralschar von A berechnen wir wieder in zwei Schritten. Es sei zuniichst p € R3 fest. Dann betrachten

wir die Matrix
Ag(p) : R® — RS
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und erhalten wegen p X pXx = p p"" — |p|?

Ir

200N — 1 2:9_ PP o
epAy(p) =Ipl°id ( o pptr)’
also
A 12 Ipl .\
Ao(p)(A5(p) - —id) = 0.
Ep
Mithin besitzt Ay(p) die Eigenwerte 1y = 0 und

A:(p) = iﬂ.
eu

Alle Eigenwerte haben doppelte Vielfachheit. Fiir A ist das klar, weil

1 1
Vo.1(p) == 75(1700) und  Voa(p) := W(I?O)

linear unabhiingige Eigenvektoren sind. Um zu zeigen, dass auch die A.(p) doppelt sind, wihlen wir ein a;(p) mit

p'ai(p)=0 und lai(p)|=1.

Es sei
ax(p) := ai(p) X po.

Vei(p) = 1 ( +pai(p) J
=P V2ep \ Ve po x ai(p)

Dann sind

fiir i = 1, 2 linear unabhéngige Eigenvektoren.

Mithin besitzt Ag(p) keine weiteren Eigenwerte. Es seien wieder Qp, Q. und Q_ die orthogonalen Projektoren
auf die entsprechenden Eigenrdume. Es ist
popy O ]

Qo(p) = ( e
o Po Py

1(=PoXpox F/u/epox
0.(p) = 3 ,
£ 4/e/upoX —po X poX

und man bestitigt leicht

0-(p) = Q.(—p).
p |
A = + - - >
== {0.(m -0}
V) _ |P|2
Ap)="—{0.(»+0-(p)}.
&
2
A =L a0p),
&p
A (p) = A _ b
0Q:(p)Ao(p) = Ao(p)Q:(p) = £ @Qi(p),
Qo(p)Ao(p) = Ao(p)Qu(p) = O.
Deshalb erhalten wir fiir festes p € R?
Pyl p) = L _
Po(A; p) = HA + @)Qm + H()Qo(p) + HA @)Q+(p)-

Im nichsten Schritt betrachten wir

A() : D(A()) C 7‘{() i '7’{().
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Diese Abbildung besitzt keine von Null verschiedenen Eigenwerte. Zu gy € S? und V € H, sind jedoch fiir A # 0

Ua(p, q0) := Q+(q0)VS (p — Aer qo) »

also
il VER
Ua(x, q0) = ﬁ 0.+(qo)V,

verallgemeinerte Eigenvektoren.

Es sei nun N ]
Po(A) == H(A + v—s_ﬂ)Q_ + H()Qy + H(A - \/—S_ﬂ)Q+.

Dann ist Py(1) die Spektralschar zu Ay, und es folgt
Po(A) = F*Py(D)F =TI(A) + [Ty H()

mit [Ty := F*QyF und

()U)x) :=

([ engomdp+ [ ev@.00pdp)
Ipl>—1 VER Ipl<d yeT

1
V2r?
Die Losung der zeitabhiingigen Gleichung erhalten wir dann wieder aus

U@) :=e 0% =0y + U,(t)

mit
U() = Q000

und (7 := t/ +\/ep)

Es ist

und
=po X po X cos(zlpl)  i/u/e po x sin(Tlpl)] 00
p

m@m=[, ,
—i/e/u po x sin(t|pl) —po X po X cos(t|pl)

Als letztes wollen wir noch Grundlosungen angeben. Fiir die zeitunabhéngige Gleichung erhilt man aus

id
Var?

A 1 1 id
G/lzg_'u{(B_F_Bz)ﬁ_l_}
23 O R e TR

e o\ (o -p X

B(p) := (0 'u) (px o )

1 . .
1 S = grad div 1urot
G, = s,u(Ao + —Ag)g,l ~Zid=1|" +euldid; g,
1 A —igrot 1 graddiv

(Ao - DG, =

analog zu §8.3
mit
und es folgt

mit
yi(x) firImaA >0,
ga(x) :=
y,(x) firlmA4 <0

und )
eilxl Veplx|

N ==
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Insbesondere folgt hieraus fiir grof3e |x|

1
Ga(x) = ++/eu B(x0)Ga(x) + O(W) :
Mithin ist |
vVelpxo X Ui(x) F Ux(x) = O(W) (6)

die Aus- bzw. Einstrahlungsbedingung.

Im zeitabhédngigen Fall erhilt man die Grundlosung S (¢, x) als Losung von

{a, + M (ro - “’t)} S(t.x) £ 5()6(x)id,

ot o
und wir erhalten aus unserer Losungsformel

St,x)=So(x)+S1(2, %)

mit
So(x) = (Iy6 id)(x) = — grad div id
47|
und (7 = t/ \fen)
o rot rot — /e rotdr) H(lxl —
Si(t,x) = f e (TS id)x) = Mid.
—o0 \Ve/u rotd; rot rot 4rlx]

Damit ist wieder
supp S (¢, x) = 0{(t, x) | t > O und e |x| < 1}

in R(Ap), und es gilt dort das Huygenssche Prinzip.

9.3 Lineare Elastizititsgleichungen
In R? lauten die zeitabhingigen linearen Elastizititsgleichungen
FU+AU=0 (7)
mit den Anfangsbedingungen U(0) = U° und 6,U(0) = U'. Dabei ist, wie in §5.5.3,
H=(L20)
ausgestattet mit dem Skalarprodukt
U, V) := fG U™V,

UeCyR:, H), U U" € H und
A=-M"'D"SD
mit
Dmﬁ{peé«nﬁWSDUe?d

(Dirichletsche Randwertaufgabe). Die positiv definite Matrix M der Massendichte wihlen wir zur Vereinfachung
als M = id. Das Skalarprodukt von & war von der Graphennorm von D erzeugt, also

U, V)e =(U,V)+ (DU,DV).

Wie bei der Wellengleichung zeigt man, dass diese Anfangsrandwertaufgabe schwach eindeutig gelost werden
kann. Sind U° € D(A'?), U' e Hund U € C(Rg, Z)(A”z)) NCi (R, H), dann nennt man U schwache Losung mit
endlicher Energie. In diesem Falle reprisentiert

E® = @00, + AP0, = 6o, + (DU, SDU)
die Energie. Fiir solche Losungen ist E(¢) konstant, also

E(n) = E©) = |U'IP + 1A' U°),
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9.3.1 Der Ganzraumfall

In diesem Abschnitt wollen wir wieder einen Ganzraumfall explizit durchrechnen, und zwar fir M = id und
homogenes isotropes Medium. Es seien also

Hy = (L2®) .

AuBerdem wéhlen wir

pr 0 O
0 P2 0
P = 00 ps .
0 p3 ;
s 0 p
pp pi O
Dann ist
D=iP
und

P'SP=ulpl +(u+pp" =vIpP + (u+K)pxpx=pupxpx+vpp"

mit den Lamékonstanten y > 0 und «. Dabei ist 2u + 3k > O und v := 2u + « > 0. Es folgt auch
rao p\? 20,212 o
(P"s P)" = Ipl {i2lpl* + (u + ©)3u + 0)p p"}.

Aus unserer Differentialgleichung wird deshalb durch Fouriertransformation
&0 + Aol = 0

mit U(0) = U°, 9,0(0) = U" und
Ay=P"S P.

Halten wir zunichst p fest und betrachten

Ao(p) : R® — R

Dann folgt
A3(p) - G+ 0 IpP Ao(p) + nu+ 0 Ipl* =0
oder
{Ao(p) = ulpP} {Ao(p) = VIpP) = 0.
Dabei ist

Ao(p) — plpl® = (u+x) p p",
Ao(p)—v|p|2=(,u+/<)p><p><.

Der Eigenwert 4;(p) := y| p|2 besitzt deshalb doppelte Vielfachheit, und A(p) := v| pI2 ist einfach. Das charak-
teristische Polynom lautet

N 2 (A
{Ao(p) = lpP} {Ao(p) = ip?} = 0.
Die entsprechenden Projektoren auf die Eigenrdume sind

Pi(p) :=id — po py = —po X po %

P>(p) := po py -

Ferner gilt

Ao(p) — ulpl* = (u+ ©) |p* Pa(p),

Ao(p) = vIpl* = —(u+ 0 Ipl* P1(p)
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und
Po(4; p) = H(A = 41(p))P1(p) + H(A — 12(p))P2(p)

Betrachten wir nun
AQ . 7'{0 —> 7‘(0.

Diese Abbildung besitzt keine Eigenwerte, weil eine Eigenfunktion den Tréiger
2 _ 2 _
{p | Ipl” = /1/#} oder {p | lpl” = A/V}
mit Lebesgueschem MaB Null haben wiirde. Die Spektralschar von A lautet
Po(d) = Hy — Ho,
U — Pyl ) UC),

und wegen
2

(Po(DU, U) = Z (H( - 2)P: U, U)
i=1

ist H = H,e.
Als nichstes bestimmen wir eine Grundlosung von Ag — A. Es sei
(A() —/I)G/l = 6ld
oder
id
Va2r3

Ay -G, =

Dann folgt fiir 1 € C\R}

oo ! f“dﬁo(s)_ 1 P P
Tvasdy s-4 T v -4 p-af

1 . i A A
Ax) = (n/ATum_l):_ Ao L.
71( )C) 47T|.x| € Ax u 87T/.l |X|

und y;(4; x) analog definiert. Dann ist

Es seien

) 1 1 1 1 p
= ﬁ<m ) e
Es folgt
Gap) = g {P1(p) 31 p) + Pa(p) 72(4; p)
und

1
Gx) = 1 {rotrot y1(4; x) — grad div y»(4; x)} id.

Wir mochten das asymptotische Verhalten von G,(x) fiir x — oo angeben und eine Ausstrahlungsbedingung
formulieren. Es ist
7‘(() = VH, DDy =Ry Dy

und
UeRy = P,U=0
UeDy = P,U=0.

Man bezeichnet auch mit

7’(67 = V7‘{1 = Ro
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die ,,Potentialfelder* und mit
(}‘{8 = Do

die ,,Solenoidalfelder. Diese Zerlegung spielt eine wichtige Rolle. Es ist also
U=U’+U* mitU?:=FP,Uund U’ := F*P,U.

Entsprechend zerlegt man auch die Grundlésung G, in

A 1 P, 1
Gt = —— , G == VV (1) id
1 ’_27r3 -2 pi 1 va( )i
und
A 1 Py |
G} = _ Gy ==V xVxvy(4;-)id.
2 P A1 — A 177 Y1(d5-)i

Beide Anteile haben verschiedenes asymptotisches Verhalten, und man erhilt deshalb in (Hg und H; verschiedene
Ausstrahlungsbedingungen.

Es seien k| := y/A4/uund k; := vA/v. Dann lauten diese Aus- (bzw. Ein-)strahlungsbedingungen

1
VU?P(x) = iikzxoU”(x)+O(W), 8)
X
. 1
VU*(x) = £iky xoU*(x) + O(W) )
x|
fiir x| — oo, und zwar gleichmifig beziiglich xj. Insbesondere ist also
xo X UP =0 1
0 =95z )
1
tr s
5 =ofis)

Weitere Einzelheiten, auch fiir die folgenden Rechnungen, findet man in Leis [1986], S. 210f.

Wir wollen kurz die zeitabhdngige Gleichung betrachten. Gelost wird sie durch

sin(VAot)  , 0 0 |
U(f) = cos (VAN U’ + ——U' = —1n U + I(H)H U
(1) (vAor) T 210 0)
mit
1) = (VAR VAon).
VA,
Es seien V ein beliebiger fester Vektor, U° = 0, U! = V § und
U@ :=In0' = ! v
: NorE .

Dann ist

. (Tsin(Van _sin(VA; 1) sin( VA2 1)
I(f)—‘[0 poo(/l)— \//1_1 P + \//1_2 P.

und wir erhalten

(10U = - {iv XV X L (i ) -

1 1 1
V" — J(\vt, A }V.
m\ Vi |xI W A ( )

Dabei ist

Tt ) = — 2

2 f‘” sin(aln) sin(orr) {IXI fiir [x| < o1,
0

ot fir|x| > ot,
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und es gilt

i](o- t,|x]) = H(o t — |x]),
Olx|

gJ(O' t,1x]) = cH(|x| — o 1).

Fiir u < v wird daraus
0 fir |x] < ut,

1
An(I(OU")(x) =1V x V x HV fir Vit < |x| < Vvt
X|

0 fiir Vvt < |x].

Das ist das Huygenssche Prinzip fiir Signale, die sich mit verschiedener Geschwindigkeit ausbreiten. Im Falle i = v
erhalten wir die alte Formulierung fiir die Wellengleichung zuriick.

Auch fiir anisotrope Medien kann man Grundlésungen und Singularitdtenfunktionen angeben. Das wollen wir
in dieser Vorlesung nicht weiter verfolgen.

9.4 Die Wirmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt wollen wir ganz kurz auf die Wirmeleitungsgleichung eingehen. Es sei wieder

A= Zﬁiaik6k+a
ik

ein elliptischer Differentialoperator, etwa mit Dirichletscher Randbedingung, also
D) = {M <€ 73[1(6) ’ 3,' aik 6ku € 7‘[} cH

mit H := L3(G), G ¢ R, und u° € H. Dann heift u € C(R}, H) schwache Losung der Wirmeleitungsgleichung
ou+Au=0 (10)

mit #(0) = u°, wenn fiir alle ¢ € C"oo(R X G)

[ ucogran=(.p0.)
R*xG

ist. Wie bei der Wellengleichung zeigt man, dass diese Anfangsrandwertaufgabe eindeutig in der Form
ut) = e’ = f e " dP(u’
0

gelost werden kann. Es ist klar, dass diese Losung fiir beliebiges u’ € 7 bei negativem ¢ nicht existiert.

Die Losungen der Wirmeleitungsgleichung haben noch viele Eigenschaften mit den Losungen elliptischer
Gleichungen gemeinsam. Signale besitzen unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit, und man kann auch Maxi-
mumprinzipien beweisen.

Beispiel 9.4.1: Es sei B C R x R wie in Abbildung 9.1 skizziert mit B = I'1 U Ty, Ty offen, u € C(B), uy, iy, €
C(BUT)) und u; = uy, in B. Dann nimmt u auf Ty das Maximum und das Minimum an.
t

o

N

2

> X

Abbildung 9.1: Ein Maximumprinzip.
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Wir zeigen die Behauptung fiir das Maximum. Es sei mit & > 0
v(t, x) ;= u(t,x) — et.

Dann ist auch v in B stetig, nimmt also in (fy, xo) € B das Maximum an. Wir wollen (fy, x) € I'» zeigen und fiihren
diesen Nachweis indirekt. Es sei also (fy, xo) € B U I';. Dann ist v,,(fy, xo) < 0 und damit auch u,,(fy, xo) < 0. Aus
der Differentialgleichung folgt

vi(f0, Xo) = us(to, Xo) — € = uxx(to, Xo) — € < —¢,

und wegen der speziellen Gestalt des Gebietes B gibt es ein 4 > 0 mit
IZZ{(I,)C) | to—h<t<t, xzxo}cBUF1

und e
U;l[ < —E.

Dann ist aber
10

h
vt xp)d t < v(ty — h, x0) — % < u(to — h, xp)

o0, x0) = olto — hy x0) + f

to—h

im Widerspruch zur Annahme. Weil ¢ beliebig klein gewihlt werden kann, muss auch die Losung u auf I', das
Maximum annehmen. ]

Wir betrachten noch kurz den Ganzraumfall, diskutieren also in Rg X R?
A — Au =0 mit u(0) = u®.

Diese Gleichung wird durch

ut, ) = f eV dPy(Du’ = f ey (-, p)a(p) dp
0 Rn

gelost; dabei ist
1
\2rn

Speziell mit u0(x) = 6(x) folgt daraus fiir die Grundlosung

eixp .

UO(x’ P) =

1

$t.p) = —=-e"
Nords
und
—|x? /4t
S(tx) =S

Im Falle der Wirmeleitungsgleichung ist also
suppu = Rj X R",

und wir haben keine endliche Signalgeschwindigkeit.

9.5 Lineare Thermoelastizititsgleichungen

Interessant ist auch die Behandlung von Gleichungen oder Systemen, in denen eine Kopplung zwischen einem
hyperbolischen und einem parabolischen Term auftritt. Ein typisches Beispiel sind die Thermoelastizititsgleichun-
gen.

Zur Formulierung kniipfen wir an §9.3 an und verwenden dieselben Bezeichnungen wie dort. Es seien au-
Berdem T = T(t,x) die Temperatur, 6 := T — T, die Temperaturdifferenz, ¢ die spezifische Wirme, L = (I;;)
der Wirmeleitungstensor und G = (g;;) der Spannungs-Temperatur Tensor. Er beschreibt die Kopplung zwischen
linearer Elastizitétstheorie und Thermodynamik.
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All diese Koeffizienten seien wieder reellwertige, beschrinkte und messbare Funktionen in einem Gebiet G des
R?, es seien [;; = [;; und g;; = g;; sowie

AL >0 VEER VxeG  &L(xE = LR,

de; >0 VxedG c(x) = cy.

Bei AuBlengebieten fordern wir aulerdem die Existenz positiver Konstanten [y, ¢y und eines gg € R mit

Y x, x| > rg, Lij(x) =1lo6ij, gij(x) =godij, c(x)=co.

Im Unterschied zur Elastizititstheorie verwenden wir nun das Duhamel-Neumannsche Prinzip (im Gegensatz
zum Hookeschen) und setzen

Tjk = Cjkmn Upn — g jk 0.

AuBerdem fiigen wir eine Wirmeleitungsgleichung hinzu. In der Sommerfeldschen Notation sei

I = (y1, 72, 73, ¥4 ¥5. ¥6) := (911, 9225 933, 923, G531, 912)-

Dann lautet unser System
M3U-D"SDU+D'"T6=F,

c00-V"IVO+TyI"DO,U = f
mit
U@ =U° 6,000 =U", 60) = 6.
Hinzu kommen, wie tiblich, Randbedingungen. Fiir I = 0 zerfallen diese Gleichungen.

In dieser Vorlesung konnen wir nicht ausfiihrlich auf die Thermoelastizititsgleichungen eingehen; wir wol-
len uns vielmehr mit ihrer Hilbertraumformulierung begniigen. Im iibrigen sei auf Leis [1986], S. 23If und die
Literatur verwiesen.

Wir fragen im Folgenden nach Losungen mit endlicher ,.totaler Energie*, ndmlich mit

E(t) := {(DU,S DU) + (8,U, MO, U) + i(ev, cO)ft) < oo,
Ty

und schreiben die Gleichungen als System erster Ordnung:

Vi SDU
Vi=|V,|:=| 0,U
Vs 6

Der Vektor V besitzt also zehn Komponenten. Es sei vereinfacht 7y = 1. Dann folgt

QOV+NV=H

St o o o -D o
O:=lo M ol, N:=|(-D" o D'"r
0

c 0 I'"p -V'LV

mit

und H" := (O, F, ). Es sei
H = (£26)"
mit dem gewichteten Skalarprodukt
V. W)g :=(V, QW) 2.
Dann ist
E@ = Vo,

Wir formulieren die Dirichletsche Randwertaufgabe und wihlen dazu
DA) = {Ue7-1| Us ey, Us €y, NUe?-(}

sowie
AU :=Q'NU.
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Es sei schlieBlich

SDU°
VvOo=| U' |eH.
90
Dann suchen wir ein V € C(R}, H), welches die Gleichung
oOV+AV =0 (11)

mit V(0) = V° schwach 16st.
Zum Nachweis der eindeutigen Losbarkeit diskutieren wir zuerst das Spektrum von A. Aus

(AU, U) = (VU3,LVU;) +2iIm {(UI,DUz) +(@T"DU,, U3)}

folgt
Re (AU, U) = (VU3,LVU3) > I, |U3] > 0, (12)
und es ist
N(A) =D xO0x0
mit

DY = {U e (£22) | DU = 0}.
AuBerdem ist D(A*) = D(A) und A* = Q"' N* mit
0 D 0
N* =|D" 0o -D"T |.
o -I"D -V"LV
Damit ist auch N(A*) = N(A), und es folgt
H=RA)SNA)
mit
° 20\ o 2
R(A) = SDH(G) x (L2(G)) x L2G).

Die Rdume R(A) und N (A) reduzieren A; zur Diskussion von Gl. (11) kann man sich deshalb auf R(A) beschridnken.
Es gilt
leC | Red < 0} C p(A).

Es sei ndmlich Re A < 0 und (A — A)U = 0. Dann folgt aus Gl. (12) die Aussage U = 0. Dasselbe Argument liefert
auch N(A* — ) = O. Mithin existiert (A — 1)~!, und es ist

H=R(A-1).
Es sei (A — A)U = F. Dann folgt, wiederum aus Gl. (12),
—ReA||U|]" < |@, F)

oder

1
-1
[Aa-7" < “Rel’

Die Halbgruppentheorie (vgl. FA, Beispiel 10.1.24) liefert deshalb die Existenz der stark stetigen Kontraktions-
halbgruppe
e H—H

fiir £ > 0 und mit |le™|| < 1. Fiir V° € D(A) ist e’ differenzierbar, mithin 15st
V() i=e V0

die Differentialgleichung.

An dieser Stelle soll die Diskussion der Thermoelastizititsgleichungen abgebrochen werden. Es sei nur noch
bemerkt, dass das Spektrum von A aus drei Komponenten besteht, ndmlich aus der imagindren Achse (von den
Elastizititsgleichungen herriithrend), aus der positiven reellen Achse (von der Wirmeleitungsgleichung herrithrend)
und aus einem dritten Anteil mit positivem Realteil, welcher die Kopplung enthilt. Vgl. hierzu die Abbildungen in
Leis [1986], S. 242.
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9.6 Die Plattengleichung

Wie in §5.5.4 sei

A DA CH—H,
u+— divD"S Dgradu

mit Dirichletscher Randbedingung und H = £2(G). Wihlen wir wieder die Massendichte als Eins, dann lautet die
zugehorige zeitabhédngige Gleichung

6?u+Au=0 (13)

mit den Anfangsbedingungen u(0) = u° und (8,u)(0) = u'. Schwache Losungen werden wie iiblich definiert, und
man erhélt sie wieder in der Form

u(t) = 81’ + I(H)u"

Auch der Ganzraumfall lasst sich wie bei den vorangegangenen Gleichungen vollstindig durchrechnen. Fiir
isotrope Medien findet man

Po(d) = F*H(A - A,)id

mit

Ai(p) = vIpl*.
Fiir eine Grundlosung G, mit

(Ao - VG, =6
folgt

GA(P) = ! 1 ( 1 - 1 )
2V2r3 N plP - VAfy  IpP+ Ny
Verwendet man wieder
el Vx| A 1 1
ga(x) = ErR ga(p) = Vo P
dann ist
Cr = —— (3~ 0 y15)-
2Vay

also

1 1 4 4
G = (VA _ o=V
0= g v © )

Die Losungen enthalten also einen schwingenden Anteil und einen exponentiell abklingenden. Die Aus- bzw.
Einstrahlungsbedingung lautet

xoVu i \A/vu € Ho.

Im isotropen Ganzraumfall ist

_ 1 s o 1l
(®0)() = = fR = 4,,|X|F(M)-

7 (Y
F(y) := /- f (cos s* — sin s%) ds
T Jo

ein ,,Fresnel-Integral®. Weiteres findet man in Leis [1986], S. 220f.

Dabei ist
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9.7 Eine Schrodingergleichung

Als letztes behandeln wir eine zeitabhingige Schrodingergleichung. Wir wihlen die Bezeichnungen wie in §5.5.1,
also mit H = L*(G) und g > 0

A DA CH—H,
ur— (-A+Vyu

mit
(Vu)(x) := —iu(x)

|x]
und
D(A) = {u € 7, (G) ‘ Au € fH}.

Dabei sollen wir im Folgenden G = R? annehmen, also
D(A) = HrR).
Es ist A dann ein selbstadjungierter Operator, und mit
B(u,v) :== (Vu, Vo) + (Vu,v)
folgt leicht
B, )= slul} ~ 24"l

sowie
o(A) C [-¢*, ).

In §6.6 haben wir bereits bewiesen, dass A abzidhlbar unendlich viele negative Punkteigenwerte mit dem Héu-
fungspunkt Null besitzt. Es ist
Co(A) =R{.

Letzteres zeigt man wie in Satz 8.1.2. Es sei ndmlich fiir o > 0
iV
|x]
mit ¢ € Co(R), 0 < ¢ < 1, ¢|U(0) = 0 und ¢|U(c0) = 1. Dann folgt fiir o — 0

—o|x|

ur(x) 1= @(x)e

(A + Dug|| < ¢ < oo,

aber ||uy|| — co. Nun ist
c

|(Vue)(x)| < FR

also
[[Vus|l £ ¢ < oo.

Deshalb ist auch
[[(A = Dug|| < ¢ < oo,

aber |lus|| — oco. Mithin existiert (A — A)~! fiir 1 € R*, ist jedoch unbeschrinkt. Der Nullpunkt selbst gehort
ebenfalls zu Co(A).

Wir definieren nun eine schwache Losung u € C(R}, H) der zeitabhingigen Schrodingergleichung als Losung
von

ou+iAu=o0 (14)

mit der Anfangsbedingung u(0) = u® € H. Diese Gleichung ist eindeutig Iosbar. Das folgt wie bei der Wellenglei-
chung aus

u(t) = e A0 = f e AP,
_q2
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Auch bei der Schrodingergleichung kann man durch Fouriertransformation explizit Losungen bestimmen. Fiir
den Deltaoperator Ay im Ganzraumfall haben wir bereits

! ‘[N P f(p)dp
2713 Jipl<vVa

Po(D)f =

und die Grundlosung

el Vi
ga(x) = ]

gefunden. Es sei nun
(A= h, =6.

Dann erhalten wir fiir r > 0
1
(7m%+€+ﬂmm=0
r r

Im Falle A = 0 findet man
1
ho(r) = \/g Y12 VgD

Dabei ist Y| eine Neumannsche Funktion. Im Falle 4 # 0 kann man substituieren und erhilt die Whittakersche
Differentialgleichung.

Es sei schlieflich
3, — i A)S (1, x) = (1) 6(x).

Dann ist

L ipf

Smm=%53

und

1 .
_ ilx]= /4t
S(t,x) = =
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10 Das asymptotische Verhalten der Losungen fiir groBe Werte der Zeit-
variablen

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir uns primér mit der Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen beschiftigt. Daneben spielt natiirlich auch die Diskussion qualitativer Eigenschaften der erhaltenen Lo-
sungen eine grofe Rolle. Hierbei kann man zunichst an Regularititsaussagen denken. Wir haben sie gelegentlich
gestreift. Bei den zeitabhidngigen Gleichungen aus der Mathematischen Physik ist es jedoch besonders interessant
und wichtig, die Abhidngigkeit der Losung von der Zeitvariablen ¢ genauer zu studieren.

Dabei stellt sich zunichst die Frage, fiir welche (positive oder negative) Werte von ¢ die Losung tiberhaupt
existiert. Das ist besonders bei nichtlinearen Gleichungen wichtig. Man definiert hier die ,,Lebensdauer* T einer
Losung und meint damit, dass eine Losung, die zur Zeit t = 0 beginnt, im Intervall [0, T) als geniigend regulire
Losung existiert. Erinnert sei in diesem Zusammenhang an das Auftreten von Stowellen. Die Losung der Stra-
Benverkehrsgleichung in §1.2.2 hat die Lebensdauer 7' = 1. Im zweiten Teil dieses Kapitels wollen wir auf solche
Fragen eingehen und insbesondere fiir eine Klasse von Wellengleichungen zeigen, dass bei kleinen Anfangsdaten
globale glatte Losungen existieren, das heiflt, dass dann 7 = co ist. Es zeigt sich dabei, dass man zum Beweis
solcher Aussagen den linearen Fall recht gut beherrschen muss.

Bei linearen Gleichungen ist es normalerweise leicht zu zeigen, dass die Losungen in R oder sogar in ganz
R ,leben*. Hier interessiert man sich besonders fiir das asymptotische Verhalten der Losungen, sagen wir fiir
t — oo. In der Streutheorie mochte man diese Asymptotik mit der Asymptotik eines bekannten besonders einfachen
Falles vergleichen, mit dem ,,Referenzfall”. Als Referenzfall wihlt man gerne den Ganzraumfall, also den Fall
eines homogenen isotropen Mediums iiberall in R". Im letzten Kapitel haben wir diesen Ganzraumfall fiir einige
Gleichungen bereits durchgerechnet. Es sind aber auch kompliziertere Referenzfille von grolem Interesse, zum
Beispiel Halb- oder Viertelrdume, Wellenleiter oder anisotrope Medien.

In der Streutheorie wird dann die Abweichung vom Referenzfall durch ,,Streu-* oder ,,Wellenoperatoren® be-
schrieben.

Auf solche Fragen soll im ersten Teil dieses Kapitels etwas eingegangen werden. Zur Vereinfachung wird dabei
exemplarisch im Allgemeinen die Wellengleichung zugrunde gelegt.

10.1 Lineare Streutheorie

In diesem Abschnitt wollen wir also lineare Phinomene untersuchen. Wir betrachten zunichst die Wellengleichung
und beginnen mit den sogenannten ,,/” — £9 Abschitzungen®.

10.1.1 L£P — L9 Abschitzungen
In R" sei y(¢) eine Losung der Wellengleichung
Oy=0 mity0)=ound dy(0) = y', (D)

also

sin( V=Ar)

y(t) = Wt)y' mit W) = Nany

Wir schreiben diese Gleichung auch als System und verwenden

u:=Dy mitD := (6,).

v
Dann ist . |
ou = (g VO )u mit u(0) = u° = (yO ) 2)
Fiir u® € £L2(R") folgt nun aus der Energieerhaltung unmittelbar
bl 2 =[] - 3)

Das ist die aller einfachste und triviale Abschitzung fiir u(z).

Eine andere Abschitzung fiir u(z) lautet fiir 7 > 0

L @

1
o] . < e azoF (I
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Dabei sind k := (n - 1)/2,

L@ = {fe £'@n

Va,lod<m, Ofe¢ L'(R“)},

und es wird u® € L] (R") vorausgesetzt. L (R") definiert man analog.

Wir wollen Abschitzung (4) beweisen, zur Vereinfachung in R3: Dort ist

(W(ng)x) = L i g(x —y)y(t,y)dy

mit
S(r—1lyh) J(@, Iy
ty) = = A
A e R
und
Il = lyl fiir |y <1,
U e firlyl >t
Es folgt also

_ b B Jalyh) 1
(W()g)(x) = y fRB (Vyg(x y))V m dy = in flyM( yg(x = y))l B dy

oder fiirt > 1

1
|(Wng)w | < fR IVl

(Wig)oo =5 fR (Bvatx-) J(uyn "

Aus

erhdlt man fir0 <r <1 .
(W) < - fR gl

zusammen also c
|(Wg)) | < 7 lgllzy-

Analog folgt
Cc
| (VW) | < o7 allz

und es fehlt nur noch eine Abschitzung fiir |0, W(¢)gl|.

Um sie zu erhalten, gehen wir von

[ewon)ol=g2| [ (daw-)a e a|= 2| [ (so0-0) a
>t

aus. Fiir 1 < ¢ folgt

| (W) | < = ligil,-

Es sei deshalb 0 < 7 < 1. Dann ist

|(a,W<r)g)(x>|< —{| f |+ eliglg )

t<lyl<1

und tibrig bleibt nur noch

Ag(x —y) 1
f7<yl<l %dy: fsz{j; (Ag(x—y)>|yldlyl}dw.

9
dly

Wegen
yl®

N —

Iyl =
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verhilt sich das innere Integral wie

1
)
t

1
)= =3 [ (et ) it + 3 (=)

also

1f ~~-|Sc{||g||4+|f Ag(x—y)dy1+|f Agx = y)dy|} < clgllz-
1<lyl<1 lyl=1 lyl=t

Die letzte Abschitzung folgt aus
| f Aglx—y)dy| = | f yiyo Ag(x - y) dy| = | f V" (gohg(x - ) dy| < clgll -
lyl=c lyl=c lyl<c ?

Damit haben wir Abschétzung (4) im Falle n = 3 bewiesen. |

Abschitzungen (3) und (4) sind die wichtigen Fille der gesuchten L7 — £? Abschitzung. Man erhilt diese
daraus durch eine technisch durchaus aufwendige Interpolation, ndmlich

Satz 10.1.1: Es seien q > 2, p := q/(q — 1) und k := (n — 1)/2. Dann gibt es eine Zahl N,, mit
2

n(l—a)SNp

n

IA

und eine Konstante c; so, dass
0 —k(1-2 0
vVul e .[ZK,P(R“) (@)l pe < cg (1 + ) K29 |1y ey,

gilt.
Zum Beweis dieses Satzes sei verwiesen auf Racke [1992], S. 19 und 226f, sowie Pecher [1976] S. 159—-183.

10.1.2 Asymptotische Wellenprofile

In diesem Abschnitt soll das asymptotische Verhalten der Losungen der Wellengleichung im Ganzraumfall disku-
tiert werden. Dabei folgen wir der Darstellung in Wilcox [1975]. Es sei also in R"

Oy=o0 mity©) =y und d,y(0) = y'.

Dabei seien y°, y' reellwertig, sowie 4° € Hy := L>(R") und y' € D(Aal/ %) mit Ay := —A. Zur Vereinfachung
wihlen wir eine komplexe Darstellung, ndmlich

=0+ iA(;l/zyl € Hy

und

oA 1/2
() i= e o 0,

Dann ist () = Re ().

Die Fourierdarstellung von v lautet

1 .
o(t, x) = - f P10 (p)y dp
V2r' Jme

mit
. 5'(p)

°(p) = 9°(p) +i—=.
|pl

Wir bestimmen das asymptotische Verhalten von v(¢) zunichst fiir

0 € Fo(R") := { f € Hy(RM

£ € Co®), supp f R“\{O}} .

Durch ein Dichteargument folgen dann die Resultate fiir alle v° € H.

Es sei also 0 € 7—010. Dann gibt es Konstanten a, b > 0 mit

suppﬁoc{peR“ O<as|plsb<oo},
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und wir erhalten

1 b ' 1 b
u(t, x) = = f f e D 0y " dzdr = - f e " V(x,r) " dr
\/_ a JSr! \/_ ' a

2w Vs

mit
V(x,r) = fs ] e p0(rz) dz.
Man rechnet leicht nach, dass V(x, r) die Helmholtzsche Schwingungsgleichung 16st, dass also
A+)V(-,r=0
ist.

Wir bestimmen nun zunichst das asymptotische Verhalten von V(x, r) fiir x| — oo und leiten daraus anschlie-
Bend das Verhalten von v(t, x) fiir t — oo ab. Dazu verwenden wir die ,,Methode der stationdren Phase*, die zunZchst
an einem Beispiel erldutert werden soll.

Beispiel 10.1.2: Es seien I := (o, ), g € C(I) und h € C>(I). Es sei ferner t € I die einzige Nullstelle von ', also
W (1) =0, und zwar mit b’ (t) > 0. Wir diskutieren

ﬂmifmmwwr

fiir grofie x.

Es ist seit langem bekannt, dass die filhrenden Terme in der Asymptotik von f(x) von den Beitrdgen des
Integrals in der Umgebung der Endpunkte a, 8 und der Nullstelle 7 herriihren. Dabei liefert die Umgebung von
den Term hochster Ordnung. Wir wollen ihn berechnen: Dazu substituieren wir

u? = h(t) = h(7)

und erhalten

PO g0 e
Mﬂ:j‘gmmezj‘m——wwwuu
g —u n (t)

mit uy := Vh(t — &) — h(t) und uy := Vh(t + &) — h(r). Weil nur eine Umgebung von u = 0 interessiert, ersetzen
wir g(t) durch g(7) und 2u/HK (t) durch

2 _fim 22
h'(T) -t R (@)
Es folgt
. uz .
()C) - (T) elxh(‘r)f elxuz du.
T\ ¢ Y

Verwenden wir noch (fiir x > 0)

U2 2 o 2 1 0 ) T
e™ du ~ e du:—f e Wdy=(1-1 1/—,
Iu, Lx, Vx Jow y=0-0 2x

dann erhalten wir schlieBlich

£ ~ (1 -1) xh,’f(ﬂ g™ e fiir x - oo,

Diese Asymptotik ldsst sich verfeinern, es konnen auch Nullstellen hoherer Ordnung von h(#) zugelassen werden.
O

Die Methode der stationédren Phase ist inzwischen vielfiltig ausgebaut worden. Insbesondere konnen in der De-
finition von V auch glatte (n—1)-dimensionale Mannigfaltigkeiten anstelle S"~! zugelassen werden. Wir verwenden
hier folgendes Resultat:
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Satz 10.1.3: Es seien ° € 7310, x = |x|xo, vu = (1/ \/I)”‘1 und qo(x, r) durch
VT
V(x,r) = (|—”|) [ €M 820rx0) + 3 €M 80 (=rx0)] + go(x, 1)
r|x]
erkldrt. Dann gibt es eine Konstante My = My(®) so, dass Folgendes gilt
V>0 Vrelabl YxoeS™  |gox, | < Molx™% .
Einen Beweis zu Satz 10.1.3 finden Sie in Leis [1986], S. 247.

Wir tragen nun diese Asymptotik von V(x, r) in die Darstellung von v(¢, x) ein und erhalten

t3) = {GT(x = £, x0) + G (Il + 1, x0)} + @1 (1, )
x| 2
mit
Y b 0 el
G*(p, x0) = —=—= f e ’(rxo)r 7 dr,
V27 Ja
- Yo (¢ a0 (=]
G (p, x0) = —f e 0 (rxg) (—r) 7 dr
V2r J-b
und

1 * ' 1
m e " qo(x, r) " dr.
V2 jr:

qi(t,x) =

Fiir alle |x| > 0, xo € S"! und 7 € R gilt
_n+l
lg1(x, Dl < My |x|” 7.

Dabei ist
1 b -a

Varr n

Ml = M()

185

Der erste Term in dieser Darstellung von v(z, x) stellt eine auslaufende Welle dar, und wir werden zeigen, dass
die beiden anderen in Hj fiir t — oo gegen Null konvergieren. Bevor wir das tun, wollen wir die Definition von G*

und G~ auf beliebige 1° € H, ausdehnen.

Es sei v’ € 71’(0_ Dann folgt aus der Parsevalschen Gleichung

b
fR |G* 0, x0)[ dp = f [0, o) " dr

oder
A0
Il =

0
IG™ Il 21y = 110 II.

Il

Diese Beziehung konnen wir benutzen, um die Abbildung

@ - GY : Hy — L(Rxs")

durch AbschlieBen auf Hy fortzusetzen. Eine explizite Darstellung von G* erhilt man folgendermafien: Man be-

trachte
(p—> G*(p.) € LR, LXS" )
und definiere .
G*(p, x0) := (F1G*)(p, xp).

Dabei soll F; die eindimensionale Fouriertransformation sein. Dann ist fiir o € H,

G+

|L2(Rxs"*‘) = ||G+“L2(Rxs~4) = ”UOH

und

ynp%ﬁo(p xo) firp >0,

G (p, x0) =
(0. x0) {o fiir p < 0.
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Analog erhilt man

A 0 fiir p > 0,
(=0T o x0)  fiirp < 0.

Das fiihrt zur

Definition 10.1.4: Es sei 1° € Hy. Dann nennt man die soeben erkliirten Abbildungen G* bzw. G~ auslaufende
bzw. einlaufende Wellenprofile. Fiir t € R, x € R"\{0} und x¢ := x/|x| sind
1

n-1

X| 2

vt x) = G* (x| - 1, x0)

bzw.
1

n=1

X| 2

v (t,x) =

G (x| + 1, x0)

die entsprechenden asymptotischen Wellenfunktionen.
Wir zeigen nun einige Eigenschaften dieser Wellenfunktionen.

Satz 10.1.5: Es seien H € L2 (R x S™1) und fiir t € R, x € R"\{0}

w(t, x) =

H(|x| -1, x0).

n—1

x| ="
Dann gilt:
1. w" € C(R, Hy),

2. |lw*(t, -)| fiillt nicht,
3. lim, e ||w+(l, . )” = “H“,LZ(RXS”’I)’
4. lim,_o |lw*(t, )| = 0.

Ahnliche Aussagen gelten fiir
w(t,x) := w (-, x).

Zum Beweis bemerken wir zunzchst

Hw+(t,~)”2 = fR+ \fs‘nq |H(r—t,x0)|2dxodr =I L"’l lH(r,xo)lzdxodr.

Daraus folgen die zweite, dritte und vierte Aussage. Zum Nachweis der ersten bilden wir

o (2, ) = wi* Gao, |f” < fRfSl |H(r = 1, x0) = H(r = 10, x0)|" d xod r =

|e—ilp _ e—it0p|2
R JSn1

e P —eTMP| < 2 lim |e"’p —etor | =0
-1

N 2
Ap. x| dxodp.

Wegen

und A € L*(R x S"") folgt dann die erste Behauptung aus dem Lebesgueschen Satz iiber die dominierte Konver-
genz.

Lemma 10.1.6: Es seien G C R" ein Aufiengebiet, ty, ro, M Konstanten und und u eine Abbildung mit den Eigen-
schaften:

I.Vt>ty u(t,-)e L2G),
2.VK €R"  limyo,e [lut, )l 2kn6) = O,

3Vi>ty Yix>ry u(,x)| < Mx|~D2,

Dann gilt
lim [lu(t, )l 26y = O-
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Beweis: O.B.d.A. sei dG c B(0, rp). Dann folgt die Behauptung aus (r > ro, t > fy)

1
||M(t, . )||2.£2(G) = ”M(t, : )”_252(3(()’,)(10) + f |M(t3 -x)lz dx < ”M(t’ - )||2£2(B(O,r)ﬁG) + M2 |Sn 1| ;

|x|>r

Nach diesen Vorbereitungen zeigen wir das Hauptresultat dieses Abschnitts, namlich

Satz 10.1.7: Fiir jedes v° € H, gilt
tlim llo(t, ) = v* ()l = 0,
tlir_n llo(z,-) —v (@)l =0

sowie
lim |[o*(z,-)l| = 0.
t—=+00

Den Beweis geben wir nur fiir die erste Aussage. Wir fithren ihn in zwei Schritten:

1. Es sei 0° € F, und

w(t, x) :=v(t, x) — v (t,x) =

G (|x| + £, x0) + q1 (2, x).

n-1

x|z
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Wir wollen zeigen, dass w den Voraussetzungen von Lemma 10.1.6 geniigt. Die erste ist nach Satz 10.1.5 klar.

Die zweite zeigen wir fiir v und v* einzeln: Es ist

1 .
o, x) = — e P=iPhg0(py dp =
V2 Ja<ipl<b
1 f —izm(”‘l 0 ) o0
= — e — + — (P07 (p) ) dp.
it V2 a<|p|<b pl 3|P| ( )
Deshalb gilt
VxekK o, x)| < ﬁ

Weiterhin ist

r—t
+ 2 + 2
(e, = G (s, x0)| dxods.
0™ (2, iy f , fs ot s 20 dxg

Fiir + — oo konvergiert auch dieses Integral gegen Null.

Schlielich miissen wir noch die dritte Voraussetzung nachweisen. Fiir g; (¢, x) gilt sie. Aus der Definition

von G~ und durch partielles Integrieren erhélt man
_ ¢
G0, x0)| < =,
P
wieder mit ¢ = ¢(v°). Deshalb folgt

1
— |G (x + t,x0)| £ —
x| |x| =

Cc

S n+l *
(Ixd+1)  |x=

2. Es sei jetzt v € H,. Dann ist
u(t,-) = Up(t’ := eir4” 0
mit dem unitdren Operator Uy(?). Analog ist
vt (t,) = Ug(tn°
mit einem linearen Operator U (t) € CL(Hp). Aus Satz 10.1.5 folgt némlich
YteR UGl < 1.

Wir wihlen nun A, € 7210 mit
1A, — o°|l = 0.

Dann ist
o) = v* )| = || (Uo(t) - Ug(r)) || < || (Uo(t) - Ug(t)) hal| + 2|2 = ).
Das beweist Satz 10.1.7.
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10.1.3 Losungen in AuBBengebieten

Es seien nun G ¢ R" ein Auflengebiet und A wieder wie in §7.1 definiert, also
Au:= —Z&iaikaku
ik
mit
D(A) = {u € 7,(G) | 8 ay Oy u € w}.

Dabei ist H := £2(G), und wir setzen wir voraus, dass das Medium auBerhalb einer Kugel B(0, r,) homogen und
isotrop ist. In G, := {x eR3 | |x| > ra} C G soll also

ik = Ok
sein.
Wir wissen bereits, dass die Anfangsrandwertaufgabe zur Wellengleichung

Pu+Au=0 &)

mit #(0) = u® € H und 8,u(0) = u' € H im schwachen Sinne eindeutig gelost werden kann.

u' € CRY, H)

u(t) = cos( \/Zt)uo + &\Z_‘o

ist die Losung.

Im Folgenden wollen wir das asymptotische Verhalten der Losungen von Auflenraumaufgaben mit dem Ver-
halten im Ganzraumfall vergleichen. Hintergrund ist das

Prinzip vom lokalen Abklingen der Energie: Es sei u eine schwache Losung der Gleichung (5) und K C G mit
K e R". Dann gilt:

1. Es seien u® € H und u' € D(A~V?). Dann folgt
IILI}}O llu@®ll 2k = 0.

2. Es seien u’ € D(A"?) und u' € H. Dann folgt

=0.

im ({8 2, + 1424 )

Fiir groBies ¢ verschwindet die Energie also in jedem Kompaktum, und man kann erwarten, dass die Losung sich
fiir groBes ¢ wie eine Ganzraumlosung verhilt.

Beweis: Es ist
u(t) = fo ) cos( VA1) dP(D)u’ + fo N sin( VA1) dP(DA™ 4!
und
AY2y(r) = fo mcos(\at)dP(/l)Al/zuO+ fo B sin( VA1) dP()u'
sowie
Au(t) = — fo N sin( VA1) dP()AYuC + fo ) cos( VA1) dP(u'.

Alle Integrale verhalten sich dhnlich. Es geniigt deshalb, fiir f € H

w(t) := cos(A'20) f = f N cos( VA1) dP(A) f
0
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zu diskutieren. Das geschieht in zwei Schritten:
1. Wir zeigen die schwache Konvergenz, also
YoeH lim (w(?),v) = 0.
t—00
Weil das Spektrum von A absolut stetig ist, gilt
d
FQ := = (PQf,0) € LIR),

und es folgt aus dem Riemann-Lebesgueschen Lemma
(w(®),v) = f cos( VA1) F(A)da — 0.
0

Um das zu beweisen, sei zunichst F € Co(R*) N L'(RY). Dann gilt fir r > 0

|(w(t),v)|§2' fo rcos(xt)F(xZ)xdx|+| fz wcos(\at)F(/l)d/l| <

< %' f rsin(xz){F(ﬁ)+2x2F'(x2)}dx'+Z—Z'F(rz)sin(rt)|+ f [F(DldA,
0

}"2
und daraus folgt |(w(#),v)] — 0 in diesem Falle. Man approximiere dann F € L'(R*) durch CO‘OO(R*) N LY(R)-
Funktionen.

2. Wir zeigen die starke Konvergenz. Es sei zunichst f € D(A'/2) = H,(G). Dann ist
Jeos(VA D], < el cos VAN g5 < e {1 + | VASA).
Aus dem Rellichschen Auswahlsatz folgt deshalb, dass jede Folge
(cos(\/Ztn)f), t, = o

eine in £%(K) konvergente Teilfolge enthilt. Der Grenzwert ist Null, weil die Folge schwach gegen Null kon-
vergiert. Wir erhalten also in diesem Falle

tim [jw(®)| 2 4, = O-

t—00
Man approximiere dann f € H durch H, (G)-Funktionen. O

Wir wollen nun # mit einer Losung im Ganzraumfall vergleichen. Um das zu prizisieren, wihlen wir wieder
die komplexe Notation. Mit «#° € H und u' € D(A~'/?) sei

hi=u’ +iA™2yl e
und A
U(nh = e VA1,

Analog sei in H := L*(R")
U()(l)/’lo = C_i\/AT)t/’l()
mit hy € Hyund Ag = —A in R",
‘Wir suchen ein hg so, dass

U(Oh und Uy(t)ho

im £2-Sinne gleiches asymptotisches Verhalten haben. Um das zu formulieren, setzen wir zunichst U(¢)h in den
R" trivial fort und wihlen dazu
Jo : H — Hy,

wobei

u(x) firxegG,
(hW@={ )
fiir x e R"™\G
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ist. Dann folgt
V6 U®h = Us(tho|| = ||[W(tyh = ho|
mit
W) = e VAo Jg e VAT,
Es geht also darum zu zeigen, dass fiir # — oo und fiir 1 — —oo die £>-Limites

lim W()h

—=*00

existieren. Das soll im néchsten Abschnitt geschehen. Dabei wird wieder wesentlich ausgenutzt, dass das Spektrum
von A absolut stetig ist.

Wir werden im néchsten Abschnitt die Existenz der unitidren Wellenoperatoren
wW* . H — Hy,
h+— lim W()h

t—+00
zeigen. Es seien
hy == W*h.
Dann gilt also
Jim |U@h - Us0)hg ||, = 0.

Fiir t — oo verhilt sich U(t)h daher wie Uy (t)hg und fiir t — —co wie Uy(1)h;. Das wird in der folgenden Abbildung
10.1 veranschaulicht.

Abbildung 10.1: Wellenoperatoren.

Mit
S =wrw)*
bezeichnet man den Streuoperator. Es ist also
hy =W h=S hg.

Eine einlaufende Ganzraumwelle mit den Daten /; wird durch A gestreut, und man erhilt eine auslaufende Welle
mit den Daten § = S h;.

Auch die Spektralschar der zugrundeliegenden Operatoren lassen sich entsprechend umrechnen. Es ist
P() = (W*)"Py(d) W*

und analog
A= (W5"Ag W™

Verwendet man die verallgemeinerte Fouriertransformation aus §8.6.4, dann ist
Wi - F*Fi

und
S =FF (F)F.
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10.1.4 Zur Existenz von Wellenoperatoren

Es gibt verschiedene Methoden, die Existenz der Wellenoperatoren nachzuweisen. Erwihnt werden sollen nur die
Methode von Lax-Phillips [1967], bei der Halbgruppentheorie benutzt wird, die Methode der Entwicklung nach
verallgemeinerten Eigenfunktionen (verzerrten ebenen Wellen) von Wilcox [1975] und die Methode von Tosio
Karo, #1917, und anderen (vgl. Kato [1976]), welche Storungstheorie linearer Operatoren verwendet.

Hier soll die dritte Methode vorgestellt und ein etwas allgemeineres Ergebnis, das in Leis [1986], S. 116f
bewiesen wird, verwendet werden. Wie im letzten Abschnitt seien H := L2(G), Hy := L>(R") und

A DA CH— H,
A() : D(AQ)C?'{()—)q{O

mit den Spektralscharen P und Py, sowie

J : 7‘{ i 7‘{0,
JO . 7‘{0 — H
mit
jx)gx) firxeG
J =
(Jg)» {0 fiir x e R"M\G
und

(Jog)) := j(x) g(x) fiirx € G.

Dabei soll j € Co,(R") sein mit j|B(0,r,) = 0, j|{x||x| > r,+ 1} = 1 und 0 < j < 1. Wir wihlen also zunédchst
eine glattere Fortsetzung als im letzten Abschnitt. Anschlieend folgt leicht, dass diese Wahl auf das Endresultat
keinen Einfluss hat. Es ist

J = Jo.

Im Folgenden soll ein Resultat vorgestellt werden, das fiir viele klassische Gleichungen der Mathematischen
Physik die Frage nach der Existenz der Wellenoperatoren beantwortet. Wir formulieren es deshalb etwas allgemei-
ner, als es fiir die Wellengleichung erforderlich ist. Das Resultat gilt jedoch nicht fiir Gleichungen vom Typ der
Schrodingergleichung mit Coulombpotential. Die Problematik solcher Gleichungen wird in §10.1.5 kurz behan-
delt. Wir verwenden die Projektoren P, und Py, auf die jeweiligen absolut stetigen Teilrdume H,,. und Hy 4. Im
Falle der Wellengleichung sind beide Operatoren gleich der Identitit. Es sei schlielich

e

m=1

Dabei diirfen die Endpunkte der Intervalle /,, Eigenwerte von Ay oder A sein (bei der Wellengleichung gibt es
keine). Dann gilt

Satz 10.1.8: Es sei (I,,,) eine Familie disjunkter offener Intervalle mit

R:(Olm)uz.

m=1

Dabei soll Z eine Lebesgue-Nullmenge sein. Es seien H, I endliche Intervalle und

M::(Olm)ﬁl.

m=1
Es seien ferner
1. Jo D(Ap) € D(A) und J D(A) € D(Ap),
2.VIcCcR (JJy—id)Po(M) € K(Ho, Hop),
3VYIcCR (JoJ —id)P(M) € K(H,H),
4 YIcCcR (AJy— JoAo)Po(M) € Ki(Hy, H),

S.YHICR Py(H)(JA - AgJ)P(M) € K(H, Hy).
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Dann existieren die Wellenoperatoren

—+00

W*(Ag, A; J, H,) = st-lim ehljeAp o H — H,

und
Wi (A, Aoz Jo, Hoae) = s-lim ' Jge ™ P+ Hy — H.

Diese Operatoren sind partielle Isometrien, und es gilt

(WE'W* = Poe, (W)Y Wi =Poge und (W5 = Wg.

Es gilt auch ein Invarianzprinzip, das zum Beispiel
W* (Ao, A3 I, Hoe) = WH(A) % A2 T H,o)

besagt.

Dabei soll K'(H, H) die Menge der kompakten linearen Abbildungen und K (Hy, H) € K(Hy, H) die Menge
der nuklearen Abbildungen sein (vgl. FA, S. 174).

Wir wollen diesen Satz nun auf die Wellengleichung anwenden. Dann ist P,. = id, Py, = id, und wir haben
die Voraussetzungen einzeln nachzuweisen.
Die erste ist offenbar erfiillt. Zum Nachweis der zweiten wéhlen wir eine in Hy beschrinkte Folge (u,,) und

Vs 1= Po(Dity € D(Ag).

Dann ist
lAouall* = f 2 d||Po(Duy|?
1

beschriankt und damit auch
loall2 < cllvalla,-

Aus
supp(J* — id) € B0, r, + 1)

und dem Rellichschen Auswahlsatz erhalten wir deshalb die Existenz einer konvergenten Teilfolge von
((2do = id)Po(Dyuy)

Die dritte Voraussetzung folgt analog aus
llolli < ¢ lolla

Zum Nachweis der vierten Voraussetzung benutzen wir die Fouriersche Darstellung

1 .
(Ado =~ DoAo)Po(Du = =5 | {[AJC) + 2V )()VIe? Y a(p) dp =: TFu.
Dabei ist also
Tf= 7, p) f(p)dp
Ipl>el

mit ‘
7(x, p) = =P [(Aj)(x) + 21 p(V j)(x)].

Wir denken uns nun 7(x, p) mit einer Funktion ¢(p) multipliziert, ¢ € Co(R), ¢ | I = 1. Dann gibt es ein Kompak-
tum K C R" mit
suppt C K X K,

und es ist .
T . LXK) — H(K)

fiir alle £ € N beschrinkt. Wahlen wir £ > n, dann folgt

T € K\(LX(K), L2(K)).
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Man vergleiche Yosida [1974], S. 279 oder Leis [1986], S. 22. Das beweist die vierte Voraussetzung, und zwar fiir
beliebiges /. Damit folgt die fiinfte unmittelbar.

Mithin existieren die angegebenen Wellenoperatoren. Es ist ferner

ei\/AT)tJG e—i\ﬁt _ eimt‘]e—i\/xt " eimt(JG _ J)eiﬂt,

und aus dem Prinzip vom lokalen Abklingen der Energie folgt, dass der Term ganz rechts im starken Sinne fiir
t — +oo verschwindet. Damit existieren auch die Wellenoperatoren

W* = W*(\JAo, VA; Jg, id) = W*(\JAo, VA; J,id) = W*(Aq, A; J, id).

Das war zu zeigen. O

10.1.5 Verallgemeinerte Wellenoperatoren

Im letzten Abschnitt haben wir die Existenz der Wellenoperatoren fiir die klassischen Operatoren aus der Ma-
thematischen Physik gezeigt. Dabei wurden die Losungen einer Anfangsrandwertaufgabe mit dem zugehdrenden
Ganzraumfall als Referenzfall verglichen.

Schwieriger wird es bei der Schrodingergleichung. Es seien jetzt in R® mit ¢ > 0 wieder

Au = —Au — iu

|-
der Schrodingeroperator und Ag = —A. Dann sieht man rasch, dass das Coulombpotential eine stirkere Stérung von
Ap bewirkt als die bisher betrachteten Randwertaufgaben. Anders ist es, wenn man nur kurzreichweitige Potentiale
betrachtet. Das Coulombpotential hingegen ist langreichweitig; auf die Definitionen soll hier im Einzelnen nicht
weiter eingegangen werden. Man sollte also die Schrodingergleichung selbst als Referenzfall benutzen und kann
dann mit der bereits vorgestellten Methode wieder Storungen davon betrachten.

Von Dollard [1964] wurde jedoch gezeigt, dass sich auch A mit A, vergleichen ldsst, wenn man den Begriff
des Wellenoperators verallgemeinert. Das soll im Folgenden kurz erldutert werden:

Betrachten wir dazu das einfachere klassische Kepler-Problem in R?

xX'+q— =0.
TP
Das Winkelmoment
li=xxx
und die Energie
1 q
E=-|xP-2L
2 x| N

hingen nicht von der Zeit ¢ ab. Das folgt unmittelbar durch Differenzieren. Deshalb verlduft die Bewegung in der
Ebene
xX"1=0,

und wir konnen dort Polarkoordinaten einfiihren, etwa [/ = (0,0, 1) und
x(r, ) = rxo(p) mit |xo| = 1.
Dann ist
Lo a0y 4
E= z((r) + 72 () )—;.

Diese Gleichungen schreiben wir in der Form
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1 2E .
- = q{l 4l +—= SlIl(t,D—gDo)}.
r q

Es beschreibt fiir £ < 0 Ellipsen, fiir £ = 0 eine Parabel und fiir £ > 0 den Zweig einer Hyperbel.

und finden das Integral

Im Folgenden interessieren wir uns nur noch fiir diesen Hyperbelzweig, vergleichbar mit Losungen der Schro-
dingergleichung im stetigen Teilraum. Wir wollen das Verhalten dieser Losung fiir 1 — oo diskutieren. Aus
r(t) — oo fiir t — oo und

¥ = V2E +0o(1) fiirt > oo

folgt zundchst

) = V2E t + o(p).

Fiigt man das wieder in die Differentialgleichung ein, dann erhilt man

- 4
rt) = V2Et + 5 g N +0(1),

sowie
1 In(?)
D)= ¢o—— +0|—
v =g 2FEt O( 12 )
und
X =r'xg+rg'xy = V2E x5 + o(1)
mit

Xy = X0(Peo)-
Vergleichen wir dies mit dem entsprechenden freien Orbit, also der Losung von

y” =0 mity (c0) = x'(c0).

Dann ist
y' (1) = V2Exg
und
y() = V2Etxy +y(0),
also

1
ly()l = V2E 1 +y(0)"x5 + O(;)
im Gegensatz zu
Ix(t)] = V2Et + % In(r) + O(1)
fiir t — oco. Es gibt also keinen freien Orbit y mit

|x(t) —y(@®)| —» 0 fiir t — oo.

Das Beispiel suggeriert jedoch,
W(t) — eiAt e—iA()t

durch
WD(t) — eiAl e—iA(JS(Z)

zu ersetzen. Dabei soll
s :=1t+ f(Ap) In(?)

sein mit einer geeigneten Abbildung f. Eine solche Modifikation wurde von Dollard angegeben, und man erhilt
auf diese Weise die verallgemeinerten Wellenoperatoren. Dollard ersetzt den Term e 4 durch

e—i(A0t+A 1)

1. -
Ai() := — 7 sign() A5 In(4l1Ap).

Einzelheiten entnehme man der bereits zitierten Originalarbeit von Dollard oder auch Leis [1986], S. 199.
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10.2 Nichtlineare Anfangsrandwertaufgaben

Lineare Wellengleichungen, wie wir sie bisher behandelt haben, sind meist nur Ndherungen fiir die in der Physik
wirklich auftretenden Gleichungen. Man denke zum Beispiel an das Problem der schwingenden Saite: Es sei I =
(0,1), die Saite moge in den Punkten x = 0 und x = [ befestigt sein und soll nur in einer Ebene schwingen; y(¢, x)
sei ihre Auslenkung. Dann gelten die Rand- bzw. Anfangsbedingung

VteR, VYxedl y(t,x)=0

Vxel  y0,x) =y’x), dy0,x) =y'(x).

Um aber y(¢, x) wirklich fiir alle # > 0 zu erhalten, muss man mehr iiber die zugrundeliegende Physik wissen.
Die kinetische und die potentielle Energie sind durch

[
T(t) := % fo m(x)(0,y(t, x))* dx

[
U(r) := fo A1 + (Duy(t, x))* — 1} dx

gegeben. Dabei ist m > 0 die Materialdichte und y > 0 ein Materialfaktor.

und

Durch diese Festlegungen, insbesondere durch die Wahl der potentiellen Energie proportional zur Langeninde-
rung, haben wir die Saite definiert. Hitten wir U(¢) zum Beispiel proportional zur Kriimmung angenommen, dann
wiirden wir den Balken beschreiben und eine Plattengleichung erhalten.

Damit kennen wir die Energie
E@®)=TH+U@®

des Schwingungsvorgangs und fragen im Folgenden nach Losungen mit endlicher Energie, also E(f) < oo fiir alle
t > 0. E(¢) kann als Norm in geeignet gewéhlten Rdaumen dienen.

Die Bewegungsgleichung fiir y erhilt man dann aus physikalischen Integralprinzipien, die aus den Newton-
schen Gesetzen folgen; denken Sie an das Maupertiussche Prinzip von der kleinsten Wirkung oder an das Hamil-
tonsche Prinzip, welches besagt, dass man das Funktional

5]

J() := f {r( - v} ar
n

stationir machen muss. Das heift, y ist durch

=0

. d
VoeCu(tmxI) Iy +ep) .
o

charakterisiert. Fiihrt man die Rechnung aus, dann folgt

' .
1+ (0.y)?

Dies ist eine nichtlineare Wellengleichung und zunichst schwer zu behandeln.

Um weiterzukommen hat man schon frith das Problem vereinfacht oder ,,linearisiert. Das heif3t, man betrachtet
nur kleine Auslenkungen und ersetzt in U den Term

1+ 07

1 2
1+ =(0.)>
+2(6y)

durch

Man ersetzt U(#) also durch
1!
Ui(r) = 5 fo () (@,y(t, X))’ dx.

Rechnet man mit dieser Energie weiter, dann folgt die lineare Wellengleichung

iy = 2 (ui).
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Natiirlich muss man diesen Prozef3 der Linearisierung rechtfertigen. In §1.2.2 wurde bereits angedeutet, dass
in R! Losungen nichtlinearer Gleichungen im Allgemeinen Singularititen (StoBwellen) entwickeln. In hoheren
Dimensionen ldsst sich jedoch zeigen, dass globale glatte Losungen nichtlinearer Wellengleichungen existieren
konnen, jedenfalls bei kleinen Daten.

Im Folgenden wollen wir auf diese Frage etwas eingehen. Wir behandeln eine nichtlineare Wellengleichung
Oy = f(Vy,---) und schreiben sie wie in §10.1.1 wieder als System, ndmlich

O+ Au = F(u, Vu) (6)

e ) ol

Dabei sei F = F(u, Vir) € Coo(R®H RO mit

mit #(0) = «° und

|F (e, V)| = O((lul + [Vu)™") * fir ful + |Vl — 0

und @ = a(n) € N. Fiir n > 6 kann man @ = 1 zulassen, im Falle n = 3 gilt dies jedoch nur fiir spezielle f, die einer
,Nullbedingung* gentigen. Es ist @(5) = @(4) = @(3) = 2 und «(2) = 3.

Die weiteren Uberlegungen sind teilweise sehr technisch und sollen nur angedeutet werden. Wir folgen dabei
der Arbeit Klainerman & Ponce [1983] und verweisen wegen weiterer Einzelheiten auch auf das Buch Racke
[1992]. Man geht dabei folgendermalien vor:

Als erstes zeigt man die Existenz von Losungen fiir kleine ¢. Entsprechende lokale Existenzsitze sind bereits
langer bekannt und kénnen zum Beispiel durch Verwenden des Banachschen Fixpunktsatzes bewiesen werden.
Solche Losungen besitzen eine gewisse ,,Lebensdauer T(u), die um so groBer wird, je ,.kleiner* die Anfangsdaten
u° sind. Man verschafft sich dann im zweiten Schritt , Energieabschitzungen® fiir solche Losungen. Der dritte
Schritt ist entscheidend, und er soll wirklich ausgefiihrt werden. Im §10.1.1 haben wir bereits das asymptotische
Verhalten der Losungen der linearen Gleichungen studiert und £” — L9 Abschitzungen bewiesen. Fiir grofle ¢
verschwinden solche Losungen also in einer geeigneten Norm. Das nutzt man aus und sorgt — durch Wahl kleiner
Anfangsdaten — dafiir, dass die Losung der nichtlinearen Gleichung so lange lebt, bis der dispersive lineare Einfluss
stark genug ist und sie am Explodieren hindert.

10.2.1 Ein lokaler Existenzsatz

Es ist bekannt, dass die Einbettung
LIR") — BCR")

fiir s > n/2 stetig ist (vgl. FA, §6.6.2). Es gibt also ein «; mit
Vwe LRY  |w)| < lwllz fir fast alle x € R™.

Es sei ferner
. 0
g1 =K llull 2.

Dann gilt

Satz 10.2.1: Es seien u® € L2(R"), s € N mit s > 5+ lLund ga > g fest gewdihlt. Dann ist die Anfangsrand-
wertaufgabe (6) lokal eindeutig losbar. Es gibt ein T > 0 und eine Losung u € BC([0, T] X R") von Gleichung (6)
mit

sup |u(t, x)| <
(t,x)€[0,T xR

und

u € Co([0, T1, LXR™) N C1([0, T1, L2, (RM)).

Dabei ist T eine Funktion von ||M0||Lg und g,.

Einen Beweis dieses Satzes findet man in Racke [1992], S. 59-76. Dort wird auch gezeigt, dass eine Konstante
c(g») existiert mit
S C(ng) .
1lL2

Damit gilt fiir die Lebensdauer
Te := sup{ T | u(t) existiertin [0, T'] }
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einer Losung von Satz 10.2.1
c(g2)
== 1l

Ist speziell u’ = ep mit & € R*, ¢ € £2, dann folgt fiir festes ¢ und & — 0

clg2)
),

To(e) >

Diese elementare Abschiitzung der Lebensdauer kann man verschérfen. In R? gilt

lifg e In(T(e)) > 0.

10.2.2 Energieabschéitzungen

Im zweiten Schritt beweist man nun ,,Energieabschitzungen® fiir die im ersten Schritt gefundene lokale Losung,
namlich

Satz 10.2.2: Es sei u die Losung nach Satz 10.2.1 in [0, T]. Dann gilt

¥YseNy dce;eRY Vee[0,T]

!
lu(@ll 2 < s 1l 2 exp(cs f |Du(r)|" dr).
0
Einen Beweis dieses Satzes findet man in Racke [1992], S. 79 und 92. Er soll am Beispiel
u+Au=Fu,Vu) mitf(y) = (0y)(002y)

erliutert werden. Wie in §10.1.1 sei dabei u = Dy. Man approximiert zunzichst die Anfangswerte u’ durch glattere
Funktionen Y, damit fiir die Losungen u; partielle Integrationen bzgl. des R" moglich werden (ohne Randterme
im Unendlichen). Dieser Index j wird im Folgenden unterdriickt. Dann ist

1
5 0 {10l + 19y} = @ ).
also
Alull® < 2 |lull* IV ull .

Aus dem Gronwallschen Lemma folgt deshalb

Viel0,T]1  u@®IP < Il exp(2 f IVu()ll £ dr).
0

Abschitzungen fiir die hoheren Ableitungen erhélt man analog durch Differenzieren der Differentialgleichung,
etwa mit § € N"

S IBPYP + NP YP) = 0F. )
oder
OillPull* < 2((0,0°y. & f))|.

Auch dieser Term lésst sich nach einigen Umformungen in der gewiinschten Form abschitzen. Wegen der Einzel-
heiten sei wieder auf das Buch von Racke [1992], S. 80, verwiesen.

10.2.3 Ein globaler Existenzsatz

Exemplarisch sei n > 6, dann ist @ = 1. Wir wihlen ferner

2a+2 4
= == =4,
P=ogy1 3 Wdd

SchlieBlich seien 7 :> 7 +2,p:> 7+ N,und 0 := 1 + p, sowie mitv = (n — 1)/4

M(T) := sup (1 +8)" [lu(®)|l z2-
1€[0,T1]

Dabei ist u € L2(R") die in §10.2.1 gefundene lokale Losung und N, ,» die in Satz 10.1.1 auftretende Konstante. Als
erstes zeigen wir
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Satz 10.2.3: Es seien u® € L2 N L} und
8 = 1l + Il -

Dann gilt
AMy>0 3J6>0 Vo<doy VT >0 M(T) < My.

Die Konstante M, hingt also nicht von T ab.

Zum Beweis dieser Abschitzung gehen wir von der Duhamelschen Darstellung
!
u(f) = e’ + f e A F(u, Vu)(s) ds
0

aus. Um den Integranden abzuschitzen, benutzen wir den Sobolevschen Einbettungssatz
£, 8C

fiir rm > n, also
llutll = < llul| g2

Aus der Differentialgleichung kennt man auch d,u, mithin gilt sogar
llell g + 1Dutl| g < ul] g1
AuBerdem benotigt man noch eine Abschétzung fiir Produkte von Funktionen, ndmlich
IF Nl < cllull g Haell -

Der Beweis folgt durch partielles Integrieren und geschicktes Manipulieren mit der Holderschen Ungleichung. Sie
finden ihn ebenfalls ihn Racke [1992], S. 84 und 92.

Verwenden wir dies, dann folgt

qu e < M(T)f ds
u o S C
o o (1+s)

und (zusammen mit der Energieabschitzung)

<cM(),

IFll g < cllullgg 6 exp (¢ M(T)).

AuBerdem gilt fiir die Losung
U@ = e

der linearen Gleichung nach Satz 10.1.1

0
W@l <c llue”ll o

1
I+

Aus der Duhamelschen Darstellung von u(f) erhalten wir deshalb

0 ! 1
ol < e+ [ s WPl (o))

oder

()l g
) A +1—s) ds)
< C(S{l +cM(T)exp (c M(T)) }

1+ 0 )l g2 < c6{1 +exp (c M(T) (1 + 1)

Letzteres folgt aus
ds

!
1+1¢) <c¢ < oo,
(1+9 fO ArsyQri—sy %
Damit haben wir fiir M(T') folgende Abschitzung bewiesen

M(T) < c6{1+cM(T)eM™}.
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Dabei ist ¢ die groBere der auftretenden Konstanten.

Es sei nun
f(x) = cé{l + cxe""‘} - X

Wir wihlen dy so klein, dass f(x) fiir alle 6 < §p wie in Abbildung 10.2 skizziert verlduft. Es sollen also zwei
verschiedene Nullstellen xy und x; von f(x) existieren.

ity

o \ /
~———— > X
X0 X1

Abbildung 10.2.

Die Abbildung t — M(z) ist stetig. Das folgt aus u € Co([0, T], LZ(R")) und
L2RM) — LIRY).

Aus
lleell g < clull 2

m+t

fiir m > n/2 erhilt man ndmlich
q 2 2 2 2 q
lledll g < Metll o Neallyo < CIIuIILZH llull o < e llull .-

Mit x = M(T) ist aufgrund unserer Abschitzung stets

f(x)=0.
Mithin gilt fiir alle 7 entweder
0<M(T) < xo
oder
x1 < M(T) < oo.
Der zweite Fall kann aber wegen
M@O)<cé
und
Xo>cCco
nicht auftreten. Damit ist der Satz mit M := xy bewiesen. m|

Aus Satz 10.2.3 folgt nun eine a priori Abschétzung fiir unsere Losung, ndmlich

Satz 10.2.4: Es sei u lokale Losung unserer Aufgabe mit § < 6y. Dann gilt
AK, >0 Vie[0,T]  |lu@)le < Ko llull .

Auch hier hingt die Konstante K> also nicht von 7" ab. Der Beweis folgt aus

!
lu®ll 2 < co il 2 exp(es f IDu(D)]| o~ d)
0
< co-lluolllg, exp(cM(T))

mit
Ky = c,eMo,

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir unser Hauptresultat zeigen, namlich
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Satz 10.2.5: Es gibt ein 61 > 0 so, dass Anfangswertaufgabe (6) fiir alle
&= 1l + el g7 < 6

genau eine Losung
u € C([0, 00), LLRM) N C1([0, 0), L5 (R")

besitzt.

Beweis: Es sei u die lokale Losung, definiert in [0, 7']. Dann ist nach Satz 10.2.4
lu(T)ll 2 < K- 6.

Wihlt man
61 := 6o min(1, 1/K,),

dann lasst sich der lokale Existenzsatz mit den Anfangswerten u(7") wieder anwenden, und man erhélt eine Losung
in [0, 27 ] mit |[u(2T)|| 2 < K61 < 6p. So geht es weiter. O

Es folgen Abschitzungen der Form

lu(®)ll 2= + IDut)ll g~ < ¢ llu(@®)ll g2 < ¢ a+17

fir ¢ > 0.

10.2.4 Bemerkungen

In R! entwickeln Losungen der nichtlinearen Wellengleichung immer Singularititen. Das wurde von Fritz JomN,
1910-94, ab 1974 gezeigt. Bei grofen Daten gilt das im Allgemeinen auch in R". Von John wurde 1981 die
Lebensdauer solcher Losungen definiert und abgeschitzt. Andererseits wurde bereits [1961] von KoNrRAD JORGENS,
1926-74, in R? fiir spezielle f = f(y) mit kubischem Wachstum und fiir groBe Daten die globale Existenz von
Losungen gezeigt. Es gibt auch ein Beispiel von Louis NIRENBERG, *1925, zur globalen Existenz glatter Losungen
in R? mit quadratischem Wachstum in f und fiir kleine Daten, nimlich

Gy~ by = (Vy)* = @)’
mit y(0) = 0 und 9,y(0) = g. Transformiert man hier
vi=¢Y,
dann folgt
afu =Av mitv(0) =1 und d,v(0) = g.
Diese Gleichung lasst sich mit der Kirchhoffschen Formel explizit 16sen, ndmlich

t
v(t,x) =1+ i g(x — tw) dw,

wes?

also

y(t,x) = ln(l + # f g(x — tw) da)).

wes?

Aus dieser expliziten Darstellung der Losung folgert man unmittelbar, dass sie bei beliebigem g nicht fiir alle ¢
existiert (zum Beispiel fiir g = —1). Verschwindet g jedoch im Unendlichen, dann kénnen wir abschatzen: Fiir

tx1ist . 1
'tL652 ’:'tf(;eszj,‘ %g(x—sw)dsdw's ?”Vg”ﬁ,

Sind ||[Vg||z1 und ||g|| s~ geniigend klein, dann existiert y fiir alle 7.

Fiir eine grofie Klasse rechter Seiten wurde die globale Existenz glatter Losungen bei kleinen Daten von Klai-
nerman 1980 und 1982 bewiesen. Dazu verwendet er einmal einen lokalen Existenzsatz, der auf Schauder, 1935,
und Kato, 1975, zuriickgeht, und zum anderen zunichst ein recht kompliziertes Iterationsschema mit Nash-Moser
Technik. In einer weiteren Arbeit, gemeinsam mit Ponce, verwendet er dann 1983 L7 — L7 Abschitzungen fiir die
Losungen der linearen Gleichung und erhilt einen eleganten Existenzbeweis, der hier vorgefiihrt wurde.
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Dabei kann man fiir F in R", n > 6, quadratisches Wachstum zulassen. Auch fiir n = 4,5 gilt das; allerdings
muss dann der Beweis, insbesondere die £! — £ Abschitzung, modifiziert werden, indem man L!'-Normen durch
L2-Normen geeigneter T'u ersetzt. Diese I sind Differentialoperatoren, die die Wellengleichung invariant lassen
(Klainerman 1985, Christodoulou 1986 und John 1987). Auch in R3 gibt es bei quadratischem Wachstum von F
globale glatte Losungen, wenn die Nichtlinearitit eine ,,Null-Bedingung* erfiillt (Klainerman 1986). Man denke an
das Beispiel von Nirenberg. Anfangsrandwertaufgaben in Auflengebieten wurden von Shibata und Tsutsumi (1983
— 86) gelost. Inzwischen wurden auch inhomogene und anisotrope Medien behandelt und viele andere Gleichungen
aus der Mathematischen Physik. Die Zitate kann man dem Artikel von John [1990] und dem Buch von Racke
[1992] entnehmen.

Neben der bereits zitierten Literatur sei auch auf das Buch von Li Ta-Tsien [1994] und auf die Ubersichtsartikel
von Kato [1985], John [1990] sowie Strauss [1989] besonders hingewiesen.
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