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13 Funktionentheorie

In diesem Kapitel behandeln wir komplexwertige Abbildungen einer komplexen Verdnderlichen. Die Resultate
sind groftenteils klassisch. Sie spielen aber in vielen Zweigen der Mathematik eine grofle Rolle, besonders auch
in physikalisch-technischen Anwendungen, so daf} ein Mathematiker oder Physiker sie kennen muf3. Im folgenden
mochte ich wichtige Ideen und Ergebnisse darstellen.

Die Funktionentheorie war schon immer bei den Studenten sehr beliebt. Das liegt an der Einfachheit und
Klarheit der Theorie und an den vielen schonen Eigenschaften, die die auftretenden Funktionen haben. Sie sind
in Potenzreihen entwickelbar, sie sind beliebig oft differenzierbar und dergleichen mehr. Die Theorie liefert zum
Beispiel einen sehr einfachen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra; sie wird in der Spektraltheorie bend-
tigt. Auch lassen sich manche Fragen nach dem Verhalten reellwertiger Funktionen erst richtig verstehen, wenn
man sie im Komplexen studiert. Das gilt zum Beispiel fiir die Frage nach der Groe des Konvergenzradius einer
Potenzreihe. Darauf habe ich in §7.2 schon hingewiesen.

Dieser vierte und letzte Teil der Anfingervorlesung wird fiir Sie der leichteste sein, meine ich. Sie sollten freie
Zeit zur Nachbereitung der ersten Teile nutzen und konnen sich so auf das Vorexamen vorbereiten.

Auch zur Funktionentheorie gibt es viele Biicher. Ich nenne wieder nur wenige und ermuntere Sie, selber in
unserer Bibliothek zu stobern:

Fischer&Lieb: Funktionentheorie; Vieweg, Braunschweig 1992.

Hurwitz—Courant: Funktionentheorie; Springer-Verlag, Berlin 1964. (Erste Auflage 1922)

Knopp: Funktionentheorie; drei Goschenbdnde. (Erste Auflage 1913)

Remmert: Funktionentheorie I; Springer-Verlag, Berlin 1989.

13.1 Einfithrung

Wir wollen uns in diesem Kapitel mit differenzierbaren Abbildungen einer komplexen Verédnderlichen
f : C—C

beschiftigen. Dabei bedeutet die komplexe Differenzierbarkeit an der Stelle zp € C

f(zo +2) = f(z0) + f'(20) - 2 + |2l (20, 2)

lim 7¢(z0,2) = 0.
l2I—0

Die komplexe Differenzierbarkeit wird also vollig analog zur Differenzierbarkeit der Abbildungen einer reellen
Veranderlichen definiert. Ich sagte schon, daf} sich komplex differenzierbare Funktionen als beliebig oft differen-
zierbar erweisen werden, eine Eigenschaft, die differenzierbare Abbildungen

g : R —C

sicherlich nicht besitzen. Versuchen wir also zuerst einmal zu verstehen, woran es wohl liegt, da} sich beide
Klassen dermaf3en unterscheiden.

Die Abbildung g ist an der Stelle & = (xo,yo) € R? differenzierbar, wenn dort

g(&o + &) = g(éo) + g'(€0) & + 1l ry(é0. &)

mit & := (x,y) und
lim ry(&.) =0

gilt. An der Stelle & ist

1 1 _
g (Y =0 -x+0,9-y==(0,—10,)g -z + 5(6x+i6y)g-2=: 0g-z+0g-7

2

mit

und es folgt
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Es sei nun (x,y) € RZ. Dann ist
z=@(x,y):=x+iy und Z=¢(x,y) :=x—-1iy,

X\ _1fz+z) - "
(y) = Z(i(z—z)) =:(z,2). (%)

Betrachten wir fiir den Augenblick z und Z als unabhingige Variable. Dann ist

also

goy : EcC?®—C
mit )
E:={¢&meC | n=E}.

Es existiere eine Fortsetzung von g o ¢ auf eine offene Umgebung U O E. Dort gilt

a%(go,p)z%((%—i%)g)mﬁ:(@)‘”ﬂ

a%(golp):%((%+i%)g)°¢=(5g)°w

In derselben Interpretation ist fiir unser f : C - C

of -
5 d(fop)=0,
<
weil f ja gar nicht von z abhidngt. Das bedeutet eben eine groBe Einschrinkung der Klasse der Abbildungen
g:R> > Cbzw.g:C* - C.
Betrachten wir etwa
g(x.y) = x —iy.
Dann gehort diese Abbildung nicht zu der in der Funktionentheorie ausgezeichneten Klasse, denn wegen g(x, y) = Z
ist natiirlich
= 1{0 0
a = —=|— + 1 — = 1
) (ﬁx ' 0y) 9

Stellen wir nun die komplexe Differenzierbarkeit noch stirker in den Vordergrund: Es sei f in zop komplex
differenzierbar. Dann existiert f'(zg) als Grenzwert

lim flzo +2) - f(ZO)’
z—0 Z

und zwar bei beliebiger Annédherung von z an den Nullpunkt. Fiir
g(x)=7=x-1y

und zo = 0 ist mit z = re'¥
9(2) = o 2ie.
z

Es wire also zum Beispiel
v ) 1 fire=0
g(O)—{ -1 firp=n/2

Das heifit aber, ¢’ (0) existiert nicht, und ¢ ist mithin nicht komplex differenzierbar.
Durch die Forderung der komplexen Differenzierbarkeit haben wir also die Klasse der Abbildungen
g : RR>C bzw. g : C>C

eingeschriinkt. Funktionen wie sin z, cos z, ¢ oder Polynome in z gehoren zur ausgezeichneten Klasse; bei /z oder
In z wird die Entscheidung schon schwieriger. Sicherlich nicht werden Rez = (z + 2)/2, Imz = (z — Z)/(2i) oder
Izl = VzZ dazugehoren.
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Lassen Sie mich diese eher heuristischen Uberlegungen noch etwas fortsetzen: Es seien u := Re f und v :=
Im f. Dann folgt mit z = x + iy aus
f(@) = ulx,y) +1v(x, y)

und 9f = 0
0=0u+i10+i(0yu+id,v),
also
ou—0pp = 0
ou+op = 0.

Das sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Fiir u,v € Co(R?, R) folgt aus ihnen unmittelbar

d* i
Au:z(@+a—y2)u=0

und Av = 0. Die Losungen der Gleichung

im R" nennt man Potentialfunktionen. Realteil und Imaginérteil einer komplex differenzierbaren Funktion sind also
Potentialfunktionen im R?. v nennt man die zu u konjugiert harmonische Funktion.

Potentialfunktionen spielen in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen und in vielen Anwendungen
eine groB3e Rolle. Es besteht also ein enger Zusammenhang zwischen der Funktionentheorie und der zweidimen-
sionalen Potentialtheorie.

Es seien w| := du und w, := dv. Beide Formen w; und w, sind geschlossen, und aus den Cauchy-Riemann-
schen Differentialgleichungen folgt

*wy = —(0,v) dx + (0,0) dy = —wy,

also
< wi, wy >= *(wy A xwy) = 0.

Die Vektorfelder Vu und Vo stehen also senkrecht aufeinander. Beispielsweise erhélt man fiir
f@=2

u(x,y) = x> —y* und v(x, y) = 2xy. Hohenlinien zu u(x, y) = const sind Fallinien zu v(x, y) = const und umgekehrt.

Die Potentialfunktion u sei vorgegeben. Dann erhilt man im R? oder fiir sternformige Gebiete die zu u konju-
giert harmonische Funktion v aus dem Poincaréschen Lemma. Aus *w, := —du folgt ndmlich

wy = *du = uydy — u,dx und dw; =Audx Ady=0.
Mithin besitzt w, eine Stammfunktion v mit w, = dv, und es ist
wy = dv = vdx + v,dy = —u,dx + udy.

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind also erfiillt.

Wir konnen leicht eine weitere wichtige Folgerung herleiten: Betrachten wir ein Kurvenintegral

ff(z)dz:zf{(udx—vdy)+i(vdx+udy)}.
r r

Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt unmittelbar

Il
o

dludx—-vdy) (=0yu—0v)dx Ndy
dvdx+udy) = (=0p+0u)dxAdy

I
e

Mithin besagt der Gauf3sche Satz fiir geschlossene I"

ggf(z)dz =0.
r
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Integrale

f@)dz

T(a,b)
hingen also nicht vom speziellen Wege I" von a nach b ab, und zu f kann man dann vermoge
F(z) = fdg
I'(z0,2)
eine Stammfunktion definieren.

All dies war nur als Einfiihrung gedacht. Im folgenden werde ich die einzelnen Resultate und viele Folgerungen
systematisch ableiten.

13.2 Holomorphe Abbildungen

Im folgenden betrachten wir komplexwertige Abbildungen einer komplexen Verdnderlichen

f : DcC — C
7z — w=f(2).

Dabei ist D ¢ C der Definitionsbereich von f, und wir schreiben grundsitzlich z = x + iy, w = u + iv mit
X, Y, u,v € R.

Definition 13.2.1: Es seien U C C offen und z € U. Dann heifit f : U c C — C in z (komplex) differenzierbar,

wenn der Grenzwert Fet ) — £ df
. Z+ AV

lim ——————= =: f'(z) =: —

hl—r}(l) h F@ dz @
existiert. f'(z) heifst (erste) Ableitung von f an der Stelle z.

Diese Definition der komplexen Ableitung entspricht vollig der Definition der Ableitung fiir eine reellwertige

Funktion einer reellen Veridnderlichen (Definition 5.4.1). Man beachte, dafl der Grenzwert fiir jedes komplexe
h — 0 existieren muf3. Als Basis der Topologie fiir C wéhlen wir selbstverstiandlich wieder Kreise

B(zo.r):={z€C | lz =zl < r}.

Dabei ist
lz2l:= VzZ = 22+ 12
die euklidische Norm.

Fiir das Differenzieren gelten die iiblichen Rechenregeln wie im Reellen. Fiir differenzierbare f, g ist

(f+9)=f+4d, (f9) =rf'g+fg,

sowie , P
1 ’ ’r _ ! o L
(]7)——]72’ (gof)Y =@ oN)f,

wenn 1/f bzw. g o f existieren.

Beispiel 13.2.2:
1. Es sei f(z) = Z". Dann ist

n—2

-1 -1
- =G-) (T P+ ),

und es folgt
fa)=nz .
2. f(z) = Re z ist im Nullpunkt nicht differenzierbar. Es ist nimlich

2f(@) (xz - ixy)
ra =2z

2 X2 +y

f) =

mit
xz—ixy_) 0 firx=0undy— 0
X2+ y? 1 firy=0undx — 0.
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Im folgenden werden die holomorphen Funktionen eine grofle Rolle spielen:

Definition 13.2.3: Es seien f : D ¢ C —» C, U C D offen und z € U. Dann heifit f in z holomorph, wenn f in
einer Umgebung von z differenzierbar ist. f heifst in U holomorph, wenn f in allen z € U holomorph ist.

Beispiel 13.2.4:
1. f(z) = 7" ist in C holomorph.

2. f(x)=zz= |z[? ist nur im Nullpunkt differenzierbar, also nirgends holomorph: Es ist
. _ _ 7
(zo +2)(z0 + 2) = 2020 +z(zO + 20 Z +z),

Wegen |z] = |7] gilt Z — O fiir z — 0. Wie wir schon in der Einfiihrung gesehen haben, existiert

jedoch nicht. f(z) ist also nur im Nullpunkt differenzierbar.

3. Es sei f : C — R holomorph. Dann ist f* = 0. Es sei ndmlich fiir festes zg

f@) = f(z0) + (2~ 20)f1(2)

mit lim,_,, fi(z) = f'(z0). Es sei r € R*. Dann folgt
a) firz=z0+r: rfi(zp+r) eR
b) firz=z9+ir: irfi(zo+ir)eR.

Es ist also
f1(Z() + r) € Rund ifl(ZO + 1r) e R.

Fiir r — 0 folgt daraus f’(zp) = 0.
4. Es sei U c C offen und wegzusammenhingend. f sei in U holomorph, und f” verschwinde dort. Dann ist f
konstant. Es ist ndmlich mit f(z) = f(x + iy)

SN A P
f_2(8x lay)f_af‘o’

und es gilt erst recht df = 0 (vgl. Satz 13.2.7). Mithin verschwinden alle partiellen Ableitungen von £, und aus
Satz 9.5.3, angewandt auf # = Re f und v = Im f, folgt die Behauptung.

Besonders interessant sind die bijektiven holomorphen Abbildungen.

Definition 13.2.5: Es seien U,V offen, f : U c C — V c C bijektiv und holomorph sowie f~' holomorph. Dann
heifit f biholomorph.

Wie im Reellen kann man beweisen:

Satz 13.2.6: U,V seien offen. Dann gilt: f : U c C — V c C ist biholomorph
1. f ist bijektiv und holomorph,

2. inUist f" #0,

3. fVist stetig.

Mit w := f(z) folgt dann

Man vergleiche den Beweis zu Satz 5.5.5.

Als erstes zeigen wir nun

Satz 13.2.7: f: U c C — C sei holomorph. Dann geniigen u := Re f und v := Im f den Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen.
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Beweis: Es sei 4 € R. Dann folgen

f(Z+h)_f(Z) _ M(X+hsy)_u(-x7y) + iv(x+h’y)_v(x»y)
h h h

— 0, u+10,w

fe+in) - f@) _ ulxy+h)—ulxy) N v(x,y +h) —u(x,y)
ih ih h
Beide Grenzwerte sind gleich, es folgt also

— —i0,u + Oyv.

Ocu = Oy

Oyu = —0yv

= d4f=0.

O

_ Aus der partiellen Differenzierbarkeit und dem Bestehen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

(0f = 0) folgt noch nicht die Holomorphie. Wie im Reellen mufl man hierzu die stetige Differenzierbarkeit vor-
aussetzen.

Satz 13.2.8: Es seien u,v partiell stetig differenzierbar, f = u + iv und df = 0. Dann ist f holomorph.
Beweis: Wie im Reellen (Satz 9.5.4) folgt aus df = 0 und dem Mittelwertsatz 9.5.1

f@) = f(z0) + (z = 20)0f(20) + |z = 20l r(z0, 62),

und aus der vorausgesetzten Stetigkeit der Ableitungen erhilt man lim r(zg, 8z) = 0. O
20

Elementare holomorphe Funktionen:

1. Es seien a; € C und
n

Py(z) == Z a7

j=0
ein Polynom n-ten Grades in z. Dann ist P, in C holomorph und beliebig oft differenzierbar.

2. Es sei

00

f@ =) anz—2)"

n=0

eine Potenzreihe. Potenzreihen haben wir in §7.2 bereits diskutiert. Es sei

a = limsup v/|ay|.

n—oo

Dann ist

= wenn a existiert und von Null verschieden ist,

0, wenn a nicht existiert,
p =
oo, wenn a existiert und gleich Null ist,

der Konvergenzradius von f. In B(zg, p) konvergiert f(z) absolut und ist dort beliebig oft differenzierbar (Satz
7.2.5 und Satz 7.2.1). Ferner gilt

lim inf <p < limsup .
n—eo An+1 n—oo Ap+1
Es seien namlich 4 g
A :=liminf|—~| und B := limsup|—
n—eo ldpy n—oo 'Aptl

Dann gilt:
a) Fir jedes a € (0, A) gibt es ein k > 0 mit

1
Yn>k |an+l| < 5 |d”|.

1 m
|an+m| < (;) |an|

Fiir alle m € N ist also
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oder

(e

Z an(z - z0)"

n=k

00 |Z Z | m
k — <0
< lagllz = 2ol ) (T) :

m=0

Fiir |z — zo| < a konvergiert diese Reihe. Mithin ist p > A.
p) Fiir jedes b € (B, co) gibt es ein k > 0 mit

VYn>k la,| <blayl.
Fiir alle m € N ist also
lan] < b"|an ml

oder

Iz — zol \"
|akm(z = 20)™| > (T laxl 1z — zol".
Notwendig fiir die Konvergenz der Reihe )’ a,,(z — zp)" ist
lim [agm(z = 20)"| = 0.
m—o00

Es muB also |z — zo| < b sein. Deshalb ist p < B.
3. Es sei

X n

f@ = exp@) = ) =

n=0 "

die Exponentialfunktion. Diese Abbildung haben wir in §5.3 bereits diskutiert. f konvergiert iiberall in C und

ist dort beliebig oft differenzierbar. Es gilt

f@=f() und f(z1 +22) = f(21) - f(22).
Insbesondere ist
f(iz) =cosz+1isinz
mit .
=D" 5
oy 2n)!

COSZ =

und

00

o DY o
SInzg .= Z_(; mz .

Auch diese Abbildungen sind iiberall in C beliebig oft differenzierbar. Es folgt
Vi i . Vi iz
coszzi(e +e ), smz:i(e —e )
Man definiert auch
coshz := cos(iz) = % (ef+e™), sinh := —isin(iz) = % (ef—e™).

Man diskutiere das Abbildungsverhalten dieser Funktionen!

13.3 Integration

In §12 haben wir wichtige Resultate aus der Integrationstheorie hergeleitet. Fiir stetig differenzierbare Abbildungen

konnen wir sie hier iibernehmen. Darauf habe ich schon in der Einfiihrung hingewiesen und insbesondere

SEf(z)dz =0
T

gezeigt. Mithin lassen sich Stammfunktionen definieren.

Diese Resultate sollen jetzt noch etwas erginzt und beleuchtet werden. Ich werde aber — das sei betont — im
ndchsten Abschnitt die Hauptsitze fiir unseren speziellen Fall noch einmal neu beweisen. Man kann hier ndmlich
auf die in §12 vorausgesetzte stetige Differenzierbarkeit verzichten, es geniigt die Holomorphie. Voraussetzungen

an den Rand I' lassen sich ebenfalls abschwichen. All das mochte ich Thnen im nichsten Abschnitt zeigen.
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Es seien I eine C;-Kurve im R? mit dem Rand 6I" und f = u + iv wie in der Einfiihrung eine stetig differenzier-
bare Abbildung. Dann folgt aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ff’(z)dZ:f(af)(dx+idy)=f(du+idv)=fdf.
r r r r

Aus dem Stokesschen Satz erhalten wir daher
f f(@)dz = f(z)|or.
r

Das ist ein zweites wichtiges Resultat.

Beispiel 13.3.1:
1. Esseiy : [a,b] — T eine Darstellung der Kurve I' mit A = y(a), B = y(b). Dann ist mit y = x + iy

b
f dz = f (¥ () +iy D)dr = () + iy(1)|. = B~ A.
I'(A,B) a

b 1 (*di® 1
zdz =f 2(0O7 () dt = —f == dr= (B> - A%.
jl:(A,B) a 2, dt 2

3.Essei S := S !(zp, r). Dann ist mit z = zy + re¥

21 21 . - _
§(Z _ Z())n dZ — f (rn einga) . (irehp) dQD — i}’"+1 f ei(n+1)¢d90 — { 2(7)1'1 firn=-1
S 0 0

2. Analog folgt

sonst.

Das Vorzeichen des letzten Integrals hingt von der Wahl des Umlaufsinns ab. Wir verabreden, daf} bei Inte-
gralen iiber geschlossene Wege die Orientierung immer entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn gewihlt werden soll,
wenn nichts anderes gesagt ist. Der Normalenvektor soll nach auflen weisen.

Wir zeigen nun:

Lemma 13.3.2: Es seien U C C offen, I C U eine C-Kurve der Liinge L, f : U — C stetig und

M = max [f )l

'ﬁf(z) dz

Dann ist
<LM.

Beweis: Mit f = u + iv und

ist

L
ff(Z) dz = f {(w, 1) + i(w,n)}ds.
r 0

L L
f (w,t)ds f (w,n)ds
0 0

L L
:Lf lezds:Lf IfI* ds < L*M>.
0 0

Daraus folgt
2 2
= +

2 L
< Lf {(w, t)2 + (w, n)z}ds =
0

f () dz
T

Stammfunktionen: Wir beginnen mit

Definition 13.3.3:

1. Es seien U C C offen und f : U — C stetig. Dann heifst F : U — C Stammfunktion zu f, wenn F in U
holomorph ist mit F' = f.

2. f hat in U lokale Stammfunktionen, wenn es zu jedem z € U eine Umgebung V gibt, in der f eine Stammfunktion
besitzt.
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Es folgt

Satz 13.3.4: Es seien [ : U — C stetig, F eine Stammfunktion zu f und I'(A, B) ein stiickweise stetig differenzier-
barer Weg in U. Dann gilt

f(x)dz = F(B) — F(A).
T(A,B)

Beweis I bestehe aus den stetig differenzierbaren Wegstiicken I'y, ..., I,,. Dann ist

dz = dz = F'(2)dz.
frf(z)z ;fr,-f(Z)Z ;fr (2)dz

Es sei y; : [a;, b;] — T; eine Darstellung von I';. Wegen F’ = f ist F stetig differenzierbar, und aus
F'(z)dz = (OF)(dx +idy) = dRe F) +idIm F) = dF
folgt
bi d
[ F@dz= [ ar= [ SFou0)dr = Fouo) - Fontan),
I I; di
Das beweist den Satz. |

Folgerung 13.3.5: f : U — C sei stetig und besitze eine Stammfunktion. Dann gilt fiir einen geschlossenen

Integrationsweg T’
95 f(@dz=0.
r

Dabei sei — auch im folgenden — ein Integrationsweg ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg. Ein Gebiet sei
eine zusammenhéngende offene Menge.

Wir zeigen auch die Umkehrung:

Satz 13.3.6: Es seien G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Fiir jeden geschlossenen Integrationsweg I in G

gelte
SEf(Z) dz=0.
r

Beweis: Es sei A € G fest gewihlt. Es seien z € G, I'(A, z) ein Weg in G von A nach z und

Dann besitzt f in G eine Stammfunktion.

F(z) == f)d¢.

Dann ist F eindeutig definiert und hingt nicht von der speziellen Wahl von I ab. Wir wollen zeigen, da} F eine
Stammfunktion zu f ist:
Es seien zg € G, [z, z] die Verbindungsstrecke von zy nach z und z aus einer Umgebung von zp mit [z, 0] € G.
Dann ist
y = {I'(A, 20), [20, 2], T'(z, A)}

ggf(z)dz =0
Y

ein geschlossener Weg in G, also

oder mit [zg,z] :=={z0 +t(z —20) |0 < £t < 1}

Fo-Fe)= | f@Od= fo e+ = 20)e— ) dt = 2 - 2000
Dabei ist 1
o= [ o+ =)
und ’
l9(2) - g(z0)| < sup |20 + 1z — 20)) = f(z0)| = O fiir z = zo.
Das beweist den Satz. -

Die in der Voraussetzung des Satzes genannten geschlossenen Wege lassen sich sogar auf Dreiecke reduzieren.
Es gilt ndmlich
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Satz 13.3.7: Es seien G ein konvexes Gebiet und f : G — C stetig. Fiir alle abgeschlossenen Dreiecke A C G
gelte

f(@dz=0.
A
Dann besitzt f eine Stammfunktion.

Beweis: Es sei A € G fest gewihlt und ['(z) := [A, ] fiir z € G. Dann liegt I in G, und wir kénnen

F@:ff@a
I'(z)

definieren. Es gilt wieder

F(z) - F(zo) = f@)de,

[z0,2]

und wir konnen wie im Beweis des letzten Satzes fortfahren. O

Folgerung 13.3.8: Die Voraussetzungen des letzten Satzes seien erfiillt, aber G nicht notwendig konvex. Dann
besitzt f lokale Stammfunktionen.

13.4 Der Cauchysche Integralsatz

Als erstes zeigen wir das nach Epouarp Goursar, 1858—1936, benannte Lemma.

Das Goursatsche Lemma: Es seien A ein abgeschlossenes Dreieck in C und f holomorph in einer Umgebung
von A. Dann gilt

f(z)dz = 0.
aA

Beweis: Wie skizziert unterteilen wir A langs der Geraden, die die Seitenmittelpunkte verbinden:

1 Al

Es ist

4

dz = dz,
ﬁﬂ@zgk&ﬂ@z
Sg_f(z)dz
AN

Wir wihlen ein A"l =: A}, welches einen moglichst groen Beitrag liefert, teilen weiter und erhalten

ﬁf@& ﬁf@ﬁ
0N, oA,

mit ADA; DAy, D--- und L(OA,) = %L(BA,H) =...=27"L(0A). Weil alle A,, kompakt sind, gibt es ein zy mit

() An = 20}

also

f(@)dz| £4 - max
aA i

<4%. <-4

f(2)dz
oA

In zg ist f differenzierbar, also folgt

f@ = f(z0) + (2 — 20){f"(z0) + 9(2)}

mit lim,_,;, g(z) = 0. Nun ist

h(z) == f(z0) + (2 — 20)f (z0)
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linear. Daraus folgt (vgl. Beispiel 13.3.1,2)

9§ hz)dz =0,
A,

< L@A,) - sup (12— 20l - 19()]) < (L@A,))” - sup lg(2)|

z€0A, ZEOA,

also

9§ f@)dz
oA,

= ‘56 (z—20)9(2) dz
oA,

’SéA f(@dz

Nun ist g(z) in zp stetig mit lim,_,,, g(z) = 0. Deshalb erhalten wir fiir n — oo

oder
< (L@A))* - sup lg(2)l.

zeA,

=0. O

f(2)dz
aA

Man kann die Voraussetzungen im Goursatschen Lemma etwas abschwichen und auf die Holomorphie von
f in einem Punkt (in endlich vielen Punkten) verzichten, jedoch nicht auf die Beschrinktheit. Spéter spricht man
dann auch von einer hebbaren Singularitdit.

Lemma 13.4.1: Es seien A ein abgeschlossenes Dreieck in C, U offen, zo € A C U, sowie f holomorph in U\{zy}
und in einer Umgebung von zy beschrinkt. Dann gilt

f(@dz=0.
aA
Beweis: Wir machen drei Fallunterscheidungen:
<0
Al Ay
20 20
Fall 1 Fall 2 Fall 3

1. zo sei ein Eckpunkt. Wie skizziert unterteilen wir A in Aj, Ay, Az und erhalten
f@dz = f(2)dz.
oA 9

In diesem Falle ist

| SQA ) dz

2. 79 liege auf einer Seite von A. Wie skizziert unterteilen wir dann A in A, A, und erhalten die Behauptung.
3. zo liege im Inneren von A. Auch jetzt unterteilen wir wie skizziert und erhalten die Behauptung. O

< L(OAy) - sup|f(z)] = 0  fiir L(OA;) — 0.

ZEA

Zusammen mit Satz 13.3.7 folgt

Satz 13.4.2: Es seien G konvex und f € C(G,C) holomorph, mit eventueller Ausnahme endlich vieler Punkte.
Dann besitzt f in G eine Stammfunktion.

Bemerkung: Verzichtet man auf die Konvexitit von G, dann besitzt f lokale Stammfunktionen.
Aus diesen Resultaten folgt:

Der Cauchysche Integralsatz fiir konvexe Gebiete: Es seien G C C konvex sowie f € C(G,C) holomorph, mit
eventueller Ausnahme endlich vieler Punkte. Es sei I ein geschlossener Integrationsweg in G. Dann gilt

ng(z) dz =0.
r
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Der Beweis folgt aus Satz 13.4.2 und Folgerung 13.3.5. O

Der Cauchysche Integralsatz gilt auch fiir nicht notwendig konvexe Gebiete. Da wir ihn in dieser Form zunéchst
nicht benotigen, begniige ich mich hier mit einer Andeutung. Erinnert sei noch einmal an Beispiel 13.3.1.3.

1. Es seien G = C \{zo} und wie skizziert

B = B, U B; U B3 U B4 U {Menge der gemeinsamen Randpunkte}.

-~

Fiir jedes der B; gilt der Cauchysche Integralsatz, mithin gilt auch fa zJ = 0 fir holomorphe f.

2. Im vorangegangenen bestand der Rand 0B aus zwei Komponenten. Allgemein erweist es sich als zweckmiBig,
Funktionen nicht nur iiber einzelne Wege, sondern auch iiber Systeme von Wegen zu integrieren. Dabei wird
zugelassen, daf} ein Weg mehrfach auftritt. Solche Systeme von Wegen nennt man Ketten. Ein Zyklus I" bestehe
aus einer geschlossenen Kette von endlich vielen glatten Wegen y; : [a;,b;] — T. Dabei soll jeder Punkt
z € C unter Beriicksichtigung der Vielfachheit ebenso oft als Anfangspunkt eines y; wie als Endpunkt eines y;
auftreten. Man schreibt einen solchen Zyklus auch als ' = y; + -+ - + ;.

Man mochte zunichst eine Zahl einfiihren, die angibt, wie oft I' einen festen Punkt z ¢ I umlduft: Diese
Zahl nennt man Umlaufzahl oder Index von I beziiglich z:

1 d
ind(T,z) := i 95{—42 fir ze C\I.
r

Offenbar ist ind(I", 0) = n fiir
F=ny mity:[0,27] - C, ¢ > re'¢
Fiir einen Zyklus I"ist ind(T', z) € Z, ind(-T, z) = —ind(T, z), und es gilt
ind(I'; + I, z) = ind(T'}, z) + ind(I,, 2).
Es seien nun U offen und I';, I, € U. Dann hei3en I'; und I'; homolog in U, wenn
Vze CU ind(T,z) = ind(Is, z)

ist. I" heilt nullhomolog in U, wenn ind(T, z) fiir alle z € C U verschwindet. Sind die Zyklen I'; und I'; homolog,
dann ist ihre Differenz nullhomolog. Es seien U = C{z1, 22} und Iy, T, T3 wie skizziert. Dann gilt

il’ld(rz,zl) = ind(l"l,@) = 0, ind(Fl,zl) + il’ld(r3,Zl) = O, ind(l"z,@) + il’ld(r3,22) = 0,

und I' := Ty + I'; + I3 ist nullhomolog.

4 N

I

I

N r J

Der allgemeine Cauchysche Integralsatz lautet dann:
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Satz 13.4.3: Es seien U offen, T ein nullhomologer Zyklus in U und f in U holomorph. Dann ist

ng(z)dz =0
T

Einzelheiten findet man in Fischeré&Lieb, l.c. S. 100f.

13.5 Die Cauchysche Integralformel und Folgerungen
Als erstes zeigen wir:

Die Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben: Es seien f : G — C holomorph und B := B(zg,r) mit B C G.

Dann gilt fiir alle z € B
o=k 56 10,
i

g {— { ¢z ¢#z

Beweis: Es seien z € B fest und

(@ fir { =z

Man wihle U := B(zg,r + €) € G. Dann ist g in U stetig und in U\{z} holomorph. Aus dem Cauchyschen
Integralsatz fiir konvexe Gebiete folgt deshalb

d
295 JO) di = f)-f de = J& d§ ) dg
9B B (-2 B & — ol —2

dg
h(z) = —
() 9§B r—z

konnen wir berechnen. /4 ist in B holomorph, und es gilt

, d¢
h = .
© 9§B -2

Der Integrand ist als Funktion von £ in U\{z} stetig und besitzt die Stammfunktion

Das zuletzt auftretende Integral

1

(-7

Nach Folgerung 13.3.5 verschwindet /’(z) deshalb, und # ist konstant. Aus h(zg) = 2xi (Beispiel 13.3.1.3) folgt
daher die Behauptung. O

Folgerung 13.5.1: Eine holomorphe Funktion ist beliebig oft differenzierbar.

Beweis: Es gibt einen Kreis B := B(zg, r) mit z € B und

L FO
f<>—2mg§B§ Laz.

- L £ SO
ro= 55§,

ol 95 O
170 = 5§ e 4

Daraus folgt

und allgemein

Als néchstes zeigen wir:

Die allgemeine Cauchysche Integralformel: Es seien f : G — C (reell) stetig differenzierbar und D € G ein
Gebiet mit stiickweise glattem positiv orientierten Rand. Dann gilt

B Y (S RS W (N (9]
M= P %o ), 7=

de nde.
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Dabei seien fiir { = &€ + i
d? = dé+idn d? = dé —idn,

also d{ A dZ = —2idé A dn. Fiir holomorphe Funktionen f ist df = 0, es gilt also wieder

) = _9§ pi9) d.

2mi Jop £ — 2
Beweis: Es seien z € D fest, B, := D\B(z, r) mit B(z, r) € D und

1
0= 5=

w ist in einer Umgebung von B, stetig differenzierbar. Aus dem GauBschen Satz (fiir stiickweise glatt berandete

Gebiete) folgt daher
f w= f dw.
B, B,

Aus
_ A1 QO 1 @HY
dw = 6{2m{_z}d§/\ dz = o - dg/\dg“
erhalten wir daher
1 @f )({ )
——=d{ANd
f 0B(z r) 27T1 B ¢{— e 4’
Nun folgt aus der Stetigkeit von f
lim w = f(2)
r—0 9B(z,r)
und
@GN @GN
Ho f d{ dz = f d{ AdZ.
Mithin gilt die Behauptung. O

Mit der Cauchyschen Integralformel haben wir ein wichtiges Ergebnis bewiesen: Jede komplex differenzierbare
Funktion ist beliebig oft differenzierbar. Im nichsten Abschnitt zeigen wir sogar, daf sie sich in eine Potenzreihe
entwickeln 146t. Diesen Abschnitt beschliefen wir mit einigen Folgerungen: Wir beginnen mit der Umkehrung des
Cauchyschen Integralsatzes, benannt nach Giacinro Morera (1856-1909).

Satz von Morera: f seiin G stetig. Fiir alle abgeschlossenen Dreiecke A C G gelte
f(@dz=0
oA

Dann ist f in G holomorph.

Beweis: Nach Satz 13.3.7 besitzt f lokal eine Stammfunktion F' mit F’(z) = f(z) in U(z). Mithin ist F — und damit
f —beliebig oft differenzierbar. O

Mehrfach haben wir zugelassen, da3 eine Eigenschaft eventuell mit Ausnahme eines oder endlich vieler Punkte
galt. Man denke an Satz 13.4.2. Um dies allgemeiner zu formulieren, geben wir

Definition 13.5.2: M C G heifit diskret, wenn es zu jedem z € G eine offene Umgebung U(z) C G so gibt, daf
U(z) N M endlich ist.

Es gilt:
Satz 13.5.3: Es seien M C G diskret, f stetig in G und holomorph in G\M. Dann ist f in G holomorph.

Beweis: Es seien zp € M und B(zp,&) < G so gewihlt, dal B(zo, ) keine weiteren Punkte von M enthélt. Nach
Satz 13.4.2 besitzt f dann lokal eine Stammfunktion und ist mithin in zg holomorph. O.

Man kann sogar auf die bisher vorausgesetzte Stetigkeit von f verzichten. Es geniigt die Beschriinktheit:
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Riemannscher Hebbarkeitssatz: Es seien 7y € G, sowie f holomorph in G \{zo} und beschrdnkt in B(z, £)\{zo}
fiir ein € > 0. Dann gibt es eine in G holomorphe Funktion f mit

fl(G\tzo}) = 7.
f 14Bt sich also auf G holomorph fortsetzen, die ,,Liicke* 146t sich schlieen.

Beweis: Es sei

| @=z0)f(@  firze G\{zo}
F@) = { 0 fiir z = zp.

Dann ist F stetig in zp und holomorph in G \{zo}. Nach Satz 13.5.3 ist F' deshalb in G holomorph, und es gilt

F(z) = F(z0) + (z — 20)9(2) = (z — 20)9(2),

wobei
lim g(z)

=20

existiert. In G \{zo} ist f(z) = ¢(z). Mithin ist f auf G stetig fortsetzbar, und es sei f die Fortsetzung. Diese ist dann
holomorph in G, wiederum nach Satz 13.5.3. O

Der Cauchysche Integralsatz und die Integralformel ermdglichen viele Anwendungen zur effektiven Berech-
nung von Integralen. So werde ich spiter den Residuenkalkiil vorstellen. Hier folgt nur noch

Beispiel 13.5.4:
1. Es ist

dz @)
I:= = d
95;1 2 -1 95;1 @D

1
f(Z) = Z+_1

mit

fistin B(%, 1) holomorph. Aus der Cauchyschen Integralformel folgt daher

I =2n f(1) = mi.

f‘” dx &
o 1+x2 2

Es sei B*(0,R) := {z eC | lZl<R A Imz > 0}. Dann ist

9§ dz 95 dz 56 dz , fzﬂ de
aB+(OR) 1+2 spro.R @+ D(z—10) oBG.e) 2+ 1D(Z—1) 0o 2i+ege¥ -0

Zusammen mit

2. Wir zeigen

. dz R
lim —3| < lim =T = 0
Roeo |z g=rimz>0) 1+27| ~ Roo RZ =1
(Lemma 13.3.2) folgt daraus die Behauptung.
3. Es seien B := B(zg, r) und f in U(B) holomorph. Dann gilt
Vze CB ite] dc =0.
o8 { —2

Bei festem z € ( B gibt es nimlich eine Umgebung von B, in der

_f©
g(g“)—g_Z

als Funktion von £ holomorph ist. Mithin verschwindet das Integral.
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13.6 Potenzreihenentwicklung

Wir haben bereits bewiesen, daf jede holomorphe Funktion beliebig oft differenziert werden kann. Jetzt zeigen
wir, daf3 sie sich sogar in eine Potenzreihe entwickeln 14t. Es gilt

Satz 13.6.1: Es seien U offen, zo € U und f in U holomorph. Dann gibt es eine offene Umgebung V mitzo € V. C U
und a, € C, so daf3

[eS]

YzeV f(z)= Zan(z -20)"

n=0

gilt.
Beweis: Wir wihlen 0 < » < R mit B(zg, R) C U und B := B(zg, r). Dann gilt fiir alle z € B

@)
f@ =~ D =2 dg.

Nun ist

| _i (z—20)"
(-2 (-2 1-722 HE-m"

Bei festem z € B konvergiert die Reihe gleichmiBig fiir £ € dB. Es folgt also

Q) = Sﬁf@)[ e- ZO,LI) dz = Zan(z e
24~ 20)

mit
1 QO

" 27 Jop (C— 20!

Diese Reihe konvergiert fiir alle z € B, sogar gleichméBig fiir alle z mit |z — 79| < rg < r. Wegen

1 o, _ /"0

27 Jop =20yt 0 nl

n =

ist a,, von r unabhingig. Jede Wahl von r < R fiihrt also auf dieselbe Reihenentwicklung

O £n)
o=y gy, )
n=0 :

deshalb gilt Gleichung (x) fiir alle z € B(z, R), und die Reihe konvergiert gleichmifig in jedem abgeschlossenen
Kreis B(zg, r) mit r < R. i

Insbesondere besitzt jeder Punkt z eine Umgebung, in der die Reihe gleichmiflig konvergiert; man sagt auch,
die Reihe konvergiere lokal gleichmdifiig. Wir fassen zusammen:

Satz 13.6.2: Es seien U C C offen, f holomorph in U und zy € U. Dann ist f um 7 in eine Potenzreihe entwickel-
bar,

f@ =) az-2)",
n=0
mit
_ f(")(Zo)'

n!

Dies ist die Taylorreihe fiir f. Sie konvergiert mindestens im grof3ten Kreis B(zo, R), der noch ganz in U liegt, und
zwar lokal gleichmifig.

Die Koeffizienten a, sind eindeutig bestimmt. Das folgt aus ihrer Darstellung oder aus dem Identititssatz
fiir Potenzreihen. Die Reihe kann in einem Kreis konvergieren, der iiber U hinausragt. f ist dann holomorph
fortsetzbar.

Da Potenzreihen im Konvergenzkreis differenziert werden konnen, folgt
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Satz 13.6.3: Es sei in B(zg, R)

00

P@) = ) anz-20)"

n=0

eine konvergente Potenzreihe. Dann ist P um alle 71 € B(zy, R) in eine Potenzreihe
0@) = ) bz =)'
n=0

entwickelbar. Der Konvergenzradius von Q ist mindestens R — |z; — zo|.

Aus der Definition des Konvergenzradius folgt auch:

Satz 13.6.4: Es sei ) a,(z — zo)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r und der Summenfunktion f.
Dann gibt es keine in einer Umgebung von B(zy, r) holomorphe Funktion f mit f|B = f.

f 14Bt sich also sicherlich nicht in allen Randpunkten holomorph fortsetzen. Eine solche Aussage ist im R! natiirlich
falsch, und wir verstehen jetzt auch, warum im Reellen manche Taylorreihen so merkwiirdige Konvergenzradien
besitzen.

Beispiel 13.6.5: Es sei fiir x € R
1
f@) =105

Die zugehorende Tayloreihe

- +x*—x0«

hat den Konvergenzradius 1, obwohl f(x) tiberall beliebig oft differenzierbar ist. f 16t sich auch um xy = 1 in eine
Taylorreihe entwickeln, und zwar mit dem Konvergenzradius V2. Das folgt aus

1 i 1 1
1+x2  2\x+i x-i

und

00

1 1 1 Z X — Xp
xti (x—xQ)+ (i)  xoxi &\ xoxi)

Wegen |xg +1i| = V2 haben diese Reihen fiir Xxo = 1 den Konvergenzradius \/E, und es ist

1 1 n+1
—Z{( y O }(x—l)”.

All das wird sofort klar, wenn man f(z) im Komplexen betrachtet, denn

1
Ul
ist in den Punkten +i nicht holomorph. m|
Es folgen weitere Beispiele:
Beispiel 13.6.6:
1. Es seien zg = —i und
1
=05
f(@) "
Es ist
1 d 1
(z—-1? dzz-i
und
1 i > (7 Zo)
- (z—zo) 2 %( ’
also

z——1)2: 42(” ( )
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Die Reihe hat den Konvergenzradius 2.

2. Es seien zo = 0 und

1
1&= =y
Hier fiihrt der Ansatz mit einer Partialbruchzerlegung
1 a b c
&= o T i
auf
!
c = (@-2f@ = —| =
f z=2 (Z - 1)2 7=2
! 2 1
b = @-D@| = —| =-1
z=1 7= 2l=1
und | ,
—a-1-3 = f0)=-3.
also | | |
Q=g et
Das ergibt

1 d4 1 1 1

F@ 1—z_d_zl—z_§1—§

00

Z(l —(n+ 1)—%)%:—5}(%%)5’

n=0 n=0

mit dem Konvergenzradius 1.
3. Es seien 7o = mi und f(z) = ¢%. Wegen f' = fund a, = f™(z0)/n! 14Bt sich die Taylorreihe in diesem Falle
leicht angeben. Direkt erhilt man sie aus dem Additionstheorem

(e

I . (z — )"
ef = it — _a(-m) — _ Z ]

n!
n=0

Damit haben wir die Grundlagen der Funktionentheorie hergeleitet. Es gilt zusammenfassend

Satz 13.6.7: Es seien U C C offen und f : U — C. Dann sind dquivalent:

1. f ist holomorph.

2. f besitzt lokale Stammfunktionen.

3. f ist reell stetig differenzierbar und geniigt den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.
4. f ist um jeden Punkt zoy € U in eine Potenzreihe entwickelbar.

Einige Folgerungen sollen nun noch gezogen werden:

Definition 13.6.8: Eine holomorphe Funktion hat in zo eine Nullstelle der Ordnung n, wenn

f@o)=f' o)== f""@) =0 und f"(z)#0
gilt. Sie nimmt in zo den Wert wy mit der Ordnung n an, wenn f(z) — w dort eine Nullstelle der Ordnung n hat.

Fiir die Ordnung n einer Nullstelle wird auch n € NU{co} zugelassen. Eine Nullstelle hat die Ordnung co, wenn
f™(zo) fiir alle n verschwindet. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. f hat in zo eine Nullstelle der Ordnung n € N.
2.In U(zp) gilt

00

f@) = Z aj(z - 20) mit a, #0.

j=n

3. Es gibt eine holomorphe Abbildung g : U(zg) — C mit g(z) # 0 und

@) = (z-20)"9().
Wichtig ist der folgende
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Identitiitssatz: f sei in G holomorph. Dann sind dquivalent:

1. Fiirallez € G ist f(z) = 0.

2. f besitzt in G eine Nullstelle der Ordnung oo.

3. Es gibt eine nichtdiskrete Menge N C G mit fIN = 0 (vgl. Definition 13.5.2).

Folgerung 13.6.9: f sei nicht konstant und K € G. Dann nimmt f einen Wert w in K hochstens endlich oft an.

Beweis des Identititssatzes:

3 — 2: Esseien N nichtdiskret und f|N = 0, das heil3t:
HZO € G H(Zl’l), Zn € Ny Zn ™ 20 Zn * 20-

Nun ist
f(z0) = lim f(z,) = 0

und in U(zg)

[e]

f@)= Z a;(z - z0).

=0
Daraus folgt zunéchst ag = 0, nach Division durch (z, — z9) auch a; = 0, und so fort, also a; = 0 fiir alle ;.

2 — 1. Es sei zg eine Nullstelle unendlicher Ordnung und
M:={zeG |VneN f"(@)=0}.

Dann gilt:
a) 70 € M.
b) M ist abgeschlossen relativ G, denn aus z; € M, z; — zo € G folgt Vn 0 = f™(z;) = f™(z).

c) M ist offen, denn aus z; € M und der Reihenentwicklung von f um z; folgt die Existenz einer Umgebung
U(zy) € M, in der f verschwindet.

Weil f wegzusammenhiéngend ist, folgt deshalb G = M.

1 —» 3: Dasist trivial. a

Der Identititssatz ist sehr bemerkenswert. Eine holomorphe Funktion ist also in G bereits vollstindig bestimmt,
wenn man sie auf einer ,,kleinen* Teilmenge kennt, etwa auf {z, | z, — 20 € G, z,, # 20}-

Beispiel 13.6.10:
1.

f(2) :=cotnz
ist in C\Z holomorph und hat in R\Z die Periode eins, das heifit f(z) und
9(2) == fz+ 1)
stimmen in R\Z c C\Z tiberein. Daraus folgt

YzeC\Z f(z)= f(z+1).

2. Die holomorphe Fortsetzung einer reellen Funktion in das Komplexe ist eindeutig bestimmt, wenn sie existiert.
Denken Sie etwa an
2n+1

. - n <
Sing = ;(—1) m
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13.7 Cauchysche Ungleichungen und Folgerungen
Als erstes zeigen wir folgende wichtige Abschitzung:
Cauchysche Ungleichung: Es sei f in einer Umgebung von B(zg, r) holomorph. Dann gilt

rn!
Vp,0<p<r Yz le—zl<r—p |f™@)<

max |f(J)].

P 1—zol=r

Beweis: Fiir alle z mit |z — z9| < r folgt aus der Cauchyschen Integralformel

f(n)(z) — n_’é S(&) de.

27t Jop(zer) (€ = 2!

Mit 0 < p < rseinun |z — 79| < r — p. Dann ist
r=ll -zl <l —zd+lz-zl <l -zl +r-p,

also p < |¢ — z]. Es folgt also

' 2nr
M) < = - : : O
1@l s — A LI

Aus der Cauchyschen Ungleichung folgen unmittelbar (mit p = » bzw. p = r/2)

Folgerung 13.7.1: Es ist
n!
PGl < — max |f(Q)l
e —zol=r

und

Folgerung 13.7.2: Es gilt

n+l

% max £
[{=zol=r

.
Vo, k-2l < = If™@) <
2 r"

Insbesondere erhalten wir

Folgerung 13.7.3: Es ist
1 (z0)

lan| P

1
< — max |f(Q).

" |{-zl=r

Als weitere Konsequenz zeigen wir den

Satz von WeierstraB: Die Abbildungen f, seien in G holomorph. Die Folge f, konvergiere in G lokal gleichmdifig
gegen f. Dann ist f holomorph, und alle ( f,fk)) konvergieren lokal gleichmdifig gegen f®.

Beweis: Als lokal gleichméfBiger Grenzwert ist f stetig. Es sei A ein Dreieck mit A c G. Dann folgt aus der lokal

gleichmifBigen Konvergenz in A
56 f@dz = limSE fn(2)dz =0,
6A n—oo aA

und nach dem Satz von Morera ist f holomorph. Es seien nun B(zy,7) € G und € > 0. Dann ist nach Folgerung
13.7.2 fiir alle z mit |z — zo| < /2

4
£ (@ = f(@ < 7 Jnax 1/2(0) = f(OI.
Wihlen wir ny so groB3, daB fiir alle n > ng
r
Jnax, /(D) = f(DI < 7

ist, dann folgt .
Yz €B(z,7/2) VYn>ny |f(2)—-f@|<e.

Mithin konvergiert (f,) lokal gleichméBig. Fiir k > 1 schlie3t man analog.

Die nichsten Anwendungen betreffen erste Aussagen iiber die Werteverteilung holomorpher Funktionen. Wir
beginnen mit:
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Lemma 13.7.4: Die Funktion f sei in einer Umgebung von B(zo, r) holomorph. Es sei
1f (zo)l < |mi|n If @I
—z0l=r
Dann besitzt f in B(zo, r) eine Nullstelle.

Beweis f habe in B(zg, ) keine Nullstelle. Dann ist

g9:==
f
in einer Umgebung von B(zy, r) holomorph, denn fiir |z — zo| = r ist
min |f(z)] > |f(zo)l > 0.
lz=z0l=r

Mithin ist nach Folgerung 13.7.1 (fiir n = 0)

lg(zo)l < \{IPzaI)ir lg(D,

also
1 1 -
< max |——| = min
’f(Z()) [{=z0l=r f([)’ {,(—Zr)=r |f(§)|}

oder

min |f(DI < |f(zo)l

[{=z0l=r
im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Es folgt

Der Satz von der Gebietstreue: Es sei f in G holomorph und nicht konstant. Dann ist f(G) ein Gebiet.

Beweis:
1. f ist stetig. Mithin ist f(G) zusammenhéngend. Das besagt der Zwischenwertsatz aus §9.2.

2. f(G) ist offen: Es sei wy = f(z9) € f(G). Nach dem Identitiitssatz gibt es ein r mit B(zy,7) C G, so daB zy dort
die einzige wy—Stelle von f ist, denn sonst wiire f = wy in B(zo, r). Es gilt also

Ar>0 Je>0 VzedBzo,r) |f(z)—wl =3e.
Wir wollen B(wg, €) C f(G) zeigen. Dazu sei w € B(wy, €). Dann ist mit z € dB(zo, 1)
1f(2) —wl > |f(2) — wol — [w — wo| > 2¢,

und fiir z = z¢ gilt
|f(z0) —wl = |wo—w|<e.

Nach Lemma 13.7.4 hat f(z) — w daher in B(zo, r) eine Nullstelle. f besitzt also eine w—Stelle. O

Folgerung 13.7.5: Holomorphe Funktionen mit konstantem Realteil, Imagindrteil oder Betrag sind konstant, weil
ihre Bildmengen sonst nicht offen sind.

Als néchstes zeigen wir

Das Maximumprinzip: Die Abbildung f sei in G holomorph. Dann gilt
1. Hat |f| in zo € G ein lokales Maximum, dann ist f konstant.

2. Es seien G beschrinkt und f in G stetig. Dann gilt

VzeG |f(») < ?;3(’;‘ £
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Beweis: Nur die erste Aussage ist zu zeigen. Es sei U(zg) C G eine Umgebung von zp mit

Vze Uz |f(zo)lz|f()I

Dann ist
fO) c{w |l < G-

f(U) ist daher keine Umgebung von f(zp). Es folgt f(z) = f(zo) in U(zp) und damit nach dem Identititssatz tiberall
in G. |

Wendet man das Maximumprinzip auf 1/f an, dann folgt entsprechend:

Das Minimumprinzip: Die Abbildung f sei in G holomorph. Dann gilt
1. Hat |f| in 29 € G ein lokales Minimum, dann ist f(z9) = 0 oder f konstant.
2. Es seien G beschrinkt und f in G stetig. Dann hat f in G Nullstellen, oder es gilt

VzeG |f(a)l 2 ?253 L.

Fiir unbeschrinkte Gebiete ist die zweite Aussage im Maximumprinzip falsch. Das Beispiel
f@:=¢" inS:={zeC|-n/2<Imz<n/2}
zeigt dies. Es ist ndmlich |f|S| = 1, aber f(x) — oo fiir [x| — oo.

ErnsT LINDELOF, 1870—-1946, und Lars PHrRAGMEN, 1863—1937, haben verschiedene Verallgemeinerungen des
Maximumprinzips angegeben. Ich gebe hier nur ein Beispiel, nimlich folgenden

Satz von Phragmén-Lindelof: Es seien H := {z € C | X1 <X <X, Yo <ylund f € C(H,C) in H holomorph
mit |f|0H| < ¢ < oo, Ferner gebe es zwei Konstanten a, b mit

YzeH |f(z)|§aeby.
Dann ist |f(z)| < cfiirallez € H.
Beweis: Bei gegebenem ¢ > 0 ist die Funktion
9(2) = f(2)
ebenfalls holomorph. Es sei @ := max(x?, x3). Dann ist in A
lg(2)| = ) @] <a e by e

Es gibt also ein y; > yo mit
Yze HImz >y lg@@)| < ce™.

Wegen des Maximumprinzips gilt diese Abschiitzung dann auch fiir alle z € H N {Imz < y,}. Es folgt also

ca

e < ¢efl@ty?)

vzed  |f@] =] g <c |

Bei festem z € A konnen wir nun den Grenziibergang & — oo durchfiihren und erhalten
|f(z)| < lir%ceg(‘”yz) =c.
E—

]
Wir wollen das Maximumprinzip noch etwas genauer besprechen: Es seien U offen, B(zg,r) € U und f in U
holomorph. Dann gilt mit = zq + re'¥

1 ( d 1 2 .

s =5 b EOL [ vy dp = sz
2m Jpezl=r £—20 21 Jo

M(f, zo, r) ist der Mittelwert von f auf dB(zy, r) bzw. der Mittelwert von

g(p) = f(zo + re"¥)

auf [0, 2xr]. Man sagt:
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Definition 13.7.6: Es seien U C C offen und f € C(U,C). Dann hat f die Mittelwerteigenschaft, wenn
YzoeU AR>0 VYr<R f(z0) = M(f,z0,1)

ist.

Es folgen

Satz 13.7.7: Holomorphe Funktionen besitzen die Mittelwerteigenschaft.

Satz 13.7.8: Mit f, g und a, b, € C haben auch a f + b g, sowie Re f, Im f und f die Mittelwerteigenschaft.

Die Beweise sind klar.

Beispiel 13.7.9:
1. Es seien f(z) = Rez = x und a € C. Dann ist

27
M(f,a,r)=5r (Rea + r cos @) dp = Rea.
0

2. Es seien f(z) = 1/xund a € R*. Dann ist fiir kleine r

M [T L[
7a7r=_ — = PR
2r Jo a+rcosg 2nr Jo b +cosg

mit groBem b := a/r. Mit z = ¢ und
[+2)
2+ -,
Z

,._f2”d_90_%9§ L_%gg _ e
o 0 b+COSQD_i l21=1 Zz+2bZ+1_i =1 (Z_Zl)(Z_Zz)

mit den Nullstellen

cosp = (ei“’ + e_i“’) =

| =
| —

folgt

212 = -b+ Vb2 - 1.
Von diesen liegt nur z; = —b + Vb? — 1 im Einheitskreis. Es ist also

.2 dz
I :=1lim - S —
e20 1 Jpgy=e @ =202 = 22)
und es folgt mit g(z) := 1/(z — z2)
4r 2

2 .
I=—--2nm-g(zy) = = )
1 721 — 22 b2 -1

Mithin ist fiir alle r < ry

M(f,a,r) = =

as —r

f besitzt die Mittelwerteigenschaft also nicht.

Als néchstes zeigen wir

Das allgemeine Maximumprinzip: f € C(U,C) habe die Mittelwerteigenschaft und |f| in zo € U ein lokales
Maximum. Dann ist f in einer Umgebung von z konstant.

Beweis: Der Fall f(zo) = 0 ist trivial, es sei also f(zo) # 0. Dann gibt es eine Konstante ¢ € C mit |c| = 1 und
¢ f(z0) € R*. O.B.d.A. sei f(zp) deshalb reell und positiv. Wir wihlen ein Ry > 0 mit

Yz, le—z2l <R f(z0) 2 |f (D).

Nach Voraussetzung gilt aulerdem
VrSRZ f(ZO):M(f’ZO’r)'
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Es sei nun R := min(R;, R,) und

9(2) := Re f(z) — f(z0).

Dann ist fiir alle z € B(zg, R)

9(2) < |f(2)] = f(z0) < 0,
sowie g(zo) = 0. g hat die Mittelwerteigenschaft, daraus folgt

0=9g(z) = % foz’“ g(zo + re¥)dy
und zusammen mit der Stetigkeit von g

Vo, 0<p<2m, g(zo+re) =0.
Das gilt fiir alle r < R, mithin verschwindet g in B(zp, R). Dort ist deshalb

f(z0) = Re f(2)
und
I/ (@) < f(z0) = Re f(z) < |f(2)],
also f(z) = Re f(z) und somit f(z) = f(zo). O
Es folgt

Satz 13.7.10: f € C(G,C) habe die Mittelwerteigenschaft. Hat |f| in zo € G ein globales Maximum, dann ist f
konstant. Ist G beschrénkt und f € C(G,C), dann nimmt |f| das Maximum auf 0G an.

Beweis: Nur die erste Behauptung ist zu zeigen. Es sei f(zo) = M und
G ={eG | fx) =M} 0.

Weil f stetig ist, ist G’ relativ G abgeschlossen.
Es seiz; € G'. Dann folgt aus dem Beweis des letzten Satzes die Existenz einer Umgebung U(z;) mit f|U(z;) =
M. Mithin ist G’ offen und damit G = G’. |

Beispiel 13.7.11:

1. Man wende den Satz 13.7.10 auf # = Re f an und zeige die Giiltigkeit des Maximumprinzips in der Potenti-
altheorie.

2. Es seien G = B(0, 1) und f(z) = 2 + z. Dann ist

If@l= V2 +2)2+32) = \/m

f ist nicht konstant. Das Maximum von |f] liegt also am Rand, und zwar in z; = 1. Dort ist |f(z;)| = 3. In G ist
f(z) # 0. Mithin liegt auch das Minimum von |f| am Rand, und zwar in z; = —1. Dort ist |f(z;)| = 1. Fir G = C
hat f in z3 = —2 eine Nullstelle.

13.8 Umkehrung holomorpher Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den Umkehrabbildungen holomorpher Funktionen beschiftigen. Dabei
sollen hier lokale Resultate bereitgestellt werden. Spiter werden wir uns im Rahmen der konformen Abbildungen
auch mit globalen Fragen beschiftigen. Erinnert sei an Definition 13.2.5: Eine bijektive Abbildung, fiir die sowohl
£ als auch £~! holomorph sind, heiBt biholomorph. Erinnert sei auch an den Satz von der Gebietstreue, den wir im
letzten Abschnitt bewiesen haben.

Aus dem Reellen ist bekannt (vgl. Satz 9.7.1):

Satz 13.8.1: Es seien U C R? offen, f € C1(U,R?), a € U und det f'(a) # 0. Dann gibt es eine offene Umgebung
U, c U von a mit

1. f|U ist injektiv.
2. f(U,) ist offen.
3. Die Umkehrabbildung g := (f|U;)~" ist stetig differenzierbar mit g = (f' o g)~'. f|U, ist also diffeomorph.
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Im Komplexen gilt deshalb:

Satz 13.8.2: Es seien U C C offen, f : U — C holomorph, a € U und f'(a) # 0. Dann gibt es eine offene
Umgebung U, C U von a mit
1. f|U, ist injektiv.
2. f(Uy) ist offen.
3. Die Umkehrabbildung g := (f|U,)~" ist holomorph mit g = (f' o g)~'. f|U; ist also biholomorph.

Wir wollen diese Aussage noch etwas ergiinzen und verschirfen. Im Reellen ist f : x — x> bijektiv und beliebig
oft differenzierbar. Es ist aber f'(0) = 0, und die Umkehrfunktion ist im Nullpunkt nicht differenzierbar. Dieses

Phinomen kann im Komplexen nicht auftreten, das zeigt der néchste Satz. Fiir unser Beispiel ist im Komplexen
f(e;) = 1 mite; := exp(%j), j=0,1,2.

Satz 13.8.3: Es sei f : U — C eine holomorphe Injektion. Dann ist V := f(U) offen, f'(z) # 0 fiir alle z € U und
f 1 U — V biholomorph.
Beweis:

1. f ist nirgends lokal konstant, denn sonst wire f = const und nicht injektiv. Also ist f(U) offen und g := f~! :
V — U stetig (Satz von der Gebietstreue). f’ ist lokal nirgends gleich Null, und wegen des Identitétssatzes ist
die Nullstellenmenge N(f’) c U diskret und wegen der Stetigkeit abgeschlossen. Es sei

M := f(N(f) = g "(N(f")).

M ist abgeschlossen, weil N es ist und weil g stetig ist. M ist diskret. Es seien ndmlich w € V und w, = f(z,) €
M alle verschieden mit z, € N und w, — w. Weil M abgeschlossen ist, ist w € M. Es gibt also ein z € N mit
w = f(z). Nun ist g stetig, daraus folgt g(w,) — g(w) oder z,, — z. N ist diskret, also sind nur endlich viele der
z, verschieden. f ist injektiv, also gilt das auch fiir die w,. Das ist ein Widerspruch.

2.Es sei f(a) = bmit b € V\M. Es gilt

f@) = fl@+@-afi@).
fi st in a stetig mit f(a) = f'(a) # 0. Es sei f(z) = w € V. Dann folgt
w=b+(gw) - a)(fi o g)w).
Die Abbildung g := f; o g ist in b stetig mit
q(b) = fi(a) = f'(a) # 0.
Deshalb ist -

q(w)
fiir alle w aus einer Umgebung von b. Mithin ist g in b komplex differenzierbar und

gw) = g(b) +

’ 1 , -1
by=—=(f o b).
g'(b) 20 (f og) (b)

Das gilt fiir alle b € V\M.

3.9 € C(V,U) ist also in V\M holomorph. Aus dem Riemannschen Hebbarkeitssatz folgt daher die Holomorphie
von g. In V\M gilt
g w)- fgw)) = 1.

Wegen der Stetigkeit gilt das dann fiir alle w € V. Mithin ist
YzeU f'(2)#0.

Das war zu zeigen. O

Damit haben wir auch folgendes Biholomorphiekriterium bewiesen:
Biholomorphiekriterium: Eine holomorphe Injektion ist biholomorph.

Man sagt
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Definition 13.8.4: f : U — C heifit lokal biholomorph um a € U, wenn es eine offene Umgebung U; C U von a
gibt, so daf3
AU = Uy — f(Uy)

biholomorph ist.

Es folgt unmittelbar ein

Lokales Biholomorphiekriterium: Eine holomorphe Abbildung f : U — C ist um a € U lokal biholomorph
genau dann, wenn f’(a) # 0 ist.

Beispiel 13.8.5: Wir betrachten f(2) := €°. Es ist f(0) = 1 und wegen f'(z) = f(2) auch f’(0) = 1. Mithin ist f um
Null lokal biholomorph. Es ist

’ _l_ 1 _Do__ n
“w—wfﬁatﬁ—;(@ .

Mithin lautet die Potenzreihenentwicklung von g um den Punkt w = 1 wegen g(1) = 0

Y TS
o) = -1~ U O

Diese Reihe hat den Konvergenzradius eins.

Wir beschlielen diesen Abschnitt mit dem

Satz von der lokalen Normalform: Es sei f : U — C holomorph und um a € U nicht konstant. Dann gilt:

1. Es gibt ein B := B(a,r) C U und eine biholomorphe Abbildung h : B — C mit
fIB = fla)+n"

Dabei ist n die Ordnung, mit der f den Wert f(a) annimmt.
2. Es sei B c U ein Kreis um a und h holomorph in B mit iz'(a) # 0 und

fIB = fa)+ ", meN.
Dann ist m = n, h(z) = Ch(z) fiirz € BN Bund " = 1.
Beweis:
1. Aus Definition 13.6.8 und den anschlieBenden Bemerkungen folgt
f@=f@)+@-a)"g().

Dabei ist g eine holomorphe Abbildung mit g(a) # 0. Wir wihlen B := B(a,r) so, dal g in B holomorph
und nullstellenfrei ist. Wir werden im néchsten Abschnitt zeigen, dal dann die n-te Wurzel existiert, also eine
holomorphe Abbildung ¢ mit ¢g" = g. Wir wihlen

h(z) := (z — a)q(2).

Dann ist /#’(a) = g(a) # 0, h mithin biholomorph.
2.In BN Bist i* = "™, h(a) = h(a) = 0 und #’(a) # 0 sowie A'(a) # 0. Dann ist n = m und h/h eine n-te

Einheitswurzel e2/".

13.9 Spezielle Abbildungen

Wir unterbrechen nun unsere theoretischen Uberlegungen und diskutieren einige spezielle Abbildungen. Es sei
grundsitzlich

f:UcC — VcC
z —  w:=f(2).
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Wir sprechen auch von der z-Ebene und der w-Ebene. Esseiy : [0,a] — I' C C ein glatter Weg mit y(0) = zo. y
sei beziiglich der Bogenldnge parametrisiert. Dann ist

t . [0,0) — C
s — 70+ s59Y(0)

die tangentiale Halbgerade an I" in zo und

70
£(y1,y2) = arg —7,1(0)

der orientierte Winkel in zo zwischen zwei solchen Wegen. Mit y;.(O) = ¢!/ folgt nimlich

¥5(0)

¥1(0)

Es sei nun f eine holomorphe Abbildung, y reprisentiere ein glattes Wegstiick. Dann ist der Bildweg f oy
ebenfalls glatt, und es gilt fiir f’(z9) # 0

ei(wz—wl)_

(f o) (0) f' (o) - ¥ (0)

oy @ _ fG@) %O _ %0
(foy1)(0) J"(zo) - 7,(0) ¥1(0)

also in zg
L(foy, foy) =4y, 72)
Es gilt also

Satz 13.9.1: Eine in zo holomorphe Abbildung f mit f'(zo) # 0 ist dort winkel- und orientierungstreu.

Es sei umgekehrt f reell differenzierbar mit V f(zg) # 0. f sei winkel- und orientierungstreu. Insbesondere gilt
dann fiir Wege '
Yo ¢ S+>7z0+se¥ 0<¢p<2m

wieder
£(fove fove) =4 e v0) = ¢,

also wegen (foy) =df -y +0f - ¥

. 0f(z0) € + 0f(z0) €™
df(z0) + 0f(20)

= arge'.

Daraus folgt, daf
arg (9 (z0) + 8 (z0) ¢ %)

von ¢ unabhiingig ist. Also ist f(z9) = 0 und f daher komplex differenzierbar.

Definition 13.9.2:

1. Eine Abbildung f € C (G, C) heifit lokal konform, wenn sie glatte Wege in glatte Wege iiberfiihrt und in jedem
Punkt winkel- und orientierungstreu ist.

2. Eine lokal konforme Abbildung heifst konform, wenn sie G bijektiv auf f(G) abbildet.

Insbesondere besitzt eine lokal konforme Abbildung lokal eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung. Es gilt

Satz 13.9.3: Eine Abbildung f : G — f(G) ist genau dann lokal konform, wenn sie lokal biholomorph ist. Sie ist
konform genau dann, wenn sie biholomorph ist.

Die Worte konform und biholomorph werden also synonym verwandt, klassisch ist die Bezeichnung konform.
Es sei noch bemerkt, daf fiir holomorphe Funktionen
foy(s) = foy©)
¥(s) = v(0)

gilt. Die ,,Streckung® héngt also lokal nicht von der Richtung y’(0) ab, sondern nur von |f’(zo)|. Man sagt deshalb,
f sei im Kleinen mafstabstreu.

— 1/ o)l
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Beispiel 13.9.4: Es sei wie in Beispiel 13.8.5 f(z) 1= e*. Wegen f'(z) = f(2) # 0 ist f lokal konform. Betrachten
wir
g : G:={zeC| —n<Imz<n} — B:={zeC\{0} | —m<argz<m)

mit g(z) := €°. Diese Abbildung ist konform.

Wir wollen nun eine Reihe spezieller Abbildungen studieren:
1. f(z):=az+bmitze Cund f'(z) =a # 0.
f ist eine lineare Abbildung. Im Falle a = 1 erhilt man eine Parallelverschiebung und im Falle b = 0 eine
Drehstreckung, fiir |a| = 1 eine reine Drehung. Allgemein sieht man leicht, daf eine Gerade
y(s) = zo0 + ks
in eine Gerade und ein Kreis ‘
¥(s) =20 +re”

wieder in einen Kreis

(azo + b) + |a|r e+

iiberfiihrt wird, und zwar mit

a = arga.

2. f(z) := 1/zin C\{0}.
Wir konnen f in
f=hog=goh

zerlegen mit

9(2) oder rel¥ - 1 ¢l

h(z)

Die Abbildung g ist die Spiegelung am Einheitskreis, h ist die Spiegelung an der reellen Achse. f ist kreisver-
wandt. Das soll bedeuten, dal f die Menge der Geraden und Kreise wieder in eine Menge von Geraden und
Kreisen abbildet. Das sieht man so:

Die Gleichung

oderre¥ — re™%.

1l
XN A=

!
cz+cz+y=0

beschreibt wegen Re cz = ¢; x— ¢y die Menge der Geraden. Dabei ist c = ¢;+ic; € Cund y € R. Entsprechend
werden Kreise durch ‘
k-dP =(z-d)z—-d)=2z—2d—7d +dd = 5

beschrieben, die Menge der Geraden und Kreise also durch
azZ+cz+EZ+,Béo.
Mit w = 1/z wird daraus nach Division durch zZ
a/+c1D+Ew+ﬁw1Déo.

Diese Gleichung beschreibt wieder Geraden und Kreise in der w-Ebene. Speziell findet man:

z—Ebene w-Ebene

0 00

00 0

B(0,¢) C\B(0, 1/¢)

Gerade durch Null Gerade durch Null
Gerade nicht durch Null | Kreis durch Null

Kreis nicht durch Null Kreis nicht durch Null.

Dieses Beispiel legt es nahe, die komplexe Ebene durch

@Z=CU{00}
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abzuschlieen und, wie in der Tabelle bereits geschehen, f(0) := oo zu definieren. Man denke dabei auch an
die stereographische Projektion

—> 1 *2
X —_— Y
1—)63 1—X3

mit p(0,0, 1) = co.

- X1, X2

Offene Mengen in € sollen die offenen Mengen in C und alle Mengen der Form C\K mit K & C sein. Beide
Abbildungen, p und

f:c

[l

Z

bl

sind also stetig und sogar Homdomorphismen. Die Umkehrabbildung von p lautet

1

P (Y (2x, 2y, 24y - 1).

1+x%+y?
Auch die stereographische Projektion ist winkeltreu und kreisverwandt.

Eine beliebige Abbildung
f : C->C

146t sich nun im Unendlichen folgendermallen charakterisieren: Man nehme den Homdomorphismus

Q
(@
l
N | = O

und bilde f o g. Dann werde das Verhalten f(z) im Unendlichen durch das Verhalten von
(f o 9)(w)
in der Umgebung des Nullpunktes beschrieben. Fiir g selbst bedeutet das
(gogw) = w.

g ist also in co holomorph und nimmt den Wert g(co) = 0 von erster Ordnung an. Es sei

1
f(Z) = Z_z

Dann ist
(f o 9(w) = w’.

f ist also ebenfalls in co holomorph und nimmt dort den Wert null von zweiter Ordnung an.

Wir setzen nun die Behandlung spezieller Abbildungen fort:

3. Es sei
a

Z+
cz+d

f@= mit ||+ |d| # 0.

Der Fall ¢ = 0 ist bereits behandelt; es sei also ¢ # 0. Dann ist

@) = l{a_ad—bc}’
c

cz+d
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und f laBt sich aus Abbildungen vom Typ 1 und 2 zusammensetzen. Deshalb ist f kreisverwandt und bildet
die Figur eines Kreises (oder einer Geraden) und zweier in bezug auf ihn spiegelbildlicher Punkte auf eine
ebensolche Figur ab. Die Abbildungen vom Typ 1 und 2 haben namlich diese Eigenschaft.

f(z) ist genau dann konstant, wenn
ad —bc =0

ist, das gilt auch im Falle ¢ = 0. Es sei daher im folgenden

A::(a 2) mit detA =ad — bc # 0.

c

Unter dieser Voraussetzung spricht man dann von einer Mobiustransformation, nach A.F. MoBius (1790-1868).

Es ist
Al = 1 d -b
detA\ —¢ a )’

dw->b
—cw+a

und aus w = f(z) folgt

Die Umkehrabbildung ist also vom selben Typ und
f ¢—¢C
bijektiv.
Wir berechnen die Fixpunkte von f fiir f # id: Im Falle c = Oistad # O und fiird # a

b
SR s

Fixpunkt. Fiir d = a ist b # 0, und es gibt keinen Fixpunkt. Im Falle ¢ # 0 erhélt man

—d 1
22=2"% &~ \la-ay> + dbe.

2c 2¢

Dabei sei Vre# := 4frel¥’2. Diese Abbildung werden wir anschlieBend noch besprechen. f # id besitzt
also hochstens zwei Fixpunkte. Mit fi, f> ist auch f; o f, eine Mobiustransformation. Es seien fi, f» zwei
Mobiustransformationen mit

fitz) =w mitk=1,2,3und j=1,2.
Dann besitzt
fitefi
drei Fixpunkte, ndmlich z, z und z3. Mithin ist £ Yo fi =id. Es gilt also
Satz 13.9.5: Eine von der Identitiit verschiedene Mdobiustransformation f ist durch Vorgabe von drei Punkten
71,22, 23 und den Werten wy, = f(z;) festgelegt.

Wir konstruieren noch zwei spezielle Mobiustransformationen:

a) Die Abbildung der oberen Halbebene auf den Einheitskreis mit f(i) = O lautet wegen —i +— oo
ip z—1

w=e¥Y— mit0<¢<2nm.
741

b) Die Abbildung des Einheitskreises auf sich mit f(a) = 0 lautet wegen 1/a +— oo

7 —

e -
az—1

mit |a| < 1und 0 < ¢ < 27.

4. Beispiel einer nichteuklidischen Geometrie im Einheitskreis:

Es seien a,e € C mit |a| < 1 und |e| = 1. Wir betrachten die Klasse K der Abbildungen

f@):=e

Z—a

1

az
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des Einheitskreises auf sich. Die Matrix

A ;:( —ea _fe ) mit detA = e(1 —|af*) #0

entspricht f. Es ist

-
A A =( —n& 177 )

mit
+ + aa +
g 2raa o _e@rad) jof = |22 < =1,
e +aja 1+ea1an eiaiap + 1
Mithin ist auch f; o f; € K und ebenso
4, - wtae
U
Die auftretenden Abbildungen lassen sich also durch
o~ leal id ~ {1,0}
o~ e —ae) fiofr ~ {n o}

charakterisieren. K bildet mit der Verkniipfungsoperation eine Gruppe.

In der iiblichen euklidischen Geometrie betrachtet man die Bewegungen
x — a+Ax mitA'A =id,

also Translationen, Drehungen und Spiegelungen. Punkte, Geraden und Kreise werden jeweils in sich abgebil-
det, und es gilt das Parallelenaxiom: Zu einer Geraden g und einem Punkt P ¢ g gibt es genau eine Gerade, die
g nicht schneidet, ndmlich die Parallele.

Wir erkldren nun im Einheitskreis eine nichteuklidische Geometrie durch:

Punkte := Punkte im Einheitskreis

Geraden = Orthogeraden und -kreise

Kreise := alle anderen Geraden und Kreisstiicke
Bewegungen := obige Gruppe.

Dabei sind Orthogeraden und -kreise Geraden- bzw. Kreisstiicke, die den Rand senkrecht schneiden. Wegen
der Winkeltreue werden wieder Geraden in Geraden und Kreise in Kreise abgebildet. Das Parallelenaxiom gilt
jedoch nicht mehr. Es seien g = (—1, 1) und P wie skizziert. Dann gibt es zu g durch P zwei Parallelen p; und p»,
die mit g einen gemeinsamen Randpunkt haben, und beliebig viele Parallelen ohne gemeinsamen Randpunkt.

P1—
// // \
/.. / \
—~ P
s p2
[ \\\\\ L
g \\\\\\\
\
9

In unserer neuen Geometrie konnen wir auch die Lange messen: Es ist
wl—w2| _ Zl—Zz|
1 —wws 1-zZizz '
Damit haben wir eine geeignete Invariante gefunden und definieren den Abstand als

21— 22

d(z1,22) = g('l e

‘) = d(wy, wy),
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wobei die Abbildung g : Ry — R noch zu bestimmen ist. Dazu versuchen wir zunéchst auf der reellen Achse

d0,x) +d(x,x+h) = dO,x+ h)

zu erreichen. Das bedeutet

g +g (%) = glx+ ). *)
Wir differenzieren nach % und setzen h anschliefend null:
I
g 07— =g,
Wir wihlen ¢’ (0) = 1, g(0) = 0 und finden
o= 12

Nachrechnen bestitigt, daB g Gleichung (*) wirklich erfiillt.
Wir wihlen nun den Abstand d(z;, zp) zweier Punkte z;, z, mit diesem g. Man bestitigt leicht:
1. d(z1,22) 20und d(z2,22) =0 = 7z = 20.
2. d(z1,22) = d(z2,21).
Es bleibt, die Dreiecksungleichung
3. d(z1,z3) < d(z1,22) + d(22,23)

zu tiberpriifen. Wenn zj, 22, z3 auf einer Geraden liegen, ist sie richtig, weil auf der reellen Achse nach Kon-
struktion von g sogar die Gleichheit gilt. Im allgemeinen Fall transformiere man z;, 25, z3 auf 0, w,, w3 und
iiberpriife

d(0,w3) < d(0,w,) + d(wy, ws).

Eine Rechnung bestitigt die Richtigkeit. Eine etwas andere Herleitung findet man in Fischer&Lieb, I.c. S.255f.

5. Fiirn > 1 sei
f@=172"
Dann ist f(z) = nz*"! mit f’(0) = 0. Die Abbildung f ist also in C\{0} lokal konform, jedoch nicht im
Nullpunkt. In einer Umgebung des Nullpunktes ist mit z = re'¥

fl=7"=r"e"™.

Man bezeichnet firk = 1,2, ..., n mit
J 2z
e = e n

die n-ten Einheitswurzeln. Offenbar sind alle e; verschieden, und es gilt

(er)" = 1.
f bildet deshalb den Sektor
27k — 1 2k
Skzz{ze(C ' M<argz<i}
n n

injektiv ab.
f o+ Sk — C\R}

ist eine konforme Abbildung.
6. Wir wollen nun die Wurzelabbildung einfithren: Wie wir gerade sahen, ist fir k = 1,2,...,n

f: S — C\R

z — Zn

biholomorph. Mithin existiert die Umkehrabbildung

fl=xf : C\Rj — S,
z — Az
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Man sagt auch, ! bilde die lings R{ aufgeschnittene Ebene in C ab. Eine holomorphe Funktion ¢ heift n-te
Waurzel aus f, wenn ¢" = f gilt. Es sei ¢ eine n-te Wurzel und ¢ := e; = ¢**/". Dann sind auch

4.49. q. ..., " 'q

n-te Wurzeln. Es bilde etwa
q:C\Rj — S,

ab. Dann ist
{q : C\Rj — S»,

und so weiter.
Zwei Dinge fallen bei der Definition der n-ten Wurzel auf:

a) Um f als biholomorphe Abbildung zu definieren, hitten wir z" nicht auf einen speziellen Sektor S einschrinken
miissen, vielmehr hitten wir wir bei festem ¢ auch

2n(k - 1) 2k
S =4z ’ $+T<argz<w+7

wihlen konnen. Wir hétten also die Bildebene C ldngs irgendeiner Geraden von Null bis Unendlich aufschneiden
konnen.

b) Betrachten wir wieder f : §; — C\R{. Dann ist f natiirlich auch fiir arg z = 0 definiert, und es ist

o

bijektiv. Nun passiert aber etwas Merkwiirdiges: Es sei z = re'¥. Dann ist

2
0Sargz<—n}—>C
n

0 oning "o fir ¢ -0
Z=r'e _>{ rer =t fiir o — 2.
Man erhilt also in beiden Fillen denselben Wert, und Analoges gilt fiir die anderen Sektoren. Fiir die Umkehrab-
bildung bedeutet das aber Folgendes:

"/_:\'ﬁ’ei‘p/n—>{\'ﬁ fiirg — 0

fr e fiir ¢ — 2n.

Man erhilt also nach einmaligem Umlaufen des Nullpunktes einen anderen Wert, ndmlich den mit der Einheits-
wurzel £ = e”™/" multiplizierten. Erst nach n-maligem Umlaufen des Nullpunktes tritt der Faktor /" = 1 auf, das
heiflt, erst dann erhélt man wieder den urspriinglichen Wert.

Das hat zur Idee der Riemannschen Fldche gefiihrt. Betrachten wir beispielsweise mit

S = {c]0<argz<n]
Sy = {¢| m<argz<2x]
die Abbildungen
fi 18 — C
: - 2
und

f2 . S 2 — C
z —
Wir mochten sie zu einer biholomorphen Abbildung f zusammensetzen. Dann benétigen wir aber zwei Exemplare
der Bildebene, die wir uns lings R{j aneinandergeheftet denken. Starten wir bei ¢ = 0. Dann wechseln wir bei
¢ = 2rin das zweite Blatt, und bei ¢ = 47 wieder zuriick in das erste, und so weiter. Diese beiden so aneinander
gehefteten Blitter der komplexen Ebene nennen wir Riemannsche Flidche R; fiir f. In dieser Interpretation ist die
Abbildung
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biholomorph, und es existiert die Umkehrabbildung

f7122%3R2 —> C
7z — Wz

Analog bendtigt man eine n-blittrige Riemannsche Fliche R,, um «/z zu definieren.

Man versteht all das noch besser, wenn man f auf € betrachtet: Umlduft man den Punkt oo, dann erhilt man
ebenfalls n-mal denselben Wert. Beide Punkte, den Nullpunkt und den Punkt co, nennt man deshalb Verzwei-
gungspunkte der Umkehrabbildung. Man kann diese eindeutig definieren, wenn man die Ebene lings dieser beiden
Verzweigungspunkte aufschneidet. Denn damit verhindert man ja gerade das Umlaufen eines solchen Verzwei-
gungspunktes. Offenbar mufl man nicht lings einer Verbindungsstrecke aufschneiden, wie wir es bisher getan
haben. Irgendein Verbindungsweg erfiillt vielmehr denselben Zweck.

Fiir z = ¢! gebe ich noch einmal eine Wertetabelle fiir g(z) := z.

%) ‘O 5 m 2n 2rn+35 3m 4n 4An+ 3

g(z) | 1 ef i -1 —ef - 1 et

Dabei war die Wahl von g = 1 am Startwert ¢ = 0 natiirlich willkiirlich. Man hitte auch —1 nehmen kénnen.
7. Wir betrachten nun die Exponentialfunktion f(z) = e?. Aus e“*?™ = ¢ folgt fiir alle k und
Spi={z | 2ntk—1) <y < 2nk},

daf
f . Sk —> C\RJ(;

eine biholomorphe Abbildung ist. Wir treffen also auf eine dhnliche Situation, wie bei den Potenzen, nur mit dem
Unterschied, da8 wir zur Definition der Umkehrabbildung eine co-blittrige Riemannsche Fliche R., bendtigen.
Verzweigungspunkte der Umkehrabbildung sind wieder Null und Unendlich.

Die Umkehrabbildung zur Exponentialfunktion heiBt Logarithmus. Fiir z = re' ist
Inz = In|z| + i¢p.

Beim Summanden iy tritt die Mehrdeutigkeit besonders deutlich hervor. Wir haben also fiir r = 1

90‘ -1 0 nm 2n 3m 4n

Inz —m 0 m 2m 3m 4ni

8. Wir behandeln noch kurz die Abbildung f(z) = cos z. Weitere Einzelheiten sollen in der Ubung besprochen werden.
f(2) besitzt offenbar die Symmetrien

cos(z+2m) = cosz

cos(—z) = cosz.

Aus cos z = cos xcosh y —isinxsinh y = u + iv und y = k folgt

u \? v\
=1.
(coshk) * (sinhk)

Parallelen zur x-Achse gehen also in Ellipsen iiber. Entsprechend folgt aus x = ¢
2 2
(ove) ~(e) =1
cosc sinc

S:={zEC | O<x<7r}

man erhélt also Hyperbeln. Es seien

und
T .= {z eC | Rez € (—oo,—1]U[1l,00)und Imz = 0}.

Dann ist
cosz : § — C\T
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bijektiv. f'(z) = —sinz hat fiir z = nx, n € Z, Nullstellen, und es gilt f(nr) = (-1)".

Zur genaueren Diskussion von f beachten wir f = g o e mit

g(2) = l(z + 1) und e(z) = e'.
2 b4

1

Damit wird formal f~! = ¢! 0 g~!. Die Exponentialabbildung e kennen wir bereits; es ist

e”'(w) = —i Inw.
Betrachten wir also g: Es sei g(z) = w. Dann findet man formal die Auflssung
z=w+ Vuw? -1
und damit
arccosz = f7'(2) = ~iln(z+ V2 - 1),

Offenbar besitzt g~! die Verzweigungspunkte +1 und e~! die Verzweigungspunkte 0, co. Die Gleichung

2+ V2-1=0

besitzt keine Losungen. Wenn z die Verzweigungspunkte +1 nicht umlauft, dann umliuft g~! ebenfalls den Null-
punkt nicht, wohl aber den Punkt co. Mithin besitzt arccos z drei Verzweigungspunkte, ndmlich —1, +1 und oo.
Man hat also die Ebene etwa lings T aufzuschneiden um biholomorphe Abbildungen zu erhalten. Man beachte,
daB ein Aufschneiden zwischen —1 und +1 nicht geniigt, weil dann der Verzweigungspunkt co ausgelassen wird.

13.10 Das Schwarzsche Lemma und das Schwarzsche Spiegelungsprinzip

Es sei wieder B := B(0, 1). Wir fragen zunéchst nach Automorphismen von B, die den Nullpunkt festlassen, und
zeigen
Das Schwarzsche Lemma: Es sei f : B — B holomorph mit f(0) = 0. Dann gilt
1. Fiir alle z € Bist |f(2)| < |zl und |f'(0)] < 1.
2. Es gebe ein 7o # 0 mit | f(z0)| = |zo|, oder es sei |f'(0)| = 1. Dann ist mit ¢ € R
f(z) = e¥z.
Beweis: Es sei
| f@/z firze B\{0}
g(Z) . { f/(o) fur 7= 0

Dann ist g in B holomorph. Fiir |z < r < 1 folgt aus dem Maximumprinzip

&)

¢

1
< -.
r

lg(2)| < max
lcl=r

Daraus erhalten wir fiir r — 1
YzeB |g@)l <1

oder
YzeB |f(z)l<lzl und |f(0) < 1.

Das beweist die erste Aussage; wir zeigen die zweite: Wegen |f”(0)] = 1 oder | f(z9)| = |zo| fiir ein zg # O ist
lg(0)[ =1 oder |g(z0)| = 1.

Aus dem Maximumprinzip folgt deshalb
VzeB g =1. O

Bemerkung 13.10.1: Es sei f : B(a,r) — B(0, R) holomorph. Dann gilt fiir h : B — B mit

1
h(z) := R (fla+rz) - f(a)

h(0) = 0. Aus dem Schwarzschen Lemma folgt also mit { 1= a + rz

2R
If(0) - f(@] < 2Rz| = - I —al.
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Wir zeigen nun das Schwarzsche Spiegelungsprinzip. Es seien G C C ein Gebiet mit

zeG = z€G

und
B = {zeG | Imz>0}
B = {zeG | Imz< 0}
I = {ze€eG | Imz=0}.
Dann ist also
G=BUIUB",

und B* enthilt die an der reellen Achse gespiegelten Punkte von B. Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip zeigt nun
die Existenz einer holomorphen Fortsetzung einer Abbildung f : BU I — C auf G.

Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip: Es sei f in B U [ stetig, auf I reellwertig und in B holomorph. Dann ist
f . G—C
) f(z) fiirze BUI
TO =\ 7@ firzes
holomorph.

Beweis: Es gilt

1. f : B* - C ist holomorph wegen o _
0f@) = 9f(x)=0.

2. f: B*UI — Cist stetig. Damit ist f : G — C stetig.

3. Zum Nachweis der Holomorphie verwenden wir den Satz von Morera aus §13.5. Es sei A irgendein abgeschlos-
senes Dreieck in G. Wir ziehen im Abstand ¢ die Parallelen zur x-Achse. Es sei

ngz{zeGi —s<Imz<s}.

Dann folgt aus den Aussagen 1 und 2

f@dz = 95‘ fdz— 0
9A A(ANG,)

fire — 0. ]

13.11 Ganze Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir besonders einfache Abbildungen, zum Beispiel Polynome oder Funktionen wie
e® oder sin z, die iiberall holomorph sind.

Definition 13.11.1: Eine holomorphe Abbildung f : C — C heif3t ganz.

Eine ganze Funktion kann man um jeden Punkt zp € C in eine Potenzreihe entwickeln, die in der ganzen Ebe-
ne konvergiert. Polynome nennt man ganz rational und die librigen ganzen Funktionen ganz transzendent. Wir
beginnen mit dem

Satz von Liouville: Die Abbildung f sei ganz und beschrinkt. Dann ist f konstant.

Beweis: Es ist

oo

f(z)=zanz”

n=0
mit :
Yr>0 a,=— f(*{)dg.
2 Kl=r §n+l
Daraus folgt fiir r — oo
a,=0 fir n=1,2,.... O

Aus dem Satz von Liouville folgt unmittelbar
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Satz 13.11.2: Die Abbildung f sei ganz, und es gelte
VzeC |f(9)l=c>0.
Dann ist f konstant.
Es sei ndmlich g := 1/f. Dann ist g konstant.
Satz 13.11.3: : Es sei f = P, ein Polynom n-ten Grades mit n > 1. Dann gilt
YkeR" JreR" Vg ld>r |f@|>k.

Beweis: Mit a,, # O ist fiirz # 0

anp—q ap
f(z)=z”{an+ Z +-~-+—n},

also

ap-1 a
+ oo + _

Z Zl’l

ol

@I = [z >

|la,| — > 7"

fiir alle z mit |z] > ;. Daraus folgt
Yz, lzl > |f@] >k

.1 2k
ry = e
|a|

Der Fundamentalsatz der Algebra: Ein Polynom P,(z), n > 1, hat genau n Nullstellen.

mit

Man wihle also r := max(ry, r»).

Es folgt ebenfalls

Beweis: Es sei z; eine Nullstelle, also P, (z;) = 0. Dann ist
Py(2) = Py(2) = Pu(z1) = a1z —21) + - - - + an(2" = 2)).

Nun ist
- z’f =(z— zl){z]‘_1 +7572 4+ z’f’l},

39

also P,(z) = (z — z1)Py-1(2). Es geniigt deshalb, die Existenz einer Nullstelle zu zeigen: Es sei f(z) := P,(z) # 0

fiir alle z. Dann ist g := 1/f ganz, und es gibt ein > 0 mit
Yz, Izl >r g2l < 1.
Mithin wire g — und damit f — konstant.
Wir betrachten nun ganz transzendente Abbildungen und zeigen als erstes
Satz 13.11.4: Es sei f ganz transzendent. Dann gilt

Vk>0 Vr>0 VYmeNy, 3z |zl>r |f@)> klz™.

Natiirlich kann diese Aussage nicht fiir alle z gelten, zum Beispiel hat sin z die Nullstellen z, = nx mit dem

Hiaufungspunkt Unendlich.

Beweis: Wir schlieen indirekt. Es sei

k>0 Ir>0 AmeNy Vz lzd>r [f@)| <kl

Dann ist .
f@=) ad"
n=0
mit
1
Ypo>0 la,=|=— f(é’l) di| < k™™,
21 Jig=p O

Fiir n > m folgt daraus a,, = 0. f wire also ein Polynom.

Als nichstes zeigen wir den
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Satz von Casorati-WeierstraBl: Es sei f ganz transzendent. Dann gilt
Vr>0 Ve>0 VceC Az lz7d>r |f(xd—cl<e.
f kommt also im Unendlichen jeder Zahl ¢ beliebig nahe. ¢ wird aber im allgemeinen nicht angenommen, zum
Beispiel besitzt e* keine Nullstelle.
Beweis: Wir machen drei Fallunterscheidungen:
1. f habe unendlich viele c-Stellen. Dann konnen sich diese im Endlichen nicht hdufen, denn sonst wire f konstant.

2. f habe keine c-Stelle. Dann ist
1

f-c
ganz. Fiir alle z € C ist g(z) # 0, mithin ist g ganz transzendent, und es folgt

1
Ye>0 VYr>0 3z lz>r lg(x)| = —
&£

g :=

oder
Ye>0 VYr>0 dzlzl>r lf(x)—cl<e.

3. f habe endlich viele c-Stellen, ndmlich zj, ..., z; mit den Vielfachheiten a, ..., ;. Dann bilden wir

fl@)—c

@=—z)m - 2=z

9(z) ==

g(z) hat keine Nullstelle und ist ganz transzendent. Es sei wie im zweiten Fall

1
h:=-—.
9
h ist ebenfalls ganz transzendent. Mit m := a; + - - - + a; gilt also
2
Yr>0 3z |z >r |h] > =|z|™
&
und
z—271)% - (z—2z;)%
Ar >0 Vz lzd>n -2 (2= 2) <2.
Zm
Mithin folgt
Yr>r dz |zl >r lf(2) —cl <e. |

Es gibt interessante Zusammenhinge zwischen der Anzahl der Nullstellen einer ganzen Funktion und ihrem
Anwachsen im Unendlichen. Wenn eine ganze Funktion keine Nullstelle hat, muf} sie im Unendlichen gentigend
stark anwachsen. Fragen dieser Art sind Gegenstand der Wertverteilungstheorie.

Wir wollen hier nur ein einfaches Ergebnis aus diesem Fragenkreis beweisen und verschérfen den Satz von
Liouville. Im folgenden sei f ganz und habe keine Nullstelle. Dann kann man In f erkléren, es gibt also eine ganze
Funktion F mit

f=¢ef oder In f=F.

Das 148t sich leicht direkt einsehen: Es ist

'@ S
= an Z
@ nzz:{
eine ganze Funktion. Man wihle F(0) mit 0 < arg F(0) < 27 und
f(0) =",
also F(0) = In £(0), und
> a
F(z):=F0)+ y —— "
nz=(; n+1

Dann ist F ganz, und es gilt
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Daraus folgt

F2)\’ '\ o F
(e ) - UF-fe

f@ f?
also
@ =c f(2)

mit ¢ = 1. Im folgenden verwenden wir In f(z) := F(z).

Es sei von nun an

0o

Dl = F@) = f(2) = In|f()| +iarg f(2).

n=0
Dann ist mit @, = @, + 18, und z = re
Re F(z) = In|f(z)| = Re Z a, 7" = Z (@ cOS N — B, sin n).
n=0 n=0

‘Wir setzen nun
If )] < Ae™ (+)

mit A > 0, B> 0und 0 < a < 1 voraus. Dann folgt aus der Monotonie des Logarithmus

Z r"(a, cosnp — B, sinng) <In A + Br?,
n=0
und fiir m > 1 erhalten wir nach Multiplikation mit (1 + cos mep) bzw. (=1 + cos myp) durch Integration iiber (0, 27)

2rnag + wr'ay, < 2n(InA + Br?)

und
—2nay + nr'ay, = —27(InA + BrY).

2(0.’0—11114_ B )SQMSZ(—QO_IHA+ B

Fm ym-a ym ym-a :

Zusammen bedeutet das

Fiir » — oo folgt daraus «,, = 0. Analog findet man §,, = 0. Mithin gilt
Satz 13.11.5: Die Abbildung f sei ganz, besitze keine Nullstelle und erfiille Abschéitzung (). Dann ist f konstant.
Wie die Exponentialfunktion zeigt, ist der Satz fiir @ = 1 falsch. Fiir beliebiges a € Rg folgt aber
@ =P =0,

wenn m > [a] ist. Also gilt im Falle allgemeiner a € Rg

[a]

f@ =exp [Z an Z"] .
n=0

Beispiel 13.11.6:
1. Es sei

[es) Zn
f@ =), an)!”

n=0
Dann ist

s 2" B s \/EZn VA
1f@)I < 2, i - Z; o <

Mithin gilt Abschitzung (*) mit A = B=1und @ = % f ist nicht konstant und besitzt deshalb mindestens eine
Nullstelle. f hat sogar unendlich viele Nullstellen. Das zeigen wir indirekt: Es seien zj, .. ., zx die Nullstellen
und

k
P(2) := Z(z - Zn)-
n=1
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Dann ist g := f/P ganz und hat keine Nullstelle. Fiir geniigend groB3es r folgt

1@ < VA

Yz, lzl >r g2 = Pe)| = IP(z)I ,

und es gilt erst recht mit einer Konstanten K
Vz, 2 <r gl <K

Es ist also fiir alle z
lg(2)| < max(1,K)e V!

Mithin ist g konstant, also g = ¢, und es folgt der Widerspruch

f=cP.
2. Es sei .
N e
f@) = Z) e
Aus ,
o o N (21) _[20)  2n)!
Zoueb _;(1)>(n)‘<n!>2
folgt
o (2‘/H)2n
If(z)|<2—(2n)! < 2Vl

n=0
Deshalb besitzt auch f unendlich viele Nullstellen.

Damit haben wir gleichzeitig bewiesen:
Satz 13.11.7: Es sei f ganz transzendent mit
If@) < AP,

wobei A >0, B> 0und 0 < a < 1 ist. Dann besitzt f unendlich viele Nullstellen.

13.12 Isolierte Singularitiiten

Betrachten wir nun Abbildungen, die in C holomorph sind, isolierte Punkte ausgenommen: Es sei also zum Beispiel
a€Cund
[+ C\lag} —=C
holomorph. Wir wollen das Verhalten von f in der Umgebung der isolierten Singularitit a studieren, mogliche
Singularititen klassifizieren, den Cauchyschen Integralsatz auf diese Situation verallgemeinern und interessante
Folgerungen ziehen.
Es seien r < R,
K(a;r,R) := {zeC | r<lz—a <R}
ein Kreisring und f holomorph in K. Wir wihlen r < p < P < R, und es sei z fest mit p < |z — a| < P. Dann folgt
aus dem Cauchyschen Integralsatz

f@) = fi(x) + f2(2)

_ -1 Jits) Jits)
i) = 2ﬂ19§“|:p ;o de wnd f@) = oo SEM el

Dabei verabreden wir, dafl Integrale iiber geschlossene Kreislinien stets dem Uhrzeigersinn entgegengesetzt orien-
tiert sein sollen. Offenbar ist f; in {z eC | |z —al > p} holomorph, und es gilt fiir |z] — oo

lim |f;(@)| = 0

mit

Andererseits ist f; in B(a, P) holomorph.
fi nennt man den Hauptteil von f und f, den Nebenteil. f; enthilt die Singularitdt von f in a, das heif3t, f;
beschreibt das singuldre Verhalten von f an der Stelle a. Es gilt:
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Satz 13.12.1: Es sei f in K(a; r, R) holomorph. Dann gibt es eine in {z eC l |z —al > r} holomorphe Funktion f
und eine in B(a, R) holomorphe Funktion f, mit

VzeK@@nrR) [f()=fi@+ [
Dabei kann fi so gewdhlt werden, daf3 gleichmdflig bzgl. arg z

lim |f1(2)I =0
ist. Durch diese Bedingung sind f| und f, eindeutig festgelegt.

Beweis: Es sei z € K(a;r, R). Dann wihlen wir p, P, f;(z) wie im vorangegangenen. f; und f, hidngen nicht von p
und P ab, solange nur r < p < P < R erfiillt ist. Das folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz. Wir miissen also nur
noch die Eindeutigkeitsaussage beweisen. Es sei auch

f=g1+9

mit |g;(z)] — O fiir z — co. Dann ist in K(a; 7, R)

fi—g1=92— fo.
Es sei
,rz{ﬁ—glin&e©|m—m>n
’ g»— f» in B(a,R).
Dann ist & eine ganze Funktion mit
lim [h(z)| = 0.

Aus dem Satz von Liouville folgt daher 4 = 0 und damit f; = g; sowie f> = g». O

Der Nebenteil f, von f 146t sich als holomorphe Funktion in B(a, R) durch eine Potenzreihe darstellen:

A@ =) az-a)"
n=0
Wir mochten auch fiir f; eine solche Reihenentwicklung angeben. Diese wird im allgemeinen natiirlich singulére
Terme enthalten. Um eine solche Beschreibung zu gewinnen, entwickeln wir um den Punkt co. Dazu verwenden
wir die biholomorphe Abbildung

F : B(0,1//)\{0} — C\B(a,r)
1

w o —  a+—.
w
Mit z = F(w) ist dann
1

z—a

w =

Ferner ist
fioF : B(@O,1/r\{0} — C

holomorph, und aus |f;(z)| — 0 fiir |[z] — oo folgt
lirr(l)(fl o F)(w) = 0.
w—

Deshalb kann f; o F holomorph auf B(0, 1/r) fortgesetzt werden, und es ist dann (f; o F)(0) = 0. Wir entwickeln
nun fi o F um den Nullpunkt in eine Potenzreihe:

(fi o F)w) = )" bu".
n=1

Diese Reihe konvergiert in |w| < 1/r, und mit w = (z — @)~ wird daraus

o bn
h@ =),

n=1

Wir setzen nun a_, := b,,. Dann ist
-1

hi@) = Z an(z = a)",

n=-—00

und diese Reihe konvergiert fiir alle z mit |z — a| > r. Insgesamt erhalten wir also
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Satz 13.12.2: Es sei f in K(a; r, R) holomorph. Dann ist

00

Vze KanR) fG)= Z an(z - a)'.

n=—oo

Dabei konvergiert
-1

D, az-a

in C\B(a, r) lokal gleichmdif3ig gegen den Hauptteil von f und

00

Z an(z - a)”

n=0

in B(a, R) lokal gleichmdf3ig gegen den Nebenteil von f. Es gilt mitr < p <R

1 f
= e 4
= o SéB(a,p) (¢ = ay! ¢

Zum Beweis haben wir nur noch die Formel fiir die a, herzuleiten. Sie folgt natiirlich aus der Formel fiir die
Koeffizienten in den Potenzreihenentwicklungen von f; und f,. Direkt sieht man sie so: Fiir |z = pmitr < p < R
und n € Z konvergiert

(e

(z f(cf))nﬂ = Z aj(z— a)j_n_l

j:—oo

gleichméBig. Integration tiber dB(a, p) ergibt daher nach Beispiel 13.3.1.3

Z dz .
56 f(—),m dz = angg =2nia,. |
9B(ap) (T — @) dBap) L — 4

Die soeben vorgestellte Reihenentwicklung wird nach P.A. LAURENT (1813—-1854) benannt.

Definition 13.12.3: Eine Laurentreihe ist eine Reihe der Form

oo

Z a,(z—a)".

n=-—oo
Sie heifit in z; konvergent, wenn dort sowohl Y, - -+ als auch Y, - - - konvergieren.
-1
Z an(z - a)n
n=—0o
heifst Hauptteil der Laurentreihe und
oo
Z an(z = a)"
n=0

ihr Nebenteil. Gleichmdfsige bzw. lokal gleichmdflige Konvergenz sollen sich jeweils auf den Haupt- und Nebenteil
beziehen.

Wir nennen r Konvergenzradius des Hauptteils, wenn

00

S

n=1

in einer Umgebung des Nullpunktes den Konvergenzradius 1/r hat. Der Konvergenzradius des Nebenteils sei R.
Ist dann » < R, dann konvergiert die Laurentreihe lokal gleichméBig in K(a;r, R). Ist r > R, dann konvergiert sie
auf keiner offenen Menge. Es gilt

Satz 13.12.4: In K(a;r,R) sei

Q=) ac-ay
Fiir alle p € (r,R) und n € Z gilt dann

la,l < p™ sup |f(2)l.
lz—al=p
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Der Beweis folgt unmittelbar aus der Formel fiir die a,.

Es sei nun mit £ > 1 und g, # 0

00

@)=Y az-ay

n=—k
Dann sagen wir, f habe in a einen Pol der Ordnung k. Im Falle

00

f@)= Z an(z — a)"

n=—oo

nennen wir f in a wesentlich singuldir. Dabei sollen natiirlich unendlich viele Koeffizienten des Hauptteils von Null
verschieden sein.

Den Punkt Unendlich klassifizieren wir wieder, indem wir f in € diskutieren. Es sei

F : C\{o} — C
1

w > —.
w

Dann untersuchen wir f o F fiir w — 0. Eine ganze Funktion f ist dann ganz rational, wenn f o F im Nullpunkt
hochstens einen Pol besitzt, andernfalls ist sie ganz transzendent.

Beispiel 13.12.5:

1. Es sei z
f@) = —.
z—-1
fistin C\{1} holomorph. In einer Umgebung U(1) lautet die Potenzreihenentwicklung
I+z-1 1
f=—m = —+1.
z-1 z-1

f besitzt also einen Pol erster Ordnung in Eins. In einer Umgebung U(0) lautet die Potenzreihenentwicklung

—< N n
f(Z)=1_—2=_nZ=:‘Z'

Diese Reihe konvergiert in B(0, 1). In einer Umgebung U(co) lautet die Entwicklung

1 1
0= o7 = L

f ist also im Punkte co holomorph, und die letzte Reihe konvergiert in {z € C | |z] > 1} U {co}. Man lasse sich
aber nicht tduschen, dies ist keine Entwicklung in U(0); f ist im Nullpunkt nicht singulér.

2. Es sei
2z 1 1

f(z)::zz—lzz—1+z+1'

S hat Pole erster Ordnung in z = 1 und z = —1. Im Punkte oo ist f holomorph. Mit w = 1/z ist ndmlich

f@ =2 = 2wy w?,
n=0

1—w?
3. Es ist o
. ow 1 7"
= 1/z = =
f(Z) =€ nzz(:) n!z n;oo (—n)!

im Nullpunkt wesentlich singuldr und im Punkte co holomorph, denn e” ist in U(0) holomorph.

4. Es soll
f@ = +z-D@E+1)

erkldrt werden. f hat in z = +1 und z = oo Singularititen, und zwar in z = +1 Verzweigungspunkte, man

vergleiche §13.9.6. Mit w = 1/z ist
VI —w)(1 + w).

SN

f@)=
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Die Wurzel rechts ist in U(0) holomorph. f hat also im Punkte co einen Pol erster Ordnung und dort keinen
Verzweigungspunkt. Wir schneiden daher C liangs [—1, 1] auf, oder etwa ldngs

{ZEC | z=¢"%, OStpSn}.
Dann gilt in U(0)

2
f(z)=i\/1—12:i{1—%i...}

mit dem Konvergenzradius eins und in K(0; 1, c0)

2
f(Z)zl{l—w—i-u}:Z—ii..._
w 2

5. Es ist R 5
i 1
f(Z):z Slnzz_{z_z_i...}zl_z_i...

Z Z
eine ganze Funktion. Die zunéchst formal auftretende Singularitidt im Nullpunkt ist hebbar.

Die Resultate, die wir in §11 fiir das Verhalten ganzer Funktionen im Punkte co erhalten haben, lassen sich
leicht auf Funktionen iibertragen, die in einem Punkt zy € C singulir sind. Es folgt analog Satz 13.11.3

Satz 13.12.6: Die Abbildung f sei in C\{zy} holomorph und habe in 7 einen Pol. Dann gilt
VK>0 36>0 Vz lz—2l<6 |f@I>K
und analog zum Satz von Casorati-Weierstral3
Satz 13.12.7: Die Abbildung f sei in C\{zo} holomorph und in zo wesentlich singuldr. Dann gilt
V6>0 Ve>0 VceC dAzlz—z20l<d [f(e)—cl<e.
Wir erkldren nun
Definition 13.12.8: Die Abbildung f heifit auf der offenen Menge U C C meromorph, wenn
f - U\Pf —C
holomorph ist. Dabei sei Py, die Menge der Pole von f, diskret.
Man sieht leicht:
Satz 13.12.9: Die Abbildung f sei auf U meromorph. Dann gilt

VaeU AViaeVcU vzev fo=99

h(z)’
Dabei ist V offen, und g, h sind holomorphe Funktionen in V.

13.13 Der Residuenkalkiil

Der Residuenkalkiil ist fiir praktisches Rechnen und viele Anwendungen duflerst wichtig. Ich erinnere zunéchst an

Beispiel 13.3.1.3: Es war
w .| 2m fiirn=-1
Séz = (2= 20)"dz = { 0  sonst.
—20|=r

Hat f nun in zp € C eine isolierte Singularitit, dann ist in einer Umgebung von zg

00

f@=) az-z)

mit
LY S T
" 2mi lz—zol=r (Z - Zo)n+1 N
insbesondere also |
a1 = -— f@dz.
2mi

lz=z0l=r
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Definition 13.13.1: Die Abbildung f besitze in zy € C eine isolierte Singularitdt. Es sei

00

Q=) a-z)

n=—oo
die Darstellung von f an dieser Stelle. Dann heifit a_y das Residuum von f in z.
Es gilt

Satz 13.13.2: Es sei f in G holomorph mit Ausnahme endlich vieler isolierter singuldiirer Stellen. Es sei I ein ge-
schlossener Weg in G, f sei auf T holomorph. Dann ist die Summe der Residuen von f in den von I umschlossenen

singuldren Stellen gleich
1
— 95 f@)dz.
2 r

Wir zeigen nun einige Anwendungen. Es seien f in G meromorph und I ein geschlossener Weg in G. f besitze
auf I weder Nullstellen noch Pole. Es sei N die Anzahl der Nullstellen und P die Anzahl der Polstellen von f in
dem von I' berandeten Gebiet, jeweils entsprechend der Vielfachheit gezéhlt. Dann gilt

Satz 13.13.3: Es ist

1 Lre,

T2 Jr fQ)

Bemerkung 13.13.4: Der Satz gilt entsprechend fiir a-Stellen; man nehme nur f — a anstelle f.

Beweis:

1. Es sei z; eine Nullstelle der Vielfachheit @ € N. Dann gilt in einer Umgebung von z;
f@) =ae(z—2)" +--+  mita, #0.
Daraus folgt mit geeigneten c,

f@ _eaez—z) '+ a
7O - ane— i —Z_Z]+C0+C1(Z_Zl)+-...

f’/f besitzt an der Stelle z; also das Residuum «a.

2. Es sei z; eine Polstelle der Ordnung 8 € N. Dann gilt in einer Umgebung von z,

f@ bs ithy %0
7)) = e mi _ .
(z—2) p
Daraus folgt mit geeigneten d,
[@ _ Bbpe-z2)F '+ B
= = +do+di(z—2)+---.
f@ bs-m) P+ -z " e =22)
f’/f besitzt an der Stelle z, also das Residuum —f. Das beweist den Satz. O

Es folgt wieder der
Fundamentalsatz der Algebra: Ein Polynom n-ten Grades P,(z) besitzt genau n Nullstellen.
Beweis: Nach Satz 13.11.3 gibt es ein r > 0 mit
Yz, |2 >r |Pu(2) > 1.

Mithin liegen alle Nullstellen in B(0, r), und es ist mit a,, # O fiir |z] > r

Pi@ _nad '+ 4a _n NG
P,(2) a7zt + -+ +ag e 7
mit geeigneten ¢;. Daraus folgt aber
1 P(z
A )dz =n. O

B 2_m |zl=r Pn(Z)
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Wir wollen einer Funktion f auch im Punkte co ein Residuum zuordnen. Denken Sie an

1
f@):=-.
Z

f hat im Nullpunkt das Residuum 1, und wir hatten verabredet, das Verhalten von f fiir z — oo durch das Verhalten
von

f(l) fiirw — 0
w

zu charakterisieren. f(z) = 1/zist dort also holomorph. Trotzdem ordnet man f im Punkte oo ein Residuum zu und
definiert
-1 (1
res f(z) = res {—zf(—)} .
7=00 w=0 | w w

res f(z) = —1.

Fiir f(z) = 1/zist also

Das mag zunichst verwundern. Der Grund dafiir ist, da3 mit dieser Wahl der folgende Satz richtig ist.

Satz 13.13.5: Die Abbildung f sei bis auf endlich viele singuldire Stellen in C holomorph. Dann gilt

k

Z res f@=0.

i=1
Dabei sind die Residuen aller singuldren Punkte zu summieren, der Punkt oo wird mitgezdhlt.

Beweis: Es seien etwa zj, ...,z die von co verschiedenen singuldren Stellen der Funktion f und zz = oco. Der
geschlossene Weg I enthalte die Punkte zi, . .., zx im Inneren. Dann ist 56_ f(z)dz=0.

[ ] [ ] T
s ey Zk-1 T )
° b I,
I
r
Die geschlossenen Wege I'; und I'; seien wie in der Skizze gewéhlt. Dann gilt
0= prad= rads § s
r Iy I
und wir erhalten
k=1
95 f(z)dz = 2ni Z res f(z).
rl j=1 =z
Nun ist mit w := 1/z
1
dz = —Edw,
also
-1 (1
é f(@)dz =1lim {—2 f(—)} dw = 2ni res f(z).
I P20 Jlwl=p (W =
Das beweist den Satz. O

Es sei noch einmal wiederholt: Fiir grof3e z sei

00

f@) = Z a, 7"

n=—o0o

Das heift, in einer Umgebung des Punktes w = 0 gilt
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Dann ist
res f(z) = —a_;.
7=00

Es folgt eine Reihe von Beispielen:

Beispiel 13.13.6:
1. Es ist

f‘x’ dx
oo T+ "

1 1 1 1
f@:= 1+22 _5{z—i_z+i}

Zum Nachweis gehen wir von

aus. Es ist also |
0O = 5

Es sei Hg := {z eC | |zl <R, Imz > 0}. Dann ist also

f(z)dz = n.
OHg
Nun gilt fiir R — oo
* dx R dx
j,; 1+ x2 — 0 und j:m 1+ x2 -0
sowie R
bd
f@)dz] < — 0.
'nfl;l—R,lmz>O | R2 -1

Daraus folgt die Behauptung.
2. Es st

f"“ dx  on
o l+x6 T 3

z=es D firk=1,2,...,6

Der Nachweis verlduft vollig analog. Mit

ist
1 1
1+ z—z) (22

Dabei liegen z;, 2, z3 in der oberen Halbebene. Wir berechnen die Residuen an diesen Stellen. Es ist
1+ =1+2+ @ - =C-2)@ +u++2)),

also
1

e/ = (63) = g2

Mithin betrigt die Summe der Residuen in der oberen Halbebene

—é {ei%r +el? +ei%”} = —é{eig +1 —e‘i%} = —é {2sing + 1} = —%.

Daraus folgt die Behauptung.

3. Esistfira>1

fzﬂ dp  2n
o a+sing pZ_1

Zum Nachweis verwenden wir z = e'¥ und
. 1 1
sing = —[z—-—].
14 2i ¢ b4

49
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Dann ist

f” o _, 95 dz
o a+sing  Jio 22 +2aiz-1
Der Nenner hat die Nullstellen

71 = i(—a+ Va? - 1) und 7 = i(—a— az — 1).
Davon liegt wegen z1z, = —1 nur z; in B(0, 1), und es ist

1 1 1

res - = = :
=a 22+2aiz-1 zi—-2 2ivVaZ -1

Daraus folgt die Behauptung.
4. Esist mita,b € R und |a| > |b|

f 2 dy 2
o a+bcosy NZ_p2
Der Nachweis erfolgt analog. Es ist

fzﬂ dp 2 9§ dz
o a+bcosg ib Jy 22+2%z+1
Der Nenner hat die Nullstellen

a [a? a a?
Zl=—z+ ﬁ_l und Z2=—Z— l?—l.

Davon liegt nur z; in B(0, 1), und es ist

1 1 b

res = .
=z Z2+2%z+1 21—=22 2Va2 =2

00
cos ax _
f sdx=me e,
oo 1+ x

Wir gehen analog zum ersten Beispiel vor und schreiben das Integral als

00 iax
€
[
e 1+ x

eiaz

f@) = —

1+ 72

5. Fiir @ > 0 ist

Dann gilt mit

e—a/

und f@dz=mne™.

res f(2) = —:
z=1 2i OHg

Nun st firImz=y > 0
|ele| — |elax—ary| <1.
Deshalb folgt fiir R — oo

< -0

R? -1 ’

f f(@)dz
|z|=R,Im z>0

o .
sin x
f —dx=m.
o X

Der Integrand hat im Nullpunkt keine Singularitit. Wir integrieren

und damit die Behauptung.
6. Es ist

iz

f@) ==
Z
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iiber den Rand 0Wg, von Wk, := {(—=R, R) X (0, )\ B(0, €) und fiihren die Grenziibergéinge R — co und &€ — 0
durch. Es ist

f(@dz=0

OWpe
Fiir e - 0 und R — oo erhalten wir

fgidx+ Re—ixdxzf smx f —dx f —Smxdx.
R X e X X
Ferner ist fiir R — o
R +1R -y 2 R
f(z)dy} U dy| < —f e’dy — 0
.f0x| =R R + iy R Jo

R R eixe’R
dx| = d
'IR,y—R J@dx ‘[R x+1iR .

0 0 1
f f(z)dz=f {—+i—zi--~}dz—>—i7r.
m,|zl=¢ 7, lz=¢ \

Daraus folgt die Behauptung.

sowie

“R
S2Re——>0
R

und fire - 0

7. Es ist

00

In x 1

o +xp 2

Zum Nachweis schneiden wir die Ebene lings R auf und integrieren iiber den Rand W von
. 1 11
W, =: B(0,)\S, mit S, =B|0,- O,r)x|——, —
r ror

und  £(2) := R(z)(In 2)°.

Es seien

1
R(z) := m

Wir haben dabei das Quadrat des Logarithmus genommen, weil sich bei einer linearen Funktion der Realteil,
nédmlich In x, lings R ja gerade wegheben wiirde. Wegen

|In z| < Inlz| + 27

gilt dann fiir r — oo

f(pdz— A
oW,
mit
A = f R(x)(In x)*dx — f R(x)(In x + 27i)* dx
0 0
= —47rif R(x)Inxdx + 4772f R(x) dx.
0 0
Nun hat f(z) in z; = —1 einen Pol, und es ist
o) = (Inz ag+ai@+ ) +a+ 1)+
YT vy @+ 1P
also )
1d dlInz .
= = - — 1 2 = —_— = 1 - .
zr=ezsl f@) =a 2 dzz( n2) =1 dz Z l=—1 &
Mithin ist
A =27 + 277,

8. Wir berechnen Fresnelsche Integrale

fsinxzdxzf cosxzdle\/z
0 0 2V2
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Solche Integrale treten in der Optik auf. Sie sind nach A.J. FResNEL, 1788-1827, benannt. Es seien
f@=e*
und OWy, der Rand des Sektors
g
Wg = {zeC | |zl <R, O<argz< Z}
Dann erhalten wir

f(@dz=0.
OWg

R
f e dx — ﬁ
0 2

bekannt (man quadriere und fiihre Polarkoordinaten ein). Es ist ferner

Nun ist fiir R — oo

T /4 T /4 ) ) -
I = f f(Z) dZ —iR f e—R cos 2cpel(4p—R stcp)d(p’
0 0

,|zZI=R

also fiir R — oo

\1]

IA
=
° 3
=
e
¥
(o]
2
[
S
QU
|
[STR-
° 3
IS
|
%,
(o]
2
<
QA
<

IA
| >
s
CDI
®
1
<
-
g
<
|
=
|
)
|
5
<

SchlieBlich ist
R R N
2 x 1+ ;
_f f)dz = ‘f e eidr= s |,
0,9=7% 0

und es folgt daher fiir R — oo

oder

Das ergibt die Behauptung.

13.14 Fortsetzung holomorpher Abbildungen

Es seien G; und G, zwei Gebiete mit
GiNGy, #0

und fi, f> in G; bzw. G, holomorphe Abbildungen. Stimmen f; und f; dann in einer offenen Teilmenge von
G N G, iiberein, dann stimmen sie in G| N G, tiberein; das folgt aus dem Identitdtssatz. Wir sagen dann auch, f;
und f, seien holomorph fortsetzbar. Mit G := G| U G ist dann ndmlich
f: G — C
| fik firzeG
¢ J@= { fz) firzeG,

eine holomorphe Abbildung. f; = f| G; sind Teildarstellungen oder Elemente vonf.

Nun tritt natiirlich die Frage auf, wie man erkennt, ob eine vorliegende Abbildung f fortsetzbar ist, und wie
man mogliche Fortsetzungen findet.

Betrachten wir folgende Situation: Es sei in B(z;, 1)

00

f@)=f@:=) ayz-2)"

n=0
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eine konvergente Potenzreihe mit dem Konvergenzradius p;. Dann ist p; < oo, denn sonst wire f; eine ganze
Funktion, und die Frage nach der Fortsetzung wiirde sich nicht stellen. Es sei nun
2 € B(Zl’pl)r

und es gelte in einer Umgebung von z,

00

fi@=H@ =) aiz-2)"

n=0

Der Konvergenzradius von f; sei p,. Dann ist

P22 p1 =l -zl

Es sei ferner ¢ € dB(z;, p1) definert durch

o1 =l —zl+1{ -zl

Dann sind zwei Fille moglich:

1. Esist p; = |{ — z»|. Dann ist f in ¢ nicht holomorph und eine Fortsetzung liangs des Strahles von z; nach £ nicht
moglich.

2. Esist pp > |{ — z5|. Dann ist f; eine Fortsetzung von f und f in { holomorph.

Beispiel 13.14.1: Es sei

e

Zn
(CEDYmatt

n=2

n 2 . . . .
Diese Reihe hat wegen \n? = (\/ﬁ) — 1 den Konvergenzradius eins. Sie konvergiert sogar fiir alle z € dB(0, 1),
aber trotzdem existiert ein Punkt £ € dB(0, 1), in dem f nicht holomorph ist (sonst wire der Konvergenzradius

groBer als eins). Wegen
IR o
f@= ;:1 .

sieht man sofort, dal f in ¢} := 1 nicht holomorph ist. Durch Differenzieren folgt
7 _ - n _ 1
[ = ; Sl

und daraus
f@=z+0-2)In(1 -2).
f hat also in | einen Verzweigungspunkt. Fiir ein £ € dB(0, 1) mit  # {; ist f jedoch fortsetzbar. Es sei etwa

zp = —1/2. Dann ist
1 2 1 2 — (2( 1))
= — f—— — Z+_ N
1 -2 3 1 _.% (Z + %) 3 :E: 3 2

n=0
und diese Reihe hat den Konvergenzradius 3/2

2 e _ 2 S 2 1 "
@) = Z(Z)‘E;)(§(“§)) ,

ist also eine Fortsetzung von f” iiber ¢, := —1 hinaus. Damit erhélt man auch eine Fortsetzung von f.
O

Nehmen wir nun an, f sei in B(zg, r) holomorph und iiber { € dB(z, r) hinaus holomorph fortsetzbar, etwa
langs eines Weges I', den wir uns mit Kreisen B(a,r,), a € I, iiberdeckt denken. In diesen Kreisen sollen die
Fortsetzungen jeweils konvergieren. Nehmen wir weiter an, dafl I' das Holomorphiegebiet von f wieder trifft; der
Punkt P etwa werde zum zweiten Mal erreicht.

Dann kann es durchaus vorkommen, daf} der Funktionswert f(P) beim zweiten Mal verschieden ist von dem
ersten. Die in unserem letzten Beispiel diskutierte Funktion ist ein Kandidat dafiir. Es ist sogar moglich, dal die
Funktion f nach der Fortsetzung in P singulidr wird. Als Beispiel dafiir betrachte man in einer Umgebung von
70 =1

f@ = Inz— 27

Setzen wir f(z) langs dB(0, 1) fort. Dann verschwindet der Nenner nach einmaligem Umlaufen.

Es gilt jedoch der ,,Satz vom eindeutigen Umlaufen®.
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Monodromiesatz: Es seien G einfach zusammenhingend und f holomorph in zo € G. f lasse sich von zo aus
lings eines jeden Weges in G holomorph fortsetzen. Dann ist f in G (eindeutig) holomorph fortsetzbar.

Beweis: Es sei I ein geschlossener Weg in G mit zg € I'. I' werde von endlich vielen Kreisen B(z;, r;) tiberdeckt,
in denen f holomorph ist. Dann erhalten wir nach einmaligem Umlauf den alten Wert zuriick: Wir wollen das
indirekt zeigen und wihlen dazu einen Polygonzug durch die z;. Weil f in den B(z;, r;) holomorph ist, erhilt
man beim Fortschreiten lings des Polygonzuges denselben Wert wie beim Fortschreiten lings I'. Wir ziehen nun
eine Diagonale im Polygonzug. Da wir angenommen haben, daf3 man nach einmaligem Umlaufen einen anderen
Wert erhilt, mufl dieser Effekt auch schon in mindestens einem der Teilpolygone auftreten. So fahre man fort.
Man erhilt schlielich ein Dreieck mit dieser Eigenschaft, das ganz in einem Holomorphiegebiet liegt. Das ist ein
Widerspruch. O

Zum Abschluf} betrachten wir noch einmal
1
f@)=z+-.
z
f ist eine meromorphe Abbildung.

|

ZZ

1
f/(Z):l_Z_Z:

hatin z; = 1 und zo = —1 Nullstellen, und es ist f(z;) = w; = +2. Die Umkehrabbildung g := f~! existiert also nur

lokal. Formal erhilt man |
gw) = > fw+ Jw-2)w+2)}.

g besitzt also die Verzweigungspunkte w; und w,. Um g eindeutig zu erkldren, mufl man die w-Ebene von w; nach
w, aufschneiden, etwa liangs [-2, 2], oder eine zweiblittrige Riemannsche Fldche benutzen. Wegen

f(e¥) =2cos¢

wird die so aufgeschnittene w-Ebene entweder auf den Einheitskreis oder sein AuBeres abgebildet.

13.15 Darstellung meromorpher Abbildungen

Meromorphe Funktionen sind im wesentlichen durch die Vorgabe ihrer Nullstellen und Pole bestimmt. Das wollen
wir in diesem Abschnitt zeigen und Darstellungsformeln angeben. Wir beginnen mit

Satz 13.15.1: Die Abbildung f sei ganz und besitze keine Nullstelle. Dann gibt es eine ganze Funktion h mit
f = e
Der Beweis wurde bereits in §13.11 ausgefiihrt.

Folgerung 13.15.2: Die Abbildung g sei ganz. Dann laft sich jede ganze Funktion mit denselben Nullstellen in
der Form

ge

mit einer ganzen Funktion h darstellen.

Wir wollen nun eine ganze Funktion mit vorgegebenen Nullstellen konstruieren. Zwei Fille sind moglich:
Entweder besitzt f endlich viele Nullstellen oder f besitzt unendlich viele Nullstellen, die sich nur im Unendlichen
hiufen konnen. Interessant ist nur der zweite Fall. Hier gilt der

Satz von WeierstraB: Es sei N eine Punktmenge, die sich im Endlichen nicht héuft. Dann gibt es eine ganze
Funktion g mit der Nullstellenmenge N.

Beweisskizze: Offenbar ist N abzihlbar, N = {z1,2, ...}, und es liegt nahe
00 z a;
[10-3)
Y

anzusetzen. Dabei sei a; die Vielfachheit der Nullstelle z;. Nun wird das unendliche Produkt im allgemeinen aber
nicht konvergieren, und wir miissen kurz iiber das Konvergenzverhalten solcher Produkte sprechen.
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Definition 13.15.3: Es seien a, € C. Dann heifst

ﬁ(l +ay)

konvergent, wenn

Ve>0 dnyeN Vm,n>ng <eg

(00

Jj=m+1

gilt. Das Produkt heif3t absolut konvergent, wenn

ﬁ (1 + lay)
n=1

konvergiert.
Es gilt das Konvergenzkriterium

Satz 13.15.4: Es seien p, > 0. Dann konvergiert

genau dann, wenn

8

Dn
n=1
konvergiert.
Beweis: Es seien
n n
P,:=||(1+p;) und S, :=ij.
J=1 j=1
Dann ist
S, <P,
Aus 1 + x < e* fiir x > 0 folgt aber auch
P, < e

Das beweist das Kriterium.

55

O

Wir fahren jetzt fort im Beweis des Satzes von Weierstrall und konstruieren konvergenzerzeugende Faktoren

e 50, daB
sl z @y
7) 1= 7% 1= 2 ]en®@
9(2) H [( Zn)
konvergiert und die gesuchte Funktion darstellt. Wegen
u2 7
(A -we" 7)Y =0

folgt fiir kleine u € C

W2
(1 —u)=e Wz,

z 1(£)2+...+i(£)k"
7 2\z kn\zn)

Es liegt deshalb nahe, die ganzen Funktionen

gn(2) = — + =

zu nehmen. Dabei sei k, € N moglichst klein, aber so gewéhlt, dafl

(*)
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absolut konvergiert. Eine solche Wahl ist moglich, etwa durch &k, := n — 1 + @,. Denn es sei z € C fest. Dann gilt

1
< =
€

<n

dng VYn>ny

oder wegen x < e*

Die Majorante )., e konvergiert.

Es sei nun

£ = [(1 - i) W] =t
Zn

g(z) = 2% ﬂ (1 + f2(2).
n=1

also

Wir haben zu zeigen, daB Y7, |f.(z)| konvergiert: Es sei z festund mita > 0,k > 0,u € C, Ju| < 1/e < 1/2

h(u) = [(1 _ u)ett+§+...+%]zy 1

Dann ist

lh(uw)] =

s

k+1
el ) _ 4

und mit

erhalten wir deshalb
Ih(u)| < e = 1.

Nun ist
|m5aw“%1+w+mﬁ+~)szaw“h

also wegen e* — 1 < xe” fiir x > 0 schliefSlich
()| < 2 ajult*! 2"

Mit u := z/z,, k := k,, @ := @, und wegen

z ky+1
Yn>ny 2a,|— <1,
(weil die Summe dariiber konvergiert) folgt dann
ky+1
|fn(z)| < 2 ea, |—

Mithin konvergiert

D 5@

n=1
fiir jedes feste z. Das beweist den Satz von Weierstral3. O

Beispiel 13.15.5: Wir konstruieren eine ganze Funktion f mit der Nullstellenmenge N = Z. Jede Nullstelle habe
die Vielfachheit eins:

Fiir n € N, seien

0 firn=0
j firn=2j-1,jeN
—j furn=2j jeN.

Dann konvergiert
(o)
2

<n
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wir konnen also k, = 1 wihlen. Es folgt

n=1 j=1 j=1
Damit wird
sinrz = e"@ 7 1_[ (1 - ,—2),
TR
mit einer geeigneten ganzen Funktion /(z). Im nichsten Beispiel werden wir e"@ = 7 zeigen. O

Zur Darstellung meromorpher Funktionen f geht man analog vor und zeigt

f(2) = m(z) + g(2)

mit einer meromorphen Funktion m und einer geeigneten ganzen Funktion g. Der entsprechende Satz wird nach
G. MrttaG—LEFFLER, 1846-1927, benannt.

Satz von Mittag-Leffler: Es sei M eine Punktmenge, die sich im Endlichen nicht hduft. Dann gibt es eine mero-
morphe Funktion m mit vorgegebenen Polen in M.

Beweisskizze: Es seien die Polstellen z; mit den Hauptteilen

a(j) a(_j;

~aj

hj(z) =

—+...
(z—z)v 72—z
J J

vorgegeben. Dabei sei zp = 0, falls 0 € M. Im allgemeinen divergiert

i hi(z),
=

sonst wiire nichts mehr zu beweisen. Wir suchen daher konvergenzerzeugende Subtrahenden g ;(z) mit

m@) = ho(2) + Y (h2) - 9,(2))-

J=1

Dabei werden die ganzen Funktionen g; fiir j > 0 folgendermaBen definiert: In einer Umgebung des Nullpunktes

sei
hj(z) := Zay) Z
1=0
und
ki—1
) I
g9j(2) = Z a7
1=0

Dabei sei k; so gewihlt, daf3

e

VR>0 Vzj,lgl>2R Ap;>0, ) pj<oo, Vzld<R  |h)-g;@)| < p;

J=1

gilt. Dann folgt aus
YR>0 dneN Vj>n |z >2R

die Konvergenz von

00

> i@ -9,

j=n+1

in B(0, R). Mithin ist

(e

H@ =D (hi@) - g,)

j=n+1

in B(0, R) holomorph, und wir erhalten

m@) = ho(@) + ) (h12) - 9,2) + fu(2). 0

J=1
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Beispiel 13.15.6: Wir konstruieren eine meromorphe Funktion mit M = Z, z, € M wie im Beispiel 13.15.5, und
den Hauptteilen

1
ha(2) = .
- Zn
Fiirn > 1 ist
-1 z z\
hy(2) = — 1+—+(—) +- 0.
Zn Zn Zn
Wir wihlen k,, = 1, also
1
gn(z) = -
Zn

Dann folgt fiir alle z mit |z] < R und alle z, mit [z,,| > 2R
1|z ( z )2

_— | — + _ + P

Zn Zn

|n(2) = 9u(2)| =
|2

Wir erhalten also

Il
N | =
+
Nk
—_—
[\l
I =
o
&=
~——
Il
N | =
+
gk
—_
—_
N
| | —
~
~.| —
~——
—_—
I\l
+ | =
~.
|
~.| —
~——
P —

m(z)

Damit ist also zum Beispiel
1 SR
neotmz = — + ZZZ 5> +t9@)
< pari Al n

mit einer ganzen Funktion g. Wir wollen g bestimmen: Es ist

(cotnz) = ‘—271 ,
sin” 7z
also
e 1 < 1 1 ,
- =—= - + +4'(z
sin? 71z 22 nZ::‘ ((Z -n3?  (z+n)? 9@
oder
% 1 n?
=) — -
g ”:Z;X) (z-n)?  sin’nz
Die Abbildung g’ geniigt der Funktionalgleichung
’ ’ 1 ’
g +g+7) =492 (*)
Es ist ndmlich
1 1 1 1 1 4

S T3 RIS )
sin“ 7z  sin” mw(z + 5) sin“mz COS“MZ  sin“;z-cos?mz  sin” 2nz
sowie

00

1 S 4
Z G-n? Z (2z - 2n)?

n=-—o0 n=—o0o0

e

1 = 4
2, @+3-n? 2 i

n=—o0o n=—0o
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Aus Gleichung () folgt ¢’ = 0, denn es seien m;, my, m3 Maxima von |¢g’| auf dB(0,r;) mit r; = 1, r, = 3 und

2
r3 = 2. Dann folgt aus dem Maximumprinzip
my <mp <my
und aus Gleichung (x)
dmz < my +my < 2mj3.

Mithin ist m3 = 0.
Deshalb gilt mitc € C
mcotmz = m(z) + c.

Aus
ncot(—mz) = —m(z) + ¢

und cot(—z) = — cot z folgt schlieBlich ¢ = 0, also

1 > 1
7rcot7rz:—+2zz 5 5
2 n:lZ -n

Integrieren wir diese Gleichung etwa von 1/2 bis z, dann erhalten wir aus dieser Darstellung

) 2
Insinnz =1Inz + Zln(l L )+const

2
n=1 n
oder
. = 7
sinzrz = kzl_!(l - E)
Aus )
. sinmz
lim =7
7—0 Z
folgt dann schlieBlich

0 2
. Z
s1nn'z=7rz|| 1——2.
n=1 n

13.16 Periodische Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir meromorphe Funktionen untersuchen, die die wichtige Eigenschaft der Periodizitét
besitzen. Es sei also
f . C—C

mit
fz+w) = f(2).
Dabei heifit w # 0 Periode von f. Wir kennen bereits periodische Funktionen, erinnert sei an

27

f@):=ev”
oder auch an cos z und sin z. Man sieht leicht:
Satz 13.16.1: Mit w, und w, sind auch nyw, + nywy, n; € Z, Perioden.
Es sei nun Q die Menge der Perioden der Abbildung f. Dann gilt
Satz 13.16.2: Es sei f meromorph und nicht konstant. Dann besitzt Q im Endlichen keinen Héufungspunkt.

Beweis: Es sei a € C ein Haufungspunkt von Q und (w,,) eine Folge mit w,, — a. Dann sind
VYneN g, :=wp —w,

ebenfalls Perioden von f, und es gilt £, — 0. Mithin ist Null Haufungspunkt von Q. Das fiihrt aber zu einem
Widerspruch: Es sei f in b € C holomorph. Dann ist

VI’ZEN f(b+811)=f(b)’
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und aus dem Identitiitssatz folgt f(z) = f(b) fiir alle z. f ist aber nicht konstant. O

Wir machen nun folgende Fallunterscheidung:

1. Q liege auf einer Geraden:
Diese Gerade geht dann durch den Nullpunkt. Denn es sei w; € Q mit moglichst kleinem Betrag gewihlt. Dann
gilt
YneZ nwp€Q.

Die Gerade geht also durch den Nullpunkt, und ein beliebiges w € Q kann als
w=tw; =0n+rw

geschrieben werden mitn € Z, t,r € Rund |r| < 1. Dann ist aber r w; € Q, also r = 0 und w ein Vielfaches von
w. Es gilt also

W
Y wy, wy € Q — eR.
wy

2. Q liege nicht auf einer Geraden:
Wir wiéhlen nun zwei Perioden w; und w, mit moglichst kleinem Betrag, aber mit

“YlgR,
wy

Die Vektoren von Null nach w; bzw. w; sind also linear unabhéngig, und das Dreieck mit den Eckpunkten 0, w,
und w; enthilt keine weiteren Perioden. Es sei P das Periodenparallelogramm mit den Eckpunkten 0, w1, w,
und w + w,. Weil mit w; und w; auch w; + w; Periode ist, sind die Eckpunkte von P Perioden. P enthilt weder
im Inneren noch am Rande weitere Perioden. Es sei nun w € Q beliebig. Dann gilt analog zum ersten Fall

w=Hwi +hw = + rl)a)l + (1’12 + rz)u)z.
Daraus folgt wieder r; = r, = 0. w ist also ganzzahliges Vielfaches von wy, ws.

Es gilt also

Satz 13.16.3: Die Perioden einer meromorphen Funktion f # const lassen sich entweder aus einer Periode w,
oder aus zwei Perioden w1, w, mit

YigRr
w)

ableiten.

Im ersten Fall nennt man f einfach periodisch und im zweiten Fall doppelt periodisch.

13.16.1 Einfach periodische Funktionen

Es seien zur Vereinfachung w; = 1, also
fz+1) = f(2),
und f im Nullpunkt holomorph. Es sei ferner
p : C — C
2 o (=)=
¢ bildet den Streifen
{zEC | O<Rez<1}

auf die lings R aufgeschnittene C-Ebene biholomorph ab. Es ist

1
=¢ ') = Sne

Es sei
g:=fop .
Dann ist g fiir alle { € C\{0} eindeutig definiert. Die Vieldeutigkeit des Logarithmus wird durch die Periodizitét

von f gerade aufgehoben. g besitzt die f entsprechenden Singularititen. Moglicherweise kommt { = 0 hinzu.
Dieser Punkt entspricht dem Punkt z = x + ico.
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Beispiel 13.16.4: Wir betrachten
f(z) = sin2nz.

Es ist

1 . ) 1 1
in?2 - 2miz _ —2niz —— I
sin 27z o (e e ) % ({ {),

also

YR
9(5)—5(5—2)-

Wir wihlen nun y; und y; so, da} f im Streifen
S ::{zec ' Y1 SImZSyz}

holomorph ist. Ein solcher Streifen existiert offenbar immer, weil f als meromorph vorausgesetzt wurde. Dann ist
g im Kreisring

K(0;7r2,71) := {g’ eC | e =iy <<= efz"y‘}

holomorph und wird dort durch die Laurentreihe

o)

9= Y, al"

n=—oo

mit

1 g(0)

a, = "
n 27 =r é’n+1

¢, m<r<r,

dargestellt. Daraus folgt in S

o

f(2) = Z a, e2rinz

n=—o0o0

a, = f f(Z) e—2mnz dZ
Imz=yg

mit

und y1 < yo < ya.

Speziell erhélt man hierdurch die klassischen Fourierreihen. Es sei ndmlich f in einer Umgebung der x-Achse
holomorph. Dann kénnen wir yy = 0 wéhlen und erhalten mity; < 0 < y;

00

fl») = Z a, ¥ fiir y; < Imz < yo.

Dabei ist
1
a, = f f(x)e 2 gy,
0

Fiir reelles z = x bedeutet das

f(x) = ap+ Z {(a, + a_,) cos 2nnx + i(a, — a_,) sin 2wnx}

n=1

(o)
= ap+ Z {a, cos 2nnx + B, sin 2nx}
-1

1
ap: =ap = |) f(x)dx
@ =a,+a, =2 fol f(x)cos2nnxdx

B =ilan—a.) =2 f(x)sin2mnxdx.
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13.16.2 Doppelt periodische Funktionen

Im folgenden betrachten wir doppelt periodische meromorphe Abbildungen. Solche Funktionen nennt man, der
Tradition folgend, elliptisch. Sie treten ndmlich bei der Berechnung des Umfangs von Ellipsen auf.

Es seien wy, w; fest gewahlt mit w;/w, ¢ R. Es sei ferner K die Menge aller elliptischen Funktionen mit den
Perioden w;, w,. Dann gilt

1. Die konstante Abbildung gehort zu K.

2. K ist ein Korper.

3. Mit f € Kistauch f" € K.

4. In einem Periodenparallelogramm gibt es nur endlich viele Pole.

5. Die Funktion f € K ist durch ihre Werte in einem Periodenparallelogramm vollstdndig bestimmt.

Dabei erhilt man ein beliebiges Periodenparallelogramm Pp durch

Pp={z=zo+§ | 70 € C, {eP}

mit

P:= {r1w1 + rw; ‘ 0<r,mn< l}.
Definition 13.16.5: Die Anzahl der Pole in einem Periodenparallelogramm heifst der Grad von f.
Aus dem Satz von Liouville folgt unmittelbar
Satz 13.16.6: Eine elliptische Funktion vom Grade Null ist konstant.
Es gilt auch
Satz 13.16.7: Die Summe der Residuen einer elliptischen Funktion in einem Periodenparallelogramm ist null.

Beweis: Wir wihlen ein Periodenparallelogramm Pp so, daf keine Pole am Rande liegen. Es sei [a, b] die Strecke
von a nach b. Dann ist

f)dz f f(z)dz+~~+f f)dz
oPp [z0,20 w1 ] [z0+w2,20]

f[ O~ fla+ wn)dz- f (f@) - fz+ w)dz = 0.

[z0,z0+w2]

Folgerung 13.16.8: Es gibt keine elliptische Funktion vom Grade eins.
Ebenfalls folgt

Satz 13.16.9: Es sei r > 2 der Grad der elliptischen Funktion f. Dann nimmt f in jedem Periodenparallelogramm
einen beliebigen Wert ¢ € C genau r-mal an.

Beweis: Mit f ist auch
f/
f-c
N-r= A =0,
oPp f —-C

elliptisch. Mithin ist

alsoN =r.

Wir konstruieren nun eine elliptische Funktion vom Grade r = 2. Durch Differenzieren erhélt man daraus
elliptische Funktionen hoheren Grades. Dazu machen wir den Ansatz

1
f@)= = +9(2)

mit einer im Periodenparallelogramm P holomorphen Funktion g. Weil eine Konstante in g nicht interessiert,
wihlen wir mit holomorphem p

1
9(2) == = + 2 p(2).

Wir werden zeigen, dal} ¢ existiert und dadurch festgelegt ist. Diese Funktion ¢, die Weierstrafssche Pe-Funktion,
spielt in der Theorie der elliptischen Funktionen eine groB3e Rolle. Sie ist ein moglichst einfaches Beispiel fiir eine
elliptische Funktion, und es 1468t sich zeigen, dal man jede andere elliptische Funktion als rationale Funktion von
¢ und o’ darstellen kann.

Wir wollen p nach dem Satz von Mittag-Leffler konstruieren und zeigen dazu
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Lemma 13.16.10: Es sei w = njw; + npwy mit nj € Z. Dann konvergiert

3 1
lwP
Dabei soll },* bedeuten, daB iiber alle ny,n, € Z mit (n1,n,) # (0,0) summiert werden soll.

Beweis: Es seien A,, die Anzahl der Perioden w in
Sh :={w€C | nslw|<n+1}

und ¢ fest gewihlt mit 0 < 2& < min (Jw |, |w,]). Wir legen um jede Periode w € S, einen Kreis mit dem Radius .
Dann ist
n& Ay <mf(n+1+8)7 = (-2} = (1 +2)(1 +2n).
Es gilt also
dngeN Vn>ng A, <nk(e ng)

oder
1 1 ck

oy, = Z | |3SC'AH'§<¥.

n<|wl<n+1
Das beweist das Lemma. a
Es seien nun fiir N := (ny,n,) # (0,0)
WN = niw) +nawy
Perioden, sowie

1
ho(2) = =

PRSI SR B _1{1+2z+}
NZ_(Z—CUN)Z_%ZV(I_Q)LN)Z_“’?V

und

Hauptteile. Dann suchen wir ganze Funktionen gy(z) mit

m() = ho(@) + ) (hy(@) = gn(),
N

und zwar so, daf3 fiir festes z und ny = ny(z)
D @ - an)
IN|>mo
konvergiert. Dabei sei |[N| = |n1| + |n2|. Um das zu erreichen, wihlen wir
1
gn(@) = —.
Wy

Dann gilt
VYR>0 dnpeN VN, |N|>ny |wnl>2R,

und fiir |z] < R folgt

1 1| | =22+ 2zwy 3R |wnl
(z-wn)? W (2 — wy)? Wy, |z — wyl* lwnl?
3R B 3R . 12R
loyllz — wnl? (1 RV 7 lonP
JonP(1 = 05)

Mithin konvergiert
1 1

_ 2 2
(z-wn)  wy

INI>ng

1 * 1 1
m(z)=2—2+z ((Z—w)z_i)

nach Lemma 13.16.10.
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ist somit eine meromorphe Funktion mit den Hauptteilen 4, hy. Insbesondere ist
1

mz) - -

( zz)

m(=z) = m(z)
2 * 1 1
_1_3_22 (z—-w)? - _zz(z—w)T

Offenbar ist m’ periodisch und hat den Grad drei. Aus m’(z + w;) = m’(z) folgt mit einer Konstanten ¢

=0.

z=0

Wir zeigen, daf m(z) elliptisch ist: Es ist

m'(z)

m(z +wy) = m(2) +c,

insbesondere fiir z = —w; /2

Mithin ist ¢ = 0, und es gilt
m(z + wy) = m(z).

Analog folgt fiir eine beliebige Periode w
m(z + w) = m(2).

Die so konstruierte elliptische Funktion zweiten Grades nennen wir ¢(z), also ¢(z) := m(z). Natiirlich gibt
es noch andere elliptische Funktionen zweiten Grades, zum Beispiel solche mit zwei verschiedenen Polen erster
Ordnung im Periodenparallelogramm.

Als néchstes leiten wir die Differentialgleichung fiir p durch Koeffizientenvergleich ab: In U(0) ist

p() = = N A EE

') = —Z% 20z +des 4+
(©'(2) = ;6 - % —16¢4 4 -
(9@) = Zl6+%+3c4+..._

Daraus folgt
(9)* — 49> +20c, p = —28¢4.

Auf der rechten Seite konnen ndmlich keine Terme hoherer Ordnung mehr auftreten, weil es auler der Konstanten
keine holomorphe elliptische Funktion gibt. Analog folgt aus

6
@"(Z): Z_4+2C2+...

die Differentialgleichung

1’

9" —69° = —10c,.

Wir wollen noch die Konstanten ¢, und ¢4 angeben: Es sei

1 * 1 1
p(z) = S/J(Z)_Z_z = Z {m—;}
Dann folgt
1 7 *
o = 60 =3)

_ Ly _ *
G o= g (0)_525.
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Man bezeichnet auch

]
g = GOZ e = 20c¢;
]
gz = 1402 J = 28cy.
Dann ist
®) = 49’ —gp -9 .
"o _ 3_92 *
g’ = 69’ -3

In der Theorie der elliptischen Funktionen zeigt man nun, da$ sich zu vorgegebenen g, und g3 mit
9 -27¢;#0

stets Perioden w; und w, finden lassen mit

« 1 « 1
=60 — und g5 =140 ) =

Es gibt dann also immer eine p-Funktion zu diesen Werten. Das besagt der Satz von Picard.

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt

49 —grp—g3 =4 —e)(p — e2)(p — €3),

w1 w) w1+ Wy
a=o(z) e=v(3) e=v(=77)

und man rechnet

nach. Es ist also

9 =2(p —ep —e)(p — e3),
und es gilt
, .. w1 wry W] + (00
' () =0 fiirz R >

Elliptische Funktionen treten zum Beispiel bei der Berechnung des Umfangs von Ellipsen auf. Daher der Name.
Es seien etwa 0 < b < a und x = acos ¢, y = asin ¢. Dann erhilt man mit & := (a> — b*)/a?

= 4f A1+ (x0)?dx 2f \/azsincp+b2C0S2<pd<p = f A1 —ecos?pdy
0

f V1—8x2 » ! 1 -—ex?
1- x2 1 4/(1=x2)(1 —sx2

Allgemein bezeichnet man als elliptisches Integral ein Integral der Form

fR(x, \/a0+a1x+---+a4x4)dx

mit einer rationalen Funktion R. Mit Hilfe der elliptischen Funktionen lassen sich solche Integrale angeben. Be-
trachten wir einen einfachen Fall:

fw dt

= e——
wy 48 — got — g3
dw

e = (4w - gw —gs,

w(z) =) +c¢

Dann ist

also

oder firc =0

2= (w).

Elliptische Funktionen treten auch bei dem Problem der Uniformisierung auf: Denken wir zunéchst an den
Kreis
P+t -1=0
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oder allgemeiner an eine ganz rationale Funktion G(x, y) in x, y (an ein Polynom). Dann definiert
G(x,y) =0

eine algebraische Kurve, dabei seien x,y € C zugelassen. Das Problem der Uniformisierung besteht nun darin,
zwei Funktionen eines Parameters ¢ zu finden, die diese Kurve darstellen. Es geht also um das Auflosen einer
impliziten Gleichung. Im Fall des Kreises ist das leicht. Es sei

x = @(t) ;= cost.
Dann ist ¢’(f) = —sinz und
O+ () =1
Das heif3t, der Kreis wird durch
x=¢() und y=¢' )

uniformisiert. An solchen Uniformisierungen mit x = ¢(f) und y = ¢’(¢) ist man besonders interessiert, weil sie
das Integrieren erleichtern. Betrachten wir noch zwei Beispiele:

1. Das Weierstraf3sche Gebilde
Yy - (4x’ = grx —g3) = 0.

Wenn 4x° — gox — g3 drei verschiedene Nullstellen hat, ist g3 # 27g3. Man wihlt dann die WeierstraBsche
p-Funktion zu diesen g, g3 und erhilt die Uniformisierung

x=9(), y=9'().

2. Das Legendresche Gebilde
Y =>0-x)1-ex*) mite#0,]1.

Es sei
s(u) : ! u—(1+K(w,w)) w
- —_—— = _— l’ 2 —_— e
V) — e3 3!

die Sinus amplitudinis Funktion. Fur k = 0 ist s(«) = sin u. Man kann zeigen, daB sich zu & Perioden w;, w; so
angeben lassen, daf} die zu w,, w, gebildete Funktion s der Differentialgleichung

()Y =1-sH1-¢e5%

geniigt. s und s’ liefern also die Uniformisierung des Legendreschen Gebildes.

3. Erinnert sei noch an die Pendelgleichung in Beispiel 8.1.2.5,6. Dort waren wir auf das elliptische Integral

I—fl du
0 V(I —u)(1-Ku?)

fiir die Schwingungsdauer gestoflen. Dieses Integral fiihrt also auf das Legendresche Gebilde, und es ist

1=5"'(1).
Wir hatten es mit dem Gauflschen Verfahren des arithmetisch-geometrischen Mittels berechnet.

Es gibt noch viele schone Anwendungen der Theorie der elliptischen Funktionen, auch in der Zahlentheorie.
Hierauf kann ich nicht weiter eingehen. Verwiesen sei auch auf A. Hurwitz und R. Courant: Funktionentheorie.
Vierte Auflage 1964. Springer-Verlag, Berlin.

13.17 Konforme Abbildungen

Es seien G, G, zwei Gebiete in C und
f . G1 —> G2

eine biholomorphe Abbildung. Nach Definition 13.9.2 bzw. Satz 13.9.3 heifit eine solche Abbildung konform. f
ist dann winkel- und orientierungstreu und im Kleinen maf3stabstreu. Wir sagen auch

Definition 13.17.1: Zwei Gebiete G, G, in C heifien konform #dquivalent, wenn es eine konforme Abbildung
f . G] 4 G2

gibt.
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Zwei Aufgaben stellen sich:
1. Man bestimme Klassen konform dquivalenter Gebiete.

2. Man bestimme alle konformen Abbildungen eines Gebietes auf sich.

Zur Beantwortung der ersten Frage mochte man ein Normgebiet als Reprisentant einer solchen Klasse angeben
und das Normgebiet charakterisieren. Zur Beantwortung der zweiten soll die Gruppe aller konformen Abbildungen
eines Normgebietes auf sich bestimmt werden. Man sucht also die Automorphismengruppe des Normgebietes.

Diese Fragen kann ich in der zur Verfiigung stehenden Zeit hier nicht in voller Allgemeinheit angehen. Viel-
mehr werde ich nur einen wichtigen Speziallfall kldaren. Vorweg als Mitteilung einige Resultate:

Normgebiet Automorphismengruppe
C w=az+b mita # 0
A _az+b . 0
C W= d mit |ad — bc| = 1
B0, 1) w=9rb  icaa—ph=1
bz+a
C\{0} wip = az*! mita # 0
B(0, D\{0} w = el¥z mit ¢ € R
{z eClt << r} wiy = ez mitg e R

Unser Ziel hier ist der Beweis des berithmten Riemannschen Abbildungssatzes, namlich

Riemannscher Abbildungssatz: Es sei G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet mit G #+ C. Dann ist G zu
B(0, 1) konform dquivalent.

Auflerdem zeigen wir

Satz 13.17.2: Es seien G wie im Riemannschen Abbildungssatz und zo € G. Dann gibt es genau eine konforme
Abbildung

f : G— B(,1)
mit f(zo) = 0und f'(z) > 0.
Wir beginnen mit vier Bemerkungen:

1. C und C sind nicht konform #quivalent zum Einheitskreis; C und B(0, 1) sind aber hom3omorph iquivalent. Eine
konforme Abbildung
f : C— B(0,1) oder f : C— B(0,1)

wire namlich beschriankt und damit aufgrund des Satzes von Liouville konstant. Die Abbildung
f : C — B0

Z

[ —
1+]z

ist ein Homdomorphismus. Es ist

-1 _ w
=

2. Wir zeigen
Satz 13.17.3: Die Automorphismengruppe des Einheitskreises besteht aus allen Abbildungen

+b -
w:C_lZ mit aa—bb = 1.
bz+a

Bewelis:

(i): Jede Abbildung

w=CFb it aa-bb=1
bz+a
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ist ein Automorphismus des Einheitskreises. Wegen la> = 1 + |bf? ist ndmlich @ # 0 und mit A = —b/a und
e =a/a

w:ewz_i1 mit AA = bb_
1-Az 1+bb

Nach §13.9.3 ist diese spezielle Mobiustransformation eine Abbildung des Einheitskreises auf sich.

<1.

(ii): Es sei w = f(z) ein Automorphismus des Einheitskreises mit dem Fixpunkt z = 0. Dann folgt aus dem
Schwarzschen Lemma in §13.10
If@I <zl und |f'(O) < 1.

Weil f konform ist, ist f’(0) # 0, und fiir g := f~! gilt ebenso ¢’(0) # 0. Nun g o f = id. Daraus folgt

d
1=d—(g°f) =@ o N f| =40 10,
Z z=0 z=

also |f’(0)| = 1. Dann folgt aus dem Schwarzschen Lemma
fx) =¥z mit g €eR.

(iii): Es sei nun g ein beliebiger Automorphismus des Einheitskreises mit g(0) = ¢ € B(0, 1). Dann ist

z—c
1-c¢z

h(z) :=
ein Automorphismus mit i(c) = 0. Also ist & o g ein Automorphismus mit dem Fixpunkt Null. Das bedeutet
(hog)z) =€z

oder .
1

g(z)=h" (ei‘pz) _ Sfeve b

cevz+1 bz+a

mit

a:=re¥? b.=re¥?c

und zunéchst beliebigem r € R. Nun ist
aa —bb = r*(1 - c?).

Man wihle also r := (1 — ¢¢)!/2. Damit hat g die gewiinschte Form. |

3. Aus dem Vorangegangenen folgt bereits die Normierung in Satz 13.17.2. Es seien ndmlich fiiri = 1,2
fi + G— B(0,1) mit fi(zo) =0 und f/(z) =:p; >0
und A die Automorphismengruppe des Einheitskreises. Dann existiert ein g € A mit
fa=g°ofi
und
0 = f2(z0) = 9(0)
sowie
p2=h) = o) fi| =g O)p.
Es ist also g(0) = 0 und ¢’(0) > 0. Aus

+b _
9@ = L2 it aa—-bb=1
bz+a

folgt dann b = 0, also |a| = 1 und
g(@)=

Q|
\Y%
]

Also ist a reell und g(z) = z.
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Bemerkung 13.17.4: Natiirlich hétte man die Normierung auch anders vornehmen kénnen, zum Beispiel durch
Vorgabe von arg f'(zo) mit f'(zo) # 0.

4. Es geniigt, den Riemannschen Abbildungssatz fiir beschrinkte Gebiete zu zeigen. Es gilt ndmlich
Satz 13.17.5: G ist zu einem beschrinkten einfach zusammenhdngenden Gebiet konform dquivalent.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein Punkt ¢ € C mit ¢ ¢ G. Mithin gibt es mindestens zwei Punkte aus C,
die nicht zu G gehoren, ndmlich a und co. Mit G ist auch CG in € einfach zusammenhingend. Mithin gibt es einen
Weg von a nach co in CG. Wir schneiden C lings dieses Weges auf und bilden

f1 : G — C
Z VZ —a.

Diese Abbildung 146t sich eindeutig definieren, und
fi © G— Gi= fiG)

ist konform mit f]‘l(w) =uw? +a.

Es sei nun z; € G;. Dann ist —z; ¢ G, denn beide Punkte hitten sonst dasselbe Urbild. Aufgrund des Satzes
von der Gebietstreue gibt es zu z; ein B(z;,p) € G| mit B(—z;,p) ¢ G;. Als néchstes betrachten wir deshalb die
Abbildung

fzIGl — C
1

Z .
Z+7

Fiir diese Abbildung gilt
1
—z1 00 und B(-z1,p) — {w ‘ |w| > —}.
P

Mithin bildet
1 Gi — Gy := f2(Gy) C B(0, ﬁ)

biholomorph ab. Die Gebiete G und G, sind also konform &dquivalent. G, ist beschrdnkt und ebenfalls einfach
zusammenhingend. Letzteres wegen

Lemma 13.17.6: Es sei G einfach zusammenhdngend und
f i G—G
biholomorph. Dann ist G’ einfach zusammenhdngend.

Zum Beweis sei daran erinnert, da3 G genau dann einfach zusammenhiéngend ist, wenn jeder Zyklus I' in G
nullhomolog ist, und das ist nach Satz 13.4.3 genau dann der Fall, wenn fiir jede holomorphe Abbildungg : G — C

fg(z) dz=0
r

ist. Es sei nun I" ¢ G’ ein Zyklus, g auf G’ holomorph und I := f~!(I"). Dann ist

frr gw)dw = fr(g ° /@) f'(2)dz =0,
weil G einfach zusammenhéngend ist. O
Es sei schlieBlich b € G, und
LG — C
: — Le-».

Dann ist | f3(z)] < 1, also
5 Gy — B(O,1).
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Mithin geniigt es, den Riemannschen Abbildungssatz fiir einfach zusammenhingende Gebiete G mit
0eGcB(O,1)
zu beweisen. Das soll im folgenden geschehen.

Zunichst werde an einige Begriffe und Resultate tiber Folgen konformer Abbildungen erinnert. Dabei seien die
Mengen U, V c C stets offen.

1. (f,) konvergiert auf M gleichmifBig gegen f <=
Ye>0 dAnpeN VYnxny YzeM |f,(2)-f)|<e.
2. (f,) konvergiert auf U lokal gleichmiBig gegen f 1=
VYzoeU 3AV(zo) cU mit (f,) konvergiert auf V(zp) gleichmiBig.

Es sei nun # eine Menge (Familie) auf M c C definierter Funktionen.
3. ¥ heifit beschrinkt ;=
dceR) YzeM VfeF |f@l<c

4. Eine auf U definierte Familie ¥ heif3t lokal beschriankt : e
Ve U V() U mit {fIV | feF} istbeschrinkt.
5. F heilit gleichartig stetig : &=
Ye>0 36>0 Vz,oeM, |zi—2l<6, VfeF |f(z)-f)l<e.
6. Eine auf U definierte Familie # heif3t lokal gleichartig stetig :&=
VYzoe U dV(zp) cU mit {f|V | fe 7"} ist gleichartig stetig.
7. (f,) konvergiert auf U lokal gleichmiBig gegen oo :&=
VKeU VYR>0 dAnyeN VYn>ny YzeK |f,(2)]=R.

8. Eine auf U definierte Familie holomorpher Funktionen ¥ heifit normal :<= Jede Folge in ¥ besitzt eine
Teilfolge, die lokal gleichmifig gegen eine holomorphe Funktion oder co konvergiert.

Als erstes zeigen wir nun

Lemma 13.17.7: Es sei (f,) eine auf G C C lokal gleichmdfig konvergente Folge holomorpher Funktionen mit
nicht konstantem Grenzwert f. f habe in zo € G eine k-fache wy-Stelle. Dann gilt

Ve>0 3AV,zpe VC B(zp,e) G, dAngeN Vn=ny f,,lV hat k wy-Stellen.

Beweis: O.B.d.A. sei wy = 0. Man wihle 0 < § < & so, daB f|B(zo,6) nur in z verschwindet und daB (f;) in
B(zo, 6) gleichmiiBig konvergiert. Es seien ferner

n:=min{|f@)| | z € dB(z,6)} > 0
und ny € N so gewihlt, dal
Ynzny Yze€0B(zo,6) |fu(2)—f@I<n
ist. Fiir 0 < A < 1 sei nun
hy = f+A(fu = )
Dann ist hy = f, h; = f,, und wegen

[A(fu = NI <n < 1fl auf dB(zo,6)

verschwindet £, dort nicht. Mithin ist
1 h\(2)
27t Jop(zp.0) 1a(2)

die Anzahl der Nullstellen von %, in B(z, ). Der Integrand hingt stetig von A ab, und es ist N, € Z. Mithin ist N,
beziiglich A konstant also Ny = Nj. O

dz

N,1:
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Folgerung 13.17.8: Sind die f, injektiv, dann ist auch f injektiv.
Es sei nidmlich f(z;) = f(z2) = wo fiir z; # 2. Dann gibt es disjunkte V;(z;) so, daB fiir alle n > ng die f, in V; und
V, eine wy-Stelle besitzen.

Im folgenden sollen konvergente Teilfolgen ausgewihlt werden. Dazu sei an Satz 8.2.8 erinnert, den

Satz von Arzela-Ascoli: Es seien M C R" kompakt und (f;,) eine beschrdnkte und gleichartig stetige Folge auf M
definierter Abbildungen. Dann gibt es eine auf M gleichmdf3ig konvergente Teilfolge von (f,).

Die lokale Version dieses Satzes lautet

Satz 13.17.9: Es seien U C R" offen und (f,) eine auf U lokal beschrinkte und lokal gleichartig stetige Funktio-
nenfolge. Dann gibt es eine auf U lokal gleichmdf3ig konvergente Teilfolge von (f,).

Es seien nun U C C und f, in U holomorph. Dann vereinfacht sich die Situation, denn es gilt

Satz 13.17.10: Eine auf einer offenen Menge U lokal beschrinkte Menge holomorpher Funktionen ¥ ist lokal
gleichartig stetig.

Beweis: Es seien B(a,r) ¢ U und |f| < k auf B(a,r) fiir alle f € . Wir zeigen die gleichartige Stetigkeit auf
M := B(a,r/2): Es sei & > 0. Dann gilt fiir alle f € ¥ und z;,z, € M

f f(@dz
[z1.22]

1§ sou
2mi lz—al=r ({_Z)z

|f@2) = fz)] =

< |zo = z1]l max|f'(2)l.
ZEM

Nun ist aber fiirz € M
< 4k

= s
r

@)=

also

er
Vi, 20€ M, |21 — 22| <6 := w YeF |f()-f)l<e.
Es gilt also der nach P. MonTEL, 1876—-1975, benannte Satz

Satz von Montel: Es sei (f,) eine auf der offenen Menge U C C lokal beschrinkte Folge holomorpher Funktionen.
Dann besitzt (f,) eine lokal gleichmdfiig konvergente Teilfolge.

Die Grenzfunktion einer solchen Folge ist wieder holomorph. Das folgt aus dem Satz von Weierstraf3 in §13.7.
Mithin gilt
Satz 13.17.11: Eine lokal beschrinkte Familie holomorpher Funktionen ist normal.

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir den Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes zu Ende fiihren.
Es war G einfach zusammenhéngend mit
0eG c B(0,1),

und wir suchen eine konforme Abbildung
f : G— B(0,1).

Es sei
F :={f:G — B(0,1) | f istinjektiv und holomorph mit f(0) =0, f'(0) > 0}.

¥ ist nicht leer, denn id(z) = z gehort zu 7. Die Familie 7 ist durch eins beschrinkt, also normal. Es sei

a :=sup f'(0).
feF

Weil id zu F gehort, ist 1 < @ < 0. Es sei (f;,) eine Folge mit f, € # und f,(0) — «. Dann existiert eine Teilfolge,
die wir wieder (f,) nennen und die lokal gleichmiflig gegen die holomorphe Funktion f konvergiert. f ist in G
eindeutig erklirt, das besagt der Monodromiesatz, und aus dem Satz von Weierstral} folgt

J2(0) — f(0).

Mithin ist f’(0) = @ < co. Wegen @ > 1 ist f nicht konstant. Aus |f,| < 1 folgt zunichst |f| < 1, und aus dem
Maximumprinzip sogar
VzeG |f(2) < 1.

SchlieBlich ist f injektiv nach Folgerung 13.17.8. Es ist also
feTF.
Zu zeigen bleibt noch f(G) = B(0, 1). Dazu benutzen wir



72 13 Funktionentheorie

Lemma 13.17.12: Es sei G ein einfach zusammenhdingendes echtes Teilgebiet des Einheitskreises mit 0 € G. Dann
gibt es eine injektive holomorphe Abbildung

h:G — B(0,1) mit h(0)=0 und h(0)>1.

Wir beenden zunéchst den Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes und zeigen anschlieend das Lemma. Es
sei also B := f(G) # B(0, 1) und & nach Lemma 13.17.12 gewihlt. Dannist h o f € ¥ mit

(ho fY©) = o f)-f|_,=H(O)a>a
im Widerspruch zur Definition von a. Damit ist der Riemannsche Abbildungssatz bewiesen. O
Beweis von Lemma 13.17.12: Es sei ¢ € B(0, 1)\G. Dann ist ¢ # 0. Es sei ferner

s : B@O,1) — B(,1)

z—c
A
1-¢z
ein Automorphismus des Einheitskreises. Dann ist 51(0) = —c und s{(0) = 1 — ¢¢ > 0. 51(G) ist nach Lemma

13.17.6 einfach zusammenhingend und enthélt den Nullpunkt nicht. Mithin existiert

Sy S](G) b B(O,l)
7z — Wz

s, ist eine injektive holomorphe Abbildung. Es seien d := s,(—c) = |d| e € B(0, D\{0} und

s3 : B0,1) — B(,1)
i(gz_d
1-dz

Z > €

ein Automorphismus des Einheitskreises. Es sei schlie3lich
h : G— B(0,1), h:=5308,0s].
h ist eine injektive holomorphe Abbildung. Dann gilt
51(0) = —¢, s2(-0)=d, s3(d) =0,

also h(0) = 0 und

i0

1 1 e
$10)=1-c¢, $5(2) = 7——=, sH(-c)= =, s4(d) = .
1 2 25:(z)" 2 2d° ? 1-dd
Daraus folgt
HO) = (sho(s205)- (55085
= s3(d) - s5(=c) - 57(0)
_ 1 -cc
20d|(1 = dd)

Es sei nun x = |d|. Dann ist 0 < x < 1, und es gilt mit F(x) := A’(0)

1-x* B 1+ x2
2x(1-x2) 2x

F(x) =

Wegen

1+ @D
2% 2x2

ist F'(x) eine monoton fallende Funktion in 0 < x < 1 mit F(0) = +co und F(1) = 1. Deshalb ist

F(x)=1 <0 fir0<x<1

F(x)>1 in O<x<1.

Das war zu zeigen. O
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13.18 Randwertaufgaben in der Potentialtheorie

Zur Vertiefung des Verstidndnisses soll nun noch ein Ausblick auf Randwertaufgaben gegeben werden. Randwert-
aufgaben treten bei vielen physikalischen Fragestellungen auf. Es seien etwa G C R" ein Gebiet, A ein Diffe-
rentialoperator, g eine Funktion auf G und /4 eine Funktion auf dG vorgegeben. Dann sucht man eine Losung u
mit
Au=g¢g inG und uldG =h.

Eine solche Randwertaufgabe nennt man Dirichletsche Randwertaufgabe. Natiirlich sind auch andere Randwert-
aufgaben moglich. Erinnert sei an §8.5, wo wir analoge Probleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen bereits
behandelt haben. Im R" sei zum Beispiel

A== dian(0d

jk=1
mit

n
Ap>0 VEER VxeR' ) &aué > plel.
k=1

Der einfachste Operator dieser Art ist der A-Operator. Er tritt in der Physik oft auf, zum Beispiel in der Elektro-
statik. Die Losungstheorie zu A nennt man Potentialtheorie. Solche Randwertaufgaben werden in der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen ausfiihrlich behandelt.

Hier soll nur der Zusammenhang mit der Funktionentheorie herausgestellt werden. Dazu miissen wir uns na-
tiirlich auf den R? beschriinken. Wir wollen weiter vereinfachen und wihlen G c R? als ein beschrinktes, einfach
zusammenhingendes und glatt berandetes Gebiet. Natiirlich kann man allgemeinere Gebiete zulassen. Wir wol-
len andeuten, wieso der Riemannsche Abbildungssatz und das Losen der Dirichletschen Randwertaufgabe in der
Potentialtheorie dquivalent sind.

Zunichst ist klar, da3 in beiden Fillen dieselbe Differentialgleichung zugrundeliegt. Real- und Imaginarteil
einer holomorphen Funktion geniigen ja der Potentialgleichung. Zur Erinnerung: Es sei f : G — C holomorph und
f = u + iv. Dann geniigen u, v den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Oy =
+ =0,
e ()
und aus ihnen folgt Au = Av = 0. v nennt man auch die zu u konjungiert harmonische Funktion. Es gilt

Satz 13.18.1: Es seien G einfach zusammenhdingend und u in G harmonisch. Dann existiert eine zu u konjungiert
harmonische Funktion v. Sie ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Beweis: Die 1-Form w := (9,u)dx — (0u)dy ist geschlossen. Wegen des einfachen Zusammenhangs von G ist dann
fiir alle geschlossenen Wege I'
é w = 0.
r

w ist exakt, und es existiert eine 0-Form 7 mit w = dn. Es sei & =: v. Dann ist dm = (8,v)dx + (0,v)dy. Das beweist
den Satz. O

In der Einfithrung §13.1 haben wir bereits gesehen, dafl die Vektorfelder Vu und Vv aufeinander senkrecht
stehen. Hohenlinien zu u = const sind Fallinien zu v = const und umgekehrt.

Mittelwerteigenschaft, Maximumprinzip und Darstellungsformeln lassen sich auch fiir # und v im Rellen be-
weisen und als Aussagen der Potentialtheorie formulieren. Das soll hier nicht vorgefiihrt werden.

Wir wollen uns nun vielmehr direkt der Randwertaufgabe zuwenden. Eine alte klassische Losungsidee ist es
zu versuchen, die Cauchysche Integralformel reell zu schreiben. Im Komplexen ist ja fiir z € G

11D
1= 5 [ L

Man erhilt also f in G aus den Randwerten von f. Dabei muB f in G holomorph und in G stetig sein. Die
inhomogene Aufgabe 146t sich durch die allgemeine Cauchysche Integralformel in §13.5 analog 16sen. Beachten
Sie, daB f dabei durch einen singuliiren Kern in Integranden erzeugt wird, nimlich durch (£ — z)~'.

Die Dirichletsche Randwertaufgabe in der Potentialtheorie kann man nun analog 16sen, wenn man eine geeig-
nete Singularitdtenfunktion kennt. Man nennt sie Greensche Funktion y zu G. Eine Greensche Funktion ist Thnen
bereits in der Theorie der Randwertaufgaben fiir gewohnliche Differentialgleichungen in §8.5.2 begegnet. In der
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Potentialtheorie im R? ist sie durch folgende Eigenschaften charakterisiert: Es sei z = (x,y) € G festund £ = (£,1)
die laufende Variable. Dann soll gelten

1. y(-,2) € C2(G \(z}) N C1(G \{z}).
2. Ay(-,2) = 01in G \{z}.

3.9~ 2) + 5= In| - —z] € C2(G).

4.¥¢e€edG y(,2)=0.

Die Greensche Funktion ist also eine singuldre Losung der homogenen Randwertaufgabe (zu den Randwerten
h = 0). Die einzelnen Regularititsannahmen lassen sich abschwichen, insbesondere Eigenschaft 1. Aus diesen
Eigenschaften folgt leicht die Symmetrie der Greenschen Funktion,

(&2 =¥z
und 0 < y(Z, z). Man vergleiche §8.5.2 (mit p = r = 1 und ¢ = 0). Es gilt

Satz 13.18.2: Es seien u € Co(G) N C1(G), —Au =: g € Co(G), uldG =: h € C(G) und n der nach aufen gerichtete
Normalenvektor von 0G. Die Greensche Funktion y zu G existiere. Dann gilt

u(z)=f97(',z) —f h(n, V)y(:, 2).
G oG

Dieser Darstellungssatz 146t sich analog zur allgemeinen Cauchyschen Integralformel beweisen.

Das Problem besteht natiirlich darin, die Greensche Funktion zu finden. Das gelingt leicht fiir spezielle Ge-
biete (Kreise, Quader), ist aber im allgemeinen eine sehr schwierige Aufgabe. Der Grund dafiir ist folgender: Die
Cauchysche Integralformel liefert f in G aus den Randwerten f|0G. Es miissen also sowohl u|dG als auch v|0G
bekannt sein. In der Potentialtheorie hingegen ist nur #|0G vorgegeben, und man muf} sich v|0G erst verschaffen,
wenn man die Cauchysche Integralformel direkt verwenden will. Aus der Sicht der Potentialtheorie ist f also
durch Vorgabe von f|0G in der Cauchyschen Integralformel vollig iiberbestimmt, und eben das macht sie so ein-
fach. Unser Problem besteht jetzt darin, da nur Re f|0G vorgegeben ist und daf3 allein daraus f bestimmt werden
soll.

Wie gesagt, fiir spezielle geometrisch einfache Gebiete lassen sich die Greensche Funktion und Darstellungen
der Losung leicht angeben. Betrachten wir den Kreis B(0, R). In diesem Falle erhilt man aus der Cauchyschen
Integralformel mit z = re" und £ = Re¥

1
f@=—

21
SO R (7@,
2mi F)

somé—2 2o R_;

Nun ist fiir festes z € B(0, R) die Funktion
f()
R -7

in B(0, R) holomorph. Es gilt also auch

f@& R (7 QO

= — d
R -2 21 Jo IR2 — 772 ¢

und damit

f@ =

R -2 fz" Jits)
2 (-2

Daraus folgt die Poissonsche Integralformel fiir den Kreis

R -2 (7 )
=5 |, g

Sie ist nach S.D. Porsson, 17811840, benannt.
Wir behandeln nun den allgemeinen Fall. Es sei

f 1 G— B0,
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die konforme Abbildung mit f(z) = O und f’(z) > O fiir ein festes z € G. Im letzten Kapitel haben wir f konstruiert
(Riemannscher Abbildungssatz). Es sei ferner fiir € G

1 1
Y(.2) = —5-Re In f({) = —— In|f(J)].
7/

Dann ist y die Greensche Funktion zu G. Um das zu zeigen, skizzieren wir den Nachweis der einzelnen Eigen-
schaften: Es ist

F(Q) = (- 2p)
mit einer holomorphen Funktion p und p(z) > 0, also
In|f ()l = In|d - 2| + In|p(Q)

oder | |
v, 2) = o In|{ =zl = =— In|p().
g 2

Daraus folgen die Eigenschaften 1-3, und Eigenschaft 4 erhélt man aus
li =1.
Jim, yi(9]

Beispiel 13.18.3: Wir bestimmen die Greensche Funktion fiir den Einheitskreis:

Die Automorphismen des Einheitskreises mit f(z) = 0 lauten

Z z
elp o
f() = —
Es ist _
e“"
@)= T
und durch die Forderung f’(z) > 0 wird ¢ = 0, also
_4-z
10=1—=
Damit ist
Y, Z)———lnlf(§)| {—1n|§—zl+lnll—zé’|}
die Greensche Funktion fiir den Einheitskreis. O

Es sei nun umgekehrt die Greensche Funktion y zu G bekannt. Dann wollen wir aus ihr die konforme Abbildung
f : G— B(0,1)

mit f(z) = 0 und f’(z) > 0 konstruieren: Es sei z € G wieder fest und y durch

YED = —5- Il =2l + 90(&.2)
definiert. Es seien ferner y;({,z) die zu yo nach Satz 13.18.1 existierende konjugiert harmonische Funktion mit
Y0(z:2) =0
V(D) = 5wl -9+ 76
und |
F(&2):=(y +1y')¢,2) = =5 In(¢ = 2) + (v0 + 190)(C, 2)-

Es sei schliellich
f({) = e—ZnF(Lz) - ({ _ Z)e—Zn(yoJriy[*))({,z).

Dann ist
f:G—C

holomorph mit f(z) = 0 und f'(z) > 0. Aus y > 0 folgt | f] < 1, es gilt sogar
R(f) = B0, 1),
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und f ist die gesuchte konforme Abbildung. Das muf} im einzelnen iiberpriift werden. Um uns ein Bild zu machen,
betrachten wir die Schar der Hohenlinien

v({,2) =c.

Wegen y > 0 beginnt sie mit y({, z) = 0; das ist der Rand dG. Fiir ¢ > 0 erhilt man geschlossene Kurven, die sich
fiir ¢ — oo auf den Punkt z zusammenziehen. Man rechnet leicht nach, daf} die Fallinien dazu die Hohenlinien von

YD =k
sind. Diese Linien verbinden z mit dem Rand und stehen auf G senkrecht. Fiir £ = z + ge'¥ und & — 0 folgt
V') — —%r-
Bei einmaligem Umlaufen um z erhoht sich y* also um —1. Die Funktion F bildet daher G auf den Streifen
{z | 0<Rez<oco und kSImz<k+1}
ab. f bildet somit G auf den Einheitskreis ab.

Es gibt viele Methoden, Dirichletsche Randwertaufgaben direkt zu 16sen, und zwar im R" und ohne funktionen-
theoretische Hilfsmittel. Dieses Problem hat eine grofle Bedeutung fiir die weitere Entwicklung der Mathematik
gehabt, und es 148t sich spannend dariiber berichten. Ich mochte zum Abschluf3 nur noch eine nunmehr klassi-
sche Beweisidee schildern, die auch von Riemann selbst verwandt worden ist. Es geht dabei um das Dirichletsche
Prinzip:

Der Hintergrund ist ein physikalisches Prinzip, welches besagt, daf3 ein physikalischer Prozef} so abliuft, dafl
ein Energieintegral — die Wirkung — von der tatsdchlichen Losung minimiert wird. Es seien

D) := f IVol?
G

D:={ueCG)NCAG) | Du) <o und uldG = h}

das Dirichletsche Integral und etwa

der zugrundeliegende Funktionenraum. Dabei sollen G ¢ R" das Gebiet und & € C(dG) eine vorgegebene Funktion
sein. Das Dirichletsche Prinzip besagt dann, dal man die gesuchte Losung u der Dirichletschen Randwertaufgabe
durch Minimieren von D(v) fiir v € D erhilt.

Das Minimum von D(v) werde von u € D angenommen. Dann folgt fiir alle Testfunktionen ¢ € C.‘OO(G) und
allee e R
D(u + gp) > D(u)

2e f (Vu, V) + & f IVol? > 0.
G G

V¢ € Coo(G) f (Vu, Vo) = 0.
G

oder

Daraus erhilt man

Aus dieser Beziehung folgt Au = 0. Das Minimum « 16st also die Randwertaufgabe.

Die andere Richtung, namlich den Nachweis der Existenz eines Minimums, hielt man wegen D(v) > 0 zunéchst
fiir trivial. Riemann benutzte das Dirichletsche Prinzip in dieser Form zum Beweis seines Satzes. Der Einspruch
und ein Gegenbeispiel wurden dann von Weierstrafl vorgetragen. Ich habe schon oft betont, da3 Sie nicht das
Minimum mit dem Infimum verwechseln diirfen. Dies ist gerade die Stelle, an der in der Analysis dieser grof3e
Fehler gemacht worden ist, und zwar von bedeutenden Mathematikern wie Riemann. Es hat dann etwa dreifig
Jahre gedauert, bis nach vielen Versuchen das Dirichletsche Prinzip ,,gerettet” werden konnte, und zwar von Hilbert
und seiner Schule. Durch dieses intensive Bemiithen und Nachdenken sind viele Erkenntnisse gewonnen worden,
und es ist das entstanden, was man heute moderne Mathematik nennt.

Meine Kritik an Riemann soeben habe ich etwas iiberspitzt, und sie wird ihm so nicht gerecht. Natiirlich
hat Riemann den Unterschied zwischen Minimum und Infimum gekannt, und natiirlich hat er Weierstraf3’ Kritik,
die dieser ihm bereits vor ihrer Veroffentlichung personlich vorgetragen hatte, verstanden. Letztlich interessierte
sie ihn aber gar nicht, weil das dahinterstehende physikalische Prinzip so plausibel war. Und das geniigte ihm
zum mathematischen Beweis. Wir stoflen hier also auf die Frage, was ein mathematischer Beweis eigentlich ist
und wie er sich von einem physikalischen unterscheidet (Einsicht durch Vernunft — Einsicht durch Erfahrung).
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Fiir Riemann waren das noch Spitzfindigkeiten, die Weierstrafl eben klidren sollte, wenn dieser unbedingt wollte.
Natiirlich glaubte Riemann an seine Sitze, und er hat sich um die Fundierung des Dirichletschen Prinzips tiberhaupt
nicht weiter gekiimmert.

Beim Beweis des Dirichletschen Prinzips standen dann zwei Gedanken im Vordergrund. Einmal mufite die
Klasse der zugelassenen Losungen geeignet erweitert werden (Verallgemeinerung des Losungsbegriffs), um mehr
Chancen zum Losen zu erhalten. Es gibt ndamlich sehr einfache Beispiele fiir Gebiete, fiir die die klassische Di-
richletsche Randwertaufgabe nicht 16sbar ist, das Dirichletsche Prinzip aber zu einer Losung fiihrt. Man denke
etwa an den punktierten Einheitskreis mit den Randwerten # = O fiir [z = 1 und # = 1 fiir z = 0. Andererseits
muBten geeignete Annahmen an die Klasse der zugelassenen Randwerte /# gefunden werden. Die Voraussetzung
h € C(AG) ist ja nicht angemessen, wegen der aufgetretenen Gegenbeispiele. Man wihle etwa den Einheitskreis
und die Randwerte

00

sinnly
hg)= ) .

n=1

Diese Randwertaufgabe ist mit Hilfe des Poissonschen Integrals 16sbar, das Dirichletsche Integral existiert aber
fiir die Losung nicht. Die Methode des Dirichletschen Prinzips versagt also in diesem Fall; das 148t sich leicht
nachrechnen.

Hier kann ich nur noch ganz kurz eine Losungsidee schildern: Ich habe schon oft betont, dafl es wichtig ist,
in einem vollstindigen Raum zu arbeiten, wenn man Gleichungen 16sen will. Denken Sie an den Banachschen
Fixpunktsatz. Und wir haben ja immer wieder Vervollstindigungen durchgefiihrt. Nun ist unser Raum 9 nicht
vollstindig, man sollte ihn also zuerst einmal vervollstindigen. Das hat zur Verallgemeinerung des Begriffs der
Ableitung einer Funktion gefiihrt. Verwenden wir etwa neben dem £2-Skalarprodukt auch

(f’g)l = (f9g) + (Vf’ Vg)

mit der entsprechenden Norm, dann kann man C;(G) unter dieser Norm vervollstdndigen und erhilt so den Sobo-
levraum H,(G), benannt nach SErGer Lvovica SoBoLEv, 1908—-1989. Soll eine Funktion am Rande verschwinden,
dann driickt man das durch .

u € Hi(G)

aus. H 1(G) ist die Vervollstindigung der Testfunktionen unter der || - ||;-Norm. Beachten Sie bitte, daf fiir diese
Definition keine Glattheitseigenschaften des Randes von G benétigt werden. Allein das ist schon ein ungeheurer
Vorteil.

Betrachten wir nun eine einfache Randwertaufgabe, namlich

(~A+Du=0 mit uldG = h.

Dabei sei i € H (G) vorgegeben. Die Randwerte h sollen also in G definiert und aus H;(G) sein, das ist die neue
Voraussetzung an &. Testen wir die Differentialgleichung, dann folgt

VoeTl (uo)n =0. (%)

Gesucht wird nun eine Funktion u € H,(G) mit u — h € 7311 (G), die Gleichung () geniigt. Das ist der neue
Losungsbegrift. Die Losbarkeit dieser Aufgabe 1463t sich leicht einsehen. Der Projektionssatz in §9.2 besagt nimlich

HG) = H(G)eH(G)
h = v+u
Diese Funktion u, also die Projektion von g auf 7f(1 (G)*, ist die gesuchte Losung. Es ist ndmlich u — h = —v €

73{1 (G), und es gilt .
YveH, (u,v);=0

nach Definition von {;(G)*.

Entsprechende Aufgaben in der Potentialtheorie oder fiir andere Differentialgleichungen lassen sich ebenso
leicht 16sen. Damit ist sehr einfach abstrakt die Existenz einer Losung bewiesen. Die eigentliche Arbeit beginnt
erst, wenn man mehr {iber die verallgemeinerte Losung wissen mochte, zum Beispiel wie regulir sie ist oder wie
sie sich am Rande verhiilt.
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