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10 Einfiihrung in die MaBtheorie
10.1 Uberblick

Das Messen von Lingen, Flichen oder Volumina gehort zu den éltesten Kulturleistungen. Die Kenntnis der GroBe
einer Flidche ist zum Beispiel enorm wichtig, wenn man abschétzen will, wieviel Getreide auf einem Feld wichst
oder wieviele feindliche Krieger sich dort moglicherweise verbergen.

So haben wohl alle antiken Zivilisationen Vergleichseinheiten fiir das Messen entwickelt. Die Agypter lebten
in einem relativ flachen Land. So lag es nahe, als Einheit den Inhalt eines Quadrats oder Rechtecks zu wihlen und
mit Vielfachen davon zu rechnen.

Die Griechen lebten in einem hiigeligeren Land. Dadurch wurde die Flichenmessung komplizierter, und man
mubfte auch weniger regulidre Gebiete als Rechtecke miteinander vergleichen konnen. Das war eine grof3e Heraus-
forderung fiir den griechischen Mathematiker. Es wird die Ansicht vertreten, daf3 gerade dies ein wichtiger Grund
fiir die groBartigen Leistungen der griechischen Mathematik sei. Das Vergleichen der Grofle von Fldchen ist ein
wesentliches Merkmal der griechischen Mathematik. Den Satz von Pythagoras

a@+br=¢
sollte man als Aussage iiber die Gleichheit von Flichen interpretieren.

Bei Euklid findet man viele Aussagen iiber das Mal} von Fldchen, und zwar sowohl von Rechtecken als auch
besonders von Dreiecken. Zum Messen komplizierterer Gebiete benutzte man dann die ,,Pflasterstein-Methode*:
Das Ganze ist die Summe der einzelnen Teile. So lief} sich eine beliebige polygonal berandete Fldche in Dreiecke
zerlegen und damit messen.

Krummlinig begrenzte Flichen behandelte man approximativ. Die wahre Leistung der Griechen besteht nun
darin, auch fiir solche Flidchen eine exakte Definition des Maf3es gegeben zu haben. Das geschah durch die Methode
des ,,Ausschopfens*: Man wihlt einmal eine Folge ,.einbeschriebener Dreiecke” und zum anderen eine Folge
,umbeschriebener Dreiecke®. Die jeweiligen Mafle seien e, und u,. Es sei A das gesuchte Maf3. Dann gilt also

e, <A< u,.

Konvergieren nun beide Folgen, (e,) und (u,), gegen denselben Grenzwert «, dann hat A das MaB a.

Berechnen wir auf diese Weise die Kreisfliche: Es seien sin(x) und cos(x) die in §5.3 eingefiihrten Funktionen,
und die Kreislinie sei durch
(Cf’s ‘P) mit 0<¢<2r
sin ¢

gegeben. Ein einbeschriebenes Dreieck mit dem Winkel 277/n hat dann die Flidche sin(rr/n) - cos(r/n). Es ist also

sin(Z)

iy

n

. bis b g
e, =n-sin(=)-cos(—=)=m- ccos(=)—>m
n n n

und analog
sin(f) 1
"

p— n p—
un—n-tan(;)—ﬂ- cos(E)
Die Fldche des Einheitskreises ist also 7.

Archimedes konnte auf diese Weise durch kunstvolles Approximieren durch Dreiecke eine ganze Reihe von
Fldchen exakt messen, so zum Beispiel parabolische Segmente. Ich sollte genauer sagen, die Griechen konnten
eine ganze Reihe von Flichen vergleichen, weil eine exakte Definition der Maf3zahl einer beliebigen Fldache noch
nicht vorlag.

Nach Archimedes Tod herrschte fast zweitausend Jahre lang Ruhe. Zwei Dinge mufiten geschehen, um wei-
terzukommen: Einmal muflte der Zahlbegriff prizisiert werden, denn das Messen geschieht durch Angabe einer
Mafzahl, und die rationalen Zahlen gentigten nicht. Zum zweiten mufite die Pflasterung durch Dreiecke aufgege-
ben werden, weil diese spezielle Pflasterung alle weiteren Rechnungen zu kompliziert machte.

In Newtons Philosophiae naturalis principia mathematica (1687) finden wir dann die Approximation von Fli-
chen, so wie wir es bei der Einfithrung des Integrals fiir Regelfunktionen durchgefiihrt haben. Es wird also nicht
mehr durch Dreiecke, sondern durch Rechtecke approximiert, und zwar durch lange, diinne Rechtecke. Und beson-
ders wichtig ist: In der Differential- und Integralrechnung stand bald ein handlicher Kalkiil zur Berechnung vieler
Fldchen bereit. Man mufite ,,nur* die jeweilige Stammfunktion bestimmen. Damit war auch der Zusammenhang
zwischen MaB- und Integrationstheorie hergestellt. All das findet man schon bei NewToN, richtig fixiert wurde es
aber erst um 1820 von Cauchy. Cauchys Arbeit wurde dann von Riemann fortgefiihrt. Das so erhaltene Integral
tragt heute seinen Namen, und man spricht von der ,,Menge der Riemann-integrablen Funktionen®.
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Riemann ist wohl einer der ersten ,,modernen‘ Mathematiker. Wihrend Cauchy sich noch fiir spezielle Objekte
interessierte, etwa fiir den Verlauf einer komplizierten stetigen Funktion, richtet sich das Interesse jetzt allmihlich
auf Klassen von Objekten, die eine bestimmte Eigenschaft haben. Es entwickelt sich eine abstrakte Mathematik, die
allgemeine Aussagen iiber solche Klassen macht. Natiirlich ist diese ,,Strukturmathematik® dann in der Folgezeit
manchmal iiber ihr Ziel hinausgeschossen.

Die abstrakte Maftheorie geht nun auf Arbeiten von PEaANo um 1880 zuriick. Auch JorpaN ist zu nennen. Wenn
man so will, ging Peano wieder auf die griechische Vorstellung der Pflasterung zuriick. Nur wihlte er einfachere
Pflastersteine, ndmlich Rechtecke und keine Dreiecke, und diese aber nicht lang und diinn, sondern beliebig. Es sei
F die zu messende Teilmenge der Ebene. F' enthalte endlich viele einbeschriebene rechteckige Pflastersteine, m sei
die Summe der Fldcheninhalte der einzelnen Rechtecke. Der ,,innere Inhalt” von F, i(F), wird dann als sup m, also
als Supremum iiber alle solche einbeschriebenen Pflasterungen definiert. Analog erkliart man den ,,du3eren Inhalt*
i(F) als Infimum aller umbeschriebenen Pflasterungen. Im allgemeinen ist dann

i(F) < (F),
und im Falle der Gleichheit nennt man F mef3bar,
i(F) := i(F) = i(F).

Damit war das MaB fiir eine groe Menge von Flidchen erklért. Es zeigte sich jedoch schon bald, daf3 es im
Peanoschen Sinne nichtmefbare Mengen gab, die man aber doch gerne messen konnen wollte. Denken Sie an ab-
zahlbare Mengen, etwa an die Menge der Punkte mit rationalen Koordinaten im Quadrat. Stellt man die Forderung,
daf} das MaB nicht nur endlich additiv, sondern auch abzéhlbar additiv sein soll, dann sollte eine solche Menge das
Mal Null erhalten (weil ein einzelner Punkt das Maf3 Null hat). Das Riemann-Peanosche Ma@} erfiillt aber diese
Forderung nicht.

Hier gelang BoreL um 1900 der Durchbruch. Er liel zu, daB eine einzelne Pflasterung nicht nur aus endlich
vielen, sondern auch aus abzihlbar unendlich vielen Rechtecken bestehen kann. Damit erreichte er natiirlich eine
wesentlich bessere Approximation der vorgegebenen Fliche F. Borels Idee wurde von LEBESGUE weitergefiihrt.
Lebesgue definierte auf diese Weise analog zum &dufleren Inhalt das ,,duBlere Mal* m(F) und hoftte, da} dieses
duBere Mab fiir alle F ,,das* Mal} sein wiirde. Lebesgue konnte das aber nicht beweisen. Deshalb fiihrte er etwas
komplizierter als beim inneren Inhalt auch das ,innere MaB* m(F) ein und nannte im Falle der Gleichheit F
mefBbar. Dies war also eine Bedingung an die Menge der zu messenden Mengen F'. Sie wurde von C. CARATHEODORY
(1873-1950) wie folgt einfacher formuliert:

' N

C o o )D
/

Es seien F' die zu messende Menge und D eine beliebige Menge. Es seien ferner D; = D N F und D, = D\F.
Dann heiflt F meBbar, und es ist m(F) := m(F), wenn

VD (D) =m(Dy) + m(D>)

ist. Das ist eine abstrakte Bedingung dafiir, da} das Ganze gleich der Summe der Teile sein soll.

Inzwischen hat sich das Lebesguesche-Carathéodorysche Mal} iiberall durchgesetzt. Es bleibt natiirlich die
Frage bestehen, ob es auch in diesem Sinne noch nichtmef3bare Mengen gibt. Die Antwort ist ja. Beispiele hat man
aber nur abstrakt unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms geben konnen. Alle ,,praktisch auftretenden” Mengen
sind im Lebesgueschen Sinne meBbar. Das Auswahlaxiom lautet:

Auswahlaxiom: Es sei A eine nichtleere Familie nichtleerer Teilmengen der Menge X. Dann gibt es eine Abbil-
dung

f: A — X
A —  f(A)eA.
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Das Auswahlaxiom ist heute weitgehend unumstritten. Auf ihm beruhen grofle Teile der Analysis, die Sie nach
dem Vorexamen kennenlernen werden. Lebesgue selbst hat es aber nicht akzeptiert.

Es bleibt zu erginzen, dall von Lebesgue analog zum Maf} auch das Integral eingefiihrt wurde. Beide hingen
wieder eng miteinander zusammen. Das Lebesguesche Integral hat grof3e Bedeutung erlangt, und zwar sowohl
aus theoretischer Sicht als auch wegen seiner praktischen Handhabbarkeit. Wenn man eine klassische Funktion
integrieren will, dann unterscheidet es sich natiirlich nicht vom Riemannschen.

Im Rahmen dieser Vorlesung habe ich nur wenig Zeit, mich mit Maf3theorie zu befassen. Ich kann daher nur
eine Einfiihrung und wenige Kostproben aus dem nunmehr klassischen Teil der Theorie geben. Ansonsten muf} ich
auf Spezialvorlesungen verweisen, die insbesondere auch im Rahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie angeboten
werden. Der Schwerpunkt dieser Vorlesung soll auf dem Lebesgueschen Integral liegen, das wir in §11 einfiihren
werden. Wegen des Zusammenhangs von MaB- und Integrationstheorie erhalten Sie damit aber ,hintenherum
doch etwas Mal3theorie.

10.2 Das MabB einiger einfacher Mengen im R"

Es sei
Q::lelzxu-xl,,:{xeR“ | a; < x; < b; fﬁri:l,...,n}

ein offener Quader im R". Thm wollen wir das Mal} (das Quadervolumen)
u(Q) = (by —ar) (by —ax) - (b, — an)
zuordnen. Es ist stets u(Q) > 0, und insbesondere gilt dann fiir den Einheitswiirfel
w" ::{xeRn | 0<x < 1}
u(W™) = 1, die Normierung, und fiir jedes a € R" folgt

ula+Q)=u(Q),

also die Translationsinvarianz. Dabei soll es keine Rolle spielen, ob Q offen, halboffen oder abgeschlossen ist. Es
sei also u(Q) = u(Q).

Wichtig ist nun die dritte Eigenschaft des Malies, ndmlich die o-Additivitit des Quadervolumens. Wir formu-
lieren sie als

Satz 10.2.1: Der Quader Q := U, Q; sei eine abzihlbare Vereinigung von Quadern Q; mit paarweise disjunkten
Inneren. Dann gilt

u@) = ) p(Q.
i=1
Den Bewesis fithren wir in drei Schritten:

1. Es sei Q eine endliche Vereinigung. Dann konnen wir, eventuell durch ,,Verfeinerung®, folgende Zerlegung
erreichen:

Die Behauptung folgt damit unmittelbar aus der Definition des Mafes.
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2. Offenbar gilt:
(i) Haben Ry, ..., R, paarweise disjunkte Innere und gilt U,_R; C Q, dann folgt

D HR) p(Q).
i=1

(i) Wird Q von den Quadern Ry, . .., R, iiberdeckt, dann gilt
HOQ < Y pR).
i=1

Die Ubertragung von (i) auf den abzihlbar unendlichen Fall ist offensichtlich, weil die unendliche Reihe
absolut konvergiert.

Die zweite Ungleichung 146t sich nicht so einfach iibertragen, weil endliche Teilsysteme von (R,) den
Quader Q nicht zu iiberdecken brauchen. Um (ii) auch fiir den abzihlbar unendlichen Fall zu beweisen, wihlen
wir deshalb zu vorgegebenem & > 0 zu jedem R; einen offenen Quader R} mit

&

R_jCR} und /J(R;-) =/¢<RJ-)+ 5

Nach dem Uberdeckungssatz von HEINE-BoREL gibt es nun ein endliches Teilsystem der (R;), das den abge-
schlossenen Quader Q iiberdeckt, etwa R}] e ’R;}' Dann gilt

w@= Y ulk) < (k) v
i=1 i=1

und aus

folgt daher fiir jedes € > 0
Q) < Zu(Rj) +e&.
j=1

Damit gilt (ii) auch im abzdhlbar unendlichen Fall.
3. Hieraus folgt die behauptete o-Additivitit des Quadervolumens. Es gilt ndmlich

o)

iu(Q,-) <u@ <> u(0),

j=1 j=1
wenn die Q; paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben. O
Wir wollen nun allgemeinere Mengen durch Quader approximieren und zeigen dazu

Satz 10.2.2: Jede offene Menge M C R" ist Vereinigung von abzdhlbar unendlich vielen abgeschlossenen Wiirfeln,
die paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben.

Beweis: Wir wollen M von innen her durch Wiirfel ausschopfen:

1. Wiirfel erster Stufe seien Wiirfel mit der Kantenldnge eins, deren Eckpunkte ganzzahlige Koordinaten haben.
Aus ihnen entstehen Wiirfel der Stufe zwei durch Halbierung der Seiten, aus diesen wiederum Wiirfel der
dritten Stufe usw. Insgesamt gibt es nur abzihlbar viele solcher Wiirfel.

2. Nun nehmen wir alle Wiirfel erster Stufe, die in M enthalten sind, weiter alle Wiirfel zweiter Stufe, die in
M, aber nicht in einem der schon herausgegriffenen Wiirfel erster Stufe enthalten sind, usw. So erhilt man
abzihlbar viele Wiirfel, deren Vereinigung in der offenen Menge enthalten ist. Je zwei dieser Wiirfel haben
keine inneren Punkte gemeinsam.

3. Es ist noch zu zeigen, daf} jeder Punkt @ € M in mindestens einem der ausgewihlten Wiirfel liegt. Da M offen
ist, gibt es ein B(a, &) C M. Andererseits gibt es zu jedem k mindestens einen Wiirfel k-ter Stufe W), mit a € W,.
Fiir geniigend grof3es k ist aber W, C B(a, &), das heifit a liegt in einem ausgewéhlten Wiirfel. O
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Damit sind wir in der Lage, beschrinkte offene Mengen M zu messen. Es sei ndmlich

eine solche Ausschopfung. Dann definieren wir
p(M) = ) (W),
i=1

Auch unbeschrinkte offene Mengen konnen zugelassen werden, wenn die Summe konvergiert. Das Mall u hat
auch jetzt die drei Eigenschaften der Normierung, Translationsinvarianz und o-Additivitdt. Zum Nachweis der
Eindeutigkeit der Definition und der o-Additivitéit von u wird der ,,groBe Umordnungssatz‘ benotigt; wir wollen
das hier nicht ausfithren. Mit M, M, sind auch M; U M, und M; N M, mef3bar, und es gilt

MMy U My) + p(My 0 M) = p (M) + u (M)
Schlielich wollen wir auch den kompakten Teilmengen K des R" ein MaB (K) zuordnen. Naheliegend ist das
folgende: Man wihle einen offenen Quader Q O K. Dann ist Q\K offen, und es gilt
0=KU(Q\K) und KnN(Q\K)=0.

p(K) = p(Q) — u(Q\K)
leistet dann das gewiinschte. Das heil3t, u(K) hat wieder die drei Eigenschaften des Mal3es.

Bei allgemeineren Mengen M C R" ging Lebesgue nun folgendermaflen vor: Es sei
' (M) :=inf{u(U) | Mc U, U offen|
das ,,dullere Lebesguesche Mal3*. Es sei ferner
i (M) := sup {,u (K) | KcM K kompakt}

das ,,innere Lebesguesche Maf}*. Diese Zahlen mogen existieren. Beide Mal3e sind jedoch im allgemeinen nicht
o-additiv, vielmehr gilt nur

L

t*
—
e
=
~——
IN

©(M;) ,Subadditivitat”
=1

Z e (M;)  ,,Superadditivitat*

i=1

F
—_—
e
=
——
\

fiir alle M; mit M; " M; = O fiir i # j, sowie
pe (M) < ™ (M)
Im Falle der Gleichheit erhilt man durch
u(M) = p, (M) = " (M)

das gewiinschte Maf3. Auf Einzelheiten mochte ich hier nicht weiter eingehen, sondern im nichsten Abschnitt
einen abstrakteren Zugang angeben. Auf die Umformulierung der Definition des Lebesgueschen Mafies (Ersatz
des inneren MaBles) durch Carathéodory habe ich schon in §10.1 hingewiesen.

Ich beschliefle diesen Abschnitt mit einem Beispiel fiir eine im Lebesgueschen Sinne nichtme3bare Menge,
das auf G. Vrraut (1875-1932) zuriickgeht. Wir wihlen in R folgende Aquivalenzrelation:

x~y &= x—-yeQ

und erhalten damit iiberabzéhlbar viele Klassen. Aus jeder dieser Klassen von [0, 1] wihle man ein Element aus.
V sei die Menge dieser Punkte. An dieser Stelle wird das Auswahlaxiom benétigt, man vergleiche wieder §10.1.
Es gilt also

vclo,1].
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Wir wollen zeigen, dafl V nicht mefBbar ist. Dazu gehen wir folgendermal3en vor:
Es seien g, € [-1, 1] N Q die rationalen Punkte aus [-1, 1] und V, := g, + V. Die V,, sind paarweise disjunkt,
dennesseimita,beV, j+k
gj+a=gqi+b.

Dann wire a — b € Q, alsoa ~ b und g; = gy.

Nun gilt
ﬂ*UG)=/u(V) und u*00)=/f(V).
Es sei .
vo:= Vi
=1
Dann ist

[0,1] c Vy c [-1,2].

Es sei ndmlich x € [0, 1]. Dannist x = g+ amita € Vund |g| = |[x —a| < 1, also [0, 1] € V. Vo C [-1,2] ist
ebenfalls klar.
Aus der Sub- bzw. Superadditivitit folgt nun

u(V)y>0 und w,(V)=0.
Das sieht man so: Es sei u* (V) = 0. Dann ist
W Vo)< > (Vi)=Y (v)=0
J=1 J=1

im Widerspruch zu [0, 1] € Vj. Es sei u.(V) > 0.

Dann ist . .
j=1 j=1

im Widerspruch zu Vy c [-1, 2], also u.(Vp) < 3.

10.3 MeBbare Mengen und Funktionen

In §10.1 und §10.2 habe ich Ihnen eine historisch orientierte Einfiihrung in die Lebesguesche Maf3theorie gegeben.
Ich mochte Thnen nun einen etwas abstrakteren Zugang skizzieren, wie er heute {iblich ist. Es sei aber betont, daf3 in
der Mal3theorie noch immer gearbeitet wird. So gibt es neuere Zugénge. Darauf kann ich hier aber nur hinweisen.

Zunéchst erinnere ich noch einmal an den topologischen Raum, weil es viele Zusammenhinge und Analogi-
en einerseits zwischen ihm und dem Raum mefbarer Mengen und andererseits zwischen stetigen und mefBbaren
Funktionen gibt. In §3.3 hatten wir erklért:

Definition 10.3.1: Es sei X eine Menge und T C P(X) ein System von Teilmengen. Dann heifit T~ Topologie in X
und (X, T") topologischer Raum, wenn folgendes gilt

() 0, XeT
(ii) v01, OQET ist 01 ﬂOQET

(iii) YO, € T, A € A, A eine beliebige Indexmenge, ist

UO}ET.

AeAN

Eine beliebige Menge X besitzt stets zwei ausgezeichnete Topologien, namlich die , triviale Topologie*
T::=10,X}

und die ,.diskrete Topologie*
T4 :=P(X).

Die triviale Topologie ist die ,,grobste®, die diskrete ist die ,,feinste*. Die Elemente von 7~ nennt man die ,,offenen
Mengen“ in X. Typische Beispiele fiir topologische Rdume sind die metrischen Rdume; man vergleiche §3.2.
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Definition 10.3.2: Es seien X und Y topologische Raume und
f:+ X — Y
Dann heif3t f stetig, wenn fiir alle V.C Y, V offen, f~1(V) eine offene Menge in X ist.
Einen Raum mefbarer Mengen und eine mef3bare Funktion definiert man nun dhnlich:

Definition 10.3.3: Es sei X eine Menge und M C P(X) ein System von Teilmengen. Dann heifit M o-Algebra in
X und (X, M) Raum mef3barer Mengen, wenn folgendes gilt:

0, XeM

(i) aus M € Mfolgt CM e M

(iii) aus Mie M, ie N, folgt U2, Mie M.

Die Elemente von M werden ,,mefbare Mengen* genannt.

Definition 10.3.4: Es seien X ein Raum mefsbarer Mengen, Y ein topologischer Raum und
f: X — Y

Dann heifit f mefbar, wenn fiir alle V.C Y, V offen, f~'(V) eine mefibare Menge in X ist.

Bemerkung 10.3.5:
1. 0 € M folgt bereits aus 0 = C X.

2. Aus M; € M folgt
ﬂMiZ C [U CM,]GM
i=1 '
3. Aus A,Be Mfolgt AAB=CBNAeM
4. Es seien X ein Raum mef3barer Mengen, Y und Z topologische Rdume, f : X — Y mefbar, g € C(Y,Z) und
h=go f. Dannisth : X — Z mefbar. Es sei nimlich V C Z offen. Dann ist g~'(V) in Y offen und
K'wy=r"(g"'w)
mefibar.
5. Es seien E C X mefibar und

XEZX —> R

{ 1 firxeE
X —
0 sonst

die ,,charakteristische Funktion* von E. X g ist mef3bar.

Wir zeigen nun, daf es zu jeder Teilmenge & C P(X) eine o-Algebra gibt, nimlich
Satz 10.3.6: Zu jedem  C P(X) gibt es eine kleinste o-Algebra M in X mit F C M".

M heilit die ,,von ¥ erzeugte o-Algebra®.

Beweis: Es sei Q die Familie aller o-Algebren M in X, die ¥ enthalten. Q ist nicht leer, weil P(X) eine
o-Algebra ist. Es sei M* der Durchschnitt aller w € Q. Dann ist & ¢ M*, und es gilt

YoeQ M cw.

Wir miissen nur noch zeigen, dal M* selbst eine o-Algebra ist: Es seien M; € M*, i € N, und w € Q. Dann ist
M; € w, also | J M; € w fiir jedes w. Es gilt also | J] M; € M*. Die anderen Eigenschaften folgen ebenso. O
Es sei bemerkt, daB ein analoges Resultat fiir topologische Rdume gilt. Es sei nun X ein topologischer Raum.
Dann gibt es also eine kleinste o-Algebra B in X, so daf} jede offene Menge von X zu 8B gehort. Die Elemente von 8
heiflen ,,.Borelmengen* von X. Sie spielen im folgenden eine groB3e Rolle. Insbesondere sind alle abgeschlossenen
Mengen Borelmengen, ebenso abzihlbare Vereinigungen davon und abzihlbare Durchschnitte offener Mengen.
Weil 8B eine o-Algebra ist, ist (X, B) also ein Raum mefbarer Mengen. Es sei Y ein topologischer Raum und
f € C(X,Y). Dann ist fiir jedes offene V c Y auch f~!(V) offen in X, also f~'(V) € B. Das heift, jede stetige
Abbildung ist Borel-mefbar. Borel-mefbare Abbildungen nennt man auch kurz Borelfunktionen. Wir zeigen:
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Satz 10.3.7: Es seien M eine o-Algebra in X, Y ein topologischer Raum und f : X — Y. Dann gilt
1.Q:= {E cY | fUE) e M} ist eine o-Algebra in Y.

2. Es seien f mefbar und E eine Borelmenge in Y. Dann ist f~'(E) € M.

3. Es seien Y = [—co0, 0] und f~' (@, 1) € M fiir alle a. Dann ist f mefbar.

4. Es seien f mefibar, Z ein topologischer Raum, g : Y — Z eine Borelfunktion und h :== go f. Dannisth: X — Z
mefibar.

Die Topologie von [—oo, oo] wird von allen (a, b), [-o0, @) und (a, o] erzeugt (analog Satz 10.3.6).
Beweis:

1. Die erste Behauptung folgt aus
flyy=XxeM, VAeQ fmMA)=X\f'A)eM
und

VA, EQ (A UAU--)=fADUfT@)U--e M

2. Essei Q = {A cY | f‘l(A) € M} Dann enthilt Q alle offenen Mengen in Y und, weil Q eine o-Algebra ist,
auch alle Borelmengen.

3.Es sei Q = {A C [-00, 0] | f7'(A) € M. Es sei @ € Rund @, < @ mit @, — a. Aus (a,, ] € Q,

[-o0,0) = O [—o0, 4] = 0 C (amoo]
n=1 n=1

und Aussage 1 folgt [—co, @) € Q. Dasselbe gilt dann fiir
(@,p) = [-o0,p)N(a,0] und [a,f] =[-o0,5]N[a,co].

Weil jede offene Menge in [—co, co] abzihlbare Vereinigung solcher Segmente ist (Satz 10.2.2), enthélt Q jede
offene Menge. f ist deshalb mefbar.

4. Es sei V ¢ Z offen. Dann ist g~! (V) eine Borelmenge von Y, und wegen h~' (V) = f~! (g"(V)) ist
' (vVyeM

nach Aussage 2. O

Es folgen einige Resultate iiber mebare Funktionen:
Satz 10.3.8: Es seien f, : X — [—o0, 0o] mefbar und

g :=supf, h :=limsup f,.

neN n—o0
Dann sind g und h mef3bar.

Beweis: Es ist g’1 ((a,00]) = U;’l"zlfn’1 ((a, ©]), mithin g nach Satz 10.3.7 mefB3bar. Analoges gilt fiir das Infimum,
und aus

h = inf {supf,-}

k>1 i>k

folgt, da auch /& mef3bar ist. m]
Mit f und g sind also max(f, g), min(f, g) und insbesondere

fi=max(f,0) und f~ := —min(f,0)

meBbar und damit auch ihre Summe f* + f~ = |f|. Esist f = f* — f".

In §6.2 haben wir bereits Treppenfunktionen 7 (I,R) eingefiihrt. Es seien jetzt X ein beliebiger MaBraum,
A;c Xfiri=1,2,...,nmeBbar und ¢; € R. Dann sei analog

n
t:= Z aXa,
i=1

eine ,.einfache Funktion“, oder auch wieder eine ,,Treppenfunktion®, r € 7 (X,R). Offenbar ist t melbar. Wir
zeigen:
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Satz 10.3.9: Es sei f : X — [0, o] mef3bar. Dann gibt es t, € T (X, R) mit
1.0<yH<tr<---<f,
2.VxeX gilt t,(x) — f(x).

Beweis: Es sei ¢, := 27". Dann gilt

YVneN VxeR 3Fk=k,(x)eZ kéd,<x<((k+1)6,.

Es sei
k,(x)6, fir0<x<n
n firn < x < oco.

@n(x) 1= {
¢, ist eine Borelfunktion auf [0, o], und es gilt
X—0, <gp(x)<x fir0<x<n,
0< ¢ <@y <+ < xsowie g,(x) — x fiir alle x € [0, co]. Die Funktionen
hi=¢nof

leisten dann das gewiinschte.

10.4 Einfache Eigenschaften des MaBes

Wir beginnen mit der Definition des positiven Maf3es:
Definition 10.4.1: Es seien (X, M) ein Raum mef3barer Mengen und
Mo M — [O’ OO] .

eine Abbildung mit
1. Fiir alle M; € M, i € N, M; disjunkt, sei

u[[] Mi] = D,
1 i=1

i=

2. Es gebe ein M € M mit u(M) > 0.

u heifst dann positives o-additives Maf3. Dabei sei y = oo ausgeschlossen.
Ein Mafraum (X, M, w) ist ein Raum mefsbarer Mengen (X, M) mit einem positiven o-additiven Maf3 (.

Als erstes zeigen wir
Satz 10.4.2: Es sei (X, M, 1) ein Mafsraum. Dann gilt:
1.u(@) =0.
2.u(A1U---UA,) = u(A)) + -+ u(Ay) fiir paarweise disjunkte A; € M.
3. A c Bimpliziert u(A) < u(B) fiir A,B € M.
4. A e MA  CAyC--- und A := U} | A, impliziert

1A — p(A).

5 A, € MLAI DA Do, u(Ay) <ocound A =N A, impliziert

1 (An) —> p(A).
Beweis:
1. Wihle A € M mit y(A) < 00, A} := Aund A, = Az = --- = 0. Die Behauptung folgt dann aus der o-Additivitét
des MaBes.

2. WﬁhleArH_l = Al’l+2 ] 0.
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3. Wegen B = AU (B\A) und A N (B\A) = 0 folgt aus Aussage 2: u(B) = u(A) + u(B\A) > u(A).

4. Wihle By := Ajund B, := A,\A,— firn=2,3,....Dann gilt B, € M, B;NB; = 0 fiiri # j,A, = BU---UB,
und A = U B;. Es folgt

n e8]

p(A) = ) pu(By) und p(A) = > u(B).

i=1 i=1
Daraus folgt Aussage 4.
5. Wihle C,, := A|\A,,. DannistC; c C, C -- -,

H(C)=nA)~p(A) und ANA=[ ]G,
n=1

Aus Aussage 4 folgt daher
H(AD = p(A) = p(A\A) = Tim 4 (C) = p(Ay) = lim 1 (Ay).

Das beweist Aussage 5. O

Die Konstruktion interessanter Mallraume ist nicht ganz einfach. Unser Ziel ist die Konstruktion des Lebes-
gueschen Maf3es. Zunichst gebe ich einige einfache Beispiele:

Beispiel 10.4.3:
1. Es seien X eine Menge, M = P(X), E C X und

die Kardinalzahl von E, wenn E endlich ist
oo, wenn E unendlich ist.

u(E) = {
u heifst ., Zdhlmaf“ oder ,,diskretes Maf3“ von X.
2. Es seien X eine Menge, M = P(X), E C X, xo € X, und

1 fiir E > xg
Ox (E) :{ 0 sonst.

Dieses Mapf reprdsentiert die in xo konzentrierte Einheitsmasse, es heifit ,, Dirac-Maf3 “.

3. Es seien u ein Zihlmaf3 auf Nund A, := {n,n+ 1, n+2,---}. Dann ist N A, = 0, aber u(A,) = oo fiirn € N.
Dies zeigt, daf} die Voraussetzung (A1) < oo im letzten Satz nicht iiberfliissig ist.

10.5 Integration positiver Funktionen
Es seien nun (X, M, i) ein MaBraum, E € M und

f X — [0,00]

fEfdu

definieren. Dazu betrachten wir zunichst eine Treppenfunktion

n
t= Z aiXa,
i=1

eine mefbare Abbildung. Wir wollen das Integral

mit ; € R und A; € M. Wir definieren

tdu = au(A;,NE).
[ =Y

i=1

Dabei verabreden wir ,,0 - co = 0“ (zum Beispiel im Falle o; = 0, u(A; N E) = o).
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Das ,,.Lebesguesche Integral“ von f iiber E beziiglich u definiert man dann durch

ffdy = supftd,u.
E osi<f JE

Das Supremum ist also iiber alle Treppenfunktionen f mit 0 < ¢ < f zu nehmen. Das Lebesguesche Integral ist
eine reelle Zahl oder oo.

Aus dieser Definition folgen leicht einige elementare Eigenschaften des Integrals:
1.0 < f < g impliziert fEfdu < ngdy.
2.AC Bund0 < f implizieren [, fdu < [, f du.
3.c€Rjund 0 < f implizieren fE cfdu=c fEfd,u.
4. Aus f|E = 0 folgt [ fdu =0.
5. Aus u(E) = 0 folgt [, fdu =0.
6. f > 0 impliziert fEfd,u = fXXEf du.

An dieser Stelle mochte ich abbrechen und im néchsten Kapitel aus etwas anderer Sicht eine Lebesguesche
Integrationstheorie aufbauen.

10.6 Ausblick

Zum Abschluf} dieser Einfithrung in die MaBtheorie mochte ich nur noch skizzieren, wie sich das Lebesguesche
Mal definieren 146t. Wir werden in dieser Vorlesung im nichsten Kapitel das Lebesguesche Integral einfiihren.
Wegen des Zusammenhangs von Integrations- und Maftheorie erhalten wir damit auch das Lebesguesche MaB.
Hier nur soviel:

Nullmengen: Wir haben schon bei der Einfithrung des Integrals iiber Regelfunktionen gesehen, daf3 es keinen
Unterschied macht, ob man eine Sprungfunktion etwa von rechts oder von links stetig erginzt. Man wird die beiden
Ergidnzungen in diesem Zusammenhang identifizieren. Allgemein sagt man nun, eine Aussage A gelte ,.fast iiberall
in E“, wenn es ein N C E C M gibt mit

A giltin E\N und u(N)=0.

Solche Mengen N nennt man ,,Nullmengen*. Ihre Definition hingt natiirlich von dem zugrundeliegenden Maflraum
ab. Es sei f = g fast liberall (abgekiirzt: f = g f. 1i.). Dann sieht man leicht

fEfdﬂ=ngdu.

Es sei nun N eine Nullmenge und M C N. Dann konnte es sein, daB M nicht zu M gehort, aber natiirlich hitte
man gerne u(M) = 0. Man zeigt deshalb als erstes, daf sich M zu M* fortsetzen laf3t mit

M :={EcX | JA,Be M, ACEC B, u(B\A) = 0}.
M ist wieder eine o-Algebra, und man definiert fiir £ € M*, A wie oben
u(E) :==p(A).

Dieses so fortgesetzte Mall nennt man ,,vollstandig®, M" heift die ,,u-Vervollstindigung von M.

Dieser Prozef3 der Vervollstandigung ist fiir das Folgende duflerst wichtig. Wir werden auf diese Weise im
nidchsten Kapitel das Quadervolumen zum Lebesgueschen Maf fortsetzen.

Der Rieszsche Darstellungssatz: Das wichtigste Hilfsmittel zur Konstruktion des Lebesgueschen Mafes ist
dann der folgende ,,Rieszsche Darstellungssatz*:

Satz 10.6.1: Es seien X ein lokal kompakter Hausdorffraum und A ein positives lineares Funktional auf C(X, C).
Dann gibt es eine o-Algebra M in X, die alle Borelmengen von X enthdilt, und genau ein positives Maf3 u auf M
mit

1LY feCX.C) Af= [ fau.
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2.VK eX uK) < .
3.VEeM uE) =inf{u(V) | ECV,V offen}.

4. Es gilt
U(E) = sup{u(K) | K € E, kompakt}

fiir jede offene Menge E C X und fiir jedes E € M mit u(E) < co.
5. Aus E e M, A C Eund u(E) =0 folgt A e M.

Dabei haben wir folgende Abkiirzung benutzt:
C(X.C) = {f € C(X.C) | supp f e X}.

In einem Hausdorffraum gilt das ,,Trennungsaxiom*: Zu x; # x, gibt es disjunkte Umgebungen U(x;) und U(x3).
X heiB3t lokal kompakt, wenn jedes x € X eine Umgebung U(x) € X besitzt. Ein lineares Funktional heifit positiv,
wenn aus f > 0 auch Af > O folgt.

Dieser Rieszsche Darstellungssatz wird in W. Rudin: Real and complex analysis. McGraw-Hill, 1987, S. 40—47
bewiesen.

Das Lebesguesche MaB: Es seien nun X = R" und Q ein Quader. Fiir Q haben wir in §10.2 bereits das Quader-
volumen definiert. Nennen wir es jetzt 1o(Q). Dann folgt

Satz 10.6.2: Es gibt einen vollstindigen Mafsraum (R", M, 1) mit

1. u(Q) = po(Q) fiir alle Quader Q.
2. M enthiilt die Borelmengen des R".

3. w ist translationsinvariant.

4. Es sei v ein translationsinvariantes Maf; auf R" mit v(K) < oo fiir alle kompakten K. Dann gilt fiir alle Borel-
mengen E C R"
WE) = cu(E) mit ¢ € Ry.

5. Zu jeder linearen Abbildung T : R" — R" gibt es eine Zahl A(T) € R mit
u(T(E)) = A(T)u(E) fiiralle E € M.

Fiir Rotationen ist A(T) = 1.

M € M nennt man Lebesgue-mefbar, u ist das Lebesguesche Mall. Zum Beweis approximiert man das ,,Integral*
tiber f € C(R", C) durch

Ajf =27 f,

x€G;

erhilt die Existenz von
Af=1limA;f
j—)DC

und wendet den Rieszschen Darstellungssatz an. Dabei ist
Gji={x=(x.....x) €R" | x;=k2 7/, keN}

die Menge der Gitterpunkte. All das wird in W. Rudin, l.c., S. 50-52 ausgefiihrt.
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11 Das Lebesguesche Integral
11.1  Uberblick

In §6 haben wir bereits Integrale fiir Treppen- und Regelfunktionen eingefiihrt. Auch das Riemannsche Integral
wurde kurz behandelt. Dabei haben wir die Regelfunktionen durch Vervollstindigung der Treppenfunktionen unter
der Supremumsnorm erhalten. Ahnliches 148t sich im R" durchfiihren. Das wollen wir aber nicht weiter ausfiihren,
sondern direkt das allgemeinere Lebesguesche Integral behandeln. Mit Hilfe des Lebesgueschen Integrals 148t sich
eine grofiere Klasse von Funktionen integrieren als mit dem Integral fiir Regelfunktionen bzw. dem Riemannschen
Integral. Ein typisches Beispiel fiir eine solche Funktion ist die Abbildung f : R" — R, die rationale Punkte auf 1,
sonst auf 0 abbildet. Dieses Beispiel erscheint IThnen vielleicht auf den ersten Blick wenig liberzeugend. Dahinter
steckt aber eine ganze Menge:

1. Gerade auch in den Anwendungen, besonders in der Physik, mochte man ndmlich nicht nur in R(G, C) arbeiten,
sondern in groBeren Raumen, zum Beispiel im Hilbertraum L%(G, C) oder allgemeiner in £7(G,C), 1 < p < oo.
Diese Riaume sollen aber vollstindig sein. Denn wenn man zum Beispiel durch Approximation die Existenz
einer Losung zeigen mochte, dann muf3 man sicher sein, dal der Grenzwert auch in dem zugrundegelegten
Raum enthalten ist. Denken Sie an den Beweis des Approximationssatzes in §9.2. Das bedeutet aber, dafl
man die Treppenfunktionen in einer solchen £”-Norm vervollstindigen mii3te. Im einfachsten Falle p = 1 ist
das gerade der Raum der im Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funktionen. Dadurch sind die auftretenden
Funktionen aber nicht mehr fiir jedes x festgelegt, sondern wie schon in §10.6 angedeutet, nur noch fast iiberall.
Unser Beispiel gehort also zur Klasse der Nullfunktionen.

2. Die Einfiihrung des Lebesgueschen Integrals fiihrt gleichzeitig auch auf die Einfiihrung einer grofleren Klasse
mefBbarer Mengen im R". Dariiber habe ich schon in §10 berichtet. Man kann also parallel das Integrations- und
das MaBproblem losen. Die Lebesgue-meBbaren Mengen bestehen aus den Borelmengen des R" (vgl. §10.3)
und den Lebesgue-Nullmengen. Sie sind also die Vervollstindigung der Borelmengen unter dem Lebesguemal
(vgl. §10.4).

3. Nicht zu unterschétzen ist aber auch die grofe praktische Bedeutung des Lebesgueschen Integrals. Die Lebes-
guesche Integrationstheorie liefert ndmlich einen einfachen Kalkiil, mit dem man in der Praxis technisch gut
hantieren kann. Hier kommen also Theorie und Praxis zusammen; gemeinsam haben sie den groBen Erfolg
gebracht. Dafiir mochte ich noch ein Beispiel angeben:

Beispiel 11.1.1: Vertauschung von Grenzprozessen:

In den Anwendungen tritt haufig die Frage auf, ob die Reihenfolge zweier Grenziibergénge vertauscht werden darf.
Fiir x € [0, 1] sei etwa f,(x) — f(x) mit (n > 2)

2x fir0<x<1/n
2(§—x) fir 1/n < x<2/n
sonst.

1 1/n
f fux)dx = 2n? f xdx = 1.
0 0

Grenziibergéinge diirfen also im allgemeinen nicht vertauscht werden. In §6.5 haben wir ein hinreichendes Kriteri-
um dafiir kennengelernt, da3 das moglich ist, ndmlich

Su(x) =

S S S

Dann ist f(x) = 0, und es gilt

lfn = fllo = 0.

Diese Bedingung ist nicht notwendig, das zeigt das Beispiel f,(x) = x" in [0, 1]. f, konvergiert nicht gleichmaBig
(Beispiel 5.2.1), es gilt aber trotzdem
1
1
f X'dx = — 0.
0 n+1
Hier ist das Vertauschen also moglich.

In £' lautet die entsprechende hinreichende Bedingung

If = fllgr = 0O,

und hierfiir liefert die Lebesguesche Theorie ein bequemes Kriterium, ndmlich das
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Majorantenkriterium: Es seien f, f, mefibar mit
1. f, = f punktweise
2. dg € L mit|f,| < g punktweise.

Dann ist f € L' es gilt\lfy — fllpr = 0, also auch

fabfn—>fabf.

Das Kriterium ist fiir f,,(x) = x" in [0, 1] mit g = 1 erfiillt.

Dieses Lebesguesche Kriterium 146t sich vielféltig anwenden. Natiirlich liefert es auch nur eine hinreichende
Bedingung. Um seine Reichweite zu verstehen, mufl man sich daran erinnern, daf die Lebesguesche Integrierbar-
keit im wesentlichen bedeutet, daB mit f auch |f] integrierbar sein soll. Das ist ja die Definition von £!! Sucht man
also Gegenbeispiele, dann muf} man oszillierende Funktionen nehmen. In [0, 1] sei also

SnY fiir0 < x < 1/n

Julx) = { 0’ sonst.

Dann gilt f,,(x) — 0 fiir jedes x € [0, 1]. In §6.6 haben wir

o -
S x s
dx==

0 X 2

1 1/n o: 0o -
f fu0dx = f Sinn/x e - f 2y — o.
0 0 X n? Y

Die Vertauschung ist also moglich. Es ist aber

1 00 | s
| sin y| 2 1
= > — _— =
fo'f”(x)'d" f A e

k>ko(n)

bewiesen. Daraus folgt

das heiBt, man findet keine Majorante g € £!. Als g kiime hier nur g(x) = 1/x in Betracht, und diese Funktion ist
nicht aus £'. O

Als Literatur zu diesem Kapitel mochte ich noch angeben:

H.W. Alt: Lineare Funktionalanalysis. Springer-Verlag, Berlin 1985.
F. Riesz & B. Sz.-Nagy: Vorlesungen iiber Funktionalanalyis. Dt. Verlag Wiss., Berlin 1956.
W. Rudin: Real and Complex Analysis. McGraw-Hill, New York 1987.

H. Schdifer: A brief introduction to the Lebesgue Stieltjes integral. Studies in real and complex analysis. Math.
Ass. America, Prentice-Hall, 1965.

11.2 Elementares Lebesguesches Maf} und Integral

In X = R sei Q ¢ P(X). Q enthalte 0, X, mit jedem Q auch CQ sowie alle endlichen Vereinigungen halboffener
Quader
[a,b):={xeR" | @ <x; <bi, i=12,...,n

mit —co < a; < b; < 0. Es sei ferner

polla, b)) := [ | bi—ap.

i=1

Q ist eine ,,Algebra®, das heiBt es gilt:

i 0eQ

(ii) mit 0 € QistauchC 0 € Q

(iii) mit Q;, 0> € Qistauch Q; U 0, € Q.
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Wegen
2
oinNos = C[U CQi]
i=1

gehort mit Oy, O, auch Q1 N Q> zu Q und ebenso O1\Q» = (C Qz) N Q.
Eine Algebra A heilit ,,o-Algebra®, wenn statt (iii) gilt:

(iv) mit Q1, Qs,--- € Aistauch U2, Q; € A.

Q ist noch keine o-Algebra.

ist ein ,,additives positives Mal}*, das heif3t, es gilt

(v) es seien Qy, ..., Q, paarweise disjunkt. Dann ist

,UO[U Qi] = Zr:#o(Qi),
izl i=1

und es gibt ein Q € Q mit uy(Q) < .
Ein MaB u heif3t ,,o-subadditiv* auf A, wenn aus A; € A, E C Ujey A;

(Vi) u(E) < X2, 1 (A)
folgt.

Es seien A; € A paarweise disjunkt und U;en A; € A. Ist dann
(vii) (U2 Ai) = 22 1 (A)),

dann heif3t y ,,0-additiv*. Ein additives o-subadditives Malf ist o-additiv. Aus Ay, A, € A, A; C A, folgt ndmlich
H(A1) < p(Ay) wegen
H(A2) = p(A2\Ay) + (A1) = u(Ar),

,u(OA[] zu[UA,-) = Zr:u(Al-),
i=1 i=1 i=1

und aus (v) erhalten wir fiir alle r

also zusammen mit (vi)
U]« Senn <l )
i=1 i=1 i=1

In §10.2 haben wir die o-Additivitit des elementaren Lebesgueschen Mafles (g bereits gezeigt. Wir geben nun
als erstes eine Definition der (Lebesgue-) Nullmengen.

Definition 11.2.1: N C R" heif3it puy-Nullmenge (kurz Nullmenge) :—
Ve>0 IAN,eQ ieN, Nc UNH und ZMO(NS,) <e.
i=1 i=1

Man beachte, daB N im allgemeinen nicht zu Q gehort.
Jede Teilmenge einer Nullmenge ist Nullmenge; abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

Beispiel 11.2.2: Jeweils in R sei mit u([a, b)) = f(b) — f(a):

1. f(x) = x. Jeder isolierte Punkt oder Q sind p-Nullmengen.
2.

X firx<1
flx) =<1 firl<x<?2
x—1 firx>2.

[1,2] ist jetzt u-Nullmenge.
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X firx<1
x+1 fiurx>1.

Jfx) = {
Jetzt ist der Punkt x = 1 keine u-Nullmenge. O
Eine andere Charakterisierung von Nullmengen liefert

Lemma 11.2.3: N ist Nullmenge —

Ve>0 M€ Q,ieN, mit (Vl eN M, C Ms,i+1’ #O(Mgi) < S) und N C UMEi'
i=1

Beweis:

1.=: EsseiM,;:= U{leE[. Dann ist Mz; C M, j,; und

J
po(Mej) < ) o(Nei) < &
i=1

sowie wegen N, C M,;

2.<: Esseien Ny := Mgy, Nop := Moo\Myy, ..., Ngj i= Mcj\M,j_, ... .
Dann sind die N,; disjunkt. Es gilt

(o] o 1 [es]

Ncl M= JNes={Nai
i=1 i=1

i=1 j=1

und
k

k
Zﬂo(Ngi) = ,UO[U Nsi] = po(Mg) < &,
p

i=1
also

i#O(Nsi) <e.

i=1
O
Im folgenden seien X = R" und Y ein Banachraum mit der Norm | - |, wir denken an ¥ = R™. Es sei £ C X und

1 firxekE
Xe) “{ 0 firxgE

die charakteristische Funktion von E. Es sei wieder 7 (X, Y) die Menge der Treppenfunktionen, also

k
T(X,Y) := {f(x) = Z aiXg(x) |keN, a; €Y, Er € Q, uo(E:) < oo}.
i=1

Fiir f € 7(X, Y) definieren wir das uo-Integral iiber X durch

k
1= [ fduoi= Y ainE.
i=1

Diese Definition ist von der speziellen Darstellung von f unabhéngig, weil es immer moglich ist, f auf disjunkten

Mengen zu definieren. Es ist
I : 7X,Y) —>Y

1= fx Fduo | < fx \fldbo.

denn x — [f(x)| ist eine reellwertige Treppenfunktion.

Mit f € T7(X,Y) und E € Qist auch Xg f € 7 (X, Y). Deshalb konnen wir definieren:

linear, und es gilt
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Definition 11.2.4: Es seien f € T(X,Y) und E C X mit E € Q. Dann ist

fE f o = fx Xz f duo.

Lemma 11.2.5: Es seien f € 7 (X,R) und a € R. Dann ist

Offenbar gilt

{f >a):= {xEX | f(x)>a}€Q.
In 7(X, Y) fithren wir nun eine Aquivalenzrelation ein:
Definition 11.2.6: f ~gin 7T (X,Y) (oder f =ginT (X,Y)) =
J
f-g= Z ;i Xg, mita; € Y\{O} und Nullmengen E;.
i=1
Wir bezeichnen die Menge der so erhaltenen Aquivalenzklassen wieder mit 7°(X, Y). Es folgt
Lemma 11.2.7: Es seien f € 7 (X, Y), N eine Nullmenge und f|(X\N) = 0. Dannist f =0in 7 (X, Y).

Beweis: Es sei f = })7_; @;Xg, mit disjunkten E; € Q. Dann gilt auf X\N

Vi CY,‘XE[ =0.
Ist @) # 0, dann folgt X, | (X\N) = 0 oder E; C N. Damit ist E; eine Nullmenge. O
Mit
e = [ 1f1dmo
X

wird 7 (X, Y) ein normierter Raum.

11.3 Vervollstindigung der Treppenfunktionen
Zur Einfithrung des Integrals fiir Regelfunktionen haben wir die Treppenfunktionen beziiglich der Supremums-
norm vervollstiandigt. Jetzt gehen wir analog vor und bilden

TV = {TX e h

Wir beginnen mit der Charakterisierung der Elemente von 7 (X, Y) und zeigen als erstes:

Rieszsches Lemma: Es seien f, € 7 (X, Y) und (f,) eine || - || ;1 -Cauchyfolge. Dann gibt es eine Nullmenge N und
eine Teilfolge (f,), so daf3
lim f/(x) =: f(x) fiir x € X\N

existiert.

Beweis: Wir wihlen sukzessiv:
Fiir i = 1 eine Teilfolge (fi,;) mit || fix — fi/llp < 27! furalle k,1 > 1,
fiir i = 2 davon eine Teilfolge (f>,;) mit || fox — foullo < 272 fiir alle k, I > 2, usw.
Es sei ( fj’ ) := (fj,) die Diagonalfolge. Dann gilt
Iff = flllp <27" fiiralle k, 7 > i.
Es sei

J

i=1

fi=flal @ X — R

Die Folge (g;) wichst monoton, deshalb existiert

g(x) := lim g;(x) € [0,00] fiir alle x € X,
j—)OO
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und es gilt

J J
fgjdﬂo=Zf|ﬁ/—f/+1|dﬂ0522_l<1'
X i=1 VX i=1

Fiir jedes & > 0 ist dann wegen g; € 7 (X,R)

1
ng = {gj > g} GQ,

éﬂO(Maj) < fxgjd,uo <1,

und aus g, = g; + If]f+l - fjf| folgt auBlerdem
Msj C Ms,j+1-

Wegen

1 (&9
{g:oo}c{g> g} c UMEj.
Jj=1
ist N := {g = oo} eine Nullmenge, und es gilt deshalb

VxeX\N g(x) < oo.

Aus
10 = L@l < L) = fmy @I+ L0 =1 + -+ | =f (0]
n—1
= D UFa = F@)] = ga1(0) = gu(0)
erhalten wir deshalb die Konvergenz der Folge (f;(x)) fiir alle x € X\N. O

Damit ist das Rieszsche Lemma bewiesen. f(x) ist fiir x € X\N eindeutig bestimmt. Das werden wir anschlie-
Bend in Lemma 11.4.1 zeigen. Daher konnen wir ,,lokalisieren®, also jeder || - || ,1-Cauchyfolge in 7 (X, Y) eine
Funktion zuordnen, die, von einer Nullmenge abgesehen, in X definiert ist.

Definition 11.3.1: Wir sagen f = g uo-fast iiberall (kurz: fast iiberall, abgekiirzt f.ii.) < Es gibt eine Null-
menge N mit f(x) = g(x) fiir alle x € X\N.

Wir behandeln diese f : X\N — Y wie Funktionen und schreiben manchmal auch kurz f : X — Y dafiir, wenn
das ,,Fast tiberall*“ aus dem Zusammenhang klar ist.

Als Beispiel zum Rieszschen Lemma betrachten wirin X = [0, 1] :  fi(x) :=1,

1 fir0<x<1/2 (1 furl2z<x<l
h(x) = { 0 sonst > S = { 0 sonst
|1 fir0<x<1/4 |1 fir0<x<1/8
falx) = { 0 sonst » USW. fo(x) = { 0 sonst » USW.

Esist f, € 7(X,Y), und es gilt || f,]| ;1 — 0. Die Folge (f,(x)) konvergiert in irrationalen Punkten nicht, also nicht
fast iiberall, wohl aber die Teilfolge

(fl’ f2’ .ﬁh fS’ )

11.4 Lebesgue-integrierbare Funktionen

Wir betrachten nun folgende Funktionenklasse:
L=r'xy) = {f X>Y ‘ A/, € T(X,Y), (fi) ist]|| - ||o1-Cauchyfolge mit f = klim fi f. u}
Die Elemente von £! heiBen ~u-integrierbar®, , Lebesgue-integrierbar* oder kurz ,.integrierbar®. In L fithren wir

wieder die Aquivalenzrelation
f~g &= f=gfi
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ein. Offensichtlich ist 7(X, Y) ¢ £'. Es sei ( fi) eine Folge wie in der Definition von L' Dann gilt

| [ o~ [ fiduo] < [ 1= sildoo < 1 siler = 0.
X X X
In Y existiert also
1) fim | fido
k— oo X

Dafiir schreiben wir auch

1) = fx fdu.

Das hat zunichst nur symbolische Bedeutung; wir werden aber zeigen, da} i ein MaB ist, ndmlich die gesuchte
Fortsetzung von . Als erstes miissen wir aber beweisen, daf das Integral nicht von der Wahl der approximieren-
den Folge (f;) abhingt. Dazu zeigen wir:

Lemma 11.4.1: Es seien (f,), (f,), f und N wie im Rieszschen Lemma. Dann gilt
(f)=0inT < f=0 fii

Beweis:

1.=: Wir bezeichnen (f;) wieder mit (f,). Es sei
fx) = klim fi(x) fir x e X\N

und
N ={f #0}\N.

Unser Ziel ist zu zeigen, daB auch N eine Nullmenge ist. Dazu wihlen wir eine Teilfolge ( f) mit

f|f,f|du0 <27
X

und zu & > 0 ein j, mit 27 < &. Es sei x € N. Dann gibt es ein j > j, mit

lfQol > 27

und ein i > 2j mit

fl | > 27,

letzteres wegen

F |21l = 1 @) = fl .
N’

— 0
Mithin ist
N C U U Nfi’
e i52)

wobei

Nii = {|f1/| > 2_j} €Q
ist. Aus

2_'7ﬂo(ﬁj[) < ﬁ fi’ dug < 27

folgt dann

Z,u()(Nji) < Z 2/ = Z 277 =07 <.

J>Je J>je > Je
i>2/- i>2j J7Je

N ist also eine Nullmenge.

2.«: Fireine Teilfolge sei f; — Of. ii. Weil die urspriingliche Folge eine Cauchyfolge ist, geniigt es, || fxll,1 — O
zu zeigen. Durch den Ubergang zu einer weiteren Teilfolge konnen wir auBerdem

f'fk - fk+1|dﬂo <2*
X
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annehmen. Fiir £ > 0 sei
!
Ekllz{ lﬁ—ﬁ+1|>£}€Q.
i=k

Dann ist
i

!
g o (Ey) < j);z |fi - fi+1|d/10 < Z 27 <27
pare ik

und
Ey C Epi1.

Fiir x € (X\N)\ Ujeny Eyg gilt

!
A0)] < [frr @]+ D [HG) = fia ()
i=k
mit |fi+1(x)| — O fiir / — oo, wegen x € X\N, und Zfzk |-- -] < e fiir alle [ nach Definition der Ey,. Es folgt also

{|fk|>8}CNUUEk1CU(M(5[UEk[),

leN leN

wobei M wie in Lemma 11.2.3 gewihlt wurde; es gilt also Ms; C Msyi1, to(Ms)) < dund N € Ui M. Weil g
o-subadditiv ist, folgt aus der Monotonie von Mg U Ey,; beziiglich [

—k+1
pol (L] > ) < Jim oM U By < 0.+ 2
0 war beliebig, also gilt
Ve>0  lim puo({|fi| > ) = 0. ()

Wenn Gl. () gilt, sagt man, (f;) sei gegen Null ,,makonvergent. Nun ist
E; = {f] #0}e@ mit,uo (E)) < oo.

Daher folgt fiir / < k

f filduy < f il duo + f el duto
X E, X\E;

A

< epE)+ f ilduo + f il dio
{Ifl>&} X\E;

< ep(E)+ f il o + f (Uil = LD duo + f el duo
{IfkI>€} {IfkI>€} X\E;

<

eu(E) + f il duo +2 f e — filduo
{Ifil>e} X

mit
Sy fe = filduo < T [ \fi = fiorldpo < 2741 — 0 fiir [ — oo,
e uo(Ey) — 0 fiir e — 0 bei festem /,
f{lfk|>a} |fil duo < sup, | fi(x)l po({lfxl > €}) — 0O fiir k — oo bei festen ¢, /.
Es folgt also || fxl| ;1 — O, und das war zu zeigen. O

Damit ist bewiesen, daB fiir f € £' das Integral fx f du wohldefiniert ist. Es gilt

VieT(Y) ffdu:ffduo.
X X

Ferner zeigt das Lemma, daB es zu einer Cauchyfolge (f;) € 7 (X, Y) genau ein f € £'(X,Y) gibt, so daB fiir eine
Teilfolge (f,)

f= ]}im fi
f. ii. gilt. Dies definiert die lineare Abbildung

J : TXY) — LYX,Y).
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Esist||-|l&# =1l - |lz, und nach dem vorigen Lemma ist J injektiv und nach Definition von L1X,Y) surjektiv. Aus
J((fi)) = f folgt auch J((Ifi])) = |f]. Wegen

Al = 1filllp = f |1l = 1l | o < f \fe = fildpo = llfic = fill o
X X
ist namlich mit (f;) € 7(X,Y) auch (|fi]) € 7(X,Y), und aus fi(x) — f(x) fiir alle x € X\N folgt auch |fi(x)| —

|f(x)|. Deshalb ist
Wler = flﬂ W= kli f|fk|d,uo = Ifkenlly
X —oo )y

oder

Al = I ((fore) 2t = [1(fidrentllg-

J ist also eine Isometrie. 7 (X, Y) ist nach Definition vollstindig, mithin ist £'(X,Y) mit der Norm || - || o1 ein
Banachraum.

Ist J ((fi)ker) = f, dann gilt
Vi (U= fiden) = f - f;
und

If = fillps = lim f e = il duo — 0.
k—o0 X Jjooo

f e L(X, Y) 14Bt sich mithin durch Treppenfunktionen in der £L'-Norm approximieren; 7 (X, Y) ist in L1X,Y)
dicht.

Die Konvergenz f. ii. im Rieszschen Lemma iibertrigt sich auf £'(X, Y). Es gilt nimlich:

Rieszscher Satz: Es seien f,, f € L1(X,Y) mit||f, — fll; — 0. Dann gibt es eine Teilfolge (f) mit f = lim,_,« [
S

Beweis: O.B.d.A. seien || fjll;1 — 0, f; >0, Y = R und (fiir eine Teilfolge)

fﬁ@srﬁ
X

Aus dem Rieszschen Lemma folgt dann fiir jedes j die Existenz einer Folge (fj)ken € 7 (X, Y) mit
Yj VYxeX\N fix)= klim fix(x).

Dabei kann man die Nullmenge N unabhiéngig von j wihlen (sie ist ja eine abzihlbare Vereinigung von Nullmen-
gen N;). Indem man fiir jedes j zu einer Teilfolge iibergeht, kann man ferner annehmen:

f = faldu <27 und f ik = fraetl dptg < 2777%.
X X

Nun sei
Ny = {x € X\N | ( fj(x))jeN ist keine Nullfolge}.

Wir haben zu zeigen, dal Ny eine Nullmenge ist. Dazu wéhlen wir zu € > 0 ein [, mit 6 - 27k < ¢ Fireinl > I,
und x € Ny gilt dann
lim sup £;(x) > 27
Jj—o0
und fiir ein j > 21
fito) > 27

Wegen |f| < |f; — fiil +1fj1l und ~(A Vv B) = (=A) A (=B) folgt daraus
Ifi(x) = fn(0l > 2771 oder |fj(x) > 27"

Fiir x € Ny gilt deshalb wegen fj(x) k—) fj(x) entweder

k
Z |70 = frim )] = | w0 = fuo)] > 277" fiir groBe k
=2
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oder |fj1(x)| > 271,
In Mengenschreibweise bedeutet das

Nl ) [N,, y (U M,,k]),

NN >2
wobei
N[j = {|fj1| > 2_1_]} € Q,
k
My = {Z | fii —f_/,i—1| > 2“} eQ
i—

und Mljk C Mlj,k+l ist. Nun gllt

o (NU) < 2z+1f

[l <21

S

o= Slaus | Ifjldu} <2

X X
und
k k
Lo (Mljk) < ol+l fz |f,, _ fj,,-_1|d,uo < ol+l Z il < ltl=j,
X2 i=2
also
; i ; ol=i— g0l
ZZ{/JO(NIJ)+I(1LI£1O#0(MM)} < 226 V=627 <.
>l j>21 >l j>21
Damit ist der Rieszsche Satz bewiesen. O

Folgerung 11.4.2: (f,) sei eine Cauchyfolge in £L1(X,Y) und
f=1lmf, fi.
Dann ist f € LY(X,Y), und es gilt ||f — Sullgr — 0.

Beweis: Weil £!(X, Y) vollstindig ist, gibt es ein g € L' (X, Y) mit || f, — gll,1 — 0. Aus dem Rieszschen Satz folgt
dann die Existenz einer Teilfolge (f7) mit f/ — g f.ii. Deshalb ist f = g f. 1., also f = g in L1(X, Y).

Damit haben wir das Lebesguesche Integral eingefiihrt. Rechentechniken dafiir geben wir in §11.7. Jetzt folgen
noch eine Dichteaussage und eine einfache Abschitzung.

Satz 11.4.3: é(X, Y)istin L'(X,Y) beziiglich || - |1 dicht.

Beweis: Analog Satz 6.2.3 zeigt man, dal 7(X,Y) in C(X,Y) beziiglich der Supremumsnorm dicht ist. Zu g €
é(X, Y) gibt es also einen Quader Q € X und #,, € 7 (X, Y) mit suppt, C Q und

1
llg = talleo < —.

S

Mit ¢ := u(Q) ist dann
c
-1 < -.
llg — tall 1 .

Mithin ist é(X, Y) c £1(X, Y), und wir miissen nur noch zeigen, daB sich ein X p mit Q = [a, b) durch C-Funktionen
approximieren 146t. Dazu wihlen wir (0.B.d.A.) Y = R und bilden mit € > 0

0, = {xeX | a;—e<x;<bj+efiri= 1,...,n}

f.(x) := max (o, 1- édist(x, Q)) e C(X,R).

Dann ist
Xo £ fe <Xo,,

und es folgt aus dem niichsten Satz

[ 1 xoldu < [ o, ~xo)au = o @10) — 0 :
X X e
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Satz 11.4.4: Es seien f,g € L'(X,Y) und g > f f ii. Dann gilt

Lgduzﬂfdy.

Beweis: O.B.d.A. sei f = 0. Es seien g; € 7 (X, Y) und (g;) eine £'-Cauchyfolge mit g = klim gi . 1. Mit

gp '=max(0,g0) € T (X,Y)

gilt dann
gt - g7| < |ox — ail-
Mithin ist auch (g;) eine L!-Cauchyfolge, und f. ii. folgt

lim g = max (}}im Ik O) =g.

k—oo

Nach Folgerung 11.4.2 konvergiert dann auch |lg{ — gll;» — 0, also

fgd,u: limfg,tduozo. o
X k—oo Jx

11.5 MaBerweiterung

Auf den Zusammenhang von Integrations- und MaBtheorie habe ich schon mehrfach hingewiesen. So liefert die
Konstruktion von £!(X, Y) auch die Erweiterung von y auf eine o-Algebra, und man erhilt auf diese Weise das
Lebesguesche MaB u. Das soll nun gezeigt werden.

Unser MaB y ist auf X = R" ,,o-finit*. Das bedeutet, daB es X,, € Q, n € N, gibt mit uo(X,) < cound X = U X,.
Fiir X,, konnen wir halboffene Quader wihlen, und zwar so, daf3

Xn C Xn+1

ist. Es sei nun
L:={ECX | Xgnx, € L'(X.Y) fiir alle n},

und fiir £ € L definieren wir
u(E) = lim fx X, dit.
Satz 11.4.4 zeigt, daf die Integrale rechts anwachsen. Der Limes existiert also in [0, co].
Lemma 11.5.1: Es ist Q C L und u(E) = uo(E) fiir alle E € Q.
Beweis: Es sei E € Q. Dann ist auch E N X,, € Q, mithin Xy, € 7(X,Y) € L1(X,Y) und
po(ENXy) =p(ENX,).
Gibt es ein k mit E C Xj, dann ist das Lemma damit bewiesen. Allgemein gilt punktweise
XEnx, () = Xg(x).

Ist nun pp(E) < oo, dann folgt
fo (E N X,,) < g (E) < 0.

Mithin konvergiert uo(E N X,,), und aus Folgerung 11.4.2 erhilt man

IXEnx, —XEll, — 0.

Ist po(E) = oo, dann ist auch
H(E) = lim po (EN X,,) = oo.
n—-oo

Lemma 11.5.2: Es sei Xg € L'(X,Y). Dann gibt es E, € Q mit

g, —=Xellp — 0.
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Beweis: Es seient, €e 7(X,Y) mit0 <t, < 1 und

g = tull;r — 0.

Es seien ferner

1
E, = {x eX | t(x) > 5} €Q.
Dann gilt
1 firxe€ E\E 1/2 firx € E\E
We, —Xg|x)={ 0 firxeE,NE und [t —Xg|(x)>] 0 firxe E,NE
1 firxe E\E, 1/2 firx € E\E, ,
also

I/\/En —XE| < 2|l,, —XE|.
Aus Satz 11.4.4 folgt daher

vaEn ~Xel|du < 2f|zn —Xg|du — 0.
X X
Lemma 11.5.3: Es sei u(E) < oo. Dann ist u(E) = |\Xgll g1

Es ist namlich Xgnx, < XEg. [Kenx, |l o1 konvergiert gegen u(E), und punktweise gilt
XEnx,(x) = Xg(x).

Aus Folgerung 11.4.2 erhalten wir daher
IWEnx, —XEllz — 0.

Nun konnen wir den folgenden Satz beweisen:
Satz 11.5.4: (X, L, ) ist ein Mafraum.

Beweis: (X, £) ist ein Raum mefBbarer Mengen. Um das zu zeigen, miissen wir die Eigenschaften (i) — (iii) in
Definition 10.3.3 nachweisen:
(i) ist klar.
Es sei E € L. Dann ist
X=EUX\E) und X, = (ENX,) U(X\E)NnX,)

sowie
Xx, =XEnx, TXX\ENX, -

Mit Xy, und X gnyx, ist daher auch X (x\g)nx, in L1(X, Y), das heifit X\E € L. Das beweist (ii).
Es seien nun E; € L und 0.B.d.A. E; C E;;; (man wihle F| := Ey, F, := F{ UE,,...). Es sei ferner

E = E,’,

&

1]
—_

und es gebe ein k € N mit £ C X;. Dann ist
H(ED) = XEnx g < po (Xk)
(u(E))) ist also monoton und beschrinkt, mithin konvergiert ||X g || 1. Fiir alle x gilt
XE (x) = Xg(x).

Aus Folgerung 11.4.2 erhalten wir deshalb
IWE —XEgll g — 0.

Das beweist Xz € L(X,Y), E € £ und
u(E) = }irgu (Ep).

Bei allgemeinem E folgt deshalb fiir alle &

ENnXye Lundpu(ENXy) = limu(E; N Xy).
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Damit gilt ebenfalls E € £, und (iii) ist bewiesen.
(X, L) ist also ein Raum meBbarer Mengen, und nach Definition 10.4.1 miissen wir nur noch die o-Additivitit
von u nachweisen: Es seien also E; € £ disjunkt und

Dann wollgn wir u(E) = 3,72, u(E;) zeigen. Es sei wieder Fy := Ej, F» := F{ UE,,.... Dannist F; C F;; und
u(F;) = le:l U(E;). Wie wir bereits wissen, ist

Yk p(ENX = limp(F; 0 Xy)
1—00
sowie F; ¢ E und u(F;) < u(E). Im Falle u(F;) — oo ist auch u(E) = oo, also nichts mehr zu beweisen. Es sei

deshalb u(F;) < ¢ < co. Dann sind wieder zwei Fille moglich:
Einmal sei u(E) < co. Dann konvergiert p(F;), und es folgt

u(F) =X llp — IWellg = pu(E).
Zum zweiten sei y(E) = co. Dann gilt auch lll)rg U(F;) = oo, und das war bereits ausgeschlossen. O
Wir zeigen ferner:
Satz 11.5.5: Es gilt
(i) N c X ist up-Nullmenge < N € L mit u(N) = 0.
(i) Xg € L'(X,Y) < E € L mit u(E) < co.
Beweis: Weil uo o-finit war, ist es auch y. Man wihle nur dieselben X,, € Q ¢ L. Wir zeigen:

1. (i) =: Firalle kist Xynx, = 0in L' Mithin ist N € £ und u(N) = 0.

2. (1) «: Esist N = U2 (N N X). Deshalb geniigt es, die Behauptung fiir ein N N X; zu beweisen. Es sei also
0.B.d.A. N C X; fiir ein k. Dann ist

Mmm=imem=um0=a
X

also X = 0 f.i. Mithin ist N in einer pp-Nullmenge enthalten.

3.(il)) &: u(ENX,) ist eine monotone und durch u(E) beschrinkte Folge, X gnx, also eine Cauchyfolge in LX),
welche punktweise gegen X konvergiert. Nach Folgerung 11.4.2 ist dann Xz € £1(X, Y).

4. (ii)) =: Nach Lemma 11.5.2 gibt es E; € Q mit [Xg, — Xgll,1 — 0. Aus dem Rieszschen Satz folgt daher die
Existenz einer Teilfolge Xz, — X f.i. Wegen

|/\/Eann —Xenx,| < I/\/Ek —XE,|
und Satz 11.4.4 ist (X g,nx, )ken €ine Cauchyfolge in LY(X,Y), und f.ii. gilt

klim XEnx, =XEnx,-
—00

Aus Folgerung 11.4.2 erhalten wir deshalb Xgnx, € LY(X,Y), also E € L. Satz 11.4.4 liefert dann

fXEnX,,d/JSfXEdN,
X X

MﬂﬂmfanthWﬂmm,

und damit natiirlich u(E) = |\Xgl| 1. O

also

Damit haben wir die Lebesgue-mef3baren Mengen £ und den vollstindigen Lebesgueschen Mafiraum (X, £, 1)
eingefiihrt. Es sei 8 die von Q erzeugte Menge von Borelmengen, und es sei N C £ die Menge der Nullmengen.
Dann ist nach Definition der Borelmengen 8 U N C L. Es gilt sogar
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Satz 11.5.6: Jede mefibare Menge L € L laft sich als L = BU N darstellen, mit B€ Bund N € N.

Zum Beweis zeigen wir, dal es zu E € L ein B € B und eine Nullmenge N gibt mit E\N = B\N; das heilit, es ist
Xg = Xp fli.

0O.B.d.A. konnen wir E C X,, fiir ein m annehmen, denn aus (E N X,,)\N,, = B,,\N,, folgt E\N = B\N mit
N :=U,N,, und B := U,,B,,. Nach Lemma 11.5.2 gibt es E; € Q mit

\[};LVE —XEk|d,u < 27k,

Es sei auch E; C X, (sonst ersetze man Ey durch E; N X,,), und es gelte Xz, — X f.i. Dann folgt aus x € E\N
auch x € E;\N fiir groBe j, also

E\N c B\N mit B::ﬂ UEJ-

ko >k
und
1 (B\E) < UEj\E] < Zy(Ej\E) < ZIL\’E/. ~Xg|du <27F - 0.
>k >k >k VX
Daher ist N := N U (B\E) eine Nullmenge und E\N = B\N. |

Die Konstruktion einer Nullmenge N € N mit N ¢ B wird Beispiel 11.9.7 enthalten.

11.6 MeBbare Abbildungen

Wir betrachten nun Abbildungen
f 1 X—Y

und denken dabei wieder an X = R" und Y = R™. Allgemeiner kann Y ein Banachraum sein. Man benétigt dann
aber die Separabilitit des Wertebereichs f(X\N), um im nichsten Abschnitt §11.7 wichtige Ergebnisse zu erhalten,
zum Beispiel das Majorantenkriterium. Separabilitit von f(X\N) heiflt, in f(X\N) soll es eine abzihlbare iiberall
dichte Menge geben. Dabei ist N eine Nullmenge. Im Falle ¥ = R™ ist das wegen Q™ c R™ immer erfiillt. Wir
werden uns deshalb um diese Frage im folgenden nicht weiter kiimmern. X denken wir uns mit dem Lebesgueschen
Mal versehen, als Mafraum soll also (X, £, 1) zugrundeliegen. Nach Definition 10.3.4 ist f dann meBbar, wenn
fiir alle offenen V C Y die Urbilder f~!(V) c X meBbar sind. Weil £ eine o-Algebra ist, gilt das dann auch fiir alle
Borelmengen V C Y (Satz 10.3.7.2).
Es sei Z ein Banachraum. Dann heif3t
¢ 1 Y—Z

,Borelfunktion®, wenn fiir alle offenen W c Z die Urbilder ¢! (W) Borelmengen in Y sind. Stetige Funktionen
sind Borelfunktionen. Es gilt:

Satz 11.6.1:
1. Es seien X, Y, Z wie oben, f mefibar und ¢ eine Borelfunktion. Dann ist auch ¢ o f mefibar.
2. Es seien f, mefibar und f := lim,_,. f,. Dann ist auch f mefbar.
3. Es seien Y = R und f,, mefsbar. Es seien

f= inqufn bzw. g :=liminf f,
ne. n—oo

fast iiberall endlich. Dann sind f bzw. g mefsbar.

Beweis:
1. Es sei W C Z offen. Dann ist ¢~!(W) eine Borelmenge und f~!(¢~}(W)) = (¢ o £)~!(W) mithin meBbar.
2. Es sei fiir x € X\N, N Nullmenge,
S = lim £, (x).
Es sei V c Y offen und
Vii={yeV | Biiy) c V).

Fiir x € X\N gilt dann
fWeV < ik Vjzk filx)eV,
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oder in Mengenschreibweise

00

FHVN =

i=1

(N

(' vowWeL

1 j=k

=~
I

3. Es sei fiir x € X\N, N Nullmenge,
fx) = i.ngfj(x) > —o00,
]E

Dann gilt
VaeR [ (la,00)\N=)f"(la0)\NeL

j=1
Mithin ist f meBbar und damit auch
Jdk = 1nf fj
Jj=k

Aus Aussage 2 folgt dann
g= klim gr€ L. O

Es seien nun E; € £ paarweise disjunkt und ¢; € Y. Dann nennen wir

eine ,,verallgemeinerte Treppenfunktion®. Es gilt
Korollar 11.6.2: f ist genau dann mef3bar, wenn es verallgemeinerte Treppenfunktionen g; gibt mit g; — f f.ii.

Beweis:
&: Nach Satz 11.6.1.2 ist eine verallgemeinerte Treppenfunktion g; meBbar und damit auch f.

=:0.B.d.A.seiY =R.EsseiveZund
v v+1
E,, = -1 —, —) .
4 f ( 2n 211 )

Bei festem 7 sind die E,,, disjunkt. Es sei

Dann gilt fiir alle x
1
1f(x) = gn(0)] < w7 0.
Damit haben wir sogar die gleichméBige Konvergenz bewiesen (vgl. den Satz von Egorov weiter unten).

Korollar 11.6.3: f ist genau dann mefsbar, wenn es Treppenfunktionen t; € T(X,Y) gibt mit t; — f f.ii.

Zum Beweis geniigt es, in X,, = (—m, m) eine verallgemeinerte Treppenfunktion g durch ¢ € 7 (X, Y) zu approxi-
mieren. X g,nx,, 148t sich nach Lemma 11.5.2 in L' durch ¥ Eijn Xy mit E;; € Q approximieren. Es gilt also

IWE nx, —XEnx,llgr — 0,
und aus dem Rieszschen Satz folgt die Konvergenz einer Teilfolge.

Korollar 11.6.4: Mit f,g € L und c € R sind auch

Cf? fig’ fg» |f|

und falls f + 0 fii.

| 1/f(x) wenn f(x)#0
h(x) := { 0 wenn f(x)=0

mefibar.



30 11 Das Lebesguesche Integral

Der Beweis folgt aus Korollar 11.6.2.

Satz 11.6.5: Es seien f € L' und fiir E € £

v(E) ::ffd,u.
E

Dann ist v o-additiv auf L mit Werten in Y, und es gilt
V(E)| =0 fiiru(E)— 0.

Beweis:

1.Esseien E; € Lmit E; C Ejy; und E = UjenE;. Dann ist X f = lim X, f punktweise. Auflerdem ist
1—00

[dus [du<es
Ei E
also konvergent, und fiir i < j gilt

Lwy>nﬂw=ﬁ\

J

du = du — du — 0.
| ldn LMu Lmu

In £ gilt also X g f — Xgf oder v(E;) — v(E). v ist deshalb o-additiv.

2. Wir wihlen nun

g
fi= ) X, € T(X,Y)

i=1

mit ||f — fill,+ — 0. Dann ist

V@< [V~ fldat ) louln(EN B,
E i=1

Der erste Term konvergiert fiir k — oo gegen Null und der zweite bei festem k fiir u(£) — 0.
Wir wollen nun den Satz von D. Ecorov (1869—1931) zeigen. Vorher definieren wir:
Definition 11.6.6: f; — f fast gleichmdflig auf X
Ve>0 dE, e L uX\E;) <e fi— f gleichmdfigin E,.
Satz von Egorov: Es seien f und f; mefbar. Dann gilt:
1. Es konvergiere f; — f fast gleichmdif3ig. Dann folgt f; — f f.ii.
2. Es seien u(X) < oo und f; — f f.ii. Dann folgt f; — f fast gleichmdif3ig.

Beweis:
1. Wir wihlen E;. zue = 1/nund E := U Ey,. Dann ist w(X\E) = Ound fiir x € E

fi(x) = f(0).
2. Esseien € > 0 sowie E € L mit u(X\E) = 0 und
fix) = f(x) firxeE

vorgegeben. Es seien ferner

1
Epn = {er ' Yizk |fi(x)—fx)l< Z}

Dann gilt fiir alle n

| JEw=E und Ep, € Egi.
k=1
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Wegen u(X) < oo gibt es deshalb k,, mit
HU(E\Eg, ) < 827"

Es sei

E, = ﬂEk CE.
n=1

Dann ist X\E, C (X\E) U (E\E,), also

HX\Eo) < ) u(E\Ey,,) <&,

n=1

und auf E, konvergiert (f;) gleichmiBig gegen f. Es sei nidmlich n > 0 gegeben. Wihle n := 1 + [1/57] und
N := k,. Dann gilt

1
¥Yp>0 AN VxeE, VYj>N |fix)—f)l<-<n
n

wegen x € Eyy,.

Zum Abschluf} dieses Abschnitts seien wichtige Konvergenzbegriffe noch einmal zusammengestellt:
f. ., fast iiberall*: Vxe X\N fu(x) = f(x).
f. g. ,fast gleichmaBig*: VYe>0 3dE.e L f, - fgleichmiBigin E, und u(X\E;) < &.
LY fa=fllp = [ 1fa = fldu — 0.
m. k. ,,maBkonvergent®: Ve>0 ullfn—fl>eh—0.
Aus der Konvergenz einer Folge in £! folgt auch ihre Konvergenz f.ii., f. g. und m.k., jedenfalls fiir eine
Teilfolge. Den folgenden Abbildungen konnen Sie weitere wichtige Implikationen entnehmen. Dabei soll der fette

Punkt am FulBle eines Pfeils bedeuten, dafl die Implikation nur fiir eine Teilfolge gilt. Man zeige die hier nicht
bewiesenen Implikationen!

f.i. [«—| f.g fi |[«——| f.g
! |— | mk L m.k
Allgemeiner Fall u(X) < oo
Beispiel 11.6.7:

1. Erinnert sei noch einmal an das am Ende von §11.3 gegebene Beispiel zum Rieszschen Lemma: Es gibt f, mit
Ilf: = fll;r — 0O; aber nur fiir eine Teilfolge gilt f, — f f.i.; (f,(x)) konvergiert also nicht punktweise. Dazu
wihle man:

X=[0,1], f:=0 und fi(x):=1,

1 fir0<x<1/2 1 furl/2<x<1
f(x) = { 0 sonst, f(x) = { 0 sonst.
1 fir0<x<1/4 _ B 1 fur3/a<x<l
f4(x) L { O SOnSt, .fS(-x) P fﬁ(x) =TT, f7(x) L { O SOnSt.

|1 fir0<x<1/8
fs(x) := { 0 sonst, usw.

Die Teilfolge (f1, f2, f1, fs,...) konvergiert f.ii. gegen Null.
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2. Es gibt ein f mit |f| € L, aber f ist nicht mefibar. Es sei ndmlich V die Vitali-Menge (vgl. §10.2) und

1 firxeV
fx) = { —1 sonst.

Es geniigt also nicht, nur auf |f| zu achten!

11.7 Eigenschaften integrierbarer Funktionen

Wir beginnen mit:

Satz 11.7.1:

1. Es sei f € L£L(X,Y). Dann ist  mefbar.

2. Es seien f mefbar, g € L' (X,R) und |f| < g fii. Dann ist f € L'(X,Y).

Die zweite Aussage heiflt ,,Majorantenkriterium®. Beweis des Satzes:

1. Es seien f; € 7(X, Y) mit ||f — fill,1 — 0. Aus dem Rieszschen Satz folgt dann die Existenz einer Teilfolge mit
Ji — f 1. Nach Satz 11.6.1 ist f dann meBbar.

2. Man wihle zu k € N eine Uberdeckung von
0B(0,1)cY=R"

mit disjunkten Borelmengen F';, j=1,..., ji, und
diam(F-) = sup{lx—y| | x,yeF } < l
J J k

DaB das méglich ist, folgt aus der Uberdeckungseigenschaft von Heine-Borel (vgl. §4.5). 0B(0, 1) werde von
den Kugeln B(x;, %{), ..., B(x,, %{) iiberdeckt. Dann leisten Fy := By, F» := B,\F},... das gewliinschte. Es
seiennun fiiri=1,...,kund j=1,..., ji

a i-1 _fl i fx) ‘
Ejj = {xEX ' oW £0, = < < i eF,}.

Diese Mengen sind disjunkt. Aus Satz 11.6.1 und Korollar 11.6.4 folgt E;; € L. Es sei

mit a; € F;. Dann gilt f.ii.

2
|_ﬁ€ - f| < z g,
denn fiir x € E;; ist
i—1 S(x) i-1 f™I) fx) 29(x)
i (aj B If(_x)l)g(x)‘ " ( K g ) | f(x)lg(x)’ =Tk
———
<1/k

letzteres wegen
1 i-1 i<i—1_|f(x)|
kK k k k g(x)

Fiir E € Listnun gX¢ € £'(X, Y). Man approximiere nimlich g durch Treppenfunktionen g,

<0.

llg — gillp — 0.

Dann sind auch g, Xz € £'(X,Y), und (g Xg) ist eine Cauchyfolge in £'(X,Y). Aus dem Rieszschen Satz
folgt die Existenz einer f.ii. konvergenten Teilfolge g Xg — gXE, und Folgerung 11.4.2 liefert dann gXg €
LY(X,Y). Aus Satz 11.4.4 erhalten wir daher

2 2
L|fk—fl|dﬂﬁj};(%+7)gdu—>0.
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Wegen f;, — f f.ii. ergibt sich schlieBlich aus Folgerung 11.4.2 die Behauptung. O

Der Satz gilt auch in Banachrdumen Y, wenn f(X\N) separabel ist. Einen Beweis findet man in Al¢, l.c. S. 44.

Funktionen aus £! (X, Y) sind also mefBbar. Wir nennen sie kurz ,,integrierbar®. Die zweite Aussage des Satzes,
das Majorantenkriterium, ist besonders wichtig. Wir wollen dhnliche Resultate fiir Folgen ableiten und definieren
dazu:

Definition 11.7.2: Es sei (f,) konvergent (in einem noch zu spezifizierenden Sinne). Es gebe ein g € L£L'(X, R) mit

Yn |ful<g fi
Dann nennen wir (f,,) dominiert konvergent.

Es sei an die schematische Darstellung der verschiedenen Konvergenzimplikationen gegen Ende des letzten
Abschnitts erinnert. Fiir dominiert konvergente Folgen gilt entsprechend:

fi. |«——| f.g

m. k.

Ll

Dominierte Konvergenz
Die wichtigste der dargestellten Implikationen — die linke — wollen wir im folgenden beweisen.

Wir beginnen mit dem Lemma von Fatou, benannt nach Pierre Fatou, 1878-1929.

Lemma von Fatou: Es seien f; € LY(X,R), fi = 0 fii. und

ffjd,uSc<oo.
X

Dann ist liminf f; € LY(X,R) und
J—oo

fliminf]‘jdu < liminfff_,-d,u.
X J/o® Jj—oo X

Beweis: Es sei
gi :=inf f;.
i~k
Es sei daran erinnert, daf dann g < g1 und im Falle beschriinkter f;

liminf f, = lim g,
n—oo n—oo

ist.
1. Fiir alle j > k, k € N, gilt dann f.ii.
0<gr<f;

Nach Satz 11.6.1 ist g; dann meBbar, und aus dem Majorantenkriterium folgt die Integrierbarkeit. Satz 11.4.4

besagt dann fiir alle j > k:
fgkdpsffjduSc
X X

fgkdusliminff]’jdus c.
X J=e Jx

und
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2. Die g; sind f.u. in kK monoton und nicht fallend. Deshalb gilt fiir k < [

f|gk_gl|dﬂ:fgldﬂ_fgkdﬂ_’0~
X X X

(gy) ist also eine L'-Cauchyfolge. Punktweise gilt f.ii.

liminf f; = lim g;,
und aus Folgerung 11.4.2 erhalten wir

liminf f; € £'(X,R)

J*)OO
sowie
f|liminffj — gi|du — 0.
X Jjooo k— oo

Mithin gilt mit &, — O nach 1

fliminffjd,u < fgkd,u+ek < liminfffjdu+sk,
x Jo® X Jj—oo X

und daraus folgt die Behauptung. O

Als Spezialfall erhalten wir den Satz von B. Levi iiber die monotone Konvergenz, benannt nach Beppo LEvr,
1875-1961:

Satz von B. Levi: Es seien f; € L'(X,R), fi =0 fii, fxfjdu < ¢ <ocound f; / f fii. Dann gilt f € L'X,R)

und
tim [ fydu= [ fau

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnungen des Beweises des Lemmas von Fatou und erhalten

gk = inf f; = fi,
i>k

also
liminf f; = limg; = lim f; = f € L' (X,R)
Jj—oo Jj—ooo Jj—ooo
sowie
[ Jtimint 5~ gelae = [ 17~ st 0.
X J7*e X
also

nmfjfjdu:ffdﬂ.

Als néchstes zeigen wir den Satz {iber die dominierte Konvergenz von Lebesgue:

Satz von Lebesgue: Es seien f,, [ mefbar und (f,) konvergiere f.ii. dominiert gegen f. Dann sind f,, f €

LY(X,Y), und es gilt
[ ==
X

Dieser Satz hat in den Anwendungen grofle Bedeutung erlangt. Er liefert ein wichtiges Kriterium fiir die Integrier-
barkeit einer Grenzfunktion.

Beweis: Aus dem Majorantenkriterium folgt unmittelbar f,, f € £1(X,Y). Es sei nun |f,| < g € £'(X,R) und

1
gni=9 = 3= fle LIXR).

Dann gilt f.i. g, — g und
1 1
In Zg—i(lfn|+|f|)2 E(g—lfl)ZO,
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also 0 < g, < g. Satz 11.4.4 zeigt dann
fgndﬂsfgdu@o,
b'¢ X

und aus dem Lemma von Fatou erhalten wir
1
fgdy = fliminfgjd,u < liminffgndu = fgd,u— —limsupf|f,, — fldu,
X X J7® n—oo Jx X 2 o X

limsupflfn—fldp =0.
X

n—oo

also

Beispiel 11.7.3:
1. Es seien f,(0) = 0 und fiir x € (0, c0)

—nx

€
fu(x) = i

Dann ist f,(x) — O fiir n — oo, aber nicht gleichmifig. Es ist jedoch

|fn| <ge Ll (RE,R) mit g(x) = e\/}

00 e—nx
dx — 0.
L

2. Es sei f(x, 1) beziiglich x € X mef3bar und beziiglich 7 stetig in [a, b], und es gelte
G0l < g0) € LIXR).

Deshalb folgt

Dann ist
F(r) := ff(x, Hdx
X
in [a, b] stetig. Das folgt aus
FO - Fol < [ 1t - Sl
X
mit [f(-, 1) — f(-, ty)| — O fiir t — £y und

1f(x,0) = fx, 10)] < 2g(x).

3. Es seien f(x, ) := x?e™™ fiir x € [0, c0) und ¢ € R*.

F@) = fm f(x,1)dx
0

soll differenziert werden. Dazu bilden wir bei festem ¢

Fit+1)-F@) _ f""xze_,xe_”—ldx
0

T
————

=:h(x,7)

Nun ist fiir 7 € [-1/2,t/2]

— x
‘ =xe "™ < xe?,

also
h(, 1) <ge L'RER) mitgx) = xe 2.

Punktweise gilt

h(x,7) — —x’e ™.
70

F'(t) = —f e~ dx.
0

Damit erhalten wir

SchlieBlich zeigen wir noch den

35
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Konvergenzsatz von Vitali: Es seien f, € £L'(X,Y) und f, — f fii. Dann sind dquivalent:
1. fe L'X, V) und||f, — fllpr — O.
2. Es seien E, E, C X mef3bar, und es gelte

Supj;lfnld,u — 0 fiir u(E) -0 (*)

Ye>0 dE; mitu(E,) < oo und supf |fnldu < e. ()
X\E,

n

Beweis:

(1) = (2): Es ist

Llﬁllduﬁj;lfldu+fElﬁl—f|du-

Das erste Integral rechts konvergiert nach Satz 11.6.5 gegen Null mit u(E) — 0. Mithin gilt
VYe>0 dn, 36, Vnx=n, VE, u(E) <6, flntdySs.
E
Auflerdem folgt aus Satz 11.6.5

VYn 36, YE, u(E) < One, flfnldu <e,
E
also
Vn<ng, VE,u(E)<mind,,, flf,,ld,uSS.
m<ng E
Das beweist Gl. (x). Zum Nachweis von Gl. (xx) benutzen wir bereits folgendes

Lemma 11.7.4: Es gilt

Ve>0 VgeL'(X,R), g=0 EIEgg,,u(Egg)<oo f gdu < &,
X\E,

das wir sofort anschlieBend zeigen werden, und wiéhlen E, zu £/2 > 0 und |f]. Dann ist fiir alle n > n,

f il du sf Ifldu+flf—fn|du <e.
X\E, X\E;, X

Zun < ng gibt es ein E,; mit u(E,;) < oo und

f fuld < .
X\E,¢

ne
Es = EpU| JEpe.

n=1

Daraus folgt Gl. (sx) mit

(2) = (1): Es seien € > 0 und E, aufgrund von (xx) gewdhlt. Aus dem Satz von Egorov folgt dann
fn—f fg inkE,

das heif3t, es gibt A, C E, mit u(E;\A;) < &, und (f,,) konvergiert in A, gleichmifig. Daraus folgt

fxlfn—fmldﬂ < fAELfn_fmld,u + fX\E_lﬁ‘_me” + fES\AEIﬁz—ﬁnldﬂ

&

< p(Ag)suplfy — ful + ZSupf |fldp + ZSupf | fil dpe.
X\E, Ec\A

X€EA, keN keN

Bei festem ¢ konvergiert der erste Term gegen Null mit n, m — oo, der zweite ist nach der Wahl von E, kleiner
als 2¢, und der dritte konvergiert wegen () mit ¢ — 0 gegen Null. Dann ist f € £'(X,Y) nach Folgerung
11.4.2. ]
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Es fehlt noch der Beweis zu Lemma 11.7.4: Fir 0 < a < 1 sei

fgdﬂzf gdu > ap(E?),
X E®

also u(E®) < co. Fiir @ < o ist E*' c E®, und es gilt

R~

E“:z{aSgS

Dann ist

E::UE“={0<g<oo}.

a>0

Fir « | O ist
Xgag 20, Wee gl <lgllp, Xeeg /" g=Xeg.

Mithin folgt aus dem Satz von B. Levi

al0 Jpe al0 Jx X E

oder
Ye>0 da, Ya<a, f gdu < e.
X\E®

Man wiihle also E; := E%. |

11.8 Das ProduktmaB

In diesem Abschnitt behandeln wir kurz Produktmafle. Es seien §; ¢ R™, S, c R™ jeweils kompakt und
Sy, L, w), I = 1,2, MaBirdume mit ((S;) < oco. Dabei denken wir wieder an das Lebesguesche Maf} oder all-
gemeiner an ,regulire” MaBe y;; das heiBt, es soll fiir E! ¢ £

inf {yl (U\A) ‘ ACE cU A abgeschlossen, U offen} =0

sein. ¢ hat zum Beispiel im R! diese Eigenschaft, wenn es von einer monoton wachsenden Funktion
f : R—R

werzeugt wird. Es ist dann u((a, b)) := f(b — 0) — f(a + 0).
Es seien nun E/ € £; und

(1 X#z)(El X Ez) = ,Ul(El) ',uz(Ez)-
Dadurch wird auf
L0 = {endliche Vereinigung disjunkter E' x EZ}

ein additives MaB3 erzeugt. Auf den Nachweis der Einzelheiten wollen wir hier verzichten (vgl. Alz, l.c. S. 132f).
Mithin kann man wieder das Lebesguesche Integral zu (S| X S, L0, U1 X up) konstruieren, und man gelangt so
zum Mafraum

(S1x82, L, p) mityu:=pu; Xu,.

Es gilt:

Satz 11.8.1: Es sei N eine u-Nullmenge. Dann ist fiir y,-fast alle x| € S
{)Cz €S, | (x1,x) € N}

eine uy-Nullmenge.

Der ,,x;-Schnitt” von N ist also f.ii. eine u,-Nullmenge.
Beweis: Zu & > 0 gibtes E! € £, i € N, mit

(o]

Nc| JE xE} und iu(Eil X E}) <.
i=1 i=1
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Es seien
Gen (X1, X2) := ZXE} ()X p2(x2) .

Fiir alle x; ist gz,(x1,-) € £L'(S2,R), und es folgt
Gen (x1) 1= fz Gen(x1, ) dpir = ZXE; (x1) o E7)
S i<n
und G, € £'(S|,R) mit

f] Genduy = Z,ul(Eil)/,tg(Eiz) <e.

S i<n
Nun gilt:
1. Wegen G, (x1) / Go(x1) := XX (xl),uz(Eiz) folgt aus dem Satz von B. Levi G, € £'(S |, R) mit

n—oo

f Godu; = lim Genduy < e.
Sl Sl

Das bedeutet aber [|G,llz1s,ry — O fiir & — 0, und der Rieszsche Satz liefert eine Teilfolge &’ — 0 mit
Gy (x1) — O fiir u,-fast alle x; € S . Im folgenden schreiben wir fiir £’ wieder &.

2. Wir betrachten nun solche x;, x; sei also fest. Da fiir kleine &
f gan(-xl’ )d,u2 = Gsn(xl) /‘ Gs(xl) <o
S2

und
Gen(X1, X2) /" ge(x1,X2) = ZXEg (X)X p2(x2)

ist, folgt wieder aus dem Satz von B. Levi g.(x;,-) € £!(S,,R) mit

f gb‘(-xlv ) d/‘l2 = Gs(xl)s

So

also [lge(x1, )l z1¢s,r) — 0. Aus dem Rieszschen Satz erhalten wir dann
gs(x1,x2) = 0 fiir yp-fast alle x, € 5.
Wegen g.(x1, x2) > Xn(x1, X2) mull somit gelten

XN(xl, )C2) =0 fir /,lz-faSt alle Xy € S2.

Wir zeigen nun das Hauptresultat dieses Abschnitts, nimlich den
Satz von Fubini: Es seien mit X :=5; X S,

f i X—Y
und

Jo Ly — LS, £S5 Y)
f — Jf:=f

Dann ist J ein linearer isometrischer Isomorphismus, insbesondere existiert fiir f € L'(X,Y)

Fy) = | fQ,)du
S»

fiir pi-fast alle x, € S1. Es ist F € £1(S1,Y) mit

fF(xl)dm:ff(xl,xz) du,

S| X

f( f(xhxz)d/lz)d#l:f( f(xlaXZ)dﬂl)d/JZ-
s, \Us, s, \Js,

und es folgt
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Beweis: Zur Abkiirzung setzen wir Z := LS, Y). Zist separabel.
1. f € £(X, Y) 148t sich durch Treppenfunktionen

ny
fe= Z @ijXpixp?
ij=1
approximieren. Dann ist fiir alle x;
g
Tf) () = Y aXp(x)Xp € Z
i,j=1

und J f; € £'(S 1, 2). Es gilt

| iz du
N

ng e
;M(Eil) -l JZ:; ainEf”-C‘(Sz,y)

n

i |l i (E} ) o E?) = il du,
2, ) - [

ij=1

Analog folgt fSZ(J fOO dus € L1(S1,Y) mit

f ( (Jfk>dm)dm= f fodu,
S S» X

Weil auch f; — f; Treppenfunktionen sind, gilt ebenfalls
Wi = Jfillps,z = I = fillgrxry = 0.
Wegen der Vollstindigkeit gibt es also ein f € £(S, Z) mit
Jfi— f inL'(51,2).
2. Aus dem Rieszschen Satz folgt die Existenz einer Teilfolge (0.B.d.A wieder die urspriingliche Folge) mit
Jf) (1) = fa,) inZ
fiir p)-fast alle x;. Andererseits gibt es eine Teilfolge mit
Jfi(x1, x2) = f(x1, xp) fiir u-fast alle (x1, x3).
Aus Satz 11.8.1 folgt dann fiir y,-fast alle x,
fi(x1, x2) = f(x1,x) fiir uo-fast alle x,.
Wegen fi.(x1,-) = Jfi(x1) erhalten wir daher fiir ;-fast alle x;
fOa,) = fu) inZ.
In £1(S,Z) folgt dann J f = f und
Al sz = Il ciey)-

3. Mithin ist J wohldefiniert und isometrisch. R(J) ist abgeschlossen. J ist auch surjektiv. Zum Beweis zeigen
wir die Dichte von R(J): Jedes h € L£'(S,Z) 4Bt sich durch Linearkombinationen von Xzig mit g € Z
approximieren, und g wiederum durch @ X mit @ € Y. Abbildungen der Form

F(x1,%) = aXp (x)Xp2(x2) € L1(S1,2)

liegen aber trivialerweise im Bild von J.
4. Zum Beweis der Integralformel nutzen wir aus, daf} das Integral beziiglich u, eine lineare stetige Abbildung T

von Z nach Y ist,
Tl = | | gda| < [ 1oidz = gz
S

S
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Ist daher f € £1(X,Y), dannist g := Jf € £'(S,Z) und
G:8'" — v
X f2 g(x1,)duy = (T g)(x1)
s
aus £1(S1,Y),G=Tg e L'(S,7), letzteres wegen

Lemma 11.8.2: Es seien Y, Z Banachriume, T € L,(Z,Y) und g € L' (S1,Z). Dannist T g € L£'(S1,Y) und

f Tgdu = T(f gdul).
Sl Sl

Wir beweisen das Lemma anschlieBend und fahren zunichst mit dem Beweis des Satzes von Fubini fort.
5. Weil aulerdem J f;, — Jf in LYS 1.2 gilt, folgt aus dem Lemma

[ aram)an = [ ([ orain) e

Fiir die approximierende Folge f; hatten wir bereits unter 1.

fsl (fs Jfkd,UZ) dpy = fxfkdu~

Daraus folgt die Behauptung. O

Beweis von Lemma 11.8.2: Wir schreiben S statt S, u statt 4; und approximieren ¢ in £'(S, Z) durch Treppen-
funktionen

g
gk = Z X, mitay € Z, p(Ey) < oo.
i=1

Dann ist
103 ni
ngk du = Z Taypu(Ey) =T {Z aki,u(Eki)) =T (f Ik dﬂ)-
S i=1 i=1 S
Wegen

[ ac=Tatda<imi [ oc - gtz — 0
s s
ist (T gx) eine Cauchyfolge in £'(S,Y), und es gilt

Tge—Tg in LYS,Y)

sowie
gy — ¢ in .EI(S,Z).

fsrgdﬂzr(fsgdﬂ). D

Der folgende Satz, dessen Beweis im wesentlichen schon im Satz von Fubini enthalten ist, ist nach LEoNIDA
ToNeLLI, 1885-1946, benannt.

Daraus folgt

Satz von Tonelli: Es sei f: S| XS, = Y mef3bar, u = uy X o, und es existiere

fS‘] (j; |f|d#2)d,u1 oder LZ (j;l |f|d/11)d,uz.

Dannist f € LY(X,Y) mit X := S X S».

Beweisskizze: Es seien
gn :=min (|f],n).

Die g,, sind mefBbar und integrierbar. Es gilt f.ii.

gn /If
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Aus dem Satz von Fubini folgt deshalb

f%@=f(f%w+m§f(fvaW¢c<w
X S S, S S>

Mithin folgt aus dem Satz von B. Levi
fle L'X. 1)

und damit f € L'(X,Y). m]

Als Folgerung bringen wir das beriihmte Cavaliérische Prinzip, benannt nach BoNAVENTURA CAvALIERI, 1591—
1647. Es soll schon auf Archimedes zuriickgehen. Man vergleiche die linke Skizze auf der folgenden Seite.

Das Cavaliérische Prinzip: Es sei M c R" = RP X RY beschrinkt und mef3bar sowie

M(y) := {(xl,...,xp) | (xl,...,xp, yl,...,yq)e M}.

Dann ist fiir fast alle y € RY
M(y) c RP

mefsbar. Es sei f.ii.

h : RY — R
y —  u,(My).

Dann ist h € L'(R9,R), und es gilt
u(M) = f hdp.
R4

Beispiel 11.8.3: Die beiden Mengen F und F; in der rechten Skizze haben gleiches Maf3.

11.9 Reellwertige Abbildungen einer reellen Verinderlichen
Zum Abschluf dieses Kapitels wollen wir noch einige spezielle Klassen von Abbildungen
f i R—R
angeben und diskutieren, zum Teil ohne jeweils alle Beweise wirklich auszufithren. Wir beginnen mit

Satz 11.9.1: f sei auf E mefibar und f.ii. endlich. Dann gibt es es beschrinkte mefibare Funktionen g mit

Ve>0 dg p({xeE | f0)#gw))<e.

Eine f.u. endliche mef3bare Funktion muf} nicht integrierbar sein. Man denke nur an f(x) := 1/x1in [0, 1].

Nach Korollar 11.6.3 148t sich eine mefbare Funktion f.ii. durch Treppenfunktionen approximieren und nach
Korollar 11.6.2 durch verallgemeinerte Treppenfunktionen. Diese letzte Aussage wollen wir noch etwas verschir-
fen und zeigen:
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Lemma 11.9.2: Es sei f > 0 mefbar. Dann gibt es eine Folge (¢,) mit
1.¢, = ZkN:('ll) am X, mit Ey. C L.

2.0 < (%) < @ua1(x) [

3. lim @,(x) = f(x) foi.

Der Beweis erfolgt analog dem zu Korollar 11.6.2. Es seienk =0, 1,...,n2" — 1, n2" und

{ (£ 4L firk<n2
Ey =

f1([n,0)) fiir k = n2".

Bei festem 7 sind die Mengen E,; disjunkt, und es gilt

nn

| JEw =R
k=0

Es sei fiir x € E,;
k
en(x) 1= ?XE,,;((X)-
Dann ist ¢, meBbar und hat die geforderten Eigenschaften.

Ein analoges Resultat erhélt man mit ¢, € 7. Diese Monotonie in der Approximation 148t sich ausnutzen, und
nach Riesz definiert man folgende Funktionenklassen:

1. Ky := 7. Mit f, g gehoren auch inf(f, g), sup(f, g) und |f| zu Ky. Es seien f* := sup(f,0) und f~ := —inf(f, 0).
Dannist f = f*— f~und |f]| = f" + f~.

2. K := Menge aller f, fiir die es eine monoton steigende Folge von ¢, € K gibt mit f = lim,_, ¢, f.i. und
[@n < ¢ <oo. f €K ist f.it. endlich.

3. %K, := Menge aller f = f; — f> mit f; € Kj.

%, sind dann gerade die Lebesgue-integrierbaren Funktionen, es gilt also K> = L.

Jetzt 146t sich auch die Klasse der Riemann-integrierbaren Funktionen besser charakterisieren. Eine beschriank-
te Funktion f stimmt gerade dann f.ii. mit einer im Riemannschen Sinne (eigentlich) integrablen Funktion iiberein,
wenn

f€7(1 und —f€7(1

gilt (oberes und unteres Darbouxsches Integral). Damit ist wieder klar, daf eine Riemann-integrierbare Funktion
zu L' gehort.

Beispiel 11.9.3: Wir betrachten jeweils in [0, 1]:

1. f(0) := O und f(x) := sin 1/x fiir x > 0. f ist keine Regelfunktion, aber Riemann-integrabel (vgl. das Beispiel
in §6.7).

2. f(0) := 0 und f(x) := Lsinl fiir x > 0. f ist erst recht keine Regelfunktion. Wegen

1 00 .
f Ol = f lsingl
0 1 y

ist |f] ¢ £', damit auch f ¢ £, und f ist nicht Riemann-integrabel. Das uneigentliche Riemannsche Integral
existiert aber wegen
1 e o
f f(x)dx = f wdy - z.
& 1 y 2

3. f(0) := 0 und f(x) = 1/+/x fiir x > 0. f ist keine Regelfunktion, nicht Riemann-integrabel, wohl aber im
Lebesgueschen Sinne integrierbar, und es existiert das uneigentliche Riemannsche Integral.
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Monotone Funktionen: Es sei
f : la,b] —m R

mit f(x) < f(y) fir x < y. Esseia < xg < bund x, | xo. Dann existiert
lim f(x,) =: f(xo+0)= inf {f(x)}.
n—oo xo<x<b

f(x0+0) ist also von der speziellen Wahl der Folge (x,) unabhéngig (vgl. Satz 6.3.2). Analog definiert man f(xy—0).
Dann ist

J(x0=0) = f(xo) < f(x0+0),
und es folgt

Lemma 11.9.4: Es seiena < x; < x, < --- < x, < b. Dann gilt

n

0<[fla+0) - fl@]+ ) [f(xi+0) = fxp] + [f(b) - f(b-0)] < f(b) - f(a).

i=1
Folgerung 11.9.5: Es gilt
1. Zu festem p > 0 hat f hochstens endlich viele Spriinge hoher als p.
2. Die Menge der Unstetigkeitspunkte von f ist hochstens abzdhlbar.

Ferner gilt

Satz 11.9.6: f besitzt fiii. eine endliche Ableitung f'. Es gilt f' € £L'([a, b]) und

b
f J'dx < f(b) - f(a).

Dieser Satz stammt von Lebesgue. Er wird in Riesz & Sz.-Nagy, l.c., S. 3—7 und 47, bewiesen.

Beispiel 11.9.7: Wir konstruieren in [0, 1] eine monotone Funktion mit fast iiberall verschwindender Ableitung:

>[5 30 5)2 o 511U

Es wird also jeweils das innere Drittel hinzugenommen, man vergleiche die Skizze auf der folgenden Seite. Es sei

Essei S c [0, 1] mit

C:=1[0,1]\S

die ,,Cantormenge*. Dann gilt

(S)—1+2+4+ —11+2+22+ =1
HS)=375% %7 “31° 7373 -

und u(C) =1 -pu(S) =0.
C ist also eine Nullmenge. C hat jedoch die Michtigkeit des Kontinuums. Das sieht man so: Man stelle die
Elemente von [0, 1] durch triadische Briiche dar,

x=0,aq1ara; --- mita; €{0,1,2}.

x = 0, 12 bedeute also x = % + %. Ein ¢ € C ist dann durch a; € {0, 2} charakterisiert. Wir schreiben nun C als
C=CiUC,mitC; NCy = 0. Dabei sei C, C C die Menge der triadischen Briiche mit der Periode zwei. Offenbar
ist C, abzéhlbar. Es seinunc € C;,¢c =0,a;az a3 --- und

y |0 fira=0
! 1 fiira,-=2.

Damit 146t sich ¢ als Dualbruch schreiben. Jedes x € [0, 1] 146t sich ebenfalls in dieser Form darstellen. Mithin
gibt es eine bijektive Abbildung von [0, 1] auf C;, und beide Mengen haben dieselbe Méchtigkeit. Damit hat C
die Michtigkeit des Kontinuums. Weil jede Teilmenge einer Cantormenge ebenfalls eine Nullmenge und damit
meBbar ist, folgt im R

#L=#PR)=2".
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Wir definieren nun die Abbildung f(x):

1 s 1 2
5 furxe(g, g)
1 s 1 2
1 furxe(g, 6)
3 = 7 8
f(x) = I fiir x € (5, g)
1 = 1 2
g furxe(ﬁ, ﬁ)
usw.
v Y
lAk
1 _
2Ak -
e T— ! ! T et X
1 2
3 3 1

Damit ist f auf S definiert, und zwar konstant auf den einzelnen offenen Intervallen. Dort gilt f* = 0. f nimmt
alle Werte der Form m/2" < 1 an. Wir erweitern nun den Definitionsbereich von f durch f(0) := 0, f(1) := 1 und

VxeC f(x):= stelspf(y).

y<x

Man iiberzeuge sich, dafl
fo 10,11 — [0, 1]
dann eine monotone und stetige Abbildung ist. Fiir alle x € S ist f/ = 0. Mithin ist f fast iiberall differenzierbar

mit verschwindender Ableitung.
Es sei nun

g : [0,1] — [0,2]

x x4+ f(x).

Dann wiichst g streng monoton und ist stetig. Mithin existiert nach Satz 5.1.2 die Umkehrabbildung g~'. Auch g~!
wichst streng monoton und ist stetig (Satz 5.1.14). Mithin ist g eine topologische Abbildung (g ist bijektiv, g und
g~ sind stetig). Fiir jedes offene Intervall O c S gilt dann

1 (9(0)) = pu(0),

also
H(g(S))=pu(S) = 1.
Wegen u([0, 2]) = 2 folgt daraus
u(g(C) = 1.

g ist also eine topologische Abbildung, welche eine Nullmenge auf eine Menge mit positivem Maf abbildet.

Wir benutzen nun g, um auch die Existenz einer Nullmenge N ¢ B zu zeigen. Wegen #8 = N < #.L muf}
es solche Mengen geben. In §10.2 haben wir eine nichtmefbare Vitali-Menge in [0, 1] angegeben. Sie entstand
durch Bilden von Aquivalenzklassen und durch Verwendung des Auswahlaxioms. Es sei nun A C R eine beliebige
mefbare Teilmenge des R, A € L, mit positivem MaB u(A). Dann 148t sich die Konstruktion in §10.2 wortlich
ibertragen, und man findet wieder eine nichtmef3bare Teilmenge von A. Es seien nun V eine solche nichtmefBbare
Teilmenge von g(C) und N := g~!(V). Dann ist N eine Nullmenge wegen g~'(V) c C.

g : N — V

x — x4+ f(x)
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ist also eine topologische Abbildung zwischen der Nullmenge N und der nichtmeBbaren Menge V. Dann ist aber
N ¢ B, weil topologische Abbildungen Borelmengen auf Borelmengen abbilden.

Das soeben vorgestellte Beispiel wird oft zitiert. Man verwendet es, um ein Mal} anzugeben, das auf einer
Lebesgue-Nullmenge ,.lebt”. Beim Lebesgueschen Maf3 waren wir von Quadervolumen, im R! also von

u(a,b))=b-a

ausgegangen. Wihlen wir nun

v(la, b)) := f(b) = fla),

dann konnen wir hiermit ein Mal} erzeugen, analog zum Lebesgueschen. Auch jetzt gilt v([0, 1]) = 1, aber zum
Beispiel v(E) = O fiir £ c S. Beide Malle ¢ und v ,Jeben* auf verschiedenen Mengen, v lebt auf einer Lebesgue-
Nullmenge und ist beziiglich u ,,singular®.

Funktionen endlicher Variation: Es seien
f : [a7 b] I R’

a=xy<x; <---<x,=beine Partition P,(a, b) von [a, b] und

n—1

AGEDYACEEA]

k=0
Definition 11.9.8: Das Supremum V2(f) := sup, V,(f) heifit volistindige Variation von f iiber [a, b]. Ist VE(f) <
oo, dann heifit f von beschrdnkter Variation, und man schreibt f € BV([a, b)).
Es gilt
Satz 11.9.9: Eine monotone Funktion ist von beschrinkter Variation.

Beweis: O.b.d.A. sei f monoton wachsend. Dann ist

Vo) = ) (Fkin) = fG)) = f(b) = f(a). o

=

T
=

Auch Lipschitz-stetige Funktionen sind von beschrénkter Variation. Das folgt aus

n—1
VaF) <L Y it = x| < Lb - a).
k=0

Die Abbildung f : [0, 1] — [0, 1] mit £(0) := 0 und
f(x) := xcos il
2x
ist stetig, jedoch nicht von beschrinkter Variation.
Es gilt
Satz 11.9.10: Es sei f € BV([a,b]). Dann ist f beschrinkt.

Beweis: Fiira < x < b ist
Vi=|f(x) - f@)| + |fB) - f0)| < VEF).
also

lfo] < |f ) - f@| +|f@)| < |f@] + V2.
Es gilt auch

Satz 11.9.11:  Summe, Differenz, Produkt und Quotient von Funktionen beschrdnkter Variation sind von be-
schrdankter Variation (letzterer, sofern der Nenner nirgends verschwindet). Mit a < ¢ < b gilt auch

VE(f) = VS + V2.

Satz 11.9.12: f € BV([a, b)) gilt genau dann, wenn f Differenz zweier monoton wachsender Funktionen ist.
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Beweis:
&: Das folgt aus Satz 11.9.9.

=: Es sei v(a) := 0 und
v(x) == Va(f).
Dann wichst v monoton. Es sei
wx) = v(x) — f(x).
Aus a < x < y folgt dann
w(y) = v(y) — fy) = v(x) + VI(f) - f(y)
und
w(y) — w(x) = VI(f) = (fy) - f(x) 2 0.
L L
VI
Also wichst auch w monoton, und wir haben
JF(x) = v(x) = w(x).
Folgerung 11.9.13: f € 8V([a, b)) ist f.ii. differenzierbar mit f' € L'([a, b]).
Das folgt aus Satz 11.9.6.

Folgerung 11.9.14: Die Menge der Unstetigkeitsstellen von f € BV([a, b)) ist hochstens abzdhlbar. Die Grenz-
werte von rechts bzw. links existieren dort.

Es gilt auch
Satz 11.9.15: Es sei f € BYV([a, b]) stetig in xq € [a, b]. Dann ist auch
o(x) := V5 (f)
in xo stetig.
Absolut stetige Funktionen: Es sei
f : la,b] — R.
Definition 11.9.16: f heifit absolut stetig :—=

Ye>0 36>0 V(al,bl),...,(a,,,b,,),disjunktundmitZ(bk—ak)<6
k=1

gilt:
(o) - flav)

k=1

<é&.

Absolut stetige Funktionen sind stetig. Die angegebene Bedingung ist dquivalent zu

D10 - fla)| < e.
k=1

Die eine Richtung ist trivial. Zum Nachweis der anderen wihle man 6 so, dal mit > (b; — ax) < 0

n

(1) - flap)

k=1

<

NSTRV]

ist. Es seien nun

{k | 1B = fla) 2 0},
{k | fb) - fla) < 0}.

Dann ist

A

Z(...)
A

&
<§,
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&
<z
2

ZB:|| =

Z(...)
B

insgesamt also
n
D10 - fla] <.
k=1
Zum Beispiel sind Lipschitz-stetige Funktionen absolut stetig. Es gilt:

Satz 11.9.17: Eine absolut stetige Funktion ist von beschrdnkter Variation.

Beweis Es sei 6 = 6(1). Dann ist fiir alle (ay, by) mit Y(by —ax) < 6

D@0 - flaol < 1.

k=1

Esseiena =cy <c; <---<cy =bmit ¢y — ¢ < 8. Dann ist
N
b
Vi) = ) VE(HEN. o
k=1

Folgerung 11.9.18: Eine absolut stetige Funktion ist fast iiberall differenzierbar mit f € L'([a, b]).
Satz 11.9.19: f sei absolut stetig und f’ = 0 f.ii. Dann ist f konstant.

Einen Beweis dieses Satzes findet man in Natanson.: Theorie der Funktionen einer reellen Verdnderlichen. Akade-
mie-Verlag, Berlin 1961, S. 274.

Das unbestimmte Integral: Es sei
f : la,b] R

integrierbar. Es sei ferner mit c € R

Fx):=c+ fxf(t)dt fiir x € [a, b]

das ,,unbestimmte Lebesguesche Integral® von f. Dann gilt
Satz 11.9.20: F ist absolut stetig.

Beweis: Nach Satz 11.6.5 gilt

Ve>0 J6>0 VE,uE)<S <e&.

1K

Es seien (ay, by) disjunkt mit })7_, (bx — ax) < 8. Dann ist

n bic
> [
k=1 Y

<Eé&.

Nun ist

by
S =F(i) - Fla),

23

also
n

> (Fbw) - Flaw))

k=1

<E&. O

Folgerung 11.9.21: Fast iiberall existiert F' € L'([a, b]).

Satz 11.9.22: Fast iiberall ist F' = f.
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Beweis: Es seien f € K, ¢, monoton wachsend mit f ¢n < cound ¢, — f f.i. Es seien ferner

Fu(x) = fx en(t) dt.

Dann ist f.i. ), = ¢, und

n—1
Fu(x) = F1(x) + ) (Fian(x) = Fi(x) = F(x).
k=1

Der Rest folgt aus dem ,,Satz von Fubini iiber die Differentiation von Reihen mit monotonen Gliedern*:

Satz 11.9.23: Es seien in [a, b] fi, f>,... monotone Funktionen (desselben Typs).

s = Y Al

k=1
konvergiere. Dann gilt f.ii.

S =) R,
k=1

Beweis: O.B.d.A. seien die f; nicht abnehmend und fi(a) = 0. Es sei s, := };_, fi. Jedes fi ist f.u. differenzierbar,
sagen wir in [a, b]\N,. Dann ist auch s, f.ii. differenzierbar, ndmlich in [a, b]\ U]_, N, und es gilt f.u.

8, (x) < 857, (0) < 57(%),

letzteres, weil s’ existiert. Mithin konvergiert

S
k=1

s’ (x) = s (x) > 0

fast iiberall, und wir miissen nur noch

fiir eine passend gewihlte Teilfolge zeigen. Dazu wihlen wir n; mit

1
s(b) = sp,(b) < %

Dann gilt auch
$(x) = $p, (%) < 5(b) — 50, (D) < %,
und es folgt f.ii.
1
E{(s(x +h) - s(x)) - (snk(x +h) - Snk(x))} S () — 5, (1),

Fiir die linke Seite ist

1 2
E{(s(x +h) = sy (x + h)) - (s(x) — s,lk(x))} < ok -0
fiir 4 := 27%/2, Damit folgt f.ii.
s'(x) = s, (x) = 0.

O

Eine monotone stetige Funktion mit f.ii. verschwindender Ableitung haben wir bereits kennengelernt. Dafiir ist
natiirlich

fmiffmm
Es gilt aber

Satz 11.9.24: F ist genau dann absolut stetig, wenn
Fx)=c+ f f(odt
a

gilt mit f € £L'([a, b]).
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Beweis:
&: Das wurde in Satz 11.9.20 gezeigt.

=:Essei f := F’ € L'([a,b]) und
W(x) := F(x) — fxf(t)dt.
a
Dann ist W absolut stetig und W’ = 0 f.ii. W ist somit nach Satz 11.9.19 konstant.
Es folgt
Satz 11.9.25: Es sei f monoton und stetig. Dann ist
() = a(x) + s(x)
mit absolut stetiger Funktion a und s' = 0 f.ii.

Die Funktion s nennt man auch ,,singulér stetig*.

Beweis: Fast iiberall existiert f € L!([a, b]). Es seien

a(x)
s5(x)

f ) F(0)dt

J(x) —a(x).

Dann ist a absolut stetig, und f.ii. gilt

sS'(x)=f'(x)—d'(x) =0.

49

Eine beliebige monotone Funktion 148t sich entsprechend zerlegen. Dann kommt nur noch eine verallgemei-
nerte Treppenfunktion hinzu. Diese Zerlegung ist in der Spektraltheorie sehr wichtig. Man erhilt dort ein Punkt-
spektrum und ein kontinuierliches Spektrum. Letzteres zerfillt in das absolut und das singulér stetige Spektrum.
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12 Integration II

In diesem Kapitel soll eine Reihe von klassischen Resultaten, die ein Mathematiker kennen muf, vorgestellt wer-
den. Wegen der Fiille des Stoffes ist die Darstellung knapp gehalten. Ich werde auch nicht immer die Beweise in
allen Einzelheiten ausfiihren, sondern gelegentlich verweisen.

12.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Wir greifen §9.9 wieder auf und wollen die Behandlung von Kurven und Flichen im Raum fortsetzen. In §9.9
trat schon die Frage auf, wie man solche Kurven oder Flichen moglichst einfach beschreiben kann. Es geht also
um das Problem der Parametrisierung. Denkt man an die Sphédre im Raum, dann ist klar, dafl die in §9 gewdhlte
Darstellung nicht global giiltig ist, sondern nur lokal. Ein dhnliches Problem trat in §9.8 bei den impliziten Funk-
tionen und auch in §9.10 bei den Extrema mit Nebenbedingungen auf. Auch hier haben wir ja implizite Funktionen
nur lokal charakterisiert. Um Ordnung und Priézision in diese Begriffswelt zu bringen, hat man das Konzept der
Mannigfaltigkeit eingefiihrt. Es hat sich bewihrt, ich mochte es kurz schildern:

Wir beginnen allgemein. Es sei X ein topologischer Raum. Eine topologische — oder homéomorphe — Abbil-
dung von U C X auf V C X ist eine bijektive stetige Abbildung 4 : U — V, fiir die auch 4~! stetig ist. Unter einer
,n-dimensionalen Karte* fiir X verstehen wir dann einen Homéomorphismus

h : UcX—UCR"

von einer offenen Teilmenge U C X, dem ,,Kartengebiet”, auf eine offene Teilmenge U’ C R".

Gehort jeder Punkt von X einem mdglichen Kartengebiet von X an, dann nennt man den Raum X ,.lokal
euklidisch. Natiirlich hat nicht jeder topologische Raum diese schone Eigenschaft.

Wir sprechen auch von der Karte (U, h). Es seien nun U,V ¢ X mit U NV # @ und (U, h), (V, k) zwei n-
dimensionale Karten fiir X. Dann heifit der Homdomorphismus

ko(h'|WUNV)) + A(UNV) — k(UNV)

der ,Kartenwechsel* von & nach k. Ist er sogar ein Diffeomorphismus (gemeint ist Cs), dann sagt man, dal} die
beiden Karten differenzierbar wechseln.

Definition 12.1.1: Eine Menge n-dimensionaler Karten fiir X, deren Kartengebiete X iiberdecken, heifst n-dimen-
sionaler Atlas fiir X. Der Atlas heif3t differenzierbar, wenn alle seine Karten differenzierbar miteinander wechseln,
und zwei differenzierbare Atlanten A und B nennt man dquivalent, wenn auch A U B differenzierbar ist.

Man kann nun in den n-dimensionalen differenzierbaren Atlanten Aquivalenzklassen einfiihren oder zum ma-
ximalen Atlas tibergehen. Auf diese Weise gelangt man zu

Definition 12.1.2: Unter einer n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit verstehen wir ein Paar (M, A),
bestehend aus einem Hausdorffraum M, in dem das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt ist, und einem maximalen
n-dimensionalen differenzierbaren Atlas A fiir M.

In M soll also das Trennungsaxiom gelten, und M soll eine abzidhlbare Basis der Topologie besitzen. Es soll
also auch
3B, offen, Vte T AncN t=| JB

ien
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richtig sein. Das ist im R" erfiillt, denn die Kugeln B(x, r) mit rationalen Mittelpunkten x und rationalen Radien r
bilden eine abzihlbare Basis. Beziiglich weiterer Einzelheiten verweise ich auf Jénich: Vektoranalysis. Springer-
Verlag 1992.

Im folgenden wird M eine Teilmenge des R" sein. Bevor wir uns darauf spezialisieren, besprechen wir noch
kurz einige allgemeine Eigenschaften von Abbildungen

f: M —Y.

Dabei seien M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und Y eine zunichst beliebige Menge. Wir wollen f in einer
Umgebung von p € M studieren. Dann wihlen wir eine Karte (U, #) mit p € U ¢ M und konnen die Abbildung f
,.herunterholen®, das heif3t wir betrachten

fohd U — VY

Von allen Eigenschaften, die f o 4~! lokal an der Stelle 4(p) hat, sagen wir dann, f habe sie in p beziiglich der
Karte (U, h). Insbesondere interessieren natiirlich Eigenschaften, welche unabhingig von der speziellen Wahl der
Karte sind. Man sagt dann kurz, f habe diese Eigenschaft in p. Eine solche Eigenschaft ist beispielsweise die
Differenzierbarkeit der Abbildung

f: M—R

Die Jacobi-Matrix der heruntergeholten Abbildung ist nicht unabhingig von der Kartenwahl, sie wird ja gemif
der Kettenregel transformiert. Wohl aber ist der Rang der Jacobi-Matrix invariant, denn die Kartenwechsel sind
Diffeomorphismen. Man kann also definieren:

Definition 12.1.3: Ist f : M — N differenzierbar, so heifit der Rang der Jacobi-Matrix beziiglich Karten ,,Rang
von fin p*“.

Satz 9.7.1 von der Umkehrabbildung 148t sich dann folgendermaBen formulieren:

Umkehrsatz: Es seien f : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N
der gleichen Dimension n, p € M, und f habe in p den Rang n. Dann ist f in p ein lokaler Diffeomorphismus.

Es seien wieder M und N Mannigfaltigkeiten und
f: M—N
eine differenzierbare Abbildung. Dann heilit p € M ,reguldrer Punkt von f*, wenn in p
Rang f =dimN

ist. Die nichtreguldren Punkte heifien ,kritische* oder ,,singulidre Punkte®. IThre Bildpunkte heilen ,kritische* oder
»singuldare Werte*, wihrend die tibrigen Bildpunkte ,,reguldare Werte* genannt werden.

Wir wollen noch kurz Untermannigfaltigkeiten einfiihren:

Definition 12.1.4: Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann nennt man eine Teilmenge My C M eine
m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es um jeden Punkt von My eine Karte (U, h) von M mit ((MyNU) =
R™ N h(U) gibt. Eine solche Karte heift , Untermannigfaltigkeitskarte“ oder salopp ein ,, Flachmacher* fiir My in
M. Die Zahl n — m nennt man Kodimension von My in M.

Die Menge der aus den Flachmachern gewonnenen Karten (Mo N U, h|(My N U)) ist ein m-dimensionaler dif-
ferenzierbarer Atlas fiir Mj. Satz 9.8.1 von der impliziten Funktion besagt dann:

Satz vom reguliren Wert: Ist g € N regulirer Wert einer Abbildung
f : M— N,
dann ist sein Urbild f~'(q) C M eine Untermannigfaltigkeit mit der Kodimension dim N.

Im folgenden interessieren wir uns besonders fiir ,,C;-Untermannigfaltigkeiten® des R". Dabei soll sein & €
C/(R",R™) mit / € Ny.

Beispiel 12.1.5:
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1. Es sei
f . RnJrl N R

x —  |x

Dann hat
‘If(x) = 2(-x1’x29 e 9-xn+1)

auBler bei x = 0 iberall den Rang 1. Insbesondere ist 1 ein reguldrer Wert und sein Urbild
s" =) = {xeR™ | x =1},

also die n-Sphire, damit eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™*!.
2. Es sei
f: R — R
x o xd+xd-A

Dann ist
Jr(x) = 2(x1, X2, —x3)

nur bei x = 0 singulér. Deshalb ist jedes ¢ € R\{0} reguldrer Wert von f und das Hyperboloid
fﬁl(C):{x€R3 | x%+x%—x§:g¢0}

eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R3, also eine ,,Fliche im Raum .

3. Es seien M der Vektorraum der reellen n X n-Matrizen (M = R"™) und N der Unterraum der symmetrischen
Matrizen (N = R"™*D/2) Eine Matrix A mit A’A = id heiBt orthogonal. Dann gilt: Fiir die Abbildung

f+: M — N
A — A'A
ist id ein reguldrer Wert. Folglich ist die orthogonale Gruppe
fld)y={AeM | A'A = id)
eine n> — n(n + 1)/2 = n(n — 1)/2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M. Zum Beweis zeigen wir:
YA € M, invertierbar, YBe N dXeM Ji(A)X=B.

Es ist d
tmmxzafm+u%ﬂ=XA+Nx

Es soll also ,
X'A+A'X=B

gelost werden. Nun ist X’A = (A’X)". Wegen der Symmetrie von B geniigt es deshalb

1
A'XZ=-B
2
zu 10sen, und das ist durch
1
X:=-(A)"'B
2( )
moglich.

4. Esseien f : U € R" — R eine C-Funktion und p € U ein kritischer Punkt von f. Dann lautet die Taylorent-
wicklung in der Umgebung von p

f@=fp)+f"(p.y-py—-p)+---.

Interessant ist nun das folgende Resultat, das auf M. Morsk (1892-1977) zuriickgeht:
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Morse-Lemma: Es seien U C R" offen, f € Co(U,R), p kritischer Punkt von f und f”(p,-,-) nicht ausgeartet.
Dann gibt es eine Umgebung V(p) C U und einen Cu-Diffeomorphismus ¢ : V. — V' mit ¢(p) = 0 € R,
¢’ (p) = id und

foe ') = f(p)+ f"(p.x. ).
Eine solche Abbildung 14t sich also lokal in diese Normalform iiberfithren. Einen Beweis findet man in Th.
Brocker: Analysis Il. B.I. Mannheim 1992, S. 111.

Als letztes soll in diesem allgemeinen Teil noch der Tangentialraum definiert werden: Es sei M c R™™" eine
C;-Untermannigfaltigkeit der Dimension m. Nach Definition haben wir einen Atlas der Untermannigfaltigkeit mit
Karten (U,, h,)

{hi: U > U cR* xR | A€ A} mit M0 U,y = b (R x {0) N UY).
Ahnlich wie fiir Kurven wollen wir im Punkt p € M den Raum der Tangentialvektoren erkliren:

Definition 12.1.6: Es sei y : (-d,d) —» M c R™™ eine stetig differenzierbare Kurve mit y(0) = p € M. Ein
Tangentialvektor in p ist ein Vektor

v =7v'(0).

Die Menge T,M aller Tangentialvektoren heifit Tangentialraum von M in p.

Satz 12.1.7: Der Tangentialraum T,M ist ein m-dimensionaler Untervektorraum von R"™™. Ist ¢ : U — U’ C
R™ x R" eine Karte um p mit o(p) = 0, dann gilt

T,M = (@'(p)" R = (') ©)-B™

Ist U eine offene Umgebung von p im R™™" und g : U — R" differenzierbar vom Rang n (also¥ u € U rg g'(u) = n)
mit g|(U N M) = 0, dann ist
T,M =Xkerg'(p).

Beweis: Es seien V := UN M, V' ;= U NR™und ¢|V =: . Dannisty : V — V' Cc R™, y(p) = 0, ein
Homoomorphismus. i besitzt die stetig differenzierbare Umkehrabbildung ' = ™! |V’ : V' — V, die M lokal
um p durch Koordinaten in V’ ¢ R™ parametrisiert.

Rn

'r//_l

1. Die erste Aussage ist
T,M = (y') (0)-R™.
Ist nd@mlich y eine Kurve wie in der Definition von T, M, dann ist i/ o y lokal um ¢ = 0 definiert und eine stetig
differenzierbare Kurve in R™ mit ¢(y(0)) = 0. Ist umgekehrt  : (—d, d) — R™, n(0) = 0, stetig differenzierbar,

so ist ! o i lokal um O definiert, verlduft in M und (¢~ o )(0) = p. Als Kurve in der Definition von T, M
hat man also die Kurven ¢! o  zu betrachten. Thre Geschwindigkeitsvektoren sind die Vektoren

(v7") ©-7(0),
und 7'(0) durchlduft offenbar ganz R™. Das zeigt die erste Behauptung. Insbesondere ist dim 7, M = m, denn
W1 (0) = (7Y (0) |R™ hat den Rang m.

2. Ist nun g wie im Satz und v eine Kurve wie in der Definition von T}, M, dann ist g o y lokal um ¢ = 0 definiert
und konstant gleich Null, also

(goy) () =4¢g(p)-¥(0)=0,



54 12 Integration II

das heiBit y'(0) € ker g’(p). Das gilt fiir jeden Tangentialvektor, also
T, M c kerg'(p).

Es ist aber dim T, M = m, rg g'(p) = n, mithin dimkerg’(p) = m+n—n =m, also T, M = kerg'(p).

Zusammenfassung: M wird lokal um p durch eine Karte

RmDV'—l>VcMcRm+“
P

parametrisiert, und der Tangentialraum durch ihre lineare Approximation

R™ — T, M CR™™
W'y

Ist M lokal um p durch Gleichungen g beschrieben,
g : peUCR™ — R, MnU={x|g(x) =0}, rg,g=n,
dann wird T, M c R™*" durch die lineare Approximation dieser Gleichungen beschrieben:
T,M = {UER“”“ | g’(p)-sz}.
Im Falle n = 1 wird daraus
((Vg)(p).v) =0,

also T, M = (Vg)(p)*.

Es sei um p noch ein anderes Koordinatensystem

Vi w0 VIcR", yi(p)=0

gegeben. Dann wird der Koordinatenwechsel durch

Yoy

beschrieben, und die Tangentialvektoren transformieren sich folgendermaflen: Einem v € R™ entspricht beziiglich
der Koordinaten ¢ der Tangentialvektor (¢~')'(0) - v € T, M und diesem

o1 =YYW ©O) 0= (g1 oy () ve R

beziiglich der Koordinaten .

Es sei also in lokalen Koordinaten ein Tangentialvektor in T, M durch v € R™ gegeben, ndmlich durch
(1Y (0)v. Wechselt man das Koordinatensystem, dann wird v mit der Jacobischen des Kartenwechsels trans-
formiert, also mit (i o ')’ (0). Man sagt dafiir, ein Tangentialvektor werde kontravariant transformiert.

\ ) —— U
v
N o'
V oy /o | { 1oy (0)
/P wlow—l v
‘\ v Ve
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12.1.1 Kurven im Raum

In diesem Abschnitt wollen wir §9.9 fortsetzen. Es sei I' € R" eine Kurve im Raum, also eine eindimensionale
Untermannigfaltigkeit. Es sei
v : la,b] > R"

lokal eine Parameterdarstellung. Eine solche stetige Abbildung heif3t Weg. Es sei noch einmal daran erinnert, daf}
Wege noch sehr exotisch verlaufen konnen. Von Peano stammt das Beispiel einer Cy-Funktion y mit R(y) = Q,
einem Quadrat, (vgl. Barner & Flohr II, l.c. S. 40); und in v. Mangoldt & Knopp II, l.c. S. 412 finden Sie das
Beispiel der ,,von Koch-Kurve®, einer Kurve ohne Tangente.

Nach CamiLLE JorpaN, 1838-1922, sind die ,,Jordanschen Kurvenstiicke* benannt, ndmlich die injektiven ste-
tigen Bilder einer Strecke. Eine ,,geschlossene Jordankurve ist eine bijektive stetige Abbildung einer Kreislinie.
Der Jordansche Kurvensatz besagt, daB jede geschlossene Jordankurve I' ¢ R? den R? in zwei Gebiete zerlegt,
nimlich in das Innere und das AuBere von I'. Der Beweis ist lang und schwierig, ich kann ihn hier nicht bringen.
Weitere Angaben finden sie ebenfalls in v. Mangoldt & Knopp 11, l.c. S. 412.

Im folgenden wollen wir uns wie in §9.9 wieder auf C;-Kurven beschrinken. Wir wollen einen Kalkiil und
klassische Resultate bereitstellen; unser Ziel ist es nicht, etwaige Differenzierbarkeitsvoraussetzungen moglichst
gering zu halten.

In §9.9 haben wir bereits die Lénge von I" definiert. Es war

b
LT) = f by (1)l dt,
wenn Y eine Darstellung von I" ist. L hing nicht vom speziellen 7y ab.

Kurvenintegrale: Wir wollen allgemeiner Integrale tiber I" einfiihren und berechnen. Denken Sie zum Beispiel
wieder an die Darstellung
y : [a,b] - TcR?

fur I'. Auf I sei ein Vektorfeld v, etwa eine Kraft, gegeben
v T — R

Dann weil man aus der Physik, dal Arbeit gleich ,,Kraft mal Weg* ist, und man mochte das Integral

b
A= f OO0, ¥ (O)dr

berechnen, also v ,,Jangs I'* integrieren. Symbolisch: A = fr (v(x), dx).

Zur Berechnung solcher Integrale haben sich die ,,Pfaffschen Differentialformen* sehr bewéhrt. Ihre volle Trag-
weite wird erst bei der Behandlung von Fldchenintegralen richtig klar werden. Ich mochte aber doch schon jetzt —
zur Einiibung — mit ihnen beginnen. Folgende Namen sind in diesem Zusammenhang zu nennen: JoHANN FRIEDRICH
Prarr (1765-1825), HEnrI PoINCARE (1854—1912) und ELie CARTAN (1869-1951).

Definition 12.1.8: Es seien M C R" eine Mannigfaltigkeit und
w : MXR'—R

eine Abbildung, die beziiglich des zweiten Arguments linear ist. Dann heifst w eine 1-Form auf M.

Dabei denken wir in diesem Abschnitt an I', wenn M auftritt. Explizit 146t sich w beschreiben, indem man die
zweite Variable £ beziiglich der Standardbasis darstellt, etwa

h= i /’l,‘ é;.
i=1

Dabei sei ¢; der i-te Einheitsvektor. Dann ist

w(x, h) = Z w(x, e)h;.
i=1
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Setzen wir w;(x) := w(x, ¢;), dann ist
W) = )" wix) by = (w(x), h)
i=1

w heilit stetig bzw. differenzierbar, wenn w stetig bzw. differenzierbar ist.

Im folgenden mochte man in w(x, 1) als zweites Argument Elemente von T, M eintragen. Um das anzudeuten,
verwendet man auch die speziellen Formen ,,dx*:

dx;, : R® — R
h +— h

und erhilt damit

w(x,) = Z w;(x)dx; = (w(x), dx).
i=1

Beim Beispiel der Arbeit war
w(x, ) = (v(x), dx)
mit x = y(z).

Nun konnen wir das Kurvenintegral iiber I einfithren:

Definition 12.1.9: Es seien A, B zwei Punkte aus einem Kartengebiet von T, y eine Darstellung mit y(a) = A und
y(b) = B, sowie I'(A, B) der Weg von A nach B ldangs I'. Dann ist

b
f w = f w(y(0), ¥ ().
[(A,B) a

Man hat also in w(x, &) die Argumente x = y(f) und h = /() einzutragen und beziiglich ¢ zu integrieren.

Diese Definition des Kurvenintegrals ist von der speziellen Darstellung unabhéngig, solange nur dieselbe Ori-
entierung gewihlt wird. Es seien also ¢ : [a, b] — [a, b] und

y ¢ la,b)] — T cR"
¥ : la,b] — TcR"

mit dquivalenten y,¥ = y o ¢ und ¢’ > 0. Dann ist

b b b
fw(% 7’)=I w(y, 7’)090-¢'=fw(% Y).

f(01w1+02w2)=01 fw1+cz fwz
r r r
fw:fw+fw firl' =T +I,.
r T, I

1. Im R? sei I ein Weg, der aus den Wegstiicken I'y und I'; zusammengesetzt ist, I' = '} + I, mit

Offenbar gilt mitc; € R

Beispiel 12.1.10:

Flz{x=y1(t)|OStS7—2r}, r2={x=yz(t)|1srs2}

0
wm=C:3,nm=@)

I verbindet also (1, 0) mit (0, 2). Es sei

und

X
U(.X') = W
Wir wollen die Arbeit

A= fw mit w(x, -) = (v(x), dx)
r
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berechnen. Wegen
n@, 1) =0
verschwindet das Integral iiber I';, und wir erhalten

= Lom LRO = -

2. Es seien analog ' =Ty + I’ + I'; mit

t
@ = (Cf)s) fir0<t<n
sin ¢
-1+ ..
Y = . fir0<r<l1
® ! fir0<r<1
= i
3 -1+t - T
und o “
w(x,-) = _W dx; + W dx;.
Dann gilt
fw = f(sinzt+cos2t>dt=7r,
I 0
1 —t -1+t ! dt
@w = p 2 2 (dt = Y
I, 0 +(1-1 r+(1-1 o P+(1-10
~ flf? dr ~ Zf“z dr fl ds
-1/2 (T+%)2+(T—%)2 -1/2 472 + 1 -1 s2+1
und
f fl dt Pis
w = - =
I3 o 2+(1-02 2
also

fa)=27r.
r

Y
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Im ersten Beispiel wiirde das Integral, iiber die geschlossene Kreislinie erstreckt, verschwinden. Im zweiten
Beispiel ist I' geschlossen, das Integral verschwindet aber nicht. Natiirlich hitten wir gerne Kriterien dafiir, daf3 ein
solches Integral nur vom Anfangs- und Endpunkt abhingt, nicht aber vom speziellen Verbindungsweg, oder wann

solche Integrale iiber geschlossene Wege verschwinden.

Beispielsweise seien ' c U c R", f € C;(U,R) und
w(x, h) = f'(x,h).
Dann ist mit A := y(a) und B := y(b)

b b
f w= f .y dt = f (foy)@®dt=(foy)b)—(foy)a),
T'(A,B) a a

also

f w = f(B) - f(A).
[(A.B)

Das Integral von A nach B lings I" hingt in diesem Falle also nur von A, B und nicht von I ab.

Das wollen wir noch etwas formalisieren: Wir nennen f selbst eine ,,0-Form* und schreiben

df :=(f", dx)

df ist dann wieder eine 1-Form, und in diesem Falle gilt

f df = f(B) - f(A).
T(A.B)
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Definition 12.1.11: Existiert zur 1-Form
w : UxR"—R

eine 0-Form
f: U — R

mit w(x, h) = f'(x,h) = (df)(x, h), dann heifit w exakt und f eine Stammfunktion zu w.
Bemerkung 12.1.12: Es sei w(x, h) = (w(x), h). Dann bedeutet die Exaktheit von w
w=Vf.
Wenn w nidmlich exakt ist, dann gibt es ein f mit w = f’, also
(W(x),h) = f'(x,h) = (V1)(x), h).
Es gilt

Satz 12.1.13: Eine stetige 1-Form w ist exakt <

fo=fe
I I

fiir alle T'1, T, in U mit denselben Anfangs- und Endpunkten.

Beweis:
=: Wurde soeben bewiesen.

«: Es sei xp € U fest gewihlt. I'(xg, x) € U verbinde xy mit x. Dann ist fiir alle x € U

f(x) = f w
[(x0,x)

eindeutig definiert, weil das Integral nicht vom Wege abhingt. f ist die gesuchte Funktion: Wir zeigen ihre
Differenzierbarkeit. Dazu verbinden wir x mit x + & geradlinig. Es sei '} ¢ U diese Verbindungsstrecke. Dann
ist

1
f(x+h)—f(x)=fa)=f w(x +th, h)dt,
I 0

und der Mittelwertsatz der Integralrechnung liefert ein 7 € (0, 1) mit

1
f w(x + th,h)dt = w(x + th, h).
0

Nun ist w stetig und im zweiten Argument linear, also gilt bei festem x mit 0 < 7(h) < 1
w(x+th,h) —w(x, h) = k|- r(th) mit }lm(l) r(th) = 0.
Damit ist f differenzierbar, und wir erhalten

f'(x, h) = w(x, h).

Im Beispiel 12.1.10.1 war
X

w(x) =—=V1n |x| inU = Rz\{o},
|x?

w ist also in U exakt. Im zweiten Beispiel war

w(x) = L (—xz)'

X2\ x;
Dieses w ist nicht exakt, denn wir haben einen geschlossenen Weg mit nicht verschwindendem Integral angegeben.
Es gibt eine notwendige Bedingung fiir die Exaktheit von C;-Formen w. Es sei ndmlich

w(x,h) = f'(x,h).



12.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten 59

Dann ist

wi(x) = 9 f(x),
und aus der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen von f folgt die Integrabilititsbedingung
Ojw;i(x) = dw;(x). (*)
Das ist die notwendige Bedingung. Sie reicht nicht hin, wie das zweite Beispiel zeigt. Dort ist ndmlich

2.2
x|+ x5

Orwi(x) = dwy(x) = o

Aus Bedingung (%) wird nun eine hinreichende Bedingung, wenn man zusitzliche Voraussetzungen an U
macht. Ich formuliere sie zunichst nur lokal (global wird das schwieriger; dann kommen auch topologische Be-
dingungen mit ins Spiel). Es sei ndmlich U konvex oder — etwas allgemeiner — sternférmig.

Definition 12.1.14: U heif3t sternformig beziiglich eines Punktes p € U :
VxeU pxcU.

Dabei sei px die Verbindungsstrecke von p nach x. Dann gilt

Satz 12.1.15: Es seien U C R" eine sternformige offene Menge, w eine C1-1-Form, und es gelte Gl. (x). Dann ist
w exakt.

Beweis: O.B.d.A. sei U sternférmig beziiglich des Nullpunktes. Wir geben durch geradliniges Integrieren explizit
eine Stammfunktion an: Es sei I'(0, x) dargestellt durch y(f) = tx fiir 0 <7 < 1 und

1 1 n
= = ,X)dt = Wi dt.
S j; o w \fo w(tx, x) dt [) (Z XiW, (tx)) t

i=1

Dann ist
1 1 n
3,f(x) = f w(ex)di + f (Z it 8,ui(t) )dt.
0 0 i1 ~—
:3,11)/‘([)()
Nun ist
. d d
w;(tx) + tz x;0;w;(tx) = w;(tx) + tij(tx) = E(le(tx)).
i=1
Deshalb folgt

1
d
0;f(x) = fo d—t(fwj(lx)) = wj(x).

]
Das erste Beispiel wiederum zeigt, dal die Sternformigkeit fiir die Aussage des Satzes nicht notwendig ist,
denn es war .

=V inkd in R*\{0}.

w(x) =

Wir berechnen fiir das zweite Beispiel in U = {x|x; > 0} die Stammfunktion: Es war

Wir wihlen den Weg I' = T’y + I'; zwischen (1,0) und x mit I'; = I'1((1,0), (x1,0)) und I'; = I'2((x1, 0), x), jeweils

geradlinig. Dann ist
Xy X2 /Y g
f(X)wazf 0dt+f ail dt:f T arctan 2.
r 1 0o xI+12 o 1+7? X

Man darf also nicht beliebig um den Nullpunkt herum integrieren, weil man sonst einen einmal gewéhlten Ast der
arctan-Funktion womoglich verlassen wird.
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Die eigentliche Bedeutung der Differentialformen wird erst klarer werden, wenn wir Flidchenintegrale behan-
deln. Hier nur soviel: Im R" definiert man fiir jedes 0 < p < n p-Formen

w  UxR'x---xR" — R
N ———’
p-mal

@hreehy) o o h. . hy),

die beziiglich der Argumente Ay, ..., h, linear und ,,alternierend* sein sollen. Fiir C;-Formen fiihrt man den Diffe-
rentiationsoperator
d : p-Form — (p+ 1)-Form

ein, speziell fiir 0-Formen w(x) = w(x)
dw := (W', dx),

also
(dw)(x,h) = w'(x, h) = (Vw(x), h) .

Eine p-Form w hei3t nun exakt, wenn es eine (p — 1)-Form & gibt mit
w =dn.

Man zeigt, daB fiir alle w
dldw) =0

gilt. Somit lautet die Integrabilitdtsbedingung () dann
dw =0. (%)

Unser letzter Satz besagt, dal w genau dann lokal exakt ist, wenn (x#) gilt. Um globale Aussagen zu erhalten, wird
man versuchen, eine beliebige Menge U durch konvexe auszuschdpfen. Dabei mufl man aber sicherstellen, dafl
man nach einer Fortsetzung — im R? etwa lings eines Kreises — den alten Wert zuriickerhiilt, es diirfen also keine
Mehrdeutigkeiten auftreten. Unsere Beispiele verdeutlichen das. Beispielsweise mochte man jede geschlossene
Kurve stetig auf einen Punkt in U zusammenziehen konnen. Im R"\{0} geht das fiir n = 2 nicht, wohl aber fiir
n > 3. Solche topologische Fragen kann ich hier aber nicht vertiefen.

12.1.2 Flichen im Raum

In diesem Abschnitt mochte ich kurz analog zur Bogenldnge das Flichenmal3 einfiihren. Es sei also jetzt ' ¢ R"
eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und

vy : TcR" — TcR"

eine Parameterdarstellung. Um das Flichenmal} zu definieren, erinnere ich an das Maf} eines m-dimensionalen
Parallelotops P im R™. Es seien ay, . .., a, Kantenvektoren von P. Dann ist

Vol(P) = |det(a, ..., an) |-

Daraus folgt

a
(Vol(P))? = det| : |-det(a, ..., an)=detG
a,
mit
(a1, a1) -+ (a1,am)
G(ay,...,ay) = : N :
(@m,a1) -+ (Gm,am)

G ist die Gramsche Matrix der a;, benannt nach JorG Gram, 1850-1916.

Es seien nun P ein von den Tangentialvektoren d;y im Punkte p aufgespanntes Parallelotop in 7),I" und g(y) :=
G(d1y,...,0yy). Dann liegt folgende Definition nahe:
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Definition 12.1.16: Es seien I eine m-dimensionale C,-Untermannigfaltigkeit undy eine Darstellung vonI'. Dann

heif3t
A) := fT Vdetg(y)

das Fldachenmaf; von T

Dabei steht A fiir ,,Areal”. Es gelten wieder A(I') > 0, A(I') = A(I'y) + A(I',) fiir I’ = '} + I';, und A ist invariant
gegeniiber Isometrien des R". Insbesondere muf} aber wieder bewiesen werden, dall A(I") nicht von der speziellen
Darstellung abhiingt. Es sei also ¢ : T — T und

vy : TcR®™ — I'cR"
¥ + TcR™ — I'cR"
mit dquivalenten y, ¥ = y o ¢ und det ¢’ > 0. Dann ist
detG (017, ... Ony) = detG (917, ..., Iuy) - (det')’

oder

Vdetg(y#) = +/detg(y)o¢-dety’.
ff Vdetg(y) = fT Vdetg(y)op-dety’ = fT Vdetg(y),

also die Invarianz von A(T'). Die letzte Gleichung erhélt man aus der ,,Transformationsformel®, die wir sofort
anschlieffend in §12.2 beweisen werden.

Daraus folgt

Beispiel 12.1.17: Wir berechnen eine Fliiche im R3:
Es seien T c R?, f € Ci(T,R) gegeben und

151
y(@) = 15}
f@,n)

Es seien ferner p := 0, f und ¢ := 0, f. Dann ist

_(1+p*  pq )
9(7)—( pq 1+q2 )

also
detg(y) = (1+pH)(1 +¢*) - p*q> = 1 + p* + ¢*.

A = 1 2 2=f1 V)2,
iy fT\/ F P tg R

Berechnen wir speziell die Oberflidche einer Halbkugel: Es seien T := {t| 7] < r} und

[ = Nrr =t

Damit erhalten wir

Dann ist
t —
p= und ¢ =
= =
Es folgt also
2, 2 r
1+p~+ =
P tq 2|
oder

A(F):f;dt.
T

Aus der Transformationsformel im nichsten Abschnitt folgt daraus durch Einfiihren von Polarkoordinaten

t:p(cf’s“)) mit0<p<r, 0<¢<2n
sing

r 21
A(F):rf f pdpdy = =271 |12 — p?
0 Jo  Arz—p?

r

= 2nrh

0
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12.2 Die Transformationsformel
In diesem Abschnitt zeigen wir

Die Transformationsformel: Es seien U C R" und V C R" offen, ¢ : U — V ein Cy-Diffeomorphismus und
Jo = ¢ die Jacobi-Matrix von ¢. Dann ist f : V — R genau dann integrabel, wenn (f o ¢) - |det¢’| : U — R es
ist. Es gilt

fvf(y)dy=L(f°¢)(X)-|detJ¢(X)|dX- (*)

Die Transformation ¢ ist ein Homéomorphismus und induziert einen Isomorphismus der Borelalgebren. Nimmt
man fiir f die charakteristische Funktion einer mefbaren Menge ¢(A) C V, und bezeichnet u das Lebesguemal,
dann besagt die Transformationsformel:

Satz 12.2.1: Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir jede mefsbare Menge A C U

u(p(A) = fA |det J, (0l dx. (4)

Beweis der Transformationsformel in sechs Schritten:

1. Es sei ¢ wie in der Voraussetzung zur Transformationsformel. Dann folgt (x) aus (xx). Fiir f € 7(V,R) ist das
klar; ein beliebiges f € £!(V,R) 1Bt sich durch Treppenfunktionen approximieren; daraus folgt eine Richtung.
Ist umgekehrt (f o ¢) - |det J,| € L' (U, R), so transformiere man mit ¢! zuriick.

2. Es geniigt, folgendes zu beweisen:
YpeU AW, offten, mit p € W und Gl (xx) gilt fiir g|W : W — o(W).

U c R" 1dBt sich nimlich durch abzihlbare W; mit dieser Eigenschaft iiberdecken (etwa durch Kugeln mit
rationalen Mittelpunkten). Dann zerlege man A disjunkt in Teile A; C W;. Beide Seiten von (+#) sind fiir solche
Zerlegungen o-additiv.

3. Gl. (xx) gilt, wenn ¢ eine Permutation von Koordinaten ist.

4. Gl (¥x) gilt im R': Die MaBe A — U(p(A)) und A — fA |det ¢’| dx auf U stimmen dann ndmlich auf Intervallen
tiberein, also auch fiir endliche disjunkte Vereinigungen davon. Sie haben endlichen Wert fiir kompakte Inter-
valle und sind auf U o-finit. Damit lassen sie sich eindeutig zu einem MafBraum fortsetzen; das heif3t, es gilt
GL (%) im R!.

5. Gilt Gl. (*%) und damit Gl. (%) fiir die Transformationen ¢ : U — Wund p : W — V, dann gelten beide
Gleichungen auch fiir p oy : U — V. Dies folgt aus

det J,oy = detJ, - det Jy.
6. Wir beweisen Aussage 2 durch Induktion nach n. Der Induktionsanfang ist Aussage 4. Wir betrachten ¢ : U —

V C R" lokal um einen Punkt p € U mit ¢(p) € V. Wegen J,, # 0 diirfen wir nach Permutation der Koordinaten
inUund V

0
a—‘”‘(p) #0
X1

annehmen. Dann zerlege man ¢ lokal um p wie folgt:

U ¢ v
\ /;Ollll
W

Y(xg, .. X0) = (@1(X), X2, ..., %)y py) = Wi, 21, - -, P () .

Y ist um p lokal invertierbar, denn die Jacobische Matrix ist

O /0x1  *
0 id |’
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Diese Zerlegung von ¢ zusammen mit Aussage 5 zeigt: Man darf annehmen, dal} ¢ eine Koordinate festlift,
und zwar nach Permutation der Koordinaten 0.B.d.A. die erste. Also

‘10 : (t’x2""$xn) > (t"Pt(t,XZa-”’xn)),
¢+ U=Unfx =1} — R"L

Dann hat die Jacobische Matrix von ¢ die Gestalt

1 0
J(p:(* le),

und es ist det J,, = det J,, . Damit folgt aus dem Satz von Fubini (Cavali€risches Prinzip), der Induktionsannah-
me und (A)|, _, = {1} X ¢i(A)

o (p(A)) = f s ((AYD)) it = f ot (o1 (A = f ( f |detJ¢,|dun_.)dr
R R R A,

=fUﬂnﬁ®w@ﬂ@Hm=fmwwwww
R Ro-! R

Wir beschlielen diesen Abschnitt mit drei Anmerkungen:
Satz 12.2.2: Es seien N C R" eine Nullmenge und f : N — R" Lipschitz-stetig. Dann ist auch f(N) eine Nullmen-
ge.

Fiir stetige Abbildungen ist diese Aussage im allgemeinen falsch, wie Beispiel 11.9.7 gezeigt hat.
Beweis: Es sei (W)) e eine Wiirfeliiberdeckung von N mit 332, u(W;) < &. Jeder Wiirfel W; enthalte einen Punkt
aj € N. Hat W; die Kantenlinge s; =: s, dann ist u(W;) = 5" und

VxeW, |x—aj|§ Vi -s.
Aus |f(x) — f(y)| < Llx — y| folgt deshalb
YxeW,NN |f(x) - f(aj| < Lsn.

Daher liegt f(W;NN) in einem Wiirfel mit der Kantenldnge 2Ls v/n und dem Volumen k (W;), wobei k = (2L v/n)"
von j unabhéngig ist. Also liegt f(N) in der Vereinigung einer Folge von Wiirfeln mit der Volumensumme < ke. O

Das folgende Lemma geht auf ARTHUR SArRD, 1909-1980, zuriick.

Lemma von Sard: Es seien U € R" offen, ¢ € C1(U,R") und C die Menge der kritischen Punkte von ¢. Dann ist
die Menge der kritischen Werte ¢(C) eine Nullmenge.

Das Lemma gilt auch fiir Abbildungen aus dem R" in den R™. Wir begniigen uns hier mit dem Fall n = m.

Beweis: Da U als abzihlbare Vereinigung von Wiirfeln dargestellt werden kann (Satz 10.2.2), geniigt es, die kri-
tischen Punkte in einem abgeschlossenen Wiirfel W zu untersuchen. Es seien c¢ eine kritische Stelle und W’ ein
Wiirfel mit dem Durchmesser 6 und ¢ € W ¢ W. Dann ist ¢(W’) in einem Zylinder enthalten, dessen Grundfliche
und Hohe wir abschitzen wollen:

1. Es gilt
AL>0 VxyeW |p(x)— W)l < Lix—yl.

Es sei r definiert durch
e(y) = o(x) + @' (x,y — x) + |y — x| - r(x, y).

Dann gilt
Ve>0 3A6>0 Yy lx—yl <6 |r(x,yl<e.
Es sei
U(y) := p(c) + ¢'(c,y - o).
Dann ist

lo(y) — ¥l = ly — cllr(c,y)l,
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und wegen det J,(c) = 0 ist R()) ein affiner Unterraum der Dimension < (n — 1), also in einer Hyperebene
enthalten.

2. Es seien nun 6 = 6(g) und W’ entsprechend gewihlt. Dann liegt ¢(W’) in einem Parallelstreifen der genannten
Hyperebene mit der Hohe 2¢6(e). Andererseits liegt ¢(W’) in einer Kugel um ¢(c) mit dem Radius Ld(g). Diese
Kugel schneidet die Hyperebene in einer hochstens (n — 1)-dimensionalen Kugel vom Radius Lé(g). Die Menge
©(W’) liegt also in einem Zylinder tiber dieser Grundfliche mit der Hohe 2&6(e), das heilit, es gilt (w,, sei die
Fliache der (n — 1)-Sphére)

(W) < w1 (L5E©))'™ - 268(8) = 28 w1 L' (8(8))".
3. Es sei a der Durchmesser von W. Man wihle k = k(¢) € N mit
Ve<egy a<k(e)d(e) <2a
und zerlege W in k" kongruente Teilwiirfel Wy. Dann ist der Durchmesser der W, kleiner als d(¢), und es gilt

2 n
w(p(C)) < k" 2w, L' (f) < const - &.

Also ist u(¢(C)) = 0.

Folgerung 12.2.3: Es seien U C R" offen, ¢ : U — V stetig differenzierbar mit det J,(x) > Ound f : V — R. ¢
bilde U\C = {x eU | det J,(x) > 0} umkehrbar eindeutig ab. Dann gilt

fy dy = f(f o ¢)(x) det J,(x) dx,
U

#(U)

falls eines der beiden Integrale existiert.

12.3 Beispiele

Zur Ubung sollen nun einige Kurven- und Flichenintegrale wirklich ausgerechnet werden:

1. Es seien G := {(x, Y) | X<y<x+ 2} und f(x,y) = xy. Dann ist

2 X+2 1 2
ff:f x(f ydy)dx:—f x((x+ 1) - x*)dx = 5,625.
G -1 x2 2 -1

2.EsseiG = {(x, Y) | x>0,y>0, ;—; + g—z < 1}. u(G) soll berechnet werden. Dazu substituieren wir

x\ _ aé
(y)_w(f’n)_(bn)'

M={Em | £>0.7>0, &+ <1}.

1
/J(G)zflzfldetlwlzabf1=—ab7r.
G M M 4

3. Der Schwerpunkt von G wird durch
5.,
Xgi=—— | x
HG) Jg

c(l-3) firx>0
c(l+2) firx<0 [

Dann ist G = (M) mit

Wir erhalten

definiert. Es seien a,b,c € Rt und G
Gzz{(x,y)l —a<x<b,0<y<{

Dann ist 4(G) = 1c(a + b) und

C b—Lt
c b—
fx, =f U sds)dtz LG
G 0 \J-ares 3
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Es folgt

4. Essei G := {(x, Y) | O<x<a, iy’ < 2px}. Wir berechnen wieder x;: Es ist

IXQZO
G

No s
sf dt ds:2f V2pssds = g\/ﬂas/z.
- 0

fcx‘:foa N

a \2ps
u(G) =f {f i dt]dsz g@as/z’
0 _

2ps

3(a
x==|.]
5\0
5. Das Trégheitsmoment von G in Bezug auf die Gerade g wird definiert als

T,G) = f o
G

mit p(x) := dist(x, g). Es sei G wie im dritten Beispiel und g die x-Achse. Dann ist p(x) = x,, und wir erhalten

C b—%t C 3
Tg(G)zf f 2 ds dt:f tz(a+b)(1—£)dt:M.
0 \J-ares 0 c 12

6. Uneigentliche Integrale werden wie in R! definiert. In p € G liege eine isolierte Singularitét vor. Es seien (U, (p))
eine Folge von Umgebungen von p mit u(U,) — 0. Dann erkldren wir

f f = lim f.
G n—e Je\y,

Entsprechend geht man im Unendlichen vor. f ist dort uneigentlich integrabel, wenn

also

f

Gnvy,

fiir beliebige beschrénkte V; mit | J; V; = R" konvergiert.

12.4 Alternierende Differentialformen

Mit der Transformationsformel haben wir soeben die Substitutionsregel fiir Integrale im R! auf den R" iibertra-
gen. Uns fehlt aber noch eine andere wichtige Regel, nimlich die Regel fiir das partielle Integrieren. Dahinter
steht natiirlich die Frage nach der Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung. Ein
entsprechendes Resultat fehlt uns im R" noch.

Im folgenden wollen wir uns mit diesem Fragenkreis beschiftigen. In §12.1.1 haben wir damit bereits begonnen
und erste Ergebnisse hergeleitet. Physikalisch interpretiert haben wir dort die Arbeit berechnet, also Skalarproduk-
te der Form Vektorfeld mal Tangente liangs einer Kurve integriert. Fiir solche speziellen Integrale haben wir die
Frage gestellt, ob sie vom Weg unabhingig sind oder ob sie, iiber einen geschlossenen Weg erstreckt, verschwin-
den. Fiir solche Integrale konnten wir auch Stammfunktionen angeben und den Hauptsatz beweisen — jedenfalls
lokal. Natiirlich war das nur ein Spezialfall, und wir sind an allgemeineren Resultaten interessiert. Wenn wir dabei
nicht nur iiber Kurven, sondern auch iiber Flichen oder allgemein iber Mannigfaltigkeiten integrieren, dann treten
Randintegrale auf. Diese Problematik hatte im R! und bei Kurvenintegralen noch keine groRe Bedeutung.

Zur Behandlung solcher Fragen wollen wir in diesem Abschnitt zunéchst einen geeigneten Kalkiil bereitstellen
und ,,Alternierende Differentialformen* einfiihren. Sie haben sich zur Darstellung der Problematik um den Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung im R" bestens bewihrt, und sie fithren auch zu einem Verfahren, mit
dem sich vorgegebene Integrale berechnen lassen.

Unter einer Differentialform der Stufe p, kurz einer p-Form, auf einer Mannigfaltigkeit M c R" verstehen wir
eine Zuordnung w, welche jedem x € M eine alternierende p-Form auf einem Vektorraum V zuweist. V soll spiter
der Tangentialraum 7, M werden. Wir definieren:
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Definition 12.4.1: Eine stetige Abbildung
w: MXVx---xV — R
~———

p-mal

(x,hl,...,hp) — W, h,. . hy),
die beziiglich der Argumente hy, ..., h, linear und alternierend ist, heif3t p-Form auf M.

Dabei ist 0 < p < n; fiir p > n soll w verschwinden. Alternierend soll bedeuten, daf3 w bei Vertauschung zweier
beliebiger /; das Vorzeichen wechselt,

wxhy,. .. by o hy, )= —w(xhy, .k Ry ).
Es seien o eine beliebige Permutation der Zahlen 1, ..., p und

&) = —1 wenn o ungerade ist
"1 1  sonst

Dann gilt
w (x, Ro(lys - - s hg(p)) =&(0) w (x, hi,..., hp) .

Wie im Falle p = 1 in §12.1.1 kann man explizite Darstellungen durch Ausrechnen beziiglich der Standardbasis
ei,...,e, angeben. Mit
h= Zh,-ei und k= Zkiei
i=1 i=1

n

w(x, h,k) = Z w(x, e;, €)hik;.

i,j=1

folgt im Falle p = 2 :

Wegen w(x, e;, ;) = —w(x, e}, ¢;) erhilt man daraus

hi ki
wx,hk) = ) wxe,e)| '
Analog zu dx; in §12.1.1 bezeichnen wir die Abbildung
hi ki
(h, k) — ‘ h ks
mit dx; A dx;. Es sei also
dx;ndx; : R"XR'" — R
hi ki
(h,k) +— ‘ v
hj k;

Dabei soll das Zeichen ,,A* das dullere Produkt (das ,,Dachprodukt®) symbolisieren. Es gilt
dx; A d)Cj = —dxj A dx;,
also dx; A dx; = 0. Mit
w;j(x) 1= w(x, e, €))

wird also
W(x, ) = Y w0 dxi A dx;.

i<j
Die Summe hat (g) Summanden. Die dx; A dx; bilden die Basisformen.

Bei beliebigem p definieren wir analog

dx; A---ANdx;, @ R'x---xR'" — R
14 N——
p-mal
by, o hp
(hiy....hy) > SN

hy, - i,
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mit
n
hy = Z hiei,
i=1
und k = 1,2,..., p. Es sei o wieder eine Permutation der Zahlen 1, ..., p. Dann ist

dxi,, Ao A dxiw) =e(o)dxi, N+ A dx,-l).
Es gibt (;) Basisformen p-ter Stufe, und mit
Wiy i, (X) 1= (X, €515 ... €;)

folgt
w(x,...)= Z Wiy, (X) dxiy A - -+ Adx;,.
iy <<y
Beispiel 12.4.2: Im R? gilt:
1. Eine O-Form ist:  w(x) = w(x).
2. Eine I-Form ist:  w(x,-) = wi(x)dx; + wy(x) dx; + w3(x) dxs.
3. Eine 2-Form ist:  w(x,-,-) = wia(x)dx; A dxy + wz(x)dxy; A dxz + w3 (x)dxs A dxy.

4. Eine 3-Form ist:  w(x,-,-,*) = wi3(x)dx; A dx> A dxs.

Formen gleicher Stufe lassen sich addieren und mit einer reellwertigen stetigen Funktion (0-Form) multiplizie-
ren. Wir wollen auch eine Multiplikation fiir Formen beliebiger Stufe einfithren, ndmlich das ,,dulere Produkt*

w1 N\ ws.
Wir definieren sie fiir Basisformen durch
(dxiy A=+ Ndxip) AN(dxj, Ao ANdxj) =dxig Ao Adxg, Adxg A Adx,
Diese Multiplikation ist assoziativ, es gilt also
(w1 A W) A w3 = wi A (wy A w)).
Es seien w,, @, p-Formen. Dann gelten folgende

Rechenregeln:

(1) (wp, + @p,) ANwp, = Wy, AWy, +Dp, A wp,.
(2) wp, NMwp, + @p,) = Wy, AWy, + Wy, ADp,.
(3) (Wp, A wp) Awp, = wp, A(Wp, A Wpy,).

WD wp, ANwp, = (=DPP2w, Awp,.

(5) wo (wp, A wp,) = (WowWp,) AWy, = Wp, A (Wy Wp,).

Beispiel 12.4.3: Im R? gilt:

1. wy A @Dy = (W — waldy) dxy A dxy + (Walh3 — w3iy) dxy A dxs + (w3t — w3) dxs A dxy.
2. w1 A wy = (Wiwaz + wrwsy + wiwia) dxy A dxy A dxs.

3. Awsz =0.

4. wy ANy =0.

Der Differentiationsoperator d: Die w seien nun beziiglich x stetig differenzierbar. Dann definieren wir fiir
0-Formen wy = w

dwy := i ow dx;.
i=1

Dabei ist 9;w die iibliche Ableitung. dwy ist eine 1-Form.
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Entsprechend definiert man fiir eine p-Form w die Ableitung dw als (p + 1)-Form, ndmlich fiir ein beliebiges
Monom
w=wdxj, A Ndx;,

als
dw:=dw Adxi A--- Ndx;,.
Fiir
w = Z wil...,»p dx,-] ARERIVA dxip
i1 <<ip
ist also

dw = Z dwil“iP ANdxi A+ A dx,-l).

i1 <<ip

d nennt man ,,duflere Ableitung*.

Beispiel 12.4.4: Im R3 gilt:
1. Fiir eine O-Form w ist:  dw = (0w) dx; + (0rw) dxs + (03w) dx;.

2. Fiir eine 1-Form w ist:
dw = (01wy — dhwy) dxi A dxy + (Orws — Ozwn) dxr A dxz + (03w — Oyws) dxz A dx;.
3. Fiir eine 2-Form w ist:  dw = (01wy3 + Orws + 03win) dxy A dxy A dxs.

4. Fiir eine 3-Form w ist:  dw = 0.

Rechenregeln fiir das Differenzieren: Es seien w,, @, wieder p-Formen. Dann gilt

(D) dwp + @p) = dwp, + d,,.

(2) d(wy wp) = dwy A W), + Wy dw,,.

3) dwp N wy) = dwp A wy + (1) w, A dwy.
4) d(dw) = 0.

Diese Regeln kann man einzeln (fiir Monome) leicht bestitigen. Besonders Regel (4) ist wichtig. Hier ein
kurzer Beweis: Fiir eine 0-Form ist

d(dwy) = d Y () dx; = > (0;0w) dxj A dx; = 0
i=1 ij=1
wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen. Allgemeiner folgt fiir ein beliebiges Monom
w=wdxy A ANdx;,

d(dw) = d (dw A dxi, A+ Adx;,) = d(dw) A(dx;, A=) —dwAd(dxi, A=) = 0.

=0 =0
Der #-Operator: Jeder p-Form 1Bt sich eindeutig eine (n — p)-Form zuordnen,

% : {p-Formen} — {(n— p)-Formen}

w —> * W
vermoge
#(dxi, A Ndxg,) = e(il, codpy Jls e ,jn,,,)dxj] Ao A dxjn_p.
Dabei seien j; < -+ < j,_, und (i1, ...ip, j1,. .., ju-p) €ine Permutation der Zahlen (1,...,n).

Dieser Operator wird auch ,,Hodge-Sternoperator“genannt, nach WiLLiam Hopge (1903—-1975). Speziell gilt
mit wy = w
*wo = wdx; A+ ANdx, und * (xwp) = wy.

Rechenregeln: w,, @, seien wieder p-Formen. Dann gilt
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(1) *(@o wp) = Wo(+wp).
(2) *(wp + 0p) = *wp + *Wp.

B) *xw, = (1P Py,

4) wp A (x0p) = Wp A (3wp).

(5) wp A wy—p = (xwp) A (xwp_p).

Auch diese Regeln bestitigt man durch Nachrechnen.

Beispiel 12.4.5: Im R3 gilt:

1. Fiir eine I-Form w ist:  *w = wy dxs A dx; + wydx; A dx; + ws dx; A dx,.

2. Fiir eine 2-Form w ist:  *w = w3 dx; + w3 dxs + wip dxs.

Das Skalarprodukt: Es seien w, @ Formen gleicher Stufe. Dann definiert man das Skalarprodukt von w, & (das
innere Produkt) als:
<w, 0> = x(wA *©).

Wir verzichten auf den Nachweis der iiblichen Eigenschaften dieses Skalarproduktes. Es sei
lwl = V<w,w>
Aus Regel 5 folgt (xw) A (x % ®) = w A %@, also
< k@, *@ >=< w,® > und |* w| = |w|.

Beispiel 12.4.6: Im R3 gilt:

1. Fiir I-Formen « und (3 ist
a A *ﬂ = (a1b1 + axby + a3b3)dx1 Adxy A dxs,

also

< (I,ﬂ >= albl + a2b2 + (131)3.

2. Fiir 2-Formen « und 3 ist
< a,B >=<*a,*8 >= apbz + a;zbi3 + annbry.

Im R? gilt in klassischer Notation:

p=0 w=f~wdw=(Vf, dx).
p=1 w=wdx = (w,dx)mitw = (w,wy, ws).
p=2: w=wpdx; Adx, +---=: fidx; ANdx3 + frdx; Ndx) + f3dx; A dxp mit

w23
fi=] w | =*o.
w12

Jeder 2-Form 1Rt sich also im R? durch den *-Operator kanonisch ein Vektor zuordnen. Darauf beruht die Méglich-
keit, im R? neben dem Skalarprodukt auch das ,,Kreuzprodukt* (das duB3ere Produkt) zweier Vektoren zu definieren.
Es seien niamlich @ = }; a;dx; und 8 = ’; b;dx; zwei 1-Formen mit den Vektoren a und b. Dann definiert man

a2b3 —a3b2
axb:=| asby —ab; |,
(11b2 —a2b1
alsomit k :=ax b, k := ), kidx;

k:=*x(a AB).

Im R3 ist p(n— p) fiir alle p gerade, also #* = id. Es sei voriibergehend D(X, Y) die Menge der differenzierbaren
Abbildungen von X nach Y. Dannist V : DR}, R) — F(R3,R?), f + Vf ~ df. Ferner definiert man die folgenden
Differentialoperatoren

div : DR R — FER,R)

a +— (Va)==+dxa mita:= (a,dx)
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sowie

ot : DR,R) — FERLRY)

a +— (Vxa)=x*da mita:=(a,dx).
Es folgen leicht die klassischen Regeln

rotgradf = 0
divrota = 0
div(fa) = (Vf,a)+ fdiva
rot(fa) = (Vf)xa+ frota
diviax b) = (rota,b)— (a,roth)

divgrad f = Z,-Bl.z = Af
ax((bxc) = (a,c)b—(a,b)c
rotrota = graddiva - Aa.

12.4.1 Geschlossene und exakte Formen
Wie in §12.1.1 definieren wir nun:

Definition 12.4.7: Es sei w eine p-Form.
1. w heifit geschlossen: <= w ist C|-Form mit dw = 0.

2. w heifit exakt und  Stammform zu w <= es gibt eine (p — 1)-Form n mit w = dn.

Es gilt

Lemma 12.4.8: Jede exakte C|-Form ist geschlossen.

Das folgt unmittelbar aus ddr = 0. Die Umkehrung gilt natiirlich nicht. Ich erinnere an das Beispiel

X2 X1

dx1 +
|x[>

w(x,) =— dx,

in §12.1.1. Es war dw = 0, aber w in R?\{0} nicht exakt.

Unser Ziel ist der Nachweis des folgenden Resultats:
Poincarésches Lemma: Jede in einer sternformigen Menge U stetig differenzierbare geschlossene Form ist exakt.

Lokal entsprechen sich also die Begriffe geschlossen und exakt.

Beweis: O.B.d.A. sei U sternformig beziiglich des Nullpunktes. Wir betrachten ein Monom
w(x,...)=a(x)dx; A--- Ndx),.
Es seien x € U und tx € U fiir alle 0 < ¢ < 1. In w ersetzen wir nun x durch zx und bilden
Q @ ([0.1]x0)x (R — R

Qt, x,...):=a@x)dy, A--- Ndy,

mit dy; := x;dt + tdx;. Wir erhalten also
Qt,x,...)=taltx)dx; A--- Ndx, + P a(tx) dt A Orep(X,..0).
Dabei ist
Orp(X, ) = x1dxa Ao ANdxp —xpdxy Adxs Ao+ x - =xpdxpg Ao Adxp —dxg Aopp(x,..0)

eine (p — 1)-Form. Nun integrieren wir beziiglich 7 und bilden die (p — 1)-Form

1
(Iw)(x,...):= ( f t”_]a(tx)dt) OT1op(X,..).
0
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Fiir beliebige p-Formen w wird I(w) analog definiert. Wir zeigen
I(dw) + d(lw) = w.

Wegen dw = 0 folgt das Poincarésche Lemma aus GI. (x).

Wir zeigen nun GI. (x): Es ist

n
dw =" @@y dx;j Adx) A+ Adx,

=1

und

n 1

Idw)(x,...) = Z( f t”(aja(tx))dt) Cip(X...)

j=1 W0

mit
Tjlp(X,..) =xjdxy Ao ANdxy, —dxj Aoy.p(x,...).

Aus

doi.p(x,...)=pdx; A+ Ndxp,

erhalten wir
1 n 1
dlw)(x,...) = p(f t”_'a(tx)dt)dxl Ao ANdxp + Z (f 0 a(tx) dt) dxj Nor.p(x,...).
0 ‘= \Jo

Daraus folgt

1 n
(dw) + I(dw))(x,...) = f {ptp_la(tx) + Z tpxj()ja(tx)}dt dxi A+ Adx,.
0

=1

Nun ist

_ - d
{ptp La(tx) + Z tpxjaja(tx)} = Et”a(tx),

j=1
also
(d(w) + 1(dw)) (x,...) =a(x)dx; A--- Ndx, = w(x, ...).

Das war zu zeigen.
Folgerung 12.4.9: Es seien p > 2 und w eine p-Form. Dann ldft sich jede Stammform nt von w in der Form
n=Iw+dn
mit einer Co-(p — 2)-Form n darstellen. Im Falle p = 1 ist
n=Iw+ const.

Beweis: Fiir i = 1, 2 seien dr; = w. Dann ist
d(7l'2 - 71'1) =0.

Es existiert also (lokal) eine Stammform »n mit
Ty —m =dn.
Im Falle p = 1 ist die Behauptung klassisch.
Beispiel 12.4.10: Im R gilt fiir p = 2
W =wpdx; ANdxy + w3 dxy Adxs + w3 dxs Adx.
Gesucht ist ein w mit dr = w, also m = p1dx; + padxy + p3dx; mit

dn = (01p2 — 02p1) dx| Adxy + (02p3 — 03p2) dxy A dxz + (03p1 — 01p3)dxz A dx; 2.

71

(*)
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Im R? verwendet man auch
a=x*xw=a,dx +aydx; +asdx; =: (a,dx),

aj w23
a= as = w31 .
as w12

Mithin ist folgendes Gleichungssystem zu 16sen:

also

!

01p2—0pr = wp
!

0op3 —03py = w3
!

Op1—0ip3 = w3y,

und die Integrabilititsbedingung lautet
0 =dw = (01wy3 + drwszy + Hwip)dx; Adxy Adxz «—— 0 = xdxa «— 0 =diva = d1a; + 0ay + 03a3.
In klassischer Notation lautet unser Gleichungssystem daher ( mit 7 =: (p, dx) )
rot p < a, wobei diva = 0.
Nun ist
Hw)(x,...) =

1 1
= f twip(tx) dt (x1dxy; — xodxy) + f twyz(tx) dt (xadxs — x3dxy) +
0 0

1 1 1
+f twsz (tx)dt (x3dx) — x1dx3) = (X3 f tw31(tx)dt—x2f twi(tx) dl) dx| +
0 0 0

1 1 1 1
+ ()C] f twpp(tx)dt — x3 f t wys(tx) dt) dx; + (XZ f twys(tx) dt — x) f tws(tx) dt) dxs.
0 0 0 0

Die allgemeine Losung erhilt man dann durch
n=Iw+dn
mit einer beliebigen 0-Form 7 oder
x=1w+(f, dx)
mit einer beliebigen C;-Funktion f.

Es sei speziell
w(x,...)=x3dx; Ndxy + x1dxo Ndx; —2x>dx; Adx;.

Dann ist a = (x1, —2x7, x3) und div a = 0. Die Integrabilititsbedingung ist also erfiillt, und wir erhalten

Tw)(x,...)

2
%()C]d)Cz - )Czd)C]) + %()de;), - X3dXQ) - %()@d)ﬂ - )C]d)C3)

= —Xox3dxy] + x1x dxz,

also
—X2X3
p(x) = 0 + Vf(x)
X1X2

mit einer beliebigen C-Funktion f.

12.5 Flichenintegrale

Wir setzen nun §12.1.2 fort und definieren analog zu den Kurvenintegralen auch Flichenintegrale. Es sei I eine
C-p-Untermannigfaltigkeit des R", kurz eine ,,p-Flidche*, und

vy : TCRP —-TcR"
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eine Darstellung. Es sei w = w(x, hy, ..., h,) eine p-Form. Dann definieren wir

fw:zfw(y,@ly,...,épy)(t)dt.
r T

dt steht hier fiir das Lebesguesche MaB} von T' (dt =~ du(t) = dt; A --- A dty).
Wir miissen als erstes zeigen, daf} diese Definition nicht von der speziellen Darstellung abhingt. Es sei also
wieder ¢ : T — T und
vy : TCcRP —>TcCcR
y + TcRP—TCR"

mit dquivalenten y, ¥ = y o ¢ und dety’ > 0. Dann folgt

fw()?,...)zfw(y,...)Ogo-detgo’=fw(y,...).
T T T

Das hat man nachzurechnen und dabei das Alternieren von w und die Transformationsformel zu benutzen.

Das Ergebnis 146t sich als Variablentransformation deuten. Wir wollen das noch etwas klarer herausstellen und
allgemeiner fassen: Es sei

® : VcR™ — UCcCR
y +— x=0(y)
eine stetig differenzierbare Abbildung. Wir machen keine Voraussetzung iiber den Rang der Jacobi-Matrix von ©.
Es sei nun w eine p-Form auf U,
w(x,...) = Z Wiy (X) dxiy Ao A
i1 <<y

In w setzen wir ®(y) ein, das heildt, wir ersetzen x durch ®(y) und dx; durch

D @®)) dy;

j=1
und erhalten auf diese Weise (®*w)(y, . ..). Es gilt also
(OIS \% — U
AV) — AU : D,
wobei A(U) die Algebra der p-Formen in U bezeichnet.

Fiir 0-Formen w = w ergibt sich
P'w=wod
und fiir 1-Formen w = )7, w; dx;

n

@ O)Y,...) = ) wi( D)

i=1

@) dyj] = > ay)dy;
=1 =1
mit )

aj = Z (w; o ®) 9;D;.
Im Falle n = m = p erhilt man als Bild von -

w=wkx)dx; A\--- ANdx,

die n-Form
O'w = (wo ®)detd dy; A --- Ady,.
Fiir den Einsetzungsoperator @* gelten folgende Rechenregeln:
1. D" (w + wy) = D*w; + D*w,.
2. O*(fw) = (®*f) - ®*w fiir 0-Formen f.
3. 0" (w) A wy) = O*wy A D*ws.

Niitzlich ist der folgende Satz:
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Satz 12.5.1: Es seien ® € C»(V, U) und w eine Cy-p-Form in U, dann gilt
d(®*w) = D*(dw).

Beweis: Fiir 0-Formen f gilt df = )}, 0;f dx;, also

n

o'df) = > (@) o @) > 0,®idy; = Z( (@if) o @)@,@i)dyj.
j=1

=1 j=1 \i=1

Nun liefert die Kettenregel

n

d(f o ®) = > (@if) 0 ®)0;;.

i=1

Es ist also

O'(df) = )" 3)(f o ®)dy; = d(®" f).
Jj=1

Fiir spezielle 1-Formen der Gestalt w = dx; ist dw = 0. Wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen gilt

auch hier
d(@*w) = — Z (
k=1 " j=

n

0,0,0; dy ,-) A dy = 0.
1

Fiir Basisformen hoherer Stufe w = dx; A --- A dx,, folgt das Resultat dann aus Regel 3. Wir haben daher nur noch
zu zeigen: Gilt die Behauptung fiir irgendein w, so gilt sie auch fiir fw. Das sieht man folgendermafBen:

d(D*(fw)) dO* f-D'w) = d® f)AD'w+D f-dD w)

= O'(df) AD'w+ D f - O (dw)
= O'df Aw)+ P (fdw) = PUf Aw+ fdw) = O(d(fw)).

Ist nun speziell m = n und @ ein Diffeomorphismus, dann bildet ®* die Algebra A(U) isomorph auf A(V) ab.
Betrachten wir nun wieder unsere Ausgangssituation
v : TCRP —- T cR.
w sei eine p-Form. Dann ist auch y*w eine p-Form und 14t sich als
Yw)t,...) =wy@),...) = fOdti A--- Ndt,
schreiben, mit f : T — R. Fiir ein Monom
w(x,...)=wx) dx; A--- Ndx,

ist

P P
f(l) dty A+ A dtp w(y(t)) [Z (6jy1)(t) dtj] A A (Z (aj)’p)(t) dlj]
J=1 j=1
= W(y,017,....0,y)O)dty A--- Adi.

Das rechne man nach. Damit wird aus dem Flidchenintegral

fﬂﬁf 7*w=ff(t)dt1/\---Adt,, =:ff(t)dt.
r Y1) T T

Beispiel 12.5.2: Es seien T’ C R} die obere Halbsphdire und
w(x,...)=x1dxy ANdx; + xpdxz Adxy + x3dx; A dx;.

Zur Berechnung des Flachenintegrals fr w wiahlen wir T := {(tl, 1) | 7] < 1} und

y(@0) = (11,1, N1 - 1tP).
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Dann ist

1 0
ay(t) = [ 0 ] dry(t) = [ 1 ]
—t1/ 1 =t —tr/ 1 —|t]?

2
dx; Ndxj = Z(ak%)(al?’j) dti A dt; = {(01y)(02y ) — (D2y)(01y )Yt A dt,

und

k=1
also mit dt := dt; A dty
dx; Ndx, =
dx, Ndxs = (n/N1-1tP)dt
dxs Ndxi = (/N1 =1tP)adt.
Damit erhalten wir
g 2 1
fo= V1=|f? =

+ 2 + _,
VI 1= VI= 12

f‘”‘fy*‘”_f dt _flfzﬂ rdpdr
r T T /1=t 0o Jo 1 —|r? .

In §12.1.2 hatten wir das Flachenmal} von I" als

also

A) = f detg(z) dt
T
definiert. Dabei war g die Gramsche Matrix von vy, also

(gij) = (@iy. 3;7)).

A(I') hiangt nicht von der speziellen Darstellung ab. Das legt es nahe, den Integranden als

dA(t) := +Jdetg(®)dt; A -+ A dt, = vdetg(z) dt

zu schreiben. Dies ist die klassische Notation. Dann ist also

A() = f dA,
T

f(0)
vdetg(?)

fw=fF(t)dA(t).
r T

Im Falle p = 1 schreibt man statt dA meist ds (Bogenlidnge) und im Falle eines beliebigen p im Deutschen do, dO
oder dF (Oberfliche) und im Englischen dS (surface). dV steht fiir das Lebesguesche Volumenmall im R". Es sei
darauf hingewiesen, da3 man auf diese Weise auch p-Fldchenintegrale fiir Funktionen F erkldren kann, die nicht
in der angegebenen Weise aus einer p-Form w entstehen, ndmlich

fF:fFoydA.
r T

detg(?) =

und mit (Y*w)(t,...) = f(O) dt; A -+ A dt, sowie

F@) :=

wird

In unserem Beispiel ist

1 =77

also
dh A dty

N

dA(t) =
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Ferner hatten wir |
Y'o)t,...) = ——=dn Ndn,.

V1= t?
fwzfy*wzfdAzzfr.
r T T
fa)=47r.
SZ

12.6 Die Integralsitze von Gauf} und Stokes

In diesem Falle ist also F(¢) = 1 oder

Fiir die S erhilt man daraus analog

Nun kommen wir zum Hauptresultat dieses Kapitels, ndmlich dem Gauf3schen Satz, der Verallgemeinerung des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung:

fdw:fw.
r or

Dabei soll I' wieder eine C;-p-Untermannigfaltigkeit sein mit dem Rand dI" und w eine (p — 1)-Form. Bevor wir
den Satz priziser formulieren, miissen wir kurz iiber berandete Mannigfaltigkeiten sprechen und, damit zusam-
menhéngend, tiber die Orientierung des Randes.

Wir gehen wie in §12.1 vor. Dort betrachteten wir Karten

h: UcX—U cR.
Wir lassen nun auch ,,berandete Karten* zu, also homdomorphe Abbildungen
h: UcX—UCR

und (zum Beispiel)
h : UcX—UCR

mit R? := {x e R" | x; <0} und relativ X bzw. R? offenen U, U’. Wir lassen also auch Abbildungen auf einen
Halbraum zu. Entsprechend definiert man wieder einen Atlas und kommt damit zur berandeten Mannigfaltigkeit.
Die Menge 0M der Randpunkte heifit Rand der berandeten Mannigfaltigkeit.

Es sei hervorgehoben, dall wir in den letzten Abschnitten immer C;-Untermannigfaltigkeiten zugrundegelegt
haben, mit / > 1. Hier tritt eine Schwierigkeit auf, denn ein Homdomorphismus /4 ist ja nur aus Cy, und wir kénnen
h im allgemeinen nicht aus C; (bis zum Rande!) wihlen. Denken Sie an ein Quadrat; sie konnen es lokal nicht C;-
geradebiegen. Fiir die Formulierung des Gauf3schen Satzes bedeutet das, dal man sehr genau angeben muf3, welche
Singularititen am Rande (Ecken, Kanten, Spitzen) man im einzelnen zulassen will, und man muf} die Beweise
entsprechend fiithren. Leichter hat man es mit ,,glatt berandeten Mannigfaltigkeiten, also C;-Mannigfaltigkeiten
bis zum Rand. Es sind viele Arbeiten geschrieben worden, in denen versucht wird, den GauB3schen Satz fiir Gebiete
mit moglichst irreguldren Rindern zu beweisen. Hierauf kann ich in dieser Vorlesung aber nicht weiter eingehen.

Wir verabreden noch, daf der Tangentialraum 7, M in Randpunkten p € dM wie in inneren Punkten erklirt
wird.

Doch nun zur Orientierung: Eine Mannigfaltigkeit wird dadurch orientiert, da3 man jeden ihrer Tangentialrdu-
me orientiert, aber so, daf} die Orientierungen sich vertragen und nicht plétzlich umschlagen.

Definition 12.6.1: Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann heif3it eine Familie {orp} oy Von Orien-
p
tierungen ihrer Tangentialrdume T,M lokal vertriiglich, wenn sich um jeden Punkt von M eine orientierungser-

haltende Karte finden lif3t, also eine Karte (U,h) mit
VpeU HW(p) : T,M — R".

Wir iibernehmen also die Orientierung des R". Unter einer Orientierung von M verstehen wir eine lokal vertrig-
liche Familie {or,,} oy Von Orientierungen ihrer Tangentialrdume. Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist ein Paar
p

(M, or), bestehend aus einer Mannigfaltigkeit M und einer Orientierung or von M. Wir sprechen auch von orien-
tierungserhaltenden Diffeomorphismen

f: M — M,
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denken Sie an ¢ : T ¢ R®> — T c RP mit dety’ > 0 im letzten Abschnitt. Man spricht dann von positiver
Orientierung.

Fiir berandete Mannigfaltigkeiten wird die Orientierung ebenso definiert. Man sieht leicht, dal der Rand einer
orientierten Mannigfaltigkeit M jedenfalls orientierbar ist, was aber nicht bedeutet, da3 M auch schon kanonisch
orientiert sei. Wir verabreden vielmehr eine

Orientierungskonvention: Es seien M eine orientierte n-dimensionale berandete Mannigfaltigkeit, p € OM und
(W, ..., w,-1) eine Basis von T,0M. Dann heift diese Basis , positiv orientiert”, wenn fiir einen (und damit fiir
Jjeden) nach auf3en weisenden Vektor w die Basis (w, wy, .. .,w,—1) von T, M positiv orientiert ist.

Im folgenden sei M immer positiv orientiert. Das ,,nach au3en weisen* ist ganz anschaulich gemeint. Priziser:
Es seien T M := h'(p)~' (R}). Dann ist

T,0M cT,M und TiMNT,M=T,M.

Die Elemente von 7, M\T,0M heilen nach auBen weisend. Weitere Einzelheiten finden Sie in Barner & Flohr,

L.c. $.387 und Jénich, Lc. $.73.
w;
// TN
I/l’ \‘\\
AN w
\\ /I

E\\‘//

Wir zeigen nun:

GauBscher Integralsatz: Es seien I' C R" eine orientierte n-dimensionale glatt berandete C-Mannigfaltigkeit
und w eine (n — 1)-Form auf T" mit kompaktem Tréger. Dann gilt

fdu):f w.
r ar
fw::fi*o),
or ar

i : 0T < T ist die Inklusion. Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Wir benutzen dabei eine ,,Partition der Eins*
nach Satz 12.6.2, den wir anschlieend beweisen.

Dabei bedeutet

1. Es seien I' = R" ein Halbraum und fiir j=1,...,n
wilx,...)=wj-dx; A ANdxjy Adxjq AN+ ANdx,
ein Monom der Stufe (n — 1). Dann ist
dwj = (=1Y"10w)) - dx; A+ Adx,
und

— @wy)-dxy A---ANdx, furj=1
P9 o sonst

Damit erhalten wir

fd(x)j

r

L
ar

Dies sind gewohnliche Mehrfachintegrale, und die Behauptung folgt durch partielles Integrieren.

f(—1)/"1(3,-11)])a'xl Ao Adx,
R?

f w1(0, x2,...)dxy A -+ ANdx, fiir j = 1, Null sonst.
Rnfl
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2. Bewetis fiir ein Kartengebiet: Es seien (U, h) eine Karte von I' und supp w C U (ein berandetes U ist zugelassen).

Dann gilt
f dw = (WY dw = f d((/fl)*w).
U h(U) hU)

Wir setzen nun (A~')*w durch Null auBerhalb A(U) zu einer Form & auf R fort. Das ist moglich wegen der
Kompaktheit des Trigers
supp(h™")*w = h(supp w).

fm:---:fm:f a)zf (hfl)*w=f w,
U n AR" h@U) oU

letzteres aus der Transformationsformel fiir den Einsetzungsoperator.

Es folgt

3. Allgemeiner Fall: Wir wollen nun w in eine Summe
w=w + -+ w

differenzierbarer (n — 1)-Formen zerlegen mit supp w; C U;, einem passenden Kartengebiet. Wenn das moglich
ist, ist der GauB3sche Satz bewiesen. Solche Zerlegungen verwendet man in der Analysis oft. Man bezeichnet sie
als ,.Zerlegung der Eins* oder ,,Partition der Eins“. Halten wir unsere Situation fest: Es sei X := suppw € R".
Zu jedem x € X gibt es eine Karte (U,, h,) mit relativ X offenem U,. Weil X kompakt ist, gibt es endlich viele
Kugeln By, ..., B,, die X iiberdecken, und fiir die B; N X jeweils in einem Kartengebiet liegt. Es gilt also

Xc UBi =: B,
i=1

und die Behauptung folgt dann mit
wi=firw

aus folgendem Satz:
Satz 12.6.2: Es seien By, ..., B, offene Kugeln in R" und B := \J._, Bi. Dann gibt es f; € Co(B) mit
IsuppficByi=1,...,r
2. fi|Bi>0i=1,....r
3. fix)+---+ fi(x) =1 fiirx € B.

Beweis: Es sei mit B; = B(x;, r;)

hiy ow  EP(UGr = =) fiir v — il <7,
o 0 sonst

Dann ist supp 4; C B; und
0 < hi(x) fir x € B;,

also
VxeB 0<hx):= hi(x).
i=1
Wihlen wir nun fiir x € B 7o)
i(X
filx) = %,
dann leisten die Funktionen f; das gewiinschte. O

Bemerkung: Es sei noch einmal an die einleitend gemachten Bemerkungen beziiglich der Glattheit von I erinnert.
Tm allgemeinen ist es nicht nétig, I als C;-Mannigfaltigkeit vorauszusetzen (bis zum Rand). Zum Beispiel 148t sich
der GauB3sche Satz leicht elementar fiir Quader oder Halbkugeln beweisen. Damit gilt er dann fiir eine grof3e Klasse
stiickweise glatt berandeter Gebiete.

Die zum GaufB3schen Satz analoge Aussage fiir p-Formen wird meist nach GEORGE STOKES, 1819—1903, benannt.
Sie lautet:
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Stokesscher Integralsatz: Es seien I’ C R" eine orientierte glatt berandete Ci-p-Mannigfaltigkeit und w eine
(p — )-Form auf T mit kompaktem Triger. Dann gilt

fdwsz.
r or

Folgerung 12.6.3: Wir betrachten geschlossene Formen und Mannigfaltigkeiten:

fw:O.
ar

Es sei p = 1: In jede geschlossene Kurve I' C U C R" lasse sich ein Flidchenstiick M C U einspannen. Dann
folgt aus dw = O mit OM =T
vr f w=0
r
und damit w = df.
2. Wir nennen I" ,,geschlossen*, wenn OU = 0 ist. Zum Beispiel ist die Sphdre geschlossen. Es sei I geschlossen.

Dann folgt
f dw = 0.
r

Der Beweis erfolgt analog.

1. Es sei w geschlossen, also dw = 0, dann gilt

12.7 Vektorfelder im R? und R?

In diesem Abschnitt spezialisieren wir die erhaltenen Ergebnisse auf den R? und R? und verwenden die dort iibli-
chen klassischen Bezeichnungen.

Der zweidimensionale Fall: Es sei I’ ¢ R? ein Gebiet und
w=wdx; +wydx,

eine 1-Form. Dann ist
dw = (0w + 01wy) dxy A dxs.

ol

rotw = 0w, — drwy,

Es sei

Dann folgt mit rot := *d

und es ist in der klassischen Darstellung von oI (y : T — dI')
v'w=wy,y)=wi)ds

mit dem Bogenelement ds = |y’ (7)| dv und dem Tangentialvektor

Der Gaul3sche Satz lautet dann:

frotw:f(w,t)ds.
r ar

Dabei habe ich unter dem rechten Integral salopp oI statt y~1@n) geschrieben. Ich werde in diesem Abschnitt
weiter so verfahren. Das Integral
y(b)
f (w,t)ds
y(a)

liefert die Arbeit ldngs OI" von y(a) bis y(b). Ist I' ¢ U, U einfach zusammenhéngend, und rotw = 0, dann ist
w =df, also
w=Vf.
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Man wihle nur

fx) = fﬂ wi(s,0)ds + fxz wy(x1, 8) ds.
0 0

Mit w ist auch *w eine 1-Form. Es gilt also auch

fd*wzf *W,
r or

—wy dx; + wy dx;
((310)1 + (320)2) dx; A dxy,

Nun ist

*W

d+w

und es folgt mit div := *d* und und dem Normalenvektor

n ist nach auflen gerichtet, es ist

det(n, 1) = ’ &
-l

y(b)
f (w,n)ds
y(@)

liefert den Fluf durch oI" von y(a) bis y(b). Ist U wieder einfach zusammenhéngend, dann ist der Flul vom Wege
unabhingig, wenn div w verschwindet. Dann ist *w = df, also

Das Integral

w=-x*df
oder
w=-rotf = (—a(;{f)

Mit w = f, dw = (0, f) dx; + (02f) dx; folgt aus dem Stokesschen Satz fiir Kurven I unser altes Resultat

f(Vf,t)ds = f f.
T or

Der dreidimensionale Fall: Es seien jetzt I" eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit und

W =wppdx; ANdxy + wyzdxy Adxz + w3 dxz Adx.

Dann ist
dw = (01wy3 + Orwsy + A3wi2)dx; Adxy A dxs
und
*W = W3 dx; + w3 dxy + wip dxs.
Es sei
v = (w3, w3r, Wr2).
Dann ist

divo = #d * xw = 0101 + 0Ly + 0303,

fdivvdV:fdw:fw.
r r or

Das letzte Integral wollen wir parameterabhingig schreiben. Mit

und aus dem Gauf3schen Satz folgt

- 01y X Oy
© 0y x 02yl
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und |a, b, c| = a(b X ¢) ist det(n, d,y, d2y) > 0, und man rechnet
101y X 82y = Jdetg
nach. Wir bilden y*w: Es geht dx; A dx; iiber in
(Ory1dty + Oyy1dty) A (Ory2dty A Byyadty) = (01y1 - O2y2 — Oxy1 - O1y2) dty Adty = n3 dA
mit dA = \/m dt; A dt,. Analog berechnen sich die anderen Komponenten, und man erhélt
v'w = (v,n) dA,

also wie im R?
fdiv vdV = (v,n)dA.
r ar

Diese Formel gilt auch im R".

Folgerung 12.7.1: Wdhlt man fiir v der Reihe nach
(£,0,0),  (0,£,0), (0,0, f),

fraifdvzfarnifdA
ferdvzfarnfdA.

Das sind die klassischen Formeln fiir den Gauf3schen Satz. Sie gelten im R" analog. Mit U,V € C, folgen daraus
die ,,Greenschen Formeln*“. Man erhdlt niimlich mitv = UVV

fdivv = f{(VU)(VV)—i— UAV} :f U®n,VV),
r r ar

dann erhdlt man fiiri = 1,2,3

oder

also mit %V =, VV)

f Ua—vzf{(VU)(VV)+UAV}
or  On r

f v U :f{UAV—VAU}.
or on on r

Die Formel fiir das partielle Integrieren lautet nun

ff(aig)=—f<aif>g+f nifo.
T T or

Wir wollen auch den Stokesschen Satz klassisch formulieren. Es seien jetzt I" eine zweidimensionale Unter-
mannigfaltigkeit und w eine 1-Form,

und

w = widx) + wadxy + widxs.

Dann ist
dw = (rotw)s dx; A dx, + (rotw); dx; A dxz + (rotw), dxz A dx;
mit
w := (wy, wp, wy) und rotw := (Grws — 3wy, d3w — O w3, 01wy — drwy).
Deshalb ist
v'dw = (rotw,n)dA,
und es folgt

f(rotw, n)dA = f (w, t)ds.
r ar

Fiir eindimensionale Untermannigfaltigkeiten erhélt man wieder

fr(Vf,t)=farf-
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Beispiel 12.7.2:
1. Es sei B = B(0, r). Dann folgt

fdi:rf ndAzerle.
OB OB B
k,u(l")zfdivxzf(n,x)dA.
r or

Speziell fiir I' = B = B(0, r) folgt also

2. Im R¥ ist div x = k, und es folgt

ku(B) = r u(dB).

und fiir k = 3 4
_r -3
H(B) = 3,11(33) 3

man vergleiche Beispiel 12.5.2.

12.8 Anwendungen

Aus der Fiille moglicher Anwendungen greife ich nun drei heraus, nimlich den Fundamentalsatz der Algebra, den
Brouwerschen Fixpunktsatz und eine Aussage iiber Flichenfelder.

12.8.1 Der Fundamentalsatz der Algebra

Esseienn>1,z=x+1iy € Cund

Pu(2) ="+ ap12""

+---+ajz+ag
ein Polynom mit komplexen Koeffizienten. Wir zeigen
Lemma 12.8.1: P, besitzt eine Nullstelle.

Beweis: Wir zerlegen P, in seinen Real- und Imaginérteil,
Py(z) = v1(2) +i02(2),

und betrachten das Vektorfeld v := (v1, 7). Es sei C eine geschlossene Kurve und v # 0 auf C. Dann heif3t

1
mq:ﬂﬁﬁ

der Index von v in Bezug auf C. Dabei ist

1

= W (Uldl)z - Uzdl)]) .

v
f := arctan —2, df
U1

Beispielsweise ist fiir C = dB(0, 1) und v = r*(cos 2¢, sin2¢)
1 21
I(v,C) = — f d(arctantan2¢) = 2.
2 0

Anschaulich: 7 ist die Anderung des Winkels, den das Vektorfeld v mit einer festen Richtung bildet, bei einmaligem
Umlauf ldngs C entgegen dem Uhrzeigersinn.

Es sei nun C = 9dB(0, r). Wir benutzen Polarkoordinaten und berechnen (v, C) fiir gro8e und kleine r: Zunichst

sei r grof3. Dann ist
cosngo{l + }[-~~]}
v=r" ,
sinnga{l + %[-u]}
und wir erhalten fiir r — oo

1
U—Z(r, ) = tannp + O(—)
U1 r
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sowie

1
f(r,p) = np + O(;) .

Es folgt
2 6
fdf=f(t,Vf)= a—f(r,t,o)dso,
C c 0 ("

I1(,0B0O,r) =n+ O(%) .

also fiir r - o

Es sei nun P, () # O fiir alle z. Dann ist insbesondere ag # 0, und wir erhalten fiir » — 0
v=ag+O(r)

und mit ¢y, c; € R
df =ci(l+r[---Ddr+cy(1 +r[---]) rde,

also
lir%I (v,0B(0,r)) = 0.

Weil wir v # 0 angenommen haben, ist I(v, dB(0, r)) in r stetig, und es ist I € Z. Mithin ist / konstant. Das steht im
Widerspruch zu
linél(v, 0B0,r)) =0#n=1im I (v,0B(0,r)).

Aus dem Lemma folgt dann der
Fundamentalsatz der Algebra: P, hat genau n Nullstellen.

Beweis: Aus Lemma 12.8.1 folgt die Existenz einer Nullstelle z; € C. Dann ist

Py(2) Py(2) = Pu(z1) = ai(z—z)+--+ (" —2))

@—zDlar +--+} = @Z-2)Pu1(2).

Letzteres wegen
- z’f =(z—2z1) (zk_l + 7572 4+ z’[_l).

Nun hat P,_;(z) wieder eine Nullstelle. Man kann also auf diese Weise fortfahren und erhilt schlieflich

Py2)=(z—-z2)z—-22) (2~ zp).

12.8.2 Der Brouwersche Fixpunktsatz

Wie wir schon gesehen haben, spielen Fixpunktsidtze in der Analysis eine gro3e Rolle. Wir wollen nun einen
weiteren Satz dieser Art herleiten. Er ist nach Lurrzen BRouwer, 1881-1966, benannt. Im folgenden soll u €
C»(G, W) bedeuten, daf es eine offene Obermenge U von G gibt, in der u erklért und zweimal stetig differenzierbar
ist. Wir zeigen dann der Reihe nach:

1. Es sei G C R" ein beschrinktes, glatt berandetes Gebiet. Dann gibt es keine glatte Retraktion von G auf seinen
Rand, das heift, es gibt kein f € C»(G, 0G) mit f(x) = x fiir x € G, also

fl0G = id.

2. Es seien B := B(0, 1), v € C»(B, B) und

YxedB v(x)+# 0und o) =X

()]

Dann hat v eine Nullstelle in B.
3. v € Ca2(B, B) besitzt einen Fixpunkt.
4. Zur Aussage 3 geniigt bereits die Voraussetzung v € C(B, B). Es gilt also:

Der Brouwersche Fixpunktsatz: Jede stetige Abbildung einer abgeschlossenen Kugel in sich besitzt einen Fix-
punkt.
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5. Dieses Resultat gilt auch fiir zu B homéomorphe Gebiete.

6. Es gibt keine stetige Retraktion der Kugel auf ihren Rand.

Bewelis:

1. Wir schlieen indirekt: Es sei f eine solche Abbildung und fiir 0 < < 1

gx,t) =x+t(f(x)—x).
Wir haben also id und f stetig miteinander verbunden. Fiir x € dG gilt auch g(x, t) = x. Es seien
dg; = Z(a,gi) dx; = dx; + 1 (df; — dx;)
j=1

und
F(t):=fdgl/\~--/\dg,,.
G

F(¢) ist ein Polynom in ¢ vom Grade < n. Es ist

F'(1)

Zfdgl/\---/\(dﬁ—dx,-)/\---/\dg,,
i=1 YO

D0 [ @hi-dn A tdgy A ndgis Adgi A+ dg
i=1 G

n—H S =n_i—1 NG
;( 1 de((fl 1) Zl( n fag(flzox’){ .

Mithin ist F(#) konstant. Nun ist

F(O)=fdxl/\~~-/\dx,,=,u(G)>O.
G

Es gilt also fiir alle 7 € [0, 1]
F(@) = u(G) > 0,

also auch F(1) > 0. Nun folgt aber ein Widerspruch: Fiir x € G ist
dfi N---ANdf, = (det fYdxy A--- Adx, =0,

also

F(l):fdfl/\-n/\df,,:o.
G

Wire namlich fiir ein xy € G det f'(x9) # 0, dann wiirde es eine Umgebung U(xy) € G geben, die auf
eine offene Umgebung von f(xp) abgebildet wird (Satz 9.7.1 von der lokalen Umkehrbarkeit). Das steht im
Widerspruch zu f : G — 0G.

2. Angenommen, v habe keine Nullstelle in B. Dann wére

RG]

FO =)

eine glatte Retraktion von B auf dB.

3. Indirekt, F € C»(B, B) habe keinen Fixpunkt, es sei also
VYxeB F(x)#x.

Dann existiert fiir alle x € B die Verbindungsgerade durch F(x) und x. Die von x ausgehende Halbgerade mit
dem Richtungsvektor
x—F(x)

schneide 9B in f(x). Dadurch ist f(x) eindeutig definiert:
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Es sei namlich mit 4 > 0

x+ Ax — F(x))

diese Halbgerade. Dann kénnen wir A aus |f(x)| = 1 bestimmen: Mit a(x) = x — F(x) ist
1 = |x + Aa(x))* = 2 la(x)]* + 22 (x, a(x)) + |x*.

Diese Gleichung besitzt genau eine nichtnegative Losung A(x), ndmlich mit ag := a/|q|

_ L 2,1_
Ax) = Ia(x)l{ (x, ap(x)) + \/(x,ao(x)) +1 IXIZ}-

Es war F € C»(U) mit U > Bund |F(x) — x| > 0 in B und damit in U. Also ist A € C»(U). Der Radikand ist
positiv. AuBerdem ist A|0G = 0. Mithin ist f : B — 6B mit

J(x) = x+ Ax)(x = F(x))

eine glatte Retraktion. Das ist ein Widerspruch; F besitzt also einen Fixpunkt.

4. Bs sei v € C(B, B). Wir approximieren v durch glatte Funktionen und verwenden dazu Folgerung 9.3.4. Dann
gilt
YoeCB) Ye>0 FuecCoB) YxeB |v(x)—uk)<e.

Dannist |u| < o] + £ <1 + &. Es sei

_ux)
w(x) = T+ e

Dann ist w € Co(B, B), und es gilt in B

-v- - 2

oo = oozl el e o 28 g

1+¢ l+e 1+e l+e&

v habe nun keinen Fixpunkt in B. Es sei
JF(x) = Jo(x) = .

f nimmt in B ein positives Minimum  an. Es gilt also
YxeB f(x)>m.
Man wihle € := m/2 und w zu diesem &. Dann folgt
YxeB |vx)—wk)|<m
und
o(x) = x| = |w(x) = x| < Jo(x) — w(x)| < m,

also
0<jo(x)— x| —m < |w(x) — x|.

Mithin besitzt w keinen Fixpunkt. Das steht im Widerspruch zur dritten Aussage. Damit ist der Brouwersche
Fixpunktsatz bewiesen.

5. Es seien K € R" und
h : B—K

ein Homoomorphismus. Es sei f € C(K, K). Dann ist

F : B—B
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mit F := h~! o f o h stetig, besitzt also einen Fixpunkt
x=(h"o foh)x).

Dann ist mit y := h(x)
y = f.

6. Wir schliefen wieder indirekt. Es sei
f : B— 0B

eine stetige Retraktion. Dann ist auch

g . B — B
x — —f(x
stetig und besitzt folglich einen Fixpunkt x. Wegen f : B — 0B gilt x € 4B, also
x=gx)=—-f(x)=-x+#0.

Das ist ein Widerspruch. O

12.8.3 Vektorfelder auf der Sphiire S>

Zum AbschluB méchte ich noch kurz Vektorfelder auf der Sphiire S2 € R? darstellen und insbesondere den Beweis
des folgenden Satzes andeuten:

Satz 12.8.2: Auf der Sphiire S*> C R? gibt es kein tangentiales, nirgends verschwindendes Vektorfeld.

Es sei v ein solches Feld; dann kénnen wir offenbar 0.B.d.A. |v| = 1 annehmen. Salopp ausgedriickt besagt der
Satz, daf3 sich ,.ein Igel nicht ohne Wirbel frisieren* 146t. Zum Beweis soll zunichst die Technik des Hantierens
mit solchen Feldern etwas vorgefiihrt werden. Es sei P € S? und

y : TCR> — §2,
wie gehabt, eine Darstellung einer Umgebung des Punktes P mit dem Koordinatenursprung in P, etwa

51
Y, ) = 1) mit f(r) =1 - 1 -1
ft, )

und
T := {(tl,tz) | 4+74 < r}.

Dann spannen 01y =: y; und yp, den Tangentialraum in U(P) auf, und es sei

-fi
X
n o= ynxXve _ 5 1=k T
lyn X ypl 1

der Normalenvektor. Es seien ferner y;; und y"/ definiert durch’

Yij = ioyy) und Yypo=6] = { 0 fiiri % k.

Mit g := det(y;;) hatten wir
dA = \/édl‘] dn,.
Eine Umgebung U(P) C R? des Punktes P 14Bt sich dann in der Form

x(t, 2, 13) = y(t1, 1) + 3 n(ty, 1)

darstellen, und man setzt analog zu y;;
Gy 1= (X5 Xpy)-

'Wir summieren iiber gleiche gegeniiberstehende Indizes. Lateinische stehen fiir 1, 2; griechische fiir 1,2, 3.
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Es seien nun v ein tangentiales Feld auf der Sphire S2. Dann 1Bt sich v in der Form

1 2
V=071 +07Y)e

2

darstellen. v!, v? nennt man kontravariante Komponenten von v und

v = )’ijvj =i v)

kovariante Komponenten. Es seien 71, f, neue Koordinaten, ¢ = ¢ (7). Dann werden letztere vermoge

poo (o )2, )29,
T\er) e " oar) o

transformiert. Das Skalarprodukt der Vektoren v und w erhélt man durch
(v,w) = (viy\,-, wj%j) = viwjy,-j = viwi.
Es seien ferner Lj, und l"f.‘j definiert durch
ni =: =Ly
und
yij = Ty + T n,
allgemein g3 =: Fiﬁ gja- Dann ist l"?j = L{(j')’ik =: L;; und

(i) = v+ v = (F + K —
Ui = (U 7I1)|i = oy + v = @ + 0T Yie = o Yie
mit
k ._ ok ok
Yy = U+ l"ji.

vﬁi bezeichnet man als i-te kovariante Ableitung von v* und

Ve = vkgi = 00, = (s Vi)
als kovariante Ableitung von vy.

Es sei a ein Vektor. Dann ist

otg 0 Otg
Y ——aﬁgx(m:al/lw&g:aﬁl/l

0
diva= —a"x,, = — —a’x,}, =
Oxg T Bxg 01 T B,

und damit auf der Fliche divo = vﬁk.

&7

Skizzieren wir nun den Beweis des Satzes: Mit K := det(Lfk), der Gaufischen Kriimmung — fiir die Sphére ist

K =1 —, zeigt man zunéchst _ .

Do = Ty = Ky
Daraus folgt
=K vj.

i i
Uit ~ Vi

Wegen [o] = 1ist 0 = (v,0); = (V'vy)y; = 20ivf|i, und deshalb gilt
det (v];) = 0.

Es sei nun

J

w! = v — vy
i [li
Dann folgt aus dem Vorangegangenen

wﬁszviviszl.

All diese Rechnungen werden dadurch erleichtert, daf} auf beiden Seiten der Gleichungen jeweils Invarianten oder
Groflen mit bekanntem Transformationsverhalten stehen. Man hat die Aussagen deshalb nur im Ursprung des

Koordinatensystems — also in P — zu iiberpriifen. Mit
w = wiy|,~

ist dann
divw = 1.

Weil S? geschlossen ist, folgt aber aus dem Stokesschen Satz

f divw = 0.
SZ

Das ist ein Widerspruch; es gibt also kein Tangentialfeld mit [v| = 1 auf der Sphire S 2,
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Bedeutung der Druckart einer Seitenzahl fiir die Art
des Stichwortes:

schrig : Personennamen

fett : definierendes Vorkommen
von-bis: Abschnittsiiberschriften
normal : angewandtes Vorkommen

Abbildung, siehe auch unter Funktion
alternierende, 66
Borel-mef3bare, siehe Borelfunktion
differenzierbare, 51
homoomorphe, 50, 76
meBbare, 12, 28-32
stetige, 66
topologische, 44, 50

Ableitung
ausere, 68
kovariante, 87

absolut stetige Funktion, 46—49

absolut stetiges Spektrum, 49

abstrakte MaBtheorie, 4

abzihlbare Basis, 51

Abzihlbarkeitsaxiom
zweites, 50

additives MaB3, 17, 37

affiner Unterraum, 64

Agypter, 3

Algebra, 16
o—, siehe unter Sigma—
Borel—, 62
der p—Formen, 73

Alt, 16, 33

alternierende Abbildung, 66

alternierende Differentialform, 60, 65-70

Approximation
durch Treppenfunktionen, 62
lineare, 54

Approximationssatz, 15

aquivalente Atlanten, S0

Aquivalenzklassen, 50

Aquivalenzrelation
in L', 20
in7(X,Y), 19

Archimedes, 3, 41

Areal, 61
invariantes, 61

Atlanten
aquivalente, 50

Atlas, 51, 53

differenzierbarer, 50
maximaler, 50
n—dimensionaler, 50

ausere Ableitung, 68

auserer Inhalt, 4

auseres Lebesguesches Mal3, 7

Subadditivitit, 7
auseres MaB, 4
auseres Produkt, siehe Dachprodukt
Auswahlaxiom, 4, 7, 44
Axiom
Auswahl—, 4, 7, 44
Trennungs—, 14, 50
zweites Abzdhlbarkeits—, 50

Banachraum, 18, 23, 28, 33, 40
Barner & Flohr, 55, 77
Basis, 51

positiv orientierte, 77
Basisform, 67

hoherer Stufe, 74

p-ter Stufe, 67
berandete Karte, 76
berandete Mannigfaltigkeit, 76
Bogenelement, 79
Bogenlinge, 60, 75
Borel, 4, 6

Borel-mef3bare Abbildung, siehe Borelfunktion

Borelalgebra, 62

Borelfunktion, 9, 10, 11, 28

Borelmenge, 9, 10, 14, 15, 27, 28, 45
Vervollstindigung, 15

Brouwerscher Fixpunktsatz, 83
Bewelis, 84-85

Brocker, 53

C—Funktion, 24

C;—Form, 60, 70
Differentiationsoperator, 60

C;—Untermannigfaltigkeit, 61

Cantormenge, 43

Carathéodory, 4, 7

Cartan, 55

Cauchy, 3

Cavaliéri, 41

Cavaliérisches Prinzip, 41, 63

charakteristische Funktion, 9, 18, 62

C;—Untermannigfaltigkeit, 51, 53

Co—Diffeomorphismus, 53

Dachprodukt, 66

Darbouxsches Integral, 42

Diagonalfolge, 19

Difteomorphismus, 50, 51, 62, 74
Co—Diffeomorphismus, 53
lokaler, 51
orientierungserhaltender, 77

Differentialform, 60
alternierende, 60, 65-70
der Stufe p, 66
Pfaffsche, 55

Differentiation von Formen
Rechenregeln, 68



Differentiationsoperator, 60, 68
differenzierbar wechselnde Karten, 50
differenzierbare Abbildung, 51
kritischer Punkt, 51, 52, 53, 63
kritischer Wert, 51, 63
regulédrer Punkt, 51
reguldrer Wert, 51, 52
singulédrer Punkt, 51
singuldrer Wert, 51
differenzierbare aquivalente Atlanten, 50
differenzierbare Mannigfaltigkeit, 50, 50-61
differenzierbarer Atlas, 50, 51
Differenzierbarkeit, 58
Dirac—MaB, 12
diskrete Topologie, 8
diskretes Maf3, 12
Divergenz, 72
dominiert konvergente Folge, 33
3—Form
im R3, 67

Egorov, 30

Eigenschaften
des Lebesgueschen Integrals, 13
des Malles, 5,7, 11-12
integrierbarer Funktionen, 32-37
von Abbildungen, 51

eindimensionale Untermannigfaltigkeit, 55
Parameterdarstellung, 55

einfache Funktion, 10

Einheitswiirfel, 5

1-Form, 57, 73
im R3, 67

Einsetzungsoperator, 74
Rechenregeln, 74

Euklid, 3

exakte Form, 58, 59, 70, 70-72
hinreichende Bedingung, 59
notwendige Bedingung, 58

exakte p—Form, 60

Exaktheit von C;—Formen
hinreichende Bedingung, 59
notwendige Bedingung, 58
topologische Bedingungen, 59

Extrema mit Nebenbedingungen, 50

fast gleichméBig konvergente Folge, 30
fast iiberall, 13, 47
po—fast iiberall, 20
fast tiberall konvergente Folge, 31
Fatou, 33
Feld
tangentiales, 87
kontravariante Komponente, 87
kovariante Komponente, 87
Fixpunkt, 84
Fixpunktsatz
Brouwerscher, 83
Beweis, 84-85

Index

Flachmacher, 51
Flidche, 65
des Einheitskreises, 3
im Raum, 50, 60-61
imR3, 61
Kreis—, 3
krummlinig begrenzte, 3
Oberflache einer Halbkugel, 61
p-Fléche, 73
Parametrisierung, 50
polygonal berandete, 3
Schwerpunkt, 64
Tragheitsmoment, 65
Flachenintegral, 55, 60, 73, 73-76
Beispiele, 64—-65
FldchenmaB, 60, 61, 75
Form
alternierende Differential—, 65-70
Basis—, 67
C,-Form, 60, 70
Differential—, 60
Differentiation
Rechenregeln, 68
3—Form
im R3, 67
dx, 56
1-Form, 57, 73
imR3, 67
exakte, 58, 59, 70, 70-72
hinreichende Bedingung, 59
notwendige Bedingung, 58
geschlossene, 70, 70-72, 79
Multiplikation, 67
Rechenregeln, 67
0-Form, 57, 58, 73
Differentiationsoperator, 68
imR3, 67
p-Form, 60, 66, 71, 73
ausere Ableitung, 68
Differentiationsoperator, 68
exakte, 60
lokal exakte, 60
Pfaffsche Differential—, 55
Stamm-—, 70, 71
2-Form
imR3, 67
Formel
fur das partielle Integrieren, 81
fur den Gaul3schen Satz, 81
Greensche, 81
Transformations—, 62, 61-65, 73
Fortsetzung von i, 21
Fundamentalsatz der Algebra, 82, 83
Funktion
absolut stetige, 46—49
Borel-, 9, 10, 11, 28
C-, 24
charakteristische, 9, 18, 62
einfache, 10

&9
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endlicher Variation, 45-46
glatte, 85

implizite, 50
integrierbare, 20

Lebesgue—integrierbare, 15, 20, 20-25, 42

Lipschitz—stetige, 45, 47, 63
mefbare, 9, 8-11, 29, 41
monotone, 43-45
p—integrierbare, 20

Null-, 15

Regel-, 42
Riemann—integrierbare, 3, 42
singulér stetige, 49

Stamm-, 3, 58, 59, 65
stetige, 9, 28, 63

Treppen-—, 10, 18, 19, 29, 32, 39, 40, 62

vollstindige Variation, 45

von beschrinkter Variation, 45, 47

Funktional
lineares, 13
positives, 14

Funktionenfolge

Konvergenz, siehe Konvergenzbegriffe

Funktionenklasse £, 20
Funktionenklassen (%, K, K5), 42

GauBsche Kriimmung, 87
GauBscher Integralsatz, 77, 76-80
Gebiet

homoomorphes, 84
geschlossene Form, 70, 70-72, 79
geschlossene Jordankurve, 55
geschlossene Kreislinie, 57
geschlossene Kurve, 60, 79
glatt berandete Mannigfaltigkeit, 76
glatte Funktion, 85
glatte Retraktion, 85
Gram, 60
Gramsche Matrix, 60, 75
Greensche Formeln, 81
Grenzwert, 46
Griechen, 3
griechische Mathematik, 3
groBer Umordnungssatz, 7
Gruppe

orthogonale, 52

Halbkugel
Oberfliache, 61
Halbraum, 76, 77
Halbsphire, 75
Hauptsatz

der Diff.— und Integralrechnung, 65, 76

Hausdorffraum, 13, 50
Heine, 6

Hilbertraum, 15
hinreichende Bedingung

fiir die Exaktheit von C;—Formen, 59

homodomorphes Gebiet, 84

Homdoomorphismus, 50, 53, 62, 76, 85
Hyperboloid, 52
Hyperebene, 64

implizite Funktion, 50
Induktion, 62
Inhalt
auserer, 4
innerer, 4
Inklusion, 77
innerer Inhalt, 4
inneres Lebesguesches Maf3, 7
Superadditivitit, 7
inneres MaB, 4
Integrabilitédtsbedingung, 60, 72
Integral, 65
Darbouxsches, 42
Flichen—, 55, 60, 73, 73-76
Beispiele, 64-65
fur Regelfunktionen, 13, 15, 19
fur Treppenfunktionen, 15
Kurven—, 55, 56, 65, 73
Beispiele, 64-65

Lebesguesches, 5, 13, 15, 20-24, 37

Mehrfach—, 78
Ho—, 18
p—Flichen—, 75
parameterabhingiges, 81
Rand-, 65
Riemannsches, 15
uneigentliches, 42
Substitutionsregel, 65
uber geschlossene Wege, 57
unbestimmtes, 47
unbestimmtes Lebesguesches, 47
uneigentliches, 65
Integralsatz
von Gaulf, 77
von Stokes, 78
Integration, 50-87
partielle, 65, 78, 81
positiver Funktionen, 12—13
Integrationstheorie, 3, 13, 25
Lebesguesche, 13, 15-49
integrierbare Funktion, 20
Integrierbarkeit
einer Grenzfunktion, 34
invariantes Areal, 61
isolierte Singularitit, 65
Isometrie, 23, 38, 39, 61
Isomorphismus
der Borelalgebren, 62
linearer isometrischer, 38

Jacobi—Matrix, 51, 54, 62, 63, 73
Jordan, 4, 55
Jordankurve

geschlossene, 55
Jordansche Kurvenstiicke, 55



Jordanscher Kurvensatz, 55
Jéanich, 51, 77

Kalkiil, 3, 15, 55, 65
Karte, 54
berandete, 76
n—dimensionale, 50
Untermannigfaltigkeits—, 51
Karten
differenzierbar wechselnde, 50
Kartengebiet, 50, 56, 78
Kartenwechsel, 50, 51, 54
Kettenregel, 51, 74
Kodimension, 51
kontinuierliches Spektrum, 49
absolut stetiges Spektrum, 49
singulédr stetiges Spektrum, 49
kontravariant transformierter
Tangentialvektor, 54
Konvergenzbegriffe
dominiert konvergent, 33, 34
fast gleichmaBig, 30
fast iiberall, 31
Implikationen, 31, 33
£1,31
mafkonvergent, 22, 31
monoton konvergent, 34
Konvergenzsatz von Vitali, 36
konvexe Menge, 59
Koordinatenwechsel, 54
kovariante Ableitung, 87
Kreisflache, 3
Kreislinie, 3, 55
geschlossene, 57

kritischer
Punkt, 51, 52, 53, 63
Wert, 51, 63
krummlinig begrenzte Fliche, 3
Kriimmung
GauBsche, 87
Kugel, 64
Kurve, 65

geschlossene, 60, 79

geschlossene Jordan—, 55

im Raum, 50, 55-60

Parametrisierung, 50

stetig differenzierbare, 53
Kurvenintegral, 55, 56, 65, 73

Beispiele, 64-65
Kurvensatz

Jordanscher, 55
Kurvenstiicke

Jordansche, 55

L',20

L'-Cauchyfolge, 25, 34
L' —konvergente Folge, 31
L' Norm, 19, 23
Lebesgue, 4

Index

Lebesgue—integrierbare
Funktion, 15, 20, 20-25, 42
Lebesgue—mefBbare Menge, 14, 15, 27
Lebesgue—Nullmenge, 15, 17, 45
Lebesguesche
Integrationstheorie, 13, 15-49
Majorantenkriterium, 16
MaBtheorie, 3—14
Lebesguescher
MafBraum, 27
Lebesguesches
Integral, 5, 13, 15, 20-24, 37
elementares, 16-19
Mah, 7, 12, 14, 15, 25, 28, 37,62, 73
elementares, 16—19
Lebesguesches—Carathéodorysches Mal3, 4
Lemma
Morse—, 53
Poincarésches, 70
Rieszsches, 19, 21, 31
von Fatou, 33, 34
von Sard, 63
Levi, 34
lineare Approximation, 54
linearer isometrischer Isomorphismus, 38
lineares Funktional, 13
Lipschitz—stetige Funktion, 45, 47, 63
lokal euklidischer Raum, 50
lokal exakte p—Form, 60
lokal kompakter Raum, 14
lokaler Diffeomorphismus, 51
LP-Norm, 15

m—dimensionale
Untermannigfaltigkeit, 51, 60
m—dimensionaler
differenzierbarer Atlas, 51
Machtigkeit des Kontinuums, 43
Majorante, 16
Majorantenkriterium, 16, 28, 32, 33, 34
Mangoldt & Knopp, 55, 77
Mannigfaltigkeit, 55, 65, 79
berandete, 76
C,—Unter—, 51, 53
differenzierbare, 50-61
glatt berandete, 76
p-Form, 66
Unter—, 51, 55, 60
Kodimension, 51
Mathematik
griechische, 3
Struktur—, 4
Matrix
Gramsche, 60, 75
Jacobi—, 51, 54, 62, 63, 73
orthogonale, 52
maximaler Atlas, 50
Mah
(un—)beschrinkter offener Mengen, 7
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abzidhlbar additives, 4
additives, 17, 37

auseres, 4

auseres Lebesguesches, 7
Dirac—, 12

diskretes, 12

Eigenschaften, 5

eines Parallelotops im R™, 60
einfacher Mengen im R", 5-8
endlich additives, 4
Erweiterung, 25-28
Fliachen—, 60, 61, 75
Fortsetzung von (g, 21
inneres, 4

inneres Lebesguesches, 7
Lebesguesches, 7, 12, 14, 15, 25, 28, 37, 62, 73
Lebesguesches—Carathéodorysches, 4
p—Vervollstindigung, 13
Normierung, S, 7

positives, 11, 17

Produkt—, 37-41

regulidres, 37
Riemann—Peanosches, 4
o—Additivitit, 5, 6,7, 11, 27
o—additives, 11, 17, 30
o—finites, 25, 27
o—subadditives, 17, 22
translationsinvariantes, 14
Translationsinvarianz, 5, 7
vollstindiges, 13

Zihl-, 12

maBkonvergente Folge, 22, 31
Mafraum, 10, 11, 12, 26, 28, 37

Lebesguescher, 27
vollstandiger, 14, 27

MaBtheorie, 3—-14, 25

abstrakte, 4
Lebesguesche, 3—14

Malzahl, 3
Mehrfachintegral, 78
Menge

(un—)beschriinkte offene, 7

abzahlbare, 4

Borel-, 9, 10, 14, 15, 27, 28, 45
Cantor—, 43

der kritischen Punkte, 63

der kritischen Werte, 63

der Nullmengen, 27

der Riemann—integrablen Funktionen, 3
der Treppenfunktionen, 18

der Unstetigkeitsstellen, 43, 46

im Lebesgueschen Sinne nichtmeBbare, 7
im Peanoschen Sinne nichtmefbare, 4
konvexe, 59

Lebesgue-mefBbare, 4, 14, 15, 27
mefbare, 9, 8-11, 15, 28, 62
n—dimensionaler Karten, 50

Null-, 13, 19, 21, 23, 28, 63

offene, 8, 59

sternformige, 59, 70

Vitali—, 32, 44

von Borelmengen, 27
Methode

des Ausschopfens, 3

Pflasterstein—, 3
metrischer Raum, 8
mefBbare

Abbildung, 12, 28-32

Funktion, 9, 8-11, 29, 41

Menge, 4,9, 8-11, 15, 28
melBbare Menge, 62
Mittelwertsatz der Integralrechnung, 58
Monom, 68, 70, 74, 77
monotone Funktion, 4345
Morse, 52
Morse-Lemma, 53
p—integrierbare Funktion, 20
u—Nullmenge, 37
p—Vervollstindigung, 13
uo—fast iiberall, 20
po—Integral, 18
Ho—Nullmenge, 17, 27
o—Nullmenge, 37
Multiplikation fiir Formen, 67

Rechenregeln, 67

n—dimensionale
differenzierbare Mannigfaltigkeit, 50
Karte, 50
Mannigfaltigkeit, 51
n—dimensionaler
Atlas, 50
differenzierbarer Atlas, 50
Aquivalenzklassen, 50

n—Sphire, 52
Nagy, 16
Natanson, 47
Newton, 3
Norm
£'-,19,23
LP— 15

Supremums—, 15, 19, 24
Normalenvektor, 80, 86
normierter Raum, 19
Normierung, §, 7
notwendige Bedingung

fiir die Exaktheit von C;—Formen, 58
0-Form, 57, 58, 73

Differentiationsoperator, 68

imR3, 67
Nullfunktion, 15
Nullmenge, 13, 19, 21, 23, 28, 63

Lebesgue—, 15, 17, 45

p—Nullmenge, 37

to—Nullmenge, 17, 27

tr—Nullmenge, 37

Oberflache, 75



einer Halbkugel, 61
offene Menge, 8, 59
Operator

Differentiations—, 60, 68

Einsetzungs—, 74
Orientierung, 56, 77

positive, 77
orientierungserhaltender Diffeomorphismus, 77
Orientierungskonvention, 77
orthogonale Gruppe, 52
orthogonale Matrix, 52

p-Fliche, 73
p-Fliachenintegral, 75
p-Form, 60, 66, 70, 71, 73
ausere Ableitung, 68
Differentiationsoperator, 68
exakte, 60
parabolische Segmente, 3
Parallelotop, 60
parameterabhingiges Integral, 81
Parameterdarstellung, 60
Parametrisierung, 50
partielle Integration, 65, 78, 81
Partition der Eins, 77
Peano, 4, 55
Pfaff, 55
Pfaffsche Differentialformen, 55
Pflasterstein—Methode, 3
Philosophiae naturalis
principia mathematica, 3
Physik, 55, 65
Poincarésches Lemma, 70
Poincaré, 55
Polarkoordinaten, 61
polygonal berandete Flache, 3
positiv orientierte Basis, 77
positive Orientierung, 77
positives Funktional, 14
positives Maf, 11, 17
Produkt
auseres, 66
Dach—, 66
Skalar—, 87
Produktmal, 3741
Punkt
kritischer, 51, 52, 53, 63
regulérer, 51
singulérer, 51
Punktspektrum, 49
Pythagoras, 3

Quadervolumen, 5, 45
o—Additivitét, 5, 6,7, 11

Randintegral, 65

Rang von f in p, 51

Raum
affiner Unter—, 64
Banach—, 18, 23, 28, 33, 40
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Halb-, 76, 77

Hausdorff—, 13, 50
Hilbert—, 15

lokal euklidischer, 50

lokal kompakter, 14

Mab-, 10, 11, 12, 26, 28, 37
metrischer, 8

mefBbarer Mengen, 9, 11, 26
normierter, 19
Separabilitit, 28, 33, 39
Tangential—, 53, 54, 66, 76, 86
topologischer, 8, 10, 50
Vektor—, 66

vollstindiger, 39

Rechenregeln

fur das Differenzieren von Formen, 68
fur den Einsetzungsoperator, 74
fur die Multiplikation von Formen, 67, 68

Regelfunktion, 42
regulédrer

Punkt, 51
Wert, 51, 52

reguldres Maf3, 37
Retraktion, 84

glatte, 85
stetige, 86

Riemann, 3

Riemann—integrierbare Funktion, 3, 42
Riemann—Peanosches Ma63, 4
Riemannsches Integral, 15

uneigentliches, 42

Riesz, 16, 42

Funktionenklassen, 42

Rieszscher Darstellungssatz, 13
Rieszscher Satz, 23, 27, 29, 32, 38, 39
Rieszsches Lemma, 19, 21, 31
Rotation, 14, 72

Rudin, /4, 16

Sard, 63

Satz

Approximations—, 15

Brouwerscher Fixpunkt—, 83

Fundamentalsatz der Algebra, 83

GauBscher Integral—, 76-80

groler Umordnungs—, 7

Hauptsatz der Diff.— und Integralrechnung, 65,
76

Jordanscher Kurven—, 55

Konvergenzsatz von Vitali, 36

Mittelwertsatz der Integralrechnung, 58

Rieszscher, 23, 27, 29, 32, 38, 39

Rieszscher Darstellungs—, 13

Stokesscher Integral—, 76-79, 81, 87

uber die dominierte Konvergenz, 34

uber die monotone Konvergenz, 34

Uberdeckungssatz von Heine—Borel, 6, 32

von Beppo Levi, 34, 37, 38, 41

von der lokalen Umkehrbarkeit, 84
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von der Umkehrabbildung, 51

von Egorov, 29, 30, 36

von Fubini, 38, 41, 63

von Fubini (Differentiation von Reihen), 48

von Lebesgue, 34

von Pythagoras, 3

von Tonelli, 40
Schwerpunkt einer Fliche, 64
Schifer, 16
Separabilitit, 28, 33, 39
o—Additivitit, 5, 6,7, 11, 17, 27
o—additives Ma#B, 11, 17, 30
o—Algebra, 9, 10, 13, 17, 25, 28

kleinste, 9

von ¥ erzeugte, 9
o—finites MaB, 25, 27
o—subadditives Ma@3, 17, 22
Singularitit

isolierte, 65
singulér stetige Funktion, 49
singuldr stetiges Spektrum, 49
singulérer

Punkt, 51

Wert, 51
Skalarprodukt, 65, 87
Spektraltheorie, 49
Spektrum

absolut stetiges, 49

kontinuierliches, 49

Punkt—, 49

singuldr stetiges, 49
Sphire, 79, 86

im Raum, 50

n—Sphire, 52

Vektorfeld, 86—87
Stammform, 70, 71
Stammfunktion, 3, 58, 59, 65
sternféormige Menge, 59, 70
stetige Abbildung, 66
stetige Funktion, 9, 28, 63
stetige Retraktion, 86
Stokes, 78
Stokesscher Integralsatz, 78, 7679, 81, 87
Strukturmathematik, 4
Subadditivitit, 7, 8
Substitutionsregel

fiir Integrale, 65
Superadditivitit, 7, 8
Supremumsnorm, 15, 19, 24
surface, 75

Tangente, 65

tangentiales Vektorfeld, 86
kontravariante Komponente, 87
kovariante Komponente, 87

Tangentialraum, 53, 54, 66, 76, 86

Tangentialvektor, 53, 54, 60, 79
kontravariant transformierter, 54

Taylorentwicklung, 52

Theorie

abstrakte Maf3—, 4

Integrations—, 3, 13, 25

Lebesguesche Integrations—, 13, 15-49

Lebesguesche Mal3—, 3—-14

Mab-, 3-14, 25

Spektral—, 49

Wahrscheinlichkeits—, 5
Tonelli, 40
Topologie, 8, 10, 50

diskrete, 8

triviale, 8
topologische Abbildung, 44, 50
topologische Bedingungen

fiir die Exaktheit von C;—Formen, 59
topologischer Raum, 8, 10, 50
Transformation, 62
Transformationsformel, 62, 61-65, 73
translationsinvariantes Mal3, 14
Translationsinvarianz, 5, 7
Trennungsaxiom, 14, 50
Treppenfunktion, 10, 18, 19, 29, 32, 39, 40, 62

verallgemeinerte, 29, 42, 49
triadische Briiche, 43
triviale Topologie, 8
Tragheitsmoment einer Flidche, 65

Uberdeckungssatz von Heine-Borel, 6, 32
Umordnungssatz

grofer, 7
unbestimmtes Integral, 47
unbestimmtes Lebesguesches Integral, 47
uneigentliches Integral, 65
Untermannigfaltigkeit, 51, 60

Ci—, 61

Ci—, 51,53

eindimensionale, 55

Kodimension, 51

Parameterdarstellung, 55, 60
Untermannigfaltigkeitskarte, 51
Unterraum

affiner, 64

Variablentransformation, 73
Variation
vollstindige, 45
Vektor
Normalen—, 80, 86
Tangential—, 53, 54, 60, 79
kontravariant transformierter, 54
Vektorfeld, 55, 65
auf der Sphire, 86-87
im R? und R3, 79-82
tangentiales, 86
kontravariante Komponente, 87
kovariante Komponente, 87
Vektorraum, 66
der reellen n X n—Matrizen, 52
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