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Einfithrung

Begriilung

Mathematik ist ein sehr altes Fach. Lesen, Schreiben und Rechnen zihlen zu den iltesten Kulturleistungen. Ich
erinnere nur an die dgyptischen Landvermesser. Es ist erstaunlich, wieviel Mathematik die alten Meister schon
konnten.

Der Name Mathematik stammt aus dem Griechischen.

Halbnua
bedeutet Gelerntes, Kenntnis, Wissenschaft, Lehre.

Es ist wohl nicht nétig, hier zu betonen, wie lebendig die Mathematik auch heute noch ist. ,,Mathematisierung*
anderer Wissenschaften ist ja ein Schlagwort geworden. Besonders die modernen Rechentechniken — alles was
mit dem Computer zusammenhéngt — haben einen Schub auch in der reinen Mathematik ausgelost. Sie sind ja
damit grof} geworden; als ich so alt war wie Sie jetzt, — ich habe 1952 Abitur gemacht — waren die Transistoren
gerade erfunden. Thre Bedeutung wurde, zumindest in Deutschland, noch gar nicht erkannt. Sie konnen sich kaum
vorstellen, was in diesen Jahren alles passiert ist — auch in der Mathematik. Ich bin jetzt sechzig Jahre alt. Mein
Beruf hat mir immer viel Freude gemacht, und die Mathematik hat mich fasziniert. Ich hoffe, Thnen davon etwas
vermitteln zu konnen.

Das Fach Mathematik gilt als schwer. Selbst gute Schiiler haben oft anfangs grole Schwierigkeiten an der
Universitit. Da mochte ich Thnen Mut machen. Wenn Sie bereit sind, hart zu arbeiten, sollten Sie unbedingt durch-
halten. Sie werden reichlich belohnt werden. Schulkenntnisse werden hier nicht vorausgesetzt, wir fangen also im
Prinzip neu an. Leider ist die Schulmathematik doch recht verschieden von der Mathematik, wie wir sie hier lehren.
Das hat verschiedene Griinde; irgendwie ist die Schulmathematik zuriickgeblieben. In anderen Féachern, wie zum
Beispiel in der Germanistik, bemerkt man das nicht so deutlich. Vielleicht hingt das eben damit zusammen, daf}
Mathematik als so schwer gilt. Ich mochte zwei Punkte dafiir hervorheben, damit Sie sich von Anfang an darauf
einstellen konnen.

1. Von vielen Menschen wird das, was Mathematik zur Mathematik macht, als unnatiirlich, unmenschlich und un-
vollziehbar angesehen; ja, man lacht vielleicht iiber den Mathematiker. Wesentliche Merkmale der Mathematik
sind Helle und Schdrfe der Begriffsbildungen, die pedantische Sorgfalt im Umgang mit Definitionen (nicht zu
viel — nicht zu wenig darf gesagt werden), die Strenge der Beweise (nur mit Mitteln der Logik, nicht aus der
Anschauung) und schlieBlich die abstrakte Natur der mathematischen Objekte.

All dies steht natiirlich im groBen Gegensatz zum tiglichen Leben, wo man jemanden vielleicht iiberredet,
ihn einschiichtert oder besticht. Denken Sie nur daran, wie im politischen Raum Entscheidungen fallen. Und
die meisten Biirger finden das normal. So hat NietzscHE einmal den denkenden Menschen als kranken Affen
bezeichnet.

Diese mathematische Haltung ist fiir Sie ungewohnt, und Sie miissen sie erst lernen — oft mit groBer
Anstrengung. Das macht den Einstieg schwer. Es darf jetzt keine Rolle mehr spielen, ob Sie stirker oder
schoner sind, oder ob Sie leicht jemanden charmant iiberreden konnen. Das formt uns. Und wenn Sie dann
mein Alter haben, wird man Sie als Mathematiker erkennen. GoeTHE soll ja einmal gesagt haben: ,,Mit Dreif3ig
ist jeder fiir sein Gesicht selbst verantwortlich!*

Ich mochte nicht mif3verstanden werden, deshalb lassen Sie mich an dieser Stelle etwas ausholen: Ich
mochte hier ganz und gar nicht eine primitive Rationalitit propagieren. Auch der Mathematiker glaubt. Dies-
beziiglich unterscheiden wir uns nicht von den Theologen. In der Mathematik nennt man diese Glaubenssétze
Axiome. Worum es also geht, ist, diese Grundannahmen klar herauszustellen und daraus logische Schliisse zu
ziehen. Nun kommt man aber im allgemeinen mit einer Grundannahme nicht aus. Deshalb mufl man, wenn man
mehrere macht, tiberpriifen, ob sie sich nicht widersprechen, ob sie unabhdngig und vollstindig sind. Das ist
gar nicht so einfach. So ist das Arbeitsgebiet der mathematischen Grundlagenforschung und Logik entstanden.
Ich vergleiche unser Fach gerne mit einem Baum. Grundlagenforschung und Logik bilden die Wurzeln, in der
Krone sitzen Geometer oder Numeriker. Und der Baum lebt; sowohl die Wurzeln als auch die Aste wachsen.

Auch in der Mathematik hat es Meinungsverschiedenheiten und sogar grof3e Krisen gegeben, und es gibt
sie. Um ein Beispiel zu nennen, gehe ich einmal sehr weit zuriick und zitiere Praton (428/7 —348/7 vor Chr.).
Er schreibt in den ,,Gesetzen*

Lieber Kleinias,

ich habe ja wohl auch erst selbst recht spiit etwas vernommen, und mufSte mich iiber diesen Ubelstand hochlich
verwundern. Es kam mir vor, als wdre das gar nicht bei Menschen moglich, sondern eher nur beim Schweine-
vieh. Und da schamte ich mich, nicht nur fiir mich selbst, sondern auch fiir alle Hellenen.
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Und er sagt weiter, daf} ein Mensch, der nicht im Innersten erschiittert ist, wenn er erfihrt, dafl V2 nicht rational
ist, gefithlsméBig einem Rindvieh gleiche.

Dahinter steht der Zusammenbruch der damaligen grundlegenden Ideologie der Pythagoreer ,,Alles ist
Zahl*. Die griechischen Naturphilosophen sahen in den natiirlichen Zahlen die duferst erfolgreiche Grundlage
aller damaligen Naturbeschreibungen. Denken Sie an PyTHAGORAS™ Musiktheorie, eine der ersten Darstellungen
eines physikalischen Sachverhalts durch Mathematik. ,,Mathematisierung® ist ja heute das Schlagwort. Und da
kam eben die Entdeckung, daf} V2 — also die Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten
eins — nicht rational ist.

Auch in unserem Jahrhundert hat es eine schwere Grundlagenkrise in der Mathematik gegeben, wie in der
Physik. Darauf werde ich spiter noch etwas eingehen; irgendwie haben wir inzwischen gelernt, mit solchen
Krisen zu leben.

2. Doch nun zuriick zur Frage, warum Mathematik schwer ist. Als zweiten wichtigen Punkt betone ich, dal3 ein
Mathematiker viel Fantasie benotigt. Nur richtig zu schliefen geniigt nicht, man mufl auch Ideen haben und
sehen konnen, wohin die Reise wohl geht. Der berithmte Mathematiker Davip HiLBERT (1862—1943) soll einmal
auf die Frage, was aus einem seiner Schiiler geworden sei, geantwortet haben: Er ist Schriftsteller geworden, er
hatte zu wenig Fantasie. Mathematik ist eine hohe Kunst, und Sie sollten sich auch etwas als Kiinstler fiihlen.
Ich sage das nicht zum Spal.

Also diese Polaritit, einerseits fast pedantisch genau sein — und andererseits viel Fantasie haben, macht Ma-
thematik schwer, denke ich. Aber noch einmal, ich mdchte Ihnen Mut machen. Mit Fleif3 146t sich vieles lernen im
Leben, zumindest bis zum Diplom. Aber hart arbeiten werden Sie miissen; von Anfang an, ohne Unterbrechung,
jede einzelne Vorlesungsstunde sollten Sie sofort nacharbeiten.

So, jetzt habe ich aber allmihlich genug geredet. Lassen Sie mich nur noch sagen, daf3 die Mathematik wie
viele andere grofie Disziplinen auch — z.B. die Medizin — in Teilgebiete zerfillt. Ich nenne nur mal: Algebra, Geo-
metrie, Numerik oder Analysis. Diese Vorlesung ist die grole viersemestrige Einfiihrungsvorlesung in die Analysis.
Wir nennen sie — der Tradition folgend — Infinitesimalrechnung. Analysis ist der Teil der Mathematik, der die Me-
thoden der Differential- und Integralrechnung benutzt. Das wichtigste Hilfsmittel ist der Begrift des Grenzwertes.
Solche Probleme sind uralt. Denken Sie zum Beispiel daran, den Fldcheninhalt eines Kreises zu bestimmen, indem
man diesen durch regelméBige n-Ecke approximiert (4.—3. Jahrhundert vor Chr.), oder an das Tangentenproblem,
oder an die Frage, ob man aus der Kenntnis einer Funktion im Kleinen (lokal) ihren Verlauf im GroBen (global)
bestimmen kann. Bei vielen Problemen kann man diese Frage bejahen (z.B. wenn ich jetzt die Kreide werfen wiir-
de); es gibt aber auch chaotisches Verhalten, und gerade solches Verhalten (nichtlineares) versteht man jetzt immer
besser. Zur Analysis gehort auch die Theorie der Differentialgleichungen; partielle Differentialgleichungen sind
mein personliches Arbeitsgebiet.

Kurz etwas zur Geschichte der Analysis: ARcHIMEDES (287?7-212 vor Chr.) konnte spezielle Flichen berech-
nen. Man muf} aber sagen, dal die griechische Mathematik mit dem Grenzwertproblem nicht fertig geworden
ist. Dann herrschte lange Ruhe. Die griechische Mathematik kam {iiber die Araber zu uns. Die Stéirke der Araber
lag in der Bewahrung und Perfektionierung des Bekannten. Wesentlich neue und groBartige Leistungen finden
sich erst wieder bei Isaac NEwTon (1642—-1727) und GortrriED LEBNIZ (1646—-1716), den eigentlichen ,,Erfindern®
der Infinitesimalrechnung. Jetzt konnte eine Fiille von Problemen gelost werden, und viele Berechnungen wur-
den ausgefiihrt. Bedenken dariiber, ob oder wieweit die Methoden streng begriindet waren und ob die Ergebnisse
als gesichert angesehen werden durften, wurden zunéchst ,,verdringt®. Der Hohepunkt dieser Entwicklung findet
sich etwa bei LEoNHARD EurEr (1707-1783). In der Folge traten jedoch immer hiufiger Fehler und Widersprii-
che auf. Ein interessantes Beispiel dafiir ist das ,,Dirichletsche Prinzip®, das auch von einem so hervorragenden
Mathematiker wie BERNHARD RIEMANN (1826—1866) benutzt wurde.

Ausgehend von KArRL WEIERSTRASS (1815-1897) setzte Ende des vergangenen Jahrhunderts die Kritik dann
massiv ein und fiithrte im folgenden zur ,,Grundlagenkrise in der Mathematik* am Anfang dieses Jahrhunderts,
parallel zur Grundlagenkrise in der Physik. In der Mengenlehre waren namlich Widerspriiche aufgetreten. Sie ent-
standen durch leichtfertiges Definieren von Mengen wie ,,M sei die Menge aller Mengen®. Mit dieser Problematik
hingt der Umgang mit dem Unendlichen eng zusammen. Die Griechen waren hier sehr vorsichtig und akzeptierten
nur ,,potentiell Unendliches®. Wenn EukLip (um 300 vor Chr.) sagt, dal die Menge der Primzahlen unendlich sei,
meint er, dafl es zu jeder vorgelegten endlichen Menge von Primzahlen eine weitere gibt; und so beweist er das
auch. Unsere Vorstellung von V2 = 1,4142135623 - - - als ,,aktual unendlichem‘ Dezimalbruch wire ihm uner-
traglich. Hierhin gehort auch die Problematik des ,, Tertium non datur oder auch der uralte Gegensatz zwischen
»entdecken und ,.erfinden®. Seit der Zeit Platons gibt es die Vorstellung, dal die Mathematik unabhingig davon
existiert, ob der Mensch sie kennt oder nicht. Sie wird also entdeckt. Allerdings teilen nicht alle Mathematiker die-
sen Glauben an eine gleichsam gottgegebene Mathematik. Beispielsweise war LEopoLp KRONECKER (1821-1891)



der Ansicht, da} nur das Zihlen vorgegeben sei. Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist
Menschenwerk!

Wie gesagt, inzwischen hat sich der Streit etwas gelegt; und wir haben gelernt, mit der Krise zu leben. Diese
Vorlesung soll nicht Fragen der Grundlagenforschung behandeln, und diese ist auch nicht mein Arbeitsgebiet. Was
ich aber tun mochte, ist Thnen jeweils klar zu sagen, was geglaubt (vorausgesetzt) werden soll, und ich méchte so
ein solides Fundament legen.

Literatur
Es gibt eine Fiille von Biichern tiber unsere Vorlesung. Schauen Sie sich in der Bibliothek selbst um. Ich nenne nur
wenige:

Barner-Flohr: Analysis I-1II; de Gruyter, Berlin 1987.

Courant: Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung 1-2; Springer-Verlag, Berlin 1971. (Erste Auflage
1927)

Heuser: Lehrbuch der Analysis 1-2; B.G. Teubner, Stuttgart 1991.

v. Mangoldt-Knopp: Hohere Mathematik 1-4; S. Hirzel, Stuttgart 1990. (Erste Auflage 1912)

Rudin: Analysis; Physik Verlag, Weinheim 1980.

Walter: Analysis 1-2; Springer-Verlag, Berlin 1992.

Organisatorisches
In dieser Vorlesung mochte ich die iibliche Trennung in vierstiindige Vorlesung und zweistiindige Ubung, letztere
von Assistenten abgehalten, durchbrechen. Ich werde also selber sechsstiindig lesen und dabei den Stoff ausfiihr-
licher darstellen, mit vielen Beispielen anreichern, vielleicht auch einmal eine Ubungsaufgabe vorrechnen. Diese
Vorlesungen finden statt

Montag und Dienstag um 8.15 Uhr sowie

Mittwoch um 13.30 Uhr.
AuBerdem bieten wir Thnen Betreuung in kleinen Gruppen an. Diese werden von Assistenten und &lteren Studenten
abgehalten. Hier werden die Ubungen detailliert besprochen, und Sie kénnen Fragen stellen.

Zu diesem Skriptum
Das Skriptum enthélt meine eigenen Vorlesungsaufzeichnungen. Zu danken habe ich vor allem Frau R. Miiller fiir
die hervorragende TgX-Niederschrift und vielen Studenten fiir ihre Kommentare und Hilfe. Herr Ch. Baumgen hat
den Index hergestellt.
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1 Grundlagen und Bezeichnungen

1.1 Mengen und Abbildungen

Sie alle kennen natiirlich Mengen von der Schule her. Gerade zu Threr Zeit war die Mengenlehre ja ,,in“, wurde als
neue Mathematik verkauft und war natiirlich auch heifl umstritten.

Natiirlich ist die Mengenlehre schon alt. Sie geht auf GEorG CanTor (1845-1918) zuriick. Ich mochte betonen,
daf} die Begriindung der Mengenlehre von Anfang an kontrovers war und daf sie von der bald darauf einsetzenden
Kritik, die zur Grundlagenkrise fiihrte, voll betroffen war.

Wie gesagt, ich mochte in dieser Vorlesung auf solche Grundlagenprobleme nicht eingehen. Wir wollen also
nicht definieren, was — allgemein — eine Menge eigentlich sein soll, sondern grundsitzlich — naiv — davon ausgehen,
dal wir die Mengen, die wir behandeln, auch wirklich kennen. Die Operationen in ihnen sollen also iiberpriifbar
sein; wir sollen wissen, wovon wir sprechen.

Das kann geschehen durch
a) Angabe der Elemente, z.B.
M :={1,5}.

b) Angabe einer definierenden Eigenschaft E, z.B.
M := {x| E(x)}

etwa
M = {x| x ist eine gerade natiirliche Zahl},

wobei wir voraussetzen, dafl wir wissen, was eine natiirliche Zahl ist.
Die ,,Menge aller Mengen* ist also verboten.

Beispiele:

N:={1,2,3,---} die natiirlichen Zahlen

Ny :={0}JUN

Z:={x | x € Ny oder —x € N} die ganzen Zahlen

Q:={x | x= % mitm € Zund n € N}  die rationalen Zahlen

R die reellen Zahlen (sie werden noch definiert)
0 oder {} die leere Menge.

Der Grund fiir die Einfithrung der Mengen in dieser Vorlesung liegt darin, da} wir uns mit ihrer Hilfe be-
quem und prizise ausdriicken konnen. Das hat viele Vorteile. Wir wollen sie also als eine Art ,,mathematischer
Stenographie* benutzen.

Tiefer sollten Sie aber die Mengenlehre in dieser Vorlesung nicht sehen. Auf Grundlagenprobleme werde ich
nicht eingehen. Damit Sie aber doch eine Vorstellung von der Problematik erhalten, gebe ich Thnen die berithmte
RusseLsche (1872—-1970) Antinomie an. Viele von Thnen werden sie sicher schon kennen.

Eine Menge M heifle normal : &= M ¢ M. Sonst heif3e sie anormal.

Beispiel:

S = {s | s ist eine Menge, die sich durch einen deutschen Satz

von weniger als 30 Worten definieren 148t} .
Dann gilt § € S, d.h. § ist anormal. Es sei nun
N := die Menge aller normalen Mengen.

Klidren wir die Frage, ob N normal oder anormal ist:

@) Annahme: N sei normal. Dann folgt aus der Definition von N: N € N. Also wire N anormal.
B) Annahme: N sei anormal, also N € N. Das ist nach Definition von N falsch.

Beide Annahmen fiihren also zum Widerspruch. Das ,, Tertium non datur* gilt hier also nicht.
Wie gesagt, solche Mengen sind im folgenden verboten, und wir nehmen grundsitzlich an, daf3 das ,, Tertium

non datur* gilt.
Operationen mit Mengen

Vermutlich kennen Sie von der Schule her die géngigen Mengenoperationen. Ich gebe nur einige an:
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x€ M  xElement von M, x enthalten in M
M c N M Teilmenge von N
M S N M echte Teilmenge von N.

Beispiel:
AcNcNycZcQcR.
MUN = {x l x € Moder x € N} Vereinigung
MNN = {x l X € Mund x € N} Durchschnitt
M\N = {xeM|xgN)} Differenz.

M, N heiBlen disjunkt, wenn M N N = ( ist. Ist N eine Teilmenge von M, dann heiit M\N das Komplement von N
in M, und man schreibt dafiir auch CN, wenn M Klar ist.

Einfache Rechenregeln

AUA=A ANA=A

AUB=BUA ANB=BNA
AUMBUC)=(AUB)UC ANBNC)=ANBNC
ANBUC)=(ANBUANCQC) AUBNC)=AUBNAUCQC).
Abbildungen

Gegeben seien Mengen A und B, und es sei jedem x € A genau ein Element aus B, das wir f(x) nennen, zugeordnet.
Wir sagen dann, dal} durch A, B und diese Zuordnung eine Abbildung f von A in B gegeben ist

f:A — B

x — fx).

Statt Abbildung sagt man auch Funktion. Man unterscheide die Abbildung f vom Funktionswert f(x) € B. ,,Die
Abbildung y = f(x)“ ist sprachlich falsch. f ist eine Abbildung von A in B, aber y = f(x) ein Element von B. Wir
sagen auch

A ist Definitionsmenge (-bereich) von f
R:={yeB | dxeA y= f(x)} Wertemenge (-bereich) von f.

Es sei C c A. Dann ist
f(O):={yeB|AxeC y=fx)

das Bild von C. Entsprechend sei D C B. Dann ist
(xeA|f() e D)= f(D)
das Urbild von D. Das bedeutet natiirlich nicht, dal es eine Umkehrabbildung
f1': D—A

gibt.
Rechenregeln
Fiiralle U c Aund V C A gilt

funvy c f)nfv)

Fuy) FWHU f(V)

F(A\U) FANSW).
Fiir alle U ¢ Bund V C B gilt

U
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fflwnvy = Fnfiv)
fFlwuyy = vy
B\ = AfO).

Esseif : A— Bund C ¢ A. Dann ist

B

g=fC : C —
x = f

die Restriktion von f auf C.

Umgekehrt seien f : A — B, h: C — DmitA C C und h|A = f. Dann heil3t 4 Fortsetzung von f. Es kann
natiirlich mehrere Fortsetzungen von f geben.

Esseien f: A — Bundg: C — D mit f(A) C C. Dann heif3it

h:=gof : A — D
x = g(f(x)

die Verkettung oder Komposition von f und g. Es gilt
ho(go f)=(hog)of,
wenn diese Verkettungen moglich sind.
Essei f : A — B. Dann heifit
G(f) = {(x, f(x))|x e A} cAxB
der Graph von f. Dabei ist die Menge aller Paare

AxB:={(a,b)|acAundb € B}

das (direkte) Produkt von A und B. Eine Abbildung f : A — B ist also eine Teilmenge von A X B mit der

Eigenschaft: YVx € A Jy € B mit (x,y) € f. Diese Auffassung entspricht der bekannten Darstellung einer
Funktion durch ihre Wertetabelle.

Folgende Eigenschaften von Abbildungen sind noch wichtig.

1. f : A — B heibt injektiv :<= aus f(x1) = f(x;) folgt x; = x,.
Zu jeder injektiven Abbildung f : A — B mit der Wertemenge R existiert die Umkehrabbildung

' R— A

2. f : A — B heilit surjektiv :<= f(A) = B. Man sagt dann auch, f sei eine Abbildung auf B.
3. f : A — B heillt bijektiv :<= f ist injektiv und surjektiv. Man sagt dann auch, f sei umkehrbar eindeutig
oder eineindeutig.

1.2 Elemente der Logik

Im letzten Abschnitt haben wir eine gewisse Stenographie der Bezeichnungen eingefiihrt, die Sie ganz einfach
lernen miissen. Nach meiner Erfahrung geniigt das aber noch nicht. Man sollte auch einen Kalkiil des formalen
logischen SchlieBens zur Hand haben, mit dem man dann manches Nachdenken abkiirzen kann. Ich habe immer
wieder gesehen, wieviele Fehler gemacht werden, wenn man zum Beispiel bei Verneinungen die Umgangssprache
benutzt. Sie ist einfach nicht prizise genug. Nehmen Sie nur den Satz: Sie kennen natiirlich alle Mengen von der
Schule her. Kennen Sie wirklich alle Mengen oder kennen Sie alle einige Mengen? Also, ich werde Sie noch ein
wenig strapazieren, bevor wir zur eigentlichen Mathematik kommen.

Abkiirzungen:

1
A und Vv oder — nicht v fiir alle 3 es gibt 3 es gibt genau ein
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Jeder Aussage A sei ein Wahrheitswert zugeordnet, nimlich w (wahr) oder f (falsch). Wir verabreden aus-
driicklich, daf} das Tertium non datur gelten soll, das heif3t

AV (=A) istimmer wahr.

Wir verkniipfen nun Aussagen zu neuen Aussagen. Die Operationen

-A Negation
AAB sowohl A als auch B (A und B)
AVB AoderB
A = B Implikation
A & B Aquivalenz

definieren wir iber Wahrheitstafeln:

A || -A
w f
f W

AANB|AVB| A= B | A< B
w | W w w w w
w | f f w f f
f|lw f w w f
f|f f f w w

Die letzte Spalte folgt aus A &= B := (A = B) A (B = A).

Besonders interessant sind nun Aussagen, die wie A V (—A) immer wahr sind. Beispiele:

~(AAB) & (=A)V(-B)
~(AVB) & (=A)A(=B)
(A= B) < (-A)VB
A= B) < ((-B)= (-A)).

Die beiden ersten Regeln heilen bE MorGaNsche Regeln (1806—1871). Die vierte Regel ist besonders wichtig.
Man benutzt sie zum indirekten Beweis. Viele Existenzsitze in der Mathematik lassen sich nur schwer oder gar
nicht direkt beweisen. Man beweist dann indirekt. Hier geht besonders auffillig das Tertium non datur ein. Solche
Schliisse wurden von manchen Mathematikern abgelehnt. Der Beweis folgt aus

A| B | AV (=B) | (mA)A(=B) | (=A) VB | (=B) = (-A)
w | w f f w w
w | f W f f f
f|w w f w W
f|f w w w w

Beispiel:
Q™ sei die Menge der positiven rationalen Zahlen; fiir alle ¢ € Q gilt die folgende Aussage A.

A:  Eine positive rationale Zahl 146t sich teilerfremd in der Form m/n mit m,n € N darstellen.

B: V2eQ*.
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Wir behaupten A = —B und zeigen dazu B —= (—A):

B — V2= m/n mit m,n € N teilerfremd
= 2’=m’
= m=2pmitpeN
= n=2qmitgeN
— m,n haben den Teiler 2
— —|A
Weitere Abkiirzungen:

VxeM P(x) fiir alle x € M gilt P(x)

dxeM P(x) es gibt ein x € M, fiir das P(x) gilt

1

dxeM P(x) es gibt genau ein x € M, fiir das P(x) gilt.

Auch hierfiir gelten Regeln von de Morgan:

-(VxeM Pkx) < 3JAxeM =P(x)
-(dxeM Pkx) < VYxeM =P(x)

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich Aussagenketten bequem negieren. Ich empfehle dringend, diesen Kalkiil
zu beherrschen.

Beispiel:

Esseienn € N, [ = (a,b) ein Intervall und f, : I — R mit
At (fy) istin [ gleichmifig gleichartig stetig.
Das bedeutet
A:—=—=Ve>0 I6§>0 Vxpel Vxel |x—x,/<6 YneN [fn(x) — fu(xo)| < €.
Wir benotigen —A. Es ist
A= de>0 V6§>0 dxpel dxel,|x—xgl<dé IneN [£2(x) = fulxo)| = &.

Formulieren Sie das einmal in Worten und hantieren Sie damit! Ohne Kalkiil macht man dann leicht Fehler.
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2 Zahlen

2.1 Natiirliche und rationale Zahlen

Hier mochte ich mich sehr kurz fassen und die natiirlichen Zahlen im wesentlichen als bekannt voraussetzen. Es
ist ja die Frage, wo man ,.einsteigt”, und nach Kronecker hat ja die ganzen Zahlen ,,der liebe Gott gemacht®. Ich
gebe eine kurze axiomatische Einfiihrung nach Giuseppe PEano (1858—1932), die um 1900 entstanden ist.

Die Menge N der natiirlichen Zahlen wird folgendermafien axiomatisch charakterisiert:
(1) 1eN. |
(2) VYaeN da"eN. a" heilt,Nachfolger von a.
(3) VYaeN at#1.
4 at=b"=—a=h.
(5) EsseiM cNmitl e Mund (a € M) = (a* € M). Dann ist M = N.

Aus diesen Axiomen kann man die iiblichen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen folgern. Zum Beweis vgl.
E. Landau: Grundlagen der Analysis, Leipzig 1930. Ich gebe nur an:

1. Die Summe a + b zweier Zahlen 148t sich eindeutig definieren, so dal Va,b € N gilt
a+1=a"unda+b" =(a+b)".

2. Es gelten das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz der Addition

(a+b)+c=a+b+c)unda+b=>b+a.
3. Das Produkt a - b oder ab zweier Zahlen 146t sich eindeutig definieren, so dal V a,b € N gilt
a-l=aunda-b*=a-b+a.
4. Es gelten das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz der Multiplikation sowie das Distributivgesetz
(ab)c = a(bc), ab = baund a(b + ¢) = ab + ac.
Wichtig ist auch, daB sich in N eine Ordnung mit 1 als erstem Element definieren 1a8t. Wir holen etwas aus:

Eine Relation ist eine Teilmenge R C X X X mit den folgenden drei Eigenschaften. Gilt (x,y) € R, dann
schreiben wir x ~ y.
1) x ~x (Die Relation ist reflexiv)
2)(x~yAy~z) = x~z (DieRelation ist transitiv)
3a) x ~y =y ~x (Die Relation ist symmetrisch)
oder
3b)x~yAy~x= x=y (Die Relation ist antisymmetrisch).

Eine Ordnung ist nun eine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation (eine Aquivalenz ist eine refle-
xive, transitive und symmetrische Relation).

5. Vermoge
azb = (a=b) vV (AceNa=b+c)

ist N vollstiandig geordnet. Das heifit, fiir a,b € Nista > b oder b < a.
6. Es gilt

(i) Firalle a,b € N gilt genau eine der Aussagena <b, a=b, a>Db
(i) ((a<b)r(b<c)=a<c

(iii) a<b= MVceN a+c<b+oc)

(iv) a<b= (NceN ac<bc).

Eine Menge M heilit wohlgeordnet, wenn jede nicht leere Teilmenge (also auch M selbst) ein erstes Element
besitzt. Es gilt der folgende wichtige Satz, der auch als Axiom benutzt werden kann:

Wohlordnungssatz: N ist wohlgeordnet.
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Beweis: Es sei M eine nicht leere Teilmenge von N ohne erstes Element. n < M bedeute Vm € M n < m, und es
seiA:={neN | n< M}. Dannist 1 € A, und aus n < M folgt auch n + 1 < M. Das fiinfte Axiom liefert deshalb
den Widerspruch A = N.

Die Null und die negativen Zahlen definiert man durch Losen der Gleichungen
a+x=a bzw. a+x=0.

Das mochte ich nicht ausfiihren. So entstehen Ny und Z.

Zum Abschlufl mochte ich noch eine wichtige Beweismethode herausstellen, ndmlich das Prinzip von der
vollstindigen Induktion. Darunter versteht man folgendes:

Es sei ny € Ny, und VY n > ng seien A(n) Aussagen mit
(i) A(np) ist wahr (Induktionsanfang)
(ii)) Yn = ny (A(n) ist wahr ) = (A(n + 1) ist wahr ).
Dann gilt: V n > ng ist A(n) wahr.
Das Prinzip folgt aus dem fiinften Axiom, oder einfacher aus dem Wohlordnungssatz. Es sei nimlich
S ={xeN | x >ng A A(x)ist falsch}.

Wire S # 0, dann wiirde es ein kleinstes Element xy € S geben. Also wire xy > ng und A(xo — 1) wahr, aber A(x)
falsch. Das geht nicht.

Beispiele:

. S s _ n(nt])
L. A(n) : Yoi=1l424 0=

=1
A(1) ist wahr, d.h. (i) gilt fiir np = 1. Wir zeigen (ii): Es sei A(n) wahr, dann folgt

nn+1) n+
n

1
I+ +(n+1)= +1= > (n+2),

d.h. auch A(n + 1) ist wahr.
2. V¥ x € Q (oder R, beides wird sogleich definiert) mit x # 0 und x > —1 gilt die Bernoullische Ungleichung

An) : Yn>2 (1+x)">1+nx.
A(2) ist wahr wegen (1 + x)?> = 1 + 2x + x%> > 1 + 2x. Es sei A(n) wahr, dann folgt
A+0"' >+ +x)=1+0n+Dx+n>1+m+ Dx

Damit gilt auch A(n + 1). Die Ungleichung ist nach JakoB BErnouLL1, 1654—1705, benannt.
3.Esseien0!:=1,n!:=1-2-3---n,und fiir 0 < k < n seien

n\ _n n-1 n—k+1_ n!
T 2 ko kln=k)!

die Binomialkoeffizienten. Aus der Definition folgen sofort

(=02 ma i)+ (er)= ()

4.V x,y € R gilt die binomische Formel

A Gy (Z)xky"_k.
k=0
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A(0) und A(1) gelten. Es sei A(n) richtig, dann folgt

n

kgt = Z(Z){xk+lynk+xkynm}

k=0
n+l n . ) n n
- Z( = l)xfy"‘f“ +Z(k)xkyn—k+l
=Y k=0
< n n
_ n+1 J, n—j+l n+1
= + + +
SR (P V| B
j=1
< 1
R +Z(”+ )xjyn—j+1 Ly
— J
J
n+l 1
_ Z(n+ )xjymlj’
P

d.h. A(n + 1) ist wahr.

Wir wollen noch kurz die rationalen Zahlen Q einfiihren, also die Briiche von Zahlen. D.h. wir wollen auch
Gleichungen der Form
a-x=b

losen konnen. Zur bequemeren Formulierung benutzen wir den Begriff der Gruppe, den Sie sicher schon kennen.
Eine Gruppe G ist eine Menge mit einer Abbildung o, die jedem Paar x, y € G ein Element von G zuordnet
(x,y)— xoyeG

mit
1. Vx,y,z€ G (xoy)oz=xo(yoz) (DieAbbildung istassoziativ)
2. dneG VYxeG xon=x (Esgibtein neutrales Element)
3. VxeG dyeG xoy=n (Esgibteininverses Element).
Die Gruppe heiflit abelsch [benannt nach NieLs HEnrik ABEL, 1802—-1829], wenn zusitzlich gilt
4. Vx,ye G xoy=yox (DieAbbildung ist kommutativ).

Damit ist Q bzgl. der Addition eine abelsche Gruppe, Q\{0} ist bzgl. der Multiplikation eine abelsche Gruppe,
und es gilt das Distributivgesetz
Vx,y,z€Q x(y+2) =xy+ xz.

Damit ist Q ein Korper. Auch die Ordnung 146t sich iibertragen, und es gilt

Archimedisches Grundgesetz: Es seien p,q € Q positive Zahlen. Dann gibt es stets ein n € N mit

np > gq.

Man spricht daher auch von dem archimedisch geordneten Korper Q der rationalen Zahlen. Das neutrale Element
bzgl. der Addition nennen wir 0 und das neutrale Element bzgl. der Multiplikation 1.

Lassen Sie mich schlieBlich noch den Absolutbetrag einer Zahl einfiihren:

] = x falls x>0
M=) —x falls x<o.

Fiir das Rechnen mit dem Absolutbetrag gelten folgende einfache Regeln
1) YxeQ x>0
2) Yx,yeQ |xyl =Ixl-yl
3) Vx,yeQ ‘le - Iyl' <I|x+yl <|x|+ 1yl (Dreiecksungleichung).
Die beiden ersten Regeln sind klar. Zum Beweis der dritten bemerken wir zunéchst folgendes:

Es seien a,b > 0, a < bund va, Vb mogen existieren. Dann ist ya < Vb. Das folgt aus

O<b-a=(Vb-Vay(Nb+ Va) = Vb—- Va>0.
—

>0
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Der rechte Teil von 3) folgt dann aus

I)c+y|2 = ()c+y)2 xz+2)cy+y2

X%+ 20xlyl + y
(Ix + ly))?

IA

und der linke aus
Xl =lx+y—yl <I|x+yl+|-yl=Ix+yl+lyl

also
x| = Iyl < |x + yl

und analog

yl = 1xl < 1y + x| =[x + .

Folgende Bezeichnungen werden wir verwenden (auch analog fiir R)
Q" :={xeQ | x>0 R :={xeR | x>0

Qp={xeQ | x>0} Ry :={xeR | x>0}
(a,b) :={x e Q (bzw.R) | a < x < b} (offenes Intervall)

[a,b] :=={xe€Q (bzw.R) | a < x < b} (abgeschlossenes Intervall).

2.2 Ein Axiomensystem fiir die reellen Zahlen

Die bisher eingefiihrte Menge der rationalen Zahlen Q ist noch zu klein, weil ja z.B. V2 nicht existiert. Wir wollen
daher die groBBere Menge R der reellen Zahlen einfithren. Diese sollen wieder einen archimedisch geordneten
Korper bilden, und es soll aulerdem das Vollstindigkeitsaxiom gelten. Um es zu formulieren, benutzen wir noch
folgende Bezeichnungen:

Es sei S ¢ Q (oder R). Dann hei3it S von unten beschrinkt .
daeQ Vxe§ a<nx
Entsprechend heifit S von oben beschrinkt : <=
dbeQ VYxeS§ x<b,
und S heillt beschrinkt, wenn S sowohl von unten als auch von oben beschrinkt ist.
¢ heillt grofite untere Schranke von §
(i) c ist untere Schranke
(ii) fiir alle unteren Schranken a von § gilta < c.
Die groBte untere Schranke von S — sofern sie existiert — bezeichnet man als
inf S,

das Infimum von §. Entsprechend wird sup S, das Supremum von §, also die kleinste obere Schranke von S,
definiert. Beide sind eindeutig bestimmt, wenn sie existieren. Es seien nimlich a; und a, Infima. Dann gilt, weil
beide untere Schranken sind, sowohl a; < a5 als auch a; < aq;.

Nun ist klar, daB es beschrinkte Mengen S C Q gibt, die — in Q — kein Supremum besitzen. Man nehme nur
S ={l, 1.4, 141, 1.414, 14142, ---}.

Offenbar gilt Vx € S 1 < x < 2. Das Infimum von S existiert (inf S = 1), das Supremum jedoch nicht, es wire ja

gerade V2.
Wir fordern daher zusitzlich das
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Vollstindigkeitsaxiom: Jede nicht leere von oben (unten) beschrinkte Menge S reeller Zahlen besitzt ein Supre-
mum (Infimum) in R.

Beachte: Es wird nicht supS € S gefordert, sondern nur die Existenz von supS € R. Falls supS € S existiert,
nennt man es Maximum von S und schreibt max S. Entsprechend wird das Minimum definiert. Bitte verwechseln
Sie diese Begriffe nicht!

Die reellen Zahlen R sollen also im folgenden ein geordneter Korper sein, der Q enthélt und in dem das Voll-
stdndigkeitsaxiom gilt. (Man kann zeigen, da3 er damit bis auf Isomorphie [lineare bijektive Abbildung] eindeutig
bestimmt ist.) Das soll im Augenblick geniigen. In §2.4 werde ich noch eine zweite, konstruktive Einfiihrung der
reellen Zahlen geben, die Thnen vielleicht besser gefillt. Aber auch dort wird ein Axiom benétigt.

Bemerkung 2.2.1:
1. Betrachte f : [0,4) — R,

fx)=@x-Dx-2)(x-3)=x>—6x>+11x—6.
Es sei S := R(f) = [-6, 6). Dann gilt
supS =6, infS = -6, minS = —-6.

Das Maximum von S existiert nicht, wohl aber ein ,,Jokales Maximum* bei 1.42 und auch ein ,,Jokales Mini-
mum* bei 2.58.

2. Es gibt keine reelle Zahl r mit V7 € N n < r. Denn sonst wire N von oben beschréinkt, und ¢ := sup N wiirde
existieren. Wegen ¢ — 1 < cist ¢ — 1 keine obere Schranke. Es gibt also ein np € Nmitc — 1 < nyg < ¢ oder
¢ < ny + 1 € N. Damit ist ¢ kein Supremum. Widerspruch.

3.Esseiac RmitVrneN 0<a<1/n Danngilta = 0.Denn es sei a > 0. Dann wiirde folgen Vn e N n <
1/a.

4. Es gibt ein x € R* mit x> = 2. Zum Beweis sei

Si={xeR) | ¥ <2}

S ist nicht leer (0 € S), und S ist von oben durch 2 beschriinkt (x > 2 => x> > 4 > 2). Es sei a := sup S. Dann
ista® = 2:
@) Es sei a? < 2. Dann ist 2 — a* > 0. Wihle 7 mit

2a + 1
2-a@ <"
Dann folgt
1 2 1 2a+1
(a+—)2:a2+—a+—2§a2+—a <2,
n n o n n
und a ist nicht obere Schranke.
B) Es sei a® > 2. Wihle n mit
2a <
——<n
a? -2
Dann folgt
1 2 1 2
(a——)2=a2——a+—2>a2——a>2,
n n o n n

und a ist nicht Supremum.
Es bleibt a*> = 2, und das war zu zeigen.
5. Die Argumentation hat gezeigt: Es sei a = sup S. Dann gilt

Ve>0 dxe§S a-e<x<a.
6. Approximation reeller Zahlen durch rationale. Es sei r € R. Dann gilt
Ve>0 dgqeQ |r—gl<e.

Zum Beweis wihlen wir ein n € N mit 1/n < £ und zeigen die Existenz eines ¢ mit |[r — g| < 1/n.
a) Esseir > 0. Wihle M := {m € N | m > rn}. M ist nicht leer, nach dem Wohlordnungssatz existiert das
kleinste Element mq € M. Dann folgt
Mo

ny 1
my—1<rm<my oder ———-<r<—.
n n n
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Wihle g := 2. Dann gilt 1
-—<r-g<0.
n- roa

B) Fiir r < 0 dasselbe mit —r.

2.3 Folgen und Grenzwerte

Im letzten Abschnitt haben wir die Existenz von V2 aufgezeigt — jedenfalls axiomatisch. Wir haben auch bewie-
sen, da man V2 durch rationale Zahlen approximieren kann. Aber wie berechnet man V2 praktisch?
Es war V2 = sup S, mit
S={req) | ¥*<2}.

Die Definition des Supremums kann man zur Berechnung von V2 mit dem Taschenrechner ausnutzen. Etwa fol-
gendermal3en

x x2 obere Schranke?
15 2.25 ja
1.4 1.96 nein
1.41 1.98--- nein
1.42 2.01 ja
1.415 2.00225 ja
1414 | 1.999396 nein
1.4145 2.00081025 ja
1.4144 2.0005 - -- ja
1.4143 2.0002--- ja
1.4142 1.99996164 nein
1.41421 | 1.9999899241 nein
1.41422 | 2.0000182084 ja

Die unterstrichenen Werte (obere Schranke = nein) approximieren offenbar V2 von unten, und mein Taschenrech-
ner lieferte

1.4142135623 < V2 < 1.4142135624.

Das ist natiirlich ein sehr mithsames Verfahren zur Berechnung von «/E; wir werden uns nach besseren umse-
hen. Aber wir konnen doch etwas daran lernen. Néamlich, wir konstruierten eine ,,Folge* von Zahlen,

14 141 1414 14142 ---,
die gegen den ,,Grenzwert" V2 konvergiert*. Das miissen wir prizisieren.
Definition 2.3.1: Eine Folge von Elementen der Menge M ist eine Abbildung von N in M
nr— a,.

Wir schreiben (a,)qen oder auch kurz (a,). Man findet auch {a,} und (a,)nen,. Wenn M = Q oder R ist, handelt
es sich speziell um Zahlenfolgen. Wird im folgenden nichts anderes gesagt, seien immer Zahlenfolgen gemeint.
Nach AucusTiN-Louis CaucHy (1789-1857) erklidrt man

Definition 2.3.2: FEine Folge (a,) heifst Cauchyfolge :—
YVe>0 dAnyeN Vanm>ny la,—ayl <e.

Man sagt auch, die Folge (a,) sei ,,Cauchy-konvergent*.
Beispiele:

l.a, :=1. = la, —a,| =0. Wihle ng := 1.
2.a,:=1/n. = lay—anl=|t - %<1+ <2 Wihlen> 2.
3. a, :=n. (ay,)ist keine Cauchyfolge. Dazu zeigen wir

de>0 VnpeN dnm>ny la,—anl > e
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Man wihle nur n := ng, m :=ng+ 1.Dannist|a, —a,| = 1.
4. a, := 4/n. (a,) ist keine Cauchyfolge. Denn man wihle n := n
aufpassen, es gilt

2

5 M = 4n§. Dann ist |a, — a,,| = ng > 1. Aber

1 1
<
Vn+1++n  2+vn

lan+1 — anl = D—0S.

Das bedeutet noch nicht Konvergenz.
Definition 2.3.3: Eine Zahl a heifit Grenzwert der Folge (a,)

Ve>0 dngeN Vn>ny |a,—al<e.

Definition 2.3.4: FEine Folge (a,) heifst konvergent .= (a,) besitzt einen Grenzwert.
Definition 2.3.5: FEine Folge mit dem Grenzwert Null heifst Nullfolge.

Wenn der Grenzwert a einer Folge (a,) existiert, dann schreibt man

a= r}Lr?o a, oderauch a, H—; a.

Beispiele:

1. (a,) mit a,, := 1 hat den Grenzwert 1.

2. (a,) mit a, := 1/n ist Nullfolge.

Wir kdnnen nun beweisen
Lemma 2.3.6: Eine konvergente Folge besitzt genau einen Grenzwert.
Zum Beweis seien @ und @’ Grenzwerte von (a,). Dann gilt fiir alle € > 0.

la—d|=la-a,+a,—d|<|la—a,|+|a —a,| <&
fiir alle n > max (no(g), né(%))
Lemma 2.3.7: Eine Cauchyfolge ist beschrinkt, d.h.
dceR) VYneN gl <ec.
Zum Beweis wihlen wir ein € € R*. Dann gilt
Vn2>ny(e) la,—apl<e

oder
Vn>no(e) ap,—€<a,<ap+e.

Wihle
c:=max{layl, -+, lan-1l, lay, —é&l, lay, + &l}.

Lemma 2.3.8: Eine konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Das folgt aus
la, — ay|l = la, —a+a—ayl <la, —al+la, —al <&

fiir alle n,m > no(5).

Die Umkehrung von Lemma 2.3.8 gilt in Q natiirlich nicht, wohl aber in R. Bevor wir das zeigen, bringen wir
noch

Definition 2.3.9: Eine Folge (a,) heifit
monoton wachsend .= VYn a, < a
streng monoton wachsend . Vn a, < a,
monoton fallend .= Yn a, > a4
streng monoton fallend . Vn a, > d,41.
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Satz 2.3.10: Es sei (a,) eine monoton wachsende und beschrinkte Folge aus R. Dann konvergiert (a,) gegen
sup{ai,az,--- }.

Die analoge Aussage gilt natiirlich fiir monoton fallende Folgen. Zum Beweis sei
a = suplaj,as, ...},
das nach dem Vollstindigkeitsaxiom existiert. Nach Bemerkung 2.2.1.5 gilt dann
Ve>0 dny a—-e<ay <a
und wegen der Monotonie sogar
YVe>0 dny VYnz=2ny a-e&<a,<a,
also la —a,| < e.
Wir zeigen nun
Satz 2.3.11: In R konvergiert jede Cauchyfolge.
Beweis: Nach Lemma 2.3.7 ist (a,) beschrinkt. Es gibt also ein K € R mit
VYVn —-K<a,<K.

Es sei
¢, :=infla,, a,.1,...}.

Dann gilt
Cp S Cpy1 S0 2K,

das heilt (c,) wichst monoton und ist beschrinkt. Nach Satz 2.3.10 konvergiert also
¢y — ¢ :=supfcy,ca,...}.

Wir zeigen a, — c: Dazu halten wir fest

. Ye>0 dny VYn.m=no lay,—aml <%
2. Ye>0 dAn Yn2x2m ep—cl <%
3. Nach Bemerkung 2.2.1.5 gilt

£
Es folgt
Y n > ny :=max{ng,ni} la, —cl < lap — Akl + laxm — cal + e, — ¢l < &,

wobei wir k(n) nach 3 gewihlt haben. Damit ist der Satz bewiesen.

Beispiele:
- 2

. 3 o
1. a,:= 55— —1, denn ¥Yn> 2 gilt

| | ' 2n+1 <3<
a,— 1| =|—|<—-<e¢
n”2+2n+1l n
2. a,:=</p, p€R". Danngilt

ap=1 = a,=1, a,—1

b)p>1 = a,— 1,dennessei«/p=1+k, mitk, > 0.

= p=0+k)">1+nk,

- 0.

== O<k,,<p

)p<1l = a, > 1,dennes seixp = 7 mitk, > 0.

1
= —=(1+k)">1+nk,
p
1

P

— O<kn< — 0.
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3. a,:=p", peR" Dann gilt
ap<l = an—>0,dennesseip=1'?mitk>0.

- 0.

— a _( 1 )l’l< ]
"\ 4k 1+ nk

bp=1 = a,=1

cp>1 = a, > oo,dennesseip=1+kmitk>0.

= a,=(1+k)">1+nk > .
4. a,:=+n— 1,dennesseia, =1+k, mit k, > 0 fiir n > 1. Dann ist

(1 + k)" > n(n — Dk2/2 > n’kZ /4

1’12 )
= n=(1+k,,)”>zkn

2
= 0<k,<——>0.
n

5. a,:= 21 — 0, denn

n n n 2

— = < = - 0.
27 (1+ 1) _”("Z*U n—1

Wir beenden diesen Abschnitt mit einigen weiteren Resultaten

Satz 2.3.12: Die Folgen (a,) und (b,) mogen gegen a bzw. b konvergieren. Dann gilt
1. (a,+b,)—>a+b
2. (a,-by)—a-b

. | an/by  fiirb, #0 . a
3. Esseib#0undc,:= { 0 Sir by = 0 Dann gilt (c,) — b

Beweis:

1. |(a, + b,) — (a + )| < |a, — a| + b, — b|.
2. 38 mit |b,| <.
|anbn - Clbl = |(an - a)bn + (bn - b)al Sﬁlan - Cll + |a||bn - bl

3. Da wir die Multiplikation bereits beherrschen, sei 0.B.d.A.a, = 1.Vn > no(%l) gilt dann

b
ol =t < by~ bl < 5

= bl < 2/bal

1 2
| = < b, - bl.
¢ b’ | |

) _bz

b, bl

1 1 '

b, —b‘
byb

Definition 2.3.13: Es sei D C R. Dann heifit f : D — R (streng) monoton wachsend : =
Yx,xe€D xi<xm = flx) () < fln).

Definition 2.3.14: Es seien (a,) eine Folge und

streng monoton wachsend. Dann heif3t
= dyn)

eine Teilfolge von (a,).
Dafiir schreiben wir auch (a;,,). Es gilt also stets ¢(n) > n. Wir notieren

Lemma 2.3.15: (a,) konvergiere = jede Teilfolge (a;) konvergiert.

19
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Lemma 2.3.16: ¢, > a — a, —a.
Lemma 2.3.17: (a,) konvergiere und a, - a — a, — a.
Lemma 2.3.18: (¢,) > a = (la,|) = lal.
Das letzte folgt aus der Dreiecksungleichung
llaa] = lal| < la, — al.

SchlieBlich gebe ich noch ein zweites Verfahren zur Berechnung von V2 an, das schon auf die Pythagoreer
zuriickgehen soll. Es seien

ay = bl =1
und
a, = an_1 + b,
b, = a, + a,_1,
also

(an,by) = ((1, 1), (2,3), (5,7), (12,17), (29,41), . )

Dann konvergiert
by
@y = — —> V2.

an
Zum Beweis zeigen wir
2 2)2
(b2 -2a7) =1 (*)
a, > n. ()
Daraus folgt dann
by 1
% =2+ a_% — 2

Wir zeigen Gln. (x) und (*x) durch vollstdndige Induktion. Beide Aussagen sind fiir n = 1 richtig, Aussage ()
auch fiir n = 2. Es ist

(V> =243 = b -4d2P +4d}
= (a,+ an_1)4 - 4a,21(an + a,,_l)2 + 4aﬁ
= (a1 +by1) - 4a22a,a,-1 +a>_)
= Qap-1 +bu_1)* = Hap-1 + by’ Bap_y + 2a,-1b,1)
= dd, —4d, b,y + b
= (2“271 - bifl)z
1.

Das beweist Gl. (x). Zum Beweis von Gl. (xx) folgert man zunéchst

Yn a,>1 und b, >a,

und erhélt daraus fiir n > 2
ap =ap_1 + b1 22a,122n-1)=n.

2.4 Vervollstindigung der rationalen Zahlen

Die reellen Zahlen haben wir axiomatisch eingefiihrt und dabei besonders das Vollstindigkeitsaxiom herausge-
stellt. Verwandte Formulierungen (Dedekindscher Schnitt, Intervallschachtelung) werden am Ende dieses Ab-
schnitts kurz angegeben bzw. in der Ubung behandelt.

Wegen der groflen Bedeutung — gerade auch fiir dhnliche Fragestellungen in allgemeineren Raumen — mochte
ich jetzt noch eine zweite Methode kurz skizzieren und die reellen Zahlen konstruktiv aus den rationalen herleiten.
Diese Methode geht auf GEorG CANTOR zuriick.
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Wir betrachten Cauchyfolgen aus Q. Offenbar konnen verschiedene Folgen denselben Grenzwert besitzen. Es
liegt daher nahe, Aquivalenzklassen solcher Folgen zu erkliren. In §2.1 haben wir schon Relationen eingefiihrt.
Eine Aquivalenz ist eine reflexive, transitive und symmetrische Relation. Wir wihlen hier

(a,) ~ (b)) = (a,—b,) istNullfolge.

Offenbar wird dadurch in den Cauchyfolgen aus Q eine Aquivalenz definiert.
Es sei & = [(a,)] die von (a,) ,erzeugte Aquivalenzklasse®, d.h. @ reprisentiert die Menge aller Cauchyfolgen
(by) mit (a, — b,) ist Nullfolge.

Es sei A die Menge dieser Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen aus Q.
Mit diesen Aquivalenzklassen kann man wieder rechnen

a+pB = [(an+ byl
a ﬁ [(a, - bn)]
Wir verzichten auf den Nachweis der arithmetischen Gesetze im einzelnen. Die Korperaxiome sind also erfiillt. o

reprisentiert die Klasse der Nullfolgen.
Auch die Ordnung 146t sich iibertragen. Dazu zerlegen wir disjunkt

A=A"UOUA" mit O := {0}
Es sei namlich die Cauchyfolge (a,) keine Nullfolge, also
dp>0 Vk 3Al>k lal=p.
Waihle mq > Vlo(’f) [aus der Konvergenz] mit
|am,| = p-

Dann folgt

ann()(g) |an_am0|<I_27

oder
p
Amy — = <y < Ay +

2 2
Nun konnen zwei Fille auftreten. Wenn a,,, > 0 ist folgt
p p
v 2 ( 2 ) " Z 3 ’
nzm|5) an>7

und wenn a,,, < 0 ist

VYn> no(l—;) a, < —g.

Diese beiden Fille schlieflen sich offenbar gegenseitig aus. Das liefert die gewiinschte Zerlegung. @ > 8 wird dann
durch @ — B € A* definiert, und man kann nachweisen, da auch die Ordnungsaxiome erfiillt sind.
Auch der Abstand (Absolutbetrag) 148t sich definieren:

laf := [(la)] € Aj := AT UO.

Der Absolutbetrag hat die iiblichen Eigenschaften

1. Jal€eAl. lale A" = a#o

2. a-pl=lal- 18l
3. la+p <L lel+ |6l

Wir betten nun Q in A ein. Es sei ¢ € Q. Wihle ¢, := g und
f:Q — A
g +— @l 9. =q.
Diese Abbildung ist injektiv. f erhilt auch die arithmetischen Operationen und die Ordnung
fp+q f) + f(@)
fp-9 f) - f@

p<q = f(p)<flg
fl = [paDp.=p] = fUpD.
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Wir identifizieren daher Q mit
(@)g=a] | a€QV c A

und schreiben einfach wieder g statt [(g,,)4,=¢]. Dann ist auch |f(g)| = Iq.
SchlieBlich halten wir noch folgendes fest. Es sei @ = [(a,)] und

qj = [(bn)b,,=a‘,v]~

Dann gilt

Ye>0 dny Vjzny la—gjl<e.
Das folgt aus

Yn,j2ngy la, —ajl <e,

also

la =gl = ([an — a;DI = (lla, — ajl]) < e.

Wir betrachten nun auch Folgen (@,) aus A. Cauchyfolgen und Konvergenz werden wie iiblich definiert, zum
Beispiel
Yee AT dAny VYn,m>ng |a,—am <e.

Wir zeigen, daf jede Cauchyfolge aus A auch in A einen Grenzwert besitzt, das heiflt, dal A vollstindig ist. Also
Satz 2.4.1: A ist vollstindig.

Beweis: Es sei (@) eine Cauchyfolge, etwa a,, = [(a, ;)] mit a, ; € Q. Wir wihlen j(n) so groB, dal3

1.
lay — gl < ~ mit g, = [(an,) j=jim]

gilt. Dann folgt
1

1
|qn - Qm| < -+ |an - am| +—.
n m
Die g, konnen wir mit rationalen Zahlen ¢, € Q identifizieren, (g,) ist dann also selbst eine Cauchyfolge, und es

sei
@ = [(gn)] € A.

a ist Grenzwert von (a,), denn es gilt
lo — a,| <l —gnl +1gn — @il < la—qq| + Z

Das war zu zeigen.

A besitzt daher alle Eigenschaften der reellen Zahlen, und wir schreiben wieder R statt A.

Bemerkung 2.4.2:

1. Das Vollstdandigkeitsaxiom wurde bei dieser Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen nicht bendtigt.
Der ,,wunde Punkt* bei dieser Einfithrung ist die etwas vage Definition der Menge A. Es ist nicht unmittelbar
klar, ob die Menge aller Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen nicht zu den Mengen gehort, in deren Bereich
Widerspriiche aufgetreten sind. Wir hatten ja verabredet, nur solche Mengen zu verwenden, deren Elemente
wir auch wirklich kennen. Im Grunde lautet unser Axiom jetzt

A ist korrekt definiert.

Das heif3t, auch bei dieser Konstruktion haben wir eine starke Annahme gemacht, die in dieser Vorlesung nicht
weiter diskutiert oder tiberpriift werden soll.

2. Darstellung der Zahlen auf der Zahlengeraden g.
Wiihlt man auf der Geraden zwei Punkte (Null und Eins) aus, dann lassen sich alle rationalen Punkte auf der
Geraden darstellen. Genauer, es gibt eine injektive Abbildung

f i Q—yg

Nun ist aber bekannt, daf} es inkommensurable Strecken gibt ( V2). Gerade dies war das Problem der Griechen.
Anschaulich ausgedriickt, die rationalen Zahlen lassen auf der Geraden zuviele ,Liicken®, die erst von den
reellen ausgefiillt werden.

Diesen Zusammenhang zwischen Analysis und Geometrie wollen wir noch durch das Cantor-Dedekindsche
Axiom schliefen (R. DepekinD, 1831-1916). Vorher erkldren wir



2.5 Komplexe Zahlen 23

Definition 2.4.3: Es seien (a,) eine monoton steigende und (b,) eine monoton fallende Zahlenfolge mit
1. ¥Yn a,<b,
2. (an,—b,) ist Nullfolge.

Dann nennen wir die Folge (1,,) der Intervalle [a,, b,] eine Intervallschachtelung.

Aufgrund der Definition der reellen Zahlen ist klar, daf} es genau eine reelle Zahl r gibt mit
Yn rel,.
Wir hitten diese Eigenschaft auch als Axiom anstelle des Vollstindigkeitsaxioms zugrundelegen konnen.

Den Zusammenhang zwischen R und der Geraden stellen wir nun her durch

Cantor-Dedekindsches Axiom: Auf einer Geraden sei eine rationale Intervallschachtelung gegeben. Dann gibt
es genau einen Punkt, der allen Intervallen dieser Schachtelung angehort.

Bemerkung 2.4.4: Anstelle einer Intervallschachtelung kann man auch einen ,, Dedekindschen Schnitt* verwen-
den. Ein Schnitt ist eine Menge S C Q mit

1. S#0 und S #Q

2. seS AgeQAg<ss = qgeS

3. Vse§ dreS§ s<t

2.5 Komplexe Zahlen

Unser System der reellen Zahlen weist noch einen Mangel auf, der sich aber rasch beheben 146t. Gleichungen der
Form
¥=-2

konnen ndamlich noch nicht gelost werden. Um diesen Mangel zu beheben, fithren wir die ,,komplexen Zahlen* ein.
Wir betrachten Tupel x := (x1, x2) € R X R und erklédren die Rechenoperationen

x+y:=(x+y, x2+y2)

Xy = (X1y1 — X242, X1Y2 + XoY1).

Man bestiitigt leicht, da3 die Axiome der Arithmetik wieder erfiillt sind. Insbesondere gilt

o = (0,0

e = (1,0)

x! = (le 5 2—x22] fiir x # o.
xXp+x; o x| +x;

Statt o schreiben wir wieder 0 und statt e wieder 1. Der Absolutbetrag

|x| := ,/xf + x%
hat die tiblichen Eigenschaften (vgl. §2.1). Insbesondere folgt die Dreiecksungleichung aus

Ix + y?

Re(x +y)(x +y)
= Re(xx+ xij + yX + yiy)

x> + 2Re x7 + |y
xI* + 21xg| + lyl*
(x| + yD)?*.

IA

Man bezeichnet auch

X = (x1, —x2) ,.konjugiert komplexe Zahl*
Re x X1 ,,Realteil von x*
Imx = x .Imagindrteil von x*.
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Es gilt
X = x . B
|x| = |x ;(x+%) = (x1,0)
s 2
W= b Jo-9 = O.x).
Xy = Xy

Wenn der Imaginérteil verschwindet, konnen wir wie gewohnt reell rechnen. Fiir den allgemeinen Fall wollen
wir aber die Notation etwas vereinfachen und verwenden die ,,imaginére Einheit*

i:=(0,1),

schreiben also x = x| + ix,. Dann gilt folgende Multiplikationstabelle

alsoi-i=—e.
Damit haben wir unser Problem gelost. Die Gleichung

¥=-2
hat die Losungen x = +i V2.
Es sei C diese Menge der komplexen Zahlen. Es sei

f: R — C

X +— x-e.
f ist injektiv und erhilt die Rechenoperationen. Damit ist R in C eingebettet.

Veranschaulichen kann man das in der Gaufischen Zahlenebene (KArL FriepricH Gauss, 1777-1855). Man
kann dort Polarkoordinaten einfiihren vermoge

X2
ri=lx = ,/x% + x% und ¢ := arctan —.
X1

Bemerkung 2.5.1: Ein wichtiger Unterschied zwischen R und C besteht darin, daf3 sich in C so einfach keine
Ordnung einfiihren ldfst. In C macht x < y zundchst keinen Sinn, hdchstens fiir ,, gewisse* x und y. Auf die
Konvergenzdefinitionen und die daraus abgeleiteten Scitze hat das aber keinen Einfluf3, weil dort immer nur der
Absolutbetrag verwandt wurde.
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3 Elemente der Topologie

In diesem Kapitel mochte ich einige Grundbegriffe aus der Topologie herausstellen. In der Topologie beschéftigt
man sich — grob gesagt — mit den Invarianten, die bei stetigen Abbildungen erhalten bleiben. Nun, da ich noch
nicht definiert habe, was stetig ist, sagt das nicht viel. Also, im Spal}, Topologie ist die Mathematik mit Gummi
und Schere.

3.1 Endliche, abzihlbare und iiberabzihlbare Mengen

Wir wollen verschiedene Mengen vergleichen und sagen konnen, wie ,,gro3* sie sind. Dazu erklidren wir

Definition 3.1.1: Es seien A und B zwei Mengen. Existiert eine bijektive Abbildung von A auf B, dann sagt man A
und B haben dieselbe ,, Kardinalzahl“, oder auch A und B seien ,, dquivalent* oder ,, gleichmdichtig “.

Wir schreiben dies als A ~ B. Diese Relation ist offenbar eine Aquivalenzrelation (vgl. §2.1), denn sie ist
reflexiv, transitiv und symmetrisch. Es sei

N(n) :={1,2,3,...,n}.

Ist dann A irgendeine Menge, dann heifit A

(1) endlich, wenn A ~ Q) oder A ~ N(n) fireinn € N

(2)  unendlich, wenn A nicht endlich ist

(3) abzdhlbar, wenn A ~ N

(4)  hochstens abzdhlbar, wenn A endlich oder abzihlbar ist
(5) iiberabzihlbar, wenn A weder endlich noch abzihlbar ist.

Beispiel:  Z ist abzéhlbar.
Zum Beweis wihlen wir folgende Anordnung von Z und N:

o 1 -1 2 -2 3 -3

n/2 fiir n gerade
—(n—1)/2 fiir n ungerade

fn) = {
liefert eine bijektive Abbildung von N auf Z.

Bemerkung 3.1.2: Eine endliche Menge ist zu keiner ihrer echten Teilmengen dquivalent. Dagegen ist dies im
Falle unendlicher Mengen durchaus moglich, wie das letzte Beispiel gezeigt hat.

Es gilt
Satz 3.1.3: Jede unendliche Teilmenge einer abzdhlbaren Menge A ist abzdhlbar.

Es sei namlich E C A, E unendlich. Man ordne die Elemente x von A als Folge (x,) mit paarweise verschiede-
nen Gliedern an und konstruiere eine Folge (rn;) wie folgt:
1. n; sei die kleinste natiirliche Zahl mit x,, € E.
2.8Sind ny, ..., ni_; bereits gewihlt (k = 2,3, ...), dann sei n; > ny_; die kleinste natiirliche Zahl mit x,, € E.

f(k)::xnk (k:1,2,3,...)
liefert dann eine bijektive Abbildung zwischen N und E.

Satz 3.1.4: Es seien A,, n € N, abzdhlbare Mengen und

M:=UA,,.

neN

Dann ist M abzdiihlbar.
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Zum Beweis ordnen wir jede der Mengen A, in der Form {a,i, a2, a3, ...} und betrachten das folgende
Schema:

In der durch die Pfeile angedeuteten Weise konnen diese Elemente in der Folge

ai, asi, A2, a1, dz, A3, ... (*)

angeordnet werden. Haben zwei der Mengen A, gemeinsame Elemente, dann treten diese in (*) mehrfach auf. Also
existiert eine Teilmenge 7 ¢ N mit 7 ~ M, d.h. M ist hochstens abzidhlbar. Wegen A € M ist M unendlich, also
abzihlbar.

Korollar 3.1.5: Es sei A hochstens abzdhlbar, und zu jedem a € A gebe es eine hdchstens abzihlbare Menge B,,.

Dann ist
M := U B,

acA
hochstens abzdhlbar.

Korollar 3.1.6: Es sei A abzdhlbar und B = A X A. Dann ist auch B abzdhlbar.
Denn die Elemente von B bilden eine abzihlbare Familie (a;, A) abzidhlbarer Mengen.
Korollar 3.1.7: Q ist abziihlbar.

Denn jede rationale Zahl hat die Form m/n, und die Menge der Paare (m, n) ist abzihlbar.

Es gibt aber auch iiberabzidhlbare Mengen.
Beispiel 3.1.8: Es sei M die Menge aller Folgen, deren Glieder entweder 0 oder 1 sind. M ist iiberabzihlbar.

Beweis: Es sei A € M eine abzdhlbare Teilmenge, und es seien a;,as, as, - - - die Folgen in A. Dann konstruieren
wir eine Folge a = (a,,) mit

_ | 0 wenn das n-te Glied von a, gleich 1 ist
=1 1 wenn das n-te Glied von a, gleich 0 ist.

Offenbar ist a verschieden von allen a;, d.h. a ¢ A. Andererseits gilt a € M, also A ¢ M. Mithin kann M nicht
abzihlbar sein.

Die Grundidee des obigen Beweises wurde zuerst von GEorG CaNTOR benutzt und ist als Cantorsches Diago-
nalverfahren bekannt.

Setzen wir die Darstellbarkeit (Aquivalenz) der reellen Zahlen durch Dezimalbriiche oder Dualbriiche als be-
kannt voraus (in §4.1 werden wir kurz darauf eingehen), dann folgt

Korollar 3.1.9: R ist iiberabzihlbar.

Es sei #A die Kardinalzahl der Menge A. Dann bezeichnen wir
ILA~Nn) = #A=n
2.A~N = #A=:N, (Aleph, der erste Buchstabe des hebriischen Alphabets)
3.A~R = #A =K (die Michtigkeit des Kontinuums).

Die Kontinuumhypothese besagt, dafl es keine Menge mit einer Kardinalzahl zwischen &y und N gibt. Nach
den Ergebnissen von Kurt GOpeL (1906-1978) und PauL J. Conen (1934- ) ist diese Hypothese aus den Axiomen
der Mengenlehre weder zu beweisen noch zu widerlegen. Fiir 8y bzw. N schreibt man auch a bzw. ¢ oder N;.

Die Menge aller Teilmengen einer Menge A heil3it die Potenzmenge P(A) von A. Es gilt P(N) ~ R. Das sieht
man so: Es sei N € P(N). N werde eine Folge (a;, as, - - - ) nach folgender Vorschrift zugeordnet:

(1 firkeN
=10 firke N

Offenbar erhilt man so eine bijektive Abbildung zwischen P(N) und R (in der Dualdarstellung).
Fiir endliche Mengen ist #P(A) = 2", Nimmt man das im allgemeinen als Definition, dann folgt

N =2%,



3.2 Metrische Raume 27

3.2 Metrische Riume

Wenn man Analysis treiben will, mufl man natiirlich messen konnen. Dazu haben wir in §2.1 bereits den Absolut-
betrag einer Zahl eingefiihrt und erhalten damit den Abstand zweier Zahlen durch

lx = yl.

Hieran stort vielleicht, dal man zum Messen addieren konnen muf3, daf also eine algebraische Operation eingeht.
Denkt man an das Schlagwort ,,Gummimathematik®, dann sollte ein Begriff wie ,,Umgebung* unabhéngig von der
algebraischen Struktur formuliert werden. Deshalb definieren wir

Definition 3.2.1: Es sei X eine Menge. Dann heif3t
d : XxX — R}
Metrik auf X — fiir alle x; € X gilt
(@) d(x1,x2) = d(x2, x1)
(i) dx;,x) =0 = x1=x,
(i) d(x,x2) < d(x1,x3) + d(x3, X2).
Die dritte Eigenschaft heilit Dreiecksungleichung. Aus ihr folgt unmittelbar
(v)  |d(x1, x2) = d(x3, x4)l < d(x1, x3) + d(x2, x4).

Es ist namlich

A

d(xi,x) < d(xi,x3) +d(x2, x3)
d(x1, x3) + d(x2, x4) + d(x4, Xx3)

IA

also
d(x1,x2) — d(x3, x4) < d(x1,x3) + d(x2, x4)

und analog
d(x3, x4) — d(x1,x2) < d(x3, x1) + d(x4, x2).

Definition 3.2.2: Eine Menge X mit einer Metrik d heifst metrischer Raum (X, d).
Beispiele:

. R'mitd(x,y):=|x—yl= & —m)?

:

2. R'mitdy(x,y) = ZI I&: — il
3. R'mitds(x,y) := max & — mil
i=l,n
4. R"mitdy(x,y) := /Ix —y|
5. [0,1] mit di(x,y) = |x - yl.
Besonders die beiden letzten Beispiele sind wichtig. Im vierten Beispiel gilt nicht mehr

d(sx, sy) = |s|d(x,y),

dy ist also in diesem Sinne nicht mehr linear. Der Nachweis der Dreiecksungleichung folgt in diesem Falle aus

x—yl<lx—z+lk-yl < Ix—z+lz—yl+2vIx-2 lz—yl
2
(Vix—2+ viz— )

und der Monotonie der Wurzelfunktion (vgl. §2.1, im Beweis der Dreiecksungleichung).
Im fiinften Beispiel kann man in der zugrundeliegenden Menge X = [0, 1] nicht mehr beliebig addieren, man
kann also gar nicht rechnen. Das tritt bei Approximationen in der Praxis besonders hiufig auf.

Definition 3.2.3: Es sei (X, d) ein metrischer Raum und xy € X. Dann heif3t
B(xp,r):={xe X | d(x, xg) < r}

Kugel (Ball) um xy mit dem Radius r € R*,
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Beachte, eine ,,Kugel“ kann anschaulich durchaus ein Quadrat sein (Beispiele 2 und 3 oben). Fiir i = 1,2 gilt
aber d; < d; < nds.

Damit haben wir eine metrische Struktur definiert und kdnnen in metrischen Rdumen Analysis treiben, ohne
eine algebraische Struktur benutzen zu miissen. Die Definitionen von Cauchyfolge, Konvergenz, Grenzwert usw.
tibertragen sich wortlich, zum Beispiel

Definition 3.2.4: (X, d) sei ein metrischer Raum und (x,) eine Folge in X. Dann heift (x,) Cauchyfolge :—=
Ye>0 dngy Vn,m>=ng d(x,,x,) <Ee.

Im nichsten Abschnitt werden wir fiir reelle Punktmengen weitere Eigenschaften herausstellen. Hier sollen nur
noch zwei Punkte angesprochen werden. Einmal, wie bei den rationalen Zahlen stellt sich in metrischen Rdumen
das Problem der Vollstindigkeit.

Definition 3.2.5: Ein metrischer Raum (X, d) heif3t vollstindig & Jede Cauchyfolge besitzt einen Grenzwert in
(X, d).

Einen unvollstindigen metrischen Raum vervollstindigt man nun wie die rationalen Zahlen (§2.4). Dazu be-
nétigt man nur die Metrik und — axiomatisch — die Existenz der Menge der Aquivalenzklassen von konvergenten
Cauchyfolgen. Benutzt man

Definition 3.2.6: (X, d,) und (Y, d,) sind isometrisch :&—

Af : X — Y bijektiv
mit d.(xy, x2) = d,(f(x1), f(x2)),
dann folgt wie in §2.4

Satz 3.2.7: Es sei (X,d,) ein metrischer Raum. Dann gibt es einen vollstindigen metrischen Raum (Y, d,) und
einen dichten Teilraum (Yo, d,), Yo C Y mit

(X,dy) und (Yo, d,) sind isometrisch.
In diesem Sinne unterscheiden wir dann X und Y, nicht mehr. Dabei heif3it Yy dichtin Y (=
YyeY Ve dyoeYy dy(y,yo) <e.

In §2.4 waren die rationalen Zahlen dicht in R.

Als zweiter Punkt soll noch ein wichtiges Resultat bewiesen werden. Sowohl in der reinen als auch in der an-
gewandten Mathematik mochte man immer wieder Gleichungen 16sen, und zwar oft moglichst konstruktiv, d.h. es
soll ein Losungsverfahren mit angegeben werden. Nun kann man solche Gleichungen leicht als Fixpunktgleichung

T(x)=x

schreiben, und man mochte Fixpunktscitze beweisen. Ein sehr einfaches und doch immer noch sehr schlagkriftiges
Ergebnis in dieser Richtung ist der folgende Satz, der auf STEran BanacH (1892-1945) zuriickgeht. Zu seiner
Formulierung benétigen wir

Definition 3.2.8: FEs sei (X, d) ein metrischer Raum und
T : X— X
Dann heifit T kontrahierend :—
Ake[0,1) VYx,yeX d(T(x),T(y) <kd(x,y).
Banachscher Fixpunktsatz : Es seien (X, d) ein volistindiger metrischer Raum und
T : X,d) —X,d)
eine kontrahierende Abbildung. Dann besitzt die Gleichung
T(x)=x

genau eine Losung X, und es gilt mit x, := T(x,-1), xo € X beliebig

n

1-k

d(x,, %) < d(xy, xp).
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Wir beweisen den Satz in vier Schritten.

1. (x,) konvergiert. Das folgt aus

d(anrm’ xn) < d(anrnn xn+m—1) t+- d(er] > xn)
< K BN (x, Xo)
< 1_kd(x1,x0).

2. Es sei X := lim x,,. Dann ist X Fixpunkt. Das folgt aus

d(x,T(®) < d& x,)+d(x,, T())
d(&, x,) + kd(x,_1, %) — 0.

IA

3. X ist eindeutig bestimmt. Denn aus ¥ = T (%) folgt
d(%, %) = d(T(%), T(%) < kd(%, %)
oder
(1-k)dx,x) <0.
———

>0
4. Aus dem ersten Schritt folgt fiir j > n

n

d(xj, x,) < T—%

d(x1, xo),

also

k"
d()%, Xn) = hm d(Xj, )Cn) < ﬁd(xl, )C()).
Jj—ooo -

Man beachte, dafl dieser Satz nicht nur die eindeutige Losbarkeit liefert, sondern daf auch ein Iterationsver-
fahren
xo beliebig, x, := T(x,-1)
angegeben wird mit der Fehlerabschitzung

n

d Il’,\S
(%, X) T—%

d(x1, xo).
Beispiel:

Wir berechnen wieder V2. Dazu sei X := [1,2] mit der tiblichen Metrik, denn wir wissen ja, dal V2 in diesem
Intervall liegt. Wir konstruieren dann eine moglichst gut kontrahierende Abbildung 7' mit dem Fixpunkt V2. Wir
wollen hier an dieser Stelle grob vorgehen, im nichsten Kapitel werden wir das Verfahren noch etwas verfeinern.
Jetzt setzen wir an

1\ 1+8¢
T(x)=x+c2-x")=—c|lx——| + To¢
2c 4c

Die Konstante ¢ muf3 so gewéhlt werden, daf gilt:
1. T:[1,2] —[1,2]
2. 3Ake[0,1) |T(x)—T(g)| < klx —yl.

Nun ist
TH=1+c =

TQ)=2-2c =

| —

Es sei nun ¢ € [0, %]. Dann gilt

1
< V2= 1<x<T@W=x+cQ-)<x+-<2
Nl 2

>0

1 1 3
x> \/§:>22x2T(x)2x—E(x2—2)=—§(x—1)2+§21.
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Die erste Bedingung wird also V ¢ € [0, %] erfiillt. Zum Nachweis der zweiten berechnen wir
ITx) —TWl=1x—yl- 11 —cx+y)l

Wir miissen also dafiir sorgen, daf auch
Yxyell,2] 1-cx+yl<k<l1

wird. Wegen 2 < x +y < 4 ist
l—-4c<1l—-cx+y) <1-2c.

Wihlen wir, ohne weiter nach dem giinstigsten Wert zu fragen, ¢ := %, dann folgt

Loy L
3 3 3
also k = %
Damit erfiillt also
2— X2
T(x)=x+

die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes in [1, 2] mit k = % Die Rechnung liefert

4 38 —
xo=1, x1 = 3 Xy = o = 1.407,

und fiir n = 10 erhilt man o
1(1
2-xpl<=|=] <85-107°.
V2 x10|_2(3) <85-10

3.3 Reelle Punktmengen

In diesem Abschnitt mochte ich noch einige Begriffe aus der Theorie der metrischen Rdume bringen und sie
gegebenenfalls auf reelle Punktmengen — mit denen wir es zunéchst zu tun haben werden — spezialisieren.

Im folgenden sei immer ein vollstindiger metrischer Raum (X, d) zugrunde gelegt. Denken Sie an R mit der
tiblichen Abstandsmetrik.

Definition 3.3.1: x € M C X heifst innerer Punkt von M .
de>0 B(x,e) C M.

Definition 3.3.2: M C X heifit offen :<= M besteht nur aus inneren Punkten.
Definition 3.3.3: Es sei M C X. Dann heifit xo € X Hdufungspunkt von M :—

Ye>0 dxeM, x+xy x¢€B(xye).
Beachten Sie die Forderung x # xo! x¢ soll nicht isolierter Punkt von M sein.
Definition 3.3.4: xy € M C X heift isolierter Punkt von M 1

de>0 (B(xo,&)\lxo}) N M =0.

Definition 3.3.5: M C X heifit abgeschlossen :< alle Hdufungspunkte von M gehoren zu M.
Definition 3.3.6: M U {alle Hiiufungspunkte von M} < Abschluf3 M von M in X.

Beachten Sie, daB sprachlich leicht MiBverstindnisse auftreten konnen:
R selbst ist in R offen und abgeschlossen.
(0, 1] ist in R weder offen noch abgeschlossen.
Es gilt aber
McX offtn & (McX abgeschlossen

und umgekehrt.
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Definition 3.3.7: xy € X heifit Randpunkt von M C X, xo € OM, &
Ve>0 (IxeB(xp.e)N M)A (Iy e Bxo,2)\M).
Definition 3.3.8: FEin Beriihrungspunkt ist ein Hdaufungspunkt oder ein isolierter Punkt.
M ist also die Menge der Beriihrungspunkte von M. SchlieBlich erinnern wir noch an
Definition 3.3.9: M C X ist beschrinkt :—
de>0 dxpeX M C B(xp,é¢)
und
Definition 3.3.10: M ist in X dicht .= M = X.
Beispiel: Es sei M := (0, 1] U {2}. Dann sind

(0, 1) innere Punkte

[0, 1] Haufungspunkte

{0, 1, 2} Randpunkte

{2} isolierter Punkt

[0, 1] U {2} Berithrungspunkte.

Anstelle von Kugeln (oder Kugelumgebungen) spricht man oft auch von Umgebungen schlechthin.
Definition 3.3.11: Eine Menge U C X heifst Umgebung des Punktes xo € X, U = U(xp), 1=
de>0 B(xg,e)CU.
Offenbar gilt
Satz 3.3.12: U,V seien Umgebungen von xy. Dann ist auch U NV Umgebung von xy
sowie
Satz 3.3.13: Es seien x1,x; € X, x| # xp. Dann gibt es Umgebungen U(x,), U(xy) mit
Ux))NU(xp) =0.

In allgemeineren Raumen ist das das Hausdor{fsche Trennungsaxiom (Benannt nach FeLix HauspoRFF, 1868—1942
in Bonn). Zum Beweis des Satzes wihlen wir p := |x; — x,|. Kugeln um x;, x, mit den Radien p/2 trennen dann x;
und x,.

Satz 3.3.14:
1. Die Vereinigung beliebiger offener Mengen ist offen.
2. Der Durchschnitt endlicher vieler offener Mengen ist offen.

Beweis:
1. Es sei F eine Familie offener Mengen und

M= m.

MeF

Es sei xo € M. Dann gibt es ein My € F mit xo € My. M ist offen, also eine Umgebung von x,. Erst recht ist
dann M eine Umgebung von x.

2. Es sei xg € (| M;. Dann folgt xyg € M; fur alle i € {1,--- ,n}. Jedes M; ist offen und damit Umgebung von x.
i=1

Nach Satz 3.3.12 ist dann auch M eine Umgebung von x.

Die zweite Aussage ist fiir unendlich viele Mengen falsch! Beispiel:
M,-::{xeR ‘ O<x<1+%}.
Dann ist -
() Mi=©,1]
i=1
nicht offen.

SchlieBlich erinnern wir noch an einen Satz, der auf BERNARD Borzano (1781-1848) und KARL WEIERSTRASS
(1815-1897) zuriickgeht.
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Satz von Bolzano-WeierstraB : Jede unendliche beschrinkte Menge M reeller Zahlen besitzt (mindestens) einen
Hdiufungspunkt.

Der Satz folgt unmittelbar aus dem Vollstindigkeitsaxiom. Es seien xi, x5, - - - verschiedene Punkte aus M und
¢, .= inf{x,, X1, ... }.

Wie im Beweis zu Satz 2.3.11 folgt

¢, — ¢ = supfcy,ca,... 1},
und c ist Hiufungspunkt.

SchlieBlich komme ich noch einmal kurz auf Folgen zuriick. Wir wollen sagen

Definition 3.3.15: Eine Zahl a € R heifst Haufungspunkt der Folge (a,) : &

Ye>0 §neN la —a,| < e&.

Zum Beispiel hat (a,) mit a, := (—1)" die Haufungspunkte 1 und —1.

Es sei A die Menge der Haufungspunkte von (a,), dann nennt man — sofern vorhanden —

limsupa, := man = klim (sup{ak,ak+1, ... }) =supA

n—oo —00

den ,,.Limes superior* und entsprechend

liminf @, := lim a, := lim (inf{ac, a1, }) = inf A

n—oo k—o0

den ,,.Limes inferior* von (a,). Beide Limites gehdren zu A, denn A ist abgeschlossen. Man spricht deshalb auch
vom groBten oder kleinsten Haufungspunkt. Es ist lim @, = lim,,—, { sup;.,{a;}}-

Offenbar besitzen beschrinkte Folgen (a,) Hiufungspunkte, ihre Limites superior und inferior existieren, und
es gilt

(a,) konvergiert <= (a,) besitzt genau einen Hiaufungspunkt.

Zum Abschlufl gebe ich noch — einer gewissen Vollstindigkeit wegen — eine Definition des topologischen
Raumes

Definition 3.3.16: Es sei X eine Menge und 7 C P(X) ein System von Teilmengen. Dann heifst T Topologie auf
X oder (X, 7") topologischer Raum : =

i 0, XeT

(i) YO, €T, A€ A eine beliebige Indexmenge, gilt

UoﬂeT

AeA

(iii) Y 0,,0, € Tgllt O1N0O,eT.

Also, eine beliebige Vereinigung ,,offener” Mengen und der endliche Durchschnitt sind offen.
Es sei M eine beliebige Menge. Dann gibt es stets zwei Topologien auf M, ndmlich die ,,triviale Topologie*

T =10, M}

und die ,.diskrete Topologie*
T :=P(M).

Die triviale Topologie ist die ,,grobste*, und die diskrete ist die ,,feinste®.
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3.4 Normierte Riaume und Hilbertriume

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir die topologische Struktur in den Vordergrund gestellt. Natiirlich
hat man sehr oft — etwa im R oder im R" — auch eine algebraische Struktur, und beide zusammen bringen den
Reichtum der Ergebnisse. Ich mochte also nicht unnétig trennen. Deshalb gebe ich noch kurz die Definition fiir
zwei Rdume mit algebraischer und analytischer Struktur. Sicher wissen Sie inzwischen, was ein linearer Raum
(Vektorraum) X iiber dem Korper K ist (K = R oder C). In X sind zwei Abbildungen definiert

+ @ XxX —X
KxX —X

mit
(i) X ist eine abelsche Gruppe bzgl. der Addition.

(ii) Die Multiplikation mit den ,,Skalaren“ @, 8 € K hat die iiblichen Eigenschaften

ax+y) = ax+ay
(@+B)x = ax+pfx
aBx) = (ef)x
l-x = «x

Daraus folgt 0 - x = 0.

Beispiele:

1. R, R, C"

2. (%= {x =16, ...) E,l &> < 00}-

Man erklért nun

Definition 3.4.1: Es sei X iiber K ein Vektorraum. Dann heifit eine Abbildung

-1 X — Ry
Norm auf X
i VvVx [Kl=0 < x=0
() Ya,x |lax] = lal-|lxI
(i) Y,y [lx+yll < [Ixll + llyll.
(X, || - I) heifit dann normierter Raum. Mit
d(x,y) = |lx - yll

ist er offenbar ein metrischer Raum, und in diesem Sinne soll alles vorher Gesagte gelten. Einen vollstindigen
normierten Raum nennt man Banachraum.

Oft treten in den Anwendungen Rdume auf, die noch eine zweite besonders schone algebraische Struktur
besitzen, nimlich ein Skalarprodukt.

Definition 3.4.2: X sei ein K-Vektorraum. Dann heif3t
(-,)) : XxX—K
Skalarprodukt .
M) Yxyz Ya,B (ax+py,2) = alx2)+py.2)
@) Vay (oy) =@
(iii) Yx (x,x) = 0und ((x,x) =0 = x=0).
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Beispiele sind der R", der C" und auch der Folgenraum ¢2 mit (x, y) = 22y &l

Il := V(x, %)

definiert wieder eine Norm, und ein vollstindiger Vektorraum mit Skalarprodukt heiit Hilbertraum (nach Davip
HiLgerT, 1862-1943). Wir notieren einige Eigenschaften:

LYxyeX |(xyl<|xl -yl
Denn 0.B.d.A. sei y # 0. Es sei ferner @ := ||y||> und 3 := —(x, y). Dann folgt

0

IA

(ax + By, ax+Py)
ad(x, x) + af(x,y) + Baly, x) + BBy, y)
PPy = G p)IP,

also
lIxlPllgll* > [Cx, )l

2. Es gilt der Satz von Pythagoras
VayeX (=0 = [x+ylP =l + Iyl
3. Es gilt die Parallelogrammgleichung
VxyeX llx+yll +Ilx =yl = 20l + llylP).
4. Es sei K = R. Dann gilt
1
VryeX (oy) = g(x+ylf -l -y,
5. Es sei K = C. Dann gilt

1 . . . .
VxryeX (ny = lx+ ylI? = llx = ylII* +illx + iyl® = illx — igl®).

Das Skalarprodukt 148t sich also durch ,,Polarisieren® aus der induzierten Norm zuriickgewinnen.
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4 Ergianzungen und Beispiele

4.1 Darstellung der Zahlen

Zum praktischen Hantieren mit den reellen Zahlen ist das Problem ihrer Darstellung besonders wichtig. Es gibt
viele Moglichkeiten, und ZweckmaBigkeitsiiberlegungen werden dabei natiirlich eine grof3e Rolle spielen.
Zur Geschichte:

Die iltesten Darstellungen erfolgten durch Steine, Kerben oder Knoten. Dabei war der Zahlbegriff noch nicht
abstrakt gefafit. 5 Sack Korn oder 5 Vogel konnten durchaus verschieden markiert sein.

Die Babylonier benutzten ab 2000 v. Chr. das Sexagesimalsystem. Warum, wei3 man nicht (6 - 60 = 360 Tage
sind ungefihr ein Jahr). Der Kreis hat heute noch 360 Grad, die Stunde 60 Minuten usw. Jedenfalls 14t sich in
diesem System gut teilen. Auch Systeme mit der Basis 12 wurden verwandt. Auch das spiirt man heute noch bei
uns. Man spricht von einem Dutzend; 11, 12 haben noch eigene Namen. Zwolf gilt als Symbol der Vollkommenheit
(zwolf Apostel, Flagge des Europarats, Tierkreiszeichen).

Schon sehr frith gab es Dezimalsysteme, wohl weil wir zehn Finger haben. Es gab auch Systeme zur Basis 20
(Finger + Zehen), erinnert sei an das franzosische ,,quatre-vingt“. Es gab Striche mit Fiinferbiindelung oder bei
den Griechen

A=10 H =100 X =1000.

Die Romer benutzten noch mehr Zeichen
V=5 X=10 L=50 C=100 D =500 M =1000,

die sich ja bis heute erhalten haben. Diese Zeichen wurden als Abkiirzungen verwandt, und das praktische Rechnen
damit war nicht leicht. So gab es schon im Altertum Hilfsmittel, insbesondere den Abakus.

Ein wesentlicher Fortschritt gegeniiber solchen Systemen wurde durch die Erfindung des Positionssystems
(Stellenwertsystem) erreicht. Das ist das System, das wir heute noch verwenden. Es gibt Einer, Zehner, Hunderter
usw. Jetzt war auch schriftliches Rechnen moglich. Das hatte ungeheure Vorteile; schon allein, weil die einzelnen
Rechenschritte nachvollziehbar und kontrollierbar wurden.

Auch das Positionssystem wurde von den Babyloniern erfunden, ab 2000 v. Chr., und zwar zunichst als Sexa-
gesimalsystem. Verwandt wurde es zunichst nur von den Mathematikern und Astronomen. Es dauerte iiber 1000
Jahre, bis es sich durchsetzte. Wichtig war hierbei die Erfindung der Null, der Ziffer Null also. Zunichst lieB man
sie aus. Dadurch war die Darstellung natiirlich vieldeutig, und der Wert einer Zahl konnte nur aus dem Zusammen-
hang erkannt werden. Dann liel man Plitze frei. Das war schon besser, aber immer noch unklar, wenn mehrere
freie Plitze hintereinander kamen. Ein eigenes Zeichen (Trennungszeichen) gab es erst etwa ab 300 v. Chr. Damit
beherrschten die Babylonier dann auch im Sexagesimalsystem die Bruchrechnung.

Von den Babyloniern kam das Rechnen im Positionssystem zu den Indern, und man ging zum Dezimalsystem
tiber. Aus dem Jahre 595 stammt der élteste bekannte indische Text mit den neun Ziffern und der Null im Positions-
system. Dieses Zahlensystem setzte sich dann rasch durch. Von den Indern iibernahmen es die Araber, wobei sie
die Zeichen ihrer Schrift anglichen. Von den Arabern kamen diese Ziffern dann nach Europa. Die ilteste bekannte
spanische Handschrift mit den indisch-arabischen Ziffern stammt aus dem Jahre 976. Ab 1200 wurde schriftlich
gerechnet, ab 1400 gab es den Buchdruck und damit die Normierung der Schreibweise der Zahlen.

Wie gesagt, ein uraltes Rechenhilfsmittel ist der Abakus, der heute noch iiberall in China oder Ruflland benutzt
wird. Dieses Rechengerit hat sich iiber Jahrtausende erhalten und spielte auch bei uns eine grof3e Rolle. So lautet
der Titel des berithmten Rechenbuchs von Apam Ries (1492-1559) ,,Rechnung auff der Linien vnnd Federn* aus
dem Jahre 1522 (d.h. Rechnen auf dem Rechenbrett und schriftlich). Das ist das ilteste deutsche Rechenbuch; es
fand groBle Verbreitung, Faksimileausgaben konnen Sie heute noch kaufen. In diesem Buch wird besonders auch
das schriftliche Rechnen propagiert. In Frankreich wurde der Abakus dann wihrend der franzosischen Revolution
als riickstdndig verboten. In Westeuropa benutzt man ihn heute nicht mehr, glaube ich. Aber schriftliches Rechnen
ist vielen inzwischen auch zu schwer geworden; wir haben jetzt den Taschenrechner.

Ich denke, auf unsere Darstellung der Zahlen im Dezimalsystem, insbesondere der Briiche, brauche ich nicht
besonders einzugehen. Den rationalen Zahlen entsprechen die periodischen Dezimalbriiche, z.B.

1:0.142857,
7

denn nach spitestens endlich vielen Divisionen muf sich ja ein Rest wiederholen. Umgekehrt, es sei

a:O.a1a2-~~a, blbg"'bs,

=A =B
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also
a = 10"{A+B10*(1+10° +107 +--.)}
B
= 107"{A + .
{ 105 -1 }
Erinnert sei an die ,,Mehrdeutigkeit* B
09=1
dieser Darstellung. Es ist
X 1 X 1 X
0x=—{l+—+ -} = — =—.
T AL T I A T I

1
Die Periode 9 lassen wir deshalb nicht zu.

Durch die Entwicklung des Computers in den letzten Jahren sind besonders Dualzahlen und auch Hexadezi-
malzahlen wichtig geworden, also Darstellungen zur Basis 2 und 16. Der Vorteil der Basis 2 ist natiirlich, dal man
nur zwei Basiselemente benétigt (,,Schalter aus®, ,,Schalter ein®), und der Nachteil ist, dafl die Darstellungen sehr
lang werden. Bei den grof3en Speichern moderner Computer spielt das aber keine grofie Rolle. Der Kompromif ist
eben, 2% = 16 als Basis zu wihlen (also mehrere Zweierpotenzen).

Die kleinste Informationseinheit nennt man heute ein bit (nein oder ja, 0 oder 1). In den Registern der Rechner
werden nun jeweils 8 bit als kleinste adressierbare Speichereinheit zusammengefa3t. Man nennt

1 byte := 8bit,

zum Beispiel ist
10100111 gyt = ATpex. = 1674,z

Ein Byte wird als zweistellige Hexadezimalzahl geschrieben.

dezimal dual hexadezimal
0 0 0
1 1 1
2 10 2
3 11 3
4 100 4
5 101 5
6 110 6
7 111 7
8 1000 8
9 1001 9
10 1010 A
11 1011 B
15 1111 F
16 | 10000 10
17 | 10001 11

Diese Bezeichnungen sind inzwischen standardisiert.

1Kbyte := 2'0byte = 1024byte ,.Kilobyte*
I Mbyte := 2¥byte = 1048576byte ,.Megabyte*.

Das schriftliche Rechnen in einem System zu einer Basis verschieden von zehn erfolgt nun in volliger Analogie
zum Rechnen im Dezimalsystem. Besonders im Dualsystem ist das natiirlich am leichtesten. Hier hat man die
einfachsten ,,Einsundeins-Tafeln‘ bzw. ,, Einmaleins-Tafeln®, ndmlich:

>—AO+
— OO
— O
(el o) He)
—_— O =



4.2 Reihen

Beispiele:
1. 7-3
1 1 1 1 1 = 10101 = 2lp,,
1 1 1
1 0 1 0 1
2. 1/3
1 1 1 =00l 2 03p,
1 0 O
1 1
1

4.2 Reihen

Im letzten Abschnitt haben wir unendliche Dezimalbriiche a = 0.aa2azay - - - betrachtet, also

N R i 1
a=—+—S+—5+--mitg=—.
a ¢ ¢ 10
Diese Darstellung fiihrt nun allgemeiner auf den Begriff der Reihe.
Es seien ay, ay, - - - Zahlen. Dann nennt man

Z a; oder auch kurz Z a;

J

Reihe mit den Summanden a;.
n

Spi=a)y+ay+---+a, =:Zaj
Jj=1

37

hei3t n-te Partialsumme. Das macht natiirlich nur Sinn, wenn wenigstens # Summanden wirklich vorhanden sind.
Oder anders herum, mit ,,endlichen Reihen wollen wir uns hier nicht weiter aufhalten, sondern denken sofort an

,.;unendliche Reihen. Wir schreiben dafiir auch

00

S,

=1

Solchen Reihen wollen wir einen Grenzwert zuordnen. Dazu erkldren wir

Definition 4.2.1: }, a; heifit konvergent :< (s,) konvergiert. In diesem Falle heif3t s = lim s, die Summe der
n—oo

Reihe 3 a;.

Man schreibt dann auch

Es gilt
Satz 4.2.2: 3 a; konvergiere = (ay,) ist Nullfolge.

Fiir alle £ und alle n > ny(g) ist nimlich
lan] = [sn = sn1l < &

Leider ist die Umkehrung falsch! }; ﬁ divergiert ndmlich, obwohl (%) eine Nullfolge ist. Das sieht man so:

Zaj divergiert < de Vny dnm>ng |s,— sSnl > e.

Wihle m := ny und n := 2 ny. Dann gilt
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oder anschaulich

1+ 1+ (%+%) + (%++l) + (é++i) +

1
2

Bemerkung 4.2.3: Natiirlich ist es unwesentlich, wo die Numerierung beginnt. Wir verwenden zum Beispiel also

auch
i

3 a

n=k

Satz 4.2.4: Die geometrische Reihe

gk
’Q\.

T
S

konvergiert fiir |q| < 1 und divergiert fiir |g| > 1.

Es ist ndmlich fiir g # 1
(1=q)sy=1-¢""

also .
. = 1 — qn+
n l _ q .
Daraus folgt
1 qn+1
Sp— ——| = — 0 firlg| < 1.
l—gl |l-¢q

Fiir |g| > 1 divergiert die Reihe.
Definition 4.2.5: ) a, heifit absolut konvergent :

Z la,| konvergiert
Satz 4.2.6: ) a, konvergiere absolut. Dann konvergiert auch Y, a,,.

Das folgt aus

n

n
|Sm = $al = Z ajl < Z la;l.

Jj=m+1 Jj=m+1

Speziell interessiert man sich deshalb fiir Reihen mit nicht-negativen Gliedern. Es sei

0<a, <b,.

Z a, ,Minorante* zu Z b,
Z b, ,Majorante* zu Z a,.

Majoranten-Kriterium: )’ |a,| besitze eine konvergente Majorante. Dann konvergiert Y, a, absolut.

Dann heif3en

Der Beweis folgt aus

2,

m+1

Szn: |Clj|§2n:bj.

m+1 m+1

Sm = Sul =

Aus dem Majorantenkriterium folgen wichtige Konvergenzkriterien, zum Beispiel durch Vergleich mit der
geometrischen Reihe. Ich nenne zwei:

Quotienten-Kriterium:
ap+l

dk Vn>2k a,#0 und <g<l.

an

Dann konvergiert Y, a, absolut.
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Fiir n > k gilt ndimlich

|an+m| < q|an+m—l| < qmlan|

Mithin hat 3.7, |a. ;| die konvergente Majorante

|ak|i q.
0

Wurzel-Kriterium:
dk Vn>k Ala,<g<l.

Dann konvergiert 3, a, absolut.

Fiir n > kst |a,| < ¢", weil das Potenzieren eine streng monotone Abbildung ist. Denn fiir 0 < x < y gilt zum
Beispiel
Ny = e T Ay ey

>0

Mithin folgt

i |aj|Si qj.
k k

Zuweilen versagen diese Kriterien jedoch, denn es gibt absolut konvergente Reihen, die ,,schlechter als eine
geometrische Reihe konvergieren.

Beispiel 4.2.7: Die ,, {-Funktion* wird definiert durch

oo

l(s) = Z nl

n=1

Wir betrachten £(2). In diesem Falle gilt

n? 1

Ap+1
ay

S w1+ ly

1
Vla,| = — — 1 (vgl. §2.3 Beispiel 4).
lan o (vg piel 4)

Beide Kriterien versagen also. ), niz konvergiert aber, denn es gilt

ls, =" % wiichst monoton.

2. s, ist beschrinkt. Das folgt aus

IA

- 1
n I+
’ jzj(j—l)

Il
—
+
M=
i
~.
| p—
_
|
.| -
SN —

Mithin konvergiert s, nach Lemma 2.3.10, und zwar gegen 7% /6. EULER hat das als erster bewiesen, wir zeigen es

als Folgerung 7.6.2.

Als letztes gebe ich noch ein Kriterium fiir alternierende Reihen.

Leibniz-Kriterium: Eine alternierende Reihe konvergiert, wenn (|a,|) eine monoton fallende Nullfolge ist.
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Zum Beweis sei etwa ap; > O und asj,1 < 0. Wir betrachten die beiden Teilfolgen (s2,,) und (s2,,+1) von (s,).
Die erste ist monoton fallend, die zweite wachsend:

S2m+2 = Som + (02m+1 + 02m+2) < S$om

$om+3 = Son+1 + (Qoma2 + Aome3) = Somet.

(s2m) ist durch s; von unten und (s3,,+1) durch s, von oben beschrinkt. Mithin konvergieren beide Teilfolgen.
Wegen
$2m+1 — S2m = Aamt1l — 0

haben beide denselben Grenzwert s, also
Ye dAmyg Ym=mgy |syn — S|+ [Some1 — 8| < e&.
Dann gilt aber auch |s, — s| < & fiir alle n > ng := 2my. Der Beweis liefert auch die Fehlerabschétzung

s, = 8| < |ap1l.

4.3 Die Zahl e

Wir definieren
S
€= Z ;
n=0
Diese Reihe konvergiert. Das folgt aus
any1 1! 1

= <

= — <1
a, n+1! n+1

N =

fiir n € N, und man berechnet
e=2.7182818284590--- .

Die Zahl e spielt eine grofe Rolle, und sie wird uns noch oft begegnen. Thre Bezeichnung mit dem Buchstaben e
(und auch die von 7) stammt von LEonHARD EuLER (1739). Wir zeigen

Satz 4.3.1: e ist irrational.

Beweis: Fiir das Restglied r,, gilt

O<r,,:=2is 1 Z 1 _ 1 n+2'
LT+ D) & (n+2) - (D)l

Daraus folgt die Fehlerabschditzung
€=S8y+ 7y
mit
n+2 1
< < .
m+D)-n+ 1! n-n!

Letzteres wegen (n + 2)/(n + 1)*> < 1/n. Es sei

Il

a, :=(e—-s)n-n.

Dann gilt also

und
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oder
g &1
plg—1)! = n +q!zﬁ.
j=0 7"
eN V<1 —_—
eN

Das ist ein Widerspruch.
Reelle Zahlen werden weiter unterteilt in algebraische und transzendente Zahlen. Es sei

Po(x) = apx + dp X+ -+ ag
ein Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten a; € Z und a, # 0.
Xo heift algebraisch &< 9P, mit P,(x) = 0.

Offenbar hat ein Polynom n-ten Grades hochstens n Nullstellen. Damit sind die algebraischen Zahlen eines Inter-
valls abzéhlbar und die transzendenten iiberabzihlbar. Beide Zahlen, e und 7, sind transzendent. Fiir e wurde das
1873 von CHARLES HERMITE (1822-1901) und fiir 7 1882 von FERDINAND VON LINDEMANN (1852-1939) bewiesen. Es
146t sich zeigen, daB fiir @ # O niemals die Zahlen o und e() beide algebraisch sein konnen (e(x) := X" x"/n!
behandeln wir in §5.3).

4.4 Fehlerabschitzungen

Wir haben soeben eine Restgliedabschitzung fiir die e-Reihe durchgefiihrt. Solche Abschitzungen sind duBerst
wichtig. Denn natiirlich méchte man approximativ Losungen berechnen und dazu den entstandenen Fehler kennen.
Der wahre Wert sei x und X eine Ndherung. Dann nennt man Ax den absoluten Fehler,

X =X+ Ax,

und, falls x # 0,
Ax

X
den relativen Fehler. Wir verabreden auch
1

1074,
2

x auf vier Stellen nach dem Komma genau &= [Ax| <
Fiir e soll das zum Beispiel bedeuten:
271825 <e < 2.71835.
Beispiel:

Wir wollen e auf vier Stellen genau berechnen. Wieviele Glieder der Reihe benétigen wir dazu? Wir sehen
zunichst einmal von den Rundungsfehlern des Computers ab (bedingt durch die fest vorgegebene Stellenzahl),
obwohl diese betrichtlich sein konnen, besonders wenn Subtraktionen ausgefiihrt werden. Es war

1 !
Fp< —— < 5.107
n-n!

oder '
20000 < n-n!.
Man findet leicht 7 - 7! = 35280, also geniigt n = 7. Esist r; < 2.2- 1075,

Fehlerrechnung: Es gelten

Alaxhb) = Aa+Ab
Aa-b) = laAb+bAal < |a||Ab| + |b||Aal + |Aal - |Ab
2
Al o R e
b |bb| |bf? bf? b — 2
Ala-b)| &+&_A0'Ab
a-b B a b a-b
Aa| |Ab| |Aa-Ab |Aa®>  _|AbP?  |Aa- Ab]?
< |—=|+|=|+ —|+2— +2——+4 =
a b a-b |af? b la - b
A(1/b) Ab

/b~ b
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Die Beweise sind einfach, zum Beispiel
|Aa-b)=la-b-a-b|l=|alb—-b)+bla-a)<--

1 b-b
b b
oder _
A(ab) ab-ab ab-(a—Aa)(b—-Ab) alAb+ bAa— AaAb

ab ab ab ab

Beispiel:
Wir hatten & = 2.7183 mit |Ae| < 2.2 - 1073 oder

A
‘—e’ <0.82-1075.
c

Wir mochten e aus & berechnen (ohne Rundungsfehler zu beriicksichtigen) und den Fehler abschiitzen. Es ist

Aen+l

< Ae
en+l =L

€

Ae"
en

Ae
e

Ae"
en

+

+

Mit @ := 0.82, A := 107 und |Ae/e| < @A folgt daraus
'Ae”
en

20

< -1+ (1+aA)",

also fiir n = 20
20

<1.65-1073.

Experimentell habe ich gefunden

20 4.8516519----108
e = 4.8523006----10%

(¢}
I

[¢]
I

also

_ —4
S5 = 133706961074,

Unsere Fehlerabschitzung ist also durchaus realistisch.

Es sei aber noch einmal ausdriicklich auf die Problematik hingewiesen, die dadurch entsteht, dal z.B. beim
Aufsummieren einer Reihe Rechenfehler entstehen, hervorgerufen durch die festgelegte Stellenzahl des Compu-
ters. Diesen Fehler will ich einmal Rundungsfehler nennen. Ein Beispiel soll das erldutern.

Wir werden in §5.3 ausfiihrlich die Exponentialfunktion exp diskutieren. Soviel schon jetzt: Es sei

exp : R — R

x > exp(x)

mit
0 xn
exp(x) := E —.
n!
n=0

Fiir exp(x) schreibt man kiirzer auch e(x). Offenbar ist e(1) = e. Diese Abbildung spielt in der Mathematik eine
grof3e Rolle.

Als erstes zeigen wir die absolute Konvergenz der Reihe fiir ein festes x. Es sei |x| < R. Dann gilt
|x] R

<
n+l n+1

Ap+1

Aan

fiir alle n > ny := max(1, [R]). Mithin konvergiert die Reihe. Es ist e(0) = 1, und wir zeigen in §5.3 das Additions-
theorem
e(a) - e(b) = e(a+b).
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Daraus folgen

e(—x) = Tx)’
alsoexp : R —» R*, und
e(x) =¢e".

Daher riihrt auch der Name Exponentialfunktion.
Im Augenblick sollen uns nur Fehlerabschidtzungen fiir die Reihe interessieren. Es gilt

e(x) = sp(x) + 1,(x)

[e] 00

S S L N CR )
J' < ]' S+ 1) =~ (n+2)j_(n+1)! (n+2—|x)

n+1

rn ()] =

n+l

fiir n > |x| — 2. Das liefert fiir |[x| = 20 und n = 100
Irigol < 3.4-107%.

Fiir positive x kann man e(x) gut berechnen, obwohl die Zahlen grofl werden. Gerade deswegen kann man aber
fiir negative x leicht jeden Computer iiberfordern. Man sollte also unbedingt immer e(—x) = 1/e(x) ausnutzen!

Zur Ilustration habe ich mir von meinem PC-486 ein paar Zahlen ausgeben lassen. Mit dem Programm Ma-
thematica, auf 20 Ziffern genau eingestellt, erhielt ich

4.85165195409790278 - 10°
2.061 153 62243855783 - 1077

e(20)
e(-20)

und ein Programm in Pascal mit dem Variablentyp real (11-12 Ziffern) lieferte

4.8516519541064 - 10°
3.5089455076298 - 107°.

5100(20)
s5100(—20)

Ohne Rundungsfehler wiirden sich also die relativen Fehler

7100
e(20)

7100

2.107%
a=20)] <

<7-107® und

ergeben, wihrend wir in der Praxis (mit Rundungsfehlern) nur

€20 = 510C0| _ o 10713 ypg €520 = $100(=20)

1.7 - 10*
(20) o(=20) <

erhalten. Besonders der zweite Wert ist extrem falsch. Das wird auch nicht besser, wenn man n = 200 wihlt.
Zum Verstiandnis beachten Sie, dafl das groBte Glied in der e(+20)-Reihe

2019 2020
=" _=43--- .10’
19! 20!

ist. Um also fiinf Ziffern von e(—20) zu erhalten, mii3te man mit mehr als 7 + 9 + 5 = 21 Ziffern rechnen.
So liefert das Programm in Pascal mit dem Variablentyp extended (19-20 Ziffern) immerhin

$100(=20) = 2.060 199406 --- - 107°.

mit dem relativen Fehler
e(—20) — s100(—20)

e(=20)
Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Hinweis auf spezielle Approximationsverfahren.

1. In §3.2 haben wir bereits den Banachschen Fixpunktsatz besprochen. Der Beweis war konstruktiv. Er lieferte
explizit ein Approximationsverfahren mit Fehlerabschiitzung. Als Beispiel hatten wir mit diesem Verfahren V2
berechnet.

2. Es gibt natiirlich andere Moglichkeiten der Approximation als die dort gewahlte. Fiir ¢ > 1 wollen wir zum
Beispiel va berechnen und verwenden jetzt

<4.63-107%.

ﬂw:%w+§.
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Betrachten wir f : [ va,a] — R. Dann ist f(v/a) = +/a, das heiBt v/a ist Fixpunkt. Fiir diejenigen, die bereits
differenzieren konnen: Es ist

1 a
! — 1 - =),
fo=50-23)
also f’(+/a) = 0, und das ist ein groBer Vorteil. Zeichnen Sie den Graphen von f! Es ist

<.

@ - fi = "S-
Xy

Je ndher man also mit x,y an den Fixpunkt +/a herankommit, desto stirker wird die Kontraktion. Startet man
fiir @ = 2 mit xo = 2, dann erhilt man bereits in vier Schritten eine Genauigkeit von 1071,

3. Das ist das Newtonverfahren. Die Gleichung g(x) = 0 soll gelost werden, soeben war g(x) = x> — a. Dazu wihlt
man ein A(x) mit 2 # 0 und setzt an

f(x) = x + g(x) h(x).
Fiir f muf} man also wieder einen Fixpunkt X bestimmen, moglichst mit f/(X) = 0. Nun ist
/() =1+ g (x) h(x) + g(x) ' (x).
Man wihlt deshalb h := —1/g’ (falls g’(%) # 0, sonst mufl man das Verfahren modifizieren). Es ist also

9w

J) =x e

und dieses f liefert das Newtonsche Iterationsverfahren. Man kann es sich gut veranschaulichen. Es ist x,,; =
f(x,) und

’ g(x )
g (xn) — _—n.
Pa—
4
Xn
0 ///////WW Xn+1
\_)»/

Die Tangente an g in x,, ist nun durch

y=(x—x)9 (x) + g(xn)

gegeben. Sie schneidet die x-Achse gerade im Punkte x,.,. Durch fortlaufendes Tangentenlegen erreicht man
also die gesuchte Losung X.

4.5 Kompakte Mengen

Kompakte Mengen spielen eine bedeutende Rolle in der Analysis. Wir formulieren diese Eigenschaft sofort in
metrischen Raumen. Es sei also in diesem Abschnitt (X, d) ein metrischer Raum.
Es sei A eine beliebige Indexmenge und

U:={U, | A€ Aund U, C X offen}.
Dann heiBt U offene Uberdeckung von M C X 1=
YxeM 3dU,eU xeU,.

Definition 4.5.1: M C X heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung U von M eine endliche Teiliiberdeckung
enthdilt.
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Das heifit, es soll endlich viele Uy, U, . .., U, € U geben mit

M C LHJ U,‘.
i=1

Diese Eigenschaft nennt man Heine-Borel-Eigenschaft, nach Epuarp HENE (1821-1881) und EmiLe BoreL (1871—
1956). Wir verwenden die Abkiirzung A € X, wenn A kompakt und in X enthalten ist.
Es ist klar, daB} jede endliche Menge kompakt ist. Wir zeigen als erstes

Satz 4.5.2: In einem metrischen Raum ist eine kompakte Menge beschrdnkt und abgeschlossen.

Beweis: Es sei M c X kompakt und xy € X. Dann iiberdeckt
{B(xo,n), n €N}

die Teilmenge M. Wegen der Kompaktheit geniigen endlich viele dieser B(xo, n) zur Uberdeckung. Mithin gibt es
ein ny € N mit
M c B(xo, no),

d.h. M ist beschrinkt. Zum Nachweis von M = M zeigen wir,daB X \ M offen ist. Es sei also x € X\ M. Dann
wollen wir ein £ > 0 mit
B(x,e) c X\ M

konstruieren. Dazu halten wir fest:
YmeM dg, >0 B(x,&,) N Bm,e,) =0,

denn man wihle etwa g, := %d(x, m). Nun ist

M c U B(m, &,,).

meM

Wegen der Kompaktheit gibt es endlich viele my, - - - , m; mit

k
Mc U B(m;, &m,)-
i=1

Es sei
g:= min g, >0
i=1,...k

i=1,...,
und
B(x,e) = ﬂ B(x, gm,).
i=1

B(x, €) ist offen, und es folgt
k
B(x,e)NnM C U B(x, &) N B(m;, &y,) = 0.

i=1

=0
Daraus folgt B(x, &) € X\M, und das war zu zeigen.
Die Umkehrung dieses Satzes ist im allgemeinen aber falsch.
Beispiele:

1. Es sei X eine unendliche Menge mit der diskreten Metrik, d.h. es sei

|1 firx#y
d(x’-’/)‘{o fiir x = y.

Es sei y € X fest gewihlt. Dann gilt
VYxeX dxy <1,

das heilit X ist beschrinkt. X ist auch abgeschlossen, weil der ganze Raum stets offen und abgeschlossen ist.
Nun ist

B(x, %) = {x}
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offen, und es gilt

x=JB(x}).

xeX

Diese Uberdeckung enthilt aber keine endliche Teiliiberdeckung.
2. Es sei 2 die Menge aller unendlichen Tupel x = (£},&,&3, -+ ), & € R, mit der durch das Skalarprodukt

x-y= i &mi
i=1

dxey) = | Y. 16— il
i=1

Es seien nun ¢; der i—te Einheitsvektor und S c ¢* die Einheitssphire in £2. Dann gilt

induzierten Metrik, d.h.

d(ei,ej) = V2 fiiri # j
und
Vx,yeS dxy) <dx0) +d0,y)=2.
Offenbar ist § beschrinkt und abgeschlossen. Wir wihlen nun £ < v2/2 und
M, := B(s,e) mit s € S.

Es gebe eine endliche Teiliiberdeckung
My, My, ..., M,

der Uberdeckung {M, | s € S} von S. Dann gibt es ein s € {5y, 52, ..., 5;} und wenigstens zwei verschiedene ¢;,
€j mit

e; € M;unde; € M;.
Das ist ein Widerspruch wegen

V2 = d(ei, ej) < d(e;, 5) + d(s,e;) < 2& < V2.

Wir werden sofort zeigen, dafl im R" die Einheitssphire kompakt ist. Allgemein gilt, dal die Kompaktheit der
Sphire gerade das Kriterium dafiir ist, ob ein zugrundeliegender normierter Raum endlich dimensional ist oder
nicht.

Wir beginnen mit drei Hilfssdtzen. Es sei J ein abgeschlossenes Intervall im R", d.h.

J = {x: (fi,...,é‘:n) eR" | a; Sf, Sﬁj V]: 1,...,71}.
Dann gelten
Lemma 4.5.3: Es sei (J;) eine Folge von abgeschlossenen Intervallen mit

Ji O Jis1.

(9]
Dann ist () J; nicht leer.
i=1

Beweis: Das Lemma gilt im R' (vgl. das Intervallschachtelungsprinzip am Ende von §2.4). Mithin gilt es fiir jede

der endlich vielen Komponenten von J.
5= | DB — a2
J=1

Fiir alle x,y € J gilt dann |x — y| < &. Es sei {M,} eine offene Uberdeckung von J, die keine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Es sei

Lemma 4.5.4: J ist kompakt.

Zum Beweis setzen wir

a;+pB;
Y j = - B ﬂ] .
Die Intervalle [a},y;] und [y;,3;] bestimmen dann 2" Intervalle Q;, deren Vereinigung J ist. Mindestens eine
dieser Mengen Q;, nennen wir sie J;, kann von keiner endlichen Teilfamilie der {M,} iiberdeckt werden. Als
nichstes unterteilen wir J;, und so fort. Wir erhalten so eine Folge (J;) von abgeschlossenen Intervallen mit
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G JoJioJhD---
(ii) J; wird nicht ,,endlich tiberdeckt*
(i) Vx,yeJ;i |x—yl <27%6.

Es sei nun z ein Punkt, der in allen J; liegt. Dann gibt es ein 4 € A mit z € M. Weil M, offen ist existiert ein r > 0
mit B(z, ) € M,. Wihle i so gro, das 27/ < r ist. Dann folgt aus (iii)

J; C M.
Das ist ein Widerspruch zu (ii).
SchlieBlich zeigen wir
Lemma 4.5.5: Abgeschlossene Teilmengen von kompakten Mengen sind kompakt.

Beweis: Es sei K eine kompakte Teilmenge des metrischen Raumes X und A abgeschlossen mit
ACKcX

Es sei {M,} eine offene Uberdeckung von A. Es sei {N,} definiert, indem man zu {M,} CA hinzufiigt. Dann ist {N,}
eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung von K, die somit auch
A iiberdeckt. Gehort CA dazu, dann kénnen wir es wieder fortlassen.

Nun beweisen wir das angekiindigte Resultat:

Satz 4.5.6: Es sei M C R". Dann sind dquivalent:

(i) M ist beschrinkt und abgeschlossen.

(ii) M ist kompakt.

(iii) Jede unendliche Teilmenge von M hat einen Hdaufungspunkt in M.

Beweis: Es sei (i) erfiillt. Dann gibt es ein J mit M C J. J ist kompakt, mithin auch M (Lemmata 4.5.4 und 4.5.5),
also gilt (ii).

Aus (ii) folgt (iii): Es sei ndmlich E eine unendliche Teilmenge ohne Haufungspunkt in M. Jedes m € M ist
also nicht Haufungspunkt von E, d.h.

{m} fallsmekFE

YmeM 38m >0 mit B(m,gm)r‘lEZ{ 0 sonst.

E wird von keiner endlichen Teilmenge der {B(m, €,,)} tiberdeckt. Dasselbe gilt dann auch fiir M wegen E c M.
Widerspruch.

Aus (iii) folgt (i): Wire namlich M unbeschrinkt, dann wiirde es x,, € M geben mit
VneN |x,|>n.

(x,) hétte dann keinen Haufungspunkt im R". Ware M nicht abgeschlossen, dann wiirde es einen Haufungspunkt
z € R" von M geben mit z ¢ M, und es wiirde

1
YneN dx,eM |x,—2z<-.
n

folgen. Die Menge E C M der Punkte x, ist unendlich. E hat z als Haufungspunkt und keinen weiteren Haufungs-
punkt im R". Somit hat E keinen Haufungspunkt in M im Widerspruch zu (iii).
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5 Funktionen einer reellen Verinderlichen

5.1 Stetige Funktionen

Abbildungen haben wir schon in §1.1 eingefiihrt. Sie sind seitdem immer wieder aufgetreten. Insbesondere wie-
derhole ich noch einmal Definition 2.3.13, niamlich

Definition 5.1.1: Es sei D C R. Dann heifst f : D — R monoton wachsend
Vx,xeD x<x = f(x1)<f(x).

Gilt sogar f(x1) < f(x2), dann heifst f streng monoton wachsend.

Analog erkldrt man monoton fallende Funktionen. Als erstes zeigen wir

Satz 5.1.2: Es seien S, T CRund f : S — T streng monoton. Dann ist f injektiv und auch

f1ERH—S
streng monoton.

Zum Beweis sei f 0.B.d.A. streng monoton wachsend, also (x; < x2) = (f(x1) < f(x2)). Es sei nun f(x;) =
f(x2). Dann ist sowohl x; < x; als auch x; > x, nicht moglich, d.h. es ist x; = x, und die Abbildung ist injektiv.
Mithin existiert

' R(H—S.
Es seien nun gy, y, € R(f) mit y; < y». Dann folgt f~'(y;) < f~'(y»), denn aus der Monotonie von f folgt

oz = nzp.

Die strenge Monotonie reicht zur Umkehrbarkeit einer Abbildung hin, sie ist aber nicht notwendig dafiir. Das
sieht man an folgendem
Beispiel: Es seien S := [0, 1] und

f 5§ — S cR,

- X firxeQnsS
. 1—-x firxeQns§s.

f ist bijektiv, aber nicht monoton.

Wenn wir den Gesichtspunkt der Umkehrbarkeit einer Abbildung noch etwas im Auge behalten wollen, dann
miissen wir solche Beispiele also ausschlieBen, die Abbildungen also etwas ,,glatter” wihlen. Eine solche Glatt-
heitseigenschaft ist die Stetigkeit. Bevor wir sie einfiihren, bezeichnen wir noch

Definition 5.1.3: F(S,T) sei die Menge aller Abbildungen
f:8S—T.
Fiir S, T c R erkldaren wir
(f +9x) = f(x) +g(x)
YaeK (af)(x):=a- f(x).

Damit ist ¥ (S, T) ein Vektorraum iiber K.
In der Analysis beschiftigt man sich nun mit Unterrdumen von # und klért ihre Struktur.

Beispiele:

1. F(S,T) selbst. Man spricht dann auch von der Menge aller endlichen (finiten) Abbildungen, denn aus 7 ¢ R
folgt
feFS,T) = VYxe§ |f(x) < co.

2. B8(S,T) c F(S,T) ist der Teilraum der beschriankten Abbildungen, d.h.
feBES,T) &= dc=c(f)>0 Vxe§ |fx)|<c

3. Die monoton wachsenden Funktionen bilden keinen Vektorraum, denn —f wiirde fallen. Man erhilt aber einen
Vektorraum, wenn man f als Differenz zweier monotoner Funktionen wéhlt. So erhilt man die Funktionen mit
»endlicher Variation®, die uns spéter noch beschiftigen werden.
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4. Die Menge aller ,,Lipschitz-beschrinkten® Funktionen (nach RupoLr LipscHirz, 1832—-1903 in Bonn):

de=c(f)>0 Vx,yeS |f(x)—f(yl<clx—yl
5. Die Menge aller Polynome.

Hinweis: Durch

(f-9)x) = f(x) - g(x)
148t sich in F auch die Multiplikation erkldren. Man erhilt so eine kommutative, assoziative Algebra mit Einsele-
ment. Es gibt jedoch ,,Nullteiler, d.h. es gibt f,g # 0 mit f - g = 0. Beispielsweiseist f - g =0firS =R, f = H
und g = 1 — H. Dabei ist

H : R — R,
. 1 fiirx>0
* 0 firx<O

die ,,Heaviside-Funktion‘ (benannt nach OLiver Heavisipg, 1850-1925). Man nennt

supp f :={x e S| f(x) # 0}
den ,, Triger* von f (support).

Einen anderen wichtigen Teilraum von ¥ bilden nun die stetigen Funktionen. Es seien in diesem Kapitel S und
T immer Teilmengen von R. Dann erkldren wir

Definition 5.1.4: f € F(S,T) heifsit in xy € S stetig :
Ve>0 F6>0 Vxel§, |x—xl <0 |f(x)— f(xo)l <e.

Beispiele, jeweils fiir § = (-1,1) :

1. f(x) = x. Wihle ¢ := ¢.
2. f(x) = x>. Wihle 6 := /2, denn

2

2
[x* = xgl = Ix = xol - [x + X0 < 2|x = xo.

3. f(x) = |x|. Widhle 6 := &, denn
| Ixl = Ixol | < Jx = xol.

Aus der Definition folgt, dal f in xj nicht stetig ist, wenn folgendes gilt:
de>0 V6>0 JxeS,|x—xol<d [f(x)— f(x)l = e

Beispiele dafiir, wieder in § = (-1, 1):

1. f = Hund xy = 0. Wihle x < 0, ~»

V6 >0 |f(x)— flxo)l = 1.

2. f(x) = sin 1 fiir x # 0, Null sonst; und xo = 0. Wihle x, = ﬁ,, wobei n > 3(Z - 1), w
) = feo)l = fsin 2L = 1.

3. f(x) = 1/x fir x # 0, Null sonst; und xy = 0. Wihle x # 0 ~»
V620 - fewl = |;|> 1.

Eine in xy stetige Funktion darf also in x nicht ,,springen®, nicht ,,zu stark oszillieren* und auch nicht ,,singu-
lar werden.

Definition 5.1.5: f € F(S,T) heifsit in S stetig .

VYxe§ f istin x stetig.
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Dafiir schreiben wir auch f € C(S, T). Das bedeutet also
VxeS Ve>0 3J6>0 VyeS, ly—x<d |f(y)-fx)l<e
Offenbar gilt fiir f,g € C(S,T)
f+9geClS, T) und YaeK afeC(S,T),

d.h. C(S, T) ist wieder ein Vektorraum.

Die Definition der Stetigkeit dhnelt der Definition des Grenzwertes. Wir wollen den Zusammenhang herausar-
beiten:

Definition 5.1.6: Es sei a Héufungspunkt von S und f € F(S,T) oder f € F(S \{a},T). Dann heijt b € T
Grenzwert von f an der Stelle a,

b=Ilimf(x) &< Vx,e€S\{a}, x, >a lim f(x,) =b.

X—a

Das heift also
VYe>0 V&), xp#a,x,>a dAngy Yn=ng |f(x,)—bl<e.

f braucht also an der Stelle a selbst zunichst nicht definiert zu sein; auch f(a) # b ist zugelassen.

Folgerung 5.1.7: f istin xo € S stetig &<
lim () = fx0).

Beweis: Wenn x( kein Hiaufungspunkt von § ist, dann sind die Aussagen leer, es ist also auch nichts zu beweisen.
Deshalb sei xo Haufungspunkt von S. Dann zeigen wir
=—: Es seien

Ve 6 Vxlx—x|<d6 [f(x)—f(x)l<e

und x, — xo, d.h.
VYn>n(e) |x,—x<e.

Wihle ng(e) := ny(6(e)). Dann folgt
Ve dny VYn=ng |f(x,)— f(xo)l <e.
<=: Wir beweisen indirekt. Es sei f nicht stetig, also
de V6 Ax, [x—xl <6 |f(x)— flxo)l=e.

Firo = % folgt daraus
de (), xp # x0, Xa = X0 |f(xn) = flx0)] 2 &

lim f(x) existiert dann also nicht.

X—X)

Bemerkung 5.1.8:
1. Es sei noch einmal daran erinnert, daf3 zur Definition von

lim f(x)

X—a

f in a nicht definiert zu sein brauchte. Man spricht von der stetigen Ergidnzung bzw. Fortsetzung von f in a,
wenn das moglich ist. Man spricht auch von der stetigen Ergdnzung von rechts (oder links), wenn diese Limites
nur fiir x > a bzw. x < a existieren.

2. Es seien f stetig in xo und g stetig in f(xy). Dann ist auch

hi=gof
stetig in Xxy.
Fiir x, — x¢ konvergiert namlich z,, := f(x,) — zo := f(x0), also g(z,) — g(20).

Satz 5.1.9: Es seien K C R kompakt und f € C(K,R). Dann ist f beschrinkt, also f € B(K,R).
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Wir beweisen diesen Satz indirekt. Es sei
Vn dAx, e K |[f(x,)| > n.
K ist kompakt, mithin gibt es eine konvergente Teilfolge (x/,) von (x,) [Satz 4.5.6]. Es sei x;, — x € K. Dann gilt
If () = fOOl = o)l = 1f (0l > n = |f(0] > 1
fiir alle n > ny := 2 + [|f(x)]]. f wire dann also in x nicht stetig.

Es sei nun wieder f € ¥(S,T). Wie bei den Punktmengen definieren wir dann fiir / C §
sup f(x) := sup {y = f(x) | X € I},
xel
wenn f von oben beschrinkt ist, und analog, wenn f von unten beschrinkt ist,
inf f(x) :=inf{y = f(x) | xe1}.
xel
Die Frage nach der Annahme dieser Werte ist sehr wichtig.
Definition 5.1.10: f sei von oben bzw. von unten beschrdnkt. Dann heift
M := max f(x) bzw. m:=min f(x)
xel xel

das Maximum bzw. das Minimum von f in | :—

(i) M=supf(x) bzw. m= ng f(x)

xel

(i) dxg e Imit M = f(xg) bzw. m = f(xp).
Sie sollten also nicht das Supremum mit dem Maximum verwechseln. Wichtig ist

Satz 5.1.11: K sei kompakt und f € C(K,R). Dann ist auch R(f) kompakt, und es existieren
max f(x) und min f(x).

Beweis: Es ist
R()={yefx) | xeK|cR.

R(f) ist beschrinkt (das hat der letzte Satz gezeigt) und abgeschlossen. Es sei namlich yq ein Haufungspunkt von
R(f). Dann gibt es eine Folge (y,) mity, — yo und y, = f(x,). (x,) enthilt wieder eine konvergente Teilfolge (x;,),
etwa mit x, — xp € K. Weil f stetig ist, folgt

lim f(x,) = yo
—X0

oder f(xo) = yo. Das heilit yg € R(f), und R(f) ist kompakt.

s = sup f(x)

xeK

ist nun entweder ein isolierter Punkt oder ein Haufungspunkt von R(f). In beiden Fillen gilt s € R(f),d.h. 3x € K
mit f(x) = s.

Als nichstes zeigen wir den
Zwischenwertsatz: Es seien J := [a,b] und f € C(J,R) mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann gilt
dxo € (a,b) f(xo)=0.
Der Zwischenwertsatz 14t sich leicht umformulieren zu
Satz 5.1.12: Es seien J := [a,b], f € C(J,R), f(a) < f(b) und z € R mit f(a) < z < f(b). Dann gilt

dx € (a.b) flxo) =z
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Denn es sei g := f — z. Dann ist

gla) = f(a) =z <0, gb) = f(b)-z>0,

und der Zwischenwertsatz liefert ein xo mit g(xp) = 0, also f(xo) = z.

Beweis des Zwischenwertsatzes: Es sei

M :={xela,b] | f(x)<0}.

Dann ist M # (0. M ist beschrinkt mit M C [a,b]. Es sei nun xy = supM € (a,b). Dann ist f(xo) = 0. Die
Alternativen konnen namlich nicht auftreten:

1. Essei f(xg) < 0. Dann folgt aus der Stetigkeit von f die Existenz einer Umgebung U(xp) mit f|U(xp) < 0, d.h.
Xo wire nicht obere Schranke.

2. Essei f(xp) > 0. Dann gibt es ein U(xp) mit f|U(xp) > 0, und xo wire kein Supremum.

Man interessiert sich natiirlich auch fiir Funktionen, die ,,glatter* sind als stetige. Die Lipschitz-stetigen Funk-
tionen habe ich schon genannt. Man sagt f € Cp (S, R), wenn

dec YxyesS |f(x)—-f@l<clx—yl
ist. Allgemeiner nennt man f Holder-stetig mit dem Holder-Exponenten a, f € Cpo(S,R), wenn
de VYxyesS |fx)-fl<clx—y*

ist mit 0 < @ < 1. Diese Bedingung ist nach Orro HOLDER (1859-1937) benannt. Im néchsten Abschnitt definie-
ren wir C(S, R), die stetig differenzierbaren Abbildungen. Jetzt wollen wir aber erst die ,,gleichmiBig stetigen‘
Funktionen einfiihren.

Die Aussage f € C(S, T) bedeutete

VxpeS Ve>0 d6>0 Vx |x—xl<d |f(x)— f(xo)l <e¢,
d.h. es ist § = (¢, xp). Diese Abhingigkeit des § von xy ist oft lastig. Man definiert deshalb glattere Funktionen
Definition 5.1.13: f € C(S, T) heifst gleichmdflig stetig in S

Ve>0 d6>0 VxpeS Vx|lx—x<d [f(x)—f(x)l<e.
Es sind also ,,nur die Quantoren vertauscht, deshalb aufpassen!
Beispiele: Es sei I = (0, 1).
1. f(x) = x*. Dann folgt mit §(&) := § die gleichméBige Stetigkeit aus

1f () = f(xo)l = |x + xol - [x — xol <2 [x — xol.
2. f(x) = 1/x. f istin [ stetig, aber nicht gleichméBig. Nicht gleichmiBig stetig bedeutet namlich
de>0 Vo>0 3dx 3y lx—-yl<d [f(x)-fyl=>e.
1

Man wihle nun n :> 3§, x, := %, y, := 3-. Dann ist |x, — y,| = 5. < und

1f () = fyn)l =1 2 1.

In diesem Zusammenhang formulieren wir noch
Definition 5.1.14: Es sei w : R — R monoton wachsend mit
li = =0.
;ﬂ)l wx) =w(0)=0
Dann heifit w Stetigkeitsmodul von f € C(S,T) :&

Yx,yeS |f(x)—f@l < wlx—y.
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Offenbar besitzen die Holder- oder Lipschitz-stetigen Funktionen den Stetigkeitsmodul w(x) = cx®. Ist fin I
gleichmiBig stetig, dann hat f ebenfalls einen Stetigkeitsmodul, nimlich

w(s) == sup {|f(x) = f@)l | x.yel, Ix—yl <.

Denn w wiéchst monoton, und wihlt man zu € > 0 ein § > 0 derart, daB |f(x) — f(y)| < & ist fiir alle x,y € [,
|x — y| < 6, dann folgt
VO<s<d w(s)<e.

Also gilt w(s) — O fiir s — 0. Umgekehrt ist ein f € ¥ (S, T), das einen Stetigkeitsmodul besitzt, auch gleichmaBig
stetig.
Wir zeigen nun

Satz 5.1.15: Essei f : S — T gleichmdfig stetig. Dann kann f auf S stetig fortgesetzt werden.

Es sei also a ein Haufungspunkt von S, a ¢ S. Dann existiert
lim f(x) = f(a).
Zum Beweis wihlen wir eine Folge x, — a, d.h.
Ye>0 dni(e) Vn,m=ni(e) |x,— xul <e.
AuBerdem wissen wir
Ye>0 A6>0 VoxuXm X —xul <8 1f(x) — fOm)l <&,
also gilt mit ng(e) := n1(6(e))
Ye>0 Any Ynm=ny |f(x,)— fxn)l <e,

das heif3t
lim f(x,)

existiert. Dieser Grenzwert ist eindeutig bestimmt. Es seien ndmlich (x,) und (x;,) zwei Folgen, die gegen a kon-
vergieren, und b bzw. b’ die entsprechenden Grenzwerte von f(x,) bzw. f(x;,). Dann ist

b= b1 < 1b = fQxn)l + 1f(xa) = fOe)] + 1f () = D).

Mit (x,) und (x],) konvergiert auch die Folge (y,) mit y2, := X, y2,-1 := X, gegen a. Deshalb wird auch der mittlere
Term fiir grofe n beliebig klein.

Folgerung 5.1.16: Es sei B C R beschrdinkt. Dann ist C*(B,R) c B(B,R).

Dabei sei C*(G,R) die Menge der gleichméBig stetigen Funktionen in G. Man beachte, dal id : R - R, x — x,
gleichmifig stetig, aber unbeschrinkt ist. Wichtig ist nun

Satz 5.1.17: Es seien K kompakt und f € C(K,R). Dann ist f gleichmdflig stetig.

Wir beweisen den Satz indirekt, gehen also von
de>0 V6>0 Axy, lx—yl<d |fx)-flyl=e

aus. Zu 6 = 1 gibt es daher x,, y, mit

1
n =yl < und | (xa) = flyn)l 2 &

K war kompakt. Mithin gibt es eine Teilfolge (x),) mit x;, — z. Dann konvergiert auch y, — z wegen

7 / 1

ly, — 2l < |x, —z| + .
Es sei zp, 1= x),, 20n-1 = y,,. Dann konvergiert (z,) gegen z, und es gilt
de>0 VYng An,m=2no |f(z) - flzm)l 2 &,

denn man wihle nur n := ng und m := ny + 1. (f(z,)) wire also keine Cauchyfolge im Widerspruch zur Stetigkeit.

Wir wollen nun die Stetigkeit der Umkehrabbildung zeigen, sofern sie existiert. Wir beginnen mit dem
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Satz 5.1.18: Es seien J := [a,b] und f € C(J,R) injektiv. Dann ist f streng monoton.

Zum Beweis sei 0.B.d.A. f(a) < f(b). Wir wollen zeigen

Vx<y f)<f@.

Zunéchst ist klar, da3 m = mjin f existiert. Es ist m = f(a), denn es sei m = f(c) < f(a). Dann gibt es ein d € (c, b)

mit f(d) = f(a) [Zwischenwertsatz], im Widerspruch zur Injektivitit. Es gebe nun x, y € [a, b] mit

x <yund f(x) > f(y).

Dann existiert ein z < x mit f(z) = f(y), weil das Minimum von f ja in a angenommen wird. Dann ist aber z < y
im Widerspruch zur Injektivitit. f(x) = f(y) ist ebenfalls nicht moglich.

Satz 5.1.19: Es seien S offen und f € C(S,R) injektiv. Dann ist
R —S
stetig.

DaB f~! existiert, ist klar. Wir beweisen den Satz zunichst fiir kompaktes S und anschlieBend fiir offenes.
1. Es sei K kompakt und f € C(K,R). Es seien ferner xy € K und yo := f(xp). Wir beweisen indirekt, gehen also
von
de>0 Y6>0 Ay ly—-yl<s If'W-fwol=e

aus. Zu jedem ¢ = % gibt es daher ein y,, € R(f) mit |y, — yo| < % und

1 _ _
de>0 VYn Hyn; |yn_y0|<; |fl(yn)_fl(y0)|28~

Es seien x, := f~(y,) € K. Dann existiert eine Teilfolge (x/) und ein x € K mit
X, — X.
Wegen |x,, — xo| > € ist xo # x. Aus der Stetigkeit von f folgt
f) = lim fx) = lim o}, = yo.

Es wiire also x # xop und f(x) = yo = f(xp) im Widerspruch zur Injektivitét.

2. Es seien nun S offen, f € C(S,R) und yyp = f(xp). Weil S offen ist, gibt es ein [a,b] C S mit xy € (a, b). Das
Intervall [a, b] wird durch f streng monoton auf ein Intervall [f(a), f(b)] abgebildet mit yy € (f(a), f(b)). Aus
dem Zwischenwertsatz folgt [ f(a), f(b)] C R(f), und aus dem ersten Teil des Beweises folgt die Stetigkeit von

U@, fo)]
in yo. Das war zu zeigen.

Zum Abschluf dieses Abschnitts betone ich noch, daB sich C(X, Y) fiir beliebige metrische Riume vollig analog
definieren la6t.
f i Df)cX —>Y

heiflt stetig in xg € D(f) &=
Ye>0 J6>0 VxeD(f),dd(x,x) <6 d,(f(x),[f(x,)) <e,

und f € C(X,Y) (<=
VxeX f istin x stetig.

Es gilt

Satz 5.1.20: f: X — Y ist stetig <

(\/V cY, Voffen = f'(V)cX oﬁen).
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Das Urbild einer offenen Menge soll also offen sein. Wir beweisen in zwei Schritten
—=: Esseien V offen und xo € (V) mit f(xo) =yo € V.

~»  AB(yo,e) C V, denn V ist offen.

~ A8 f(B(xp,0)) C B(yo, €), denn f ist stetig.

~>  B(xp,0) C fL(V).
—=: Esseien xyp € X, yp = f(xp) und € > 0.

~ fY(B(yo, €)) ist offen.

~ AB(x0,6) € [ (Byo, &)

~s  fistin xg stetig.

Satz 5.1.19 besagt also, dafl auch das Bild einer offenen Menge bei einer stetigen injektiven Abbildung offen
ist.

5.2 Funktionenfolgen
Wir betrachten nun auch Folgen (f,,) von Funktionen f,, € ¥ (D, R).

Definition 5.2.1: (f,,) heif3t in D Cauchy-konvergent .
fiir alle x € D konvergiert (f,(x)).

Analog definiert man die Konvergenz gegen einen Grenzwert f(x), f,(x) — f(x). Man spricht in diesem Falle auch
von ,,punktweiser Konvergenz®.

Beispiele:
1.D :=[0,1] und
0 fir0<x<l1

Jalx) =" _>f(x):{ 1 firx=1.
2. D :=[0,2] und
nx fir0<x<1/n
fi(x) =% 2—nx firl/n<x<2/n
0 fir2/n < x<2.
Dann gilt f,(x) — 0.
Analog zur gleichméBigen Stetigkeit erklirt man auch

Definition 5.2.2: f, ist in D gleichmdifsig Cauchy-konvergent .=
Ye>0 dngy Vnm=>=ny VxeD |f,(x)— fu(x)|<e.
Die gleichmiBige Konvergenz gegen einen Grenzwert wird dhnlich definiert.

Beispiele
1. f,(x) sei wie im ersten Beispiel oben definiert. (f;) konvergiert nicht gleichméBig. Man wéhle namlich n = ny,
m = 2ny und x = 217 _ Dann ist

1 1 1
v n_ =2 - Z|=Z,
no = ‘2 4‘ 4
2. fn(x) sei wie im zweiten Beispiel oben definiert. (f,) konvergiert nicht gleichméBig. Man wéhle nimlich n = ny,
m = 2ng und x = 1/ng. Dann ist

Vo |fu(x) = fu(0)| =1 -0] = 1.

3.D:=Rund

x2

Ja(x) =
(fu) konvergiert gleichméBig gegen Null. Es ist ndmlich f,(0) = 0 und

1 +nx?’

1
Vi£0 |f00l= —— <1,
x—2+n n
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also |
VxeR |[fu(x)]<-.
n

Man wihle also ny > %

4. D :=Rund
X" fir0<x<1/2

n(X) :Z{ 1 sonst.

Die f, sind also nicht stetig, und es gilt punktweise

fulx) — f(x) = { (1) ?cj);gt.s x<1/2

(f,) konvergiert in D gleichm#Big. Es gilt nimlich
l n
sup|fu(x) = f(0) = sup |f,(x) = f(x)] < (—) 0.
xeD XE[O,%) 2

Der Begriff der gleichméBigen Konvergenz ist sehr wichtig bei der Behandlung von Konvergenzfragen. Um
die Darstellung klarer und kiirzer halten zu konnen, fithren wir die Norm

A1l := sup | f(x)l
xeD

ein. Offenbar existiert ||f|| fiir alle f € B(D,R) und hat auch die Eigenschaften einer Norm (vgl. Definition 3.4.1).
B(D,R) wird daher mit dieser Norm zu einem normierten Vektorraum. Es gilt auch

Y fig e BD,R) f-gll <IIfIl-ligll.
Verwendet man diese Norm, dann gilt

Folgerung 5.2.3: Es seien f, € ¥ (D,R) und f € ¥ (D,R). Dann konvergiert (f,) gleichmdflig gegen [ =
lim £, = f1l = 0.

Analoges gilt fiir die gleichméBige Cauchy-Konvergenz.
Beweis der Folgerung: Es gilt

limlfy - fl=0 &= Ve>0 dnyg Vnzny sup|fu(x)-f0l<e
— Ye>0 dny VYn=>ny \;EJICJED [fn(x) — f(X)| < e.
Die gleichmifige Konvergenz f, — f beinhaltet also Yn >ny f, — f € B(D,R).
Wir betrachten nun Folgen aus C(D, R). Es gilt
Satz 5.2.4: Es seien f, € C(D,R), und (f,) konvergiere gleichmdifig in D gegen f. Dann gilt auch f € C(D,R).

Aus
VYxo Vn Ye>0 36, Yx, |x— x| <6 [fn(x) — fulxo)l < & (%)

Ve>0 dnp, YVn>n, YxeD [fn(x) — f(x)| < e ()

folgt ndmlich mit 7 := n,(%) und 8(xo, &) := 61(x0, n2(5), 5)
Yxo Ye 36 Vux, |x—xo <6

1f(x) = f(xo)l < 1f (%) = fu(Ol + [ fu(X) = falxo)] + |fu(x0) = f(x0)l < &

Analog sieht man, dal} eine gleichméfig konvergente Folge gleichmiBig stetiger Funktionen gegen eine gleich-
miBig stetige Grenzfunktion konvergiert. 6; und damit 6 hdngen dann nidmlich nicht mehr von x ab.

Korollar 5.2.5: BC(D,R) := B(D,R) N C(D,R) ist volistindig bzgl. || - ||.
Korollar 5.2.6: Es sei K kompakt. Dann ist C(K, R) vollstindig bzgl. || - || .

Das folgt aus Satz 5.1.9. Es gilt auch
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Satz 5.2.7: B(D,R) ist vollstandig bzgl. || - ||.
Denn es sei f, € B(D,R), f, = f. Dann gilt
Yn dc¢ VYxeD |fu(x)<c
Ve dny Vn=ny VxeD |fu(x)—f(x)|<e.

Wihlt man nun n := ny(1) und k := 1 + c(ny(1)), dann folgt

YxeD [f(0)|21f(x)— ful0] + [ fu(0)] < k.
Von besonderem Interesse sind nun Reihen von Funktionen, also
D fu mit f, € F(D,R).
n=1

Alle Definitionen iibertragen sich. Man betrachte nur die Folge der Partialsummen

5, 1= ij € F(D,R).

=1
So gilt zum Beispiel
Satz 5.2.8: Fiir alle n sei ||f,|| < c,, und }, ¢, konvergiere. Dann konvergiert 3, f, gleichmdfig.

Der Beweis folgt aus
m

W

m m
=N EDI
n n

Beispiele:

1. Die Riemannsche Zetafunktion

2 4 8
< I+ =+—=+=
2 4 g
11y (1Y
< 1+2—a+(§) +(ﬁ)+ mita:=c-1>0
1
= < oo.

In (1, o) konvergiert die Zetareihe aber nicht gleichmifig, und fiir x = 1 konvergiert sie nicht.
2. Wir betrachten Potenzreihen

Es existiere

und es sei

57

(*)
(%)
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der ,,Konvergenzradius* der Potenzreihe. Dann gilt
(a) 2 a, x" konvergiert absolut in |x| < r.
(b) X a, x" konvergiert absolut und gleichmiBig in [x| < ¢ < r.
Es gilt ndmlich
Ye dng Yn>=ng m< (a+e).

Mit ¢ := % (ﬁ - a) ist dann |x| = ﬁ und es folgt

Yn2ny(e) lax"| = |xla,l <

a+e

< 1.
a+?2e
Das zeigt (a). Aussage (b) folgt aus

Vo, lxl<c VYrnzny(e) lax|<cyla) <cla+e) =(r—-na+e) <1+ g_ na <1
a

mit 57 := r — ¢ > 0 und fiir geniigend kleines &.

5.3 Elementare Funktionen

In §4.4 haben wir bereits die Exponentialfunktion
o X"
e(x) = exp(x) = Z_; =
eingefiihrt. Mit e(x) = s,(x) + r,,(x) galt die Restgliedabschétzung

i M m+2) [xf !
T 2= (et D)

7 ()] =

Es seien -
fn(x) = e
n!

Dann gilt fiir [x] < R

Rﬂ

|fn(x)| S _' = ana

n.

und die Reihe )| a, konvergiert wegen

Anyl R
Yn>ng:=[R —_— = <1.
=10 K] a, n+1

Mithin konvergiert e(x) in |x| < R gleichmiBig, sogar absolut und gleichméfig. Nach Satz 5.2.4 ist e(x) daher in
jedem Intervall [-R, R] stetig, und es gilt e¢(0) = 1 und e(1) =e.

Aus n! > (%)E folgt
‘"/l < \/2 — 0.
n! n

Die Reihe e(x) hat also unendlichen Konvergenzradius.

Wir zeigen nun das Additionstheorem

e(x) - e(y) = e(x +y).

Zum Beweis bilden wir

$n(x) s, (y)

I I}
M

i

1M~ é‘:*

~.

S I
QO‘

| - DM
— i
= Ng
= |
S E‘w
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2n

Nun ist

Deshalb gilt
$n(X)$n(y) = su(x + y) + Ru(x, y),
und wir miissen das Restglied R, (x, y) abschitzen. Offenbar ist (vgl. die Abbildung)

% Il [yl &y (| + lyD)*
an(x,y)| < Z{ Z jlk! } = Z s!
s=n+1  j=0-n s=n+1

k=0, .n
s=j+k

son(Ix] + 1yl = su(lxl + |y < ru(lxl + ly) — 0.

Das beweist das Additionstheorem.
Fiir alle n € N folgt daraus unmittelbar

e(n) =e"und e(—n) = ™",

letzteres wegen
e(—n)e(n) = e(0) = 1.

(e(%)) =e(l)=e

Aus

folgt auch

und damit fiir alle g € Q
e(q) = €.

59

Fiir rationale x haben wir damit e(x) mit der Exponentialfunktion e* identifizieren kénnen. Fiir irrationale x
muf e’ erst erkldrt werden. Das geschieht natiirlich naheliegend durch stetige Ergdnzung. Damit haben wir, weil

e(x) ja stetig ist,
VxeR e(x)=c¢e"

Wir geben noch einige Eigenschaften der Exponentialfunktion:

1.V x € R gilt e(x) > 0, und e(x) wéchst streng monoton. Denn fiir x > 0 folgt unmittelbar e(x) > 1, und allgemein

gilt e(x) = 1/e(—x). Es sei p € R*. Dann ist e(p) > 1 und

e(x + p) = e(x)e(p) > e(x).

2. Mithin existiert eine stetige und streng monotone Umkehrfunktion (Satz 5.1.2 und Satz 5.1.19). Wir nennen sie

In oder auch log,, den ,,Logarithmus zur Basis e“. Es gilt
In : RY - — R

y +— Iny:=ux,
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wobei e* = y. Fiir den Logarithmus gelten die Additionstheoreme

In(y1 -y2) = Iny; +Ilny
Iny*) = a-lny.

Das machte diese Funktion tiber Jahrhunderte fiir das praktische Rechnen so niitzlich. Ich habe in der Schule
noch ausgiebig mit Logarithmentafeln arbeiten miissen. Dabei haben wir aber meist den Logarithmus zur Basis
Zehn benutzt. Allgemein sei a > 0 die Basis. Dann gilt

y= at = exlna

«—> Xx= loga Y, (%)
und man schreibt auch kurz log, wenn die Basis nicht interessiert (ich denke vor allem an @ = 10). Es ist also
In = log,. Die Logarithmen zu verschiedenen Basen lassen sich natiirlich leicht ineinander umrechnen. Denn

aus (x) folgt
at = y= blogb Y _ blogb at _ b* log, a

oder
log, y = x log, a =log, a - log, y. (%)
3. Auch fiir z € C, z = x + iy, definieren wir
(o) Zn
e(z) = =
“d n!

Da bei den Konvergenzbetrachtungen in allen Abschitzungen nur die Absolutbetrige eingingen, gelten die
Resultate entsprechend. e : C — C ist also eine stetige Funktion. Aus dem Additionstheorem folgt nun

B

e* =e'e¥ (% * x)
mit
2k 2k+1

i ~ [eS) (ly)n B 0 ~ ky_ ) [eS) ~ . y
¢ = Z‘o m ;( D (2k)!+1kzz(;( AT

= c(y) +1is(y).

Offenbar sind auch c und s stetige Funktionen in R (absolut konvergente Reihen mit derselben Majorante
wie die Exponentialfunktion). Die Restgliedabschédtzungen konnen sogar verbessert werden, weil beide Reihen
alternieren und die einzelnen Summanden Nullfolgen bilden. Man vergleiche das Leibniz-Kriterium in §4.2.

4. Wir diskutieren nun die Funktionen ¢ und s. Es gilt

c(0)=1 s(0)=0
c(—x) = c(x) s(=x) = —s(x)
s(x +y) = s(x)c(y) + s(y)c(x)
c(x +y) = c(0)c(y) — s(x)s(y)
Ax) + s2(x) = 1.

Der Beweis der Additionstheoreme folgt aus dem der Exponentialfunktion. Es ist
ei(x+y) — eix eiy’

also

cx+y)+is(x+y)
{c(x) +is()Hc) +is(y)}
{c@)cy) — s(x)s()} + i{s(x)c(y) + s(y)c(x)}.

Speziell folgt fiir y = —x
l=clx—x)= cz(x) + sz(x).

5. Wir definieren die Sinus- und Cosinusfunktion geometrisch. In der Gauflschen Zahlenebene seien

. x
ri= AJx2+y?, sing = Q’ cosg = —.
r r
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Der Winkel ¢ wird traditionell im Grad gemessen (0 < ¢ < 360) oder auch im Bogenmayfs. Es sei & der Inhalt
des Einheitskreises, 7 = 3.141 592 653 59 - - - (darauf gehen wir anschlieSend ein), dann setzt man

21
= —0p=2- <s< .
K 36090 2:1Gyl, 0<s<2rm

Dabei ist |G| der Inhalt des Kreissektors
Gy:={(rny) | 0<r<1, 0<y<gph

Die Wahl des Faktors 2 riithrt daher, da3 der Umfang des Einheitskreises gerade 2 ist. Das werden wir erst
spiter zeigen. Wenn nichts anderes gesagt ist, werden wir die Winkel immer im BogenmaB messen. Fiir x> +4> =
1 gilt also

cos(21G,) = x  sin(2|Gy|) = y.

Nun ist (vgl. die Abbildung auf der nichsten Seite)
| Dreieck (OAB) | < | Sektor (OAB) |

oder

1 1<s
Y 2’

also
A .
Vs,0<s§§ sins < s.

Die Funktionen cos und sin geniigen demselben Additionstheorem wie ¢ und s. Das 148t sich elementargeome-
trisch nachrechnen.

6. Wir identifizieren nun cos mit ¢ und sin mit s. Dazu holen wir etwas aus.
a) Esist c(x) > 0 fiir 0 < x < 1. Das folgt aus
X2 Xt a0 1 X X2
C(x)=(1—3)+(m—a)+"'>§+—(1—f)+"'>0.
b) Esist ¢(2) < 0, denn

22 24 26 28
6(2) = (1—?-}5)—(5_5)_()_
6 10
S Lo A2 A o
3 6! 7-8 10! 11-12

¢) Aufgrund des Zwischenwertsatzes hat ¢ dann in (1, 2) eine Nullstelle. Es sei
a:inf{x€R+ | c(x) =0}.

Weil ¢ stetig ist, ist dann c(@) = 0.

d) Es ist
sQRa) = 2s(a@)c(a) =0 und s(a) = 1.

Zunichst haben wir nur s?(a) = 1. Fir0 < x < 2 gilt aber

)C3 )CS x7
(x_§)+(§_%)+'”
2 5 2 4
(1€)5_(1ﬁ) S (16) > 0.

e) Fir £ = & bzw. ¢ = 2 gilt

s(x)

c(éa) = cos(g’zf) baw. s(éa) = sin(fg).

Das folgt fiir n = 0 aus den Additionstheoremen, weil beide Seiten jeweils verschwinden. Nun gilt aber fiir
kleine x
X 1+ c(x)

C(E) = )

1-c(x)
2

X
und -) =
n s(2)
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und Analoges fiir cos und sin. Daraus erhilt man die Behauptung fiir » = 1 und durch vollstdndige Induktion
dann allgemein.

f) {£} bzw. {Z} istin [0, 1] dicht. Wegen der Stetigkeit ist damit
. T s
Vxel0,1] s(ax)= s1n(§x), clax) = cos(zx).
g) Wir zeigen schlieBlich 7 = 2@. Dazu notieren wir

. s(ax)
lim =

x—0 X

und

. sin(3x) n
lim 2=

x—0 X 2
A
C
1 &~\
™~ B
y
\\\
0] X A

Letzteres folgt anschaulich aus

| Dreieck (OAB) | < | Sektor (OAB)| < | Dreieck (OAC) |

. sin x
sinx < x <
COS X
oder
cosx< — <1
und damit .
sin x
lim—— =1
x>0 X

7. Es ist nun
e = e“(cosy +isiny).

Damit erhilt man

1 ix —ix
= —(e"+
CcoS X > (e e )
sinx = l(eix —e i)
2i ’

Eine beliebige komplexe Zahl a € C schreibt man in Polarkoordinaten

a=re¥.

Daraus folgt

A= e

r"(cos ny + 1isin ny)
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oder

cosng = Re(cosy+ising)”

n .
cos" ¢ — (2) cos" 2 psin® @+ - -

sinng = Im(cosyp +ising)"

. n .
ncos" ! gsing — (3) cos" 2 psind g+ - .

Das sind die Moivreschen Formeln (nach ABRAHAM DE MOIVRE 1667—-1754).

8. Wir berechnen « und damit 7.

Es war 1 < a < 2 die kleinste Nullstelle von ¢(x). Zur Berechnung von o wéhlen wir die kontrahierende
Abbildung
T(x):=x+ @
s(x)
Man sieht leicht, dal T : [1,2] — [1, 2] kontrahierend abbildet. Startet man mit xo := 1.5, dann erhélt man in
zwei Schritten

20 =1 =3.141592654 --- .

Hintergrund: Das ist das Newtonsche Verfahren

o c(x) @

T(x):=x o0 X+ )
mit 200
T(x) = —%,

also T’(a) = 0.
9. Umkehrfunktionen.
Offenbar besitzt sin x keine eindeutige Umkehrabbildung. Es 146t sich beispielsweise jedoch
Tn
272
X >  sinx

[ I — [=L1]

umkehren. Diese Umkehrabbildung heif3t arcsin. Analoges gilt fiir die iibrigen trigonometrischen Funktionen.

10. Hyperbelfunktionen.
Im Gegensatz zu den Kreis-Funktionen, die wir bisher behandelt haben, definiert man auch Hyperbel-
Funktionen, nimlich

cosh : R — R’a sith : R — R
X o et +e™) x o e -e™).
Es ist also
cosh x = cosix, sinhx = —1i sinix,
und es gilt

cosh® x — sinh® x = 1.
Zum Namen: Am Einheitskreis x> + y*> = 1 hatten wir
x=cos(2|G]) und y =sin(2|G]).
Analog gilt fiir die Einheitshyperbel x> — > = 1
x =cosh(2|G]) und y = sinh(2|G)).
Dabei ist |G| die Flache zwischen (0, 0), (0, 1) und (x, y).
Hintergrund: Im Falle der Hyperbel ist mit y(x) = Va2 -1

x * 1
IG| = zy(x)—f1 y(s)ds = E1n(x+ Va2 - 1)
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oder
€20 = x + y(w),

also

1 1
cosh(2|G)) = E (X +y+ x—_}_y) =X

11. Im Vorangegangenen haben wir mehrfach vom Flicheninhalt gesprochen, so bei der Einfithrung von 7. Mit der

12.

damit verbundenen Problematik, also mit Mafitheorie, werden wir uns erst spéter in §10 etwas beschiftigen.
Wir wollen hier naiv annehmen, daf sich die Kreisfliche messen 146t. Etwa wie die Griechen es getan haben,
indem man sie (von aufien und von innen) durch regelmiBige n-Ecke approximiert. Man fiihre das einmal
durch!

Ich beende diesen Abschnitt mit folgender Bemerkung. Offenbar gilt fiir alle x € R
l+x<e".

Daraus folgt
1

YVx>-1 e*<
1+x

oder
Vx<l l4+x<e'<

_x.
Mithin gilt
x\" x\"
VneN Yaxld<n (1+—) Se"s(l——) ,
n

und beide Seiten konvergieren gegen e*.
Das sieht man so: Die Folge

o= (1 + l)n

n
wichst streng monoton, und es gilt 2 < f;, < 3. Es ist ndmlich fiirn > 2

fa _(n+1)” (n—l)”‘l_ n (nz—l)"_ n (1 1)”
fir U on n -1\ 2 T n-1 n?)’
Aus der Bernoullischen Ungleichung (Beispiel 2.1.2) folgt deshalb
Jn > " (1 - l) =1.
fo-1 n—=1 n

Die Beschrinktheit ist klar; mithin konvergiert (f;,).
Die Folge

1—n
gn:z(l——) , n>2
n

ist beschréankt und fillt monoton wegen
Gn-1 _(n— 1)”‘1 (n— 1)" _ n—2((n— 1)2)" _ n—2(1 . 1 )“
G “\n-2 n T n-1\nn-2))  n-1 nn—2)

Gn-1 S n-— 2( 1 )
gn n-1

Mithin konvergiert auch (g,,). Ferner ist

" 1\ 1

L:(l——) =1—(”)—+ sl

In n2 1/n2 ~——
s

oder

Daraus folgt
o= lim(1+l) - lim(l—l) :

n—oo n n—oo n
und damit wiederum die analoge Aussage fiir e*. Zum Beweis diskutiere man die Abbildung
1 t
> (1 + ?)

und substituiere t — n/x.
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5.4 Differenzierbare Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir Abbildungen diskutieren, die noch glatter sind als die stetigen, ndmlich die diffe-
renzierbaren. Dahinter steht anschaulich das uralte Tangentenproblem. Es seien f € ¥ (I,R), I C R, yo = f(xp),
= f(x1), und man bilde den Differenzenquotienten

Y1 — Yo
X1 — XQ
Dann ist
Y1 — Yo
y=yo+(x—xp) ——
X1 — Xo

die Sekante durch (xo, yo) und (x1, y1). Hieraus wird die Tangente, wenn man den Grenziibergang x; — xo durch-
fiihren kann. Das setzt natiirlich eine gewisse Glattheit von f voraus.

Definition 5.4.1: Es seien I ein Intervall, f € F(I,R) und x € I. Dann heifst f in x differenzierbar, wenn

f(X+h) fx)

h—>0

= f'(x)
existiert. Ist f fiir alle x € I differenzierbar, dann heifit f in I differenzierbar.

Beispiele:

. f(x) := x". Dann ist
n a\ )
x+h)"-Xx"= ( ,)h/ X"
2.;

also f/'(x) = nx""\.
2. f(x) := e(x). Es ist
e(x+h)=e(h)-ex)

und
e(h) -1 < h" o K
—=1+h ) —F > 1,
Z il 201 k+2)!
also
e'(x) = e(x).
Daraus folgt insbesondere
i(x+h) ) eth -1 )
h — elX h N lelx
oder
cos’(x) = —sinx
sin'(x) = cosx.

3. f(x) := |x|. Dann ist f ist im Nullpunkt nicht differenzierbar, denn es gelten

f(h) fh)
lim == = lund lim =

=-1

Bemerkung 5.4.2:

1. Wie bei der Stetigkeit kann man auch die Ableitung (Differenzierbarkeit) von rechts oder von links definieren.
Das letzte Beispiel illustriert dies.

2. Man nennt f’(x) die Ableitung (genauer: die erste Ableitung) von f in x und schreibt dafiir auch (der Tradition
folgend)

oy . af
f@) =2 ().

Rechts steht ein reines Symbol und kein Bruch!
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3. Die (traditionelle) Definition der Differenzierbarkeit 146t sich nicht unmittelbar auf den R" iibertragen, weil
man nicht ohne weiteres durch einen Vektor £ dividieren kann. Ich gebe deshalb schon jetzt die allgemeinere
Definition, die Vorteile hat. Im R! ist

oty = fuo+ DI,
= s | LI o)
=: r(x,h)
also mit g(x) := f'(x)
fx+h) = f(x)+gx)-h+r(xh)-h. (%)

f ist daher in x differenzierbar, wenn es ein g(x) und ein r(x, &) gibt mit (*) und
Il;m() r(x,h) =0.
Dannist f' = g.

Es seien nun D C R", f € F(D,R™) und xj ein Haufungspunkt von D. Dann gehen wir analog vor und
sagen, dal f in x( differenzierbar ist, wenn

F(x) = f(x0) + fi(x, x0) - (x = x0)
gilt mit fi(x, xo) € LR, R™), fi(, x0) € C(U(x0), LR",R™)) und

lim fi(x, x0) =: f’(x0).

X—X0

Dabei ist U(xp) eine Umgebung des Punktes xy und f’(x9) € L(R",R™) die Ableitung von f in xy. L sind die
linearen Abbildungen. Diese Definition 148t sich auf normierte Vektorrdume tibertragen.

Man interessiert sich nun speziell fiir stetig differenzierbare Funktionen.

Definition 5.4.3: f € ¥ (I,R) sei in I differenzierbar, und es sei f' € C(I,R). Dann heifst f in I stetig differenzier-
bar, und man schreibt
feCilR).

Es gilt
Satz 5.4.4: f € F(I,R) seiin x € I differenzierbar. Dann ist f in x stetig.

Somit gilt C; C C, und man schreibt auch Cy statt C. Beweis des Satzes:

i Jx+h) - f(x)
m--—-r———— -
h—0 h

=f(x)
existiert. Mit Grenzwerten kann man rechnen (vgl. Satz 2.3.12), es ist also
lim (£x + ) = £(x)
- {lim fa+h) - () f(x)} Atimaf = o

h—0 h h—0

Aus demselben Grund kann man mit differenzierbaren Funktionen rechnen. Auch C;(Z,R) ist ein Vektorraum,
und es gilt

Satz 5.4.5: Es seien f und g differenzierbar. Dann gelten:
M f+9' =f+9
() (f-9) =f'g+fg

(iii) (é)/ = —%ﬁir alle x mit g(x) # 0.
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Letzteres folgt aus
1 I gx)—glx+h)

gx+h)  gx)  gx+hgx)

Beispiele:

1.
firx#0

firx=20

sin 2
X

f(x) = { 0
ist nicht stetig (vgl. §5.1). Die Funktion oszilliert im Nullpunkt zu stark. Sie ist also erst recht nicht differen-

zierbar im Nullpunkt.

2. Es sei g(x) := x f(x). g ist im Nullpunkt stetig, aber nicht differenzierbar. Fiir £, := % folgt ndmlich

gth,) . B
= sin(nr) = 0

n

und fiir k,, := 1/(2n + 1)
g(ky)
k

n

= sin((2n + Hm) = 1.

3. h(x) := x*f(x) ist im Nullpunkt differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar. Die Differenzierbarkeit folgt
unmittelbar aus der Beschrinktheit von f. Es ist #'(0) = 0, und es gilt fiir x # 0

' (x)

2x f(x) + 2% f1(x)
T

/Y
2xsin — — wcos —.
X X

K’ ist daher im Nullpunkt nicht stetig.
4. Beispiel fiir eine stetige, aber nirgends differenzierbare Funktion: Es seien

R — [0.1]
+— Abstand von x zur nichstgelegenen ganzen Zahl

{

X

eine ,,Sigezahnfunktion* und
10" x}
1 On

Z { € C(R,R).
n=0
Es sei x € [0, 1) eindeutig als Dezimalbruch geschrieben,
x=0.x1x2x3--"

(vgl. §4.1). Dann ist entweder
()

IA
N =

0. Xn+1 Xn+2 Xp+3 " °

oder

(%)

N | —

0. Xn+l Xn42 Xp43 © "0

Im ersten Fall folgt
1
{10"x} = 0. Xp41 Xp42 Xpa3 o+ < 3

und im zweiten

N —

{lonx} =1-0. Xn+1 Xn42 Xp43 000 <

L

Es seien nun
fiir x,, = 4 oder 9

Em = sonst
und c
By = —,
10™
Dann ist
f(x+hm)_f(x) - an
Am::—:lmm —.
T en ) Ty

n=0
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Nun gilt mit Z, ,, := {10"(x + &,,107")} — {10"x}

7 - 0 firn>m
Tl 10" fiirn < m,

also
m—1
Am = ay
n=0
mit a, = +1, d.h. A,, € Z, und zwar
Al = a = +1
A = ap+a = 2,0o0der —2
A3 = ap+ta+a, = 3,1, —1oder —3.
Aoy, ist also gerade und A,,,1; ungerade. Mithin kann die Folge (A,,) nicht konvergieren. O

Wir wollen nun eine Komposition zweier Funktionen
f:S—-T g : T —U,
also
gof : § — U
x > (go fHx) =g(f(x)
differenzieren.

Satz 5.4.6: Es seien f in xq differenzierbar, ty := f(xo) und g in ty differenzierbar. Dann ist g o f in xo differen-
zierbar, und es gilt die Kettenregel

(g f) (x0) = (9" © f)x0) - f'(x0).

Beweis: Es sei zunéchst f’(xp) = 0. Aus der Differenzierbarkeit von g folgt dann mit ¢ = c(#y)

lg(t0 + k) — g(to)| < c|(to + k) — 1o,

1
e oK+ D (g0 )| S0 th = f)|
Es sei nun f’(xg) # 0 und 0.B.d.A. sogar f’(xp) > 0. Aus
J(xo = p) — f(x0) ~ ol <e
£p
fiir alle 0 < p < po(e) folgt dann
fxo = p) < f(x0) = p(f'(x0) — &).
Mithin ist fiir alle 2 mit 0 < |h| < hy
f(xo +h) = f(xo) # 0,
und wir erhalten mit f(xo + k) =: f(xo) + k(h) = 19 + k(h)
(g o f)xo+h)—(go f)xo)
h
_ @oNHxo+h) = (goHlxo) flxo+h) — f(x)
Jf(xo +h) = f(x0) h
gty + k) —g(to)  f(xo +h) — f(xo)
k h

= g'(to) - f'(x0).

Dabei haben wir
}lin(l) k(h) = };in(l) (f(xo +h) = f(x0)) =0

verwandt.

Uns fehlt noch der Satz von der Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion. Bevor wir ihn beweisen, zeigen wir
den Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
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5.5 Der Mittelwertsatz und Folgerungen

Wir beginnen mit dem Satz vom lokalen Extremum:

Satz 5.5.1: f € F(I,R) sei in einer Umgebung U(x) des Punktes x differenzierbar, und es gelte
Ac>0 Vh |h<c f(x+h)=f(x) (oder f(x+h)< f(x)).

Dann ist f'(x) = 0.

Zum Beweis wihlen wir p € R*. Dann ist einmal

Jx+p) - f®)
p

>0 ~ f'(x)=20

und zum anderen
Sx=p)—fx)
4

<0 ~ f'x<o.

Mithin verschwindet f’(x).
Der Satz gibt ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Extremums. Es reicht jedoch nicht hin!
Als Beispiel betrachte man nur f(x) = x°.

Der nichste Satz stammt von MicHEL RoLLE (1652-1719).
Satz 5.5.2: Es sei f € C([a, b],R) in (a, b) differenzierbar und f(a) = f(b). Dann gilt
Axy € (a,b) f'(x0) = 0.
Zum Beweis sei 0.B.d.A. f(a) = f(b) = 0. Es sei ferner M := max f(x) fiir x € [a, b]. Nach Satz 5.1.11 existiert
M, und es ist M > 0. Nun konnen zwei Fille auftreten:

1. Es sei M = f(xg) > 0. Dann ist xy € (a, b), und der Satz vom lokalen Extremum liefert f’(x() = O.

2. Es sei M = f(x9) = 0. Nun betrachten wir m := min f = f(x;) < 0, welches ebenfalls existiert. Wieder sind
zwei Fille moglich. Entweder ist m < 0. Dann folgt wie bei 1 f’(x;) = 0. Oder es ist auch m = 0. Dann ist
f =0und damit " = 0.

Aus dem Satz von Rolle folgt der
Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Es sei f € C([a,b],R) in (a, b) differenzierbar. Dann gilt

f(b) - f(a)
b —

dxy € (a,b) P =

1 (x0).

Zum Beweis wihlen wir
F(x) = b) —
x) =fx)- fla)—(x— a)W'

Dann ist F(a) = F(b) = 0, und es gibt ein xy mit F’(xp) = 0, also

fg = £O=1@
—a

Wir geben noch drei dquivalente Formulierungen des Mittelwertsatzes:
1. 3dAxoe€(a,b) fb)=fla)+b-a)f (x)
2. 360, 1) fB)=fla+bG-a)f'(a+60b-a)
3. Vh|hl<hy 30€(0,1) f(x+h)=f(x)+hf(x+6h),
letzteres mit x € [a, b) und hy < min(|x — al, |b — x|).

Zum Beweis des Mittelwertsatzes brauchte die Ableitung der Funktion nicht stetig zu sein. Sie hat jedoch —
wie die stetigen Funktionen — die Eigenschaft, jeden Zwischenwert anzunehmen. Es gilt ndmlich

Satz 5.5.3: Es sei f € C([a,b],R) in [a, b] differenzierbar mit f'(a) # f'(b). Dann nimmt f’ in (a,b) jeden Wert
zwischen f'(a) und f'(b) an.
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Es seien niamlich (0.B.d.A.) f’(a) > ¢ > f’(b) und

g(x) == f(x) - cx.

Wir haben zu zeigen, dall g’ den Wert 0 annimmt. Es ist g’(a) > 0 und ¢’(b) < 0. Die stetige Funktion g besitzt in
[a, b] ein Maximum. Dieses kann nicht an den Endpunkten liegen. Denn dann wire etwa

g(x) < gla) fiira < x < x,

und ¢g’(a) < 0 wiirde folgen. Also wird das Maximum von g in x; € (a, b) angenommen. Aus dem Satz vom lokalen
Extremum folgt dann ¢g’(x;) = 0. Das war zu zeigen.

Weil es differenzierbare Abbildungen gibt, deren Ableitung nicht stetig ist, ist damit gezeigt, dal die Zwischen-
werteigenschaft die stetigen Abbildungen nicht charakterisieren kann.

Wir bringen nun eine Reihe von Folgerungen und Anwendungen des Mittelwertsatzes:

Folgerung 5.5.4:
1. Es sei [ ein Intervall und f € #(/,R) in [ differenzierbar. Dann gilt

ff=0 < f=const

Beweis: < ist klar. Wir zeigen =: Es seien x, xy € /. Dann ist auch [x, xo] C I, und aus dem Mittelwertsatz
folgt die Existenz eines z € (x, xo) mit

f(x) = f(x0) + (x — x0) f'(2) = f(x0).

2. F € ¥(I,R) sei differenzierbar. Dann heiit F Stammfunktion zu f € ¥ (I,R) :&< F’ = f. Aus 1 folgt, daf sich
Stammfunktionen zu f nur durch eine Konstante unterscheiden.
3. f € ¥, R) sei differenzierbar. Dann gilt: f wéichst monoton <=

Vxel f/(x)=0.

Beweis: =:

yyss TOIO o Ly

y—x
= Vy>x f)— fX) =y —-x)f (x+60y—-x)>0 ~> fist monoton.

4. f(x) := x> = 3x + ¢ hat in [0, 1] hochstens eine Nullstelle. Denn es seien x, x; € [0, 1] Nullstellen mit x; < x;.
Dann gibt es ein xy € (x1, x2) mit f'(xp) = 0. Nun ist aber

F(x)=3x*-1), also xo=1¢(x1,x).

5. Wir I6sen eine ,,Differentialgleichung®, ndmlich f* = f mit f(0) = ¢ # 0. Die einzige Losung dieser Aufgabe
ist f(x) = c e*. Beweis: Es sei auch g’ = g mit g(0) = ¢. Dann folgt

Oy -2 oL o o
VAR S S &
Also ist g = kf und aus g(0) = kf(0) folgt k = 1.
6. Wir zeigen den ,,erweiterten Mittelwertsatz. Es seien f, g € C([a, b], R) in (a, b) differenzierbar und g(a) # g(b).
Dann gilt

Tx € @ b) ﬁ; ﬁ;’uw;ﬂmm
Zum Beweis wihlen wir
e f(b) ~ f(a)
F(x) = f(x) = f(a) = (9(x) — g(a)) J0) = 9@

Dann ist F(a) = F(b) = O und
Axp € (a,b) F'(x0) =0

Daraus folgt die Behauptung.
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7. Wenn f mehrfach differenzierbar ist, kann man die ,,Entwicklung* von f mit Hilfe des Mittelwertsatzes weiter-
treiben. Wir werden in §7.3 auf diese Weise eine ,,Taylorsche Reihenentwicklung* fiir f herleiten. Es sei jetzt
f € Ci(la, b],R) und in (a, b) zweimal differenzierbar. Es sei ferner mit m € R

(b -x?
T

F(x):=f0) = f() = (b= 0)f'(x) —m

Dann ist F(b) = 0 und

b— 2
F@) = f) - (@~ b~ a)f @ - 2

Wir wihlen nun m so, dal auch F(a) = 0 ist. Dann ist F in [a, b] stetig, in (a, b) differenzierbar, und es gibt ein
c € (a,b) mit
0=F'(c)=(b-o)f-f"(c) + m}.

Esistalsom = f”(c¢) mit ¢ € (a,b) und

(b-ay

f®) = fl@+®-a)f (x+ Tf”(C),

oder mit einem 6 € (0, 1)
2
fx+h) = f(x)+hf'(x)+ %f”(x + 6h).

8. Aus dem letzten Resultat konnen wir eine wichtige Folgerung ziehen. Es sei f in einer Umgebung U(x) des
Punktes xo zweimal stetig differenzierbar mit f"(xp) = 0 und f”’(xp) > 0. Dann hat f in x ein (lokales)
Minimum. Es ist ndmlich

h2
Sflxo +h) = flxo) + ?f”(xo +6h) > f(xo)

in einer Umgebung U;(xg)\{xo}. Analog erhilt man ein Maximum fiir f”(x9) < 0. Wenn auch f"(xy) ver-
schwindet, kann man versuchen, die Entwicklung weiterzutreiben.

9. Unter allen Rechtecken gegebenen Umfangs hat das Quadrat den groten Flacheninhalt. Denn es seien a, b die
Seiten. Dann ist ' = ab und U = 2(a + b). Es sei ¢ := U/2 = (a + b) fest. Dann folgt

Fla = a(c-a)

F'(a) = c-2a
F(a) 2.

Esist also F’(ap) = 0 fiir ap = 5, und F hat in ay ein lokales Maximum. Dann ist auch by = 5 und F(ag) = %
Wegen F(0) = F(c) = 0 gibt es keine Randmaxima, d.h. F(ag) ist Maximum.

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit dem bereits angekiindigten Satz von der Umkehrfunktion.

Satz 5.5.5: In einer Umgebung des Punktes x, sei f € F (I, R) stetig differenzierbar mit f’(xy) # 0. Dann gibt es
eine Umgebung V(f(xy)), in der die Umkehrabbildung

g V(f(x) — I
y — x=(fve)
existiert. Dabei ist U(xg) eine Umgebung von x, g ist stetig differenzierbar, und es gilt
, 1
Y

Zum Beweis sei 0.B.d.A. f'(x9) > 0. Es sei yp := f(xo). Wegen der Stetigkeit von f” gibt es dann eine Umgebung
U(xo) mit f"|U(xp) = p > 0. Wir betrachten f'| U(xp). f wichst dort streng monoton, denn fiir x;, x, € U(x) gilt

f(x) = f(x1)

X2 — X1

= f'(x1 +0(x, —x1)) > p > 0.

Nach Satz 5.1.2 existiert deshalb
g:=f" : R(f|1U(x0)) — U(xo)
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und ist streng monoton. Nach Satz 5.1.19 ist g stetig. Wir haben also nur noch die Differenzierbarkeit zu beweisen.
Es ist

1 (yo+ M) —yo
=
_ Fo9o+h—(fogko)
h
_ ogWo+m = (fo9yo) 9o +h —9g(yo)
9(yo +h) = g(yo) h '

Weil g stetig ist, folgt
(S 2 9o +h) — (f °9)(yo)
g(yo + h) — g(yo)

— (" ° 9)wo),

also
g(yo + h) — g(yo) 1

— )
h =0 (f" © g)(yo)
Aus der Stetigkeit von f” und g folgt dann schlielich auch die Stetigkeit von ¢’.

5.6 Die Regel von de L’Hospital

Wir beschlieBen dieses Kapitel mit einigen Regeln zur Berechnung von Grenzwerten — so sie existieren. Sie sind
nach GuiLLauMmE Frangors ANTOINE DE L'HospitaL (1661-1704) benannt.

1. Es seien f, g € (D, R) differenzierbar und f(xy) = g(xo) = 0. Wir wollen

lim @
x=x0 g(x)
berechnen. Aus dem erweiterten Mittelwertsatz folgt
f@) _ f0) - foo) _ @)
g9(x)  gx)—glxo) g’

etwa mit xg <t < X.

Wenn nun rechts der Grenzwert fiir + — xj existiert, dann folgt

FLC) ()
im — = lim .
x—x g(x) i—=x) g'(t)

Das ist die Regel von de L’Hospital.

Beispiele:
. sinx . COSX
lim—— =1 wegen lim =1
x—=0 X x—0
e'+e -2

lim ——— — =2 (die Regel zweimal anwenden).
-0 1 —cosx

2. Es sei xp = +o0. Dann ist zum Beispiel

1 _ANgergl ,
hm@:hmf(t):hm( TZ)f(T)Ilimf(x).
X—00 g(x) t—0 g(%) -0 (_%)gl(%) Yoo g/(x)

Beispiele:
1
lim 2 = lim+ = 0
X—00 x X—00
lim* = Ilimi = 0.
X—00 X—00

3. Es sei f(xp) = g(xp) = £ 00. Wihle x; < x < x9. Dann ist

GGV @
g(x) —glx1)) g

mit x; <1< x < X
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f _ f0 gw-gx) f@ ]

5.6 Die Regel von de L’Hospital

_ gk
g(x) ‘f’(l‘)

gx)  fx) - flx1) g(x) g 1

Es existiere
(t
:= lim A ).
=% g'(f)

Wir wihlen dann |x; — x| so klein, daf3

"(t
L0 )<
g'(0)
wird. Damit ist x; festgelegt. Fiir x — xp folgt dann
1- g(x1)
9(x)
| fon 1,
S
also )
lim £
= g(x)
Beispiele:
.limx In x = 0 wegen
x—0
In x L
— ~ ——=-x—-0.
x 3
. }1_}11010 x(5 — arctan x) = 1
5 —arctan x  —j +lx2 x2
[
X x?
.ling)(l + x)i =e wegen (1 +x)§ =™ und
X
1
In(1 + T 1
In(1 + x) ~ At 1

X 1 1+x

_f& g’
iy g'(®)

73
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6 Integration I

In diesem Kapitel werden wir elementares Integrieren behandeln. Das Thema wird in §10 und §11 wieder aufge-
griffen.

6.1 Die Stammfunktion

In Folgerung 5.5.4.2 haben wir Stammfunktionen bereits kurz eingefiihrt; also

Definition 6.1.1: Zu f € ¥ (I,R) gebe es eine differenzierbare Funktion F € F (I, R) mit
F =f
Dann heifit F Stammfunktion zu f.

Verschiedene Stammfunktionen zu f € ¥ ((a, b), R) unterscheiden sich nur durch eine Konstante. Wir schreiben

auch
F = ff:: ff(x)dx

und nennen f f das unbestimmte Integral von f. Formal haben wir so die Operation des Differenzierens umgekehrt;
aber natiirlich wissen wir noch gar nicht, zu welcher Funktionenklasse es iiberhaupt Stammfunktionen gibt. Das
wollen wir im folgenden etwas kldren. Aber schon jetzt sei gewarnt. Im allgemeinen ist die Stammfunktion einer
elementaren Funktion keine elementare Funktion mehr. Fiir das Integrieren gibt es keinen so einfachen Kalkiil wie
fiir das Differenzieren.

Natiirlich kénnen wir zu einer Reihe von elementaren Funktionen Stammfunktionen angeben, indem wir vom
Ergebnis des Differenzierens ausgehen. Beispiele:

f F
1 X
. xn+1

X" firn # -1 Py
1
X In |x|
e’ e’
COS X sin x
sin x —Ccosx

12 tan x
Ccos” x

Zu exz, e*/x, sin x/x oder 1/ In x gibt es jedoch keine elementaren Stammfunktionen.
Als erstes wollen wir nun einige Integrationsregeln herleiten. Sie entstehen i.a. aus den entsprechenden Diffe-
rentiationsregeln. Es sei im folgenden ¢ € R, und zu f, g mdgen Stammfunktionen F, G existieren. Dann gelten

1. Aus (cF) = cF’ folgt fur alle c € R
fcfchf.

[uo=[r+ [0
ff’g+ffg'=fg-

Dies nennt man “partielle Integration*. Beispiele dazu:

flnxdxzfl-lnxdxzx-lnx—fx-ldxzx-lnx—x.
X

fsinzxdx:—cosx-sinx+fcoszxdx=—cosx~sinx+x—fsin2xdx,

2. Aus (F + GY = F’' + G’ folgt

3. Aus (fg) = f'g + fg’ folgt
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also |
fsin2 xdx = 5{_ cos x - sin x + x};

fxexdxzxe"—fe"dxzxe"—e".
/_1 2
[rr=32

ferner
4. Aus (f2) =2 f f folgt
5. Aus (In|f]) = f'/ f folgt

6. Aus (Fog) = (F'og)g = (f og)g folgt
f(fog)g’ =Foyg.
Dies ist die ,,Substitutionsregel. Beispiele dazu:
1 1
j‘xe)‘2 dx = 3 ’f()cz)’e"2 dx = Eexz.
1
fsin3 x-cosxdx = f(sin x)? - (sinx) dx = 1 sin* x.

7. Aus (a*) =1na - a* folgt

8. Aus (In|ax + b|)’ = a/(ax + D) folgt

1 1
f dx = —1In|ax + b|.
ax+b a

1
I:= —d
fax2+2bx+c .

Es sei ax? + 2bx + ¢ = a(x — x;)(x — x,) mit

b
a

9. Beispiel: Wir berechnen fiir a # 0

, wobei w:= Vb? —ac.

w
+ —
a

X1,2 =
Wir unterscheiden zwei Fille:
a) Es sei w = 0. Dann ist
1 1 1 1 -1
I:— —b d_x:———b = .
a (x_5)2 a(x-19) ax->b

b) Es sei w € R\{0}. Dann ist

1 ~ 1 ( 1 1 )
(x—x)(x—Xx)  X—X\X—X| X—X

a 1 1
- ﬁ(x—xl _x—xz)’

also | |
X — X1
1 = —1 = —1
2w n 2w
¢) Moglicherweise ist aber w # 0 imaginir. Auch in diesem Falle kann man das Resultat unter b) verwenden,

man muf} nur ins Reelle zuriickrechnen. Aus

yJ1+tan’y = L und siny = _any
cosy V1 +tan’?y

ax+b—w'
ax+b+wl|

X — X2
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folgen

cos(arctan x) = und sin(arctan x) =

1 X
V1 + x2 Vit

Mit w =: ip, p € R*, und « := (ax + b)/p folgt

a—-i o? -1 -2ia
a+i 1 +a?
(a2 - 1)?2 + 4a? {arct a
= exp [iarctan
1+ P P
{arct 2a
= exp|iarctan —— |,
P 1-a?
also
1 a—i 1
I:,—ln{ _}:—arctana',
2ip  la+i p
letzteres wegen
2siny - cosy tany
tan2y = —— = 5
cos?y —sin” y 1 —tan’y

oder

tan(2 arctan x) = 2 ] ol

x2

Natiirlich 148t sich das Resultat auch im Reellen durch Differenzieren direkt bestitigen.
10. Das letzte Beispiel fiihrt uns allgemein auf die Methode der ,,Partialbruchzerlegung®. Es seien P;(x) Polynome

vom Grade i.
f Pu(x) d
P

soll berechnet werden. Dazu geht man wie bei 9 vor. Wenn m > n ist, dividiert man zunéchst durch. Beispiel:

-2 —x(x—-1D2+x> -2 23 —x-2
— = 1+ = 1+ —-
x(x —1)2 x(x —1)2 x(x —1)2

2 2x—-1)2+2x>-x-2 2 4dx-

- 12y (x=1)"+2x"—x _ 1__er—S

X x(x —1)2 x (x=1)72

2 4x-1)-1 2 4 -1
- ————— = == — —,
x (x—1)2 x x—-1 (x-1)7?

also

3
x’ =2 1
fmdxzx—21n|x|+4ln|x—1|+m.

Leichte Schwierigkeiten konnen dabei durch mehrfache Nullstellen im Nenner entstehen. Hier hilft der Mit-
telwertsatz, insbesondere Folgerung 5.5.4.7, und spiter die allgemeinere Taylorreihenentwicklung. In unserem
Falle ist an der Stelle x = 1 (ohne Rest)

4x—-5=-1+4(x-1).

Zusammenfassung:

Es seien P, Polynome n-ten Grades mit Koeffizienten aus R und

Pm
R .= —
Pl‘l

die ,,rationalen Funktionen®. Es seien ferner exp bzw. id die Abbildungen
exp @ x+—e', id : x+ox

Dann konnen wir integrieren

1. [R

2. fRoexp = f((%)oexp)exp = (f%)oexp
3. [ R(sinh,cosh) ~ analog 2
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4. f R(sin, cos) analog 2 oder direkt substituieren mit

2

1- 2
g(x)ztang (cosxz 1+Zz und sinx = 1+gg2)

5. fR(id, V1 —id?) = fR(sin, cos) - cos
6. [ R(id, V1 +id*) = [ R(sinh, cosh) - cosh
7. [R(id, ) mit f(x) = Vax? + 2bx + ¢, denn wegen

ac — b?

a

b\2
ax2+2bx+c=a(x+—) +
a

fithrt eine Substitution auf 5 oder 6.

6.2 Treppenfunktionen und ihre Integrale

Im letzten Abschnitt haben wir die Integration als formale Umkehroperation zur Differentiation eingefiihrt. Es ist
aber noch nicht klar, zu welchen Funktionen es iiberhaupt Stammfunktionen gibt.

Wir wollen nun die Integration von einer anderen Seite her angehen. Es besteht ndmlich ein Zusammenhang
mit dem Problem des Messens von Flidcheninhalten. Ziel ist etwa der folgende Sachverhalt: Es sei f € F(R,R),
f > 0, F eine Stammfunktion zu f und

G:={xyeR |a<x<b 0<y<f).

f= f .

Dann ist

|G| = F(b) - F(a) = f

(a,b)
Dabei sei |G| der ,,Fliacheninhalt® oder das ,,Maf3* von G.

b f

> X

Der Aufbau einer Integrationstheorie ist wesentlich schwieriger als die Einfiihrung des Differenzierens. Wir
gehen daher langsam Schritt fiir Schritt vor und beginnen mit moglichst einfachen Funktionen.
Der Fliacheninhalt eines Rechtecks wird klassisch als Produkt der Seiten definiert. Wir erhalten daher fiir

f @ x—ceR

fi=c-a).

(a,b)
Stammfunktionen zu f sind
F : x+> cx+const.
Mithin gilt fiir alle Stammfunktionen

f f = F(b) - F(a).
(a,b)

In diesem einfachen Falle erhalten wir also das gewiinschte Resultat.
Die nichst einfachen Funktionen sind die ,, Treppenfunktionen®. Es sei P eine Partition des Intervalls I = (a, b),
nidmlich eine endliche Menge von Punkten xg, x1, - - - , X,, mit

a=xg<x <---<x,=b.
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Ist nun f € ¥ (I,R) auf allen Intervallen (x;_;, x;) konstant, also
flGicx) = fieR,

dann heiB3t f Treppenfunktion.
Beachte:

1. Uber die Werte von f an den Stellen x; ist nichts gesagt. Zum Beispiel kann man zur Normierung die stetige
Fortsetzung von rechts wihlen, das ist aber fiir das Folgende ohne Belang.

2. Verschiedene Partitionen konnen dasselbe f liefern. Zum Beispiel kann man anstreben, fiir ein f eine Partition
mit moglichst wenigen Punkten zu nehmen.

3. Mit Treppenfunktionen kann man rechnen. Es seien nimlich f und g zwei Treppenfunktionen. Dann wihle man
eine Partition, die sowohl die Punkte der Partition fiir f als auch die fiir g enthilt. Man sieht dann, da f + g
und fg wieder Treppenfunktionen sind.

Wir bezeichnen daher mit 7 (/,R) € ¥ (I,R) den Vektorraum der Treppenfunktionen von /. Mit der Norm
A1l := sup|f (2l
xel

wird 7 (I,R) zu einem normierten Vektorraum. Die Rdume B(/,R), C*(I,R) oder BC(I,R) waren unter dieser
Norm vollstindig (vgl. §5.2). Es sei 7 die Vervollstindigung von 7~. Dann mdchte man natiirlich die Elemente
von 7 niher charakterisieren.

Bevor wir auf diese Frage weiter eingehen, definieren wir das Integral iiber eine Treppenfunktion f € 7 (I,R)
mit f| (x;_1, x;) = f; natiirlich durch

Hﬂ:f‘fﬁZﬁm—m&
(a.b) i=1

Diese Definition hingt nicht von der speziellen Wahl der Partition ab. Es seien ndmlich P; und P, zwei Partitionen
fiir dasselbe f. Man bilde die Partition P; als Vereinigung der beiden Partitionen P; und P,. P3 enthilt also alle
Punkte sowohl von P; als auch von P,. Entsprechend werden die Integrale T;(f) gebildet. Dann dndert sich 7 (f)
nicht, wenn man weitere Punkte in die Partition hinzufiigt. Daraus folgt

T\(f) = T5(f) = T2(f).
Wir fassen zusammen:

Definition 6.2.1: Es seien a = xg < x1 < --- < x,, = b eine Partition von I = (a,b) und f € T (I,R) mit

Sz, x) = fi e R
Dann nennen wir die Zahl

T(f):= Zfi (xi = xi1)
iz1

das (bestimmte) Integral von f iiber I und schreiben auch

Nﬂ=a£f=if}uwx
fabf(x)dx= facf(X)dx+ febf(X)dx,

(Z figi(xi — xi—l))2 < (Z A - xi—1)) : (Z gr(xi — xi—l))
T T T

fiir f;,g; € R folgt die Schwarzsche Ungleichung (nach HERMANN AMANDUS ScHwARzZ, 1843—-1921)
(T(f9) < T T(g).

T ist eine beschrinkte lineare Abbildung,

Mit a < ¢ < b gilt dann

und aus

T : 7(U,R) — R.
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Dafiir schreiben wir auch 7' € £,(7,R), denn T ist linear wegen

T(af +Bg) = T (f) + BT (g)
und beschrinkt wegen
IT(HI < -a)llfll.
Durch
lAllz, == sup |A(f) firA e L,
IIAl=1
wird £}, selbst zu einem normierten Raum. Es ist

ITllz, = (b —a).

Solche Abbildungen lassen sich nun auf 7 fortsetzen (,stetig erginzen), und damit kénnen wir das Integral
fiir die groBere Funktionenklasse 7~ erklédren. Es gilt nimlich

Satz 6.2.2: Es seien X ein normierter Vektorraum, X seine Vervollstindigung und A € L,(X,R). Dann gilt
3 A e L£,(X,R) mit A|X = A und “A“L,,(X,R) = Allz,x.r)-
Zum Beweis wihlen wir ein % € X und eine Folge x, € X, x, — %. Dann gilt
|Ax, = Axi| < |Allg, - [1%0 = Xll,

das heilit (Ax,) ist eine Cauchyfolge. Es sei Ax, — r. Der Grenzwert r hingt nicht von der speziellen Wahl der
Folge x, — X ab. Deshalb ist
A%:=lim Ax, = r

n—oo

eindeutig definiert. Es gilt
A X >R,
und es ist A|X = A. Man nehme nur die Folge (x,)y,=r. Aus |Ax,| < [|Allz, - [lx,]| folgt
IAZ] < ||Allz, - 15,
also
AL, 5 < Al x0)-

Fiir x € X ist aber |JAx|| = ||Ax]|, also
||A||Lb(/\7,R) = Al z,x.»)-

Damit kénnen wir auch fiir alle f € 7 (1, R) das Integral eindeutig erkliren durch

T(f) = f1 f= f s,

TNl < &~ alfll

Es stellt sich also um so mehr die Frage nach der Charakterisierung von 7 (I, R).
Bevor wir sie im nédchsten Abschnitt beantworten, zeigen wir zunéchst einmal

und es ist wieder

Satz 6.2.3: C*(I,R) c 7 (I,R).
GleichmiBig stetige Funktionen lassen sich also durch Treppenfunktionen gleichmifig approximieren. Es sei
Ve 6 VYaxy lx-yl<dé If()-fl<e

Dann wihlen wir
a=xy<x;<---<x,=b
mit
max |x; — xi_1| <6
1

und
g(x) = f(x;) furx, <x<ux, i=1,2,---,n
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Dannistg € 7 (I,R) und
llg - fll <e

Das beweist den Satz.
Damit sind wir in der Lage, gleichméiBig stetige Funktionen zu integrieren.

Beispiel: Es seien I = (0,a) und f,, € 7 (I, R) mit

fo(x) = %[nx] fir x e I.

Dabei sei wie tiblich [a] die gro3te ganze Zahl kleiner oder gleich a. Wir wihlen nun die Partition

O=xog<x1 < <X <Xy1=a

mit .
szl fir0 < j<k=[nal.
n
Dann ist |
xJ'—Xj_lﬁﬁ
und .
Jj-1 . .
Sl (1. x)) = fir0<j<k
n
sowie nal &
na
fo| Gro@) = = -
n n
Es folgt also mit g, := na — [na], 0 < g, < 1
k
Jj—1 k [na]
T n = '—+_ —_
() ,Z‘ — 4 ~a- )
1 ktk=1) &k
T 22 T
1
= W(na—qn)(na+qn—1)
2 _ 2
— a__i+Qn qn.
2 2n 2n?
Dabei haben wir
k k-1 |
;(1—1)=;l:§(k—l)k

verwandt. Aus |
0<x-fim=x-d !
n n

folgt also
Ifon = fIl =0

2
- a
T(f) = j;xdxz >

mit f(x) = x, und

6.3 Regelfunktionen

Wir haben bereits gesehen, dal stetige Funktionen integrierbar sind, und im letzten Beispiel haben wir f f fiir
f(x) = x explizit berechnet. Wir nennen nun

R(I,R) := T(I,R)
den normierten Vektorraum der Regelfunktionen. R(I, R) ist mit der Norm

LAl == sug) [f (0l
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versehen. Es gilt
C*(I,R) c RU,R) c B(,R),

und fiir Funktionen aus R(/,R) haben wir soeben das Integral definiert. Es bleibt also die Charakterisierung von
R(,R). Wir beginnen mit

Satz 6.3.1: Es sei f € B(I,R) monoton. Dann ist f € R(I,R).

Zum Beweis sei 0.B.d.A. f monoton wachsend und f(a) < f(b). Wir zeigen
Ye>0 FreT(LR) |f-dl<e
Dazu wihlen wir eine Partition von [ f(a), f(b)] mit
fl@=yo<yi < <yn = f(b)

und | y; — y;—1| < €. Es seien

Yn = [yn71 i yn]
Y, = lyi-y) furl<i<n-1
X, = f_l(Yi).
A

Ys /I
T — |

Y3

Y, :

Y /

X1 X5 X4 XS |

X; kann auch leer sein. Jedenfalls bilden die Randpunkte der nicht leeren X; eine Partition von [a, b], es ist

[a,b] = UY
i=1

und jedes x € [a, b] liegt in genau einem der X;. Es sei
t(x) := Yi-1 fiir x € X;.

Dannistt € 7 (I,R) und
f =l <e

Das war zu zeigen. Beachten Sie, daf3 wir zum Beweis des Satzes zunichst eine Partition auf der y-Achse gewihlt
haben. Das wird ein wichtiger Punkt bei der Einfiihrung des allgemeineren Lebesgueschen Integrals in §11 sein.
Wir werden eine Funktion f € (I, R) meBbar nennen, wenn die X; = f~'(¥;) meBbar sind.

Satz 6.3.2: Es seien f € R(I,R) und xy € I. Dann existieren die Limites
lim f(x) und lim f(x).
x|xo xTxo

Entsprechendes gilt in den Randpunkten von I.

Zum Beweis zeigen wir, daf3 fiir xy € [a, b) der rechtsseitige Limes existiert. Es seien x,y > xp und f, € 7 (I,R)
mit f, — f. Dann gilt

If @) = fOI < 1f (W) = fu@ + 1fa(y) = fu(Ol + [ fulx) = f(X),
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und fiir alle n > no(ﬁ) sind der erste und der dritte Term rechts kleiner als £/3. Der mittlere Term

1fa(y) = fa(0)l

muB also fiir festes n = ny(&) abgeschitzt werden. Der Punkt x; ist entweder Sprungstelle von f,(x) oder nicht. In
beiden Fillen gilt aber fiir x,y — xo

/o) = fu(0)l = 0,

denn es waren x,y > xo und f, € 7 vorausgesetzt. Das heilit
Ve J6 VYxye(x, x0+0) |f(y-f0l<e

Mithin ist (f(x)) bzgl. x | xo eine Cauchyfolge.
Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig. Damit sind dann die Regelfunktionen charakterisiert.

Satz 6.3.3: f € ¥ (I,R) besitze iiberall einen rechts- und linksseitigen Grenzwert. Dann ist f € R(I,R).
Beweis: Es gilt Ve >0 VYcel 3B(c,d):

(vy€Bc.0) A (ny>c V xy<o)=Ify) - f®l<e

I = [a, b] ist kompakt und kann deshalb mit endlich vielen B(c;,d;), i = 1,2,...,k, iberdeckt werden (vgl. §4.5).
Es ist also

k
[a,b] < ) Bei, 6.
i=1

Wir ordnen nun die ¢; und die Endpunkte der Intervalle B(c;,d;) der Groe nach. Das ergibt eine Partition von
[a, b], sagen wir
a=xp<x;<---<x,=>b.

Es seit € 7 (I,R) mit
i) o= { fo)  firx =

fzp) fiirx; <x < xj,
wobei z; beliebig aus (x, xj,1) zu wihlen ist. Dann gilt

Vxel |f(x)—t(x)|<e,

also

If =1l <e.

Fiir x = x; ist das klar, und fiir x # x; sei etwa x € (xj, x;+1) C B(c,,6,). Dann liegt x entweder rechts oder links
von ¢,, in beiden Fillen gilt aber

|f(x) =t = 1f(0) = fzpl < e.

Das war zu zeigen.
Korollar 6.3.4: f € R(I,R) hat hichstens abzihlbar unendlich viele Sprungstellen.
Fiir alle n € N sind ndmlich jeweils nur endlich viele Spriinge der Grofie % moglich.

Korollar 6.3.5:
CU,R) = {f eRUR) | Vxoel (bzw. I) 1ilmf(x) = liTmf(x) = f(xo)}.

Man nennt f ,,stiickweise stetig, wenn f stetig ist mit Ausnahme endlich vieler Sprungstellen.

Beispiel einer Regelfunktion, die nicht stiickweise stetig ist:

1 firx=1
=3 GF firGF<x<@ k=12
0 firx=0.

ol

f besitzt also die Sprungstellen
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Es gilt f € R(I,R) mit I = (0, 1), denn zu & > 0 wihle man k(&) mit
1\
(E) <é&

1 fiirx=1
) ={ G firYF<x<@" k=12 .k
0 fir0<x< (k.

und

Dannistt € 7 (I,R) und
f -1l <e.

Auch fiir Regelfunktionen gelten natiirlich die tiblichen Rechenregeln fiir Integrale, also — wir lassen die Tilde
von nun an wieder fort —

T(f+9 T(f)+T(g
T(cf) cT(f) firceR
f20 = T{)=0

C b b
ff(x)dx+ff(x)dx=ff(x)dx fira<c<b
(b—a)ir}ffST(f)S(b—a)supf

I

sowie die Schwarzsche Ungleichung. Man approximiere nur jeweils durch Treppenfunktionen.
Im nédchsten Abschnitt werden wir den Zusammenhang mit den Stammfunktionen, also eine Verbindung zwi-
schen Differential- und Integralrechnung, herstellen. Jetzt zeigen wir nur noch den

Mittelwertsatz der Integralrechnung: Es sei f € C([a, b]). Dann gilt

b
dc e (a,b) f fx)dx = (b —a)f(c).
Beweis: Es seien

m:= min f(x) und M := max f(x).
x€la,b) x€la,b)

Dann ist
1

b
ms—ff(x)dst,
b-aJ,

und der Zwischenwertsatz (Satz 5.1.12) liefert die Existenz eines ¢ € (a, b) mit

1 b
f) = f Fdx.
—~

6.4 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wie bereits angekiindigt wollen wir nun die Differentiation mit der Integration verkniipfen. Es seien I = (a, b),
f e RU,R)und

F(x) := fxf(t)dt fir x € [a, b].

Wir diskutieren F : I — R.
Offenbar ist F(a) = 0, und analog |T'(f)| < (b — a)||f]| folgt

IF(x) = F(l < lx =yl - |If]l
also
Satz 6.4.1: Es sei f € R(I,R). Dann ist F in I Lipschitz-stetig.

Im allgemeinen ist F aber nicht differenzierbar. Es existieren jedoch die rechts- bzw. linksseitigen Ableitungen.
Es gilt ndmlich
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Satz 6.4.2: Es sei f € R(I,R) und x € 1. Dann existiert

. F(xth)-F(x)
lim ————

im Y = f(x£0) =: F_(x).

Wir beweisen den Satz 0.B.d.A. fiir die rechtsseitige Ableitung. Es sei & > 0, dann ist

x+h
F(x+h)-F(x) = f f(®dt

und
x+h
f(x+0)h=f(x+0)f dt,
also
x+h
F(x+h)—F(x)—hf(x+0)=f (f(®) = f(x+ 0))dr.
Wegen f € R(I,R) existiert der rechtsseitige Grenzwert von f an der Stelle x, das heifit
Vi>x, t—x<d(e) |f)—f(x+0)<e

oder fiir alle 0 < 7 < 6(e)
[F(x+h)—F(x)—hf(x+0)| <e&h,

das heilt F/,(x) = f(x +0).
Speziell folgt daraus fiir stetige f der

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Es seien f € C([a, b],R) und

F(x) = f f(@)dte.
Dann ist F € C([a, b],R), und es ist
F' =f.

F ist also eine Stammfunktion zu f, und sie ist durch F(a) = O eindeutig festgelegt. Jede stetige Funktion
besitzt also eine Stammfunktion. Es gilt

Satz 6.4.3: Es seien f € C([a,b],R) und F eine Stammfunktion zu f. Dann ist
b b
f f()dt = F(b)—F(a)=:F| .

a

Beweis: Weil sich Stammfunktionen nur durch eine Konstante unterscheiden, ist

f f®dt = F(x) +c,
und es folgt fiir x = a
0= F(a) +c,

also

f ' () dt = F(x) - F(a).

6.5 Vertauschung von Grenzprozessen

In vielen Anwendungen tritt das Problem auf, Grenziibergéinge zu vertauschen; so bei der Integration. Eine be-
friedigende Antwort auf solche Fragen werden wir erst geben konnen, wenn wir die Integrationstheorie weiter
entwickelt haben (Lebesguesche Theorie). Trotzdem mochte ich schon jetzt in die Problematik einfithren und erste
Antworten geben.

Beispiel: Es seien f,, und f aus C([a, b]) und punktweise gelte

lim £,(x) = f ().
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Frage: Gilt dann
b b
lim f fu= f f
n—oo a a
bzw. wann gilt das? Die Antwort ist zunédchst nein, denn man wihle in [0, 1]

ntxe™  firx>0

n(x) = { 0 fir x = 0.

Fiir alle x gilt dann f,(x) — 0, denn mit ¢ = nx, x # 0, folgt das aus

20—t 2 2

te t 61 6 6
== <X 22 )
Fulx) X xe! T x3  xt nx?

Es ist aber |

1 1
f n’xedx = —nxe™| +n f e dx=-ne"—e" + 1,
0 0

0
also

n—oo

1 1
lim fr=1 und f f=0.
0 0

Wir konnen jedoch sehr leicht eine hinreichende Bedingung angeben, nimlich

Satz 6.5.1: Es seien f,, f € R(I,R) mit ||f,, — fll = 0. Dann gilt
b b b
limf f,,:f limfnzf f.

IT(f) - T(H| < b -allfy - .

Der Beweis folgt aus

Diese Bedingung ist jedoch nicht notwendig, d.h. der Satz ist nicht scharf.
Beispiel: In [0, 1] seien

X" fir0O<x<1

Fn(®) :{ 0 sonst.

Vxel0,1] fu(x) > 0.
Wir wissen bereits, dal die Konvergenz nicht gleichmifig ist, denn fiir x, = v1/2 ist f,(x,) = 1/2 (§5.2 Beispiel

1). Es ist jedoch
1 +1
x"
f X'dx =
0 n+1

Wie gesagt, eine befriedigende Antwort gibt erst die Lebesguesche Integrationstheorie. Dort wird ein ,,Majo-
ranten-Kriterium* bewiesen, nimlich (£!(Z, R) wird in §6.7 definiert)

Dann gilt

1
= 1 —)0
0 n+1

Majoranten-Kriterium: Es seien f, € £'(I,R) mit
i) f.— f punktweise

() 3JgeL'UR) |f)|<g punktweise.

Dann gilt f € L(I,R) und

[omf

Satz 6.5.2: Es seien f, € Ci(la, b]). Fiir ein xy € [a, b] konvergiere (f,(xo)), und (f;) sei gleichmdfig konvergent.
Dann existiert ein f € C([a, b]) mit

Als Folgerung aus Satz 6.5.1 beweisen wir

Ifo=fIl — 0 und |If; = fIl — 0,

also ,
lim f = (lim f,,) .
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Beweis: Es ist
fn(x)zfn(x0)+f f)dt (*)

also
[/ () = fn (O < |fu(x0) = fin(x0)| + (b = @)If; = fll-
Mithin konvergiert auch (f,) gleichméBig. Es sei f der Grenzwert. Dann folgt mit ||, — gl| — 0 aus (*)

£ = flxo) + f g,

X0
also f" =g.

Wir wollen noch etwas weiter ausholen und parameterabhéngige Integrale betrachten. Es seien fiir den Rest
dieses Abschnitts I = (a, b) und J = (c, d) Intervalle, sowie

f:IxJ — R
(x,0) —  flx0).
Fiir alle t € J sei f(-, 1) € R(I,R). Dann existiert

F@) = fb f(x,1)dx.
t ist der ,,Parameter®, in den letzten Sidtzen war ¢ € N.
Satz 6.5.3: f sei gleichmdifjig bzgl. x stetig in t, das heifit
Yty Ve A6 Veed lt—tl<d Vx |[f(x,0)— f(x, 1) <e.
Dann ist F € C(J,R).
Der Beweis folgt aus ,
F(O = Fal < [ 170 = ftoldx < b - e
Analog gilt '

Satz 6.5.4: Fiir alle x,t existiere

. flx,t+h)— f(x,1)
lim =

lim A g(x,1)

mit
i Vvt g(,1neRUR)
(i) Ve Ve 6 Ve lt—1tl<d VYx lglx, 1) —glx )l <e.
Dann ist F € C\(J,R) mit
F'@) = fb g(x, 1) dx.
a

Beweis:

Ft+h)—F@®) (" fCt+h) - f(x,0) J

n - f n *
= g(x,t+6h) mit 0<O(x,H<1
b b

= f g(x, ) dx + f (g(x,t + 6h) — g(x,1))dx

mit )
f |g(x, t + 6h) — g(x, t)|dx <(b-a)e firh<d,e),

also

b
F’(t)zf g(x, tdx.

Wir wollen nun F(¢) bzgl. ¢ integrieren und die Reihenfolge der Integrationen vertauschen. Der folgende Satz
ist nach Guipo Fusint (1879-1943) benannt.
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Satz 6.5.5: Es sei f € C(I x J,R). Dann ist F € R(J,R) und

d b b d
f F(t)dt = f ( f f(x, 1) dx)dr = f ( f f(x. 1) dt)dx.

Beweis: Aus der Stetigkeit von f im abgeschlossenen Intervall folgt die gleichmiBige Stetigkeit (analog Satz
5.1.17), also mit & := (x, ) und & := (xo, tp)

Ve 6 V& Lo, k6ol <6 |f(&)— f&o)l <e.

Insbesondere gilt
Yty Ve A6 Vi, lt—tl<d Vx |f(x,t)— f(x,5p) <e

Yxgo Ye A6 Vx, [x—xol<d VYVt [f(x,1)— f(xo,0)] <e.
Deshalb erhélt man
1. F € C(J,R) c R(J,R).

2. Es seien
Y d d Y
L(y) = f ( f fend)dx,  Ly) = f ( f f(x,0)dx)dt.
a C C a
=:9(y.1)
Dann folgt
3.

Li(y) = f fy, vydt,

weil [ f(x,0)dr stetig in x ist.
4. g(y, t) hat folgende Eigenschaften:
a)
Yy g(y,-) € C(J,R) und VYt g(-, 1) € C(I,R).

Mithin existiert /5.
b)

lim gy +h,t) — gy, 1)
h—0 h

= f(y,1), dh. I)(y) = fd fly, vdr.
5. Mithin ist
I (y) = L(y),

oder
I1(y) = L(y) + const

und /1(a) = 0, Ir(a) = 0, also
Liy) = L(©).

Speziell gilt deshalb I;(b) = I,(b).

6.6 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir bei der Integration zwei wesentliche Voraussetzungen gemacht, nimlich
(i) feRU,R)cCB(UR)
i) I=(a,b).
f und das Integrationsgebiet mufliten also beschrinkt sein. Von beiden Voraussetzungen wollen wir uns durch die
Einfiihrung der uneigentlichen Integrale etwas befreien.
1. f seiin ¢ € [a, b] moglicherweise ,,singuldr®, das soll heillen: es sei (fiir ¢ € (a, b))

Ve feR(a,c—¢g)) und f € R((c+e,Db)).

Offenbar sind drei Fille moglich, ¢ = a, ¢ € (a, b) oder ¢ = b. Es sei zunichst ¢ € (a, b). Dann existieren

c—& b
I (e) :=f f und IL(e) :=f I
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Die Grenzwerte
I; :=1lim I;(e)
el0

b
11+12=Iff
a

das uneigentliche Integral von f iiber /. Fiir ¢ = a bzw. ¢ = b geht man analog vor.
Beispiele:
a)In (=1,1) sei £(0) = 0 und f(x) = 1/ Vx| fiir x # 0. Dann ist

ff=2«/§

s

b) In (-1, 1) sei f(0) = 0und f(x) = X% fiir x # 0. Nun ist

fldx_—l
. X3 2x2

und der Grenzwert existiert fiir € | 0 nicht. Es ist aber

—€ 1 d
f _X + _X =0.
o X . X

Trotzdem existiert das uneigentliche Integral iiber f nicht!

ST,

nennt man Cauchyschen Hauptwert von f, wenn er existiert; p.v. steht fiir ,,principal value®.
2. Es sei etwa D = (a, ) und f € R((a, @)) fiir alle @ > a. Dann existiert

Ia) = f .

I := lim I(a).

a—00

I::wa

das uneigentliche Integral von f iiber D. Analog definiert man

Lr

Hier miissen die Grenzwerte wieder unabhéngig voneinander existieren, sonst erhilt man gegebenenfalls wie-
der nur den Cauchyschen Hauptwert.

mogen existieren. Dann nennen wir

1
=2-2Ve—>2,

und es folgt

! 1 1

=+ —,
. 2 2g?

Es existiere auch

Dann nennt man

Beispiel:

Um das zu zeigen, holen wir etwas aus:
1 sin x

- ist im Nullpunkt stetig, hier liegt also keine Singularitét vor.
2.

¢ sin x cos x| Y cos x
—dx - - S—dx
1 X X N 1 X

cos @ ¢ cos x
cosl— - 5 dx.
a 1 X
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Das Integral rechts konvergiert wegen
f # cos x fﬂ dx 1 1
——dx| < — ==——.
a x2 a x? :8 44

e [,
0

X

3. Fiir @ > 0 berechnen wir

Das Integral existiert. Wir bestimmen f”:

sin(a + h)x — sin ax
h

—xcosax = x - (cos(a + O1h)x — cos ax)

= x-61hx - sin(ax + 6,0, hx)

< |h|f xe “dx = |h|.
0

f(a) = f e cos axdx.
0

(o) 00
-« f e “sinaxdx
0 0

o) 00
+a f e “cosax dx}
0 0

(1 +a*)f'(a)=1.

Das ist eine Differentialgleichung fiir f. Die Funktion arctan geniigt derselben Gleichung, also ist

mit 0 < 6; < 1. Daraus folgt

fla+h - fle) f“’ x
_— e cosaxdx
h 0

Es ist also

Partielles Integrieren ergibt nun

f(@) = —-e*cosax

l-a {—e‘x sin ax

oder

f(@) = arctan @ + c,

und aus 0 = f(0) = arctan O folgt ¢ = 0. Es gilt also
fla) = f wdx = arctan «,
0 X

und fiir @ > 0 liefert die Substitution ¢ = ax

f(a):f e« Smtdt.
0

t

4. Wir zeigen

Daraus folgt wegen
. Vs
lim arctan @ = 3

a—00

die Behauptung. Zum Beweis zerlegen wir

o L . o -
e o Sint sin ¢
f dt - f dr
0 t o !

1 . .
€ «sint sint

A o L . 0o -
@ t t
< f -— dt+f ¢ - om dt’+f ﬂdt‘.
0 t A t A 1
Wegen
-y 1—eV
c '=’ “l<1 firy>0
y yey

&9
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gilt fiir das erste Integral rechts bei festem A

A
fo
o .
sin ¢t
f_dt
U
00 _r .
e e sint
f dt
A t

gleichmifBig bzgl. @ abschitzen. Dazu integrieren wir partiell. Es sei

A
<——0.
Q@ a—o0

Wegen 2 ist

<g firalle A > Ay(e).

‘Wir miissen also nur noch

2 .
- . sint
t,a) .= ——=e o(cost+ —).
gt @) 1= e ( o)
Dann gilt
0 .o
—g(t,a) = e = sint
atg( )

und
Yax>1 VYt>0 gt a)<?2.

B B
t’

+f o a)dt
A A 2

4
<-—<e
A

Es folgt daher fiir alle @ > 1

LB (e_é sin t) %dr = _g(t; )

oo —L .
e asint
f dt
n t

fiir alle A > Ai(e) = 4/& + 1. Das beweist 4.

oder

6.7 Das Riemannsche Integral

Bisher haben wir Integrale zunichst fiir Treppenfunktionen und dann fiir Regelfunktionen eingefiihrt. Das ist noch
nicht ausreichend, und wir werden die Integrationstheorie in §10f weiterbehandeln und das allgemeinere Lebes-
guesche Integral einfiihren.

Historisch dlter ist das Riemannsche Integral, das wegen seiner Anschaulichkeit und seinem Zusammenhang
zur Maf3theorie immer noch interessant ist. Es steht zwischen dem Integral fiir Regelfunktionen und dem Lebes-
gueschen Integral. Da wir aber spiter ohnehin eine groflere Funktionenklasse integrieren wollen, begniige ich mich
hier mit einer kurzen Andeutung.

Es seien wieder I := (a,b) und {xg, -, x,} eine Partition von /. Die Funktion f € B(I,R) soll integriert
werden. Dazu wihlen wir

f'(x) == sup f(1) fiirx € [xi1, %)
€[ Xi-1,%;)

fu(x) = [inf )f(t) fiir x € [xi_1, x).
1€l Xi—1,X;

Die Funktionen f" und f, sind also aus 7 (I, R). Es seien nun

b b
() = f Found L) = f 5o

Dann fillt (/") monoton bei Verfeinerung der Partition, und (7,,) steigt. Wegen f € B(I,R) sind beide Folgen
beschrinkt.
Es seien nun fiir beliebige Partitionen mit A, := sup |[x; — x;—;| = 0

I'(f)
L.(f)

benannt nach JEan Darboux, 1842—-1917.

inf I"(f) das obere Darbouxsche Integral

sup I,(f) das untere Darbouxsche Integral,
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Definition 6.7.1: f € B(I,R) heifit im Riemannschen Sinne integrierbar :

I'(f) = L(f).

[

Man beachte, daf fiir f € R(I, R) das Riemannsche Integral mit dem fiir Regelfunktionen iibereinstimmt. Es gelten
auch wieder die iiblichen Rechenregeln, z.B.
Jre s

f f +9)
® - Il

[s

R(I,R) ist also in der Klasse der Riemann-integrierbaren Funktionen enthalten. Weil fiir f € R(/, R) rechts- und
linksseitige Grenzwerte existieren, kommen als Beispiel fiir Riemann-integrierbare Funktionen f mit f ¢ R(I,R)
oszillierende Funktionen in Frage. Es seien I = (0, 1) und

Den gemeinsamen Wert nennt man wieder

IA

1+sin}c fir0<x<1

f(x)z{ 0 fiir x = 0.

Dann ist f ¢ R(I,R), aber Riemann-integrierbar.
Zum Beweis interessiert nur eine Umgebung des Nullpunktes, weil

1 1/8 o
. 1 . sin ¢
lim sin — dx = lim —dt
6—0 Js X 6—0 J; 2

existiert. Fiir 6 < 1 erhalten wir in [0, 6]

) )
031"(f)=ff"sf2=25, Osln(f)sz,,sf2=26,
0 0 0 0

11" (f) = LOL < () = L()] < 46.

Aber natiirlich existiert in diesem Falle auch fol f als uneigentliches Integral fiir Regelfunktionen, so daB3 wir
nichts gewonnen haben.

Zum Abschluf bringe ich noch ein Beispiel, das zeigen soll, da3 auch die Klasse der Riemann-integrierbaren
Funktionen noch zu klein ist. Zunéchst der Hintergrund:

Bisher haben wir in 8(/, R) bzw. in R(/, R) die Supremumsnorm

Al = sup Lf (0l

also in [0, d]

verwandt. Diese Topologie ist aber fiir viele Anwendungen, besonders auch in der Physik, zu fein. Vielmehr findet

man oft
Wl = f, I

Ifllz2 := V(. f), wobei (f,g) = flfé-

Hierbei soll das £ an Henrl LEBESGUE (1875-1941) erinnern. Offenbar gilt fiir f € 7 (I,R)

oder auch

Il < @=alfll, Ifllz < Vb - allfl,
und aus der Schwarzschen Ungleichung folgt auch
Ifllg < Vb —allfll g2,

also

Ifllzr < Vb =adllflle < &= a)llfll.
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Diese Normen sind natiirlich nicht dquivalent. Zum Beispiel ist

f: 01 — R

X — x—1/2

aus L'(I,R), aber nicht aus £2(I, R) oder R(I, R).
Wir werden spéter das Lebesguesche Integral einfithren, indem wir statt R(Z, R)

LYILR) = {f€eTUR); I|I-llp}

wihlen. Wir vervollstindigen 7 (1, R) also in einer groberen Topologie und vergrolern dadurch die Klasse der
integrablen Funktionen.
Ich gebe jetzt ein Beispiel, das auf den ersten Blick sehr ausgefallen aussieht. Es sei in [0, 1]

fiir x rational

1
fx) = { 0 sonst.

Dann sind immer f* = 1 und f, = 0, also /" = 1 und I, = 0. Mithin ist f nicht im Riemannschen Sinne
integrierbar. f wird jedoch im Sinne von Lebesgue integrabel sein mit dem Integral f f = 0. Anschaulich, wir

messen die ,,Flache* F unter f. Die rationalen Zahlen sind abzihlbar, etwa x1, x5, - - - . Um jede dieser Zahlen legen
wir einen Streifen der Breite &, £2, - - - . Dann ist
0<F<e+e+&+---= — 0,
1 — & &0

also F = 0. Oder man wihle wieder auf der y-Achse eine Partition. Fiir ein € > 0 seien
Ygzz{y}l—f<y<1+f} und X, = £\ (v,)
2 2
Dann sollte fiire — 0
1- MaB (X,) — ff

gelten. Nun haben die rationalen Zahlen das ,,Maf} Null®, sie bilden eine ,,Nullmenge*, und deshalb verschwindet
das Integral.
Man muB jetzt auch die Klasse der Funktionen f = 0 neu definieren. Man tut es, indem man

f|f|=0

verlangt. f braucht nur noch ,fast tiberall*“ oder ,,aulerhalb einer Menge vom Maf} Null“ zu verschwinden. Das f
in unserem letzten Beispiel gehort also zur Klasse der Nullfunktionen.
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7 Reihen

In §4.2 haben wir bereits Reihen behandelt und insbesondere die Frage nach ihrer Konvergenz auf die der Folge
der Partialsummen (s,) zuriickgefiihrt,
Sp = Z a;.
j=1

Es galt
(i) (sy,) sei konvergent — (a,) ist Nullfolge.
(ii) (s,) konvergiert absolut <= 3}’ |a;| konvergiert.

Es sei auch erinnert an spezielle Konvergenzkriterien, wie das Majorantenkriterium oder das Quotienten- und
Wurzelkriterium.

7.1 Differentiation und Integration

Im folgenden wollen wir uns mit Reihen beschiftigen, deren einzelne Glieder a; selbst Abbildungen a; € ¥ (I, R)
sind mit / C R. Es sei also s, € F (I, R) mit

n

sp(x) = Z aj(x).

j=1

Fiir solche Folgen haben wir bereits mehrere Konvergenzbegriffe kennengelernt:

(i) Konvergenz fiir ein festes xy € I:
dxg el |s,(xg) — s(xp)| — O.

(ii) Punktweise Konvergenz in I:
Vxel |[s,(x)—s(x)— 0.

(iii) GleichmiBige Konvergenz in I:
llsn = sll = 0.

(iv) Absolute Konvergenz in I:
Z |a;| konvergiert.
=1

Dabei war

WAl == sup L0l

die Supremumsnorm. Wir wissen, dafl die Raume B(I,R), BC(I,R), C*(B,R), C(K, R) und R(I,R) beziiglich dieser
Norm vollstindig sind (B C R beschréinkt und K € R kompakt).

Es gilt das
Majorantenkriterium fiir die gleichmiiBige Konvergenz: Es seien a, € BC(I,R), ¢, € R, 3 ¢, konvergent und
Yxel |a,(x)|<cp.
Dann konvergiert Y, a, absolut und gleichmdif3ig gegen eine stetige Grenzfunktion.

Der Beweis folgt aus Satz 5.2.4 und 5.2.8. Ich erinnere an das Beispiel

n

b
a,(x) = ] firx e I := (=R, R).

Dann ist .

la,(X)| < ¢, = -
n.

Es gilt

Cn

R
= < 1 Vn> =[R].
P A n>ny=[R]
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Mithin konvergiert

L

sn(x) = Z I

=07

in jedem Intervall (—R, R) absolut und gleichmiBig gegen die stetige Grenzfunktion s(x).

Uns interessiert aber nicht nur die Stetigkeit, sondern auch die Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit von
s(x). Wir zeigen

Satz 7.1.1: Es seien a, € R(I,R), und (s,) konvergiere gleichmdifsig gegen s in I. Dann gilt auch s € R(I,R) und

B B
Ya,Bel f s:Zf aj.
a =1 v

Beweis: Es ist s, € R(I,R) und wegen der Vollstindigkeit von R(/, R) auch s € R(/, R). Dann gilt

n B B
j‘ﬂs—Zfaj f(s—sn)
a =1 Ve a

GleichmiBig konvergente Reihen konnen also gliedweise integriert werden. Schwieriger ist das Differenzieren
von Reihen. Hier gilt

<B-al-lls—sill = 0.

Satz 7.1.2: Es seien a, € ¥ (I,R) in I differenzierbar, a, € B(U,R), s, =Y aj t, =2 a;, t € B(I,R), und es gelte
1 1

(i) Axp € I mit (s,(x0)) konvergiert gegen s(xy)
@) ||t, -7 — 0.

Dann folgt
1. ||s,—sl|— 0.
2. sistin I differenzierbar mit s' = t.

Beweis:
a) Wir zeigen s, — s gleichmifig: Es ist
152 (x) = s (O] < 1(50(x%) = (X)) = ($u(x0) = Sm(X0))] + (52(x0) = S (x0))]

[ > @ - ao)

Jj=m+1

+ |S,,()C()) - sm(-xO)l

n

ol | D

Jj=m+1

(b - a)”tn - tm” + |Sn(x0) - Sm(X0)| < &

+ |Sn(-x0) - Sm(x0)|

IA

fiir alle m, n > ny(g). Dabei war X = X(m,n) € I.
b) Wir zeigen s” = t: Es sei
) 1= D=0 ) e 80 R),
X — X0
Nach Voraussetzung ist
lim r,(x) = 0.
X— X0

(rn) konvergiert gleichméBig. Denn es ist

Fa) = () = (S”(x)_s”(x°2:if)m(x)_s”1(x°)) ~ 1,(x0) + ()

$7(%) = 57, (%) = (ta(x0) — tn(x0))

mit X = X(m, n) € 1. Daraus folgt

Vxel |r(x) = rm(l <2l = tall,
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also die gleichméfige Konvergenz von (r,) gegen r. Dann ist aber

SO Z50) ) = 1),
X — X0
und s” = ¢ folgt aus
lim r(x) = 0.
X—X0

Letzteres erhilt man aus e e
|r(x) — ry(x)| < 3 fiir alle x und alle n > nO(E)

und c
| (x)] < 3 fiir festes n und x — xg.

Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung 7.1.3: Dieser Satz ist schdrfer als Satz 6.5.2, welcher aus dem Hauptsatz folgte. Dort wurde a, €
C1(I,R) vorausgesetzt. Andererseits erhielt man aber auch s € C,(I,R).

7.2 Potenzreihen

Eine wichtige Klasse spezieller Reihen sind die Potenzreihen

00

s(x) = Z aj(x— x0).

=0

Wir behandeln sie sofort im Komplexen, es seien also a; € C, z € C und zur Vereinfachung xy = 0. Das heil3t, wir

betrachten
n

sq(2) = Z ajzj.

J=0

Satz 7.2.1: (s,) konvergiere fiir ein festes zo € C\{0} gegen s. Dann gilt
1. Y z € B(0,|z9|) konvergiert (s,(2)), und zwar absolut und gleichmdif3ig in jedem Kreis B(0, @) mit a < |zg|.
2. Esist s € Coo(B(0,20])), und es konvergiert fiir alle k € N

6y g®

fum [

4. s ist in zo von innen stetig bei radialer Anndherung, d.h. es gilt mit 7 =rzp, 0 <r < 1

absolut und gleichmdpfig in B(0, @).
3. Es gilt in B(0, @)

lim 5(z) = s(zo).

Aussage 4 bezeichnet man als ,,Abelscher Grenzwertsatz*.
Beweis:
1. Weil die Reihe in zy konvergiert, gilt
anzg — 0

oder
dng VYnzng lanzgl < 1.

Daraus folgt

Yn> no V’l |anzn| <

z a
—‘ <—x<1
201~ lzol

und daraus die erste Behauptung.
2. Es ist (im Komplexen formal wie im Reellen, Genaueres folgt in §13)

n n—1
@ =Y ja;d™ = Y+ Dajad.
j=0 j=0
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Diese Reihe konvergiert absolut und gleichméfig wegen

n n a
Vo + Dlagaz' </ + D/lzol pisa<!
0
fiir alle n > max(ng, n(a, |z0])). Mithin ist s € C; und damit aus C, denn diese Argumentation 146t sich
wiederholen.
3. Diese Aussage ist klar wegen 1.
4. Esist mit b; := a;z)

70 70 70 =0
= ib/’Licf(i)j _ S(ZO)+§:C,(—)
=0 =0 %0 7=0

mit

b, firn # 0.
Wir konnen daher 0.B.d.A. folgendes annehmen

zo0=1 wund s(1)=0.

Wir versuchen nun, den Faktor (1 — z) auszuklammern, d.h. wir machen den Ansatz
5@ = (1 =2 D 02l + Ru@)
=0

Das bedeutet

QL
-~
N
.
|

D@ =)+ (1= 9R()
j=0

ap + Z(ak — o) = @, + (1 - 2R, (2),

k=1
und ein Koeffizientenvergleich ergibt
a = a
a = 0 0
a; = ayta
a = a;p— @
n
a, = a,—Qn| a, = 2 a; = sy(1)
Jj=0
sowie
1
a7 = (1 = 2R, (2),
also

$1(2) = (1=2) > 5;(02 + s, (D",
j=0
Daraus folgt fiir festes z € B(0, 1)

@ =1=2 ) s;(D,
j=0

und es ist

n

D s

=0

=2l > Isj (Dl + 11 =2l - supls;(D]- > 2
=0 = j=0

00

D s

Jj=n+1

[s(z) = s(1)| ls()] < [1-2|- +1 -2

IA

C 11—z
1=z > Is;(Dl+ -sup|s;(1)].
j_zo J 1_|Z| p J

j>n
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Nun konnen wir den Grenziibergang z = x — 1 durchfiihren. Es ist fiir x > 0
[s(x) = s(DI <1 - - Z Is;(DI + sup s;(DI,
=0 Jj>n

und es sei & > 0 vorgegeben. Dann wihle man n = no(5), wobei ¥ j > ng(e) |s;(1)| < &/2 sei. Sodann wihle
man

S(e,n) 1= ————.
2 X Is;(D
Jj=0
Damit folgt
Vx,1-6d<x<1, |s(x) = s(1)] < &.

Das war zu zeigen.

Bemerkung 7.2.2:

1. Aussage 2 wird im allgemeinen in z = zq falsch. Ein Beispiel fiir zo = 1 ist

Zj
sn(Z) = -
— ]
j=1
Es gilt
no_j-1
, 7
5,(2) = -5

j=1
und diese Reihe istin zg = 1 divergent.
2. Aussage 4 giltauch firz = 1 +0e"%, § < ¢ < 37" und o — 0 (also in einem Winkelbereich um zp). Denn dann

1st
-z 0

-l - V1 +92+ZQcos<p'

In dem angegebenen Bereich ist cos ¢ < —p mit p > 0, und fiir kleine o gilt
A1 +02+20cosp =1+ pcosg+0(0%).

f=0(@g) = dc doy Yo<oo ‘5'(9)&:

1 — J1+0%+20cos¢ > po+O0?)

11—z 1 2
< <=
l—Jzl = p+0O(0) " p

Dabei haben wir

verwandt. Es folgt also

oder

fiir alle o < pg. Deshalb gilt jetzt

j>n

- 2
I52) = s(DI < 11 =21+ 3" Is;(D] + = supls; (D),
=0 p
und man kann wie im Fall reeller z weiterschlieBen. O

Als nichstes beweisen wir

Lemma 7.2.3: Fiir ein zy € C\{0} konvergiere Y, a,7". Dann existiert
j=0

a := limsup +/|ay|.

n—oo

Denn dann gilt |a,z5| — 0, und es ist erst recht
|20V lanl

beschrinkt.
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Definition 7.2.4: Wir nennen

0, wenn lim sup Vl|a,| nicht existiert
ri= é, wenn a = lim sup Vla,| existiert und von Null verschieden ist

oo, wenn a existiert und gleich Null ist

[oe]
den Konvergenzradius der Potenzreihe }, a;7’.
J=0

Es gilt

Satz 7.2.5: Es sei r der Konvergenzradius von Z;io a jzj. Dann gilt:
1. s,(2) konvergiert fiir z € B(0, r) absolut
2. s,(2) divergiert fiir z € CB(,r
3. 5,(2) kann fiir 7 € B(0, r) konvergieren oder divergieren.

Zum Beweis bemerken wir zunichst, dafl im Falle r = 0O die Reihe fiir kein z # 0 konvergieren kann (Lemma
7.2.2). Im Falle r = oo konvergiert sie fiir alle z € C, denn dann ist fiir jedes z

Vianz"l = lzlaal — 0.

Es bleibt also der Fall r € R*:
1. Es sei z € C mit |z] < r. Wihle p mit

lzl<p<r.
Dann ist

Vianz"l = 1zlanl,

und wegen a <  gibt es ein 7o mit

1
Yn>ny Ala, < —,
Je)
also

Y z
Yn>ny +la,z" < |—| <1
ol

Mithin konvergiert s,(z) absolut.

2. Die Reihe konvergiere in z; mit |z;| > r. Dann konvergiert sie absolut in z; mit r < |z;| < |z;]. Das fiithrt zum
Widerspruch, denn man wihle ein p mit

r<p<lzl.
Dann gibt es eine Teilfolge (a;) mit
— <~ |a;’1| - ;9
und es folgt
C oo (laly X
a7 > (—) > Y l=n— .
J J J
3. Fiir diese Aussage geben wir

Beispiele: (mit r = 1)
1. Es sei

die geometrische Reihe. Wegen

divergiert die Reihe fiir |z| = 1.
2.Esistin|z] < 1
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Zum Beweis differenziere man beide Seiten. Daraus folgt

Diese Reihe konvergiert fiir z = 1.
3. Es sei

f@:=)] =
Diese Reihe konvergiert fiir 7| = 1, und es gilt

fx) = —fx Incl - t)dt.
0 t

4. Es sei

_1_ 2.4 6., .
1+22_1Z+Z X + .

fl@=

Im Reellen versteht man nur schwer, warum hier r = 1 ist. Im Komplexen ist das sofort klar wegen

1

f(Z) = m

Als néchstes zeigen wir

Die Binomialreihe: Fiir x € (-1, 1) gilt

VaeR (1+x°= Z(:)x

Beweis: Es sei

g(x) = i (Z)x".

n=0
Dann gilt

99

1. Fiir @ € Ny handelt es sich um die binomische Formel (§2.1 Beispiel 4), und es ist nichts mehr zu beweisen. Es

sei also im folgenden a ¢ N.
2. Fira > 0und n > [a] ist

e b @olod feonr)
1 2 ([a]+ 1) n

a
< ([a]) =: K(a),

,”(“) < K@) — 1.
n n—00

3. Fir @ < 0 sei B := —a > 0. Dann gilt fiir n > 2[g]

= 17)

also

[B]-Glieder
_ B B+ @+BI-1  B-[Bl+n-1)  B+n-1)
1 2 (8] (n—[B) n
[B]-Glieder
~ w—Uﬂ+m-~w+n—1>,{ B ”,w—Uﬂ+n—n}
- (B! (B+1D n

— — — DBl
G WHW%Mw+n1)< w+%ﬁ> < @,

IA
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also

a
) < ve@ e
n n—oo

4. Mithin ist r > 1, g(x) konvergiert in (—1, 1) absolut, und die Reihe ist in (-1, 1) beliebig oft differenzierbar. Es

gilt
’ _ o a n—-1 _ @
LOED n(n)x = g,

n=1

letzteres wegen

|
[
5
S R
ki
;
1
=
S R
=%

(1+xg'(x) =

= o) 00
_ a/ix(:) = ag(x).

5. g geniigt also der Differentialgleichung
7 @ .
g0 =190 mitg(0) =1
+x

g ist stetig, mithin in einer Umgebung U(0) des Nullpunktes positiv. Dort gilt
gt *odt
f gO . o [ 4
o 9 o 1+1

Ing(x) = aln(l + x),

oder

also
g(x) = (1 +x)"

in dieser Umgebung U(0). Es sei xog die dem Betrage nach kleinste Nullstelle von g, falls sie existiert, also
g(xo) = 0 mit xy € (—1, 1). Dann folgt wegen der Stetigkeit von g und (1 + x)*

0 = g(xp) = (1 + xp)".
Es wire also xp = —1 im Widerspruch zu xy € (-1, 1). Das heif}t, es ist U(0) = (-1, 1).
Wir beschliefen diesen Abschnitt mit dem Identitéitssatz fiir Potenzreihen:

Identitatssatz: Es seien

00

A(R) = Z a,?' und B(z) = i b,7"

n=0 n=0
in einer Umgebung U(0) konvergent und (z,,) eine Nullfolge mit

Yn z, #0 und A(z,) = B(z,).
Dann ist a, = b, fiir alle n, also A(z) = B(2).

Beweis: Es ist A(0) = B(0), also ay = by. Es seien nun

00

A1) =) a™ und Bi(2) := ) b

J=1 J=1

Dann gilt fiir alle z,,
Az, —a B(z,) — b
Ay = 2= B@)=h _p )

n Zl’l

also A1(0) = B;(0) oder a; = b;. Auf diese Weise erhilt man a, = b, fiir alle n.
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7.3 Taylorreihen

Wir wollen nun eine vorgegebene Funktion durch eine Potenzreihe approximieren. Im einfachsten Fall leistet das
der Mittelwertsatz. So haben wir in §5.5 die Darstellungen

f(x+h)
2
fx+h) = f(x)+hf’(x)+%f”(x+0h)

fx)+hf(x+06h)

fiir ein- bzw. zweimal differenzierbare f und 0 < 6 < 1 gegeben.
Diese Entwicklung wollen wir nun fiir n-mal differenzierbare Funktionen weitertreiben und so die ,, Taylorrei-
he* herleiten, benannt nach Brook TayLor (1685-1731). Wir zeigen

Taylorsche Formel: Es seien f € C,([a,b],R) und f™ in (a, b) differenzierbar. Dann gibt es ein c € (a, b) mit

n (j) (n+1)
foy = L@ gy LDy,

) n+ 1)
Beweis: Es sei mit m € R
90 = f(b) - jZ(; ! (j])-.(x) (b-xy - m%
Dann ist g(b) = 0 und
9(a) = f(b) - j:o ! (j])(“) (b—ayi - %

Wir wihlen nun m so, daf} auch g(a) = 0 ist. Dann ist g in [a, b] stetig und in (a, b) differenzierbar,

g'(x)=-

(n+1) Y]
! ‘ *x) b-x)"+ m(b 'x) .
n n!

Nach dem Satz von Rolle (Satz 5.5.2) gibt es daher ein ¢ € (a, b) mit g’(c) = 0, also

m= f(”H)(C).

Deshalb ist
B B n f(j)(a) i f(””)(c) il
0=g(a) = f(b) - Z(; b0 = o
=
Das war zu zeigen.
Das Aggregat
() )
L@ oy
7=0

nennt man auch das ,,Taylorpolynom® n-ter Ordnung von f an der Stelle a. Mit0 < 8 < 1, 6 = 6(n, x, h), folgt auch
(x:=a,h:=b-a, 0:=(c—-a)/b-a))

9 "Dy + O
Fx+h) = Zf )y f(n(:;! ) et

oder

n ( )
FESEDY %hj + Ry(x, )
=0 7

mit dem ,,Restglied*

hn
R, 1) = gy 0 G+ ). ()

Das ist die Lagrangesche Form des Restgliedes (nach Josepn Louts LAGRANGE, 1736—1813).

Will man f(x + h) durch das Taylorpolynom approximieren, dann mufl man das Restglied abschitzen. Dazu ist
es niitzlich, verschiedene Darstellungen von R, zu haben. Eine zweite Darstellung ergibt sich unmittelbar aus dem
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Dazu muf} allerdings f € C,+1([a, b]) vorausgesetzt werden. Es
folgt durch partielles Integrieren wegen —(x + h — 1)’ = 1

f(x+h)

x+h
fx) + f 1 (0dt
x+h
= f(x)+ [ —(x+h-1) f’(r)]“h + f (x+h—10)f"(t)dt
X+h _ 2
- ﬂWMfm+[giL—#%ﬂhﬁf C2RZ0
n_o () X+h
= Z whj + f %f("ﬂ)(t)dt
= x n!
also
1 x+h
R, (x,h) = - f (x+h=0"f"V(1)dr. (+%)

Aus der Taylorschen Formel folgt leicht eine Verallgemeinerung der Folgerung 5.5.4.8 des Mittelwertsatzes
der Differentialrechnung, ndmlich

Satz 7.3.1: In einer Umgebung U(xy) des Punktes xqy sei f (k + 1)-mal stetig differenzierbar mit
Vil<j<k fP2%)=0 und f&V(xy)#0.
Dann gilt

(i) k sei ungerade. Dann besitzt f in xg ein lokales Maximum, wenn f(k”)(xo) < 0 ist, und ein lokales Minimum,
wenn f&D(xp) > 0 ist.

(ii) k sei gerade. Dann besitzt f in xo einen Wendepunkt (die Kurve durchsetzt dort ihre Tangente).

Der Beweis folgt aus

k
f(xo+h) = fmﬂ+@+DJWWX+%)

Wir wollen nun eine vorgegebene Funktion f durch ihr Taylorpolynom approximieren, also die Frage kldren, ob
bzw. in welchem Sinne das Restglied R, gegen Null konvergiert. Dazu mu8 sicherlich f € C.(I,R) vorausgesetzt
werden; es ist aber wichtig festzuhalten, dal} diese Bedingung nicht hinreicht.

Beispiel 7.3.2: Essei f : R — R, f(0) =0 und x — exp(—xlz)ﬁir x # 0. Dann ist f € Coo(R,R() mit
Yn o f70)=0

Alle Taylorpolynome von f im Nullpunkt verschwinden also und kénnen f deshalb nicht approximieren. Der
Beweis folgt aus

)

Il
IA
=

T+4 4+

< 12/x

L (ol —x3(1+x_12+_”)

fiir alle x # 0, usw. Mithin ist in diesem Falle fiir alle n

1
R0, h) = f(h) = exp(=77
Umgekehrt konnen wir auch leicht eine hinreichende Bedingung fiir R, — 0 angeben, ndmlich
Satz 7.3.3: Es sei f € Cw([a, b],R) mit
dceR) VYneN Vxelabl |f"W) <
Dann gilt

Sup |Rn(x» h)l —> O.
x€[a,b], |h|<hg n—co
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Das folgt unmittelbar aus (x) wegen
Cn+1hn+1

R.(x, h)| < 9
R < T o2

Beispiele dazu sind Funktionen wie e* oder sin x. Solche Funktionen lassen sich in eine ,,Taylorreihe* ent-
wickeln.

Definition 7.3.4: Es sei f in U(x) beliebig oft differenzierbar. Dann heif3t

i FP(x) B

=
die Taylorreihe von f an der Stelle x — so die Reihe konvergiert.

Wichtig ist es nun sich daran zu erinnern, dal aus der Existenz der Taylorreihe einer Funktion noch nicht
folgt, daf} die Reihe diese Funktion auch darstellt (Beispiel 7.3.2). Funktionen, die durch ihre Taylorreihe darge-
stellt werden, nennt man auch (reell) analytisch. Sie bilden eine wichtige Teilklasse von C., ndmlich gerade die
Potenzreihen.

Im Reellen ist es manchmal schwierig zu verstehen, warum eine sehr glatte Funktion ausgerechnet den Kon-
vergenzradius ry hat, oder warum sie iiberhaupt nicht durch eine Potenzreihe dargestellt werden kann. Das wird
erst durch eine Betrachtung im Komplexen klarer (§13). Denken Sie zum Beispiel wieder an

fx) =

1+x2

Die Entwicklung im Nullpunkt lautet
fO=1-x+x*+--

und hat den Konvergenzradius r = 1, obwohl f iiberall aus C, ist. Im Komplexen ist das sofort klar, es ist nimlich

1 1
1+22  (z+D(z-1)

f@)=

f hatalso in z = +i Pole, und die Reihe kann deshalb nicht weiter konvergieren. Ahnlich ist es mit f(x) = exp(— é).
Im Komplexen haben wir namlich f(z) = exp(—ziz) und fiir z = iy erhalten wir speziell

1
fly) = eXP(;)-

Diese Funktion ist fiir y — 0 singuldr und kann deshalb nicht um den Nullpunkt in eine Potenzreihe entwickelt
werden.

Ich mochte noch kurz weitere Darstellungen des Restgliedes angeben. Dazu benétigen wir den erweiterten
Mittelwertsatz der Integralrechnung, den man wie den normalen Mittelwertsatz beweisen kann, nadmlich

Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung: Es seien f € C([a,b],R) und p € C([a, b], R’a). Dann gilt
b b
dce(a,b) f p(x) f(x)dx = f(C)f p(x)dx.
Nach (x*) istnun mit p <n + 1

x+h
R,(x,h) = % f G+ b=ty e =1yt F Do) dr.

Daraus folgt mit 8 = 6(n, p)

x+h
Reh) = (1= 0y ek o) o [ e o

= ;l—:l!(h(l - 6))" " f D (x + 6h)

n+1

= (1 = 0P D (x4 Oh). (s5%)
pn!
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Das ist die Schlomilchsche Darstellung des Restgliedes (nach Oskar ScHLOMILCH, 1823—-1901). Fiir p = n+1 erhilt
man wieder die Lagrangesche Form (x), und fiir p = 1 ist das die ,,Cauchysche Form* des Restgliedes

n+1

Ry, h) = —=(1 = 0" f" D x + Oh). (k)

Beispiele:

1. f(x) = In(1 + x) fiir x € (=1, 1) im Nullpunkt. Es ist

(n) _ n—1 _
) = (D" (n 1)‘(1+x)”

Die Taylorreihe lautet also

2 X

__+—_+....
T3

Sie hat den Konvergenzradius 1. Fiir x > 0 folgt aus der Lagrangeschen Form des Restglieds

X 1

IRx(0, x)| = < -0
n+ DA +0x0) " n+1

und fiir x < 0 aus der Cauchyschen

|x|n+1

IR, (0, )] = (1-0)"

(1 + Ox )n+l
|X|n+1(l —9)" |x|n+1
(1-6"1+6x)  1-—|x]|

[l

also giltin (-1, 1)
2 ¥ x
Inl+x)=x—-—=+=—-—=
n(l+x) = x 2 3 4

~

2. f(x) = arctan x im Nullpunkt. Es ist

, 1
U
-1 n+1 . 2(n+l)
= 1—x2+x4i---+(—1)”x2”+()—x
1+ x2
also
x3 | x2n+l RO
t =x——=---+ (1) + R,(0,
arctanx = x — = ( )2n+1 (0,x)
mit

X l2("+1)

1 +t2dt

R,(0,x) = (=)™ f
0

Fiir |x| < 1 gilt
|x|2n+3 1

R.(0,0)| < | A"Vdr< —— < 0.
IR, (0, )1 fo Mm+3 - 2m+3
Speziell folgt also

n—arctanl—l +1 l+

4 35 17

3.Essei f: R — Rmit

Man kann zeigen, dafl wegen f(0) = 1 # 0 auch g := 1/f in einer Umgebung des Nullpunktes analytisch ist
(Néheres folgt in §13). Wir entwickeln g um den Nullpunkt in eine Potenzreihe:

00

OEDY —',1 X!

n=0

g hat den Konvergenzradius 1, und durch Koeffizientenvergleich findet man

1=By+ {BO+B}+ 2{8 +B +B}+ 3{B +B +3B +B}
= Do x2 1 13 1 2 3 1 22 3 b
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also
By = 1
By+2B; = 0
B()+331 +3Bz = 0
BQ+4Bl +6Bz+4B3 = 0
und allgemein fiirn € N
= (n+1
Z (n . )B, = 0
im0 \ !
Es ist By = —%, B, = % und Bj,4; = 0 fiir n € N. Die B, sind die ,,Bernoulli-Zahlen*. Sie treten auch

als Koeflizienten in den Reihenentwicklungen des Tangens und des Cotangens sowie bei den entsprechenden
hyperbolischen Funktionen auf. So ist

X X X X
- Bix= + — = —coth =,
900 = Bix= Sy by = 5 eothy
also
l & 4n
thx = — By, —— x"
cotn x X ; n (2}’1)' X
und
_ e — 1 N (_4)n 2n
cotx =icothix = ; ;anmx .
Aus
cosh® x + sinh®>x  coth®>x + 1
coth2x = - =
2 cosh x - sinh x 2 coth x
folgt
tanh x = 2 coth 2x — coth x,
also

_ S 4n(4n - ]) 2n—1,
tanh x = Z; anwx 5

und daraus erhilt man schlieBlich

(A@ = 1) o0y

tanx = —itanhix = — Z B, )

n=1

7.4 Der WeierstraBsche Approximationssatz

Wir zeigen nun
Satz 7.4.1 (WeierstraB): Es sei f € C([a, b],R). Dann gilt
Ve>0 3P, Vxelab] |f(x)-P,(x)|<e.

Dabei ist P,(x) = Y,ja;x" ein Polynom vom Grade n; aber anders als bei den Taylorreihen hingen die Koeffizienten
aj von n bzw. g ab, das heifit, wenn man & verkleinert, mu3 man im allgemeinen alle Koeffizienten neu bestimmen.

Ich mochte den WeierstraBschen Satz in einem etwas allgemeineren Rahmen beweisen. Es seien J := [a, b]
und H eine monotone lineare Abbildung

H : C(J,R) — C(J,R) linear
mit
(Vx e f< g(x)) — (Vx ] (HAHW < (Hg)(x)).

Dann gilt
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Satz 7.4.2: Es sei (H,) eine Folge solcher linearer monotoner Abbildungen mit

l1H,.g — 4l - 0

fiir g = 1, id und m. Dann gilt
V/eCUR) H.f = [l — 0.

Dabei ist 1 die konstante Abbildung, id die identische und m die Multiplikation

m : R — R

X x2.

Beweis von Satz 7.4.2:
1. Es gilt

I|f||

Ve>0 36>0 VYixeld |f()-f(x)<e+ 2t(t—x)n

Denn wegen der Stetigkeit von f ist das fiir |t — x| < ¢ klar, und fiir | — xl >0 gilt

x)2

lf(0) = fOI < 20111l < 2||f||
2. Es sei nun x € J fest, H, operiere bzgl. z. Dann gilt

(Hof)(®) = F)HL (@) = {(Ha(f = £(00))0)

sowie

(] < m( mw(—)%ﬂ

() = HA= SO < 34 'V”(—>ﬂax
also

) < H4s+ggﬂ~—mﬂa>

e(H,1)(?) + M(H — 2xH,id + x*H,1)(1).

Daraus folgt fiir r = x

|[(HLf)(x) = fOo)(H D ()|
e+ el(H, D00~ 11+ 2L 0 = 2|+ 2l (i) = 3+ 2 [, D) ~ 11

oder mit |x] < ¢
1Hnf = f-Halll <

e+ elH,1 - 1] + y{HH — m|| + 2¢||Hyid — id|| + 2||H,1 - 1||}.

Somit gilt
WHuf = fIl < (Huf = f - H I+ A1 - [|Ho 1 = 1]

a+@+www1—m+§mﬁ-};;0

IA

Damit ist Satz 7.4.2 bewiesen.

Wir beweisen nun den Weierstralischen Approximationssatz 7.4.1. Dazu sei 0.B.d.A. J = [0, 1] [man nehme
g(t) := f(a+t(b — a))]. Es sei ferner fiirn > 1

n

mmm:Z@thWG)

J=0
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P, f ist ein Polynom n-ten Grades, ein ,.Bernsteinpolynom®, benannt nach SERGEI NATANOVICH BERNSTEIN, 1880—
1968. Aus

J(x) < g(x) folgt  (Pnf)(x) < (Pug)(x),

d.h. P, ist linear und monoton. Man rechnet nun leicht nach

P D(x) = Z(j)xj(l—X)"_j = (x+(1-x)'=1

j=0
(P,id)(x) = Z()x’(l il 2 Z(n,_l)xj(l—x)"_j

=0 " At

n—1

= (n )x’”(l—x)”‘l‘jzx

Jj=0 J
p _ o (r il - n—jj2 _ Cn-1 1] no1-j J+1
(Pam)(x) = (j)x( W = Z( ; )x (1= s

\
O

J=0
n—1

= Z(n-1) (”,_z)xf(l—x)"—l—uf
n j—1 n

X n—=2\ . nen_i X
= ;(n—l)jzzo( i )x’(l—x) 2/+;

1
= X+ (x xz)—>)c2

n—oo
Damit ist der WeierstraBsche Satz bewiesen. Aus ihm folgt
Satz 7.4.3: Das System der trigonometrischen Summen
n
T,(x) =agy + Z(aj cos jx + b; sin jx)
J=1
ist dicht im Raum der stetigen Funktionen mit der Periode 2n.

Der Beweis kann durch Umrechnen erfolgen. Ich gebe nur eine Skizze: Es sei 0.B.d.A. J = [-nx, n1]. Es seien ferner
f € C(J,R) die zu approximierende Funktion sowie

f(X)+f( f@) = f=x)

fi = .

und  fo(x) :=
Dann ist fi(—x) = fi(x), f2(=x) = —f>2(x), und es gilt
f=h+h
1. Wir betrachten zunéchst fj in [0, 7] und versuchen, durch Cosinus-Terme zu approximieren. Durch
t =cosx, X =arccost
wird [0, 7] umkehrbar eindeutig auf [—1, 1] abgebildet. Die Funktion
g1(1) = fi(arccos 1) = fi(x)

ist in [—1, 1] stetig und kann deshalb durch Polynome P,(f) approximiert werden. Mithin wird fj(x) durch
P, (cos x) approximiert, und aus der Moivreschen Formel folgt

" .
cos"x = Z @;Cos jX,
1

zum Beispiel

1 1
cos® x = E(cos 2x+1) cos’ x = Z(COS 3x + 3 cosx).
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Mithin wird f; als gerade Funktion auch in [—, 7] durch eine Summe der Form

n
ap + Z a;cos jx
J=1

approximiert.

2. Etwas schwieriger zu behandeln ist der ungerade Anteil f,, weil ¢ = sin x in [0, ] nicht invertierbar ist. Deshalb
betrachten wir die gerade Funktion f3(x) := f>(x) sin x, die sich wieder durch eine Cosinus-Summe approxi-
mieren 14B3t. Dann kann man

n
fo(x) sin® x = f3(x) sinx  ~ Zoaj Cos jx - sinx
j=

apsinx + 3 ¥ a;(sin(j + 1)x — sin(j — 1)x)
j=1

durch Sinus-Terme approximieren.
3. Daraus folgt fiir beliebiges f, daBl
f(x) sin® x

durch trigonometrische Summen approximiert werden kann. Dann 148t sich aber auch

n

f(x)coszxzf(i—y)sinZy (mity =% —x)
durch trigonometrische Summen approximieren, und damit auch
f(x) = f(x){sin® x + cos? x}

Das beweist den Satz.

7.5 Orthonormalsysteme

Wir wollen die Frage nach der Approximation einer gegebenen Funktion noch etwas vertiefen und kniipfen an das
letzte Ergebnis an. Es seien I := (-, ) und

coskx firn=2k, keN
sinkx firn=2k-1, keN.

vp(x) = —
T

{ 1/V2 firn=0

Dann kénnen wir ein f € C(R, R) mit der Periode 27 durch die v,(x) approximieren. Die v, besitzen aber noch eine
weitere Eigenschaft, die wir bisher nicht verwandt haben. Es sei ndmlich

(f.9) = f Fg0dx.

Dann ist (f, g) ein Skalarprodukt iiber C(I, C) oder R(I, C), und es gilt mit u, = v,

1 firn=m

VYn,meN (um”m):5”=m={ 0 firn+m

Die {u,} bilden also ein ,,Orthonormalsystem®. Das wollen wir ausnutzen.
Wir nennen die von (f, g) induzierte Norm die £2-Norm und schreiben fiir f € R(I, C)

Ifllz2 := VU

Es sei aber noch einmal ausdriicklich betont, da3 die von || - || 2 erzeugte Topologie gréber ist als die von der
Supremums-Norm erzeugte, die wir bisher meist verwandt haben. Es waren

RUR) = {(f € TR -, LAR):={f € TURY; |-z}

und fiir f € R(I,R)

Iflle < VIb=al lIfll.
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Viele der folgenden Resultate gelten nicht nur fiir f € R(I,R), sondern auch fiir L2(1,R). Obwohl wir das
Lebesguesche Integral noch nicht weiter besprochen haben, werde ich die Resultate sofort fiir £2(/, R) formulieren.
Auch komplexwertige Funktionen kénnen zugelassen werden.

Es sei nun {u,} ein beliebiges Orthonormalsystem, das heiBt, es gelte Gl. (x). Es sei f € £2(I, C). Dann nennen
wir

f n = (f ) Up)
den ,,n-ten Fourierkoeffizienten™ von f, benannt nach JEAN-BapPTISTE-JOSEPH FOURIER, 1768—1830. Wir nennen fer-
ner

520 1= sl £100 1= > fiuj(x)
J=1

die n-te Partialsumme zur ,,Fourierreihe*
(o]
Z Sfiuj(x).
J=1

Wir fragen natiirlich ob — oder gegebenenfalls wogegen bzw. in welchem Sinne — die Fourierreihe konvergiert.

Es ist
(s f) = D fwp o= DI
j=1 j=1
(ms0) = Y fifjwnu) = Y IfP,
ij=1 j=1
also

If = sallZe = IfIR = 2Re (£, s0) + llsall2

A2 = > 1A

J=1

Das ist die ,,Besselsche Identitit*, benannt nach FriepricH WiLHELM BEsSEL (1784—-1846). Aus ihr folgt die

Besselsche Ungleichung:

n
£ < AR,
L

J=1

und
Folgerung 7.5.1:
DP
=1
konvergiert.

Natiirlich mochte man gerne, daf in der Besselschen Ungleichung fiir alle f das Gleichheitszeichen gilt. Solche
Orthonormalsysteme werden wir ,,vollstindig* nennen. Bevor wir auf diese Frage eingehen, zeigen bzw. fassen wir
zusammen

Satz 7.5.2: Es sei f € £2(I,C). Dann gilt
Lo S AP < IR

20 Alsalf Mgz < AN g2
3. (sn) konvergiert in L£L*(I,C).

4. IR P =1 &= 0f = salle — 0.

Beweis: 1 und 2 sind bereits bewiesen. 3 folgt aus

s = sl = 3 i7e)”

Jj=m+1

und 4 aus der Besselschen Identitit

If = sull 2 = (||f||2£2 - Z |f,»|2)”2.
j=1
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Definition 7.5.3: Ein Orthonormalsystem {u,} heif3t vollstindig in L*(I,C) :&=
VEe L,0 DI = 1A
=1

Diese Gleichung nennt man Parsevalsche Gleichung fiir f.
Sie ist nach MaRc ANTOINE PARSEVAL (1755-1836) benannt. Es gilt

Satz 7.5.4: {u,} ist in L>(I,C) vollstindig <

00

Vf.geL21.0) (f.g) =Y. 7

J=1

Beweis: Es gilt
£, ) g =Y. fGi — . figi
=1 =1 =1

= (f Zl gjuj) — (f,9).
j=

< Wihle f=g.

Es gilt auch

Satz 7.5.5: Es sei A eine in L2(I,C) dichte Funktionenmenge. Die Parsevalsche Gleichung gelte fiir alle a € A.
Dann ist {u,} vollstindig in L2(1,0).

Zum Beweis wihlen wir zu € > 0 und f € £L2(/,C) eina € A mit ||f — al| 2 < £. Dann ist
ILf = sulflllg2 < MIf —allgz + lla = splalll g2 + lIsulal = su[f1ll 2

und es gilt

n

lIsalal = sl /12 = llsula = fllle2 = Z laj = fil* < lla = fllz

j=1
oder )
ILf = sulfNlle2 < 36+ lla = s,lalllp <&,

wenn wir n geniigend grofl wihlen.

Fiir A kénnen wir zum Beispiel 7°(1, C), R(I, C) oder C(I, C) nehmen. Besonders wichtig ist nun der folgende
Satz 7.5.6: {u,)} ist in L>(I,C) vollstindig < aus f € L>(I,C) und (f, =0 ¥ n € N) folgt f = 0.

Beweis:
= Aus der Definition der Vollstdndigkeit folgt

£, = > 12 =0.
j=1

&: Es sei f € L2(I,C) gegeben. Wir zeigen
lf = sl f1ll2 = O.

f* = i ij/lj.
j=1

Dieser Limes existiert in £2(I,C). Es sei g := f — f*. Dann folgt

N oo
g =fi= (2 frpm) = (D e
=1

j=N+1

Es sei

= fi fiir N>k < 25y 1250
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also g; = 0. Dann ist g = 0, und damit folgt ||f — 5,[f1| .. = 0.

Beispiele:

1. Die klassische Fourierreihe in I = (—m, ) mit u, = v,y fiir n € N. Dieses Funktionensystem ist vollstindig
in £%(1,C). Zum Beweis wihle man ein h € £2(I,C) mit h; = O firallen € Nund eina € A = C(I,C),
periodisch, mit

&
h— < —.
lh - all ¢ 3

Aufgrund des Weierstraschen Approximationssatzes existieren ein N(g) und Zahlen () mit
al &
a- ) ajul| < ——.
- Sernl < 5
Dann ist

<é&

N
h—Zajuj
J=1

LZ
und

N
2 2 2
IR, + ) laj < 2.
J=1

Mithin verschwindet % und {u,} ist nach Satz 7.5.6 vollstindig. Im nédchsten Abschnitt werden wir etwas ndher
auf Fourierreihen eingehen.
2. Es sei I = (a, b). Wir betrachten die Polynome

vj(x) = X/~ fiir j € N.
Von EBerHARD ScHMIDT (1876-1959) stammt das folgende Orthonormalisierungsverfahren. Es seien

U1 Wy

N Y s
lloill 2 llwnll 2

wobei w, folgendermaf3en berechnet wird:

n—1
w, = Z Cpjitj +v, mit (wy,u) =0firi=1,...,n-1.
j=1
also
0=cy+ (puy) firi=1,...,n—1.
Esist w, # 0, weil die uy, -+ , u,—1, v, linear unabhingig sind.

3.In 1 = (—1,1) erhilt man auf diese Weise die Legendreschen Polynome P,(x), benannt nach ADRIEN-MARIE
LEGENDRE, 1752-1833.

Po) = o P = i -30
Pi(x) = \/gx Py(x) = g\/g(ssx4—30x2+3)
P = 13621

und allgemein fiir n € N

Py(x) = dx

4. Wir zeigen, daB die Fourierreihe im quadratischen Mittel bzgl. der {u,} die beste Approximation liefert. Es seien

aj € Cund
fh

IfI —2Re D fiag+ ) lajf

J=1 J=1
n n
2 2 2
(A1 = D 1AP)+ D lay = fil
j=1 j=1

20

w1l 1 (dY , .,
2 2l (_) ="

o
I

fx) - Zn: ajuj(x)l2dx
j=1
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f ist fest und D soll moglichst klein werden. Das wird fiir a; := f; erreicht.

7.6 Fourierreihen

Als letztes wollen wir die klassischen Fourierreihen noch etwas genauer betrachten. Es seien jetzt I = (—n,7),
n € Ny und wieder

coskx firn=2k, keN
sinkx firn=2k-1, keN.

Up(x) = —

=

Dann méchten wir also ein f in der Form

{ 1/V2 firn=0

f(x) =ag + Z(ajcoij+bjsinjx)
=1

1 T
ao:ﬂ[ f(x)dx

1 (" L ("
aj=;£ f(x)cos jxdx bj=7—Tj: f(x)sin jxdx.

Das 148t sich bequemer komplex schreiben. Es sei {u,}, n € Z, mit

darstellen, und zwar mit

Un(X) 1= —— &"*

V2r

ein Orthonormalsystem,
1 4 -
foi=(fouy) = — f f(x)e™"™dx
n n \/E .
sowie
sn(-x) = Z fnun(x)~
Jj=-n
Dann gilt das in §7.5 Gesagte analog. Es ist
1 -1
Vo = Uy, Up = _(un + u—n), Uop-1 = _(un - ufn)
V2 V2
und .
L Lot fod b= —fy = fo)
ag= —F—Jo,» An = —F—=Un -n)s On = —F/—=\Un — J-n)
\2n V2r \2n
Als erstes zeigen wir

Satz 7.6.1: f sei in I stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit f(—r) = f(r). Dann gilt
1. Die Fourierreihe zu f konvergiert absolut und gleichmdpfig.

2. = Zhmn fiuill < 5 1 N s

Beweis: Es ist auch f” € £2. Es seien f, bzw. f/ die Fourierkoeffizienten von f bzw. f’. Dann gilt

1 4 . 1 1 i .
fi= — f fe ™™ dx = —— — [ (x)e™™ dx
21 Jn V2rin J 4
oder )
l !
ﬁl = _; fn
Deshalb ist
< 1 < 1 17
fiuo| £ — > Ifil = — =
;n Y N ; ! V2 ,Z J
1 n 1 n
< — - |f11?
1 o1
< —Iflle- --

\2n — j

J
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Daraus folgt die absolute und gleichmifige Konvergenz der Reihe. Das heif3t, es gibt ein f* mit s,[f] — f* absolut
und gleichmiBig, also erst recht in £2(1, C). Weil das Orthonormalsystem vollstindig ist, gilt f = f* und

W By R

J==n lj1>n

1 < dx -2
Z~_2S2 2 =
= nel (X =1) x—1

Beispiel: Es sei f(x) = |x|. Dann ist

f f(x)e ™ dxy = - fu xe " dx + f xe " dx

T
= f e +e™ydx = 2 f t cos nt dt,
0 0

Letzteres wegen
o 2

n+l1 n

also
2
s
ho= =
\2r
_ 2 cosnm—1 -4 0 firn=2k
S = N n2 - V22 | 1 firn=2k-1.

Damit erhalten wir

1 < A T 4 = cos(2k — Dx
x) = — wet= o=y ——
f \/ﬂnzz_oof 2 n; 2k — 1)?
B E_é_l{c q +cos3x+cos5x }
a m 32 52
Es ist
N 1  firx>0
f(x)—{ -1 firx<O,
also ||f’ll2 = V2n, d.h. es gilt
‘ 2
-3 sl < 2

J=—n

Folgerung 7.6.2: Es ist
2

= 1
Dt

=1

=

Beweis: Es sei s := 3| . Dann ist

3 1 1 1

s 1+22+¥+42+
= (l+ =+ + +1 1+ +1+
- 32052 4 22 32

oder
2

3 1 1 (T b8
Z“@*?*?*“FZ@‘”W=§

Wir erhalten also die Konvergenz der Fourierreihe in der Supremumsnorm, wenn f” stiickweise stetig ist.
Es gibt aber Beispiele, die zeigen, daf die Stetigkeit von f allein dazu nicht ausreicht. Es lassen sich jedoch
Sprungstellen behandeln, d.h. f selbst braucht nur stiickweise stetig zu sein. Das folgende Beispiel soll das zeigen.
Den allgemeinen Fall kann man dann daraus durch Uberlagerung endlich vieler Spriinge erhalten.
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Beispiel: Es sei
x fir —-n<x<nm
S = { 0 firx=-mundx=n.
Dann ist fy = 0, und fiir n # 0 folgt

—inx

Vanf, = f " e dx = X

—1n

ot 2i
+—f ey = Xy,
n

o in J_,
Es sei f*(x) 1= Yo fn Un(x). Dann ist

ffx) = 12% = —ZZ D sinnx
n=1

n
n#0

o sin 2x N sin 3x N
sinx — — 4 p,
2 3

und es gilt f* = f in £2(I,C). Wir fragen, ob sich etwas iiber die punktweise Konvergenz von
Fa(x)i= )" fjui(0) = f(x)
j=-n

aussagen 143t. Dazu bilden wir

g(x) := fO(1 + €™).

Wegen ¢" = —1 hat g keine Sprungstellen mehr und 1iBt sich daher in eine gleichmiBig konvergente Reihe
entwickeln. Es ist . . .
f g(x)e_i"xdx = f f(x)e_i’”‘ dx + f f(x)e_i(”_l)xdx

- - /3

also
Gn = fu + fu1.
Es sei
G := ) gjuj().
j=—n

Dann ist

(1 + €™M)Fy(x) 'éﬁ{jiﬂéh+jiﬁém®%

j==n j==n

1 { - .. (1 .
- (f +f'_1)eljx +fnel(n+ )x _f—n—le 1nx}
V2r /:Z_n o
1 i x —inx
= Gu(x)+ \/T {fnel('ﬁl)A = fon-1€ },
/4

und aus f, — O und ||G, — gl| — 0 folgt '
(L + e )Fy,—gll =0

oder '
(1 + e NEF, = fll = 0.

Das heil3t: F,, konvergiert gegen f gleichmiBig in jedem abgeschlossenen Intervall, das die Punkte x = —x und
x = m nicht enthélt. Ferner gilt F,,(+m) = 0, also auch F,(+r) — 0, d.h. F,, konvergiert iiberall punktweise gegen
f (letzteres natiirlich nur, weil wir f an den Sprungstellen ,,richtig* definiert hatten).

Zum Abschluf} dieses Kapitels zeige ich noch folgenden

Satz 7.6.3 (Poisson): Es sei f € C([0,2n],R) mit f(0) = f(2n). Dann gilt

21 1 2

.1 —r B
1}31 21 Jo 1@ 1 —2rcos(¢p —y) + r? 4 = 1@

=0
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Man spricht auch von der Poissonschen Integralformel, benannt nach SimEoN-DEents Porsson (1781-1840). Mit ihr
kann man die ,,Dirichletsche Randwertaufgabe® der Potentialtheorie fiir den Einheitskreis 16sen: Im Inneren des

Einheitskreises geniigt v der ,,Potentialgleichung* (% + %) v(x,y) = 0 und hat die vorgegebenen Randwerte f.

Zum Beweis bemerken wir zunéchst, daf} fiir 0 < r < ry < 1 die Reihe

Z r" cos n¢g
n=0
absolut und gleichmifig konvergiert. Es ist
_ n ing _
Zr"cosngb = Rlee = Re]—rei‘/’
n=0 n=0
1—re® 1 —rcos¢g
= Re - =
|1 = rei)? 1 —-2rcos¢ +r?
oder
Z e = 142 Z r" cos n¢g
n=-o0o n=1
> 1-r2
= —-1+2 > 7 = —.
HZ:(; cos n 1-2rcos¢ +r?
Damit folgt
1 (> 1-72
X = — d
ur. ) 2 Jo f(!//)l —2rcos(¢p — ) + r? v

n=—o0o0

1 & N n| in(¢—
= Zfo f(w){z il gin(d z//)}dw

= D (@),

n=—oo
Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis des Satzes.

1. Der Satz ist fiir f = 1 richtig. Denn dann ist nur fy = V27 von Null verschieden, und es gilt

u(r, @) = fouo(p) = 1.
2. Es st
1A=+,
27 Jo 1 —2rcosy +r?

1 2 1= 2 _
ok [FO=DG D),

1 —2rcosy + r?

u(r, @)

s

und wir haben zu zeigen, daf das letzte Integral gegen Null konvergiert. Dazu zerlegen wir

21 @ 21—« 21
0 0 a 2r—a
21
fw... bZW. f s,
0 2r—a

Hier ist wegen der gleichmifBigen Stetigkeit von f und

a) Wir behandeln

1-72 =72 1-r
> = >0
1-2rcosy+r2 — (1+r? 1+r
[F] < sw o )—f(¢>|1f2" -,
0 B )(6(05)1) X 2 Jo 1 —2rcosy +r? X

sup |6+ - @] < 3

u
xe(0,
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fiir alle @ < 6(3) und fiir alle r < 1.

b) Es ist fiir » > 1 mit ¢ = 2||f]|

21— 1—}’2 1_r2
f ~--'Sc <c — 0
o 1 -2rcosa + r? 1-r2+{1-cosa) rol

Damit ist die Poissonsche Formel bewiesen. Wir bemerken noch, daf aus ihr wieder die Vollstindigkeit des
Orthonormalsystems folgt. Es sei namlich f stetig und f,, = O fiir alle n. Dann ist v(7, ¢) = 0 und damit

F(@) = limo(r.¢) = 0.
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