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Vorwort i

Vorwort

In den Jahren 1992-1996 habe ich eine Vorlesungsreihe zur Einfithrung in die Analysis fiir Studenten der Mathe-
matik und Physik an der Universitit Bonn gehalten. Diese Reihe begann mit den Vorlesungen iiber Infinitesimal-
rechnung [-1V fiir das Grundstudium. Daran schlossen sich im Hauptstudium jeweils zweisemestrige Vorlesungen
iiber Funktionalanalysis und Partielle Differentialgleichungen an.

Im Anschluss an diese Vorlesungen habe ich meine Aufzeichnungen den Horern in Form von Skripten zur
Verfiigung gestellt. Der vorliegende Text tiber Funktionalanalysis ist aus den entsprechenden Skripten entstanden.
Dabei habe ich den Stoffumfang bewusst auf den einer zweisemestrigen Vorlesung beschriankt und mich bei der
Auswahl darum bemiiht, Anwendungen aufzuzeigen, die besonders auch fiir Studenten der Physik mit dem Ne-
benfach Mathematik interessant sein konnen. Der Text ist der erste Band aus der Reihe dieser Vorlesungen fiir das
Hauptstudium, im zweiten Band werden Partielle Differentialgleichungen behandelt.

Danken mochte ich vor allem Frau R. Miiller fiir die hervorragende TgX-Niederschrift und vielen Horern meiner
Vorlesungen fiir ihre Kommentare zu den Skripten und fiir ihre Hilfe bei deren Erstellung. Herr F. Linke hat den
Text der Skripten kritisch durchgesehen und das Sachverzeichnis erstellt.

Bonn, im Herbst 1997

Rolf Leis
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Einfiihrung 1

Einfiihrung

Diese Vorlesung iiber Funktionalanalysis soll einen Kurs iiber Infinitesimalrechnung fortsetzen. In ihr wird die
Analysis der Funktionale, das heifit der Abbildungen f : X — K behandelt. Dabei ist X ein Vektorraum {iiber K.
Die Bezeichnung Funktional wurde wohl 1903 von JacQues HApamarDp, 1865—-1963, eingefiihrt.

Die Funktionalanalysis ist in diesem Jahrhundert entstanden. Noch wihrend meines Studiums wurde eine sol-
che Vorlesung nicht angeboten. Damals erschien gerade das heute klassische Buch von Riesz & Sz.-Nagy, und wir
haben es mit Begeisterung gelesen.

Die Funktionalanalysis ist ein sehr reizvolles Gebiet. Sie lernen in ihr eine Menge moderner Mathematik. So
werden verallgemeinerte Ableitungen und Riume solcher differenzierbarer Abbildungen behandelt. Uberhaupt ist
die Tendenz zum Abstrakten stark; und auf diese Weise bringt man wieder etwas Ordnung in die Vielfalt der
Einzelergebnisse. Andererseits sollte man dabei aber auch nicht zu weit gehen und die Funktionalanalysis nicht
zur Strukturmathematik verkiimmern lassen. Ich werde mich deshalb immer bemiihen, den Anwendungsbezug
erkennen zu lassen, wobei ich vor allem an Anwendungen aus der Mathematischen Physik denke.

All das mochte ich Thnen an einem Beispiel deutlicher machen: Es seien G € R" ein beschrinktes Gebiet und
f € C(6G) am Rande vorgegeben. Eine wichtige Aufgabe in der Physik ist es, ein u € K := Co(G) N C(G) zu
bestimmen mit

Au=0 und uldG = f.

Die Funktion u beschreibt zum Beispiel das Potential einer elektrischen Ladungsverteilung im Vakuum. Es handelt
sich also um eine Randwertaufgabe fiir «#, man spricht von der Dirichletschen Randbedingung und von der Di-
richletschen Randwertaufgabe. Natiirlich sind auch andere Randbedingungen moglich. In R? ist die Dirichletsche
Randwertaufgabe zur Aussage im Riemannschen Abbildungssatz dquivalent.

Es gibt viele Methoden, die Dirichletsche Randwertaufgabe zu 16sen. Dieses Problem hat eine grofle Bedeutung
fiir die weitere Entwicklung der Mathematik gehabt, und es ldsst sich spannend dariiber berichten. Ein klassischer
Beweis, der auch von Riemann selbst verwandt worden ist, verwendet das sogenannte Dirichletsche Prinzip. Dieses
geht auf GauB} und Kelvin zuriick und hédngt eng mit den Extremalprinzipien der klassischen Mechanik zusammen.
Denken Sie an das Maupertiussche Prinzip von der kleinsten Wirkung oder an das Hamiltonsche Prinzip.

Man wihle

Z)::{UE‘K | D(u)<ooundv|6G=f}

D(v) := f O
G

Das Integral D(v) nennt man Dirichletsches Integral von v. Das Dirichletsche Prinzip besagt dann, dass man die
gesuchte Losung u der Dirichletschen Randwertaufgabe durch Minimieren von D(v) fiir v € D erhiilt.

Das Minimum von D(v) werde von u € 9 angenommen. Dann folgt fiir alle Testfunktionen ¢ € Co(G) und
allee e R

mit

D(u + gp) = D(u)

Zstu~V¢p+82f|Vg0|220.
G G

V¢ € Co(G) fVLrV‘p:O.
G

oder
Daraus erhilt man

Aus dieser Beziehung folgt Au = 0. Das Minimum « 16st also die Dirichletsche Randwertaufgabe.

Die andere Richtung, ndmlich den Nachweis der Existenz eines Minimums, hielt man wegen D(v) > 0 und
der physikalischen Evidenz zunichst fiir trivial und kiimmerte sich nicht weiter darum. Riemann verwendete das
Prinzip in dieser Form. Der Einspruch und ein Gegenbeispiel wurden erst 1870 von Weierstraf3 veroffentlicht. Wohl
existiert das Infimum von D(v) fiir v € D. Es ist aber nicht klar, ob es auch in 9 angenommen wird.

Es hat dann etwa dreilig Jahre gedauert, bis nach vielen Versuchen die Dirichletsche Randwertaufgabe be-
friedigend gelost werden konnte. Durch dieses intensive Bemiihen sind viele Erkenntnisse gewonnen worden. Der
Gegenstand unserer Vorlesung ist entstanden und letztlich das, was wir heute ,,moderne Mathematik* nennen.

Zwei Losungsmethoden zur Dirichletschen Randwertaufgabe mochte ich kurz skizzieren: Da ist einmal die
Integralgleichungsmethode. Man macht hier einen Ansatz

1 0 1
u<x>=—f W)~ ——d
2w aG,uy ony, |x -y y
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mit einer stetigen Dipolbelegung 1 und erhilt fiir ¢ eine Integralgleichung der Form
(—id + Ky = f

mit einem kompakten Operator K : C(0G) — C(dG). Das setzt einen glatten Rand dG voraus. Von Fredholm,
Hilbert und seinen Schiilern wurde etwa ab 1900 eine Losungstheorie fiir solche Gleichungen entwickelt. Die
Resultate wurden dann abstrakter gefalit, verallgemeinert, und es entstand die Riesz-Schauder-Theorie.

Beim Losen solcher Gleichungen blieb man aber nicht stehen. Eine Theorie der Abbildungen entwickelte sich.
Dabei spielen Darstellungssitze eine groB3e Rolle. Denken Sie an die Jordansche Normalform fiir Matrizen. Ent-
sprechend gibt es Spektraldarstellungen fiir allgemeinere Operatoren. Berithmt ist der von Neumannsche Spektral-
satz fiir selbstadjungierte Abbildungen. Betrachten wir zum Beispiel in G eine Wellengleichung

Uy +Au = o0

mit den Anfangsbedingungen
u(0,x) = u®(x) und u,(0,x) = u'(x).

Dabei seien u’,u! vorgegeben und etwa A = —A mit homogener Dirichletscher Randbedingung. Mit Hilfe des
Spektralsatzes lassen sich dann auch Funktionen von A definieren, und man erhilt die Losung der Wellengleichung
durch

0

sin VA1
u.
VA

u(t, ) = (cos VAu® +
Aus dieser Darstellung lassen sich wichtige Folgerungen ziehen.

Ich komme jetzt zur zweiten Methode, die ich Thnen schildern mochte, ndmlich der Hilbertraummethode. Auch
sie geht auf Hilbert und seine Schule zuriick. Hierbei geht es um die Fundierung des Dirichletschen Prinzips selbst.
Beim Beweis des Dirichletschen Prinzips stehen zwei Gedanken, die von Hilbert klar herausgestellt wurden, im
Vordergrund. Einmal muss die Klasse der zugelassenen Losungen geeignet erweitert werden, um mehr Chancen
zum Losen zu haben und um vollstindige Losungsrdume zu erhalten (Verallgemeinerung des Losungsbegriffs). Es
gibt nimlich sehr einfache Beispiele fiir Gebiete, fiir die die klassische Dirichletsche Randwertaufgabe nicht 16sbar
ist, das Dirichletsche Prinzip aber zu einer Losung fithrt. Man denke etwa an den punktierten Einheitskreis mit den
Randwerten u = O fiir |[x| = 1 und u = 1 fiir x = 0.

Zum anderen miissen geeignete Einschrinkungen an die Klasse der zugelassenen Randwerte f gefunden wer-
den. Die klassische Voraussetzung f € C(JG) ist ja wegen der aufgetretenen Gegenbeispiele nicht angemessen.
Man wihle etwa den Einheitskreis und die stetigen Randwerte

(o) . '
OEDY Smn’;"”.

n=1

Dann ist die Dirichletsche Randwertaufgabe zu diesen Daten mit Hilfe der klassischen Poissonschen Integralformel
l6sbar, das Dirichletsche Integral existiert aber fiir die Losung nicht, wie man leicht nachrechnet. Die Methode des
Dirichletschen Prinzips versagt also in diesem Fall.

Zur Verallgemeinerung des Losungsbegriffs verallgemeinert man nun zunéchst den Begriff der Ableitung. Es
seien u und g; aus L2(G) sowie firi =1,2,...,n

Vo eCulG)  (u,0:0) = ~(gir@).

Dann nennt man die g; =: d;u schwache Ableitungen von u und erhilt so den Hilbertraum ‘W;(G) mit dem Skalar-
produkt
(u,v) := (u,v) + (Vu, Vo).

“W1(G) ist also die Klasse der in G einmal schwach differenzierbaren Funktionen. Die Menge der Abbildungen
@ € Co(G) ist in L£2(G) dicht; man nennt sie auch Testfunktionen und sagt, die schwachen Ableitungen seien
durch Zesten gewonnen worden. In vielen Anwendungen mochte man aber lieber approximieren, dhnlich wie beim
Approximieren reeller Zahlen durch rationale. Man definiert deshalb auch starke Ableitungen und die Klasse der
einmal stark differenzierbaren Funktionen durch

Hi(G) = {C1(G) N Wi(G); II- I} -

Der Raum H; (G) ist also die Vervollstindigung von C1(G)N"W(G) unter der Norm ||u|; := V(u, u);. Entsprechend
verfihrt man mit den hoheren Ableitungen. Wichtig ist nun die Aussage

Hi(G) = Wi(G),
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also stark gleich schwach. Diese Aussage wurde in voller Allgemeinheit erst sehr spit von Meyers & Serrin be-
wiesen (1964). Ich skizziere fiir unseren einfachen Fall den Beweis: H;(G) ist ein abgeschlossener Teilraum von
W1(G). Aus dem Projektionssatz folgt daher

Wi(G) = Hi(G) & Hi(G)™ .
Es sei nun u € H,(G)*. Dann folgt
Vg € Co(G) (u, o)1 = 0.

Die Abbildung u ist mithin eine schwache Losung von (—A + 1)u = o, und aus Regularitditssditzen (zam Beispiel
dem Weylschen Lemma aus dem Jahre 1940) folgt — wie in der Funktionentheorie — u € Co(G). Damit ist aber
u € H\(G), also u = o.

Der Raum H(G) ist daher ein geeigneter Kandidat fiir den Losungsraum. Es fehlt aber noch die Formulierung

des Annehmens der Randwerte. Dazu wihlt man zunichst
H1(G) = {Co(G: I I}

also die Vervollstindigung der Testfunktionen unter der || - ||;-Norm. Ist « ein Element von H 1(G), dann verallge-
meinert das die klassische Aussage u|0G = o.

Als letztes muss man noch die Klasse der Randwerte f festlegen. Nach Hilbert wihlt man nun f € H;(G). Die
Funktion f soll also in G erklirt sein, und das Dirichletsche Integral von f soll existieren.

Zur Verdeutlichung der Grundidee mochte ich nun in dieser Einfithrung die einfachere Gleichung

(-A+Du=o
mit u|0G = f losen. Es sei f € H,(G) vorgegeben. Wir suchen dann eine Losung u € H;(G) mit
Vo € Co(G) (,0)1 =0 und u-— f € H(G).

Diese Randwertaufgabe ist eindeutig 16sbar. Das folgt unmittelbar aus dem Projektionssatz

Hi(G) = HL(G) & H,(G)*-

f = v + u

Die Projektion u von f auf H, (G)* ist die gesuchte Losung. Dem Beweis des Projektionssatzes aus dem Approxi-
mationssatz entnimmt man, dass u das Dirichletsche Integral minimiert. Ihre Herkunft aus der Variationsrechnung,
also das Minimieren des Dirichletschen Integrals, sieht man dieser Losungsmethode heute kaum noch an.

Die bisher vorgestellten Probleme waren zum guten Teil linear. Ich mochte aber betonen, dass in der Funktio-
nalanalysis auch viele interessante nichtlineare Fragen behandelt werden. Das gilt natiirlich auch fiir die Theorie
der Differentialgleichungen. Wihlt man bei der Saite die potentielle Energie proportional zur Langenédnderung,
dann erhilt man eine nichtlineare Gleichung. Die Wellengleichung ist nur ihre lineare Nédherung.

Zum Abschluss dieser Einfiihrung mochte ich einige Biicher nennen, die ich bei der Vorbereitung dieser Vor-
lesung benutzt habe. Es gibt viel mehr, bitte stobern Sie selbst in der Bibliothek.

H. W. Alt: Lineare Funktionalanalysis. Springer-Verlag 1985.

R. Brown: A Topological Introduction to Nonlinear Analysis. Birkhduser Verlag 1993.

J. Dieudonné: History of Functional Analysis. North-Holland 1981.

P. Halmos: A Hilbert Space Problem Book. Springer-Verlag 1974.

H. Heuser: Funktionalanalysis. B.G. Teubner Verlag 1986.

F. Hirzebruch und W. Scharlau: Einfiihrung in die Funktionalanalysis. Bibliographisches Institut 1971.

T. Kato: Perturbation Theory for Linear Operators. Springer-Verlag 1966.

G. Pedersen: Analysis Now. Springer-Verlag 1989.

M. Reed and B. Simon: Methods of Modern Mathematical Physics I; Functional Analysis. Academic Press 1980.
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F. Riesz und B. Sz.-Nagy: Vorlesungen iiber Funktionalanalysis. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften 1956.
W. Rudin: Real and complex analysis. McGraw-Hill Publ. Comp. 1987.
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Weitere Literaturhinweise finden Sie im Literaturverzeichnis. Jahreszahlen in eckigen Klammern deuten auf
diese Verweise.



1 Grundlagen

1.1 Algebraische Strukturen

Wir beginnen mit einer kurzen Wiederholung algebraischer Begriffe:
Eine Gruppe G ist eine Menge mit einer Abbildung o, die jedem Paar x, y € G ein Element von G zuordnet,

(x,y)— xoy €,

und die die Eigenschaften

(1) VYx,y,z€G (xoy)oz=x0(yoz) (Die Abbildung ist assoziativ),

2) AneG YxeG xon=x (Ein rechtsseitiges neutrales Element existiert),
B)VxeG dyeG xoy=n (Ein rechtsseitiges inverses Element existiert)
besitzt. Dann ist auch n o x = x und x~! o x = n mit x™! := y. Die Gruppe heiBt abelsch, wenn zusitzlich

4) Vx,ye G xoy=yox
gilt.

Es sei K eine abelsche Gruppe mit der Addition + und dem neutralen Element o. Es sei K \{o} auerdem eine
abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation -, und es gelte das Distributivgesetz

Vx,y,zeKk xyY+2=U-y)+(x-2).

Dann ist K ein Korper. Wenn nichts anderes gesagt wird, steht im Folgenden K fiir R oder C, die reellen oder
komplexen Zahlen.
Ein linearer Raum oder Vektorraum iiber dem Korper K ist nun eine Menge X mit zwei Abbildungen

+ 1 AXX — KX,
KxX — X
mit
(1) X ist eine abelsche Gruppe beziiglich +.
(2) Die Multiplikation mit den Skalaren a, 3 € K hat die Eigenschaften

a(x+y) = ax + ay,
(@ +B)x = ax + Bx,

a(Bx) = (ef)x,
1-x=ux,
0-x=o.

Mit o € X bezeichnet man das neutrale Element beziiglich der Addition.

Beispiele fiir Vektorrdaume sind natiirlich der R", der C" oder auch
Ei=li=@a. | Ylet <o gex)
i=1

Eine Teilmenge M c X heilit Unterraum, Teilraum oder lineare Mannigfaltigkeit, wenn M selbst ein linearer
Raum ist. Es sei S ¢ X eine Teilmenge von X. Die Menge aller (endlichen) Linearkombinationen

n
Z%’Si mitn €N, o; € Kund s; € S

i=1

von Elementen aus S heifit der von S erzeugte (aufgespannte) Teilraum span(S). Dieser Teilraum ist der kleinste
Teilraum von X, der S enthilt.
Die Elemente x1, ..., x, € X heilen linear unabhdingig, wenn

n
(Za,-x[:o) = o= =--=q,=0

i=1
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gilt. Es sei A eine beliebige Indexmenge. Dann heiflen die (x,),ea linear unabhingig, wenn jede endliche Teilmenge
linear unabhingig ist. Es sei n € N mit

(1) Es gibt n linear unabhingige Elemente x, ..., x;,.
(2) Alle n + 1 Elemente xi, ..., X, sind linear abhingig.

Dann ist n =: dim X die Dimension von X. Im Folgenden werden uns natiirlich Rdume unendlicher Dimension,
wie £2 oder der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen, besonders interessieren.

Eine Teilmenge 9 linear unabhingiger Elemente von X hei3t Hamel-Basis von X, wenn sich jedes x € X
als Linearkombination von Elementen von H darstellen ldsst. Diese Basis ist nach GEorGe HamEeL, 1877-1954,
benannt. Man sollte sie nicht mit der Schauder-Basis verwechseln, die in Bemerkung 1.3.4.9 eingefiihrt wird. Die
Existenz einer Hamelbasis folgt aus dem Zornschen Lemma. Im Verlauf dieses Abschnitts werden wir darauf noch
niher eingehen.

Lineare Abbildungen: Es seien nun X und Y lineare Riume iiber K. Wir betrachten Abbildungen
A X—>Y
oder allgemeiner
A DA cCX — Y.

Dann sind

D(A) C X der Definitionsbereich von A,
R(A) c Y der Wertebereich (range) von A,
N(A) c X der Kern (Nullraum) von A.

Eine solche Abbildung heiflt linear, wenn D(A) ein Unterraum von X ist und
(1) A(xy + xp) = Ax; + Axo,
(2) A(ax) = aAx

gilt. Es sei L(X,Y) die Menge der linearen Abbildungen auf X in Y (synonym: von X nach Y). Es soll also
D(A) = X sein. Man spricht auch von linearen Transformationen, linearen Operatoren oder Homomorphismen
und verwendet Hom(X, YY) fir £(X,Y). Eine lineare Abbildung auf X in X ist ein Endomorphismus. £L(X,Y)

selbst ist wieder ein Vektorraum iiber K. Mit A, B € L(X,Y) und a € K ist

(A+ B)x := Ax + Bx,
(aA)x = A(ax).
Man sieht leicht, dass R(A) ¢ Y und N(A) c X Unterrdume sind. Wir zeigen

Satz 1.1.1: Es sei A € L(X,Y). Dann gilt

(1) A7V RA) c Y — X existiert = N(A) = {o}.
(2) Wenn A™" existiert, ist A™' € L(R(A), X).
Beweis:

Zu(l)=: Ax=o~x=owegenx=A""Ax=o.
= Ax; =Axp w A(x; — xp) = 0~ X1 = X5.

Zu (2): Es sei Ax = y, also x = A~'y. Dann folgt aus der Linearitit von A
ANy + ) = AT AxX +Ax) = ATMAG +x0) = x = ATy + ATy
sowie
A‘l(ay) = A (@Ax) = A" Aax = ax = aA_ly.
Im Folgenden wird uns immer wieder die Frage beschéftigen, fiir welche y € Y es ein x € X mit
Ax=y (%)

gibt. Man mochte also Gleichungen 16sen. Das ist natiirlich besonders einfach, wenn A~! existiert. Allgemein
stellen sich die Frage nach der Existenz einer Losung (was ist R(A)?) und die Frage nach ihrer Eindeutigkeit (was
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ist N(A)?). Hat man neben der algebraischen auch noch eine topologische Struktur zur Verfiigung, dann méchte
man natiirlich mehr tiber die Losung erfahren, zum Beispiel wissen, ob sie stetig von vorgegebenen Daten abhingt.
Im Augenblick soll uns das aber noch nicht interessieren.

Im Falle A € L(R",R") zeigt man in der linearen Algebra

1. dim N(A) = dim N(A™).
2. R" = R(A) & N(A™) orthogonal.
Dabei ist A” die zu A transponierte Abbildung (Matrix), und die Orthogonalitit ist beziiglich des euklidischen

Skalarprodukts
(xy) =) &m
i=1

in R" gemeint; x = (&1,...,&), ¥ = (1, ..., 7).

Man sagt auch, fiir Gleichung (x) gelte die Fredholmsche Alternative, benannt nach Ivar FREDHOLM (1866—
1927), ndamlich: Entweder gilt

(1) GIL () ist fiir alle y € R" eindeutig 16sbar
oder

(2) esistdimN(A) = dim N(A") # 0. Dann ist R(A) # R", und notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit
von Gl. (x) ist die Bedingung y € R(A) = N(A™)*, also

Yz e N@A™) (y,2) =0. ()

Im Fall (2) ist eine Losung zunidchst natiirlich nicht eindeutig festgelegt; Eindeutigkeit ldsst sich zum Beispiel
durch die Forderung x € N(A)* erzwingen.

Wir werden dieses Ergebnis spiter verallgemeinern. Jetzt erinnern wir an
Beispiel 1.1.2: Mit J := [0, 1] seien X := {x e Cy(J) | x(0) = x'(0) = O}; Y =CW); p,q € C(J) und

A X—>V,

x+— X"+ px' +gx.

Unsere Gleichung Ax = y ist dann also eine gewohnliche Differentialgleichung. Sie ist linear, und die Lipschitzbe-
dingung ist erfiillt. Der Satz von Picard-Lindelof aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen besagt
dann

N(A) ={o} und RA) =Y.

In diesem Beispiel existiert A~! also. Betrachten wir andererseits

Beispiel 1.1.3: Es seien X = Y = Co(R) und

A X—UV,

xr—>x’.

Nun 16st

x(t)=fy(s)ds
0

unsere Gleichung Ax = y. Es ist also R(A) = Y, aber N(A) = span(1). Die Fredholmsche Alternative gilt jetzt also
nicht mehr.

Lineare Funktionale: Wir fahren nun mit der Diskussion algebraischer Strukturen fort.
Definition 1.1.4: Die Vektorriiume X, M iiber K heifsen isomorph, wenn eine lineare bijektive Abbildung
A X—Y

existiert.
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Definition 1.1.5: A € L(X, K) heifst lineares Funktional.
X = LXK)
ist der algebraisch konjugierte Raum zu X.

Mit x € X und x’ € X/ schreiben wir
xX'(x) =: x'x.

Beispiel 1.1.6: Es seien X = R", xy,..., x, eine Basis von X und fiir ein x € X, &; € R

n
X = Z fix,-.
i=1

Es seien ferner x'x; =: aj € R fiir ein x’ € X! Dann ist

n
X'x= Z ajé;.
j=1
Betrachten wir die lineare Abbildung

A X — X,

X — (ar,...,a,).

Dann gilt D(A) = XT und R(A) = X, denn jedes (a1, . .., ay) definiert ein x' durch

X'x:= Z ajé;.
=1
Auperdem ist N(A) = {0}, denn AX' = o bedeutet
VxelX Xx=0 = x' =o.
Folgerung 1.1.7: Es sei X = R". Dann sind X und X' isomorph.

Im Falle co-dimensionaler Riume X ist X/ im Allgemeinen zu groB. Man betrachtet deshalb Teilriume, die
eine zusitzliche topologische Struktur besitzen (stetige lineare Funktionale). Dariiber folgt im néchsten Abschnitt
mehr.

Zu X/ kann man nun wieder den algebraisch konjugierten Raum X// := £(X/,K) bilden. Dieser Raum wird
auch Bidualraum genannt. Es sei x € X fest. Dann ist x’x € K fiir jedes x’ € X/, definiert also eine Abbildung
X' e X

Vi eX/ X'x=x'x
oder
VxeX Ell XeX vy eX! xX'x = x'x
Es sei
J o X — X/,
x+— x”

diese kanonische Abbildung von X in X//. Sie ist linear. Aus Jx; = x7, i = 1,2, und J(x; + x,) = x§ folgt zum
Beispiel
X =X+ 1) =xx+ X0 =x{x +x0x =& +x5)x,
also
J(x1 + xp) = Jx1 + Jxo.
Es sei Jx = o, also
VxeX! xX'x=0.

Daraus mdchten wir x = o, also N(J) = {o}, schlieBen. Das ist nicht trivial, denn es ist noch nicht klar, ob X/
,»geniigend groB ist*. Vielmehr folgt das erst als Folgerung 1.1.15 aus dem Zornschen Lemma. Wir nehmen das
Ergebnis vorweg:
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Folgerung 1.1.8: R(J) ist zu X isomorph.
SchlieBlich definieren wir

Definition 1.1.9: X heifst algebraisch reflexiv, wenn
R(J) = X/

ist.

Transponierte Abbildungen: Es seien X, Y lineare Riume und A € £(X,Y). Dann definiert man die zu A
transponierte Abbildung A" durch

AT Y XY

y +— xX =y oA.

Esist A” € £L(Y/, X)) und
VyeY VxeX  (A"y)x =y (Ax).

1.1.1 Das Zornsche Lemma

In der Vorlesung iiber Infinitesimalrechnung benutzt man Axiome zur Einfithrung der Zahlen, dabei besonders das
Vollstandigkeitsaxiom. Nur an einer Stelle wird das Auswahlaxiom benétigt; ndmlich, um eine im Lebesgueschen
Sinne nicht messbare Menge zu konstruieren, die Vitali-Menge. Diese Menge wird jedoch in der Infinitesimalrech-
nung meist nicht weiter verwendet.

Von nun an mochten wir aber das Auswahlaxiom wirklich benutzen, vor allem um Induktionsbeweise fiihren
zu konnen, die iiber Teilmengen von N hinausgehen (sogenannte transfinite Induktionen). Das Auswahlaxiom
wurde 1904 von ErNsT ZERMELO, 1871-1953, formuliert und ist heute weitgehend unumstritten. Lebesgue und
viele andere Mathematiker haben es jedoch in den zwanziger Jahren abgelehnt. Fiir weitere Einzelheiten muss auf
eine Vorlesung iiber Grundlagenfragen oder Mengenlehre verwiesen werden.

Es gibt verschiedene dquivalente Formulierungen des Auswahlaxioms; neben dem Auswahlaxiom selbst den
Wohlordnungssatz oder eben das Zornsche Lemma. Letzteres wird nach Max Zorn, 1906—1993, benannt. Bevor
die Formulierungen angegeben werden, folgen einige Vorbemerkungen:

Es sei zunichst daran erinnert, dass eine Relation eine Teilmenge R € X X X, X eine Menge, mit folgenden
Eigenschaften ist:

1 x~x (Die Relation ist reflexiv).

Q) (x~pAy~2) = x~z (Die Relation ist transitiv).

B)x~y = y~x (Die Relation ist symmetrisch).
oder
B (x~y) AN y~x) = x=y (Die Relation ist antisymmetrisch).

Dabei haben wir x ~ y fiir (x, y) € R geschrieben.

Definition 1.1.10: Es sei M eine Menge und < eine antisymmetrische Relation von M X M. Dann heif3st M halb
(partiell) geordnet und < eine Halbordnung.

Beispiel 1.1.11:

1. Esseienz,w e Cmitz=x+iyundw =u+iv. Fiir x <uundy < v sei z < w.

2. Es sei M := P(X) die Potenzmenge von X. Dann definiert A C B eine Halbordnung fiir M.

3. Es seien M eine halbgeordnete Menge und S C M. Dann ist auch S halbgeordnet.

Definition 1.1.12: Eine Menge M heif3t vollstindig geordnet, wenn fiir je zwei Elemente a,b € M entweder a < b
oder b < a gilt.

Definition 1.1.13: Es seien die Menge M halbgeordnet und S C M. Dann heifit m € M obere Schranke von S,
wenn
VseSs s<m

gilt.
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Definition 1.1.14: Die Menge M sei halbgeordnet. Dann heifst m € M maximal, wenn
(aeM A mSa) = m=a
gilt.
Nach diesen Vorbereitungen folgen das Auswahlaxiom und dquivalente Formulierungen:
Auswahlaxiom: Es sei M eine nichtleere Menge. Dann gibt es eine Abbildung (Auswahlfunktion)
[ PODN0O} — M,
mit
VY P e P(M)\{0} f(P)eP.

Aquivalente Formulierungen sind
Wohlordnungssatz: Jede Menge kann wohlgeordnet werden.
Damit ist folgendes gemeint: Zu jeder Menge M gibt es eine Halbordnung < mit

YVACM,A#0, dkeA VYacA k<a.
Man nennt k kleinstes Element von A. Die Menge M ist dann vollstindig geordnet; zu x,y € M wihle man nur
A = {x,y}.

Das Zornsche Lemma: M sei eine nichtleere halbgeordnete Menge. Jede vollstindig geordnete Teilmenge von M
besitze eine obere Schranke in M. Dann enthdilt M wenigstens ein maximales Element.

SchlieBlich soll noch das Prinzip der transfiniten Induktion angegeben werden: Es seien X eine wohlgeordnete
Menge und P(x) fiir x € X eine Aussage mit

(1) P(xp) ist wahr fiir das kleinste Element x( € X,
(2) (Vy<x P(y)istwahr) = P(x) ist wahr.

Dann gilt P(x) fiir alle x € X.
Es sei ndmlich
S:={xeX | x> xo und P(x) ist falsch}.

Wire S # 0, dann besédBe S ein kleinstes Element 5. Die Aussage P(y) wire dann fiir alle y < sy wahr, aber fiir s¢
falsch. Das widerspricht (2).

1.1.2 Fortsetzung linearer Abbildungen

Es seien nun wieder X, Y lineare Rdume, M C X ein Teilraum und f € £L(M, Y). Wir wollen f auf X fortsetzen;
wir suchen also ein

FeLX,Y) mitF|M=f.

Fortsetzungssatz: Es seien X,Y lineare Riume, M C X ein Teilraum und f € L(M,Y). Dann gibt es ein
Fe LX,Y)mit F|[M=f.

Den Bewesis fithren wir in drei Schritten:
1. Es seien x; € X\Mund M, := span(M, x;). Es sei z € M,. Dann kann man

z=m+ax; mitmeM, aeK

eindeutig darstellen. Aus
mp + @1xX; = mp + axXx

folgt ndmlich
M>3m —my = (@ — ay)x; € M\{o},

also m; = my und @; = @,. Man wiihle nun ein beliebiges y; € Y und

F1 . M1 —>y,
Z— f(m) +ay.
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Dann ist F'; eine Fortsetzung von f.

2. Fiir ein k € N sei X = span(M, xi, ..., x;). Dann wiederholen wir den ersten Schritt, bis wir eine Fortsetzung
auf den ganzen Raum erhalten haben.

3. Es gebe kein k € N mit X = span(M, xi, ..., x;), X entstehe also nicht aus M durch Hinzufiigen endlich vieler
Elemente. Dies ist der eigentlich interessante Teil des Satzes, und wir bendtigen zum Beweis das Zornsche
Lemma. Fiir eine lineare Abbildung

g : DgcX—Y
ist D(g) ein Teilraum von X. Es sei
G:={g€ LD(),Y) | Mc D(g)c X, gM=f}
die Menge aller Fortsetzungen von f. Wir definieren in G eine Halbordnung durch
g<h = D(g) cDHh) N hD(g) =g.

Es sei nun Q eine vollstindig geordnete Teilmenge von G. Wir wollen zeigen, dass Q eine obere Schranke
q € G besitzt:

a) Essei

D)= | D@
90

Man sieht sofort, dass D(g) ein Teilraum von X ist, denn zu x;, x, € D(q) gibt es g1, g> € O mit x; € D(g;).
Es sei etwa g; < g». Dann ist D(g;) C D(g»), und es folgt

x1 +x2 € D(g2) € D(q),
ax; € D(g2) C D(Q).

b) Essei x € D(g). Dann gibt es ein g € Q mit x € D(g). Es sei

q(x) := g(x).

Diese Definition ist eindeutig, denn aus x € D(g;) und x € D(g,) folgt g;(x) = go(x), weil Q vollstandig
geordnet ist.

¢) Esist
q € L(D(q),Y).

Es seien namlich x;, x, € D(g) und etwa x; € D(g1), x» € D(g,) mit g; < g,. Dann ist xq, x, € D(g,) und

q(x1 + x2) = ga(x1 + x2) = g2(x1) + g2(x2) = q(x1) + g(x2),
q(a x1) = g2(a x1) = @ ga(x1) = @ q(xy).

d) Esist nach Konstruktion
geG und YgeQ g<gq.

Mithin ist g obere Schranke von Q.

Das Zornsche Lemma impliziert daher die Existenz eines maximalen Elements F in G. Dann ist D(F) = X. Denn
sonst gibe es ein x; € X\D(F), und F konnte wie im ersten Schritt fortgesetzt werden. Mithin ist F € L(X,Y)
eine Fortsetzung von f. O

Damit haben wir ein fundamentales Resultat hergeleitet. Wir ziehen einige wichtige Folgerungen:

Trennungssatz: Es seien Xy G X ein Teilraum und x, € X\Xy. Dann gilt

Iy e xt e 0 fiirxe Xy
1 fiirx = x.
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Beweis: Es seien M := span(Xj, x;) und Y := K. Ein Element m € M lisst sich dann durch
m=x+ax; mit x€Xy und €K
eindeutig darstellen. Es seien

f i M—Y,

m—
und x/ eine Fortsetzung von f auf X. O

Folgerung 1.1.15: Es seien x € X und
Vi e X' x'x

Il
e

Dann ist x = o.

X/ ist also ,,geniigend groB*, man kann testen und so zum Beispiel Eindeutigkeitssitze beweisen.
Der Beweis folgt aus dem Trennungssatz mit X := {o}. Wire x # o, dann wiirde es ein x’ mit x'x = 1 geben. O
Wir konnen jetzt auch zeigen, dass die kanonische Abbildung J injektiv ist: Es war

J X — X/,
xH_x”
mit
1
YxeX Ax"eXT vxex’ xX'x = x'x.

Es sei Jx = o, also
VxeX! xX'x=0.

Dann ist x = 0. Das war nachzutragen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts zeigen wir noch die Existenz einer speziellen Fortsetzung, die spiter inter-
essant sein wird. Wir beschrinken uns hier auf den wichtigen Fall K = R. Die Ubertragung auf das Komplexe ist
eine leichte Verallgemeinerung.

Definition 1.1.16: Es sei X ein linearer Raum iiber R. Dann heif3t
p : X—R

ein sublineares Funktional auf X, wenn folgendes gilt:
(1) p(x+y) < p(x) + py).
(2) plax) = ap(x) fiirallea > 0.

Beispielsweise ist jede Norm ein sublineares Funktional. Man fragt nun nach Fortsetzungen, die durch ein subli-
neares Funktional beschrinkt werden.

Satz 1.1.17: Es seien X ein linearer Raum iiber R, M C X ein Teilraum, p ein sublineares Funktional auf X und
f e LM, R) mit
YxeM f(x) < p(x).

Dann gilt
AFe X/ mitF|M =f und F(x) < p(x) fiir alle x € X.

Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Fortsetzungssatzes aus dem Zornschen Lemma. Jetzt ist aber der erste
Schritt wichtig:
Es seien x; € X\ Mund M; := span(M, x;). Wir suchen ein & € R mit

Fiim+ axy) := f(m) + a &

und
VmeM VaeR Fi(m+ ax)) < p(m + ax;).
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1. Wir leiten eine notwendige Bedingung fiir &) her: Fiir @ = 1 soll sein

&1 < p(m+ x1) = f(m)

und fiir@ = =1 und m ~» —m
f(=m) = p(-m - x1) < &,

zusammen also

VYmeM — p(=m—x1) = f(m) <& < pim + x1) = f(m). ()
2. Wir zeigen, dass diese Bedingung (*) auch hinreichend ist: Sie sei also erfiillt. Dann folgt mit @ > 0 und m ~» 2
rechts |
m m
& < p(=+x)=f(=) = =(pom + ax)) - f(m)
a a a
oder

Fiim+ax) = f(m) +aé < p(m+ ax)).
Es sei nun @ < 0. Dann folgt mit m ~»> 2 links
m m 1
&2 -p(——-x)-f(=) = =(pm +ax) - f(m),
a a a
also fiir alle
Fi(m+ ax)) = f(m) + &, < p(m + axy).
3. Wir zeigen die Existenz eines &), das Bedingung (=) erfiillt: Es seien m;, my € M. Dann ist
f(ma) — f(my) = f(my —my) < p(my —my) = p((ma + x1) — (my + x1)) < p(my + x1) + p(=my — x1)
oder
—p(-my — x1) = f(m) < p(my + x1) — f(m2).
Es seien

¢ := sup (—p(—m - Xx1)— f(m)) ,
meM

Ci= inf (pm+x) = f(m).

Beide Grofen existieren, und es gilt
—00 < ¢ <C <oo.

Man wihle daher &) mit
c<é& LC.

Dann ist Bedingung (x) erfiillt.

Der Beweis verlduft nun weiter wie der zum Fortsetzungssatz. O

1.2 Topologische Grundlagen

Wir wiederholen nun die hier benétigten topologischen Grundlagen und besprechen vor allem metrische Raume.

1.2.1 Topologische Rdume

Definition 1.2.1: Es sei X eine Menge und T C P(X) ein System von Teilmengen. Dann heifst 7~ Topologie auf X
und (X, T") topologischer Raum, wenn folgendes gilt:

(1) 0,XeT.
(2) Die Vereinigung beliebiger Elemente O € T gehort zu T,

VMcT LJOET
OeM

(3) Fiiralle 01,0, € T ist 01 N 02 € T
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Die Menge O c X heilit offen (beziiglich der Topologie), wenn O € 7~ ist. Eine beliebige Vereinigung und ein
endlicher Durchschnitt offener Mengen ist also offen. A ¢ X heilit abgeschlossen, wenn X\A offen ist. Ein Punkt
y € Y C X heift innerer Punkt von Y, wenn es eine offene Menge O mit

yeocY

gibt. Die Menge der inneren Punkte von Y bezeichnet man mit Y. Der offene Kern Y ist die grofite offene Menge,
die in Y enthalten ist. Der Abschluss Y von Y ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen A > Y. Die
Teilmenge Y C X heiBt dicht in X, wenn ¥ = X ist.

Die leere Menge 0 und X selbst sind stets offen und abgeschlossen.
T =1{0,X}

heift triviale Topologie und
Ta:=PX)

diskrete Topologie. T ist die stdrkste oder feinste Topologie von X, 7; die schwdchste oder grobste. 7 ist feiner
als 7>, wenn
T:CT2CcT1CTa

gilt.
Definition 1.2.2: Es seien (X, 7") ein topologischer Raum und x € X. Dann heifit U ¢ X Umgebung von x, wenn
07T xeocuU

gilt. Die Menge der Umgebungen von x heifit Umgebungsfilter O(x).

In (X, 7) ist {x} Umgebung von x. Jeder Punkt liegt also isoliert, daher auch der Name diskrete Topologie. In
X = R" wihlen wir die euklidische Topologie 7. Elemente von 7, sind die iiblichen offenen Mengen O des R",
also
VoeO IB(o.e)cO mitBx,e):={yeX | ly—xl<ég.

Offenbar gilt
T:CT.CTy.

Man sagt auch, 7, werde von den Kugeln B(x, €) erzeugt. Es gilt ndmlich
Satz 1.2.3: Zu F c P(X) gibt es eine schwdchste Topologie ¥ auf X mit F C F.

Beweis: Es sei Q die Familie aller Topologien 7~ auf X, die F enthalten. Q ist nicht leer wegen 7, C Q. Es sei
¥ der Durchschnitt aller w € Q. Dann ist F' € ¥, und es gilt

YweQ F C w.
Wir miissen also nur noch iiberpriifen, ob ¥ selbst eine Topologie ist. Es seien etwa O, € #. Dann gilt
YweQ 0,€cw

und damit UO, € w, folglich UO, € . Der Nachweis der anderen Eigenschaften ist ebenfalls klar. O

Die Menge F heifit dann Subbasis von 7. Ist jede Menge in ¥ eine Vereinigung von Mengen in F, dann heif3t
F Basis von ¥ . Die Topologie ¥ besteht aus @, X und Mengen der Form

k

U(ﬂ Fi) mit F; € Fund k € N.

i=1
Eine Menge F C P(X) enthilt eine Umgebungsbasis fiir den Punkt x € X, wenn
VAeO(x) IABeFNO(x) BcA
gilt. F ist Basis, wenn F fiir jeden Punkt x € X eine Umgebungsbasis enthilt.

Der topologische Raum (X, 7°) heilit Hausdorffraum (benannt nach FeLix Hausporrr, 1868—1942), wenn das
folgende ,,Trennungsaxiom® gilt: Zu x,y € X mit x # y gibt es offene Mengen O,, O, mit x € O,, y € O, und
0:N0O,=0.
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Eine Folge (x,),en heilit gegen x € X konvergent, wenn
YOcCcT,xeO, AN>0 Vn>=N X, € O

gilt. Ist X hausdorffsch, dann ist der Grenzwert x eindeutig bestimmt, wenn er existiert.

Wir benutzen im Folgenden die in der Analysis iiblichen Bezeichnungen. Es sei ¥ ¢ X. Dann ist ¥ die Menge
der Beriihrungspunkte von Y.
Yy ;= Y\Y

ist die Menge der Randpunkte.
Es seien (X, 7") ein topologischer Raum. Dann definiert man die relative Topologie fiir eine Teilmenge M C X
als System aller Mengen der Form
TnM mitTeT.

Eine Teilmenge Z ¢ M der Form Z = A N M mit in X abgeschlossenem A ist also beziiglich dieser Topologie
abgeschlossen. Wir sprechen in solchen Fillen von relativ offenen oder abgeschlossenen Mengen.

Die relative Topologie nennt man auch die von X induzierte Topologie, genauer, die durchid : M — X
induzierte Topologie. Es sei namlich f : M — X eine Abbildung und

77 :={f7(0) | 0 cXoffen}.
Dann ist 7 die durch f induzierte Topologie von M.
Es seien nun (X, T), (¥, Ty) topologische Rdume und
f i+ X—Y
eine Abbildung. Dann heiit f offen, wenn
YO €eTx fO)eTy

ist. Bilder offener Mengen sollen also offen sein. f heif3t stetig, wenn die Urbilder offener Mengen offen sind, wenn
also
VOeTy  f1(0)eTx

gilt. Die Ridume (X, 7x) und (¥, 7y) heilen homdomorph, wenn es eine bijektive, offene und stetige Abbildung
f i X—Y

gibt. Die Funktionen f und £~ sollen also stetig sein. Aus topologischer Sicht sind (X, 7) und (Y, 7y) dann nicht

zu unterscheiden.

1.2.2 Metrische Riume

Wir betrachten nun spezielle topologische Raume, ndmlich die metrischen.

Definition 1.2.4: Ein metrischer Raum (M, d) ist eine Menge M mit einer Abbildung
d : MxM — Rj

mit

(1) dx,y) =0 & x=y,

(2) d(x,y) = d(y,x),

(3) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (Dreiecksungleichung).

d heifit Metrik auf M.

Jeder metrische Raum wird durch die von den Kugeln
B(x,¢) = {y eM | d(x,y) < s}

erzeugte Topologie zu einem topologischen Raum, aber nicht jeder topologische Raum ist metrisierbar. Es gibt
natiirlich viele Beispiele fiir Metriken. Denken Sie an
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1. Die diskrete Metrik:

1 firx+#y

d(x,y) :=
x5 {0 fir x = y.

do(x,y) = do(x,y) =[x =yl = 4| D16 =il
i=1

1 1/p
dy(x,y) := (Z & — r;ilp) mit 1 < p < oo,

i=1

2. Metriken in R":

deo(x,y) := sup |& —nil.
i=1,...,n

Dabei seien x = (¢1,...,&,)und y = (11, ...,1,). Es gilt
do < dp < de.
3. Metriken in C([0, 1]):

doo(f,9) = If = 9llw = SHJPI] 1f(x) = g(x)l,

1
4t = =aly = ( [ 1= georan)” mict <p <

Aus der Dreiecksgleichung folgt
d(x,x') <d(x,y) +d(y,y') +dy', x'),

also
d(-x’ x’) - d(ys y/) < d(X, y) + d(!/? X/).

Vertauscht man (x, x") mit (y, y’), dann folgen
ld(x,x") —d(y,y")| < d(x,y) +d(x',y") (*)

und
ld(x,2) — d(y, 2)| < d(x,y) < d(x,2) + d(z, y). (%)

Damit konnen wir in metrischen Raumen in gewohnter Weise Analysis treiben. Alle Inklusionen
id : R, d) — R d))
sind stetig. Im Falle d; = dw, d; = d,, ist
d, < \nde,

zu vorgegebenem & > 0 hat man also nur 6 := &/«/n zu wihlen. Fiir solche stetigen Einbettungen schreibt man

auch
R",d;)) = (R", d)).

Die Inklusion
id : (C([0.1]).d) — (C(10.1]).d,)

ist wegen d,, < d., ebenfalls stetig, nicht aber
id : (C([0.11).d,) — (C(10. 1]). ds).

Man wihle nur
1 —nx fiirOSx<%

0 sonst.

Ja(x) = {

Dann ist d(fy,,0) = 1 und
Unip 1\1p
dp(f;u 0) < ( dx) = (;) -0
0
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fiir n — co. Fiir £ = 1 gilt also
Y§>0 Hf(;, dp(fl;,O) <0, doo(ﬁi, 0) 2> &,
mithin ist in diesem Falle die Einbettung nicht stetig.

Analog zur Homoomorphie definieren wir
Definition 1.2.5: Zwei metrische Riume (X, dx) und (Y, dy) heifien isometrisch, wenn es eine bijektive Abbildung
f 1 X—Y
gibt mit
Y, x €X dx(x1,x2) = dy(f(x1), f(x2))-
f heifst dann Tsometrie.

Isometrische Rdume werden also in diesem Sinne nicht mehr unterschieden. Im Folgenden wollen wir das
Vollstindigkeitsaxiom verwenden. Die Menge der Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen soll also wohldefiniert
sein. Wie in der Infinitesimalrechnung gilt dann der auf FeLix Hausporrr zuriickgehende

Satz 1.2.6: Es sei (X, dy) ein metrischer Raum. Dann gibt es einen vollstindigen metrischen Raum (Y,dy) und
einen dichten Teilraum (Yy, dy), Yo C Y, mit

(X,dx) und (Yy,dy) sind isometrisch.

(Y, dy) heilt Vervollstindigung von (X, dx). In diesem Sinne unterscheiden wir X und Y, nicht mehr.

Der Begriff der Metrik lédsst sich durch Abschwichung der Voraussetzungen erweitern. Hierzu folgende

Definition 1.2.7:

1. Eine Abbildung
d : MXM —|[0,o0]

mit den Eigenschaften (1)—(3) einer Metrik heifit Fastmetrik.
2. Eine Abbildung d : M X M — R mit den Eigenschaften

(I') x=y=d(x,y) =0

sowie (2) und (3) heifit Halbmetrik.

Eine Menge mit einer Fast- oder Halbmetrik wird fastmetrischer oder halbmetrischer Raum genannt.

Es folgen noch zwei Bemerkungen:

1. Aus einem fastmetrischen Raum kann man leicht einen metrischen machen, man wihle nur

d
d = ——.
1+d

Dann ist d* eine Metrik. Eigenschaften (1) und (2) einer Metrik sind erfiillt. Wir zeigen die Dreiecksunglei-
chung: Fiir r > 0 sei

’
1+7

f@r) =

Dann gilt fiir alle 4 > 0
;

+
l+r+h 1+

frm = <)+ S

und

[ =

g ?

Also wichst f monoton, und es folgt
d*(x,y) = f(d(x,y) < f(d(x,2) + d(z,y)) < f(d(x,2)) + f(d(z,y)) = d"(x,2) + d*(z, y).
Die Riaume (M, d) und (M, d*) sind homdomorph. Es ist ndmlich

d <d
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und | i
vd*, d* < -, d

= <2d".
2 1-d —

Daraus folgt die Stetigkeit von
id : (M,d) — (M,d")

und
id : (M,d") — (M,d),
denn im ersten Fall wihle man ¢ := £ und im zweiten § := % min (%, 8).

2. Es seien (X, dy) und (Y, dy) zwei metrische Rdume. Dann definiert man fiir Z := X X Y

dz(z1,22) := dx(x1, x2) + dy(y1, y2)
mit z; = (x;, y;). Die spitzen Klammern sollen auf das direkte Produkt hindeuten.
Beispiel 1.2.8: Es seien (X, dx) ein metrischer Raum und Z := X X X. Dann ist
v Z—[0,:),
(X, y) — dx(x,y)
gleichmapflig stetig.
Beweis: Es sei z; := (x;,y;) firi = 1,2. Dann ist
|f(z1) = f(@2)| = |dx(x1.y1) = dx(x2, )| < dx(x1, x2) + dx(y1,y2) = dz(z1.22),
und es folgt mitd = &

Ve>0 36>0 Vzzdsz,22) <6, |f@) - flw)|<e O

1.2.3 Réume von Abbildungen

Es seien E eine Menge, (Y, dy) ein metrischer Raum und # (E, Y) die Menge der Abbildungen
f i+ E—Y

Wir benutzen die topologische Struktur von Y, um auch auf 7 (E, Y) eine Struktur zu erkliren, und leiten Ergebnisse
her. Anschliefend werden wir fiir den Definitionsbereich E ebenfalls eine topologische Struktur voraussetzen. Wir
wihlen
de @ FXF — [0, 0],
(f,g9) = supdy(f(e),g(e)),
ecE

also die Supremumsmetrik. Sie ist eine Fastmetrik und (¥, d#) damit ein fastmetrischer Raum.

Definition 1.2.9: Eine Abbildung f € ¥ (E,Y) heif3t beschrankt, wenn
YyeY dAr>0 VecE dy(f(e),y) <r
gilt. Es sei B(E,Y) C F(E,Y) die Menge der beschrinkten Abbildungen.

Bemerkung 1.2.10:
1. Aus f € B(E,Y) folgt
YzeY AR>0 Ve€E f(e) € B(z,R)

und

sup_dy(f(e). fle)) < eo.

ey,er€E
2. B(E,Y) ist mit der von ¥ (E, Y) induzierten Metrik ein metrischer Raum.

3. Y lasst sich mittels der konstanten Abbildung isometrisch in F (E, Y) einbetten.
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Der Beweis der beiden ersten Aussagen folgt aus

d(f(e),z) <d(f(e),y) +d(y,z) <r+dy,z) =t R¢(2)

und

d(f(er), fe2)) < d(f(e1),2) +d(z, f(e2)) < Ry(2) + Ry(2).

Zum Nachweis der dritten Aussage holen wir etwas aus: Es sei
c : Y— F(E,Y),
y — cy)
mit
VeeE  (cw)e) =y
die konstante Abbildung. Wegen
dr (), c2)) = dv(yr, 1)

ist ¢ eine Isometrie, und wir kénnen Y mit ¢(Y) C ¥ (E, Y) identifizieren. |
Lemma 1.2.11: ¢(Y) ist in ¥ (E,Y) abgeschlossen.

Zum Beweis zeigen wir, dass 7 (E, Y)\c(Y) offen ist. Es sei f € F(E,Y)\c(Y). Dann gibt es ej,e; € E mit
f(er) # f(e2) und

1= 2d(fen), flen) > 0.
Es sei ferner g € F(E, Y) mit d#(f, g) < €. Dann folgt aus
2e = d(f(e1), f(e2)) < d(f(e1), gler)) + d(g(er), g(e2)) + d(g(e2), f(e2)) < 2& + d(g(e1), g(e2))
d(g(er), g(e2)) > 0,
also g ¢ c(Y). O
Folgerung 1.2.12: Es sei ¥ (E, Y) vollstandig. Dann ist auch Y vollstindig.
Zum Beweis identifiziere man Y mit c¢(Y) in ¥ (E, Y). |
Es gilt auch die Umkehrung und damit
Satz 1.2.13: F(E,Y) ist genau dann vollstindig, wenn Y es ist.

Zum Beweis haben wir nur noch eine Richtung zu zeigen. Y sei also vollstindig und (f,) eine Cauchyfolge in
F(E,Y). Fiir jedes e € E ist dann erst recht (f,,(e)) eine Cauchyfolge in ¥, und es gibt ein f(e) € Y mit f,(e) — f(e).
Es sei

f : E—Y,

e — f(e).

Dann folgt aus
Ye>0 dAnpeN VYnm>ny VeckE dy(fu(e), fule) < 2e

fiirm — oo

Ye>0 dAnpeN VYn>ny VeekE dy(fu(e), f(e)) < &,
also de(f, f) < &. O
Im Folgenden benétigen wir das einfache
Lemma 1.2.14: Es seien b € B(E,Y) und f € F(E,Y) mit dg(b, f) < oo. Dann ist auch f € B(E,Y).

Der Beweis folgt aus

d(f(e). bleo)) < d(f(e). b(e)) + d(b(e), beo)) < dr(b. f) + R(b(eo))- o

Wir zeigen nun die wichtige Aussage
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Satz 1.2.15: B(E,Y) ist eine sowohl offene als auch abgeschlossene Teilmenge von F(E,Y).

Beweis:
1. B(E,Y)istin F(E,Y) offen: Es seien b € B(E,Y) und f € B(b,e) c ¥ (E,Y). Dann folgt

d(f,b(eg)) < d(f,b) + d(b,b(eg)) < &+ R(b(ep)),

also f € B(E,Y).

2. B(E,Y) ist in ¥ (E,Y) abgeschlossen: Zum Nachweis zeigen wir, dass ¥ (E, Y)\B(E,Y) offen ist. Es seien
geF(E,V\BE,Y)und f € B(g,e) C F(E,Y). Dannist f € F(E,Y)\B(E, Y), denn sonst wiirde aus Lemma
1.2.14 g € B(E, Y) folgen. m|

Folgerung 1.2.16: Y sei vollstindig. Dann ist auch B(E,Y) vollstindig.

Wir betrachten nun Abbildungen, deren Definitionsbereich E ebenfalls eine topologische Struktur trigt. Es sei
E also von nun an ein topologischer Raum und (¥, dy) wieder ein metrischer Raum. Dann erkldren wir wie iiblich:

Definition 1.2.17: Eine Abbildung f : E — Y heifst in e € E stetig, wenn
Ye>0 3JUe€O(e) fU) c B(f(e), &)

ist. Dafiir schreibt man f € C.(E,Y). Gilt dies fiir alle e € E, dann heifit f in E stetig, also

feCE,Y) = ﬂ C.(E,Y).

ecE
Es gilt
Satz 1.2.18: C.(E,Y) istin F(E,Y) abgeschlossen.
Zum Beweis zeigen wir, dass 7 (E, Y)\C.(E, Y) offen ist. Es sei f € F(E, Y)\C.(E, Y), also
de>0 VYU(e)€O(e) e, € Ule) f(ey) & B(f(e),e).

Es sei ferner g € B(f, %) € ¥ (E,Y). Dann ist

2
e < d(f(e), flew) < d(f(e), gle)) + d(g(e), glew)) + d(g(ew), flew)) < ?8 +d(g(e), glew)),

also
d(g(e)’ g(eu)) =

Mithin ist auch g € ¥ (E, Y)\C.(E, Y). O

WM

Folgerung 1.2.19: C(E,Y) istin F(E,Y) abgeschlossen.

Folgerung 1.2.20: Y sei vollstindig. Dann ist auch C(E, Y) vollstindig.

1.2.4 Kompakte Mengen

Der Begriff der Kompaktheit tritt schon in den Vorlesungen iiber Infinitesimalrechnung auf. Er spielt eine grofle
Rolle in der Analysis. Wir wollen ihn deshalb auch hier besprechen. Es sei im Folgenden (X, d) ein metrischer
Raum.

Definition 1.2.21: A C X heifit beschrdinkt , wenn
dk>0 0(A) := sup d(x,y) <k

x,yeA
gilt. Man bezeichnet mit 6(A) den Durchmesser von A.

Definition 1.2.22: Es seien
dist(x,A) := in£ d(x,a)
ae

der Abstand zwischen x € X und A C X, sowie

dist(B,A) := beiBnafeA d(b,a)

der Abstand zwischen B C X und A C X.
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Definition 1.2.23: Es seien A eine Indexmenge, G, C X und

ACUG,I.

AeA

Dann heifit (G))aen Uberdeckung von A. Sie ist endlich, wenn A endlich ist; sie ist offen, wenn alle G, offen sind.

Definition 1.2.24:
(1) X heif3t kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.
(2) A C X heif3t kompakt, wenn A in der relativen Topologie kompakt ist. Dafiir schreiben wir A € X.

Es folgt leicht
Satz 1.2.25: Es seien X kompakt, (Y, dy) ein metrischer Raum und f : X — Y stetig. Dann ist auch f(X) kompakt.

Beweis: Es seien G, C Y offen, A € A, mit

F(X) c U Ga.
AeA
Dann gilt
xe e (U6 = e,
AeA AeA
Nun ist £~'(G,) offen und X kompakt, also
k
Xc| Jr'Gy
i=1
fiir eine endliche Teilmenge {4, ..., 4x} € A. Daraus folgt

k k k
oo < (U 6a) e Jr(r'6a) < [ JGa
i=1 i=1 i=1

Mithin ist f(X) kompakt. O

In R" ist eine Teilmenge genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist. Das ist im Allge-
meinen sicherlich falsch, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 1.2.26: Es sei X eine unendliche Menge mit diskreter Metrik. X ist abgeschlossen und wegen 6(X) = 1
beschrinkt. Die Kugeln B(x, %) = {x} sind offen, endlich viele iiberdecken X aber nicht.

Etwas weniger ausgefallen ist
Beispiel 1.2.27: Es sei S die Sphdre in €2. Sie ist beschrinkt und abgeschlossen, jedoch nicht kompakt.

Das sieht man leicht: Es seien wie iiblich e; die Einheits-Basisvektoren. Dann schreiben wir x € £ als x =

(é1,&,...) oder
x= Zfiei,
i=1

d(x,y) = 1| D" I = nil.
i=1

dleiej) = V2 fiiri# j

und es ist

Es gilt

und fiir beliebige x,y € §
d(x,y) < d(x,0) + d(o,y) = 2.

Es sei nun £ < V2/2 gewihlt und mit A := §

G, := B(4,¢).
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Offensichtlich iiberdecken diese G, die Sphére S. Es gebe nun eine endliche Teiliiberdeckung
G,,.Gy,, ..., Gy,.
Dann existieren ein s € {s1, s, - - - 5¢} und zwei verschiedene e;, ¢; mit
e € G, und ¢; € Gy.
Das fiihrt aber zum Widerspruch

V2 = d(ei, e)) < dej, s) + d(s, e)) < 28 < V2. O

Die eine Richtung der Charakterisierung kompakter Mengen in R" gilt jedoch weiterhin, ndmlich
Satz 1.2.28: Es sei A € X. Dann ist A beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis:

1. A ist beschriankt: Aus
Ac U B4, 1)

A€A
folgt die Existenz von 4y,..., 4 € A mit

k
Ac U B(A;, 1).
i=1

Fiir alle x, y € A ist deshalb
dx,y) <d(x, ) +dA;, ) +d(Aj,y) <2+«
mit

a:= max d(4; ;) < oco.
i,j=1,....k

Mithin ist A beschrénkt.
2. A ist abgeschlossen: Wir zeigen, dass X\A offen ist: Es sei x € X\A. Dann gilt
YaeA dg,>0 B(x,g,) N B(a,&,) =0,

man wihle etwa g, := d(x,a)/2. Weil die B(a, g,) die kompakte Menge A iiberdecken, folgt mit geeigneten

ai,...,arund g 1= g
k
AC U B(di, 8,‘).
i=1
Es sei nun
g:= min ¢g; > 0.
i=1,..0k
Dann ist
Yie{l,..., k} B(x,&) N B(aj, &) =0,
und es folgt B(x, &) N A = 0. Die offene Menge B(x, ¢) liegt also in X\A. |

Damit haben wir eine Richtung der Charakterisierung kompakter Mengen in R" auf den allgemeineren Fall
iibertragen konnen. Wir wissen aber, dass die andere Richtung falsch ist. Um trotzdem ein analoges Kriterium
formulieren zu kénnen, wollen wir die auftretenden Begriffe etwas modifizieren.

Das ist leicht, soweit es die Abgeschlossenheit betrifft, sie 14sst sich abschwichen.
Definition 1.2.29: A C X heif3t relativ kompakt, wenn A kompakt ist.
Schwieriger und wichtiger ist die Modifizierung der Beschrinktheit. Beispiel 1.2.26 zeigt das.

Definition 1.2.30: A C X heif3t prikompakt (totalbeschriankt), wenn

Ve>0 AEcC X, endlich Ac UB(e,s)

ecE

gilt.
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Man spricht auch von einem endlichen e-Netz oder e-Gitter N, C X fiir A C X:
YacA dneN, d(a,n) < e.

Offenbar ist in R" eine beschrinkte Menge prikompakt. Man sieht sofort

Lemma 1.2.31: A sei prikompakt. Dann ist A beschrinkt.

,,,,,

d(a,b) < d(a, x;) +d(x;,, x;,) +d(x;,,b) < 2e + d(x;,, x;,) < co. O
SchlieBlich definieren wir noch

Definition 1.2.32: X heifst folgenkompakt, wenn jede Folge in X einen Hdaufungspunkt besitzt. A C X heifit folgen-
kompakt, wenn A in der relativen Topologie folgenkompakt ist.

Jede Folge in A soll also eine konvergente Teilfolge mit einem Grenzwert in A besitzen. Es sei hier schon
bemerkt, dass in allgemeinen topologischen Rdumen Begriffe wie kompakt — folgenkompakt oder vollstindig —
folgenvollstiandig verschieden sind. Das wird wichtig werden, wenn wir spéter schwache Topologien benutzen. In
metrischen Rdumen gilt aber der

Hauptsatz: (X, d) sei ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:
(1) X ist kompakt.

(2) X ist folgenkompakt.

(3) X ist vollstindig und priakompakt.

(1) = (2): Es sei daran erinnert, dass x Haufungspunkt der Folge (x,) heifit, wenn fiir jedes £ > 0 die Menge
{n eN | X, € B(x,s)}
unendlich ist. Wir schlie3en indirekt. Es sei (x,) eine Folge, die keinen Haufungspunkt besitzt. Das heif}t,
VxeX Je,>0  {neN | x,eB(xe) istendlich.

Nun ist
{B(x, £0)}ex
eine offene Uberdeckung von X. Mithin gibt es eine endliche Menge E C X mit
XcC U B(x, g,).

xeE
Deshalb ist auch
U {n eN | X, € B(x, sx)}

xeE

endlich, andererseits aber gleich N. Das ist ein Widerspruch.

(2) = (3): Jede Cauchyfolge besitzt einen Grenzwert in X. Mithin ist X vollstdndig. Um zu zeigen, dass X prikom-
pakt ist, nehmen wir an, es gibe ein & > 0 und dazu keine endliche e-Uberdeckung. Wir wihlen x, rekursiv mit
x1 € X, x, ¢ B(x1,e) und

Xn+1 e U B(xk’ 8)'
k=1

Dann ist d(x;, x;) > e fiir i # j. Die Folge (x,) besitzt also keinen Hiufungspunkt.

(3) = (1): Auch jetzt schlieBen wir indirekt. Es sei
Uea 2 X

eine Uberdeckung, die keine endliche Teiliiberdeckung enthilt. Wegen der Prikompaktheit gilt

Ve>0 An.x  X=|B.e)
i=1
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und wenigstens ein B(x;,,€), i € {1,...,n.} wird nicht endlich iiberdeckt. Wéhlen wir nun der Reihe nach
c=1, %, %, ..., dann erhalten wir die Existenz folgender nicht endlich zu tiberdeckender Mengen
B, := By, 1) (e=1),
2 1 1
BZ = ﬂ]:l B(yja;) (8: 57.’/2631)’

Fiir m < n gilt dann
Y- Yn € B C B (Y- 1)
oder

1
d(yma yn) < —.

m

Mithin ist (y,) eine Cauchyfolge mit dem Grenzwert y € X und
&, :=dy,,y) > 0 fiirn — oo.
Es sei y € U,,. Dann folgt fiir groBe n
B, C B(yn 1) C B(y. 1 +24) C Uy,

Das ist ein Widerspruch, denn B,, war nicht endlich zu tiberdecken. m]

Folgerung 1.2.33: (X, d) sei ein metrischer Raum und A C X. Dann sind dquivalent:
(1) A ist relativ kompakt.
(2) A ist priikompakt und A vollstéindig.

Folgerung 1.2.34: (X, d) sei ein vollstindiger metrischer Raum und A C X. Dann sind dquivalent:
(1) A ist relativ kompakt.
(2) A ist prikompakt.

Das ist die gewiinschte Verallgemeinerung des entsprechenden Satzes fiir den R".

1.2.5 Der Satz von Arzela-Ascoli

In diesem Abschnitt wollen wir ein wichtiges Kompaktheitskriterium, ndmlich den Satz von Arzela-Ascoli, be-
reitstellen. Er ist nach CESARE ARzELA, 1847-1912, und GruLio AscoLl, 1843—1896, benannt. Es seien in diesem
Abschnitt:

1. (X, dyx) ein kompakter metrischer Raum.
2. (Y,dy) ein metrischer Raum.

3. C(X,Y) Cc F(X,Y) die stetigen Abbildungen von X nach Y mit
de(f,9) := de(f,9) == sup dy(f(x), g(x)).
XE.

Es seien ferner F ¢ C(X, Y) und
Fx):={f(x) | feFlcy.

Definition 1.2.35: F c C(X, Y) heifst gleichartig stetig, wenn
YxeX VYe>0 3A6>0 VYéeBx, o) VfeF f& e B(f(x),¢)
gilt.

Dann zeigen wir den
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Satz von Arzela-Ascoli: Es sei F ¢ C(X,Y). Dann sind dquivalent:
(1) F ist relativ kompakt.
(2) F ist gleichartig stetig, und fiir alle x € X ist F(x) relativ kompakt.

Dieser Satz wurde gegen Ende des letzten Jahrhunderts fiir den R" bewiesen. Man lernt ihn in einer Vorlesung
tiber Infinitesimalrechnung etwa in folgender Form kennen:

Es seien G € RY, f, € C(G,R™) und (f,) punktweise beschrinkt und gleichartig stetig in G. Dann gibt es eine
Teilfolge (f,y) und ein f € C(G,R™) mit ||y — fllo — O.

Wir geben nun einen Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli an:

(1) = (2): Als erstes zeigen wir, dass F gleichartig stetig ist. Es seien xp € X und &£ > 0 vorgegeben. Aus dem
Hauptsatz folgt, dass F prikompakt ist. Es gibt also fi,..., f, € F ¢ F(X,Y) mit

FcFc UB(fz§)
i=1

Weil C(X,Y) in F (X, Y) abgeschlossen ist, ist auch F C C(X, Y). Die f; sind also in x stetig. Das heift, es gilt

Yief{l,...,n} 36>0 Vux, d(x, xp) <, d(fi(x), fi(x0)) < g
Wir wihlen nun § := min {6y, ...,d,} > 0. Zusammen mit

VfeF diefl,...n)  feB(f.%)

folgt dann fiir alle x mit d(x, xo) < dund alle f € F

d(f(x). f(x0)) < d(f(x), fi(x)) + d(fi(x), fi(x0)) + d(fi(x0). f(x0)) < €.

F ist also gleichartig stetig. Fiir festes x € X sei nun

g : F— F(x),
f— ).

Wegen
d(g(f1),9(f2) = dy(fi(x), L(0) < dc(fi, f2)
ist g stetig. Aus Satz 1.2.25 folgt deshalb die relative Kompaktheit von F(x).

(2) = (1): Nach Folgerung 1.2.33 haben wir die Vollstindigkeit von F und die Prikompaktheit von F zu zeigen.
Wir beginnen mit der Vollstdandigkeit:

Es sei (f,) eine Cauchyfolge in F. Fiir festes x € X ist F(x) kompakt. Die Folge (f,(x)) besitzt daher einen
Héufungspunkt und als Cauchyfolge sogar einen Grenzwert in F'(x) C Y. Es sei

()= lim f(x).
Esist f € ¥(X,Y), und weil (f,) in F Cauchyfolge ist, folgt sogar
dy(fur f) = 0.
Der Raum C(X, Y) ist in F (X, Y) abgeschlossen. Mithin ist f € C(X, Y), und es gilt
fi— f inCX,Y).

Wir kommen nun zum wichtigsten Teil des Beweises und zeigen die Prikompaktheit von F: Es sei € > 0
vorgegeben. Dann folgt aus der gleichartigen Stetigkeit von F

VxeX 36,>0 Yy dyx) <6, VfeF d(f(y),f(x))<§. (%)

{B(x,0,)} ey ist eine offene Uberdeckung von X, und X ist kompakt. Mithin existieren xi, ..., x, € X mit

Xc U B(x;,6,). ()
i=1
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F(x;) ist relativ kompakt. Deshalb gilt

Hylw”’ym €

n

Feo) | JFe | Bys. ). (x5%)
i=1 j=1

i=1

Es sei nun © die Menge der Abbildungen

O ist endlich. Es sei ferner

L : & — P(F),
p+— Ly

mit
Lo = {feF | Vi t<i<n d(fGo)ym0) < Z}

Es sei nun f € F. Wegen (xx*x*) gibt es dann zu f(x;) ein y; mit

d(fx)y)) < 7.

F = UL¢.

ped

Es gibt also ein ¢ € ® mit f € Ly, also

Diese Vereinigung ist endlich. Damit haben wir eine endliche Uberdeckung von F gefunden, aber noch keine
Uberdeckung mit Kugeln. Es fehlt also noch der Nachweis der Beschrinktheit der einzelnen Le. Es seien also
e, f,g € Lound x € X. Dann folgt aus ()

die{l,...,n} d(x, x;) < Oy,
also zusammen mit ()

d(f(x),9(x)) < d(f(x), f(x) + d(f(x0), Ye(iy) + d(Ypiiy» 9(x0)) + d(g(x7), g(x)) < &.

Mithin ist d¢(f, g) < &, und das war noch zu zeigen. O

Der Satz von Arzela-Ascoli zdhlt zu den wichtigsten Grundlagen der Analysis. Er wird vielfiltig verwandt.
Erinnert sei an die Beweise zum Peanoschen Existenzsatz in der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen
oder zum Riemannschen Abbildungssatz. Weitere Anwendungen werden im Laufe dieser Vorlesung folgen.

1.3 Normierte Radume und stetige lineare Abbildungen

Bisher haben wir voneinander getrennt algebraische und topologische Strukturen betrachtet. Es versteht sich von

selbst, dass wir sehr viel mehr interessante Resultate erwarten, wenn wir beide Strukturen zusammenfiigen. Das

soll nun geschehen. Zu Beginn sei aber doch etwas gewarnt. Die entstehende schone Theorie beschreibt weitgehend

lineare Phinomene. Man sollte aber nicht vergessen, dass viele wichtige Fragen auf nichtlineare Probleme fiihren.
Wir beginnen mit

Definition 1.3.1: Es seien X ein linearer Raum und T~ eine Topologie auf X. Dann heifst (X,7") ein topologisch
linearer Raum, wenn die Abbildungen

+  XxX —> X,
(X, y)— x+y
und
KxX — X,
(a, x) — ax
stetig sind.

Dabei tragen K die iibliche Topologie der reellen oder komplexen Zahlen und Produktraume die kartesische Pro-
dukttopologie. Weitere Eigenschaften topologisch linearer Riume findet man zum Beispiel in Taylor & Lay [1980],
S. 94f.
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1.3.1 Normierte Ridume

Besonders wichtige topologisch lineare Raume sind die normierten Rdume. Besitzt ein linearer Raum eine Metrik,
dann erwarten wir von ihr die Eigenschaft

d(x+z,y+2) =d(x,y),
d(ax, ay) = |a|d(x, y).
Damit gelangt man zur Norm. Wir prézisieren:

Definition 1.3.2: Es sei X ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung
-1 : X—>R
heifst Norm auf X, wenn
(1) VxelX x| =0 < x=o,
(2) ¥VxeX VYaeK x| =lallxl
(3) VYxyeX  lx+yll <Ixll + Iyl
gilt. (X, || - ) heifit normierter Vektorraum.
Entsprechend den Aussagen zur Metrik werden folgende Begriffe eingefiihrt.
Definition 1.3.3:

1. Man spricht von einer Halb- oder Seminorm, wenn die Eigenschaft (1) der Norm nicht erfiillt ist.

2. Gilt

-1 X — [0, 0],
dann spricht man von einer Fastnorm.
3. Eine Quasinorm ist eine Abbildung
-1 = X —0,00)
mit den Eigenschaften (1), (3) der Norm und
(27) = xll = llxll, Qljglo llvn x|l = O und Hxlniurgo lleexy|| = 0.

Es werden teilweise auch Abschwichungen der Dreiecksungleichung (3) zugelassen, etwa

(3) dceR" VxyeX  x+yl<c{lxl+ iyl

Bemerkung 1.3.4:

1. (X, || - | ist vermoge
d(x,y) = |lx —yll

ein metrischer Raum. In diesem Sinne werden wir alle Ergebnisse tiber topologische Strukturen verwenden.
Ein vollstindiger normierter Raum heiflt Banachraum, benannt nach STEran BanNacH, 1892—-1945.

2. Ein beliebiger metrischer Raum ist natiirlich kein normierter Vektorraum. Augenfillige Beispiele sind
M :=1[0,1] mitd(x,y) :=|x—yl

oder
lx =yl

M =R mitd(x,y) == ————.
mit d(x, y) T+ =]

3. Aus
|d(-x’ .X]) - d(y’ yl)l < d(xs y) + d(xlv yl)

folgt mit x; =y; =0
|11l = Hlgll | < flx = yll < NIl + Iyl

4. Betrachten wir als Beispiel fiir eine Seminorm und eine Quasinorm
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LI®) = {Ca®y; -1} mitfif] = f (o) dx.
R
L(R) ist ein Banachraum. Es sei
L, R) := {f € F(R,R) | VKeR fe L‘(K)}.

Seminormen fiir £! (R) sind

loc

pih = [ il
|x|<n
und eine Quasinorm ist

Z pn(f)
20(1 + pa(f)

Ein vollstindiger quasinormierter Raum ist ein Fréchetraum. Allgemeiner heif3t ein vollstindiger, lokal konve-
xer, metrischer linearer Raum Fréchetraum, benannt nach RENE MAURICE FREcHET, 1878-1973.

5. Unterrdume eines normierten Vektorraumes werden in kanonischer Weise mit der induzierten Norm ausgestattet.

6. Es sei M c X ein Unterraum. Dann kann man auf X eine Aquivalenzrelation definieren:
x~y &= x—yeM

Diese Relation ist reflexiv, transitiv und symmetrisch. Es seien [x] die von x erzeugte Klasse und X/ M die
Menge dieser Aquivalenzklassen. X/ M ist wieder ein Vektorraum,

[x] + [yl := [x + yl,
alx] := [ax]

sind eindeutig definiert. Es ist

¢ : X— XM,

x +— [x]
die kanonische Abbildung von X auf den Quotientenraum X /M. Es sei wieder

dist(x, M) := inf ||x — m||
meM

der Abstand von x zu M. Dann gilt
dist(x, M) =0 = xe M,
und wir erhalten
Lemma 1.3.5: Es sei M C X ein abgeschlossener Teilraum von X. Dann ist

-] : XIM— RS,
x —> dist(x, M)

eine Norm auf X/ M.

In diesem Sinne wird X/ M zu einem normierten Vektorraum.

Beweis: Die erste Eigenschaft einer Norm ist wegen M = M Klar, (2) folgt mit & # 0 aus
|lax]] = ilr}lchyx +m| = i?nfllax + am|| = || igf“x +mll = |l |[x]]
und Eigenschaft (3) aus
[[x] + [yl] = inf llx +y + ml| =

1nf1nf||(x +my)+ (y + mJ)“ < 1nf1nf{||x +my|l +ly + my”} [Lx1] + 1y1]-

my my,

Es gilt auch
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Lemma 1.3.6: Es seien M C X ein abgeschlossener Teilraum von X und ¢ : X — X/M die kanonische Abbil-
dung. Dann gilt:

(1) ¢ ist offen.
(2) ¢ ist stetig.

(3) Es sei X ein Banachraum. Dann ist X/ M ein Banachraum.
7. Fiiri = 1,2 seien (X, || - ||;) normierte Rdume. Dann sind
II : X1XX2—>R+,
(x1, x2) = [lxall + llxz2ll2

oder

(x1,x2) = llxl + a3

Normen auf X x X5.

8. Wir kennen bereits isomorphe und homdomorphe Rdume. Entsprechend nennt man zwei normierte Vektorrdume
X, Y linear homsomorph oder topologisch isomorph, wenn es eine homéomorphe Abbildung

Ae L(X,Y)

gibt. Die Rdume X, Y heiBen isometrisch isomorph oder kongruent, wenn A € £(X, Y) isometrisch ist.

9. Eine Banachraum X besitzt eine abzihlbare Basis oder Schauder-Basis {uy},cny, wenn sich jedes x € X eindeutig
in der Form

X = Z.fiui mit & € K
i=1
darstellen ldsst. Ein Banachraum X mit Schauder-Basis ist separabel, das heiflt, X besitzt eine abzihlbare dich-
te Teilmenge. Umgekehrt besitzen die meisten separablen Banachrdume eine Schauder-Basis; es gibt jedoch

separable Banachrdume ohne Schauderbasis. Die Schauderbasis ist nach JuLiusz PAWEL SCHAUDER, 1896—1943,
benannt.

1.3.2 Beispiele

1. Es sei X der R™ oder C". Es seien ferner

{er,e2,...,e,}

n n
X=Z§i€i, y=z7h€i, &.miek
=1 o1

Darstellungen von x, y € X. In X hat man die Normen

eine Basis von X und

llxll, == (117 + -+ 1€JI)P fiir 1 < p < oo,

lIxXlloo := max {|&1],..., 16} fir p = oo.
Es ist
llxdlloo < llxll, < ¥V llxloo v (1] oo -
Mit
1 1
l=—-—+-
P 4

gilt die Holdersche Ungleichung

1

D e < (Z} ) R

Fiir p = 2 ist das die Schwarzsche Ungleichung. Daraus folgt die Dreiecksungleichung

llx +yll, < llxllp + [lyllp-
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Man nennt sie auch Minkowskische Ungleichung.

2. Entsprechend werden die normierten Folgenrdume ¢7 iiber R oder C definiert, ndmlich fiir x = (£1,&, ...

= {x = (&) | el < oo}

mit

lxll,, = {( pIp |fi|p)1/p fiir 1 < p < oo,
p =

SUpjey [€il fiir p = co.

3. Es seien E eine Menge und Y ein normierter K -Vektorraum. Dann wird F (E, YY) vermoge

(f+ 9 = f(0) +g(x), (@f)(x) := af(x)

zu einem K-Vektorraum. Eine Fastnorm wird mit

Iflleo := sup |IFCOII
xeE

auf ¥ (E, Y) definiert. Mit B(E, Y) C ¥ (E, Y) bezeichnet man den normierten Raum der beschriinkten Abbil-

dungen, speziell £~ = B(N, K).

Ist E ein topologischer Raum, dann sind C(E, V) bzw. BC(E, V) die Ridume der stetigen bzw. beschrinkten

und stetigen Abbildungen. BC(E, V) wird mit der Norm ||f||g¢c := || fll versehen.

4. Es sei Q C R" eine offene Menge. Dann ist £7(Q, K) c 7 (Q, K) die Menge der im Lebesgueschen Sinne iiber Q

integrablen Funktionen mit

Ifllge = {(fg lf)IPdx)'? fiir1 < p < o,

ess sup,cq |f(x)|  fiir p = co.

Mit ess sup ist das fast iiberall genommene Supremum gemeint, also

esssup |f(x) := inf sup |f(x)|.
xeQ N,INI=0 yeo\N

5. BYV([a, b], K) sind die Funktionen von beschrdnkter Variation iiber [a, b]. Es seien f € ¥ ([a, b], K),

P, :={(x0,...,xn)€R"+1 | a=xo<x <-~-<xn=b}

die Menge der Partitionen n-ten Grades von [a, b] und mit p € P,

V(f,p) = ) 1F0) = fxio)
i=1

Variation von f. Dann heifit f von beschrinkter Variation, wenn die fotale Variation

V(f) := sup sup V(f,p) < oo

neN peP,

ist. V(f) ist eine Halbnorm.
Ifllgy == If(@l+ V(f)

ist eine Norm fiir 8V([a, b], K).

1.3.3 Stetige lineare Abbildungen

Wir betrachten nun stetige lineare Abbildungen. Die Grundlage bildet

Satz 1.3.7: Es seien X, Y normierte Riume und A € L(X,Y). Dann gelten:

(1) A istiiberall stetig oder nirgends.
(2) A ist genau dann stetig, wenn folgendes gilt

Jc>0 VxelX [Axlly < cllxllx.
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Beweis:

1. A seiin xo € X stetig, das heil3t
Ye>0 A6>0 Vu,|lx—xoll <6, [|[Ax — Axgl| < e.
Es sei x; € X beliebig und x € B(x;, ). Dann gilt
lAx — Axi|l = A(x — X1 + x0) — Axoll < &

wegen ||(x — x1 + xp) — xol| = ||x — x1]| < 6. A ist also auch in x; stetig.
2. Ist () erfiillt, dann ist A im Nullpunkt stetig, also iiberall.
Umgekehrt, es sei A im Nullpunkt stetig. Dann gibt es ein ¢ = (1) mit

Vx, |lxl] < 9, [[Ax|| < 1.

Es sei x # 0 und

0
Xg 1= ——X.
2]|xl

Dann ist ||xg|| < 9, ||Axoll < 1, und es folgt

2{|xll

2
1Al = === llAxoll < < [lxll

Das heift, es ist ||A|| < 2/6. |

Ublicherweise nennt man die Menge der stetigen linearen Abbildungen deshalb beschrinkt linear. Man schreibt
Ly(X,Y) oder sogar L(X,Y) dafiir. Wir werden jedoch auch in der Notation die linearen Abbildungen von den
stetigen linearen unterscheiden und CL(X, V) dafiir verwenden. Es ist also

CLX.Y):={Ae LX.Y) | supllAxlly < .

xes X

Dabei ist S x := {x € X | |x| = 1} die Einheitssphire in X. Mit

lAllc, == sup [|Axlly

xeS X

wird CL(X, Y) selbst zu einem normierten Raum. || - ||c, nennt man auch Operatornorm.

Natiirlich gibt es unbeschrinkt lineare Abbildungen. Gerade die Differentialoperatoren sind unbeschriankt. Den-
ken Sie zum Beispiel an X := C{([0, 1],R) und Y := C([0, 1], R), beide versehen mit der Supremumsnorm. Dann
ist A € L(X,Y), Ax := X/, ein unbeschrinkt linearer Operator. Mit f;,(x) := x" ist ndmlich

Ifall =1 und |IAfll = n.

Aus Satz 1.3.7 folgt

Satz 1.3.8: Es sei A € L(X,Y). Dann sind dquivalent:

(1) A" € L(R(A), X) existiert und ist stetig.
(2) Am >0 VxeX mlx|lx < ||Ax|ly.

Beweis:
(1) = (2) folgt mit y = Ax aus
A7yl < cliyll  mite > 0.

(2) = (1): A ist injektiv. Deshalb existiert A~!, und es folgt ||A~y|| < %Hy“.

Folgerung 1.3.9: Die normierten Riume X, Y sind genau dann linear homdomorph, wenn es eine surjektive Ab-
bildung A € L(X,Y) und m, M > 0 mit

VxeX  mllxllx <llAxlly < Mlixllx

gibt.
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Definition 1.3.10: Zwei Normen || - || und || - ||» auf X heifsen dquivalent, wenn
Am,M >0, VxeX  m|lxll; <lixlla < Mllxlly
gilt.

Folgerung 1.3.11: Die Normen ||-||, und |||, auf X definieren genau dann dieselbe Topologie, wenn sie dquivalent
sind.

Es sei noch folgendes bemerkt:

1. Fir A € CL(X, Y) gilt auch

A
|A]| = sup u = sup |[Ax|| und ||A]| = inf {c € R(J;
o X i

VreX |Ax] < cllxll}.

2.Aus A € CL(X,Y)und B € CL(Y, Z) folgen BA € CL(X,Z) und
IBAIl < [IAll - |BI|.

3. Y sei ein Banachraum. Dann ist auch CL(X, Y) ein Banachraum. Es sei ndmlich (A4,) eine CL-Cauchyfolge.
Dann existiert zunédchst punktweise

limA,x =: Ax € V.

n—oo

A ist linear, und aus

Ye>0 3dAngeN Vn,m>ng, sup ||A,x —Apx|l < €
[Ixll=1
folgt
Ye>0 dAnpeN Vn>ny sup ||A,x — Ax|| < e.
[Ixl}=1

Es sei nun M ein Unterraum von X. Dann ist auch M ein Unterraum. Es gibt natiirlich nicht abgeschlossene
Unterrdume, denken Sie an C;([0, 1]) c C([0, 1]). Wichtig ist nun das folgende Resultat iiber stetige Fortsetzungen.
Dabei sei an Kapitel 1.1.2 erinnert.

Satz 1.3.12: Es seien X ein normierter Raum, M C X ein Unterraum, Y ein Banachraum und A € CL(M, V).
Dann gilt

3 AcCLY) mit A M= A und |A|| = |A||

Ein analoges Resultat wird in der Infinitesimalrechnung bewiesen. Wir skizzieren den Beweis: Zu x € M gibt es
eine gegen x konvergente Folge (x,) mit x, € M. Wegen

1Ax, — Axpll < Al - 1, = Xl

ist (Ax,) ebenfalls eine Cauchyfolge und
Ax = }1_{{)10 Ax,
existiert. Dann ist A wohldefiniert und linear, insbesondere gilt
AIM=A
Wir zeigen ||A|| = ||A|| und damit die Stetigkeit von A: Aus
AxIl < A - (1,1
und x, — x folgt ||A]] < ||All. Andererseits ist ||A]| < ||A]|, weil A die Abbildung A fortsetzt. |

Bemerkung 1.3.13: Ist Y nur Unterraum eines Banachraumes, dann folgt A € CL(M, Y).
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In diesem Zusammenhang sei noch an folgendes erinnert: Es sei X ein Vektorraum. Dann ist in £(X, X) durch
die Verkniipfung zweier Abbildungen auch eine Multiplikation erklért. Ein Vektorraum X, in dem eine Multiplika-
tion so definiert ist, dass (X, +, - ) ein Ring mit Einselement id und

Vx,ye X Vaek a(xy) = (ax)y = x(ay)
ist, heiBt Algebra. Eine Algebra ist kommutativ, wenn
Vx,yeX Xy =yx

gllt.Eine normierte Algebra ist eine Algebra, versehen mit einer Norm || - ||, die die Eigenschaften
(D VxyeX Ayl < lxll - llyll,

) lldll =1

hat. Eine Banachalgebra ist eine vollstindige normierte Algebra.

Ist X ein Banachraum, dann ist CL(X, X) also eine Banachalgebra.

1.3.4 Lineare Homéomorphismen

In diesem Abschnitt sei X ein Banachraum. CL(X) := CL(X, X) ist dann eine Banachalgebra. Wir wollen uns
im Folgenden mit der Frage nach der Existenz von Inversen beschiftigen und beginnen mit dem Nachweis der
Konvergenz der nach CArRL NEUMANN, 1832—-1925, benannten Reihe.

Satz 1.3.14: Es seien X ein Banachraum und A € CL(X) mit ||A|| < 1. Dann ist
id—A
ein linearer Homoomorphismus, und es gilt

1
1-[All

Jid - Ay =

Dabei ist (id — A)™' = 20 A" die Neumannsche Reihe zu A. Sie konvergiert in der Operatornorm.

Beweis: Es seien A? := id, A" := A o A" ! und

i=0

Dann ist (S,) in CL(X) eine Cauchyfolge. Der Raum CZL(X) ist selbst ein Banachraum, folglich existiert ein
S eCLX)mitS, — S. Aus

n n+1
S, 0 (id - A) = Z Ai—ZAf = id— A" S id
i=0 i=1

und
(id—A)o S, —id

erhalten wir deshalb
So(lid-A)=(G{d—A)oS =id.

Das beweist den Satz. O

Satz 1.3.15: Es sei Q die Menge der linearen Homéomorphismen von X auf X. Dann gilt:

(1) Q c CL(X) ist offen.
(2) Die Abbildung

Q— Q,
Ar— A7

ist stetig.
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Beweis: Esseien S €e Qund T € CL(X,X) mit T € B(S, ||S‘1||‘1). Dann folgt
llid =S~ TI < IS~ - IS = Tl < 1, (*)

also
ST =id—(id-S"'T)e Q
oder T = SS~!T € Q. Die Menge Q ist also offen.
Zum Nachweis der zweiten Aussage seien S, 7T € Q. Dann ist

I =S =1T"S =S N<IT - IS IS - Tl < e

1 £
B(S’ 2”5—1”) ﬂ B(S’ 2”5—1”2)'

fiir alle 7" mit

Das folgt aus

I < IS~ Tt S = s M- s = )~ =

= 1151 (id ~ Gia - s | < 'lS_—_I]” =257

O

Bemerkung 1.3.16: In Satz 1.3.14 ist die Voraussetzung ||A|| < 1 fiir die erste Aussage nicht notwendig. Zur
Konvergenz der Reihe Y, A" geniigt wie bei Potenzreihen

limsup (JA"IN"" < 1.

n—oo

Hierzu geben wir eine Anwendung.

Die Volterrasche Integralgleichung: Es seien X := C([a, b],R),
D:={(s.) | a<t<s<bcR?
sowie k € C(D,R), M := ||k||co < o0 und
K : X — X

x+— Kx
mit .
(Kx)(s) := fé k(s, Hx(1) dt.
Offenbar ist K € CL(X) mit ||K|| < M(b — a). ’
Es sei nun ein y € X gegeben. Gesucht ist ein x € X mit
(id—K)x =y. (*)

Zum Nachweis der Existenz einer Losung x zeigen wir, dass die Reihe

x:= i K"y
n=0

konvergiert. Dazu beweist man zunichst durch vollstindige Induktion

VneN VxeX Vselab] I(K”x)(s)ISM”waIIOO
n:

oder b n
VneN ||K"||sM"@.
n:

Die Neumannsche Reihe zu K wird also von der e-Reihe majorisiert. Sie konvergiert deshalb, und wir erhalten
[Ixlleo < €™ Iyl
Damit haben wir zugleich die Eindeutigkeit der Losung und die Abschitzung
Gid ~ K)™'|| < &M

gewonnen. Benannt werden diese Integralgleichungen nach Vito Vorrerra, 1860-1940.
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1.3.5 Endlichdimensionale Ridume

Aus Vorlesungen iiber Infinitesimalrechnung ist bekannt, dass die Sphéren

{xeK" | |x|=1},

{xex" | lIxlo = 1}

abgeschlossen und priakompakt sind. K" ist vollstindig. Damit sind diese Sphiren kompakt. Wir wollen zeigen,
dass alle Sphiren in endlich dimensionalen Raumen diese Eigenschaft besitzen und dass umgekehrt aus der Kom-
paktheit der Sphire in einem normierten Raum X auch dim X < oo folgt. Wir beginnen mit

Satz 1.3.17: Es seien (X, || - |lx) und (Y,|| - |ly) normierte Riume gleicher endlicher Dimension n iiber K. Dann
sind X und Y linear homdomorph.

Beweis: 0.B.d.A. geniigt es, den Satz fiir (M, || - |ly) := (K", || - [lw) zu zeigen. Es seien
(ki,...,ky) bzw. (x1,...,X,)
Basen von K" bzw. X und T € L(K", X) definiert durch
Tk = x;.

Die Abbildung T ist ein Isomorphismus. Mit

n

k= ZK,-k,- und x = zn:g-“,-x,-
i=1 i=1

und M := 37, ||x;]| folgt

1Tk < I ITA < UKl D ) = MKl
i=1 i=1

T ist also stetig. Wir betrachten auf der Sphire
S ={kek" | lIklo = 1)
die Abbildung

S — R{,
k +— ||Tk||x-
Diese Abbildung ist als Verkniipfung zweier stetiger Abbildungen selbst stetig, nimmt somit auf dem Kompaktum

S ihr Minimum an. Es gilt also
Adm >0 VkeS |ITk|| = m.

Es ist sogar m > 0, denn aus m = 0 wiirde die Existenz eines ko = )., k;k; € S mit Tky = o folgen. Dann wire
aber Y7, k;x; = o und damit «; = O fiir alle ; im Widerspruch zu ko € S.. Es folgt also

Am>0 VkeK" 1Tkl = m||k||oo ,

mithin ist auch 77! stetig. O

Folgerung 1.3.18:

(1) Es sei X ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann sind alle Normen auf X dquivalent und erzeugen dieselbe
Topologie.

(2) Es seien X, Y normierte Riume und dim X < co. Dann ist L(X,Y) = CL(X, Y).

(3) Es seien X ein normierter Raum und M ein Teilraum mit dim M = n. Dann ist M topologisch isomorph zu K",
also vollstindig und abgeschlossen.

Es sei noch einmal herausgestellt
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Satz 1.3.19: Es sei (X, || - ||) ein endlichdimensionaler normierter Raum. Dann ist die Sphdire
Sxo={xeX | Il =1
kompakt.

S x ist ndmlich ein homdomorphes Bild der entsprechenden Sphére in K". Wichtig ist nun, dass auch die Umkeh-
rung dieser Aussage gilt, zusammen also

Satz 1.3.20: Es sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Dann gilt
dimX < 0o & S x ist kompakt.

Zum Beweis holen wir etwas aus und zeigen zunéchst

Das Rieszsche Lemma: Es seien X ein normierter Raum und Xy G X ein abgeschlossener Unterraum. Dann gilt
Yge(0,1) dx,eSxcX q < dist(xy, Xo) < 1.

Beweis: Es seien x € X\Xj und d := dist(x, Xy) > 0. Dann gibt es ein xy € X mit

d
d<|lx—xoll £ —.

Wir wihlen =
M = ol
Dann ist x, € S x, und es folgt fiir alle y € Xo
1 q
g =l = 7= o+ yle o) | 2 - d =g 0

Wir beweisen nun den noch offenen Teil von Satz 1.3.20: S x sei also kompakt. Wir nehmen dim X = co an und
wihlen ein x; € Sy. Es sei X| := span(x;). X ist ein abgeschlossener Unterraum von X. Folglich existiert ein
Xy € S x mit dist(xp, X1) > % Es sei X, := span (xy, x2). So fahren wir fort und wihlen x,,,; € S x mit

diSt(X,H_ I Xn) 2

| —

Es gibt also eine Folge (x,) mit x,, € S x und

1
¥Yn,meN;n+m, len—meIZE-

Diese Folge enthilt keine konvergente Teilfolge. Das steht im Widerspruch zur Kompaktheit von S x. ]

SchlieBlich zeigen wir an einem Beispiel, dass die Aussage im Rieszschen Lemma fiir ¢ = 1 allgemein nicht
mehr gilt.
Beispiel 1.3.21: Es sei wieder Xy G X ein abgeschlossener Teilraum. Dann existiert im Allgemeinen kein x; € S x
mit
dist(x;, Xp) = 1.

Es sei namlich
X :={xeC(10,11.K) | x(0) =0}

und

I : X —>K

1
x+—>f x(1) dt.
0

Dann ist / eine lineare stetige Abbildung mit ||/|| < 1, also ist
Xo:=N)

ein abgeschlossener Teilraum von X. Es gilt:
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1. ||| = 1. Denn fiir x,(¢) := t'/" gilt Ix, =n/(n+1) - 1.
2.V x e Syist|lx] < 1. Denn x ist stetig mit x(0) = 0.
3. ¥ x e Xist|Ix| = dist(x, Xy). Fiir xo € X ist nimlich

x| = [I(x = x0)| < [lx — xoll,

also |Ix] < dist(x, Xo). Es sei wieder x,(¢) := ¢'/”. Dann ist

1
X — —xxn € Xo
Ix,
und ; I |
X X n+
= (x = )| = Tl = S 12,
Ix, |1 x| n

also dist(x, Xo) < |Ix].
4. Es gebe nun ein x; € X mit ||x;|| = 1 und
dist(xy, Xo) = 1.

Dann folgt der Widerspruch
1 = dist(xy, Xo) = [Ix1| < 1. O

1.4 Hilbertriaume

In diesem Abschnitt wollen wir spezielle normierte Rdume betrachten, deren Normen sich aus einem Skalarprodukt
ableiten.

1.4.1 Skalarprodukte
Definition 1.4.1: Es sei X ein K-Vektorraum. Dann heif3t

¢,) ¢+ XxX—K

ein Skalarprodukt, wenn folgendes gilt:

(1) Vxy,zeX Va,feK (ax+py.2) =alx2)+py,2).
2)VxyeX (xy) =y,x).

(3) VxeX (x,x)=>0.

(4) Yxe X, x#0, (x,x)>0.

(X. (")) heipt Prahilbertraum.

Das Skalarprodukt ist eine Sesquilinearform. Wir notieren einige Eigenschaften:
1. (-,-) ist im zweiten Argument konjugiert linear.

2. Im Falle K = Rist (-, -) symmetrisch.

3. Durch

llxll := v/(x, x)

wird auf X eine Norm definiert. In diesem Sinne ist X dann ein normierter Vektorraum, und es gilt die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung
Yx,yeX |G, )l < [l - [yl

4. Es gilt der Satz von Pythagoras
VayeX.(ny) =0, I+ gl = lalP + llyl.
5. Es gilt die Parallelogrammgleichung

VayeX Iyl + Il =yl = 2 (Il + ligll).



38 1 Grundlagen

6. Es sei K = R. Dann gilt die Polarisationsformel

VeyeX oy =7 (Ix+ulP = lx—ylP?).

FN.

Es sei K = C. Dann gilt entsprechend
1 . . . .
VxyeX oy =g (ke ol — =yl +ille+ iyl =il - igl).

Das Skalarprodukt ldsst sich also durch Polarisieren aus der induzierten Norm zuriickgewinnen.

7. Es sei X ein normierter Raum, dessen Norm der Parallelogrammgleichung geniigt. Dann wird durch das Polari-
sieren ein Skalarprodukt erklart, das wiederum diese Norm induziert.

Definition 1.4.2: Zwei Elemente x,y € X heifSen orthogonal, x L y, wenn (x,y) = 0 ist. Es sei S C X eine
beliebige Teilmenge. Dann heif3t
S+ :={x€z\’ | ¥YseS (x,s):O}

das orthogonale Komplement von S.

Man sieht sofort, dass S+ ein abgeschlossener Teilraum von X ist und dass S++ = S fiir abgeschlossene
Teilraume S gilt. Der Satz von Pythagoras besagt

2 2 2
xLly = |lx+yll” =[xl + [yl

Aus
llx + gll* = [IxI* = llyll* = 2Re (x, 1)

folgt im Falle K = R auch die Umkehrung dieser Aussage. Im Falle K = C ist das aber falsch, man wihle nur x = 1
und y = i. Dann ist (x,y) = —i und
eyl =11+ =2 = 6 + 1yl

Wir halten noch fest:
Lemma 1.4.3: Es sei X ein Prdhilbertraum. Dann ist das Skalarprodukt
G,) : XxX—>K
eine stetige Abbildung auf X x X.

Beweis: Es sei (x,y) € X x X und X X X kanonisch mit der Norm

15, L = ~JIIE + Tl

versehen. Dann gilt
|(x. ) = (%0, 0)| = |(x = x0. 5 — yo) + (x = X0, y0) + (X0, ¥ — yo)|
SHx—mM%M—yw+HmM+Hy—mM%W—xm+HmM
smx—mwuw—WMMmm+ww+%ﬁu—mwww—mﬂ}
Es sei nun [[{x — xo,y — yo)l| < V2. Dann ist mit k := 1 + ||xo|| + lyoll
|(x. ) = (0. 90)| < V2KIKx = x0.y = yodll = V2K K, y) — (xo. yo)ll < &

fiir alle (x, y) mit [[{x, y) — (X0, yo)ll < & := V2min (1, £). O
Definition 1.4.4: Ein beziiglich der induzierten Norm vollstindiger Prihilbertraum heif3t Hilbertraum.
Natiirlich gibt es viele Beispiele fiir Hilbert- oder Prihilbertraume. Erinnert sei nur an
1. X = R" oder X = C" mit (x,y) := X\, Xi Ji,
2. £2 oder £2(n),
3. LX) mit (f.g) := [ f(x)g(x)dx,

4. C([0, 1]) mit dem LZ-Skalarprodukt. Dies ist nur ein Prihilbertraum, wie wir wissen. Die vom LZ-Skalarprodukt
induzierte Norm ist nicht zur || - [|-Norm von C([0, 1]) d4quivalent (vgl. §1.2.2).
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1.4.2 Der Approximationssatz

In der Theorie der Hilbertrdume und fiir viele Anwendungen spielt der Approximationssatz eine auflerordentlich
grof3e Rolle. Obwohl er aus einer Vorlesung iiber Infinitesimalrechnung bekannt sein diirfte, beweisen wir ihn
deshalb auch hier.

Definition 1.4.5: Es sei X ein Vektorraum. Dann heifst eine Teilmenge M C X konvex, wenn
Vx,yeM VYaAel0,1] Ax+(1-QDyeM
gilt.
Der Durchschnitt konvexer Mengen ist konvex, jeder Unterraum von X ist konvex.

Approximationssatz: Es seien X ein Hilbertraum und M eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von X. Dann
gilt
1
VxeX dmeM [|x — m|| = dist(x, M).

Zum Beweis des Satzes wihlen wir eine Minimalfolge (m;) aus M mit

lim ||m; — x|| = d := dist(x, M).

1—00
Aus der Parallelogrammgleichung

et + vl + e = o> = 2 (Jlul® + l1o]?)

folgt dann mit u := x —m; und v := x —m;

mi+m;j2 2 2 2 2
4l - _ | toms = 1P = 2 (1o = il 1l = ) = 42,
—,———

>4d?

Mithin ist (:m;) eine Cauchyfolge. Weil X vollstindig und M abgeschlossen ist, existiert ein m € M mit m; — m.
Der Grenzwert m ist eindeutig bestimmt. Es seien ndmlich m; und m, zwei Bestapproximierende. Dann folgt
wieder aus der Parallelogrammgleichung

my + my |2
4“x - TH llmy — mol? = 4d2.
——————————
>4d?
Also ist my = ms. O

Aus dem Approximationssatz folgt unmittelbar der
Projektionssatz: Es seien X ein Hilbertraum und M ein abgeschlossener Teilraum. Dann gilt
X=Meo M",
also 1 ]
YxeX AmeM IAm-eM+ x=m+m".

Zum Beweis wihle man m aus dem Approximationssatz und m* := x — m. Dann folgt fiir alle y € M mit |jy|| = 1
und mit A := (m*, y)
lm*IP < llm* = Ayl = lim*|> = 2Re A0m*, ) + |47,
also
0< ~lom*, )P
Mithin ist m* € M*. Aus
xX=my+m =m+my

folgt
0= (my —mp) + (my —my),
— S~—
eM eM*
also

2 2
0 = lImy — myl” + [Imy — my %,

und damit die Eindeutigkeit. O
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1.4.3 Orthonormalsysteme und separable Riume

Kenntnisse iiber Orthonormalsysteme aus einer Vorlesung iiber Infinitesimalrechnung werden im Folgenden als
bekannt vorausgesetzt. Hier sollen nur einige Resultate kurz zusammengestellt werden.

Definition 1.4.6: Es seien X ein Prdhilbertraum, A eine Indexmenge und u, € X fiir A € A. Dann heif3t
{M/l}ﬁeA cX
ein Orthonormalsystem, wenn

1 fiiru=v

Yu,veA (Mwuv)zé““::{o Siirp #v

ist.

Verschiedene Elemente eines Orthonormalsystems sind stets linear unabhéngig. Erinnert sei an das Schmidtsche
Orthogonalisierungsverfahren, benannt nach ERHARD ScHmIDT, 1876—1959, ndmlich

Satz 1.4.7: Es seien X ein Prihilbertraum und {x;};cq eine Familie linear unabhdiingiger Elemente in X. Dann gibt
es ein Orthonormalsystem

{ui}ien
mit
YneN span(xy, ..., X,) = span(uy, ..., Uy,).
Beweis: Es seien u; := x;/||x1]| und us, ..., u, bereits konstruiert. Dann betrachten wir

n
Yntl i= Xpg1 — Z(xnn,ui)ui.
i=1

Es ist y,41 # 0 und
Yi=1,2,...,n Wns1,u;) = 0.

Mithin konnen wir definieren
L Yn+1
Upt] = . O
(1111

Die Besselsche Ungleichung: Es seien nun OS C X ein Orthonormalsystem und (i;);c eine Folge aus OS . Dann
gilt die Besselsche Ungleichung

VxeX VYneN Z |G, u)l* < IlxII.

i=1

Mit &; := (x, u;) folgt der Beweis unmittelbar aus

n
X = Z Eiu;
i=1

Folgerung 1.4.8: Fiir jedes x € X ist die Menge

0<

2 n n n
= P -2Re )" E(xu) + Y. & = IldP = DIl 0
=1 i=1 i=1

{ueos | (xu#0)
hochstens abzdhlbar unendlich.
Beweis: Weil ), &> konvergiert, sind die Mengen
1
Ay :={ucos ' )l > =)
n

endlich. Mithin ist .
{u c0s | (ruy# 0} = Ja,
n=1

als abzidhlbare Vereinigung endlicher Mengen hochstens abzihlbar. O
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Deshalb ist

hochstens eine abzihlbare Summe und wegen der Besselschen Ungleichung damit wohldefiniert.

Es seien nun x, y € X. Dann gibt es (u;);cny mit
{ue0s | (x.u)#0und (y.u) # 0} = {ur, u,u5,....}.

Es ist also auch

Dl w - Gowl = ) 106w - (@ u)l < J D les )l JZ 1 u)P < 1l Nl
1 i=1 i=1

ueOS i=

Im speziellen Fall separabler Rdume sind alle Orthonormalsysteme abzéhlbar.
Definition 1.4.9: Ein metrischer Raum (X, d) heifst separabel, wenn X eine abzdhlbare dichte Teilmenge enthdilt.

Die Riume R, ¢2, £2 und C([a, b]) sind separabel, Beispiele fiir nichtseparable Rdume werden im zweiten
Teil dieses Abschnitts angegeben. Zunichst zeigen wir aber

Satz 1.4.10: Es seien X ein separabler Prihilbertraum und OS ein Orthonormalsystem in X. Dann ist OS héchs-
tens abzdhlbar unendlich.

Beweis: Es seien x,y € OS, x # y. Dann ist ||x — y|| = V2. Es sei {Yn},en dicht in X. Dann gilt

2
VseOS dyg ||s—y5||<§.

Jedem s € OS wird also ein y; € {y,},o zugeordnet. Es sei

T : 0SS — {y1,y2, ...}
diese Abbildung. Dann ist T injektiv, denn aus

Tx;=y; und Tx, =y;

folgt
ey = xall < 1 = il + s — will < V2,

also x; = x,. Mithin ist OS hochstens abzahlbar. O

Wir fassen nun unsere bisherigen Ergebnisse zusammen.

Satz 1.4.11: Es seien X ein Hilbertraum, OS ein Orthonormalsystem in X, M := span OS und

YxeX my = Z(x,u)u.

Dann gilt:
(1) mye M.
(2) x—m, € M*.

(3) my, ist das bestapproximierende Element zu x, also ||x — my|| = dist(x, M).

Beweis: Nach dem Vorangegangenen gibt es zu x € X eine Menge {u;};c;y mit (x, #;) # 0 und

(o)
my = Z(X, u;) Uj.
i=1

Wegen

n
Z(x, Ui )i
i=1

2 n
2 2
= > e ) < I
i=1
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ist m, € M deshalb wohldefiniert, und es folgt
VoeOS  (x—my,v) = (x,0) - Z(x, u:)(ui, v) = 0.
i=1

Das beweist (1) und (2). Fiir alle m € M ist nun
llx = mll® = ll(x = my) + (my = M) = |lx = mlP + [l — ml>.
Das beweist (3). d
Es bleibt natiirlich die wichtige Frage, ob bzw. wann m, = x ist.
Definition 1.4.12: Es sei X ein Hilbertraum. Dann heifst ein Orthonormalsystem OS in X vollstindig, wenn
M* :=3panOS " = {0}
ist.
Es geht also um die Frage nach der Vollstindigkeit eines Orthonormalsystems. Wir zeigen

Satz 1.4.13: Es seien X ein Hilbertraum und OS ein Orthogonalsystem in X. Dann ldsst sich OS zu einem voll-
stindigen Orthogonalsystem ergdnzen. Insbesondere enthdlt jeder Hilbertraum ein vollstindiges Orthogonalsys-
tem.

Der Beweis folgt aus dem Zornschen Lemma. Es sei G die Menge aller Orthogonalsysteme in X, welche OS
enthalten. Diese Menge G ist vermdge der Inklusion partiell geordnet. Es sei T C G eine vollstindig geordnete
Teilmenge. Dann besitzt T in G eine obere Schranke. Es sei namlich

T:{tpos, /leA}.

Dann ist

gZZUl‘AEG

AeA

eine obere Schranke von 7. Mithin enthilt G ein maximales Element %, und es gilt
i
spanh = {o},
denn sonst wire & nicht maximal. O

Wir fassen zusammen.

Satz 1.4.14: Es seien X ein Hilbertraum und OS ein Orthonormalsystem in X. Dann sind dquivalent:
(1) OS ist vollstindig.

(2) spanOS = X.

(3) VxeX x=3 05 u)u.

(4) VxyeX (x.y)=Tieos(eu) ..

(5) VxeX IIMP = Zueos Ix, ).

Aussage (5) nennt man Parsevalsche Gleichung. Wir skizzieren den Beweis:

(1) = (2) folgt unmittelbar aus der Definition.

(2) = (3): Bsist x — Y ,cos (x, u) u € M+ = {o}.

(3) = (4): Die Rechnung wurde bereits vorgefiihrt; es treten dabei nur Summanden iiber i € N auf.

(4) = (5) folgt fiir y = x.

(5) = (1): Es sei x € M*+. Dann folgt x = o. O
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Separable Hilbertraume: Die separablen Hilbertrdume bilden eine wichtige Teilklasse. Deshalb wollen wir
noch etwas néher auf sie eingehen. Wir wissen bereits, dass in separablen Hilbertrdumen alle Orthonormalsysteme
hochstens abzidhlbar unendlich sind. Wir zeigen jetzt

Satz 1.4.15: Es sei X ein unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum. Dann ist X zu € kongruent.

Es sei daran erinnert, dass im Falle dim X = n < oo der Hilbertraum X zu £*(n) kongruent ist.
Beweis: Wir wissen bereits, dass X ein abzihlbares vollstindiges Orthonormalsystem OS = {u;}, enthilt. Es
seien x € X, & := (x,u;) und

T : X — £,
x+— &= (&,6,...).

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt dann
P = " 16 = P,
i=1

T ist linear. Aus Tx = o folgt x = o. T ist also bijektiv und isometrisch. O
Folgerung 1.4.16: (? ist separabel.

Das folgt unmittelbar aus
[[x=xpll <e & |[Tx—-Tx,l <e.

Die Kongruenz erhilt also die Separabilitit. Natiirlich lisst sich die Separabilitit von £2 auch leicht direkt beweisen.
Denn jedes x € ¢? lisst sich durch ein & € ¢? approximieren, welches nur endlich viele von Null verschiedene
Komponenten hat. Diese approximiere man durch rationale Zahlen. O

Analog folgt die Separabilitdt der £/-Réume, 1 < p < oo, und auch die Separabilitidt von £7(Q) fiir 1 < p < co.
Man approximiere ein f € LP(Q) zunichst durch stetige Funktionen mit kompaktem Triger und diese durch
Polynome (Weierstra3scher Approximationssatz).

Es folgen Beispiele nicht separabler Riume:
1. Eine tiberabzéhlbare Menge X mit der diskreten Metrik.

2. Der Folgenraum ¢*. Es sei ndmlich {x,,},ey dicht in €. Dann bilden wir mit x; := (&1, &2, .-+ )

_ {gkk +1  fiir |gwl < 1
Nk =
0 sonst.

Dann ist |r;| < 2 und damit y := (71,12, ...) € £, aber

7k — &l = 1,

also
VneN lly — x|l > 1.

3. Die Rdaume £*(Q2) und BYV([a, b], K).
4. Es sei Y die Menge der messbaren Abbildungen

f i R—R
mit
VT >0  f|(-T.T)e L2((-T.T).,R)
und
1 (7
£ o= Jim — L [fCo) dx < co.
Die Menge Y ist ein Vektorraum mit der Halbnorm | - |. Es sei

N::{fey| |f|=o}.
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Zum Beispiel gehoren die Treppenfunktionen zum Unterraum N. Es sei nun
X:=Y/N
und ¢ : Y — X die kanonische Abbildung. Auf X definieren wir das Skalarprodukt

1 T
(F.G)x = lim T fT f(0g(x)dx,

mit F := ¢(f), G := ¢(g). Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten f, g. Damit wird
X zu einem Prihilbertraum.
Fiir @ > 0 sei nun
uy,(x) ;= sinax € Y.

Wegen
sin(ax) - sin(Bx) = % { cos(a — B)x — cos(a + ,B)x}
ist dann
T 1 sin(@=P)x  sin@+p)x| | Sin((f__[f)T - Sin((f:f T fire B
fT”"(X)”ﬁ(x)dx‘i{ a—f  a+p }—T_{T-“"i”% fiir @ = 5.

Mit U, := ¢(u,) und Up := ¢(ug) folgt also
(Uqs Uﬁ) = 6czﬁ-

Damit enthilt X ein tiberabzidhlbares Orthonormalsystem. X ist also nicht separabel.

1.4.4 Projektoren

Die Zerlegung
X=MoM*

eines Hilbertraumes wie im Projektionssatz gibt Anlass, Projektoren zu definieren. Wir lassen zunéchst auch all-
gemeinere Raume zu.

Definition 1.4.17: Es sei X ein Vektorraum. Dann heifst P € L(X, X) Projektor von X auf R(P), wenn P o P = P
ist.

Wir zeigen den
Satz 1.4.18: Es seien X ein Vektorraum und P ein Projektor. Dann gilt:
(1) X=R(P)®N(P) (direkte Summe).
(2) id — P ist ein Projektor auf N (P) mit
N(id — P) = R(P).
Beweis:
Zu (1): Esist x — Px € N(P) fiir alle x € X. Es sei mit r; := Px; fiiri = 1,2
X=r+n =nr+n.
Dann ist n; € N(P) und
r—r;=n;—ny,

also
0=P(r = r2) = P2(x; — x2) = P(x; — X2) = 1| — 1y.

Daraus folgt (1).

Zu (2): Wegen
(d=PY?=id-2P+P*=id-P

ist id — P ebenfalls ein Projektor. Es gilt also auch
X =R(@d - P)® N(id - P).

Isty € R(id — P), dann gibt es ein x mit y = (id — P)x; es folgt Py = o, also y € N(P). Ist y € N(P), dann folgt
y = (id — P)y € R(id — P). Also gilt
R@id — P) = N(P)

und N(id — P) = R(P). O
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Satz 1.4.19: Es sei X ein Vektorraum und Y C X ein Unterraum. Dann gibt es einen Projektor von X auf Y.

Beweis: Zu id € L(Y,Y) gibt es eine Fortsetzung F € L(X,Y) aufgrund des Fortsetzungssatzes in §1.1.2. Dann
ist F' ein Projektor, denn es folgt aus Fx =y € Y firx € X

F2x=Fy=y=Fx,

also F2 = F. o

Dieses Ergebnis ist also eine triviale Folgerung aus dem Fortsetzungssatz. Was man eigentlich wissen mochte
ist aber, ob es auch einen stetigen Projektor gibt. Diese Frage stellt sich in endlichdimensionalen Raumen natiirlich
noch nicht. Zum Beispiel sei X = R?. Dann ist

P((x,y)) = (x+y,0)
ein Projektor auf die x-Achse mit dem Nullraum
N(P)={(xy) | x+y =0}
und ||P|| = V2. Man vergleiche die folgende Abbildung.

N(P)

(X, y)

Xty " R(P)

Wir zeigen zuerst

Satz 1.4.20: Es seien X ein normierter Raum und P ein stetiger Projektor. Dann gilt:
(1) Esist P = 0O oder ||P|| = 1, dabei ist O die Nullabbildung.
(2) N(P) und R(P) sind in X abgeschlossen.

Beweis: Die erste Behauptung folgt aus
VY re R(P) Pr=r.

Es seien n; € N(P) mit n; — n. Dann ist
Pn = lim Pn; = o,

i—00

also n € N'(P). Mithin ist N(P) abgeschlossen. Damit ist auch R(P) = N(id — P) abgeschlossen. m|

Satz 1.4.21: Es seien X ein Banachraum und M, M, abgeschlossene Teilrdiume mit X = My & M. Dann ist der
Projektor P von X auf M, stetig.

Beweis: Es ist N(P) = M,. Wir zeigen nur die Abgeschlossenheit des Graphen von P. Die Behauptung folgt dann
aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen, der in §5.1 bewiesen wird. Es seien also x und y definiert durch
x, = xund Px, — y. Dann gilt
Xy, — Px, = x—y.

Aus Px, € M, und x,, — Px, € M, folgt daher y € M und x —y € M, = N(P), also Py = y und Px = Py. Deshalb
ist Px = y. O

Der Nachweis der Existenz eines stetigen Projektors auf einen Unterraum Y C X ist nicht trivial. Satz 1.4.20
besagt, dass dazu die Abgeschlossenheit von Y notwendig ist. Diese Bedingung reicht jedoch im Allgemeinen
nicht hin. Dafiir gibt es Beispiele in - oder £7-Ridumen. Man vergleiche die Zitate in Taylor & Lay [1980], S.
247.

Einfacher wird die Problematik in Hilbertraumen.
Definition 1.4.22: Es sei X ein Prdihilbertraum. Dann heifst ein Projektor P orthogonal, wenn er symmetrisch ist.

Fiir alle x,y € X soll also
(Px,y) = (x, Py)

gelten.
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Satz 1.4.23: Es seien X ein Préhilbertraum und P € L(X, X). Dann sind dquivalent:
(1) P ist ein orthogonaler Projektor auf R(P).

(2) P ist ein Projektor mit R(P)* = N(P).

(3) P ist ein stetiger Projektor mit ||P|| < 1.

(4) ¥ x € Xist (id — P)x € R(P)*.

(5) P ist ein Projektor mit
VxeX |lx — Px|| = dist (x, R(P)).
Beweis:

(1) = (2): Aus y € R(P)* folgt
YxeX 0 = (Px,y) = (x, Py),

alsoy € N(P).

(2) = (3): Esist
X =R(P)® N(P) = R(P)® R(P)*.

Mit x = Px + (id — P)x folgt daraus

lIxl* = [I1PxI* + lIid — P)x]I*.

(B3)=(@): Esseienxe X,y e R(P),e>0,a € Cmit|a| = 1 und z := x — Px € N(P). Dann ist
Iyll* = IP(ez + ap)lI* < llez + ayll® = &7|l2l* + 2eRe (z, ay) + |lyll®

oder
0 < &llzll* + 2Re (z, ay),

und es folgt fiire — 0
YaeC,la =1, 0 < Re(z, ay).

Wegen Im (z, y) = Re (z,iy) ist dann (z,y) = 0.
(4) = (1): Firalle x,y € X ist
(x, Py) — (Px,y) = (x — Px, Py) + (Px, Py —y) = 0.
Mithin ist P symmetrisch. P ist ein Projektor wegen

VxyeX  0=(Py.x—Px)=(y,Px-Px).

(4) = (5): Esseien x,y € Xund z := y — x. Dann ist

llx — Pyll* = |lx = P(x + 2)I* = |lx — Px||> = 2Re (x — Px, P7) + ||zl
N——————
=0

Daraus folgt
dist (x, R(P)) = |lx — Px|.

(5) = (4): Aus dem Beweis des Approximationssatzes folgt
X =R(P)dR(P)*. O

Bemerkung 1.4.24:

1. id und O sind orthogonale Projektoren. Es sei M ein vollstindiger Unterraum des Prdhilbertraumes X. Dann
gibt es einen orthogonalen Projektor auf M.

2. Fiir stetige Projektoren gilt nach Satz 1.4.20
P=0 oder |P|=1.
Fiir orthogonale Projektoren folgt daraus nach (3)

P=0 oder |P|=1.
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1.5 Dualriume und beschrinkt lineare Funktionale

In Definition 1.1.5 haben wir bereits den algebraisch konjugierten Raum X/ zu einem Vektorraum X eingefiihrt.
Es war

X/ = L(X,K)

die Menge der linearen Funktionale auf X. Inzwischen stehen uns auch topologische Strukturen zur Verfiigung; es
sei also X ein normierter Raum. Dann bezeichnet man entsprechend

Definition 1.5.1: Es sei X ein normierter Vektorraum. Dann heifst der Raum der stetigen linearen Funktionale auf
X,
X' :=CLHX,K),

der topologisch konjugierte Raum von X. Man nennt ihn auch Dualraum oder adjungierten Raum von X.

X’ ist ein Banachraum (Folgerung 1.3.11.3). Mit x € X und x” € X’ schreiben wir wieder
x'(x) =: x'x.

Nach Folgerung 1.3.18.2 ist X’ = X/, wenn dimX < oo ist. Im Allgemeinen ist X’ jedoch kleiner als X/.
Das ist fiir viele Anwendungen vorteilhaft, wirft aber zunichst die wichtige Frage auf, ob der Fortsetzungssatz aus
§1.1.2 auch in dieser Situation gilt. Diese Frage wurde von Hans Hann, 1879-1934, und Steran BanacH geklirt.
Nach ihnen ist der entsprechende Fortsetzungssatz benannt.

1.5.1 Der Satz von Hahn-Banach

Satz von Hahn-Banach: Es seien X ein normierter Raum, M C X ein Unterraum und m’ € M’. Dann gilt
Ax € X' mit X' | M =m'" und ||x'|| = ||n’||.
1. Es sei K = R. Dann ist
p : X —R,
x = [lm’]| - ||l
ein sublineares Funktional, man vergleiche Definition 1.1.16. AuBlerdem gilt
YaeR plax) = |a|p(x) und YmeM m'm<|m'm| < p@m).
Nach Satz 1.1.17 besitzt m’ deshalb eine algebraische Fortsetzung F € £(X,R) mit FIM = m’ und
VyxeX  Fx<p(x)=|m|l- |l

Nun ist
—Fx = F(-x) < p(=x) = p(x),
also gilt
VxeX  |Fxl < p(x) = m'| - [l

Mithin ist F € CL(X,R) und ||F|| < |[m’||. Weil F eine Fortsetzung von m’ ist, gilt sogar ||F|| = ||m’||. Man
wihle also x’ := F.

2. Es sei K = C. Diesen Fall fithrt man mit etwas Rechnung auf den reellen zuriick. Es sei Y/ € X ein Unterraum
von X und f € £(Y,K). Dann zerlegen wir f

fW) = fily) +ifo(y) mit fj € LWY.R), j=12.

Aus f(iy) = i f(y) folgt
NGy +i /iy =1y - L)
also

Ly =-fiGy).

Das wird im Folgenden ausgenutzt.
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Wir zerlegen m’ € CL(M, K) entsprechend in
m'x =mix+imyx mitm); € CLIM,R)

und fassen nun fiir den Augenblick M als Vektorraum iiber R auf. Dann existiert im Sinne des ersten Beweis-
schrittes eine Fortsetzung x| € CL(X,R) von m. Es sei

Xx=xix+ixix = xjx —ix|{(ix).
Fiir m € M gilt dann x'm = m’m, und wegen
X(ix)=xj(ix)+ixjx=-xx+ixjx =ilx{x+ixjx) =ix'x
ist sogar X’ € CL(X, K). Es bleibt der Nachweis von ||x’|| = ||m’||: Es sei x’'x = rel¥. Dann ist
r=e“x'x=x'(e"%x) = X (e7%x) — ix|a e %y),

und es folgt , .
I¥'xl = r = xj(e7¥x) < p(e™x) = p(x) = [/ - |Ix]l.

Damit ist der Satz von Hahn-Banach bewiesen. m]

Ist X ein IiIilbertraum, dann vereinfacht sicll die Situation. Nach Satz 1.3.12 }éisst sich m’ € CL(M,K) stetig
zum’ € CLM,K) fortsetzen. Es sei P : X — M der orthogonale Projektor auf M. Durch

X' x ;= im' (Px)

erhilt man daher eine stetige Fortsetzung von m’.

Folgerung 1.5.2: Es seien X ein normierter Raum und S x» := {x’ eX | Xl = 1} die Sphdre in X'. Dann gilt:
(1) YVxe X dAseSxy sx=|x.
2) Vxe X SUPycs Is” x| = ||x]|.
(3) Es sei x € X fest. Dann gilt
(Vx’eX’ x’x=0) = x=o.

Beweis: Fiir festes x € X seien M := span(x) und m’x := ||x|. Dann werde m’ € M’ zu s’ € S x fortgesetzt. Das
beweist die erste Aussage, und die zweite ergibt sich damit aus

Is"COl < MIs"Il - [lxl] = [1xl.

Die dritte Aussage folgt aus der zweiten. O

Es gilt ebenfalls der

Trennungssatz: Es seien X ein normierter Raum, X ein Teilraum und x; € X\Xy mit dist(xy, Xo) > 0. Dann gilt

0 fiir x € Xy

dsieSxy mitsix=1 -
dist(x, Xo) fiir x = x1.

Man sagt s} und d := dist(x1, Xo) > 0 trennen x; von Xj.

Zum Beweis sei
M :=span (Xj, x1) .

Wie im Beweis des Trennungssatzes in §1.1.2 Iédsst sich dann
m=xy+ax €M mitxye Xy

eindeutig darstellen. Durch m’m := ad wird ein m’ € CL(M, K) definiert. Fiir & # 0 ist

> |ald,

X0
] = o H— rx
a

also [m'm| = |a|d < ||m||, das heiB3t ||m’|| < 1. Es ist sogar ||m’|| = 1: Um das zu zeigen, gehen wir von

Ve>0 3dxeXj [[x=xill <d+e¢
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aus und wihlen

X=X
y =
[lx = 1l
Dann ist ||ly|| = 1 und
'y d S d
m = s
N i—mll ~ d+e
also |lm’|| > d/(d + &) — 1 fiir e — 0. Wir wihlen nun s} als Fortsetzung von m’. |

SchlieBlich folgern wir noch
Satz 1.5.3: Es seien X ein normierter Raum und X' separabel. Dann ist X separabel.

Leider ist die Umkehrung falsch; ¢ 1 ist separabel, £ = (£ 1y aber nicht.

Zum Beweis des Satzes wihlen wir eine dichte Menge {s,},,; in S x». Wir wihlen ferner s, € S x mit
1
|7 8| > 3

Das ist moglich wegen
1= Is,ll = sup |s)sl-
SES x

Es sei nun M := span (sy, 52, ...). Unser Ziel ist es, X = M zu zeigen. Wir gehen indirekt vor. Es sei M # X und
xo € X\ M. Aufgrund des Trennungssatzes gibt es dann ein s” € S x» mit

sSx#0 und YmeM sm=0.

Es folgt

< Ispsul = 15,80 = " sal < lsy, = s’ = 0

| =

fiir eine geeignete Teilfolge von (s;,). Das ist ein Widerspruch. O

1.5.2 Konjugierte Abbildungen

Es seien nun X, Y normierte Rdume und A € CL(X, Y). Dann definieren wir analog zur transponierten Abbildung
Alr

A Y - X,
y'b—)x':zy'OA,

also
VxeX xX'x =y (Ax).

A’ ist wohldefiniert und heif3t die zu A konjugierte Abbildung. Es gilt also
Yy el VYxelX (A'yH)x =y’ (Ax).
Satz 1.5.4: Es seien X, Y normierte Riume und A € CL(X,Y). Dann ist A’ € CL(Y',X"), und es gilt ||A’|| = ||A]l.

Beweis: Es ist

A’ = sup [IA"ll = sup sup [(A"y")x| = sup sup |y'(Ax)| =

yeSy yeSy xSy y'eSy xSy

= sup sup |y’ (Ax)| = sup [|Ax]| = [|A].

xeSxyeSy xeSx

Die vorletzte Gleichheit erhélt man aus Folgerung 1.5.2. O

Wir betrachten nun analog zu X'/
X7 = (XY,
Es sei
JX X — X",

x+— x”
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vermoge
1
YxeX Jx"eX” VieX X'x =x'x
die kanonische Abbildung von X in X”. Sie ist wohldefiniert, und aus Folgerung 1.5.2 erhalten wir wieder

IVxxll = sup [(Jxx)x'| = sup |x"x| = I,
X' €S xr X'€ES xr

also ||J|| = 1.
Definition 1.5.5: Der normierte Raum X heifst (topologisch) reflexiv, wenn R(Jx) = X" ist.
Die kanonische Abbildung J ist dann eine Kongruenz, und wir kénnen in diesem Sinne X mit X" identifizieren.

Lemma 1.5.6: Es seien X, Y normierte Riume und A € CL(X,Y). Dann kommutiert das Diagramm

X 2 Y
Jx Jy
X A” y// .

Es gilt also
A" olJx = JyoA.

Fiir alle x, ¢’ ist nimlich
(JyAx)y =y (Ax) = (A'y)x = (Jxx)A'y = (A" Ixx)y'. m|

Lemma 1.5.7: Es sei X ein normierter Raum. Dann gilt in X’
J:\, oJx =1id.
Beweis: Esist J}, : X”” — X" und Jy : X’ — X" Fiir alle x, x’ ist daher
(J}(Jxlx’)x = (Jxx)(Jxx) = (Jxx)x' = x'x. O
Satz 1.5.8: X sei ein reflexiver normierter Raum. Dann ist auch X' reflexiv.
Beweis: Es gilt

44 ! 117

JoX"=0 &= VxeX (Jyx¥")x=0 & VxeX xX"(Uxx)=0 <= x" =o.

Mithin ist J, : X" — X’ injektiv, und das letzte Lemma zeigt die Existenz von
-1
Jo =y,

also
RJx) = R((Tp™") = X" O

Fiir Banachraume gilt auch die Umkehrung
Satz 1.5.9: Es seien X ein Banachraum und X' reflexiv. Dann ist auch X reflexiv.

Beweis: Jy ist surjektiv. Aus Lemma 1.5.7 folgt daraus die Injektivitéit von J/,. Nach Voraussetzung ist X vollstéin-
dig und Jy isometrisch. Mithin ist R(Jx) ein abgeschlossener Teilraum von X”’. Es sei R(Jx) # X”'. Dann gibt es
aufgrund des Trennungssatzes ein x”” # o mit

YxeX 0=x"(Jxx) = (J:\,x”’) X.
Wegen der Injektivitit von J', folgt daraus aber der Widerspruch x” = o. O

Satz 1.5.10: Reflexive Raume sind Banachrdume.

Beweis: X" = CL(X’,K) ist nach Folgerung 1.3.11.3 ein Banachraum. Nun ist X zu X"’ kongruent. O

Es gibt viele Beispiele fiir reflexive Rdume. Die Réume ¢7 und £7(Q) mit 1 < p < oo gehoren dazu.
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1.5.3 Der Rieszsche Darstellungssatz

Zum Abschluss dieses Kapitels soll noch eine wichtige Darstellung stetiger linearer Funktionale in Hilbertraumen
angegeben werden. Sie geht auf FriGYes Riesz, 1880-1956, zuriick.

Rieszscher Darstellungssatz: Es seien X ein Hilbertraum und F € X' ein stetiges lineares Funktional. Dann gilt

HlfeX VxeX  Fx=(xf)

und || fllx = IFllx-

Beweis: Es sei N := {x € X|Fx = 0}. NV ist ein abgeschlossener Teilraum von X. Aus x, € N, x, — x folgt
namlich
|[Fx| = [Fx, + F(x — x,)| < Il - |x = x| = 0.

Nun sind zwei Fille moglich:
1. Es sei N = X. Dann wihle man f := o, und dann ist || || = ||F]].

2. Es sei N # X. Dann ist
X=NaN+

und es gibt ein w € N* mitw # 0 und F w # 0. Es folgt

oder

Man wihle deshalb

Dann ist Fx = (x, f). Es sei auch (x, ') = Fx. Dann folgt
VxeX (xf-f)=0,

also ||f — f’||2 = 0, das heiit f = f’. Es bleibt || f|| = ||F|| zu zeigen. Das folgt aus

|Fwl
Al = sup —— <|F]|
fwi=1 llwl
und
IFIl = sup |Fx| = sup |(x, /) < |IfIl.
IIxl=1 [Ixl=1
Damit ist der Rieszsche Darstellungssatz bewiesen. O

Der Rieszsche Darstellungssatz liefert also eine konjugiert lineare Isometrie zwischen X’ und X. Es sei

R : X— X,
X +— Rx
mit
VzeX (z,x) =: (Rx)z

die Rieszabbildung. R ist eine konjugiert lineare Abbildung mit

IRx|| = sup |(z, )| = [|x]|.

ESx
Der Rieszsche Darstellungssatz lautet dann
Satz 1.5.11: Die Rieszabbildung R : X — X’ ist surjektiv und isometrisch.

Damit sind X, X" und X’ (konjugiert) kongruent. Insbesondere gilt
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Satz 1.5.12: Hilbertrdume sind reflexiv.
Beweis: Es sei x” € X” vorgegeben. Dann wihlen wir x' € X’ vermoge
VYzeX X'z := x"(Rz).

Weil R surjektiv ist, gibt es ein x € X mit
Rx =Xx',

und es folgt fiir alle z € X
(Jxx)(Rz) = (R2)x = (x,2) = (z,x) = (Rx)z = ¥’z = X" (R2).
Wegen der Surjektivitit von R ist also Jyx = x”. O

Es seien p, g € (1, co) mit

Es sei ferner X = €7 und mit x = (£1,&,,...) € (P und y = (1,12, ... ) € £? die Abbildung
R : " — (7
vermoge

Ry = > s

n=1
definiert. R ist wieder eine Kongruenz ist. Der Raum ¢7 ist reflexiv.
Die Riume ¢' und £* sind aber nicht reflexiv. Wire nimlich ¢! reflexiv, dann wire ¢! zu (£')” kongruent

und wegen (£') = £ wire {' zu (£*) kongruent. Der Raum ¢' ist separabel. Aus Satz 1.5.3 wiirde daher die
Separabilitit von £ folgen. Das ist aber falsch.
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2 Fixpunktsiitze

Fiir Theorie und Anwendungen ist es aulerordentlich wichtig, Gleichungen 16sen zu kénnen, etwa
A) = f.

Eine solche Aufgabe lasst sich sehr einfach als Fixpunktgleichung schreiben, zum Beispiel als
B(x) = x

mit B(x) := A(x) + x— f. In der Praxis wird man B wohl geschickter wéhlen. Dabei seien f aus einer vorgegebenen
Menge X gewihlt und B : X — X eine Abbildung. Wir wollen uns im Folgenden solche Fixpunktgleichungen
etwas niher ansehen.

2.1 Der Banachsche Fixpunktsatz
Es seien (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und 7 : X — X eine kontrahierende Abbildung. Es sei also
dke[0,1) YxyeX d(T(x), T(y)) < kd(x,y).
Dann gilt:
Der Banachsche Fixpunktsatz: Es seien (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und
T : X—X
eine kontrahierende Abbildung. Dann besitzt die Fixpunktgleichung
Tx = x
genau eine Losung X. Mit beliebigem xy € X gilt
Xp =T x,_1 > X
und .
1-k

Der Beweis ist sehr einfach und wird in den meisten Vorlesungen zur Infinitesimalrechnung gebracht (vgl. Barner &
Flohr [1982], S. 146). Der Satz liefert ein konstruktives Approximationsverfahren mit Fehlerabschitzung, er ist in
seiner Art optimal. In einer Vorlesung iiber Infinitesimalrechnung wird er vielfach angewandt, beispielsweise zum
Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f, beim Newtonverfahren oder beim Satz von der lokalen Umkehrfunktion.

d(x,, %) <

d(xy, xo)-

2.2 Der Brouwersche Fixpunktsatz

Weil sich nicht alle Fixpunktaufgaben mit einer kontrahierenden Abbildung formulieren lassen und weil man auch
die Eindeutigkeit gar nicht immer erwartet, wollen wir uns im Folgenden nach weiteren Fixpunktsitzen umse-
hen. Ein solcher ist der Brouwersche, der ebenfalls meist im Rahmen der Vorlesungen iiber Infinitesimalrechnung
bewiesen wird (vgl. Barner & Flohr [1982], S. 418). Ist B C R eine abgeschlossene Kugel in R". Dann lautet er

Der Brouwersche Fixpunktsatz: Jede stetige Abbildung f : B — B besitzt einen Fixpunkt. Es sei K ein zu B
homdoomorphes Gebiet. Dann gilt diese Aussage auch fiir stetige Abbildungen f : K — K.

In R! ist dieser Satz eine unmittelbare Folge des Zwischenwertsatzes. Wir wollen ihn nun weiter verallgemei-
nern. Zur Abkiirzung sagen wir, dass ein topologischer Raum X die Fixpunkteigenschaft hat, wenn jede stetige
Abbildung

f i X—X

einen Fixpunkt besitzt. Eine abgeschlossene Kugel in R" besitzt also die Fixpunkteigenschaft.

Allgemeiner Brouwerscher Fixpunktsatz: Eine kompakte konvexe Teilmenge Q des R" besitzt die Fixpunktei-
genschafft.
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Zum Beweis holen wir etwas aus. Es sei daran erinnert, dass eine Teilmenge Q C X konvex heifit, wenn
Yx,ye Q Ya1€][0,1] Ax+(1-DyeQ

ist. Eine Teilmenge A C X heilit Retrakt , wenn es eine stetige Retraktion von X auf A gibt, wenn es also eine
stetige Abbildung
p: X—A

mit p| A = id gibt. Es gilt

Lemma 2.2.1: X besitze die Fixpunkteigenschaft, und A sei ein Retrakt von X. Dann besitzt auch A die Fixpunk-
teigenschaft.

Beweis: Es seien f : A — A eine stetige Abbildung, p : X — A eine Retraktion und i : A — X die Inklusion. Es
sei ferner
g : X — KX,

x+— (io fop)x).
Dann ist g stetig und besitzt einen Fixpunkt £ € X. Wegen R(g) C A ist dann & € A und p(%) = %, also

X = f(x). ]

Wir werden im Folgenden zeigen, dass eine kompakte konvexe Teilmenge Q des R" ein Retrakt einer abge-

schlossenen Kugel ist. Damit ist dann der allgemeine Brouwersche Fixpunktsatz bewiesen.

Weil Q kompakt ist, gibt es zu x € R" ein g(x) € Q mit

Ix — g(x)| = dist(x, Q).

Dieses g(x) ist eindeutig bestimmt, weil Q konvex ist. Fiir x ¢ Q seien ndamlich ¢;(x) und g,(x) zwei verschiedene
Punkte kiirzesten Abstands. Dann gehort die Verbindungsstrecke [g(x), g2(x)] zu Q und insbesondere auch

1
4300 = 3 () + ).

Im gleichschenkligen Dreieck (x, g1 (x), g2(x)) ist die Hohe [x, g3(x)] kiirzer als die Seiten [x, g1 (x)], [x, g2(x)], und
das ist ein Widerspruch.

Die Abbildung

p: R"— Q,
x = g(x)

ist also wohldefiniert. Wegen p| QO = id ist p eine Retraktion. Wir wollen ihre Stetigkeit zeigen. Das geschieht in
zwei Schritten:
1. Es gilt

VxeR" VgeQ  (g-4g) (x—qgx)=<0. ()

Fiir 0 < ¢ < 1 sei ndmlich )
o) =[x = [g(0) + tlg = g)]| = 0.
€0

¢(#) wird nach Definition von g(x) in ¢+ = 0 minimal. Weil ¢ in ¢+ = 0 von rechts differenzierbar ist, folgt
¢’(0) > 0. Nun ist

¢'(1) = =2(x = [q(x) + t(g — g(x))]) - (¢ — g(x)),
also
¢'(0) = -2(x — g(x)) - (g — q(x)) > 0.

2. Es gilt
Vx,yeR"  lg(x)—q)l < |x -yl (%)

Daraus folgt dann die Stetigkeit von g. Aus (x) erhalten wir ndmlich fiir ¢ = g(y)

(g —q(x) - (x—¢q(x)) <0
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und analog
(g0 —4q(y) - (4 - q(y)) < 0,

zusammen also
(@) = q(») - ([q(y) — g(x)] + [x - y]) < 0.

Mithin ist
l9@) = g + (q) = g(0) - (x—y) <0,
und es folgt aus der Schwarzschen Ungleichung
lg) — gF < (g = 0(q) — q(0) < ly = - lg) — g(0l.
Daraus erhalten wir die Behauptung. O
Es sei nun B = B(0, r) C R" eine geniigend groBe Kugel mit Q ¢ B. Dann ist p|B eine stetige Retraktion von B

auf Q. Damit ist der Allgemeine Brouwersche Fixpunktsatz bewiesen. O

2.3 Der Schaudersche Fixpunktsatz

Es sei X nun ein reeller normierter Raum. Wir wollen die Brouwerschen Resultate auf solche Rdume iibertragen.
Es sei F := {x{, x,...,x,} eine endliche Teilmenge von X. Dann ist

conv(F) := { Z A; x;
i=1

die konvexe Hiille von F. Offenbar gilt

X €F, A €[0.1] und Z/l,:l}
i=1

conv(F) C span(F),

und es ist dim span(F) =: m < n. Daher ist span(F) zu R™ kongruent. Es sei noch bemerkt, dass conv(F) Durch-
schnitt aller konvexen Teilmengen von X ist, die F' enthalten.

Als erstes zeigen wir einen nach JuLiusz PAWEL ScHAUDER, 1899-1943, benannten Satz.

Der Schaudersche Projektionssatz: Es sei K C X eine prikompakte Teilmenge. Dann gibt es zu jedem & > 0
eine endliche Teilmenge F C X und eine stetige Abbildung

P : K — conv(F),

die Schauderprojektion, mit
VxekK [|1P(x) — x|| < &.

Beweis: Zu & > 0 wihlen wir fiir K das endliche e-Netz F = {x1,...,x,}. Firi =1,...,m seien
;i K — R,
e—|lx—xl firxe B(x;,¢)
>
sonst
und
¢ : K—R,
m
X — Zi:l wi(x).
Dann ist

VxekK e(x) > 0.
Es sei schlieBlich

P : K — conv(F),

m @i(x)
X > Zi:l ¢(x) Xi.
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P ist stetig, weil alle ¢; es sind und ¢ nicht verschwindet. Es folgt
‘pz(x) ‘;01
I1PG) — x| = H S < Z || X -l <e,

weil ¢;(x) fiir ||x; — x|| > & verschwindet. |

Die Idee ist nun, mit Hilfe dieses Projektionssatzes den Brouwerschen Satz auf den unendlich dimensiona-
len Fall zu iibertragen. Dabei miissen wir allerdings etwas vorsichtig sein. Wir wissen bereits, dass in unendlich
dimensionalen Réumen die Sphire nicht kompakt ist. In der Fixpunkttheorie gilt analog:

Beispiel 2.3.1: Es gibt einen unendlich dimensionalen normierten Raum X mit einer abgeschlossenen, beschrink-
ten und konvexen Teilmenge C C X ohne Fixpunkteigenschaft.

Beweis: Es seien X = €2, C := B(o, 1), x = (é1,62,...)und

f@ = (V1= IR, 6.6 ).

f ist als Komposition stetiger Funktionen selbst stetig. Es ist || f(x)ll2 =1, also
f : C—SxccC.
f hat aber keinen Fixpunkt. Denn es sei X = f(X). Dann ist & € S x, und

Eé,..) = fELé,.. ) = (0,61,6,...),
also X = o. Das ist ein Widerspruch. O
Um diese Schwierigkeit zu beheben, fordert man, dass das Bild von f relativ kompakt sein soll.

Definition 2.3.2: Es seien X, M normierte Riume und
f i X—Y

eine stetige Abbildung. Dann heift f vollstetig, wenn fiir jede beschrinkte Menge B C X das Bild f(B) in Y relativ
kompakt ist.

Dann gilt

Der Schaudersche Fixpunktsatz: Es seien C eine beschrinkte, abgeschlossene und konvexe Teilmenge des nor-
mierten Raumes X und

f:C—>C
vollstetig. Dann besitzt f einen Fixpunkt.

Beweis: Es sei K := f(C). Nach Voraussetzung ist K € C. Fiir jedes feste n sei F,, C C ein endliches 1/n-Netz fiir
K und P, : K — conv(F,) die Schauderprojektion. Dann ist conv(F,) C C. Es seien f,, := (P, o f)| conv(F,), also

fn : conv(F,) — conv(F,).

f» besitzt einen Fixpunkt y,, das folgt aus dem Allgemeinen Brouwerschen Fixpunktsatz. Weil f vollstetig ist,
enthilt (f(y,)) eine konvergente Teilfolge. Es sei (f(y,)) bereits diese Teilfolge mit

flyn) = yeC.

Dann ist y ein Fixpunkt von f. Wegen f(y,) € K ist ndmlich

1
| PaCrwm) - fwn)| <~
N — n
=fa(Yn)
Mithin konvergieren (f,(y,)) = (y,) und (f(y,)) gegen y. Weil f stetig ist, folgt f(y) = y. ]

Natiirlich enthélt der Schaudersche Fixpunktsatz den Brouwerschen. Wir konnen ihn jetzt auch als

Satz 2.3.3: Eine kompakte konvexe Teilmenge eines normierten Raumes besitzt die Fixpunkteigenschaft
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formulieren.

Beispiel 2.3.4: Der Hilbertkubus
1 .
K := {x€€2 ' |§j| < ; fiir j = 1,2,...}

besitzt die Fixpunkteigenschaft.

Beweis: Es seien x = (£1,&>,...)und x, :=(0,...,0,&,,&p41, - .. ). Dann gilt

oo

Ve>0 dnpeN Yn>ny P —Z|§,|2 Z

j=n Jj=n

Zu vorgegebenem & > 0 wihle man also ny = ny(e). Dann iiberdecken B(o, £) und ein endliches e-Netz fiir (ng)
den Hilbertkubus K. Mithin ist dieser prakompakt und damit kompakt. O

In vielen Anwendungen ist es schwierig, eine geeignete kompakte konvexe Teilmenge eines normierten Raumes
zu finden. So sucht man nach anderen Voraussetzungen. Eine solche ist die Leray-Schaudersche Randbedingung,
benannt nach JEaN Leray, ¥*1906, und JuLiusz PAWEL ScHAUDER. Es sei

f i X—X

eine stetige Abbildung auf einem normierten Raum X. Dann geniigt f dieser Bedingung, wenn
Ar>0 (||x||=r — Va>1 f(x);t/lx) )

gilt. Beispielsweise sei
>0 (Wl=r = If@l <) (+4)

richtig. Dann geniigt f der Randbedingung (). Bedingung () ist in manchen Anwendungen erfiillt, wenn || f(x)||
fiir groBe ||x|| weniger stark als ||x|| wéchst.

Satz 2.3.5: Es sei f eine vollstetige Abbildung eines reellen normierten Raumes X, die der Leray-Schauderschen
Randbedingung (*) geniigt. Dann besitzt f einen Fixpunkt.

Beweis: Es seien > 0 aus der Randbedingung (*) und C := B(0,r) C X. Dann ist C abgeschlossen, beschrinkt
und konvex. f(C) ist relativ kompakt, weil C beschrinkt ist; f bildet jedoch im Allgemeinen C nicht in sich ab.
Wir modifizieren deshalb f|C etwas. Es sei p : X — C eine stetige Retraktion von X auf C, ndmlich

X firxeC
px) == {

L-x  sonst.
[1¢ll

Dann betrachten wir g := (p o f)|C : C — C. Weil p eine stetige Retraktion ist, ist mit f auch g vollstetig, und es
gibt ein x € C mit g(x) = x.

Wir zeigen f(x) € C: Es sei namlich f(x) ¢ C, also ||f(x)|| > r. Dann ist

x=g(x) = p(f(x) = ||f(—)||f( x),
also
Il = ||” i@ 0 =r
und
fx) = Mx =Ax mitd> 1.

Das steht im Widerspruch zur Randbedingung ().
Mithin ist f(x) € C und damit
=90 = p(f(0) = f(x).

Die Abbildung f besitzt also den Fixpunkt x. O
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3 Der Satz von Baire-Hausdorff und Folgerungen
In diesem Kapitel behandeln wir zunichst den Satz von Baire-Hausdorff und ziehen anschlieSend wichtige Folge-
rungen daraus. Zum Beispiel zeigen wir das Prinzip von der gleichméBigen Beschrinktheit und den Satz von der

inversen Abbildung. Der Satz wurde 1897 von WiLLiam OsGoop, 1864—1943, fiir den R! und 1899 von Rent Louts
BAIRE, 1874-1932, fiir den R" bewiesen.

Der Satz von Baire-Hausdorff: Es seien X # 0 ein vollstindiger metrischer Raum und {A,},en eine Familie
abgeschlossener Teilmengen A,, C X mit
X = UAn.

neN

Dann gibt es ein m € N mit A #0.

Beweis: Fiir alle n € N sei fin =0, also A, = 0A,,. Dann ist fiir alle offenen, nicht leeren U Cc X
U\A,

ebenfalls nicht leer und offen. Es gibt also Folgen (x,,) und (&,) mit

IA
—_

X1€X 0<S] B()C],S])CX\A],

IA
NI—

neX 0<sg B(x2, &) C B(x1,&1)\As,

Xp € X 0< En B(xm sn) - B(xn—lvgn—l)\Am

IA
S =

Deshalb gilt
VYneN VYj>n  xj€B(x,e&n

und
¥YneN B(x,,e,)NA, =0.

Mithin ist (x,) eine Cauchyfolge. Es sei x € X ihr Grenzwert. Dann folgt
VneN x € B(x,,&,) und x¢A,,
also

xéUAan.

neN

Das ist ein Widerspruch. O
Der Baire-Hausdorffsche Satz wird auch als
Bairescher Kategoriensatz: Ein vollstindiger metrischer Raum ist von zweiter Kategorie

formuliert. Dabei heiflt A von erster Kategorie, wenn A eine abzédhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen ist,
andernfalls heit A von zweiter Kategorie. A C X heiBt nirgends dicht, wenn mit B := A

B=0

ist, oder dquivalent, wenn X \A in X dicht ist.
Zum Beispiel ist Q C R von erster Kategorie, R selbst ist von zweiter Kategorie.

3.1 Das Prinzip von der gleichmiBigen Beschrinktheit

Wir geben nun eine Reihe von Folgerungen des Baireschen Satzes an und beginnen mit dem
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Prinzip von der gleichmiiBigen Beschrinktheit: Es seien X ein volistindiger metrischer Raum, Y ein normierter
Raum und F c C(X, M) eine Familie stetiger Funktionen mit

YVxeX dcx)=0 sup [|[f ()] < c(x).
feF

Dann gilt

AB(xp,e)c X Tk>0 VxeBx,e) sup |lf (0|l < k.
feF

Aus der punktweisen Beschrinktheit der Familie # folgt also ihre gleichmiBige Beschrinktheit in einer Kugel.

Beweis: Es seien

Ap=(xeX [ Irwi< ).
feF
Diese Mengen sind abgeschlossen, und nach Voraussetzung ist

UA'i = X

JEN
Mithin gibt es ein k € N mit A; # @ und

Y xeA; sup|lf ()|l < k.
feF

Man wihle B(xo, €) C Ag. o
Bemerkung 3.1.1: Fiir Y = R folgt aus
VxeX dcx)>0 sup f(x) < c(x)

feF
analog
AB(xp,e)c X k>0 VxeB(x,e) sup f(x) < k.
feF
Zum Beweis wihle man nur
Aj;zﬂ{xe)(]f(x)sj}. O

feF

Beispiel 3.1.2: Es seien X = H ein Hilbertraum und (p,) eine schwach beschrinkte Folge aus H. Das heifit, es
soll
VxeH Ac(x)20 Vg, eH (g1 <cx)

gelten. Dann ist (¢,) beschrdnkt.
Zum Beweis wihlen wir
fu © H— Ry,
x = (@, X)|
und F := {f1, f»,...}. Dannist ¥ c C(H,R) wegen
[fa(x1) = fa(x2)l < 1(@ns X1) = (@n, x2)| < llpnll - [1x1 = x2]-
Es gibt also eine Kugel B(xy, £) und ein k mit

Y x € B(xo, €) sup |(@n, x)| < k.
neN

0.B.d.A. sei ||g,|| # 0, andernfalls ist nichts zu beweisen. Man wihle
©n

Xy = X0+ & € B(xp, ).
llenll
Dann folgt
|(@ns x0) + £ llall] = |, x)| < &,
also
ellgall < |(@n x0)| + k < c(xo) + k
oder

k+
VneN ol < K = re0), 0
E
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3.2 Der Satz von Banach-Steinhaus

Der folgende Satz wurde im Jahre 1927 von Steran Banach, und Huco StemNHAUS, 1887-1972, verdffentlicht. Er
enthilt die Spezialisierung des Prinzips von der gleichmé@Bigen Beschrinktheit auf lineare Abbildungen.

Satz von Banach-Steinhaus: Es seien X ein Banachraum, Y ein normierter Raum und ¥ C CL(X,Y) mit

VxelX sup |[f(x)]ly < co.
feF

Dann gilt
sup [Ifllccwx.y) < .
feF

Aus der punktweisen Beschrinktheit folgt also wieder die gleichméBige.
Beweis: Es gibt eine Kugel B(x, ) und ein k mit
VxeBxy,r) VfeF If Il < k.

Es sei nun x € X mit ||x]| = 1. Dann ist

1 1 2k
IFG = =lFoll < —{Ilfrx + xo)ll + I ol < =,
r r r
also ||f|| < 2k/r. |

Wir geben einige Varianten dieses Satzes an:

Folgerung 3.2.1: Es seien X ein Banachraum und ¥ Cc X’ = CL(X,K). Dann gilt

(VreX suplf(l<oo) = supllfilx < oco.
feF feF

Folgerung 3.2.2: Es seien X ein normierter Raum und M C X eine Teilmenge mit

VYx eX sup |x" x| < oo.
xeM

Dann ist M beschrdnkt.
Beweis: Nach Satz 1.2.13 ist X’ = CL(X, K) vollstiandig, weil K es ist. Es sei

F = JxM c X" = CLX ,K).
Fir f = x” = Jyx € ¥ ist dann

X = 1(Jxx)X'| = |x'x| < e(x)).
Es gibt also ein k mit

VieF  fllx <k
oder
VYxeM  |Uxxllx = llxllx < k. o

Folgerung 3.2.3: Es seien X ein Banachraum, M ein normierter Raum und ¥ C CL(X,Y) mit

Yy el VxelX sup ly’ f(x)| < oo.
feF

Dann gilt

k>0 VfeF IIf1l < k.
Beweis:
1. Es seien x € X fest und

M) :={f(x) | feF|c .

Dann gilt

Yy eV sup |y'y| < oo,
yeM(»)

und daraus folgt ||M(x)|| < c(x) < oo.

2. Es gilt also

VxeX sup |[f(x)]| < oo,
feF

und daraus folgt die Behauptung. O
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Folgerung 3.2.4: Es seien X ein Banachraum und (x))) eine Folge aus X’ mit
Ax¥ e X VxeX (x, —x',x) > 0.
Dann ist (x;,) beschrdnkt.
Beweis: Es gilt
YxeX lx) x| < c(x) < oo,

also

sup [Ix,]| < k. O
neN

Folgerung 3.2.5: Es seien X ein normierter Raum und (x,) eine Folge aus X mit
dxeX VX eX &, x, —x) — 0.
Dann ist (x,,) beschrdnkt.

Beweis: Aus
Vx eX (Ixx, —Ixx,x) = 0

folgt die Beschrénktheit von (Jxx;) in X”. Damit ist

sup |lx,llx = sup [[Jxx,llx < k < oo. ]
neN neN

3.3 Die Siitze von der offenen und der inversen Abbildung
Auch die nidchsten Anwendungen betreffen lineare Abbildungen.

Der Satz von der offenen Abbildung: Es seien X, Y Banachrdiume und A € CL(X,Y). Dann gilt
A ist surjektiv <= A ist offen.

Beweis:

<: Es sei A offen, das heif3t
d6>0 B(o,6) Cc AB(o,1).

Das bedeutet
Yr>0 B(o,r) C AB(o, %).

Damit ist A surjektiv.
=: Es sei A surjektiv. Dann gehen wir in zwei Schritten vor:

1. Wir zeigen
d6>0 B(o, ) c AB(o, 1). (*)

Aus der Surjektivitit von A folgt ndmlich
Y= U AB(o, n).
neN

Mithin gilt
dk>0 dB(y,e) B(y, &) Cc AB(o,k).

Wir reduzieren das auf den Nullpunkt. Es ist B(o,&) = { -y +z | z € B(y, &)}, alsomity = Ax

Bo.s) C {—y +z]ze m} - {—Ax +2|z€ 4B, k)} c AB(o.k + ],

Daraus folgt fiir 6 := &/(k + ||x||) Aussage ().

2. Auf der rechten Seite von (x) stort der Abschluss. Deshalb verkleinern wir ¢ und approximieren im Wertebe-
reich. Aussage (*) impliziert

5
YyeW,lyll <6, xeX lxll<l1, lly — Ax]| < 5
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also 2(y — Ax) € B(0,6). Wir bilden nun zwei Folgen (y,) in B(o,6) € Y und (x,) in B(o,1) c X mit
folgenden Eigenschaften: Es sei yy := y € B(o, 9) beliebig gewéhlt und xy € B(o, 1) mit yy — Axy € B(o, g).
Es seien ferner

Yn+1 1= z(yn - Ax,) € B(0,6)

und x,41 € B(o, 1) mit y,,,1 — Ax,41 € B(o, g). Dann folgt
27 Dy = 27"y — AQ T x),
also

A Z 27jxj = Z (27/:1/_,- - 27(j+1)yj+l) =y- 2’(”“)yn+1 IH—; y.

Wegen x,, € B(o, 1) ist

(32%)

=0 neN

eine Cauchyfolge. Es sei x ihr Grenzwert. Dann ist ||x|| < 2, und aus der Stetigkeit von A folgt

n—oo

n
Ax=1limA ZZ_jxj =y.
Jj=0

Mithin ist
B(0,5) C A B(0,2) C AB(0,3)
oder
B(o.2) c AB(o.1).
Das war zu zeigen. O

Als letztes beweisen wir:

Der Satz von der inversen Abbildung: Es seien X, Y Banachriume und A € CL(X, Y) eine bijektive Abbildung.
Dannist A™' € CLY, X).

Dieses Resultat folgt aus dem Satz von der offenen Abbildung. Als surjektive Abbildung ist A offen, mithin A~
stetig. O
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4 Schwache Konvergenz

In den Folgerungen 3.2.4,5 ist uns bereits die schwache Konvergenz begegnet.

Definition 4.0.1: Es sei X ein normierter Raum.

(1) Eine Folge (x,) in X heifit gegen x € X schwach konvergent,
w-lim x, = x,
n—oo
wenn
Vx' eX lim x'x, = x'x
n—oo

gilt.
(2) Eine Folge (x,,) in X’ heifit gegen x’ € X’ schwach-stern konvergent,

* s ’ ’
w-lim x), = X,

n—oo
wenn
YxeX lim x),x = x'x
n—oo
gilt.
In X’ gibt es natiirlich auch die schwache Konvergenz
Vi eX” lim x"x;, = x"x'.
n—oo

Um deutlicher zu unterscheiden, nennt man die iibliche Konvergenz einer Folge (x,) in X dann auch starke Kon-
vergenz oder Norm-Konvergenz. Folgerungen 3.2.4,5 besagen also, dass schwach bzw. schwach-stern konvergente
Folgen (stark) beschrénkt sind, also

Satz 4.0.2:

(1) Es sei X ein normierter Raum. Dann ist eine schwach konvergente Folge in X beschrdnkt.

(2) Es sei X ein Banachraum. Dann ist eine schwach-stern konvergente Folge in X' beschrdnkt.
Ebenfalls gilt

Satz 4.0.3: Schwache Grenzwerte sind eindeutig bestimmt.

Beweis:

1. Es seien xy, x, zwei schwache Grenzwerte der Folge (x,,). Dann ist
Vx' eX X' (x; —x) =0,
und aus dem Satz von Hahn-Banach (Folgerung 1.5.2) folgt x; = x;.

2. Es seien x|, x, zwei schwach-stern Grenzwerte der Folge (x;,). Dann ist
VxelX (x] —x)x =0,
und deshalb x| = x7,. |

Bemerkung 4.0.4:
1. In X impliziert die starke Konvergenz die schwache.

2. In X’ impliziert die starke Konvergenz die schwache und diese die schwach-stern Konvergenz. Ist X reflexiv,
dann entsprechen schwache und schwach-stern Konvergenz einander.

Es sei namlich w-lim x), = x’, also
Vx’'eX’ xX'x, > x'x.
Dann gilt erst recht
VxeX (Jxx)x,, = (Jxx)x’
oder
Vxe X xXx — x'x,

also w™lim x|, = x’. Fiir reflexive X gilt auch der umgekehrte Schluf3. O
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Beispiel 4.0.5: Es sei X ein Hilbertraum und (u,) ein Orthonormalsystem in X. Dann ist

w-lim u, = o.

n—oo

Aufgrund des Rieszschen Darstellungssatzes gibt es namlich zu x” € X’ ein f € X mit
X’I/ln = (un’ f)
und letzteres konvergiert gegen Null, das besagt die Besselsche Ungleichung.

Satz 4.0.6: Es sei X ein normierter Raum. Dann gilt:
(1) w-lim x, = x impliziert ||x|| < liminf,_ ||x,]| < co.

(2) w-lim x;,, = x" impliziert ||xX'|| < liminf,_,c [|x],]|.

Beweis:

Zu (1): Die Folge (||x,|]) ist beschrinkt. Es sei s” € S’ € X’. Dann folgt aus
Is"x = Is"2al < 11511 - 1l = [l

die Abschitzung

|s"x| < liminf |||,
und der Satz von Hahn-Banach (Folgerung 1.5.2) impliziert

[lx]] = sup |s'x| < liminf ||x,]|.
SIGS! n—oo

Zu (2): liminf,_, ||x}]| existiere (in Banachrdumen ist (]|x;,|[) beschrinkt). Es sei s € S € X. Dann ist
|x"s] < liminf [|x)]],
n—oo
und es folgt

[IX'|| = sup |xs| < liminf ||x/l.
SES n—oo

Lemma 4.0.7:

(1) Es sei X ein normierter Raum. Dann gilt:

(w—lim Xy =x und limx) = x’) = lim x),x, = x"x.

n—oo n—oo n—oo
(2) Es sei X ein Banachraum. Dann gilt:
n—oo n—oo n—oo

(W*—lim x,=x" und lim x, = x) = lim x),x, = x'x.

Beweis

Zu (1): Die Folge (||x,]|) ist beschridnkt. Deshalb folgt

|2 x, — X' x| < X%, — X x| + X %, — x"x] = 0.

Zu (2): Die Folge (||x;|l) ist beschrinkt. Deshalb folgt

%) x, — X' x| < X, x, — X, x|+ |x),x — x"x| = 0.
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4.1 Schwache Kompaktheit

Wir beginnen mit der

Definition 4.1.1: Es sei X ein normierter Raum.

(1) Eine Folge (x,) in X heif3t schwache Cauchyfolge, wenn
Yx'eX (X" x,)

eine Cauchyfolge ist.
(2) X heif3t schwach folgenvollstindig, wenn jede schwache Cauchyfolge gegen ein x € X schwach konvergiert.

(3) Eine Teilmenge M C X heifst schwach folgenkompakt, wenn jede Folge (x,) in M eine Teilfolge (x,/) besitzt,
die schwach gegen ein x € M konvergiert.

(4) Entsprechend werden schwach-stern Aussagen erkldrt. Insbesondere heifst eine Teilmenge M’ C X’ schwach-
stern folgenkompakt, wenn jede Folge (x;) in M’ eine Teilfolge (x],) besitzt, die schwach-stern gegen ein x' €
M’ konvergiert.

Man beachte, dass wir die Eigenschaften vollstdndig und kompakt im schwachen Sinne nur fiir Folgen definiert
haben. Am Ende dieses Kapitels wird iiber den topologischen Hintergrund dazu noch etwas berichtet. Das Hauptre-
sultat dieses Abschnitts ist

Satz 4.1.2: Es sei X ein separabler normierter Raum. Dann ist

B.l)={xeX

il <1} c X’
schwach-stern folgenkompakt.

Beweis: Es seien {x,},ey in X dicht und (x),),en eine Folge aus B'(0,1). Dann ist x,,x; in K beschrinkt, und es gibt
eine konvergente Teilfolge (x] ,x1). So fahren wir fort. Es sei (x;) bereits die Diagonalfolge. Dann konvergiert

x,x, furalle k e N.
Es sei nun M := span(x;, xp,...) C X. Dann existiert
YmeM lim x/,m =: m'm,

n—oo

und es ist m’ € L(M,K). Aus
’ . /
= <
|m’'m| r}m.}o [x,m| < ||m]|

folgt ||m’|| < 1. Mithin ldsst sich m’ stetig fortsetzen zu
X € CLIM,K) = CLX,K).
Es ist ||x’|| < 1, und fiir alle x € X und & > 0 gilt
|x"x — x)x] < |(x" = x)m| + |(x" = x))(x —m)| < |(x' — x,)m| + 2||lx —m|| < &.
Dabei wihle man zundchst m € M mit ||x — m|| < &/4 und dann n € N mit

e
’ J
|(x" = x,)m| < 5 |

Dieses Resultat verwendet man oft in der Situation X = £!(Q) und X’ = £2(Q). Die vorausgesetzte Separabi-
litdt von X ist wichtig. Hierzu ein Beispiel:

Satz 4.1.3: B'(0,1) C (£*) ist nicht schwach-stern folgenkompakt.

Beweis: Es seien x = (£,&,...) € {* und x, € B'(o, 1) mit

n
1
/ —
XX 1= — Z éi.
i
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Es moge eine schwach-stern konvergente Teilfolge

('x:'lk )ng

geben. O.B.d.A. wihlen wir sie so, dass
VkeN ng > 4n_

ist. Dann konvergiert also x;, x fiir jedes x € £*°. Es sei nun speziell
&= (—1)" fiirme_ <i<m

mit ny = 0. Dann folgt
1. fiir gerades k:

Nk

K= Zf,:nik{(51+---+§m)+(§m+1+~--+-fn2>+--~}

i=1

= _{_nl +(o—m)—(n3—m)+--+(my _nk‘l)}
Nk

1
=—{—2n1+2n2 —2n34+2n4 + - —an_1+nk}

1y,
>0 >0 >0

1 _ 1

> —(m—2m)=1- Ml
ng ny 2

2. fiir ungerades k:
Xp X = — {_nl +p—n)—(n3—m)x-- = (m - nk—l)}

e

1
=—{-2m +2n, -2 +2n4 — 2 + e 4+ 2m g —
{ n ny ns na ns Ni—1 nk}

g
<0 <0 <0
1 Ni—1 1
< —Qm1—-m) = 2—-1<——.
ny Ny 2
Mithin konvergiert (x;, x) nicht, und das ist ein Widerspruch. O

In reflexiven Rdumen sind schwache und schwach-stern Konvergenz dquivalent. Die nichsten Sétze zeigen eine
enge Beziehung zwischen den Konzepten der Reflexivitit und der schwachen Konvergenz.

Satz 4.1.4: Es sei X ein reflexiver normierter Raum. Dann ist B(o, 1) C X schwach folgenkompakt.
Beweis: Es seien (x,) eine Folge aus B(o, 1) € X und
M := span(x, x2,...) C X.

M ist ein abgeschlossener separabler Teilraum von X. Der Raum X ist reflexiv; damit ist auch jeder abgeschlossene
Teilraum von X reflexiv, M ist also reflexiv.

Ju : M — M”

ist deshalb eine Kongruenz und M” daher separabel Dann ist auch M’ separabel nach Satz 1.5.3. Wenden wir
Satz 4.1.2 auf M’ an, dann sehen wir, dass B”(0,1) ¢ M” schwach-stern folgenkompakt ist. Mithin gibt es eine
Teilfolge (x,,) und ein x” € M” mit ||x”|| < 1 und

Ym' e M (Iuxp)m’ — x'"'m’.

Es sei
x:=Jy X e McX.

Dann gilt ||x|| < 1 und
Ym eM m' x,, = (Iyx)m’ = m’x.

Wegen X’ ¢ M’ gilt die letzte Aussage erst recht fiir alle x” € X". O
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Bemerkung 4.1.5: In Banachriumen X gilt auch die Umkehrung. Es sei B(o,1) C X schwach folgenkompakt.
Dann ist X reflexiv.

Einen Beweis findet man in Yosida [1965], S. 141.
Folgerung 4.1.6: Es sei X ein reflexiver normierter Raum. Dann ist X schwach folgenvollstindig.
Beweis: Es sei (x,) eine schwache Cauchyfolge. Dann folgt aus
1"l < 1X7 (Gt = )] + 137 X5] < c(m)
die schwache Beschrinktheit von (x,), und aus dem Prinzip von der gleichmiBigen Beschrinktheit (Folgerung

3.2.2) die starke. Der Rest folgt aus Satz 4.1.4. O

4.2 Schwache Konvergenz in speziellen Riumen
Wir wollen uns nun die erhaltenen Resultate in speziellen Rdumen ansehen und sie ausbauen. Wir beginnen mit
Satz 4.2.1: C([0, 1], R) ist nicht schwach folgenvolistindig.

Zum Beweis wihlen wir x,,(¢) := ¢" fiirt € [0, 1] =: J. Es sei
NBV() :={f e BVU) | f0)=0 und Yre(©,1) f(t+0)=f1)}.

Dabei ist f(z + 0) := lim._¢ f(t + €). Nun ist C(J)’ = NBYV(J), und ein x’x ldsst sich in der Form

1
x’x:f x(t) du(r)
0

mit einem geeigneten u € NBV(J) darstellen (vgl. Taylor & Lay [1980], S. 146). Ein u € NBV(J) ist Differenz
zweier monoton wachsender Abbildungen g,/ : J — R. Unsere Folge (x,(¢)) ist nicht negativ und fillt monoton.
Daraus folgt, dass auch

1 1
f Xu(f)dg(t) und f Xu(£) dh(t)
0 0

monoton fallen. Weil sie beschrinkt sind, konvergieren deshalb beide Integrale. Mithin konvergiert (x"x,) fiir jedes
x eC'(J).
Wir zeigen nun, dass (x,) nicht schwach gegen einen Grenzwert konvergiert. Punktweise gilt

0 fir0<r<1

xl0) = y(t) 1= {1 fiirr = 1

Offenbar ist y ¢ C(J). Es gebe nun ein x € C(J) mit
Vx' ecl) X' x, — x'x.

Dann wihlen wir zu ¢y € (0, 1)

0 fir0<r<iy
(@) = ;
1 fireg<t<l1

und erhalten
1
0« f (xn (1) = x(0)) (1) = x, (1) — x(t0) — y(to) — x(to).
0
Daraus folgt x = y, und das ist ein Widerspruch. O

Satz 4.2.2: Es seien X ein Prdhilbertraum, (x,) eine Folge in X und x € X. Dann sind dquivalent:
(1) x, — x.

(2) w-lim o0 Xp = X und |1x,|| — [Ix].
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Beweis: (1) = (2) ist klar.

2) = (1): Aus
w-lim (x, —x) =0

n—oo

folgt
VYyeX (X, —x,y) >0

und daraus

10 = xI* = [Ix%lI> = 2 Re (2, ) + [[x]* — 0. O
Satz 4.2.3: Es seien 1 < p < oo, (x,) eine Folge in €7 und x = (&1,&5,...) € £P. Dann sind dquivalent:
(1) w-lim ,_ x, = x.

(2) (xp) ist in €7 beschrdankt, und es gilt f;") — & fiir alle i.

Beweis: (1) = (2) ist wieder klar.

Wir zeigen (2) = (1): Analog zur Rieszabbildung in §1.5.3 wihlen wir
R : 1 —(LFY,

(o] -
x Zi—l gieis

also

(Rx)y = Z Emy  fiury = @,m,...) e lr.
i=1
Dabei sollen ¢; der i-te Einheitsvektor und

1 1
-—+-=1
P q

sein. Die Abbildung R ist eine konjugiert lineare Kongruenz. Ferner sei
M’ := span(Rey, Res,...) C (£7)'.

Es sei nun (x,,) eine Folge aus 7, die der Voraussetzung (2) geniigt. £ ist reflexiv, nach Satz 4.1.4 ist B(o, 1) C P
schwach folgenkompakt. Es gibt also ein x € ¢” und eine Teilfolge von (x,), die schwach gegen x konvergiert.
Wegen

(Re)x, = & = & = (Repx,

also
VYm eM m'x, — m'x,

und weil M’ in (£P)" dicht ist, konvergiert jede Teilfolge von (x,) gegen dasselbe x. Mithin konvergiert (x,) selbst
schwach gegen x. O

Die schwache Konvergenz verallgemeinert also die Konvergenz aller Koordinaten, im Falle endlich dimensio-
naler Riume sind starke und schwache Konvergenz Aquivalent. Uberraschend ist aber wohl das folgende Resultat:

Satz 4.2.4: In (' sind starke und schwache Folgenkonvergenz dquivalent.

Beweis: Wir haben nur eine Richtung zu zeigen. Der Beweis erfolgt iiber einen Widerspruch. Es sei (x,) eine
schwache Nullfolge aus ¢', die nicht stark konvergiert. Dann folgt aus der Beschriinktheit von (]|x,||) die Existenz
einer Teilfolge mit ||x,|| — p > 0. O.B.d.A. konnen wir deshalb von der Situation

w-lim x, =0 und |x,||=1
n—oo
ausgehen. Es sei nun wieder x, = (f("), .f("), ...). Dann wihlen wir induktiv zwei Zahlenfolgen. Es seien py := 0
und
l==m<n<ny<---, O<pi<pa<p3<--
mit
Pk-1

Z 6| < 1 und i ) > 3
= 4 l 4

=pgi+1
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Eine solche Wahl ist moglich, denn aus
DUE =l =1
i=1
folgt fiir k = 1 die Existenz eines p; > 0 mit
P1
3
mp. 2
Z |§z | > 4°
i=1
Es seien ng, py fiir k < j bereits gewéhlt. Dann erhalten wir aus
VieN &7 -0
die Existenz eines nj,; > n; mit

1
<-.
4

Pj
Dk
1
i=1

Es folgt
Pj 1

= 3
:Zl T B

i=

i |€F”j+])
1

i=p;+1

Mithin existiert auch ein pj,; > p; mit
Pj+1

Z |§§”j+1)
1

i=p;+1

3
> —.
4
Damit sind die Folgen (n;) und (p;) definiert. Es sei nun
i — k(i)
mit
Dr-1 <1< py.

Es sei ferner

y = Z nie; € (€YY mity; = signglf"*),
i=1

also
yx= mé
i=1

Dann gilt fiir alle &

° Dk Di-1 co

ly' x| = |Z’7i§z('nk) 2| Z |_Z|... | - Z [
i=1 i=p;_;+1 i=1 i=pr+1
Pk Dk-1 o Dk 1
> Z |§§nk)|_2|§§nk)|_ Z |§§nk)| =2 Z |§l(nk)|_||x,,k|| > E
i=pp_+1 i=1 i=pi+1 i=pp_+1

Dem widerspricht y'x,, — 0.
Es gilt auch
Satz 4.2.5: Es sei X = C([0, 1],R). Dann sind dquivalent:

(1) w-lim 00 X, = x.

(2) (x,) ist beschrdnkt, und punktweise gilt x,(t) — x(2).

69
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4.3 Konvexe Mengen

Fiir Hilbertriume haben wir bereits den wichtigen Approximationssatz bewiesen, der vielfiltig angewandt wird.
Wir wollen in diesem Abschnitt ein dhnliches Ergebnis fiir reflexive Rdume zeigen, das ebenfalls fiir Anwen-
dungen, etwa in LP-Riumen, sehr interessant ist. Dazu miissen wir uns noch eingehender mit konvexen Mengen
beschiftigen. Das soll nun geschehen. Zur Erinnerung, M C X heilit konvex, wenn

YAe[0,1] Vxi,xoeM Axi+(1=-Dx eM

ist. Es sei S c X eine Teilmenge. Dann ist

conv(§) := ﬂ M
M>S
M konvex

die konvexe Hiille von S. Die Menge conv(S) ist die kleinste S umfassende konvexe Menge in X.
Als erstes zeigen wir den folgenden
Trennungssatz: Es seien X ein normierter Raum, M C X eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge und xo €
X\M. Dann gilt
<a firxeM

dxX eX daeR Rex’x{
>a  fiir x = xp.

Wir sagen: x’ und « trennen xy von M. Den entsprechenden Satz haben wir in §1.5.1 fiir Unterrdume bereits
kennengelernt.

Den Beweis fithren wir in drei Schritten.
1. Wir machen zwei zusitzliche Annahmen:
(i) X ist ein reeller Vektorraum.
(ii) 36 > 0 mit B(o,5) C M.
Fiir alle x € X sei dann
p(x) = inf{r € (0, 00) | ’—: c M}.
Die Abbildung p : X — R ist ein Funktional mit

YVa>0 VYxekX plax) = a p(x),
VxeM px) <1,
VxeX p(x) < ||xl|/6.

Die letzte Behauptung folgt mit y := x6/||x|| aus p(y) < 1.

Weil M konvex ist, ist p sogar sublinear. Es gilt also auBerdem p(x + y) < p(x) + p(y). Mit x/ry, y/r, € M
ist ndmlich M
2 ra-pL em,
¢ Iz

Ty Y

also mit A := r/(rx + 1)

(x+y eM.
retry,

Damit ist p(x +y) < ry + r, oder
p(x+y) < p(x) + pQy).

Wegen xo ¢ M = M ist p(xo) > 1. Wir definieren f € £(span(xp), R) durch
YaeR flaxg) = a p(xp).

Dann gilt
Vxespan(xo)  f(x) < p(x),

und es gibt nach Satz 1.1.17 eine Fortsetzung F € L(X,R) mit

YxeX F(x) < p(x).
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Es folgt
1
F(x) < p(x) < 5 (11,
1
—F(x) = F(-x) < p(-x) < 5 [1xl1,

also F € CL(X,R), F(xp) = p(xp) > 1 und
VYxeM Fx) < px)<1.

F leistet also das Gewiinschte.

2. Es gelte nur noch (i). Wir wihlen ein a € M, schieben a in den Nullpunkt und blasen M etwas auf, so dass (ii)
erfiillt wird: Es seien Xy := xo — a und

i d
M= {xeX ‘ dist(x + a, M) < 5} mit d := dist(xo, M) > 0.

Dann ist M c X abgeschlossen und konvex. Mit xj, x, € M sei nimlich
3 =Ax1+{1 -Dxp =Ax; +a)+ (1 —D(x +a) —a,
also

dist(x3 + a, M) = dist(A(x; + a) + (1 — D)(x, + a), M) = inf 4Gt + @) + (1 = Dz + @) —ml| =

. d d _d
_lnl}rngeM||A(x1+a—m1)+(1—A)(xz—a—mz)usﬁi+(1 -né=4

Das heift, es ist x3 € M. Ferner gilt
%€ X\M und B(O, %’) c M.

Nach (1) gibt es also X’ € X’ und @ € R, die %, von M trennen. Dann trennen x’ und @ := & + x’a das Element
xo von M. Es ist ndmlich
Xxo=x'% +xa>a+xa=aq,

und fiir alle m € M gilt mit /i :=m—-a e M
’ 7~ ’ ~ ’
xm=xm+xasa+xa=a.

3. Wir behandeln schlieflich den allgemeinen Fall X iiber C. Dabei gehen wir wie beim Beweis des Satzes von
Hahn-Banach in §1.5.1 vor und betrachten X als Vektorraum iiber R. Folglich gibtes ¥’ € CL(X,R) und @ € R,
die xo von M trennen. Es sei fiir x € X

X' x = ¥x—1i¥(ix).
Dann ist x’ € CL(X,C). x’ und a trennen xo von M. O
Bevor wir weitermachen bringen wir noch

Definition 4.3.1: Es sei X ein normierter Raum. Dann heif3t eine Teilmenge M C X schwach folgenabgeschlossen,
wenn fiir jede gegen ein x € X schwach konvergente Folge (x,) aus M

w-lim x, =xe M

n—oo
ist.
Satz 4.3.2: Es seien X ein normierter Raum und M C X eine konvexe Teilmenge. Dann sind dquivalent:

(1) M ist abgeschlossen.
(2) M ist schwach folgenabgeschlossen.
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Beweis:

(1) = (2): Es seien xy € X und (x,) eine Folge aus M mit

w-lim x, = xp.

n—oo
Es sei xp ¢ M. Dann gibt es ein x’ € X’ und ein a € R, die xo von M trennen, also
, <a firx=x,
Re x'x

>a fir x = xp.

Daraus folgt der Widerspruch
a >Rex'x, » Rex'xg > a.

(2) = (1): Diese Aussage ist klar. m|
Nun kommen wir zum Hauptresultat dieses Abschnitts, namlich zum

Approximationssatz: Es seien X reflexiv und M C X eine abgeschlossene, konvexe und nicht leere Teilmenge.
Dann gilt
VxpeX IAxeM [lx = xo|| = dist(xg, M).

Einen solchen Satz haben wir bisher nur in Hilbertriumen zeigen koénnen. Dort galt auch die Eindeutigkeit. Uber
diese Frage werden wir anschliefend noch Aussagen machen.

Beweis: Wir wihlen eine Minimalfolge (x,) aus M mit
[l = xoll — dist(xo, M).

Aus ||x,]| < [lx, — xoll + ||x0|| folgt die Beschrianktheit von (x,). Nach Satz 4.1.4 gibt es eine Teilfolge, die schwach
gegen ein x € X konvergiert. Es sei bereits (x,) diese Folge. Nach Satz 4.3.2 ist x € M, und aus Satz 4.0.6 folgt

[lx = xo|| < liminf ||x, — xo|| = dist(xg, M).
n—oo

Wegen x € M ist ||x — x| > dist(xg, M), also
[lx = xol| = dist(xg, M). O

Damit haben wir die Existenz eines Elementes bester Approximation zeigen konnen. Kommen wir nun zur
Frage nach der Eindeutigkeit: Es sei

E:={xeM | |lx— xoll = dist(xo, M)}

Mit d := dist(xg, M) und x1, x, € E folgt dann

d <[ Ax; + (1 = Dxa —xoll = [[2(x1 = x0) + (1 = D(x2 — xp)[| <
————
eM
< Allxt = xoll + (1 = Dllxz = xoll = d.
Die Menge E ist also konvex. Fiir x € E sei
L X — X0
Y= d
Dannisty € Sy € X. Es seien x; # x,. Dann folgt mit y; = y(x;)

>0 mit O<e<ly—pll<2 und H&Z-’“Hﬂ *)

Daraus soll y; = y, folgen. Eine hinreichende Bedingung dafiir geben wir in der folgenden

Definition 4.3.3: Es sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Dann heif3t die Norm gleichméBig konvex, wenn
+
Ve>0 36>0 YryeSx Ix—ylze ||%” <1-6)

gilt. Den Raum X selbst nennt man dann ebenfalls gleichmdfig konvex.
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Folgerung 4.3.4: Es seien die Voraussetzungen des Approximationssatzes erfiillt und auflerdem X ein gleichmdfig
konvexer Raum. Dann gibt es genau ein Element bester Approximation.

Ein Beispiel fiir gleichmiBig konvexe Riume sind natiirlich die Hilbertrdume H. Fiir x,y € S c H gilt die
Parallelogrammgleichung
b+ yll” + I =yl = 2 (I + lyl*) = 4,

also

[ T - 5 - e

Zu & > 0 wihle man also 6(¢) := £%/8.

GleichméBig konvex sind ebenfalls die £7(Q)-Rdume fiir | < p < co. Die gleichmifig konvexen Raume sind
spezielle reflexive Rdume, man vergleiche Riesz & Nagy [1956], S. 394. Es gibt aber reflexive Rdume, die nicht
gleichmiBig konvex sind, man vergleiche Day [1941].

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit zwei verwandten Ergebnissen. Das erste wird nach StanisLaw Mazur,
1905-1981, benannt.

Der Satz von Mazur: Es seien X ein normierter Raum und (x,) eine Folge aus X mit

w-lim x, = x € X.

n—oo
Dann gilt
YVe>0 dneN Hyeconv(xy,...,x,) lly — x|| < e.
Beweis: Es seien
M, :=conv(xy,...,x,) und M :=conv(x,x,...).
Dann ist
M = U M,.

neN

M ist konvex und abgeschlossen, nach Satz 4.3.2 also schwach folgenabgeschlossen. Mithin ist x € M, und es gibt
ein y € M mit ||y — x|| < &. Dann gilt aber
dneN yeM,. |

Das zweite Resultat geht auf BanacH und StanisLaw Saks, 1897-1942, zuriick.

Der Satz von Banach-Saks: Es seien X = LP(Q) mit 1 < p < oo, f € X und (f,) eine Folge aus X, die schwach
gegen f konvergiert. Dann gibt es eine Teilfolge (f,,) mit

f;‘n +fn2+"'+ﬁlk
k

lim

k—o0 ‘

o

Ein Beweis findet sich in Riesz & Nagy [1956], S. 72.

4.4 Schwache Topologien

Es folgen nun noch einige Hinweise zu schwachen Topologien. Es seien X eine Menge, (Y, Ty) ein topologischer
Raum und ¥ eine Familie von Abbildungen f : X — (Y, Ty). Dann nennt man die schwichste Topologie von
X, beziiglich der alle f € F stetig sind, die #-schwache Topologie von X. Sind (X,, 7,) fiir 2 € A topologische

Réiume, ist
o HXA — X,

AeA

die Projektion auf X, und ¥ = {m, | 4 € A}, dann erhilt man auf diese Weise die schwache Produkttopologie fiir
das kartesische Produkt [ ] cx X2

Es sei nun X ein normierter Raum mit der von der Norm erzeugten Topologie 7. Dann ist die schwache
Topologie T (X, X") von X die schwichste Topologie, in der alle x” € X’ stetig sind, also

T(X,X') := ﬂ {t eT(X) ' alle x" € X’ sind bzgl. ¢ stetig} c Tx.

Dabei ist T'(X) die Menge aller Topologien von X.
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Firxe X, ECc X’ und € > 0 sei
U(x,E,¢) := {yEX | Yx' €eE |Xy—x'x <g}.
Dann ist
{Ux.E.e) | xe X, E c X' endlich, £ > 0}

eine Basis von x in 7 (X, X”). Denken Sie an Rohren, nicht an Kugeln.

Entsprechend definiert man
T .X" =) {r e T(X') | alle " € X sind bzgl. ¢ stetig}

und
T(X',IxX) =T (X', X) := ﬂ {t e T(X) | alle x” € JyX c X” sind bzgl. ¢ stetig}.

Es gilt also
TX,X)cT X', X")CcTx.

T (X’,X") ist die schwache Topologie von X’ und 7 (X’, X) die schwach-stern Topologie. Sie ist die schwichste
der gerade angegebenen Topologien von X’. In endlich dimensionalen Rdumen sind diese Topologien natiirlich
gleich.

Eine Topologie 7~ auf X induziert einen Konvergenzbegriff fiir Folgen (x,) aus X.

Definition 4.4.1: Eine Folge (x,) aus X heifit gegen x € X konvergent, wenn
VO,offenmitxe O, AnpeN Vn=>ng x, €0
gilt.

Eine Folge kann mehrere Grenzwerte haben. In der trivialen Topologie 7~ = {0, X} ist jedes x,, Grenzwert.

Satz 4.2.4 zeigt, dass die Konvergenzbegriffe fiir Folgen beziiglich 7x und 7 (X, X’) tibereinstimmen kénnen
(X =¢"). Die Topologien 7, und 7 (£ L ¢*) sind jedoch verschieden. (Vgl. Bemerkung 4.4.3).

In einem metrischen Raum sind die Eigenschaften (Uberdeckungs-) kompakt und folgenkompakt Aquivalent

(Hauptsatz in §1.2.4) Das gilt in allgemeinen topologischen Raumen aber nicht mehr. Man hat

Satz 4.4.2 (von Alaoglu): Es sei X ein normierter Raum. Dann ist die abgeschlossene Kugel B'(0,1) in X' beziig-
lich T (X', X) kompakt.

In X = ¢~ ist B'(0,1) ¢ X’ nicht schwach-stern folgenkompakt (Satz 4.1.3). B’(0,1) c X’ ist jedoch schwach-
stern folgenkompakt, wenn X separabel ist (Satz 4.1.2). Ist X reflexiv, dann ist B(o, 1) C X schwach folgenkompakt
(Satz 4.1.4). Einen Beweis von Satz 4.4.2 findet man in Hirzebruch & Scharlau [1971], S. 62 oder in Taylor & Lay
[1980], S. 174.

Es folgen noch vier Bemerkungen.
Bemerkung 4.4.3: In X = ¢! sind Tx und T (X, X’) verschieden.

Beweisidee: B(o, 1) ¢ Xund U(o, E, €), E endlich, sind beziiglich 7 x offen, es ist aber B(o, 1) ¢ 7 (X, X’). Es gibt
namlich kein
U(o,E, &) C B(o, 1). (*)

Das zeigen wir indirekt. Es sei () fiir ein endliches E und &€ > 0 erfiillt. Weil E endlich ist, wihlen wir etwa
E = {e;}. Es sei

1 11 1
X = 5(8,1,5,1,...>€f .
Dann ist
x€U(o,E,¢),
aber e
=—+1,
[ 5

also x ¢ B(o, 1). |
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Bemerkung 4.4.4: Es seien (X, T x) ein topologischer Raum und
f: X—R
eine Abbildung. Dann heifit f in x € X halbstetig nach oben, wenn

lim sup f(x,) < f(x)

Xp—X

gilt, und halbstetig nach unten, wenn
f(x) < liminf f(x,)

ist.
Hat f beide Eigenschaften, dann folgt

limsup f(x,;) < f(x) < liminf f(x,),

n—oo

also

lim f(x,) = f(x),
und f ist in x stetig.
Es sei X ein normierter Raum. Dann gilt

Bemerkung 4.4.5: Die Norm ist in der schwachen Topologie T (X, X'") halbstetig nach unten.

Das folgt aus Satz 4.0.6, ndmlich
[|x]] < liminf ||x,]|.
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Natiirlich ist die Norm in der schwachen Topologie nicht stetig, wenn die Topologien 7y und 7 (X, X”) verschieden
sind. Es sei zum Beispiel {u, u, . . . } ein Orthonormalsystem in einem Hilbertraum. Dann konvergiert (u,) schwach

gegen o, es gilt aber
lim sup [|lu,]| = 1 £ |lo|| = 0.

n—oo

Bemerkung 4.4.6: Es seien H ein Hilbertraum und

s ¢ HxH — K,
(f,9)— (fL9).

s ist partiell stetig in der schwachen Topologie, aber nicht beziiglich beider Variablen.

Beweis: Halten wir etwa die zweite Variable g fest und wihlen eine Folge (f,,) mit

w-lim f, = f,
dann folgt s(f,,g) — s(f,g). Aus
w-lim f, = f und w-limg,=g¢

n—oo

folgt aber nicht s(f;,g,) — s(f,g). Man wihle nur die schwachen Nullfolgen f, = g, = u, mit einem Orthonor-

malsystem {uy, u,...}.

O
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5 Abgeschlossene Operatoren

In diesem Kapitel wollen wir die Behandlung linearer Abbildungen fortsetzen. Fiir beschrinkte lineare Abbildun-
gen haben wir in den vorangegangenen Abschnitten bereits eine Reihe von Ergebnissen hergeleitet. So wollen wir
uns jetzt auf unbeschrinkte Abbildungen konzentrieren. Gerade solche Abbildungen treten in den Anwendungen
hiufig auf. Die Differentialoperatoren gehoren hierzu. Denken Sie an

Ci([0, 1) — C([0, 1]),

x+— x.

Es sei etwa x,,(¢) := ¢". Dann ist ,
[IXallo = 1 und  [Jxy [l = 1.

Mithin ist D : C([0, 1]) c C([0, 1]) — C([0, 1]) ein unbeschrinkter linearer Operator. Wahlt man fiir C ([0, 1]) die
Norm
lIxle, == lxleo + 11X [loo,

dann ist natiirlich
1Xlleo < llxllc,

und D : C([0, 1]) — C([0, 1]) deshalb eine beschrinkte Abbildung mit ||D]|| < 1.

Unser Beispiel zeigt bereits, dass man sehr sorgfiltig darauf achten muss, von woher nach wohin der Operator
abbildet und welche Norm gemeint ist. Es sei deshalb noch einmal an die zugrundeliegenden Begriffsbildungen
erinnert. Die Rdume X, Y seien normiert und

A DA cCX —>Y
eine lineare Abbildung mit dem Definitionsbereich D(A) C X.
G(A) = {(x,Ax) | xe DA} c X x Y
ist der Graph von A. Er ist also ein Unterraum von X x Y. Eine Abbildung
B : DBcX—Y

ist eine Fortsetzung von A, kurz A C B, wenn
G(A) c G(B)

gilt. Es ist dann also
DA) c D(B) und B|D(A) = A.

Folgendes sei noch bemerkt:

1. Ein Unterraum M C X X Y ist genau dann der Graph eines linearen Operators, wenn

((o,y) € M) = (y = o)

gilt. Dann ist ndmlich fiir alle (x,y) € M
Ax:=y

wohldefiniert. Mit (x, y) ist auch {@x, ay) € M, und es ist
A(ax) = ay = aAx.

A ist also ein linearer Operator.

2. Der Definitionsbereich D(A) einer linearen Abbildung A ldsst sich durch

-lla : D@A) — Ry,
x = [lxdla := Vllxl? + A

normieren. Es sei G(A) € X x Y der Graph der linearen Abbildung A. Auf G(A) erkliren wir die Graphennorm

vermoge
16 Moy = Il + Nyl
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Es sei
K : GA) — DA,
(x,Ax) —> x.
Dann ist K eine Kongruenz zwischen G(A) und {(A); || - ||4}. Deshalb nennt man || - ||4 auch Graphennorm von
A.

Wir betrachten nun eine wichtige Klasse (unbeschrinkt) linearer Abbildungen, niamlich die abgeschlossenen.
Die Differentialoperatoren gehoren in diese Klasse.

Definition 5.0.1: Eine lineare Abbildung
A DA cCcX —>Y
heifst abgeschlossen, wenn der Graph G(A) in X X Y abgeschlossen ist.
Wenn G(A) abgeschlossen ist, besitzt jede konvergente Folge aus G(A) einen Grenzwert in G(A). Es gilt also
(xn€DA)., x> xeX und Ax, > yeY) = (xeDA) und y=Ax). (%)

Umgekehrt impliziert (x) die Abgeschlossenheit von G(A).

Lemma 5.0.2: A sei abgeschlossen und injektiv. Dann ist auch

ATl L RA) — D)

abgeschlossen.
Beweis:
Vo XY — YxKX,
(xy = Ax) = (g, x=A""y)
ist eine Kongruenz. O

Lemma 5.0.3: Es seien A € CL(D,Y). Dann ist A abgeschlossen, wenn D C X abgeschlossen ist. Ist Y ein
Banachraum, dann gilt auch die Umkehrung.

Beweis:
=: Es sei D abgeschlossen. Aus x, € D, x, = x € X und Ax,, - y € Y folgt dann x € D und

lly — Axll < lly — Ax,ll + [|A(x, — )|l = 0.
<: Aus x,, — x folgt die Existenz eines y € Y mit Ax,, — y. Dann ist Ax = y und damit x € D. O

Wir fiigen einige Bemerkungen an:

1. Es seien X = Y und D c X nicht abgeschlossen. Dann ist
id : DcX — X

stetig, aber nicht abgeschlossen. Natiirlich fragt man, ob ein Operator A in einem solchen Falle abschlief3bar
ist, ob es also eine abgeschlossene Fortsetzung von A gibt. Auf diese wichtige Frage werden wir in §5.2 nidher
eingehen.

2. Wir geben ein Beispiel fiir einen unstetigen abgeschlossenen Operator: Es seien X = Y = £, x = (£, &2,...),
DA) = [re X ‘ il < ool
i=1

und

A DA cCcX — X,
X > (51,252,353,...).
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Wegen ||Ae,|| = n ist A unstetig. Es gilt aber
[lxll < 1A |-

Man sagt dafiir, A sei koerzitiv. A ist dann injektiv. A ist auch surjektiv. Mit y = (1,72, ...) € X ist ndmlich

m 13

?,?,)GD(A)

ATly = (m,
Daraus folgt die Abgeschlossenheit von A, denn es seien
X, € D(A), x,»>xeX und Ax, o yeX.
Dann folgt mit z := A™'y € D(A) aus der Koerzitivitit
llxn = zll < [IACx, = 2l = [|Ax, — yll = O,

alsox =z€ D(A) und Ax = y.

3.Esseien X = Y = C([0, 1]) und
A X— KX

Ax)(1) = fot x(s)ds.
A ist stetig, folglich abgeschlossen. Es ist aber
R(A) = {y € C1([0.1]) | y(0) =0} c X
nicht abgeschlossen in X. Weil A injektiv ist, existiert

AN D RA) X — X,

yr—vy'.

A1 ist abgeschlossen, aber unbeschrinkt.

5.1 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Wir wollen nun aus dem Satz von der inversen Abbildung in §3.3 eine wichtige Folgerung fiir abgeschlossene
Operatoren herleiten. Vorher zeigen wir noch zwei Hilfssétze.

Lemma 5.1.1: Es seien X ein Banachraum und Y ein normierter Raum. Die lineare Abbildung
A DA cCX —>Y
besitze eine stetige Inverse
ATl D RA)CY — X
Dann gilt
A ist abgeschlossen < R(A) C Y ist abgeschlossen.
Beweis:

=:Esseiy, = Ax, — y € Y. Dann ist x,, = A‘ly,, € D(A). Wegen der Beschrinktheit von A~ ist (x,) eine
Cauchyfolge, es gibt also ein x € X mit x, — x. Weil A abgeschlossen ist, folgt x € D(A) und Ax = y, also
y € R(A).

<: Es seien x, € D(A), x, » x € X und Ax, - y € Y. Dann ist y € R(A), weil R(A) abgeschlossen ist. Mithin
gibt es ein X € D(A) mit AX = y, und es folgt

s s -1
llx = Xl <l = xall + llx = &I < [lx = xal[ + IA™ (Ax,, — )| = 0.

Esistalso x = X € D(A) und Ax = AX = y. A ist deshalb abgeschlossen. |
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Lemma 5.1.2: Es seien X, Y Banachriume und
A DA cCX —>Y
eine lineare Abbildung. Dann gilt
A ist abgeschlossen = {D(A); || - |la} ist vollstindig.
Beweis: Zu Beginn dieses Kapitels haben wir bereits die Kongruenz
G(A) = {D(A); 1| - Ila}
bemerkt. Ist G(A) c X x Y abgeschlossen, dann ist G(A) vollstindig und umgekehrt.

Nun formulieren wir unser Hauptresultat.

Satz vom abgeschlossenen Graphen: Es seien X,Y Banachriume und A € L(X,Y). Dann gilt
A ist abgeschlossen <= A ist stetig.

Beweis:
«: Das wurde in Lemma 5.0.3 gezeigt.

=: Als abgeschlossener Teilraum von X X Y ist G(A) ein Banachraum. Es seien

Px : GA) — X, (x,y)+— x,
Py : GA) — Y, (xyr+r—y.

Px und Py sind stetige lineare Abbildungen, beispielsweise wegen

IPxx, lx = IIxllx < yJIIXIE + Iyl = 1Kx )l

Py ist eine bijektive Abbildung. Aus dem Satz von der inversen Abbildung in §3.3 folgt deshalb
Py € CL(X,G(A)).

Dann ist auch
A=PyoPy

stetig.

5.2 AbschlieBbare Abbildungen
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Nun wollen wir uns der wichtigen Frage zuwenden, ob eine lineare Abbildung zu einer abgeschlossenen fortgesetzt

werden kann.
Definition 5.2.1: FEine lineare Abbildung

A DA cCcX —>Y

heif3t abschlieBbar, wenn G(A) der Graph einer linearen Abbildung A ist. Diese (eindeutig bestimmte) Abbildung

A heifst dann Abschluss von A.
Es seien

A : D) c X — Yabgeschlossen,
B : D(B) c X — Y abschlieffbar

mit B = A. Dann heifst D(B) Definitionskern (engl. core) von A.

In den Anwendungen wihlt man als Definitonskern fiir Differentialoperatoren oft moglichst glatte Funktionen,

zum Beispiel die Testfunktionen.



80 5 Abgeschlossene Operatoren

Bemerkung 5.2.2:
(1) G(A) ist genau dann Graph einer linearen Abbildung, wenn

(0, y) e G(A) = y=o
gilt. Das heif3t, aus x, € D(A), x, — o und Ax, — y soll y = o folgen.
(2) Es sei A abschliefsbar. Dann ist A C A, und in Banachriumen X, Y gilt
DA) = {DAY: 1114}

Ferner ist o
DA) € DA) c DA) und R(A) € RA) c R(A).

(3) Aus A C B und B = B folgt die Existenz von A mit A C B.
(4) Eine stetige Abbildung ist abschlief3bar.

(5) Es seien X ein normierter Raum und

A: DcX—K"

eine lineare Abbildung. Dann gilt

A ist abschlieftbar — A ist stetig.

Es folgen noch einige Beispiele:
1.Esseien X =Y = ¢!,
DB):={x=(€.6,..)€X | In@) eN Vi>n &=0
und

B : DB)cX — X,
X —> (51,262,3%‘2,...).

Man vergleiche das analoge Beispiel in der zweiten Bemerkung im Anschluss an Lemma 5.0.3. Dort war
D) = {xeX | > ikl < oo
i=1

mit derselben Abbildungsvorschrift. Offenbar ist B ¢ A = A. Mithin ist B abschliefbar. D(B) ist in D(A) bzgl.
der || - |[s-Norm dicht. Deshalb ist B = A, und D(B) ist ein Definitionskern von A.

2.Esseien X = €2, D := span(ey, es,...) und
A: DcX—R

vermoge Ae, := n. Dann ist A nicht abschlieBbar, denn andernfalls wire A nach Bemerkung 5.2.2.5 stetig.

3.Bsseien I = (=1,1),X = L'(I), Y =R, D(A) := C(I) N L'(I) und
Ax := x(0).

Es seien ferner

0 fir -1<t<-1
n(t+%) fiir —%St<0
-n(t-1) firo<r<?

0 fir I<r<l.

X, (1) =

Dann ist Ax,, = 1 und
1
1
|l = f b, (Dl dt = = — 0.
-1 n

Mithin ist A nicht abschliefSbar.
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4.Es seien X = L2(R), Y =R, D(A) := L'R) N L®(R) und

Ax = f‘” x(1) dt.

Es seien ferner

0 fir —co<t<-n
xy(f) ;=41 fiir —-n<t<n
0 firn<t<oo.

Dann ist Ax,, = 2 und

1
[[Xallo = = = 0.
n
Mithin ist A nicht abschlief3bar.
5.Esseienl =(0,1), X =Y = L*(]),
W) = {u eX | AfeX Veeluol) w¢)=~(f, so)}
und

w (W](I)CX—>X,

ur— Wu:=u' :=f.

Die Abbildung W ist wohldefiniert; man nennt Wu schwache Ableitung von u. Offenbar stimmen fiir u € C; (/)
die iibliche und die schwache Ableitung iiberein. W ist abgeschlossen: Es seien ndamlich u, € W (I), u, — u
und u,, — y. Dann folgt fiir alle ¢ € C(1)

(M, ()0/) — (un? 90’) = —(l/t;, 90) - _(_’/, (p)’
also u € ‘W (I) und Wu = y. Mithin ist ‘W, (I) beziiglich

llallow, == lullw = Jllull + 1%

Fiir ein festes k mit 1 < k < oo sei nun

vollstindig.

S :=C () N W)
und
S ScX — X,
ur— Su:=u.
Offenbar ist S ¢ W = W. Damit ist S abschlieBbar. Es gilt § ¢ W, und
Scwi()

ist der Abschluss von S in W (I) beziiglich der ||-||w-Norm. Ein Dichteargument zeigt dann schlieBlich S = W.
Die Menge S ist also Definitionskern von W; insbesondere ist es Co(I) N W (I).
Neben den schwachen definiert man auch starke Ableitungen. Wihrend die ersteren durch Testen gewonnen
werden, erhilt man die letzteren durch Approximieren. Es sei nimlich
Hi(1) = {Ci(D) N WD |- llw} - € WD)
Zu v € H existiert dann eine Folge (v,), v, € C1(I) N ‘W), mit

lv, = vllw — 0.

Es ist
v = L2(I)-lim v,

n—oo

die starke Ableitung von v, und es folgt H;(I) = ‘W, (I), man vergleiche die Einfithrung oder §6.6.
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5.3 Adjungierte Abbildungen
Die zu A € CL(X, Y) konjugierte Abbildung A’ haben wir bereits in §1.5.2 als
A Y —> X,
yr—y oA
definiert. Ist nun
A DA cCX —>Y

eine lineare Abbildung mit dichtem Definitionsbereich, dann kann man analog vorgehen. Es ist y’ cA € L(D(A), K).
Falls fiir ein y’ € Y’
y oA € CLDA),K)

ist, dann kann man y’ 0 A zu y’ o A € CL(X, K) stetig ergdnzen. Man nimmt deshalb

DA = {y’ ey

y oA € CLIDA),K)|
und nennt

A DAY — X,
yr—y oA

die zu A € L(D(A), Y) konjugierte Abbildung. Dabei wird also D(A) = X vorausgesetzt.

Der Definitionsbereich von A’ kann sehr klein sein, dafiir geben wir weiter unten ein Beispiel. Es gilt aber fiir
dicht definierte A

Satz 5.3.1: Es sei A dicht definiert. Dann ist A’ abgeschlossen.
Beweis: Es sei g, € D(A") mity, — y € Y und A’y,, — x’ € X’. Dann folgt
VieD@)  y(An) - y(Ax) und  y,(Ax) = (Ay,)x - x'x,
alsoy’ o A = x" € CL(X,K). Das bedeutet y’ € D(A’)und A’y =y oA =x. O
Wenn A selbst abgeschlossen ist, kann man mehr sagen, namlich
Satz 5.3.2: Es sei A dicht definiert und abgeschlossen. Dann ist D(A”) eine totale Teilmenge von Y.
Dabei heilit eine Teilmenge F C X’ total, wenn folgendes gilt:
(Vx’EF x'x:O) = x=o.
Beweis: Wir haben zu zeigen, dass es zu vorgegebenem yy # o ein y’ € D(A’) mit y'yy # 0 gibt. Es sei G(A) der
Graph von A. Dann ist {0, yo) ¢ G(A). Weil G(A) abgeschlossen ist, folgt aus dem Trennungssatz die Existenz eines

7 € (X xY) mit
7{(0,y0) #0 und Yxe DA) 7 {(x,Ax)=0.

Es werde y’ € Y’ durch y'y := 7’0, y) und x’ € X’ durch x"x := 7’(x, 0) definiert. Dann ist y'yy # 0 und
Y x € D(A) 0=27{(x,Ax) = X'x + iy Ax,

also y’ € D(A). |

Die Behauptung in Satz 5.3.2 formuliert man auch als: D(A’) ist schwach-stern dicht in Y’. Im Allgemeinen ist
D(A’) aber nicht in Y’ dicht, auch wenn A abgeschlossen ist. Fiir abgeschlossene A und reflexive Y folgt jedoch
DA =Y.

Satz 5.3.3: Es gilt D(A”) = Y’ genau dann, wenn A stetig ist. In diesem Falle ist A’ ebenfalls stetig, und es gilt
1471l = llAll
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Beweis: Die zweite Aussage ist in Satz 1.5.4 enthalten. Es sei also D(A’) = Y’. Dann gilt mit § := {x €
DA) | Il = 1}

Vy ey  suply(An)| <AV < c) < oo
xeSs

Aus dem Prinzip von der gleichmifBigen Beschrinktheit (Folgerung 3.2.2) erhalten wir daher

sup [|Ax]| < oo,
xeS

also die Beschrianktheit von A. O

Im Folgenden seien nun X, Y Hilbertriume. Dann steht das Skalarprodukt zur Verfiigung, und vermoge der
Rieszabbildung R : X — X’ sind X und X’ konjugiert kongruent. Das kann man ausnutzen, um anstelle der
konjugierten Abbildung A’ : D(A’) ¢ Y’ — X’ die adjungierte Abbildung

A" . DAHYCY — X

einzufiihren. Dadurch werden manche Rechnungen einfacher.
Erinnert sei zunichst an die konjugiert lineare Rieszabbildung

R : X-> X,

mit
Vze X (Rx)z :=(z, x),

und an das folgende Diagramm

X ——y
Rx Ry
Xy

Es sei also A : D(A) ¢ X — Y eine lineare Abbildung mit dichtem Definitionsbereich. Dann definieren wir
die zu A adjungierte Abbildung A* als
A" := Ry A'Ry.

Offenbar ist A* linear, und es gilt fiir alle x € D(A) und y € D(A*)
(Ax,y)y = Ryy)Ax = (A'Ryy)x = (x, Ry A'Ryy)x = (x,A"y)x
sowie
DAY ={yeY | Ryy e DA}
=y eV | RyyA € CLDA).K))
={ye¥ | 3zeX VxeD@A) (x.2x=(RyyAx=(Ax.y)y}.

Die letzte Gleichheit folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz in §1.5.3.

Die zu A Adjungierte A* ist nach Satz 5.3.1 abgeschlossen. Fiir beschrinkte Abbildungen zeigt man leicht
1.Esseien A, B € CL(X,Y) und a € K. Dann ist

(A+B) =A*+B" und (2A) = aA".
2.Esseien A € CL(Y,Z) und B € CL(X,Y). Dann ist
(AB)" = B'A".

3.Essei A € CL(X,Y). Dann ist

A" = (A7) = A
4. Essei A € CL(X,Y). Dann ist ||A*|| = ||A]l.
Die letzte Aussage folgt aus Satz 5.3.3. Ferner gilt
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Lemma 5.3.4: Es sei A € CL(X,Y). Dann ist
IA*All = IAA™]| = IA*]l - 1Al = [|AIP.

Beweis: Aus
lAx]I> = (Ax, Ax) = (x, A*Ax) < ||[A*A]l - ||x|?
folgt
AP < A*A]l < (A - Al < JIAIP.
Also ist ||A*A|| = ||A¥|| - [|Al]. Ersetzt man nun A durch A*, dann folgt die Behauptung. O

Algebraische Regeln fiir unbeschrinkte Abbildungen sind etwas schwieriger zu beweisen, weil man jeweils auf
den Definitionsbereich zu achten hat. Fiir dicht definierte abgeschlossene Abbildungen A, B in X nach Y kann man
jedoch relativ leicht zeigen:

5. Wenn D(A + B) := D(A) N D(B) in X dicht ist, dann ist (A + B)* eine Fortsetzung von A* + B*.
6. Mit € K ist

I
I
>

(@A)

7.Es sei X = Y und a € K. Dann ist
(aid + A)*

1l
Qi
s
+
o

8. Aus A c Bfolgt B* Cc A™.
9. Es ist

R(A)*" = N(AY).

Auch D(A*) kann sehr klein sein: Es sei etwa A : D c * — R wie im zweiten Beispiel in §5.2. Dann ist fiir
y € DAY
ny = (Aey, Yr = (en, A'Y)e.
Mit z := A*y € ¢* folgt deshalb
z=y(1,2,3,...)

oder y = 0. Es ist also D(A*) = {o}.
An solchen Fillen sind wir natiirlich weniger interessiert, der soeben betrachtete Operator ist aber nicht ab-
schliefbar. Um weitere Eigenschaften der Adjungierten bequem nachweisen zu konnen, stellen wir zunéichst ein

etwas technisches Lemma bereit. Es seien X, X»> zwei Hilbertrdume. Kanonisch wihlen wir fiir X; X X, das
Skalarprodukt

(x1, x2) s W1 Y20 x,wx, = (X141, + (32, 42) x, -
Es sei
V : XixXy — XoxX;,
(X1, X2) F= (X2, x1).
V ist eine lineare bijektive Abbildung. Es sei M c X X X3 ein Unterraum. Dann ist
VMt = v(M).

Es sei ferner

A Z)(A)CXl —>X2

eine injektive lineare Abbildung. Dann ist
G(A™) =V G(A),

und es gilt

Lemma 5.3.5: Es seien
A DA CX — X

eine lineare Abbildung und V wie soeben definiert. Dann ist
(VGA))*' c Xy x X,
genau dann der Graph eines linearen Operators, wenn D(A) in X, dicht ist. In diesem Falle gilt

(VG(A))" = G(-A").
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Beweis: Es ist VG(A) = (Ax, x), und es sei
(VG =: (y,y").

=: Es sei y = 0. Dann ist
VxeDA)  (xy)x =0,

und es soll y* = 0 folgen. Dazu muss D(A) in X; dicht sein.

<: Es st
VY x € DA) 0==AxYx, +(xy)x,

alsoy € D(A*) und y* = —-A*y.
Wir zeigen nun (A7 = (A™1*, wenn diese Abbildungen existieren, ndmlich
Satz 5.3.6: Es seien X, M Hilbertriiume und
A DA cCcX —>Y
eine dicht definierte, lineare und injektive Abbildung mit in Y dichtem Wertebereich R(A). Dann gilt:
A" DAY — X

ist injektiv und mit A~ : RA) c Y — X

Beweis: Es ist
Y =RA)dNA").

Wegen R(A) = Y folgt daraus die Injektivitit von A*. Aus Lemma 5.3.5 erhalten wir daher
G (A1) = (V'G-ATN) = G-A)* = V'V (G(-A)) =
=V (VG(-A)" = V7'G(A") = G(Aa)™).
Es gilt auch

Lemma 5.3.7: Es sei
A DA cCcX—Y

eine dicht definierte lineare Abbildung. A* sei ebenfalls dicht definiert. Dann ist
AcC (A" =1 A™.
Beweis: Nach Voraussetzung existiert A**. Mit u € D(A) und v € D(A*) folgt
(Au,v) = (u,A™) = (A u,v),

esistalso A Cc A™.

Wir verschirfen das letzte Resultat.
Satz 5.3.8: Es seien X,V Hilbertriume und
A DA cCcX —>Y
eine dicht definierte lineare Abbildung. Dann gilt
(A ist abschlieﬁbar) = (m = M),

und es ist dann A = A*.
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Beweis:

=: Aus Lemma 5.3.5 folgt
G(A") = (VG(-A))" = V(G(-A))",

also
VIG(A") = G(-A)*,

und N __
(V'G@A") = G(-A)** = G(-A) = G(-A)

ist der Graph des linearen Operators —A. Mithin ist — wiederum nach Lemma 5.3.5 — die Abbildung A* dicht
definiert, und es gilt

A -1 )L sk
G(A) = (V7'G(-A")) = G(A™).
&: Aus Lemma 5.3.7 folgt A € A™ und nach Satz 5.3.1 ist A*™* abgeschlossen. O

Wie in der Matrizenrechnung spielen in der Operatorentheorie — und besonders auch in den Anwendungen — die
symmetrischen und selbstadjungierten Abbildungen eine besondere Rolle. Fiir sie erhilt man handliche Darstel-
lungsformeln (Verallgemeinerung der Hauptachsentransformation), die das weitere Arbeiten mit ihnen erleichtern.
Wir prézisieren zunéchst:

Definition 5.3.9: Es seien X ein Hilbertraum und
A DA cCcX—X

eine dicht definierte lineare Abbildung. Dann heif3t:

(1) A symmetrisch, wenn A C A* ist. Dann ist also

Vx,y € DA (Ax,y) = (x,Ay).
(2) A selbstadjungiert, wenn A = A" ist.
(3) A wesentlich selbstadjungiert, wenn A abschliefbar ist und A = A* gilt.

Man beachte den Unterschied zwischen symmetrischen und selbstadjungierten Operatoren, der in endlich dimen-
sionalen Riumen noch nicht auftritt. In unendlich dimensionalen Riumen ist es manchmal schwierig herauszu-
finden, ob ein symmetrischer Operator bereits selbstadjungiert ist oder zu einem solchen fortgesetzt werden kann.
Auf diese Fragen werden wir in §8 ausfiihrlicher eingehen.

Satz 5.3.10: Es sei A eine symmetrische Abbildung. Dann gilt:
(1) A ist abschlief3bar.
(2) A ist symmetrisch.
(3) ACACA* = A",

Zu (1): Es seien x,, € D(A) mit x,, — o und Ax,, — y. Dann folgt fiir alle x € D(A)
0 « (Ax, x,) = (x,Axy) = (%, ),
also y = o. Mithin ist A abschlieB3bar, und es gilt
ACAcCA,
letzteres weil A* abgeschlossen ist.

Zu (2): Es seien x,, y, € D(A) mit x,, — x € D(A), Ax,, — Ax, y, — y € D(A) und Ay, — Ay. Dann ist

(Axy, yn) = (xmAyn)y

also
(Ax,y) = (x,Ay).

Mithin ist A symmetrisch.
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Zu (3): Aus der Definition folgt

DA = {y eX|3zeX VieDd) @AY= x)} = DAY o

Eine symmetrische Abbildung A besitzt im Allgemeinen also zwei abgeschlossene Fortsetzungen, ndmlich
ACA=A" und AcCA*.
A = A** ist wieder symmetrisch, A* im Allgemeinen aber nicht. Es gilt
ACA=A"CcA =A".
Ist A* symmetrisch, gilt also A* ¢ A™, dann folgt daraus
ACA* =A"CcA™ = A.
A ist dann also wesentlich selbstadjungiert. Es gilt

Folgerung 5.3.11: Es sei A eine symmetrische Abbildung. Dann ist A* genau dann symmetrisch, wenn A wesent-
lich selbstadjungiert ist. A* ist dann selbstadjungiert.

Beweis: Es sei A wesentlich selbstadjungiert. Dann ist

A** — A — A*,
A* also selbstadjungiert. Die andere Richtung ist bereits gezeigt worden. O
Satz 5.3.12: Ejs sei A eine injektive symmetrische Abbildung. Dann gilt:

(1) R(A) sei in X dicht. Dann ist A~' symmetrisch, und es gilt A™' ¢ (A™)* = (A*)~\.
(2) Es sei A = A*. Dann ist A~ selbstadjungiert.

Beweis:

Zu (1): Nach Satz 5.3.6 ist
Ay =@n,
und aus A ¢ A* folgt A~! < (4%~

Zu (2): Es gilt . L L
X =RA)®N(A™) =RA)® N(A) = RA).

Deshalb ist A~! dicht definiert und nach (1) symmetrisch. Wegen
A7) = @4 = A
ist A~! selbstadjungiert. O
Satz 5.3.13: Es sei A eine symmetrische Abbildung mit D(A) = X oder R(A) = X. Dann ist A selbstadjungiert.

Beweis Im Falle D(A) = X ist nichts zu zeigen. Es sei also R(A) = X. Dann folgt aus
X=RA)® N(A")

N(A¥) = {o}, also
N(A) c N(AY) = {o}.

Mithin existiert A~ und ist symmetrisch. Wegen D(A™!) = X ist A~! sogar selbstadjungiert und damit auch A. O
Als letztes geben wir noch eine Charakterisierung symmetrischer Operatoren in komplexen Hilbertrdumen.

Satz 5.3.14: Es seien X ein Hilbertraum iiber C und A eine dicht definierte lineare Abbildung. Dann ist A genau
dann symmetrisch, wenn
VY xe DA (Ax,x) e R

gilt.
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Beweis:

=: A sei symmetrisch. Dann ist
(Ax, x) = (x,Ax) = (Ax, x).

«: Fir alle x € D(A) sei (Ax, x) € R. Dann folgt mit x,y € D(A)

(Ax,y) + (Ay, x) = (A(x +y),x+ y) —(Ax,x) - (Ay,y) €R

und
i((Ay, ) - (Ax,p) = (AGx + i), x + iy) - (Ax,x) - (Ay,y) € R,
also
Im (Ax,y) = —Im (Ay, x)
und

Re (Ax,y) = Re (Ay, x).

Daraus folgt
(Ax,y) = Re (Ay, x) —iIm (Ay, x) = (Ay, x) = (x, Ay). m]

5.4 Ein Beispiel: Der A-Operator

Wir wollen nun die gewonnenen Resultate an einem Beispiel verdeutlichen. Es seien G ein Gebiet in R", H =
L%(G) ein komplexer Hilbertraum, D(A) := Co(G) und
A DA cCH—H,

u+— —Au.

Dabei ist A der Laplace-Operator, also

Dieser Differentialoperator tritt in der Physik hiufig auf. Man findet ihn in der Elektrostatik, bei Schwingungsvor-
gingen oder in der Theorie der Schrodingergleichung. Er beschreibt normalerweise physikalisches Verhalten in
homogenen isotropen Medien. Allgemeiner hitte man entsprechend

$ 7
P c’)xi ik axk

mit einer positiv definiten Matrix (aj) zu diskutieren. Wir wollen uns hier aber auf den einfacheren Fall des A-
Operators beschrinken.
Aus der Definition des A-Operators folgt unmittelbar

Yue DA  (Au,u) = ||Vul? > 0.

Man sagt deshalb auch, A sei halbbeschrdnkt. Aus der Lebesgueschen Integrationstheorie ist klar, dass D(A) in H
dicht ist. Nach Satz 5.3.14 ist A deshalb symmetrisch und nach Satz 5.3.10 abschlieBbar. Deshalb stellt sich als
erstes die Frage nach der Charakterisierung von A.

Fiir Testfunktionen ¢ € CO‘OO(G) = D(A) folgt durch partielles Integrieren

A@I® = 107¢l* + -+ - + 2(07¢, 3¢) + -+ -
= 1@l + - - - + 2(81020, 81 020) + - - -

= lels-
Dabei ist
o= | 6wl
la|=2
die Halbnorm der zweiten Ableitungen. Allgemein sei @ € N(‘)‘ ein Multiindex, a = (aq, ..., @,), mit

ol :=a;+ar+---+a,
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und entsprechend
aa = 6111/1(9[212 e BZ"

(9 @;
o =—| .

! (6)6,‘)
el == | > lloeglP
lal=k
llplle = | " Il?

0<j<k

VoeD@A)  llAgll = lgh.

mit
Dann ist fir k > 0

die Halbnorm der k-ten Ableitungen und

die k-Norm. Dabei sei |¢|y := [|¢]|.
Fiir den A-Operator gilt also

Es ist auch
lelf = (Voo Vo) = —(Ag, ) = (Ap, @) < llell - l|Agll < %H«plli'
Zusammen folgt daraus
el < gl + Sl + 14e1? = Sl
oder

V2 el < ligls < ligl. ()

Diese Abschitzung ist besonders wichtig. Sie impliziert sofort
DA) = {Cu(G); NI I} =: Fh(G).
Analog wird 72{k(G) definiert, ndmlich
H(G) :={Co(G); Il I}

und auch

H(G) = {Ci(G); I I}
mit
Ci(G) = {u € C(G) | llull < oo}

Die Riaume H;(G) bzw. 7f(k(G) nennt man Sobolevrdume, sie werden im nédchsten Kapitel ausfiihrlicher diskutiert.
Sie sind Hilbertrdume mit dem Skalarprodukt

(u, v) := Z Z(aau, 0v).

0<j<k lal=j

Es ist Hy(G) = .£°2(G). u € Hi(G) bedeutet, dass die verallgemeinerten Ableitungen von u bis zur k-ten Ordnung
existieren, u € H;(G) bedeutet, dass auBerdem u und die Ableitungen von u bis zur (k — 1)-ten Ordnung im
verallgemeinerten Sinne am Rande 0G verschwinden.

Damit haben wir A charakterisiert. Es ist D(A) = H>(G), und es gilt fiir u € D(A)
V¢ € Co(G) (Au, @) = (u, —Ap).
Man sagt dafiir auch, Au sei im schwachen Sinne gleich —Au.

Nachdem wir nun A abgeschlossen haben, geht es als nédchstes um die Frage nach der Selbstadjungiertheit von
A. Charakterisieren wir dazu A*: Es ist

DAY ={ueH | AfeH VoeCulG) u.Ap)=(f.9))
={ueH | Au € H (im schwachen Sinne)}
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und
A'u:=f =-Au.

Es gilt also H>(G) € D(A*) und
ACA=A"CA".

Dabei ist im Allgemeinen H,(G) G D(A*). Das sieht man am Folgenden Beispiel: Es sei
G:={xeR | 0< <1
und

u(x) := i
|x|

Dann ist u € H und Au = 0, also u € D(A*). Andererseits ist aber

X
Au(x) = —ﬁ ¢ H,

also u ¢ H;(G) und damit erst recht u ¢ H,(G). Damit ist A auch sicherlich im Allgemeinen nicht selbstadjungiert.

Die Problematik der Existenz selbstadjungierter Fortsetzungen werden wir erst in §8 aufgreifen. Fiir den Fall
des A-Operators wollen wir sie hier nur andiskutieren und betrachten zwei Fille:

1. Es sei G = R". Dann kann man zeigen, dass Funktionen mit kompaktem Trdger dicht in H,(R") sind. Daraus
folgt R
Hr(R") = HHR").

Ferner kann man — etwa durch Fouriertransformation — nachrechnen, dass aus
ueH und AueH
bereits u € H,(R") folgt. Damit ist in diesem Fall
D(A) = D(A"),

also A = A*, und A ist wesentlich selbstadjungiert.

2. Es sei G ein beschrinktes Gebiet in R", etwa G = B(0, 1). Jetzt ist
F(G) ¢ Ha(G),

man nehme nur u = 1, und A ist nicht selbstadjungiert. D(A) = 73{2(G) ist zu klein und D(A*) D H,(G) ist zu
grof} dafiir. Man mochte also ein B O A finden mit

AcAcB=B" cA".

Ein Beispiel mit G = (0, 1) ¢ R! moge das erliutern. Es ist
1 1 1
f fq9" = f 9+ (fg - f’g)‘ :
0 0 0

(fg - 1'9)], = 0

Zur Selbstadjungiertheit muss also

sein. Wihlen wir f € D(A) = 7212(G), dann verschwinden sowohl f als auch f” am Rande, und man benétigt
fiir g gar keine Randbedingung mehr. Das sollte man besser ausbalancieren, und dazu gibt es offenbar viele
Moglichkeiten. Eine einfache ist wohl, sowohl fiir f als auch fiir g die Dirichletsche Randbedingung zu stellen,
f(0) = f(1) = 0. Moglich wiren aber wohl auch die Neumannsche, f'(0) = f’(1) = 0, und viele Kombinationen
beider. Bleiben wir bei der Dirichletschen Randbedingung. Man formuliert sie durch u € H 1(G). Es sei also

D(B) = {u € 7(G) | Au € H (im schwachen Sinne)}
Bu := —Au (im schwachen Sinne).

Dann ist B eine symmetrische Fortsetzung von A. Es seien néimlich u,v € D(B) und ¢, € éoo(G) mit ||¢, —0|l; —
0. Dann ist
(Bu,v) « (Bu, ¢,) = —(u, Apy) = (Vu, Vo,) = (Vu, Vo).
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Entsprechend folgt
(u, Bv) = (Vu, Vv).

Mithin ist B symmetrisch, also abschlieBbar, und es folgt mit k := ( V2 + 1)/2
VueDB) i = lul® + (u, Bu) < kllul.

Es seien u,, € D(B) und u € D(B) mit
lln, — ullg — 0.

Dann gilt auch |ju, — u||; — 0. Folglich ist u € 7?(1 (G), und es existiert Au im schwachen Sinne. Es ist also
u € D(B) und B damit abgeschlossen. Der Nachweis der Selbstadjungiertheit ist etwas schwieriger. In Satz
8.1.2 zeigen wir fiir abgeschlossene symmetrische Abbildungen, dass D(A*) als direkte Summe

DAY = DA) B RA + i) dRA - i)*
geschrieben werden kann. Man beweist deshalb, dass fiir alle f € H die Gleichungen
Asiu=f

eindeutig 1osbar sind. Dazu verwendet man eine leichte Verallgemeinerung des Rieszschen Darstellungssatzes,
in dem man anstelle des Skalarproduktes in H;(G) die Formen

B(u,v) :== (Vu, Vo) £1i(u,v)

wihlt. Wegen
|B(u, w)| = [lull}

sind diese Formen koerzitiv iiber H 1(G), also p lel? < |B(u, u)| mit p > 0, und die Gleichungen
VoeH,  Buo) = (f,v)

konnen dann eindeutig nach u € ‘]fll aufgelost werden. u € D(B) folgt unmittelbar. Damit sind R(B +1i)* = {0},
und B ist selbstadjungiert.
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6 Spezielle Funktionenriume

In diesem Kapitel werden einige spezielle Funktionenrdume eingefiihrt und wichtige Eigenschaften solcher Funk-
tionen kurz zusammengestellt. Gedacht ist dabei vor allem an klassische Rdume stetiger Funktionen, an Sobole-
vraume und Distributionen.

Réume von Zahlenfolgen sind uns bereits mehrfach begegnet. Erinnert sei an den vollstindigen metrischen
Raum

RY .= {x = (E)iew | & € R}

mit der Metrik
N Ei-ml
d(x,y) = ; 2i(1 +1& = mil)

oder an die vollstindigen normierten Rdume
= {x = Eiar | Ildler < o0]

mit 1 < p < oo und
(2 |§i|p)l/p firl<p<oo

llxller := "
SUP;ey I€il fiir p = oo.

Diese Riume sind fiir 1 < p < oo reflexiv und separabel. Der Raum ¢' ist ebenfalls separabel, £ ist es nicht. Im
Folgenden wollen wir uns Rdume von Abbildungen ansehen.

6.1 Klassische Funktionenriume

In diesem Abschnitt besprechen wir kurz einige klassische Rdume stetiger Funktionen. Es sei grundsitzlich Q ¢ R®
eine offene Teilmenge des R" und

CQ) = {f Q- K | f iststetig},
Cr(Q) := { f:Q-K | f ist k-mal stetig differenzierbar} ,
Col@) = )| CUO.

keN
Dabei sei stets Cy(Q2) := C(Q2). Gelegentlich werden wir auch vektorwertige Abbildungen, also
f: Q—K"

zulassen.
Es sei noch einmal an die Notation mit Multiindizes in §5.4 erinnert. Es sei

@ :=(a1,,...,a,) € Nj
ein solcher Multiindex. Dann ist
a<B:eoVi=1,....n @ <B
lal == XL, a;
i=1
al =1L a!

() = 1% ()
X% = Iil X
i=1

Fiir x = (xq,...,x,) € R" sei

Die Ableitungen schreibt man analog. Es seien

_9f . O
orf = o und 0, f = Oy

sowie
0 ._ @ £ @
f:=f und 8°f:=097'907---9yf.

Ferner verwenden wir
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Definition 6.1.1: Fiir eine offene Teilmenge Q des R™ und f : Q — K seien:
1. Der Tréger (engl. support) von f € C(Q) =

supp f := {x eQ | f(x) # 0}.

2. K € Q :& K ist eine kompakte Teilmenge von Q.

3. Fiir m € Ny U {oo} .
Cn(Q) = {f €Cu(@) | suppf Q).

Die Elemente von C‘w(Q) heifien Testfunktionen.
Der Raum Cy(Q) lésst sich leicht metrisieren. Fiir K € Q und [ € Ny mit [ < k seien
Pk @ Cu&) — R,
f +— sup sup|d? f(x)|.

lo|=l xeK
Die Pk, sind Halbnormen auf C;(€2). Die offene Menge Q ldsst sich nun durch K, € € ausschopfen, etwa durch
1
K, =|xeQ ’ xl < v und dist(x, R\Q) > - .
%

QzUKV.

veN

Dann ist

Aus den Halbmetriken
dy . Ck(Q) ka(Q) — Rg,

k
Pr,(f—9)
9= 2 3T PesF -9)

erhilt man dann fiir C,(Q) die Metrik
d @ ClQ)XCiQ) — Ry,

00

av(f.9)
DN ey

v=1

Der Raum Cy(€2) ist mit dieser Metrik vollstindig. ék(Q) ist es jedoch nicht; in §6.5 werden wir diese Rdume
weiter behandeln.

Wir betrachten nun Teilrdume von Ci(Q2):
1. Esseien f, ..., f% € C(Q) auf Q stetig differenzierbar fortsetzbar. Dann ist f € Ci(Q).

2. Es sei

feBCUQ) = |f € CuQ) ‘ Vo lal <k supldf ()] < co.

In beiden Fillen wihlen wir die Supremumsnorm

I llscie = supla” f(x).

fal<k *E<2

3. Es seien f : Q — K und fiir ein € (0, 1]
bl (7. ) i sup LSO
O
Dann ist
Cha@ = {f € Cu@ | Wl (@£ D) < oo fir |pl = k)
der Raum der holderstetig differenzierbaren Funktionen. C;W(Q) ist ein Banachraum mit der Norm
1l @ = fllacy@ + ), hola(@f. .
1BI=k

Eine Funktion f € Co,a(f)) nennt man holderstetig und im Falle @ = 1 lipschitzstetig. Benannt sind diese
Raume nach Orro HOLDER, 1859-1937, und RupoLr LipschiTz, 1832-1903.
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6.2 Lebesguesche Raume

In dieser Vorlesung setzen wir das Lebesguesche Integral als bekannt voraus. Eine Einfithrung findet man zum
Beispiel in Alr [1985], S. 29f. Es sei also M eine beziiglich des Lebesgue-MaBes messbare Teilmenge des R" und

f: M—K
messbar. Dann ist fiir 1 < p < oo
rron={rim—x| [ ir<s)
M

und fiir p = oo
Lo(M) = {f: M — K' ess sup |f(x)| < oo}.

xeM
Diese Rdume werden mit den Normen

”f“.LP(M) = {(fM |f|p)l/p fiir 1 < p < oo

eSS sup,p | f ()| fiir p =0

versehen. £2(M) ist als Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(f.g) = f FDg00 dx
M

besonders interessant. Entsprechend werden auch die Lf (©)-Raume der k-mal differenzierbaren Funktionen defi-

niert mit
Il = Z ”aaf”Ln(g)'

0<|al<k
Wir verwenden ebenfalls
L (M) = {f:M—>K ) VKeM feLp(K)}.

loc

Es folgen einige Bemerkungen:

1. Fiir p, g € (1, 00) mit

gilt die Holdersche Ungleichung

[ ([ i) ( [ o)

2. Es sei das Mal} u(M) < oo. Dann folgt aus

f fl = f Xur - 1f1 < DY Ul Lovian
M M

fiirl <p<oo
Lr(M) c L'(M).

3. Fiir 1 < p < oo ist LYM) zu (LP(M))" kongruent.
4.Fiir 1 < p < oo ist Co(R™) in LP(R™) dicht.
Satz 6.2.1: Es seien 1 < p < oo, f € LP(R") und h € R". Dann gilt
lim | £+ ) = ]| 1 gy = 0-
Beweis: Zu € > 0 wihlen wir ein ¢ € CO’O(R") mit
If = Pl < 3
Es sei k := (2 u(supp <p))l/ P, Dann folgt aus der gleichmiBigen Stetigkeit von ¢
A6>0 VheR" W< VYxeR'  klp(x+h) — o) < g
Fiir || < ¢ erhalten wir deshalb

IFC+ 1) = fller@ny < NFC+h) =@+ DI+ e +h) —¢ll + llo = fIl <
<2|If = ¢ll +ksuEIso(x+h)—90(x)| <e&. 0
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6.3 Einige Abschitzungen

Es folgen nun einige elementare Abschitzungen, die teilweise nur in R! gelten, deren Kenntnis aber das weitere
Verstindnis erleichtert. Wenn nicht anders gekennzeichnet, seien I := (a, b) C RY, | :=b—aund

A1 == ||f||L2(1)-
Abschiitzung 1: Es sei f € Co(I) N L>(I) mit {7 € L2(I). Dann ist auch ' € L2(I), und es gilt

1

1P < 41{”|2

ILAIP + 1P 17 1P

Wir fiihren den Bewelis in zwei Schritten:

1.Esseiena=0,b=1,a € (O,%), x1 < aund x; > 1 — @. Dann gibt es ein € (x1, xp) mit

SOx2) = f(x1)

fan =
X2 — X1
also
£l < ——— (IfCe)l + LG
= 1 -2« 2 Vi
Daraus folgt
st | e+ el (L
|f(x)|—f(fl)+fnf Sw*‘fo LSl

Integrieren wir diese Abschitzung beziiglich x; iiber (0, @) und beziiglich x, iiber (1 — a, 1) dann erhalten wir

v 1 1
i eis 5=l [T [ inea [

AP+ 11£1P),

oder
IF' P < 3{m
alsomita =1/6
()P < 3{§||f||2 + 1P},
2. Es sei nun [ ein beliebiges Intervall. Dann transformieren wir fira < x <bund 0 < ¢ <1

x:=&b-a)+a

und erhalten mit f(x) =: g(£)

4 1 ’ 17 _ l ’7
f@=7—g®, [f'(x)= Goar? ©).
Deshalb ist
1
2 2 1112 12 17012 7012
=(b- R = — N = >
AP = b - a)ligl I = 5=l I G=ar llg” I
und wir erhalten schlieBlich
1 81 3 81
AP = = llg'1P < == llgl* + = llg”I* < = IIfIF + 31 111 O
FIE= W0 < g Mol + Wt < o If

Abschiitzung 2: Es sei f € Ci(I) mit ' € L2(I). Dann ist f € L2(I), und es gilt

)
e < ofie e+ [ i

a

mita :=a+ (b-a)/3undb =b—(b-a)3.
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Den Beweis fithren wir wieder in zwei Schritten:

1.Esseiena=0,b=1,x¢€(0,1) und y € (4, 3). Dann ist

FO) = f) + f £
Y
und es folgt
4
IFP < 2f@)* +2lx = ylIf I <2lf )P + 3 I1£/11%.

Integrieren wir beziiglich y, dann erhalten wir daraus

l 2 23 2 4 7112
Lo <2 f SR+ 2
3 1/3 9

oder
2/3 4 5
1A <6 [P+ S,
1/3
2. Die Substitution x = £(b — a) + a ergibt dann wieder die Behauptung. O

Aus jeder dieser beiden Abschitzungen ziehen wir nun eine Folgerung.

Folgerung 6.3.1: Es seien f € Co(I) N L>(I) mit " € L*(I) und € € (0,1]. Dann ist auch ' € L*(I), und es gibt
einy = vy(a,b) > 0 mit

1
2 2 2
LI < el IP + = 1P
e
Beweis: Wir wihlen eine Partitiona = ag < a; < --- < a,, = b mit

Ve(b — a) -

5 a; —ai-; < Velb-a) firallei=1,...,n.

' 4 4 ' i 4
f If |Zs41{—2f |f|2+s|1|2f £P)
ai-1 S|I| ai-1 ai-1

Dann gilt

oder mit y := 41 max(4/|I, |I|*)
/ 1/ 1
1P < Hellr 1P + = IAP). o
to

Folgerung 6.3.2: Es seien f € Ci(I) mit f' € L2(I) und & € (0,1]. Dann ist f € L2(I), und es gibt Konstanten
a’,b’, die nur von a, b und € abhdngen, und eine Konstante y = y(a, b) > 0 mit

a<a <b <b
und

,
1P < el + [ 17P).

a

Insbesondere ist also f € L2(D).

Zum Beweis wihlen wir wieder die Partition a = ag < a; < --- < a, = b und erhalten

[ e <eew-ar [ e [T}

Daraus folgt mit y := 6 max(1, |/]?)
b
1P < el + [ 17P). o
Zu Folgerungen 6.3.1,2 analoge Aussagen gelten auch beziiglich @ ¢ R". Allerdings miissen dann Vorausset-
zungen an den Rand von Q gestellt werden. Im Falle der Folgerung 6.3.1 steht auf der linken Seite der Abschédtzung
eine beliebige erste Ableitung. Man muss deshalb in jeder Richtung in Q hinein integrieren kdnnen und setzt dazu
fiir Q die Kegeleigenschaft voraus. Im Falle von Folgerung 6.3.2 steht links nur f selbst, und zum Abschitzen
benotigt man nur eine Differentiationsrichtung. In diesem Falle geniigt deshalb die Segmenteigenschaft. Néheres
hierzu folgt in §6.6.

Es folgen nun zwei wichtige Abschitzungen, die nach Henxr1 Poincarg, 1854-1912, benannt sind.
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Erste Poincarésche Abschitzung: Es seien

Gc{xeR“|0<xn<d}
ein Gebiet in R" und u € C,(G). Dann gilt

lleell 26y < dIIVull 2y

Fiir solche Funktionen ist die | - |;—Halbnorm also eine Norm.

X9
M(XI"."xn)_L 6)6,,

d
lu(x)P < d f IVul*(x1, ..., X1, 0) dt
0

Zum Beweis gehen wir von

ey Xpo1, D dt

aus und erhalten

oder
llull* < d* ([Vull. o

Zweite Poincarésche Abschiitzung: Es seien G ein Gebiet in R”, n > 3, und u € C,(G). Dann gilt

(n —2>H| |

26 <2 ”VMH(LZ(G))“ .

Etwas modifizierte Aussagen gelten auch in R und R2.

Zum Beweis verwenden wir r := |x| und gehen von

1 _ou 14 ol [
2R - U — = - — 2 = rn 2 - — — 2 f
ef uc’)rd fGrc?rM dx f or (n=2) dx

aus. Mit dw bezeichnen wir das Flichenelement der Sphére. Daraus folgt

fa” n-2 |dx—f' ‘dx

=2l < o -2 G+ 5 =215 "

Mithin ist

6.4 Spezielle Techniken
6.4.1 Faltungen

Es seien f,g : R® — K messbar und

FW = (o= [ o=y

die Faltung von f und g. Natiirlich wird die Faltung bei beliebigen f, g nicht existieren, man denke nur an f = g =
1. Andererseits erkennt man aber auch sofort eine triviale hinreichende Bedingung fiir die Existenz von F € L' (R"),
nimlich f,g € L£'(R"). Es sei in diesem Abschnitt wieder ¢ € C(R") eine Testfunktion. Als erstes zeigen wir dann

Satz 6.4.1: Es sei f € L} (R"). Dann ist f + ¢ € Coo(R"), und es gilt

loc

Ya e Ny (f @)= fx0%.

Beweis: Aus

(f # @)x+h) = (f * @) () = h(f % ")) = fR et =y +h) —gx—y) = he'(x=y)dy

und
px—y+h) —ex—y)=he'(x—y+0h
folgt nach dem Satz von Lebesgue die Behauptung. O
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Satz 6.4.2: Essei f € LP(R"), 1 < p < 0. Dann ist f = € LP(R"), und es gilt
1 @ll oeny < NFllzrn Mgl 21 oy

Beweis: Die Fille p = 1 und p = oo sind klar, es sei also 1 < p < cound g := p/(p — 1). Dann ist

I(F * @) < f e = lF le(e = I} dy <

< ( [ vwriee-mas) ( [iee-pia)

QI

oder

f f ol < ( f o)) f I lex = ldy dx = (el ) (IflLre)’ - 0

Es sei bemerkt, dass die Voraussetzung ¢ € £'(R") zum Beweis geniigt hiitte.

Wir geben nun noch eine andere hinreichende Bedingung fiir die Existenz von f * g an, die von grolem prak-
tischen Interesse ist. Um sie zu verstehen, argumentieren wir zunéchst heuristisch: Es moge h := f * g existieren.
Dann ist fiir eine Testfunktion ¢

(h) = f f FW)gCx - o) dy dx = f FWe@ez + pydyd,

also

(f *9.9) = (F9W), Y(x.9).., ()
mit Y (x, y) := @(x + y).
Nun ist aber i keine Testfunktion des R*" mehr, vielmehr hat i einen Triger in der Umgebung der Geraden
y = —x. Deshalb existiert auch f * g im Allgemeinen nicht. Wir erhalten aber eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz von f * g, indem wir dafiir sorgen, dass die rechte Seite von (x) existiert. Es sei
C :=supp f X suppg C R" x R".
Dann existiert f * g, wenn fiir alle ¢ € Coo(R") und v(x,y) = p(x +y)
C ﬂ supp
beschrinkt ist. Wir wollen diese Bedingung besser verstehen: Es sei supp ¢ C B(0, r). Dann ist
suppy C S, = {(x,y) eR"xR" | |x +y| < r}.
Dabei ist S, ein Streifen der Breite r. Die Faltung f = g existiert also, wenn die Streifenbedingung
Yr>0 C ﬂ S, ist beschrinkt (%)
erfiillt ist.

Diese Streifenbedingung ist also zum Beispiel erfiillt, wenn eine der beiden zu faltenden Funktionen beschrink-
ten Trager hat. Man vergleiche die folgende Skizze.

S,

% - X
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6.4.2 Der Friedrichssche Glattungsoperator

Die nun folgende Glittungstechnik geht auf Kurt Orto FriebricHs, 1901-1983, zuriick. Es seien fiir x € R"
. c exp( - ;2) fir |x| < 1
J(x) = 1 —1x
0 sonst

und fiire > 0

e = ().

f jx)dx =1

supp j= = B(0, &).

Dabei sei ¢ > 0 so gewihlt, dass

ist. Offenbar ist j, € Co’m(R“) mit
Es sei nun fiir u € £, (Q), Q c R" offen,

() = ()0 = [ use= )y
Q
J ist der Friedrichssche Glittungsoperator, engl. Friedrichs’ Mollifier. Er ist fiir alle x mit dist(x, 0Q) > ¢ definiert.
Ist u tiber beschrinkte offene Teilmengen von Q integrierbar, dann existiert (J.u)(x) fiir alle x € R". Es gilt

Satz 6.4.3: Es seiu € L;OC(Q) iiber beschrdankte offene Teilmengen von C integrierbar. Dann ist Jou € Coo(R™).
Gilt aufferdem suppu C K € Q und € < dist(K, 0Q), dann ist Jou € Co’w(Q).

Beweis: Die erste Aussage folgt aus der entsprechenden Eigenschaft von j., weil man wegen des Lebesgueschen
Integralsatzes die Reihenfolge von Differentiation und Integration vertauschen kann. Die zweite Aussage ist klar.

Lemma 6.4.4: Es seien u € Cy(Q) und K € Q. Dann konvergiert J.u auf K gleichmdflig gegen u.

Beweis: Es ist

1 —
()0 = = f| Iy = f| U= s
x—yl<e zI<

&

also fiir 2e < dist(K, 0Q)

sup |u - J£u|(x) < supf j(@) |u(x) —u(x— 8Z)| dz < sup sup |u(x) —u(x— sz)|.
xeK X lzI<1

€K xekK |z|<1

Weil u in
{xeq| dist(x,K) < &

gleichmiBig stetig ist, folgt die Behauptung. O
Satz 6.4.5: Es seiu e LP(Q), 1 < p < co. Dann gilt
Ieu — ull r@y — O.

Beweis: Im Falle Q ¢ R" setzen wir u durch u# = 0 auf den R" fort; wir konnen deshalb 0.B.d.A. Q = R" annehmen.
Aus Satz 6.4.2 folgt nun zunichst

Isullzr@) < el prarny - Nl o) = llull gr@)-
Zu festem 17 > 0 withlen wir dann ein u, € Co(R") mit
llee — uyllgr <.

Dann ist
|1 — Jsun”ﬂ’ <|lu-— Mi]“.ﬁ” <n.

Der Triger von uy, sei in B(0, R) enthalten. Dann konvergiert

(Jetty)(x) —> uy(x)
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gleichmiBig in B(0, 2R) nach Lemma 6.4.4, und es ist fiir ¢ < R
Y x, |x| > 2R, (Jsup)(x) = uy(x) = 0.

Mithin gilt fiir kleine &
”Jsur] - un“Ll’ <n.

Daraus folgt
e — ull gr < 37. m

Der Friedrichssche Mollifier ist in Q mit der Differentiation vertauschbar, es gilt ndmlich
Satz 6.4.6: Es sei u € ‘W(Q). Dann gilt fiir alle x € Q mit dist(x,0Q) > & > 0

(0 u)(x) = (J0u)(x).

Der Beweis folgt aus

(akmu>=af‘

ku—wmw@=jbmm—wmw@:
Q Q

=- fQ (Oyje(x = y)uly) dy = fQ Jelx = y) Qu)(y) dy = (J:0u)(x).

Folgerung 6.4.7: Es gilt:
(1) Es seienu e L, (Q)und

1
loc

V¢ € Co(Q) fu(pzo.
Q

Dann ist u = o.

(2) Es seien Q zusammenhdngend, u € L}DC(Q) und

Yo € CulQ) fuv¢=0.
Q
Dann ist u fast iiberall konstant.
Beweis: Aussage (1) folgt aus der Lebesgueschen Integrationstheorie. Direkt sieht man sie so: Fiir jedes K € Q

ist u € £1(K), und dort gilt |[Jzu — ul| ;1 — O fir e — 0, sowie Jou = o, also u = 0. Zum Nachweis der zweiten
Behauptung gehen wir von

f(VJgu)so == f(Jgu) Vo = - f ule(Vo) = - f uV(Jep) =0
K K K K

fiir ¢ € CO’DO(K) und kleine € aus, erhalten VJ.u = o, also J.u = const und damit u = const. m]

6.4.3 Dirac-Folgen

Die Resultate des letzten Abschnitts geben Anlass, etwas allgemeiner eine Klasse von Folgen zu betrachten, die
man nach PauL Dirac, 1902—1984, benennt.

Definition 6.4.8: Es seien & > 0, ¢ € L'(R") mit ¢ > 0 und
f =1

Pe(x) 1= Siso(g)

Dann heif3it

Dirac-Folge zu ¢ beziiglich € — 0.
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Es gilt also wieder

f‘ps =1

Rﬂ

~]~ Pe ::x[ﬁ Y — L.
B(0.5) Bo,r) &0

Satz 6.4.9: Es seien ¢, eine Dirac-Folge und f € LP(R") mit 1 < p < co. Dann gilt fiir e — 0

und fiir festes r > 0

Es folgt

If = e = fllee = 0.
Beweis: Es ist
(f * @e)(x) = f(x) = fRn (f(®) = f(O))pe(x = y) dy,

und es folgt wie im Beweis zu Satz 6.4.2

f (F + )0 = f| dx < ( f PALR f ) = FOO el =y dy dx <
< f G = B) = FCOP o) dhdix.

Es sei nun mit 6 > 0
@es(h) 1= Xpo.s5)(h) @e(h) und  Ygs5(h) := Xro\p(o,5)(h) @ (h).
Dabei ist X die charakteristische Funktion von G. Sie hat auf G den Wert Eins und verschwindet sonst. Damit
folgt
If * @e = Fllzr < pesll P - supllf (- +4) = fllor + sl 7Y - sup If -+ 1) = fll.

Nun ist
llpesllgr <1 und  sup [[f(- + h) = fllgr < 20 fllzrs

heR»

sowie nach Satz 6.2.1

limsup [|f(- + 1) = fllgrp =0
-0 |h<5

und fiir festes 6

tim [lyeoll 2 = 0.
-0

Daraus folgt die Behauptung. O

Ist f € C(R™), dann ist der Satz auch fiir p = co richtig. Im allgemeinen ist er jedoch fiir p = oo falsch. Das
folgende Beispiel soll darauf hinweisen. Es seien in R!

oo = {1 fiir x > 0

-1 firx<0

und @.(—x) = ¢,(x). Dann gilt

(f*@e)x) = f(x) firx 0
und
also

lim sup [(f # @s)(x) = f(0] = 1
72U xeRl
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6.4.4 Die Fouriertransformation

Sicherlich haben Sie im Rahmen einer Vorlesung iiber Infinitesimalrechnung Fourierreihen kennengelernt. Sie
lassen sich als Entwicklung einer Funktion nach den Eigenfunktionen des Differentialoperators

u+— —iu’

in (—n, 7) deuten. Die Fouriertransformation in R' bzw. R" spielt nun eine #hnliche Rolle wie die Fourierreihe in
(—m, ) bzw. (—m, m)". Auch sie lasst sich direkt einfiihren oder als Entwicklung nach den verallgemeinerten Eigen-
funktionen des entsprechenden Differentialoperators deuten. In dieser Vorlesung sollen beide Wege eingeschlagen
werden, wobei der zweite, also die Herleitung aus dem Spektralsatz, der interessantere zu sein scheint.

In diesem Abschnitt soll die Fouriertransformation direkt eingefiihrt werden. Weil das Thema noch einmal
aufgegriffen wird, konnen wir uns kurz fassen.

Es seien f € £'(R") und k, := (27)™"/2. Dann definieren wir

(F)E) = [&) = ky fRn e f(x) d.

Man nennt F die Fouriertransformation und f die Fouriertransformierte von f. Offenbar existiert £, und es gilt

11 < kallfll -
Aus dem Lebesgueschen Satz folgt auch f € C(R™), es gilt also
F : L'R) — L2®R)NCERY.
Wir geben zwei Beispiele:

1. Es sei fiir x € R!

F) = {1 fir |x| < ¢

0 fiir|x| > c.

Dann ist

f& = 2/m %

2. Es ist

-84 oo 2 -&/4 oo -&/4

e £ € 2 €

F(e™ )@ = e (+15) gy = f e dx= )
\/ZT —o00 V27T —00

Die folgenden Eigenschaften der Fouriertransformation zeigt man unmittelbar:

F(f= )@ = k, f e f(—x) dx = (=),

FUC +0)@ = k, f e f(x + 0) dx = €5 f(©)

und fiir4 >0 g
FUFA)E =k, f e fan = f(%).
Mit x,& € R", y,p € R™, 7 :=(x, ), { := (& n) € R™™ und h(z) := f(x) g(y) ist

h(Q) = £(&) am.
7x2 1 _&2 4
FE )@ = 45, ¢ &/
—ax? _ 1 —.{2/411
F(e )(f)—\/QT),,e’ .

Zur weiteren Diskussion der Fouriertransformation ist der Raum S der schnell fallenden Funktionen, auch
Schwartzscher Raum genannt (nach LAURANT ScHwARTZ, ¥1915), besonders geeignet.

Daraus folgt fiir x € R"

und fiira > 0
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Definition 6.4.10: Es sei
S(R") := {f € Cu(RY | Va.BeNT pos(f) < oo}
mit

Pas(f) := sup |¥#6* f(x)|-

Die pos sind Halbnormen auf S(R"). Die Topologie von S(R") werde von diesen Halbnormen erzeugt, damit ist
S(R") ein Fréchetraum. Die Folgenkonvergenz in S erhélt man durch

Definition 6.4.11: Die Folge (¢,) aus S ist eine S-Nullfolge, wenn
Va,B € N[(I)l lim pa,ﬁ(‘;on) =0

gilt.

Das trifft genau dann zu, wenn die beiden folgenden Aussagen bestehen:

(1) Fir alle o, 8 € Ny gilt
Jdcgp>0 VneN DPap(@n) < Cop.

(2) Fiir alle @ € Njj und alle K € R" gilt

sup [0, (x)] — 0.
xeK n—eo

Offenbar sind die Multiplikation mit x*, also ¢(x) — x*¢(x), und die k-te Ableitung d*, also ¢ +— %y, stetige
lineare Abbildungen in S.

Unser Hauptresultat ist der folgende
Satz 6.4.12: Die Fouriertransformation
F : SR" — SR",
f—17

bildet S(R") linear, stetig und bijektiv auf sich ab. Die Umkehrabbildung hat dieselben Eigenschaften und wird
durch

(9@ = f©) =y [ e
gegeben.
Beweis: Es ist
& f© = (-l k, f e £(x) dx
und

e = k, f 5P £(x) dix,

also

Pl e fey = k, f e P (x" f(x)) dx.

Mithin ist f/ € S(R"), und F ist stetig. Die Abbildung F~' ist vom selben Typ wie F. Unser Satz ist deshalb
bewiesen, wenn wir
F'F=id und FF'=id

zeigen konnen. Es ist mit f,g € S

f 9(©) (&) & d = k, f 6(©) f e U £(y) dy di = f oy — ) f@) dy = f 42) fx +2)dz

Ersetzen wir g(¢) durch g(e€) mit € > 0, dann wird daraus
~ . 1
[ f@eae= 2 [9() s+ adz= [ fox+ sy

&
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Wihlen wir nun g(x) := e /2 dann erhalten wir fiir & — 0

f f@©) e de = f) f o) dy.

Nun ist aber | .
o) =e*" und fﬁ = k_(Fé)(O) Tk
also
s =k [ fieras
oder F~'F = id. Der Nachweis von FF~! = id erfolgt analog. O

Korollar 6.4.13: Fiir f,g € SR") gilt (F2£)(x) = f(=x), F(g) = F~'(§) und

f f(© g de = f F(x) §(x) dx, (*)

f f& g dé = f f0§(x) dx,
kF(f+g)=f-d.
F(f-9)=kif .
Diese Aussagen wollen wir nicht im Einzelnen nachrechnen.

Wichtig fiir das Folgende ist es nun, die Fouriertransformation auf groere Raume fortzusetzen. Wir verwenden
dazu stetige Funktionale und begniigen uns jetzt mit Funktionen f € £2(R"). Ein stetiges lineares Funktional T
auf S(R") nennt man temperierte Distribution, T € S'(R") := CL(S(R"), K). Distributionen werden im nidchsten
Abschnitt besprochen, wir wollen jetzt schon ein wenig vorgreifen. Die Fouriertransformierte 7" einer temperierten
Distribution wird in Ubereinstimmung mit GI. () durch

Voe SR"Y  Te:=T¢

erklirt. Damit ist auch 7 € &’(R"). Es seien nun f € L*(R") und Ty die von f erzeugte temperierte Distribution,
namlich firp € S

Ty = f (0 f(x) dx.
Dann folgt fiir f"f die Abschitzung
< el A= tell - MA-

|Tr¢| = |T/¢

Mithin ist Tf ein beschrinktes lineares Funktional auf £2(R"), und aufgrund des Rieszschen Darstellungssatzes
existiert deshalb ein f € £2(R") mit ||f]| = ||f|| und

Yo e L2RY f"ﬂp = fcp(x)f(x) dx.

Erst recht gilt dann
Vg e SR f PLOfx)dx = fR P f (0 dx.

Die Funktion f € L?(R™) nennt man die Fouriertransformierte von f € £2(R"). Es gilt

r—00

7© = L2®lim &, f s

Betrachten wir als Anwendungsbeispiel schlieBlich noch ein u € ‘W, (R"). Es ist
(FOw)(¢) = ig;u&)

und

llullyy, = fR (1 +P) 2P dé.
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Speziell in R! folgt dann aus

g [l
= , dé = ——
0 \/ﬂfRe he) s \/ﬂ{ lei<1 ’ i1 }

d
[ e[ | eruoras <2 [ e uera
ie>1 =1 1617 Jigs R

2
P < = [ (1+16F) i@ P
T Jr

und
die Abschitzung

also (vgl. Definition 6.6.3)
(o)l < V2/7 |lullw, @)

Dies ist ein erste Regularitditsaussage. Es gilt W (R) ¢ L*(R), und aus

2 2 i ~ 2
|uCx + ) — u(o)|” < = f(1 + 167 |(e" - 1)acs)| de
T IR
und dem Lebesgueschen Satz folgt sogar die Stetigkeit von u, also

Wi(R) — BCR).

6.5 Distributionen

In diesem Abschnitt wollen wir eine weitere Klasse verallgemeinerter Funktionen behandeln, ndmlich die Distri-
butionen. Die Distributionen spielen in den Anwendungen eine grofle Rolle. So verwendet man sie, um Losungen
von Differentialgleichungen zu beschreiben.

Es sei zundchst K ein Kompaktum mit K € Q c R", Q offen, und

Di(Q) = {f € Cul@ | suppfc K}
Die Topologie von Dg(Q) wird von der Familie der Halbnormen

Pmi(f) = sup sup |6 f(x)|

||l<m xeK

erzeugt. Auf diese Weise wird Dk () zu einem topologischen Raum.

Wir sind aber nicht an Dg(Q) interessiert, sondern an dem Raum der Testfunktionen Coo () und wollen diesen
topologisieren. Dazu kann man folgendermafBien vorgehen: Es seien K; C K und die Topologie von Dk, (2) gleich
der relativen Topologie von Dk, (2) als Teilraum von Dk, (€2). Man wihlt

D@ = | Dk(@ = Ca(@

KeQ

und definiert die Topologie von D(Q) als induktiven Limes der Dk (). Dieser Raum D(Q) ist nicht mehr quasi-
normiert. Im Wesentlichen besagt das

O0cCc D) istoffen == VKeQ ONDk() istoffen in Dk (Q).
Auf weitere Einzelheiten soll an dieser Stelle nicht eingegangen werden. Es sei zum Beispiel auf Yosida [1965], S.
27f verwiesen.
Vielmehr wollen wir hier einfacher vorgehen und nur den Begrift der Folgenkonvergenz benutzen.
Definition 6.5.1: Fiir j € N sei ¢; € Coo(Q). Dann heift (¢;) eine D-Nullfolge, wenn es ein Kompaktum K € Q
gibt mit:
(1) Fiir alle j € Nist suppg; C K.

(2) Es gilt
YaeNj sup|d¥e;(x)] — 0.
xX€Q Joe
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Es sei betont, dass die letzte Aussage nicht gleichméBig beziiglich @ gelten soll.

Es sei von nun an
D(Q) = CoolQ),

ausgestattet mit dieser D-Folgenkonvergenz.
Definition 6.5.2: FEin lineares Funktional auf D(Q), das D-Nullfolgen in Nullfolgen abbildet, heifit D-stetig.

Nun konnen wir Distributionen definieren.

Definition 6.5.3: Eine Distribution ist ein D-stetiges lineares Funktional auf D(Q). Es sei D'(Q) der Raum der
Distributionen auf D(Q).

Im Falle Q = R" schreiben wir kurz D fiir D(R") und 9’ fiir D’ (R"). Es gilt

Satz 6.54: EsistT € D'(Q)
VKeQ dag>0 dmeNy Ve Dg(Q) Tl < ak pm.x(p).

Beweis:
«: Diese Richtung ist trivial. Es sei (¢;) eine D-Nullfolge. Dann gibt es ein K mit ¢; € Dg(Q) und p,, x(¢;) — 0.

=: Wir beweisen indirekt. Es gelte also
dKeQ VjeN de;eDx(Q)  ITejl> jpikle).

Dann ist
N
JPik(e))

eine D-Nullfolge und |Ty;| > 1. O

lﬁj . € Z)[((Q)

Bevor wir weitermachen, geben wir erst einmal eine wichtige Klasse von Distributionen an.
Satz 6.5.5: Es seienu € L}OC(Q) und
] : DEQ) — K,
Q> f u(x)ep(x)dx.
Dann ist [u] € D' (Q). ?

Man nennt [¢] die von u erzeugte Distribution. Im Folgenden werden wir meist in der Notation nicht mehr zwischen
u und [u] unterscheiden, also die eckigen Klammern fortlassen. Aus dem Zusammenhang wird ersichtlich sein, ob
es sich um eine Distribution oder Funktion handeln soll.

Beweis des Satzes: Die Linearitit von [u] ist klar, wir zeigen die D-Stetigkeit. Es sei also (¢;) eine D-Nullfolge.
Dann gilt fiir ein K € Q

|[’/1]‘le = | f u(x) ¢;(x) dx| < llull g1xy po.x(e;) — 0. o
K
Wir fassen die Bezeichnungen noch einmal zusammen.

Definition 6.5.6:
(1) Esseiue L}UL,(Q). Dann heifit [u] die von u erzeugte Distribution.
(2) ZuT € D'(Q) gebe es einu € L (Q) mit T = [u]. Dann heifpt T regulire Distribution.

loc

Es folgen nun einige Bemerkungen:

1. Der Raum L}OC(Q) ist zum Unterraum der reguldren Distributionen isomorph. Aus [u] = [v] folgt ndmlich

\/t,oe(j‘oo(Q) f(u—v)(p:O
Q

und daraus u = v.
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2. Es gibt nichtreguldre Distributionen. Zum Beispiel sei mit x € Q

5, @ D) — K,
@ > @(x).

Das ist die Dirac-Distribution zu x € Q. Offensichtlich ist §, eine Distribution. Es sei x = 0, und es gebe ein
de L}OC(Q) mit

Oop = f d(x) p(x) dx.
Rn

f |d(x)| < 1.
|x|<e

Wir wihlen nun ein ¢ € Coo(Q) mit supp¢ C B(0,&) und 0 < ¢ < ¢(0) # 0. Dann folgt

Ausd € L}DC(Q) folgt dann fiir ein € > 0

w01 =0, = [ do<eto) [ i<t

|x|<e
Mithin ist ¢¢ keine regulire Distribution.

3. Symbolisch schreiben wir auch
Sop =: 0 =: f 0(x)p(x) dx = ¢(0)
Rﬂ
Oxp =: f 8y — )¢(y) dy = (¢ * 6)(x) = @(x).

Dabei sei 6(x) die Dirac-Funktion. Sie ist keine Funktion im iiblichen Sinne mehr, 14sst sich aber als Grenzwert
einer Dirac-Folge deuten.

4. Eine zweite Distribution, die hdufig auftritt, ist die Heaviside-Distribution, benannt nach OLIVER HEAVISIDE,
1850-1925, namlich

H(p = HOQO = f/\{[o,m)(x) tp(x) dx
R
und analog

Hyp := fR Xixeo) @) 0(y) dy.

H ist natiirlich eine regulére Distribution.

SchlieBlich definieren wir noch die Ordnung einer Distribution.
Definition 6.5.7: Eine Distribution T € D'(Q) heifst von endlicher Ordnung, wenn folgendes gilt
AdmeNy VKeQ Fax>0 VYeeDg(Q) |T¢| < ak pmx(p).
Ist T von endlicher Ordnung, dann heifst die kleinstmogliche Zahl m die Ordnung von T.
Zum Beispiel hat ¢, die Ordnung Null. Jede regulire Distribution hat ebenfalls die Ordnung Null. Das folgt aus
|[ule| < lull p1x) Po.x (@)
mit K := supp ¢.

Nun kommen wir aber zum Wesentlichen Inhalt der Distributionentheorie und zeigen, dass Distributionen
beliebig oft differenzierbar sind.

Satz 6.5.8: Es seien T € D'(Q) und

T : D) — K,
¢ — (=D T@p).

Dann ist 3°T € D'(Q). Die Distribution 0°T heifit a-te Ableitung von T.
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Beweis: Mit ¢ ist auch ¢ := 3% € D(Q) und 9* ist eine stetige Abbildung in D(Q). Mithin ist 0°T € '(Q). O

Damit ist jede Distribution beliebig oft differenzierbar. Man spricht von der Ableitung im Distributionensinn.
Wird T von einer glatten Funktion erzeugt, dann stimmen die Ableitungsbegriffe iiberein.
Berechnen wir die Ableitung von H: Es ist

Hy=-Hy = ‘f ¢’ (0dx = ¢(0) = 6¢,
0

alsoist H' = 6.

Zum besseren Arbeiten mit Distributionen wollen wir noch ihren Triger definieren. Dazu erkldren wir zunéchst,
wann eine Distribution auf einer offenen Menge verschwindet.

Definition 6.5.9: Es seien Qg C Q offen und T € 9’ (Q). Dann verschwindet T auf Q, wenn
V¢ € Coo() Te=0
gilt.

Lemma 6.5.10: Es seien A eine beliebige Indexmenge und Q) C Q fiir A € A offen. T € D' (Q) verschwinde auf
allen Q). Dann verschwindet T auf
Q) = U Q..

AeA
Beweis: Es seien ¢ € Coo(Qp) und K := supp ¢ C Q. Weil K kompakt ist, gibt es Q,...,, mit
Kcl Jo uwndoe{Q]1eal.
i=1

Auf K gibt es nun eine Partition der Eins zu Q, ..., Q,, nimlich Funktionen n; € éw(Q,-) mit 7; > 0 und
n
Vyxek Zn,(x) =1
i=1

Man vergleiche etwa Barner & Flohr [1982], S. 394 oder Definition 6.6.14 und die anschlieBende Konstruktion.
Damit ist dann

Ty= Z T(gm) = 0. o
i=1

Definition 6.5.11: Es sei Q die Vereinigung aller offenen Mengen, auf denen T € 1 (Q) verschwindet. Dann
heif3t
supp T := Q\Qy

der Trigervon T.

Zum Beispiel ist
suppd = {o} und supp H = [0, c0).

Fiir u € C(Q) ist supp[u] = supp u.
Satz 6.5.12: Es sei T € D'(Q) eine Distribution mit kompaktem Trdger K € Q. Dann hat T endliche Ordnung.
Beweis: Es sei mit ¢ := dist(K, R"\Q) > 0
Ks:={xeQ | dist(x.K)< 3}
Dann gibt es nach §6.4.2 einn € éoo(Ké) mitn > 0und n|K = 1, und fiir ¢ € D(Q) ist

p=ne+(-me

mit
suppne C suppn =: K; € K5 und supp(l — e c Q\K.
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Daraus folgt
Ty =Tny),
und es gilt nach Satz 6.5.4

dag, >0 Am>0 V¢ e DQQ) [Tl < ak, pm.x,(N9)
oder fiir ¢ € D (Q) mit L € Q

Adm>0 VLeQ da.>0 VeeD (Q) |T¢| < arp pm.r(p). |

Zum Schlufl wollen wir noch Klassen spezieller Distributionen angeben, so auch die schon in §6.4.4 aufgetre-
tenen temperierten Distributionen.

Zur Beantwortung spezieller Fragen ist es oft niitzlich, die Menge der Distributionen 9 (Q) kleiner zu wihlen,
um so eventuell schirfere Aussagen, zum Beispiel iiber das Verhalten der Losungen von Differentialgleichungen,
zu gewinnen. Fiir die Anwendungen ist also 9’ (Q2) oft zu grof3. Dazu muss man dann die Klasse der Testfunktionen
vergrofern.

Zunichst kann man daran denken, statt mit Funktionen ¢ € Ca'oo(Q) mit Funktionen aus ém(Q) zu testen und so
Distributionen D), (€2) zu definieren. Das sind Rdume von Distributionen endlicher Ordnung. Groere Bedeutung
haben aber in der Praxis die temperierten Distributionen und die Distributionen mit kompaktem Triger gewonnen.
Wir wollen sie kurz einfiihren, beschrinken uns aber im Folgenden auf R" und wihlen zwei Rdume S und & mit

DcScé

Dabei ist S der uns schon bekannte Raum der schnell fallenden Funktionen, auch Schwartzscher Raum gennannt,
und & := Co(R"), also

Si={fe& | Vapemy puf) <
mit
Pap(f) := sup [0 f(x)|.
xeRn
Die Folgenkonvergenz in & wird erklért in

Definition 6.5.13: Die Folge (¢;) aus & ist eine E-Nullfolge, wenn

YaeNj YKeR" sup|d¥ei(x)] — 0
xeK Jo

gilt.
Analog zu 9 erhilt man dann die Rdume S’ und & der S- bzw. E-stetigen linearen Funktionale, und es gilt
&cScy.

Der Raum &’ ist der Raum der temperierten Distributionen, und &' ist der Raum der Distributionen mit kompaktem
Triiger.

6.6 Sobolevriaume

Wir behandeln nun Klassen von Funktionen, die in den Anwendungen besonders hiufig auftreten. Sie sind nach
SERGEI LvovicH SoBoLEV, 1908-1989, benannt. Solche Sobolevriume sind uns bereits in der Einfithrung und in §5.4
begegnet. Uber sie lisst sich vieles sagen, beziiglich weiterer Einzelheiten sei auf Adams [1975], verwiesen.

Wie in §5.4 seien (-, ) das LZ(Q)-Skalarprodukt und fiir k € Ny

(u, ) = Z Z(@”u, %)

0<j<k |al=j

o= 00w, Nl = V.
lal=k

Definition 6.6.1: Es seien @ € N und u € L, (Q). Dann heiit v € L) () schwache a-te Ableitung von u, wenn
0%[u] von v erzeugt wird.

sowie
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Es soll also

Ve DQ) fvgo:(—l)“fu[i"(p
Q Q

sein.

Definition 6.6.2: Es sei m € Ny. Dann heifit u € L} (Q) m-mal schwach differenzierbar, wenn es v, € L}

loc loc (Q)
gibt mit

Ya eNp, la]l <m, vy = 0%u € D'(Q).

Eine m-mal klassisch differenzierbare Funktion ist auch m-mal schwach differenzierbar, und beide Ableitungen
stimmen {iiberein.

Definition 6.6.3: Es sei 1 < p < co. Dann ist W5 (Q) der Raum der m-mal schwach differenzierbaren Funktionen
u € LP(Q) mit
Ya eNy, lal <m, 0"u e LP(Q).

Mit der Norm

) 2 10%ull ) Sfiir p < o0
el p.02 2= o "
maXie|<m ”a MHOO,Q furp =

wird WP (Q) zu einem normierten Vektorraum.

Im Falle p = 2 schreiben wir kurz W,,(Q) statt ‘W2 (Q) und verwenden das Skalarprodukt

W, V) = Z f@“u .

la|<m Q

Beispiel 6.6.4: In R3 sei

oo [ 3
0 fiir x = o.

Dann ist g einmal schwach differenzierbar, jedoch nicht zweimal.

Beweis: Esistg € £} (R?), und es gilt fiir ¢ € CD‘OO(R3)

loc
f g(@ip) = - f @9)¢

1
47t|x?

mit

fiir x # o.

0ig)(x) := —

Auch 0,g gehort zu L}DC(R3). Wir berechnen nun die zweiten Ableitungen. Es ist

1 Xi _ i
L}(aiaﬂ)g = fR3 0j)(x) ﬁdx - 47r{ jp:@ i j;|>s }’

X 6ji )C,'.Xj

und aus

=
Ix® IxPP |x[3

3 .
Za,-lj—lgzo

i=1

folgt fiir x # o

Damit erhalten wir
3

Xi _ ﬂ
> f| . )5 = f| Kra

i=1
3
> f @F9)g = —¢(0).
=1 VE

Mithin ist —Ag = 6§ ¢ L} (R). |

loc

also fire —» 0

Als erstes zeigen wir nun
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Satz 6.6.5: ‘W) (Q) ist vollstindig.

Beweis: Es sei (u,) eine ‘WP -Cauchyfolge. Dann ist (0%u,) fiir jedes a € Ng mit |a| < m eine LP-Cauchyfolge.
Der Raum £7(Q) ist vollstdndig; es gibt also v, € LP(Q) mit

0®u, > v, in LP(Q).

Mithin gilt fiir alle Testfunktionen ¢ € Coo Q)

f 00 f n 8 = (=1 f @) — (1) f vot.

Es ist also v, = 6%vy die schwache a-te Ableitung von vy € £7(Q). Deshalb gilt vy € W) () und
et = vollwr @y = O. o

Damit haben wir die Sobolevriume W/ (Q) der im schwachen Sinne differenzierbaren Funktionen eingefiihrt.
Neben den schwachen Ableitungen, die man also durch Testen erhilt, benotigt man aber auch starke Ableitungen,
die durch Approximieren gewonnen werden sollen. Um sie zu definieren, bilden wir wie in §5.4

Cr Q) = {u €CUQ) | Valal sk due LP(Q)},
also C; " (Q) = Ci(Q) N W ().
Definition 6.6.6: Der Raum der m-mal stark differenzierbaren Funktionen ist
HHQ) = [Ch'(Q: I lwge) -
Im Falle p = 2 schreiben wir wieder kurz H,,(Q) fiir H2(€2). Wichtig ist auch der Teilraum
FHHQ) = {Cal): I g} -

Es gilt also
Hu(Q) € H(Q) € Wh(Q).

Die Aussagoe, dass eine Funktion # mitsamt ihren (m — 1)-ten Ableitungen am Rande von Q verschwindet, wird
durch u € HL(Q) verallgemeinert.

Es sei ndmlich 0Q glatt und u € H, 1(Q) N C1(Q). Dann sieht man leicht, dass ¥ am Rande dQ verschwindet: Es
seien ¢, € Coo(Q) mit
lln — ully — 0

f @on) f = - f o0 (@1,

Q Q

f @) f = - f u(@f).
Q Q

Andererseits erhilt man aber aus dem Gauf3schen Satz
[@ws= [ mur- [ wan.
Q 9Q Q

Y feCi(Q) fn,-uf:O,
oQ

und f € C1(Q). Dann ist

und daraus folgt

Es gilt also

und daraus folgt u|0Q = 0. Istu € 77(,”(9), dann erhilt man entsprechende Aussagen fiir hhere Ableitungen.

Wichtig fiir das Folgende ist nun die Beziehung

H(Q) = Wi(Q),



112 6 Spezielle Funktionenrdume

,stark gleich schwach®, die fiir 1 < p < oo richtig ist. Sie wurde erst relativ spét entdeckt und als allgemeine
Aussage von Meyers & Serrin [1964] bewiesen. Wir werden den Beweis anschlieSend geben. Im Falle p = oo ist
sie falsch. In Q = (-1, 1) ist ndmlich
1 fi >0
Hex) = ir x>
0 fiir x<O

aus L*(Q). Die Heaviside-Funktion H ldsst sich aber nicht in der Supremumsnorm durch stetige Funktionen
approximieren, denn sonst wire sie in einer Umgebung des Nullpunktes stetig.

Wir zeigen nun zunichst einen wichtigen Spezialfall der Aussage ,.stark gleich schwach®, nimlich
Satz 6.6.7: Es ist H,(Q) = W(Q).
Die Aussage dieses Satzes geht bereits auf FriepricHs [1944] und Kasuga [1957] zuriick.
Zum Beweis beachten wir, dass H,(€2) ein abgeschlossener Teilraum von ‘W, (€2) ist, und projizieren
Wi(Q) = Hi(Q) & Hi(Q).
Es sei v € H;(Q)*. Dann haben wir v = o zu zeigen. Zunéchst gilt
Y f € Hi(Q) @, i =0,

also
V€ Coul() (v, —Ap + ¢) = 0.
Damit ist v eine schwache Losung von
(-A+ Du=0.

Nun gibt es eine zweite wichtige Klasse von Aussagen, auf die wir im Folgenden niher eingehen werden,
nidmlich Regularititsaussagen. Wir verwenden jetzt eine solche Aussage, nimlich

Lemma 6.6.8: Es seienu € L' (Q) und

loc
Ve eCoul®)  (u, —Ap+¢)=0.
Dann gilt fast iiberall u € Coo(€2).

Dieses Resultat stammt von Weyl [1940]. Man nennt es Weylsches Lemma, auch seine allgemeinere Formu-
lierung fiir elliptische Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten heiflt so. Benannt wird das Lemma also
nach HermanN WEYL, 1885-1955. Bevor wir es beweisen, fithren wir den Beweis des letzten Satzes zu Ende:
Aufgrund des Weylschen Lemmas ist v € Coo(Q2) N W (Q) und damit aus (). Mithin verschwindet v. O

Zum Beweis des Weylschen Lemmas stellen wir u mit Hilfe einer Grundlosung dar. Aus dieser Darstellung
kann man dann die Regularititsaussage ablesen. Wir beschrinken uns auf eine Menge Q c R?, wihlen zu xo € Q
ein r > 0 mit B(xg,2r) C Q und ein ¥ € Coo(€2) mit

1 fiir alle x mit [x — x| < r
Y(x) = ; .
0 fir alle x mit |x — x| > 27.

Es sei ferner ¢ € C“OO(R3).
1. Aus der Voraussetzung, V() = ¢V + Vi und

div(y Ve — V) = YAp — Ay
folgt
f Yyu(-A+ 1y = f {—ugoAz,b + 2u div(gon,b)} .
Q Q

2. Es sei

1 ekl o
J(0) = e f?rxio
0 fiir x = o.

Dann folgt wie im Beweis zu Beispiel 6.6.4

(A + g = 6(0)
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auf D(R3), das heibt, es gilt

Vg € Cu(®Y) fR g(A+Dg = (g% (A + 1)) = ¢(0).

3. Esist
f Yup= f (W)(X)f g@) (A + D) (x + y) dy dx
Q xeQ yeR?
= f . f 5 {(u AY)(x) @(x + y) + 2(uV)(x) Vex + y)} g(y)dxdy
ye 3 Jxe
= fR3 f 5 {(u AY)(x) o(z) + 2(uViy)(x) Vgo(z)} g(z — x)dxdz
= fR3 f 5 {(u AY)(x) g(z = x) = 2(uV)(x) V.g(z — x)} 0(z)dxdz.

Mithin gilt fast tiberall

Wu)@) = fQ [ Ap) () gz — ) = 2uVW)(x) Vog(z — )} d.

Daraus folgt fiir x € B(xy, r) fast iberall

= | o N 9= = 2000 Vot~ )] dy

denn in B(xo,r) verschwinden die Ableitungen von ¢ und damit der Integrand. Damit ist fast iiberall u €
Coo(B(x0,1)). O

Bemerkung 6.6.9:

1. Die Aussage des Weylschen Lemmas lésst sich auch auf schwache Losungen u € LI'OC(Q) von

(—aix 00k + a;0; + ayu = f
verallgemeinern. Dabei seien aj; = ay; € Cr4a(Q2), a; € C11+0(Q), a € C1(Q),
Ap>0 VEER" VxeQ  &ap(0)& > pléP

sowie f € C,(Q). Dann ist fast tiberall u € C,,(Q). Einen Beweis findet man in Hellwig [1960], S. 189.

2. Eine andere Methode zum Nachweis der Regularitit besteht darin, direkt den Differenzenquotienten zu bilden
und den Grenziibergang auszufiihren. Man vergleiche Nirenberg [1955]. Wir skizziere den Beweis:

Durch Multiplikation mit einer geeigneten Testfunktion ldsst sich das Problem lokalisieren. Es sei also
u € Wi(Q) mit suppu € U(xg) C Q. Dabei sei U(xp) eine offene Umgebung von x. Wir wollen u € W,(Q2)
zeigen. Dieser Schluf3 ldsst sich dann wiederholen, und es folgt u € W, (Q) mit beliebigem k. Aus einem
Sobolevschen Einbettungssatz, den wir noch besprechen werden, folgt dann die Regularitit.
Es seien also u, v € W(Q),
VeWi(Q) (/=0

sowie i € Coo(Q) mit ¥ = 1 in einer Umgebung von xy, und & := wy, 0 := vy. Dann ist
(i1, 0)1 = (u, y*v); — (Vit, (Vo) + (u, (V)VD) + (u, (Vip)*0).
N———

=0

Wichtig ist, dass auf der rechten Seite dieser Gleichung Vit und Vo nur linear auftreten. Wir wihlen nun v = u
und setzen dafiir einen Differenzenquotienten ¢,u ein. Dann folgt mit ¢; = ¢;(||ull, ¥)

a2 N
16, V" < c1 + 2|6, Vil

oder
16,V < c3.
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Nach Satz 4.1.4 gibt es deshalb ein g € £%(Q) und eine Folge &, — 0 mit

w-lim 6, Vit = g.

h,—0
Fiir alle ¢ € CO’OO(Q) gilt also

(9.9) < ©6n,Vit, @) = =(Vit, 6p,0) = —=(Vit, 0p),

das heiBt, es ist
g = dvi. O

In den drei folgenden Sitzen fassen wir einige Resultate iiber Faltungen mit Testfunktionen zusammen.

Satz 6.6.10: Es seien u € L}DC(R“) m-mal schwach differenzierbar und ¢ € Co(R™. Dann gilt:
(1) u*¢ e Co(R™).

(2) 0% *u) = (0p) * u fiir alle a € N,

(3) 0%(p xu) = ¢ * (0°u) fiir alle @ € Njj mit |a| < m.

Satz 6.6.11: Es seien u € W(R) fiir 1 < p < co und ¢ € Coo(R"). Dann gilt:

(1) ¢ % u € Cuo®") N WHRM.

(2) llg * ullm,p < llglls - letllm,p-

Satz 6.6.12: Es seien u € W5(R™) fiir 1 < p < oo und (J;) eine Dirac-Folge. Dann gilt

1irré Jexu=u in WHR"),

und es folgt
HER™) = WERY) fiirl < p < oo.

6.6.1 Stark gleich Schwach

Der Beweis der letzten Aussage fiir beliebiges Q < R" ist technisch sehr viel aufwendiger. Wir wollen ihn nun
fithren und miissen dazu etwas ausholen.
Es sei QO € R" wieder eine offene Menge und

Q :={er| dist(x,69)>% und | < i}

Dann ist Q; C Q offen und beschrinkt, und es gilt

Qi C Qi+1 und diSt(Ql‘, OQH_]) > 0.

Die {Q;} bilden eine offene Uberdeckung von Q. Wir sind nun im Folgenden an einer lokal finiten Uberdeckung
von Q interessiert.

Definition 6.6.13: Eine Uberdeckung {U j}jeN von Q heift lokal finit, wenn es zu jedem x € Q eine Kugel B(x, &)
so gibt, dass die Menge
{ieN | U;nB(x.e) # 0}

endlich ist.
Ferner bendtigen wir eine Partition der Eins auf Q.

Definition 6.6.14: Die Menge {n j} mitn; € Co(Q) heif3t Partition der Eins auf Q zu {U j}, wenn folgendes gilt:

JjeEN
(1) suppn; C Ujundn; 2 0 fiir alle j.

(2) Fiir alle x € Q ist

i ni(x) = 1.
=
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Wenn die Uberdeckung {U j} lokal finit ist, dann enthilt diese Summe bei festem x nur endlich viele von Null
verschiedene Summanden.

Als erstes geben wir nun eine lokal finite Uberdeckung von Q an. Es seien
U =Q3, Uy:=Q4 und U;:= Q,‘+2\Q,'_2 firi > 3,

also Uz = Q5\Q;. Offenbar gilt:
1. Die U; sind beschrinkt und offen.
2. U,’ c Q.
3. {Uj};en ist eine lokal finite Uberdeckung von Q.

Es sei ndmlich x € Q. Dann gibt es ein ip mit

Vixi x € Q.
Es sei iy moglichst klein gewahlt. Fiir iy > 2 ist x dann nur in
Uipr1 = Qigi3\Qip-15 -+ » Uigma = Qi) \Qip4

enthalten.
Als nichstes konstruieren wir eine Partition der Eins auf Q zu diesen {U j}. Es seien

K = QZ und K; = QHl\Q,‘,] firi > 2.

Dann sind die K; € R", und es ist
Ki C U,‘.

Ferner gibt es zu jedem x € Q ein K; mit x € K;, also ist

o= |k.

-

]
—_

Nach §6.4.2 existieren nun 7j; € Co‘oo(U ;) mit
f; =1 auf K;, supp#; C U; und #; >0.
Ferner gilt
VieN Vj>i+2 ;=0 auf Q;.
Deshalb konnen wir 7} € Co(Q2) definieren vermoge

i+1
VieN VxeQ  #x):= Zﬁj(x).

=1
Wegen Q = [J K; ist f} > 1 auf Q. Die

=L e Gu(Uy)
n

leisten deshalb das Gewiinschte, sie bilden also eine Partition der Eins auf Q zu {U;}.
Nach diesen Vorbereitungen zeigen wir

Satz 6.6.15: Fiir 1 < p < oo ist
Hn(Q) = WiH(Q).

Beweis: Es seien u € W) (Q) und & > 0 vorgegeben und {7;} die soeben konstruierte Partition der Eins. Es seien
ferner

U auf Q
Uy =
0 sonst.

Dann gilt fiir alle k € N auf Q.



116 6 Spezielle Funktionenrdume

sowie
k+1

Ya, laf <m, 0“u = Zﬁauj.
=1

Wir verwenden nun den Friedrichsschen Mollifier (vgl. §6.4.2) und bilden js * uy € Coo(R™) N WH(R™) zu § > 0.
Dann gilt
(lsii% Iljs * tx — tllmpre = O.

Wir wihlen nun g; so klein, dass fiir k > 4 und ¢y := jg, * ux € Coo(R")
Supp ox C Qi3 \ Q3

und
1 ¢

llox = willmprn < 2% NP
la| < m} = (m * n)
m

VkeN Vj>k+3 ¢;=0 aufQy,

gilt, mit
N :=# {a e Ny

Es sei also etwa g; < 1/(k + 2)(k + 3). Dann ist

und wir konnen durch
k+2

p(x) = Z @j(x) firx e Qy

J=1

die Abbildung ¢ € C(R") definieren. Fiir alle @ € Njj mit |a| < m ist dann

k+2 k+2 k+2

Z (0%p; — 0"u) < Z ”901‘ - uj”m,p,Qk S Z ”‘Pj - uj”m,p,R" < 2NL1/,;
=1 =] =1

o = o"ul], o, =

Wegen Q = [ € folgt aus dem Satz von B. Levi iiber die monotone Konvergenz 6%¢ — 0%u € LP(Q2) und

103 103 &€
l0%p — 0%ullp0 < SN

Mithin ist ¢ € WP (Q), weil u es ist. Andererseits folgt aus der Konstruktion ¢ € Co,(Q). Damit gilt
¢ € Wi(Q) N Coo(Q) € Hy(Q),
und

||90 - u”m,p,Q <Eé&. O

Damit haben wir ein wichtiges Resultat bewiesen. Es folgen noch einige Eigenschaften schwach differenzier-
barer Abbildungen. Wir beginnen mit der nach GortrrieEp WiLHELM LEiBNIZ, 1646—1716, benannten Regel.

Die Leibnizsche Regel: Es seien 1 < p < oo, u € HH(Q) und € BC,,(Q). Dann gilt:
(1) yu € Hy©Q).

(2) Fiir alle a mit || < m ist

ruw=Yy (;) (0P0) (7).

B<a
Beweis: Im Falle p = oo ist die Behauptung klassisch, es sei also p < co: Dann gilt
Ya, la] < m, Z (Z) (36¢) (50—[?”) € LP(Q).
BLa

Ferner gibt es u; € C5,'(Q) mit
”Mi - M”m,p,Q — 0.
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Esseigp e Co’w(Q). Dann folgt klassisch

fg Y8 = (=1 fg {Z(Z)(é‘”w)(@”uz-)}%

B<a
fwua"so=<—1>‘”‘f{
Q Q

Deshalb ist yu € WH(Q) = HL(Q). i

und wir erhalten fiir i —» oo

> (3] @) e

B<a

Satz 6.6.16: Fiir 1 < p < oo ist
{u e HN(Q) ‘ supp u ist beschréinkt}
in HH(Q) dicht.

Diese Aussage ist natiirlich nur fiir unbeschrinkte Mengen Q interessant.

Zum Beweis wihlen wir ein ¢ € C.‘oo(R“) mit

() 1 fir|x <1
X) =
0 fiir|x]>2

und zu u € H5(Q) fast iiberall in Q

ur(x) = zp(%)u(x).

Dann hat u; einen beschriankten Tréger, und aus der Leibnizschen Regel folgt

ru=ira= 3 i) () )+ (o)1 )

B#o
folglich
|6 ui - m“”zy(ﬂ) = % Z (;)”é‘ﬁlﬂllw N0 Pull ) + ( f|>k Ul dx)l/p'
b x
Es gilt damit Jim Jluy = ullp0 = 0. o

Folgerung 6.6.17: Fiirm € Nygund 1 < p < oo ist Coo(R") in HERM) dicht, es gilt also
HHRY) = HLRY.
6.6.2 Stetige Einbettungen

Nun wollen wir uns einem zweiten interessanten Fragenkomplex zuwenden, nidmlich den Sobolevschen Einbet-
tungssdtzen. Wir beginnen mit einem einfachen Resultat.

Ein Sobolevscher Einbettungssatz: Es seien QO C R" beschriinkt, j > n/2 und u € H (). Dann ist u € Co(Q),
und es gibt eine von u unabhdngige Konstante ¢ mit

el = el

H; ()
Die Einbettung von H () in Co(Q) ist also stetig, dafiir schreiben wir auch
H;(Q) — Co().
Beweis: Wir kénnen u € /() durch Null in einen Wiirfel W > Q zuu € H (W) und dann periodisch in R"

fortsetzen. O.B.d.A. sei W ein Wiirfel mit den Kantenldngen 2. Wir entwickeln u dann in eine Fourierreihe. Mit
l € Z" und k,, := (27)~"? bilden die

QD[(X) =k, eilx
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ein vollstindiges Orthonormalsystem in £2(W). Dabei steht Ix fiir (I, x)g. Es ist
(@ u, @n) = 11" (u, 1),

und die Besselsche Ungleichung fiir 0%u lautet

DI @D = 16w @) < 100l gy

lez lezZ?

Daraus folgt die Existenz einer Konstanten ¢ mit

Z(l + Y|, ) < ¢ lullgw)-
lezn

Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Abschitzung definiert eine Norm, und man erhilt damit einen zu H;(W)
dquivalenten Hilbertraum H;, in dem sich leichter rechnen lésst.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis. Es ist mit einer von u unabhéngigen Konstanten ¢

Dl el =k > {(1 + lz)j/2 (C2 ‘P1)|} m

lezZn lezn
1
2)j 2, -
<k \/Z(l MR N ) Wy
lezZr lezn
< clellg,owys

letzteres wegen

Z ! <1+ f rldr <
P E—— w, —— <00
A+2y = " g (L4

leZn
Wegen der absoluten und gleichméfigen Konvergenz der Reihe existiert also

B(x) = ) (@) @i(x) € Co(W)

lezr
und stimmt fast {iberall mit u iiberein. Es ist
lltlloo < el
mit einer von u unabhingigen Konstanten y. O
Analog erhilt man

Satz 6.6.18: Es seien Q C R" beschrinkt und 1 < p < oo. Dann gilt

P (Q) — 75(;.’(9)

Jtm

fiir p < g < np/(n — mp) und mp < n, sowie

H, (Q) = Ci(Q)

Jtm
fiir mp > n.
Speziell gilt also im Falle p = g =2
73{j+m(§2) — CJ(Q) fiir m > g

Entsprechende Sitze gelten fiir H;(Q2), auch fiir unbeschrinkte Q. Man benétigt dann aber Glattheitsvoraus-
setzungen an den Rand von Q. Es lassen sich auch Spuren definieren. In dieser Vorlesung kdnnen aber nur An-
deutungen geben werden. Wegen weiterer Einzelheiten sei auf das bereits zitierte Buch von Adams verwiesen.
Insbesondere entnehmen wir diesem Buch folgende Aussage: (Vgl. Adams [1975], S.54)

Satz 6.6.19: Es sei 1 < p < oo, und Q C R" besitze die strikte Segmenteigenschaft. Dann sind die Restriktionen
der Abbildungen aus C.(R") auf Q in WE(Q) dicht.

Wichtig ist, dass man zum Nachweis eine Glattheitsvoraussetzung an den Rand 0Q benétigt, nimlich
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Definition 6.6.20: Eine offene Menge Q C R" hat die strikte Segmenteigenschaft, wenn 0Q eine lokal finite offene
Uberdeckung {O;} mit Vektoren {y;} so besitzt, dass

Yte(0,1) YxeQno; X+ty; €Q
ist.
Wir zeigen nun folgendes

Lemma 6.6.21: Es seien
R:= {xERn | a; < x; < bi}, R = {x' =(x1,...,%n_1) € R™! | a; < X; <b,~},
le(apby), 1 <p<ocoundue Csu(R)N Wf(R). Dann gilt mit k = k(p, b, — a,)

HM(’ é,)H_CP(R’) <k HM”l,p,R'

Das ist also ein Spursatz, die Abbildung

T, H{(R) — LIRy),

ur— u(-,{)

mit R; := (R’, {) ist stetig, das heilit
HP(R) — L7(R;).

Beweis: Weil R die Segmenteigenschaft besitzt, ist Coo(R) in Wlp (R) dicht. Deshalb wihlen wir u € Cu(R).
Dann ist

|u(-x’, )lp dx, € Cw([ana bn])

R

Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt deshalb die Existenz eines o € [a,, b,] mit

Il = (b = ) f (', )P dx’.
Rl

Mit p =: g(p — 1) erhélt man dann

s s
U O = [u(x', o) + f anu(x ] < 27l I + I = o f O, )1 ),
o (o
mithin
G O e < 277 il G, + (b = @) 10l o}

4
llullg ,

- zpil{b -a

+ (by = an)" 10uull} o}

Folgerung 6.6.22: Es gilt
H'(R) — C(R).

Beweis: Es sei wieder u € Coo(R). Dann ist fiir jo| < n — 1
0% uC-, x)llo, 1,00 < ki 10%ulli1,-

und
ot Xx)n-1, 1,80 < k2 llulln1,R-

So kann man fortfahren und erhéilt
e, x2, - - s Xl 100 61y < K3 [l 1 k-

Mit o € (a1, by) sei
(e, X2, - s X)M0,1,6a0 61y = (B1 — a1) [u(om, X2, . .., X))l
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Dann ist wieder

X1
Mmstmnwmuf|mmqumwr

(on
(-, x2, - -y X)llo,1 60 ,01)
by —a

+101u, x2, . ., X)llo,1,ar b1
< kg |[ulln,1,- o

Um zu Aussagen fiir allgemeinere Q zu gelangen, stellt man nun weitere Glattheitsvoraussetzungen an den
Rand. Wichtig sind

Definition 6.6.23: Eine offene Menge Q C R" hat die Kegeleigenschaft, wenn es einen endlichen nicht entarteten
Kegel C so gibt, dass
VxeQ 3dACkx) Cx)cQ

ist. Dabei soll C(x) ein zu C kongruenter Kegel mit der Spitze in x sein.

Definition 6.6.24: Eine beschrinkte offene Menge Q hat die lokale Lipschitz-Eigenschaft, wenn es zu jedem Rand-
punkt x € 0Q eine Umgebung U(x) so gibt, dass 0Q N U(x) der Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion ist.

Besitzt Q die Kegeleigenschaft und ist mp < n, dann gilt fiir p < g < np/(n — mp)

7_{17

j+m

Q) — 7—(;’(9).

Ist mp > n, dann folgt
7_{1’

Jj+m

(Q) = BC;(Q).
Besitzt Q die Lipschitz-Eigenschaft, dann gilt fir mp > n > (m — 1)pund 0 < 1 < m — n/p sogar

H (Q) = CjuQ).

Jtm

6.6.3 Kompakte Einbettungen

Neben den stetigen sind die kompakten Einbettungen besonders wichtig. Auch hierzu stellen wir einen speziellen
Fall dar, verweisen aber fiir allgemeinere Aussagen wieder auf das Buch von Adams [1975]. Zunichst zur Notation:
Es seien X, Y normierte Riume. Dann schreiben wir

X—>=Y,
wenn X eine Teilmenge von Y und die Inklusion
id : X—Y

kompakt ist. Damit ist gemeint, dass
R(id(B(o, 1))) c Y

relativ kompakt ist.
Die folgenden Resultate gehen auf FrRanz ReLLicH, 1906-1955, zuriick. Sie werden vielfach Rellichsche Aus-
wahlsdtze genannt.

Satz 6.6.25: Es sei Q C R" beschrinkt. Dann gilt
H(Q) > LXQ).

Der Beweis erfolgt analog zum Sobolevschen Einbettungssatz. Wir setzen u € H 1(€) durch Null in einen Wiirfel
W fort und entwickeln in eine Fourierreihe. Es seien u € 1, 1(€) mit |[u,|]; < 1. Dann folgt

D1+ 2) )P < 1.

lezn

Mithin ist auch [(u,, ¢;)| < 1, und wir kénnen fiir |/| = 0O, |/| = 1, usw. jeweils konvergente Teilfolgen von {(u,, ¢;)}
auswihlen. Es sei (u,) bereits die Diagonalfolge. Dann konvergiert fiir alle / € Z" die Folge

{(l/t”, ¢l)}n€N~
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Wir zeigen nun, dass (u,) in £>(W) konvergiert. Es ist

ey =l = Dt = g = Y+ Y

lezn <N =N
und
2 1 2 1

s o)|” < —— > (1 + D) | )| < .

Daraus folgt
’ 2 2
||un - um” < Z |(un — Um, ‘10!)| + 1+ N2 <e,
<N

wenn wir zunéchst N und dann bei festem N auch n, m geniigend grof3 wihlen. O

Dieses Resultat lisst sich leicht zu
H;11(Q) —— H;(Q)

verallgemeinern. Schwieriger wird es jedoch wieder, wenn man analoge Sitze fiir H;(Q) beweisen méchte. Fiir
beschrinkte Gebiete mit Kegeleigenschaft gilt fiir mp < n
np

HE (Q) > HI(Q) mitl <g< ,

und fiirn =mp, 1 < g < oo
(]_{P

Jj+m

Q) > 7—{7(9).

Fiir mp > n gilt auch
7{]’.’+m(Q) < BCH(Q)

und die entsprechende Aussage rechts mit C j(Q), wenn Q die Lipschitz-Eigenschaft besitzt.

Dass Voraussetzungen an den Rand zum Nachweis solcher Einbettungsresultate notwendig sind, wird in Cou-
rant & Hilbert [1993], S. 521, am einem Beispiel belegt.

Diesen Abschnitt beschlieBen wir mit der Beweisskizze zu folgendem
Satz 6.6.26: Die offene Menge Q C R" sei beschrinkt und besitze die Segmenteigenschaft. Dann gilt
H (Q) > L2(Q).

Beweis:

1. Analog zur Folgerung 6.3.2 zeigt man in R" fiir beschrinkte Q mit Segmenteigenschaft

Jy>0 Vee(0,1] AQ.€Q Vue L (Q) mitVue LX(Q)

2 2 2
s ) < ¥ {E IVUI 2 ) + Nl gy} -

2. Es seien nun u, € H(Q) mit ||u,||; < 1,
. 1
Q:={reQ ] dist(x, 9Q) > - |
l

und

@i € C1(Q) mit g;|Q; = 1.
Dann ist (p;u,)nen €ine in ‘}?{1 (Q) beschrinkte Folge und enthilt eine konvergente Teilfolge. Es sei (u,) bereits
die Diagonalfolge, dann konvergiert (u,) also fiir jedes i in £2(€2;), und fiir jedes 6 € (0, 1] gilt

it = ||y < ¥ {819t = DI + ity = w2 g}

2
< 4')/6 +y ||ul’l - um”LZ(Qa) <eé,

wenn wir zunéchst ¢ geniigend klein und anschlieBend n, m bei festem ¢ geniigend grof3 wihlen. O
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6.6.4 Ein Fortsetzungssatz

Es sei schlielich — ohne Beweis — noch ein Fortsetzungssatz angegeben, der auf ALBERTO PEDRO CALDERON, *1920,
zuriickgeht. Dazu benétigen wir

Definition 6.6.27: Eine offene Menge Q C R™ besitzt die strikte Kegeleigenschaft, wenn 0Q eine lokal finite Uber-
deckung {O;} mit Kegeln {C;} — deren Spitzen im Ursprung liegen — so besitzt, dass

YxeQno,; x+C;CcQ
ist.
Dann gilt folgender

Calderonscher Fortsetzungssatz: Es seien Q C R" beschriinkt mit strikter Kegeleigenschaft und 1 < p < oo,
Dann gibt es eine stetige lineare Abbildung

T @ Hu(Q) — HuRY

mit
YueHQ) (Tw)|Q = u.

Einen Beweis findet man wieder im Buch von Adams [1975], S. 91.

Der Calderonsche Fortsetzungssatz liefert also zum Beispiel eine stetige Fortsetzung von H,(Q) in H,(R").
In den Anwendungen geniigt manchmal die Existenz einer stetigen und lokal kompakten Fortsetzung von H, ()
in H;(R"). Es ist interessant und wichtig, dass man dafiir die strikte Kegeleigenschaft nicht benétigt. Es geniigt
vielmehr die strikte p-Spitzeneigenschaft. Diese Eigenschaft wird analog zur strikten Kegeleigenschaft definiert.
Man ersetzt nur die Kegel C; durch p-Spitzen X;, ndmlich durch Rotationen von

/

(xn)?

Dabei ist 1 < p <2 und £ c R eine offene beschriinkte Menge. Die 1-Spitzeneigenschaft ist die Kegeleigen-
schaft. Den Beweis findet man in Witsch [1993].

{xz(x',xn)eR" 0<x,<h, 62}.

6.7 Anwendungen

In diesem Abschnitt behandeln wir das Hausdorffsche Momentenproblem, einen Ergodensatz und Minimalproble-
me der Variationsrechnung.

6.7.1 Das Hausdorffsche Momentenproblem

Mit [ := [0, 1] und n € N seien f, € C(I) und u, € C vorgegeben. Es soll ein @ € NBV(I) = C'(I) mit

1
Hn = f fu(x)da(x) firalleneN
0

bestimmt werden.

Ist speziell f,(x) = x*~!, dann handelt es sich um Momente bei einer Massenverteilung oder bei einer Verteilung
von elektrischen Ladungen. Das Problem tritt auch in der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf.

Allgemeiner seien X ein normierter Raum, (x,) eine Folge in X und (u,) eine Folge in K.

Definition 6.7.1: Ein Element x’ € X' heif3t Losung des Momentenproblems zu (x,,) und (u,), wenn
VneN X' Xy = iy
ist.
Als erstes fragt man nach der Eindeutigkeit des Momentenproblems. Es sei
M := span(xi, x2, ... ).

Eindeutigkeit liegt vor, wenn aus x’M = 0 das Verschwinden von x’ folgt. Das ist sicherlich dann der Fall, wenn
M in X dicht enthalten ist.

Etwas schwieriger ist die Frage nach der Existenz einer Losung. Wir zeigen
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Satz 6.7.2: Das Momentenproblem ist genau dann losbar, wenn

AceRS VkeN V(Gi.....H) eK: 'iﬂim'ScHiﬂm
i=1 i=1

| )

gilt.

Beweis:

=: Das Momentenproblem sei 16sbar, es sei also i, = x"x,. Dann folgt

k X . .
';Biﬂi' = ';ﬁix’x,-’ = |x’ ;ﬁ;xi| < c“ ;ﬁix;”.
«: Die Bedingung (x) sei erfiillt. Es sei ferner m’ € M’ vermoge

m : M—K,

xl’[ /’lﬂ

erklirt. Wegen (x) ist m’ wohldefiniert und stetig mit ||m’|| < c¢. Aufgrund des Satzes von Hahn-Banach gibt es
deshalb eine Fortsetzung x’ € X’ mit

X'|M=m" und ||X|| =]
Dieses x’ 16st das Momentenproblem. O

Es sei nun die Folge (x,,) in X vorgegeben. Dann fragt man, fiir welche (u,,) das Momentenproblem 16sbar ist. Ist
beispielsweise (x,,) beschrinkt, dann folgt aus (x) unmittelbar, dass auch (u,,) beschrinkt sein muss. Im speziellen
Fall X = CU,R), I = [0,1], x,(f) = ! weil man aufgrund des Weierstral3schen Satzes, dass die Polynome
in X dicht liegen. Es kann also hochstens eine Losung des Momentenproblems geben. Weil sich Funktionen aus
X' = NBV(I) immer als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen schreiben lassen, ist man in diesem
Fall besonders an der Frage interessiert, zu welchen Folgen (u,,) es eine monoton wachsende Losung @ € NBV(I)

mit .
Uy = f " da(r)
0

gibt. Das ist das eigentliche Hausdorffsche Momentenproblem. Benannt ist es nach FeLix HausDORFF, 1868—1942.
Wir zeigen

Satz 6.7.3: Das Hausdorffsche Momentenproblem ist genau dann lésbar, wenn (u,) vom positiven Typ ist. Das
soll bedeuten:

k k
v (,81, e ,ﬁk) S Rk (V[ el Z,Bixi(t) > 0] Sl Zﬁi/.li > 0. ()
i=1 i=1

Beweis:

«<: Die Bedingung (xx) sei erfiillt. Es sei ferner

k
h(t) == " Brxi(t).
i=1

Dann ist |a()| < Al = |4l x1, also
|7l x1 = h(2) > 0.

Aus (xx) folgt deshalb
k
Ihllp = ) Bigt; 2 0
i=1

oder

IS ] <l
i=1
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Mithin gilt () mit ¢ = g, und es gibt ein @ € NBV(I) mit V(@) < u; und

1
Hn = f Xn (1) da(?).
0
Nun ist
= a(l) —a(0) < V(e) < .

Daraus folgt V(o) = a(1) — @(0). Mithin wichst @ monoton, und das Hausdorffsche Momentenproblem ist
16sbar.

=: Das Hausdorffsche Momentenproblem sei 16sbar. Es gebe also eine monoton wachsende Funktion o mit
1
My = f " da@).
0

k
Viel  p(t):= Zﬁ;xi(t) > 0.
i=1

Es sei ferner

Dann folgt
k 1 k ) 1
Yim= [ Yt e = [ pwdaro,
i=1 0 %=1 0
Die Bedingung () ist also zur Losbarkeit notwendig. O

Aus der Bedingung (x*) folgen andere Bedingungen an (u,), zum Beispiel ist (x*) dquivalent zu

k
VneN VkeNj Z(_l)i(]?)ﬂn-{-i >0. (k%)
l
i=0

Das Momentenproblem hatte gro3e Bedeutung beim Losen von Gleichungen und vor allem beim Beweis des
Spektralsatzes. In §9 werden wir diesen Satz ausfiihrlich behandeln. Deshalb erfolgt hier nur ein Hinweis auf einen
einfachen Fall. Es seien H ein Hilbertraum, 7 := [m, M]und A : H — H ein beschrinkter symmetrischer Operator
mit

VYxeH m(x,x) < (Ax, x) < M(x, x).

Dann moéchte man in Analogie zur Hauptachsentransformation der Matrizen eine Spektraldarstellung fiir A herlei-
ten. Es seien x € H, u,, := (A" 'x, x) und mit 8; € R, t € [m, M|

k
p0) = Bt 20
i=1
sowie
k .
pA) =) BAT,
i=1

Dann ist auch Zf;l Bipi = (p(A)x, x) > 0. Einen Beweis dafiir findet man in Riesz & Sz.-Nagy [1956], S. 255. Die
Zuordnung ist also vom positiven Typ. Zu festem x € H gibt es deshalb eine monoton wachsende Funktion a, mit

M
(A"x, x) = f 7 da(f)

fiir alle i € Ny. Man fiihrt dann eine Spektralschar mit Projektoren P(t) ein, schreibt
a,(t) =: (P(D)x, x)

und erhélt durch Polarisieren schlieBlich die Spektraldarstellung fiir A

M
Vex,yeH  (Axy = f 1t d(P(0)x, y).
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6.7.2 Ein Ergodensatz

Das Wort Ergoden ist eine Neuschopfung aus den griechischen gpyov (Arbeit) und odos (Weg). Es wurde von
Lupwic Borrzmann, 1844—1906, eingefiihrt. Eine Darstellung des physikalischen Hintergrundes findet man in Reed
& Simon, l.c. S. 54. Denken wir zum Beispiel an Losungen u(f) einer Anfangsrandwertaufgabe mit u(f) € H, ein
Hilbertraum, # € R, und

O +iAu = 0 mit u(0) = u® € H.

Die Voraussetzungen an den Operator A wollen wir jetzt nicht prézisieren. Die Losung u kann man durch Halb-
gruppen in der Form
u(t) = U@ u°

gewinnen. Darauf werden wir in §10 etwas niher eingehen. Fiir # € R] ist zunéchst formal
U@) =e™
mit
UO)=id, Ut+s)=U@®U(s) und U@ < 1.
Man fragt dann nach der Existenz des zeitlichen Mittels

t

lim 1 U fdr
0

t—oo

fir f € H und zeigt seine Gleichheit mit einem rdumlichen Mittel. So erhilt man einen statistischen Ergodensatz.
Wir beweisen hier das diskrete Analogon, denken Sie an T := U(1), ... ,T" := U(n).

Ergodensatz: Es seien X ein reflexiver Banachraum und T € CL(X) mit
dc>0 VYneN 17" < c.

Dann ist

X=N(T -id)® R(T —id).

Es sei P der stetige Projektor von X auf N(T — id). Dann existiert fiir alle x € X

liml{Tx+T2x+-~-+T"x}=Px.

n—oo n

Es gibt also einen Fixpunkt X der Abbildung 7" mit

||%{Tx+T2x+-~+T”x}—ch—>0.

Beweis: Es sei

Dann ist ||S,]| < ¢, und es gilt
1
VxeX VYneN  (T—id)S,x=S,(T —id)x= Z(T”” - T)x,
also )
. C
IS,(T — id)x|| < gllxll.

Daraus folgt
VzeR(T —id) ISyl =0

und wegen ||S ,|| < ¢ sogar

VzeR(T —id) IS .zl = O.

Es sei nun x € X fest gewihlt und x, := S ,x. Dann gilt

llxall < clixll und [T = id)xall — O.
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Nach Voraussetzung ist X reflexiv, also nach Satz 4.1.4 die Kugel B(0, 1) c X schwach folgenkompakt. Es sei (x,)
bereits eine schwach konvergente Teilfolge. Dann gibt es ein ¥ € X mit

vzlilorgl X, = X.
Wegen T — id € CL(X) ist auch (T — id) € CL(X’), und es folgt fiir alle x’ € X’
0—x-(T—-id)x,=T—id)x - x, - (T —id)x -x=x"-(T —id)x.
Mithin ist
(T —id)x = o.

Daraus folgt fiir alle n € N
S, x=X und x,—x=S,(x—2X%).

Als néchstes zeigen wir x — X € R(T — id). Daraus folgt dann

llxn = Xl = IS w(x = 2l = 0,

also die starke Konvergenz. Es gilt ndmlich

n—1 .

Su—id=(T~id) y =T ()

i "

Deshalb ist
Sy—id)(x—=X)=x,—x € R(T - id)

und damit

¥-xeR(T - id),

weil R(T - id) =: X, schwach folgenabgeschlossen ist. Es sei ndmlich X — x ¢ X. Dann gibt es ein x" € X’ mit
x'|Xo = 0und x'(x — x) # 0, das besagt der Trennungssatz. Nun ist fiir alle n € Ny

T'x —T"'x = (id - T)T"x € Xo,
also
XT™ x=xT'x=---=xXTx=x'x
oder
X' (x, —x) =

Daraus folgt der Widerspruch x’(x — x) =0
Definieren wir nun
P : X— KX,

x+— X = 1lim §,x,

n—oo

dann ist P eine stetige Projektion auf R(P) = N(T — id), und es gilt N(P) = R(T id), also
X = N(T —id)®R(T - id).

Es ist ndmlich

Damit ist P eine Projektion mit R(P) = N(T — id). Es sei x € N(P), also

0o=Px=1imS,x.

n—oo

Nun besagt Gl. (%) (S, — id)x € R(T - id). Deshalb folgt
—x=Px—x= llm (S —id)x € R(T id)
oder
N(P) c R(T - id).
Es sei schlieBlich z € R(T — id), also z = (T — id)x. Dann ist
Pz=PTx—Px=1im S, Tx—- Px= (T —id)Px=0

n—oo

also
R(T id) = N(P). |
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6.7.3 Minimalprobleme der Variationsrechnung

In der Einfilhrung wurde bereits angedeutet, wie man klassische Losungen der Dirichletschen Randwertaufgabe
der Potentialtheorie durch Minimieren des Dirichletschen Integrals

D(u) := f (Vu)?
G

gewinnen kann. Solche Minimalprobleme spielen eine grofie Rolle in der Variationsrechnung, der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen und in vielen anderen Zweigen der Mathematik.

Wir wollen hier nun die in der Einfithrung skizzierte Aufgabe in etwas allgemeinerem Rahmen behandeln. Es
seien G ein beschrinktes Gebiet in R", f € H,(G) und g € L2(G) vorgegebene Funktionen,

J(w) := D(u) + 2(g,u), D(u,v) := f(Vu)(Vv), E(u,v) := 2D(u,v) + 2(g,v)
G
sowie
D= {u eHI(G) | u-fe WI(G)}.

Offenbar ist D c H;(G) eine konvexe Teilmenge. Eine einfache Variationsaufgabe lautet dann: Man bestimme ein
u € D mit
J(u) = min J(v). V)
veD

Es sei (V) losbar. Dann folgt aus
YveD J(Ww) < J(u+ e — u))

und
Voe C"OO(G) YeeR Ju+ep) =Ju) + eEu, o) + szD(go)

die Aussage
VoelulG)  E(u,g)=0. (E)

Die Funktion u ist mithin eine schwache Losung der zum Variationsproblem (V) gehorenden Eulerschen Differen-
tialgleichung, hier also
Au =g.

Natiirlich gelten die folgenden Uberlegungen auch fiir allgemeinere Gleichungen mit variablen Koeffizienten.
Ziel dieses Abschnitts soll es nun sein, den folgenden Satz zu zeigen:

Satz 6.7.4: Es sei M C D eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Teilmenge von H,(G). Dann gilt

1
dueM YveM J(u) < J(v),
und jede Minimalfolge (u,) aus M konvergiert in H,(G) gegen diese Losung u.

Wir werden sehen, dass sich die in der Einfithrung gestellte Aufgabe und auch allgemeinere dieser Aussage unter-
ordnen lassen.

Den Beweis dieses Satzes fithren wir in mehreren Schritten.

1. Es seien u € M eine Losung, v € M und ¢ € [0, 1]. Dann ist
Jw) < Ju+ew—-u) =Ju) +eE(m,v—u) + 82D(U —u)

oder
YveM E(u,v—u)>0. )

Diese Abschitzung nennt man Variationsungleichung des Variationsproblems.
2. Wir zeigen die Eindeutigkeit: Es seien u;, up € M zwei Losungen. Dann ist
0=J@u) - J(u2) = E(uz, uy — uz) + D(uy — uz),
und aus der Variationsungleichung (U) folgt
D(u; —u) =0.

Wegen u; —up € H 1(G) erhalten wir dann u; = u, aus der Ersten Poincaréschen Ungleichung in §6.3.
O

Dem Nachweis der Existenz einer Losung stellen wir nun zwei Lemmata voran. Wir unterbrechen deshalb den
Beweis von Satz 6.7.4 kurz und zeigen
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Lemma 6.7.5: Es sei u € H,(G). Dann ist

E(u,”) : H(G) — R,
v +— 2D(u,v) + 2(g,v)

ein stetiges lineares Funktional.

Der Beweis folgt aus
|E(u, )] < c((IVull, ligl) llolly. 0

Lemma 6.7.6: J ist schwach halbstetig nach unten.

Beweis: Es seien u,, € H,(G) mit
w-lim u, = u € H;(G).

n—oo

Dann miissen wir
J(u) < liminf J(u,)

zeigen. Nun ist
J(uy) = J(u + (uy — w) = J(w) + E(u, u, — u) + D(u, — u)
mit D(u,, — u) > 0 und
lim E(u,u, —u) =0

n—oo

nach Lemma 6.7.5. Mithin folgt
liminf J(u,) = J(u). |

Wir setzen den Beweis zu Satz 6.7.4 nun fort:

3. Wir zeigen die Existenz einer Losung. Es sei u € M. Dannistu — f € H, (G) und aus der Ersten Poincaréschen
Ungleichung folgt
llu = fll < clIV@ = D

oder mit ¢; = ¢;(f)
lleell < flue = f1I + LF1l < e (1 + [[Vul]).

Daraus folgt mit ¢; = c2(f, g)
YueM  Ju) >3 [Vul® - c,.

J ist also von unten beschréinkt. Mithin existiert eine Minimalfolge (u,) in M mit
J(u,) — d := inf J(u).
ueM
Wegen
P < 267 + (1 + 2D Vi,|* < e3(1 + J(u,)) mit 3 = c3(f, g)

ist (u,) in H;(G) beschrinkt. H,(G) ist reflexiv, mithin existiert nach Satz 4.1.4 eine schwach konvergente
Teilfolge. Es sei (u,) bereits diese Teilfolge. Dann gibt es ein u € H{(G) mit

w-lim u,, = u.

n—oo

Nach Satz 4.3.2 ist M schwach folgenabgeschlossen. Also ist u € M, und aus Lemma 6.7.6 folgt

d < J(u) < liminf J(u,) = d.

n—oo

Das heif3t, es ist
J(u) =d.

Die Funktion u 16st also das Variationsproblem und infolgedessen auch die Variationsungleichung. Es sei (u,,)
wieder die urspriingliche Minimalfolge. Dann folgt aus

J(w) + E(u, u, —u) + D(u,, — u) = J(u,) — J(u)

und der Variationsungleichung (U)
D(u, —u) — 0.

Wegen |lu, — upll; < (1 + ¢) ||[V(u, — uy)l| ist (4,) mithin sogar eine starke Cauchyfolge. O
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Anwendungen: Mit M = D erhalten wir wieder die Losung der in der Einfithrung beschriebenen Dirichletschen
Randwertaufgabe der Potentialtheorie. Weniger einfach ist die folgende Spezialisierung: Es sei fast tiberall f > 0
und

M=DnlueHi(G) | ux) 20 fi

M erfiillt die Voraussetzungen des letzten Satzes, und wir erhalten deshalb auch eine Losung fiir dieses Variati-
onsproblem. Es handelt sich dabei um eine Hindernisaufgabe, die Losung u muss stets nichtnegativ bleiben. Man
beachte, dass statt (E) im Allgemeinen nur die Variationsungleichung (U) gilt. Die Eulersche Differentialgleichung
wird also nur in der Umgebung U(x) solcher Punkte erfiillt, in der die Losung u positiv ist. Denn nur dort findet
man geniigend viele Testfunktionen zum Nachweis der Differentialgleichung.



130 7 Uber das Spektrum linearer, insbesondere kompakter linearer Abbildungen

7 Uber das Spektrum linearer, insbesondere kompakter linearer Abbil-
dungen

In diesem Kapitel sollen Abbildungseigenschaften linearer Operatoren weiter untersucht werden. Insbesondere
werden die Begriffe der Resolventenmenge und des Spektrums eingefiihrt. Diskutiert werden abgeschlossene, be-
schrinkte und vor allem kompakte Abbildungen. In den nichsten Kapiteln werden diese Untersuchungen fiir unbe-
schrinkte lineare Abbildungen weitergefiihrt. Ziel sind Aussagen zur Fortsetzbarkeit symmetrischer Abbildungen
zu selbstadjungierten und der Beweis des Spektralsatzes fiir unbeschrinkte selbstadjungierte Abbildungen.

7.1 Resolvente und Spektrum

Es seien X ein normierter Raum tiber C,
A DA cCcX—X

eine lineare Abbildung sowie mit A € C
Ay i=A-A1:=A-2id.

Wir beginnen mit folgender

Definition 7.1.1:

1. Es sei
p(A) = {/l eC } RAY =X, N(A) ={o} und A;l ist stetig}

die Resolventenmenge von A.
2. Es sei 0(A) := C\ p(A) das Spektrum von A. Es wird disjunkt zerlegt in:
2.1 das Punktspektrum Po(A),

Po(A) = {/l o) | NAy # {0}},
2.2 das kontinuierliche Spektrum Co(A),

Co(A) := {/1 € 0(A) | R = X und N(Ay) = {o}},

2.3 das Residuenspektrum Ro(A),
Ro(A) := {/l € o(A) | ROAD # X und N(Ay) = {0}}.

Diese Unterteilung des Spektrums wird spéter noch verfeinert. Eine Zahl A € Po(A) nennt man auch Eigenwert
und ein dazugehorendes u € N(A,), u # o, Eigenfunktion (Eigenvektor) zu A. Bevor wir Resultate herleiten,
beginnen wir mit einigen Beispielen.

Beispiel 7.1.2: Es seien X = (%, x = ¢é1,6,...) € £2, (ay) eine beschrinkte Folge aus C und

A X — X,
xr— (a1 &1, 026, ..).
Dann gilt
Apx=y & VneN (a,—- D& =,
also Po(A) = {ay,a,...}. Es seien
Yn = M1>M25 -5 M0 0,..0)
und fiir 4 ¢ Po(A)

- 11 Ui
X, = <a/1—/1’”"ozn—1/l’0"“)'

Dann ist A, x, = y,, und aus der Dichte der {y,} folgt R(A,) = X. Mithin ist Ro(A) = 0. Es sei

Ar:={aec | infla, - 4 > 0}
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Dann ist A5 fiir A € A; beschrinkt, also A; € p(A). Umgekehrt ist
2 g
Ar = {ay,@z,...}\ Po(A) = Co(A).

Fiir eine Teilfolge sei ndmlich @; — A € A;.Dann 16st

1
.= (0,...,0, ,0,..
. ( a, — A )
die Gleichung Az, = ey, also z, = A}'e,, und es gilt
_1 1
sup [lA; yll = sup||z,ll = sup =0
llyll=1 neN neN |C¥” - /1|
A7 ist also unbeschrinkt. O

Beispiel 7.1.3: Es seien X = €2, x = (£1,&2,...) und
A: X— X,
X > (O,rfl,rfg, .. )

Dann ist
R@A) ={y € X | m =0},

und sowohl A als auch A~! sind stetig. Der Nullpunkt gehort also zum Residuenspektrum. Fiir 2 # 0 folgt aus
A AX=Y

A& =1,
S —A&H =m,
€1 — A&y = s
also
m M )
==+ + =)
¢ (/l” A
Damit ist Po(A) = 0. Zur weiteren Diskussion des Spektrums betrachtet man auch die konjugierte Abbildung A”.
Wir bringen ein dhnliches Beispiel am Ende dieses Abschnitts. O

Beispiel 7.1.4: Wir betrachten den Volterraschen Integraloperator mit k = 1, also X = C([a, b],R) und
A X — KX,

x+— Ax(-) = f x(s)ds.
Wir wissen bereits, dass
A-idyx=y

eindeutig 16sbar ist und dass 4 = 1 zur Resolventenmenge gehort. Dasselbe gilt fiir alle 4 # 0. Man nehme nur
k := 1/A. Wir wissen ferner
R(A)  {xe X | x(a)=0}.

Damit gehort der Nullpunkt zum Residuenspektrum, also o-(A) = Ro(A) = {0}. O
Beispiel 7.1.5: Es seien X = L2(R,C), D(A) = {x eX | ttx(t) € X} und fast iiberall

(Ax)(®) = tx(2).
Offenbar ist Po(A) = (), und wir erhalten formal aus A x = y

o)

M0 =175
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Damit ist aber
{rec | mazo}cpa).

Wir wollen 0-(A) = Co(A) = R zeigen. Es seieny € X, 1 € C,n € N,

® firlt-A>1
Yanlt) = {y "
0 sonst

und

X0 = T/l € D(A).

Dann ist A x,, = ya,, und aus der Dichte der {y,,} folgt R(A,) = X. Es seien ferner

y/ln(t)
t

1 firte@+a+141)

Uﬂn(t) =
0 sonst

und

) = 20,

also ||v,]l = 1 und A uy, = vy,. Dann ist

_ 5 A+ 14 dt n
HA/llvan“ = ”u/ln”Z = ~L‘+,‘l (=12 =n-— T

also

=1 = -1
Izl = sup 'l = 4 o °

Beispiel 7.1.6: Es seien X = C([0, 1],R), D(A) = {x € C1([0,1],R) | x(0) = O} c X und

A DA cCcX — X,

x— x.

Dann ist N(A4,) = {0}, R(A,;) = X und
(A;ly) ) = e”’f e y(s)ds.
0

Mithin ist IIAZIII < (e* - 1)/4, also 07(A) = 0 und p(A) = C. o
Wir zeigen nun erste Resultate aus der Spektraltheorie und beginnen mit

Lemma 7.1.7: Es seien X ein Banachraum, A : D(A) ¢ X — X eine abgeschlossene lineare Abbildung und
A € p(A). Dann gilt
DAY =R(A) = X.

Beweis: Es seien A € p(A), y, € R(A,) mity, — y € X und
X = Ay,

Dann folgt aus der Beschrinktheit von A/‘l1 die Konvergenz von x, — x € X und damit A x = y, weil A abge-
schlossen ist. o

Als néchstes zeigen wir
Satz 7.1.8: Es seien X ein normierter Raum und A : D(A) C X — X eine lineare Abbildung. Dann ist p(A) offen.

Beweis Es seien p(A) # 0, A € p(A) und

) =A™
Wir zeigen B(4, r(1)) C p(A):
1. Fiir x € D(A) und u € B(4, r(2)) gilt

Aux]| = Aax = (= Dxdl > 1Al = 14 = gl l1xl] > () = 14 = )]l
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Deshalb existiert A;l und ist beschrinkt,

I
=pl 1—1a-plllA7Y

-1
“AH “ < r(/l) _

2. Wir zeigen R(A,) = X. Der Beweis erfolgt indirekt: Zu u € B(4, r(1)) mit R(A,) # X wihlen wir ein ¢ € R mit

|4 =l
r(d)

Dann folgt aus dem Rieszschen Lemma die Existenz eines y € X mit ||y|| = 1 und

<g<l1.

dist(y, R(4,)) 2 q.
Wegen R(A,) = X gibtes y,, € R(A,) mit y, — y. Damit erhalten wir

q < |lv = AT || = |ly = (Ax + A= )AT || = v = v — A - WA wa|| <

|4 — pl |4 — ul
< —Ynll + n >
lly = yall R lyall — T
also der Widerspruch
A=
< < O
r(A)
Satz 7.1.9: Es seien X ein Banachraum und A € CL(X). Dann ist
{rec| 11> 1Al c p(a).
Der Beweis folgt aus dem Satz iiber die Neumannsche Reihe (Satz 1.3.14). Es ist namlich
A-21=-A(id-K)

mit K := A/Aund ||K|| < 1. Die Abbildung A, ist deshalb ein linearer Homdomorphismus. |

Fiir 1 € p(A), A : D(A) C X — X, definieren wir nun
A-2D7"=R(A, 1) = R\)
und nennen diese Abbildung

RA, ) : p(A) — CLRA - -id), X),
A — R(A, 1)

Resolvente von A. Ist X vollstindig und A abgeschlossen, dann ist nach Lemma 7.1.7 R(A;) = X, also R(1) €
CL(X). Solche Abbildungen werden uns im Folgenden besonders interessieren. Als erstes zeigen wir

Die Resolventenformel: Fiir alle A € p(A) sei R(A,) = X. Dann gilt:

1. R(A) — R(u) = (A = wR(DR(w).
2. RG)R() = R(WR().

Der Beweis der ersten Aussage folgt aus
R(D) = R(DALRW) = R()((A — wid + AYRw) = (1 = )RDR(w) + R().

Durch Vertauschen von A und u erhélt man daraus die zweite. O
Es gilt auch

Satz 7.1.10: Fiir alle A € p(A) sei R(A,) = X. Dann ldisst sich
R(A, ) : p(A) — CLX)

lokal in eine Potenzreihe entwickeln mit Koeffizienten aus CL(X). Diese Reihe konvergiert beziiglich der Opera-
tornorm. Mit r() := ||R(D)||™" gilt

VAEpA) VueBArW)  Ru =y (- RWD)"
n=0



134 7 Uber das Spektrum linearer, insbesondere kompakter linearer Abbildungen

Beweis: Aus der Resolventenformel erhilt man durch vollstindige Induktion

R = > (= VIR + (= HRA)Y™ Rw).

/=0

Wegen | — 4| < r(4) ist
I = DRI < 1,

deshalb konvergiert das Restglied in der Operatornorm gegen Null.
Folgerung 7.1.11: Es sei f' € CL(X)'. Dann ldsst sich
pA) — C
Ar— f'R(A)

lokal in eine Potenzreihe mit Koeffizienten aus C entwickeln,

FR@ = (= D" f (RA)"™.

n=0
Die Abbildung f’R(u) ist auf p(A) holomorph, und es gilt
d\" ,

() 7R

_ / n+l1
& = n! f'(R))"™.

p=1

Wir zeigen nun

Satz 7.1.12: Es seien X ein Banachraum und A € CL(X). Dann gilt
1. Es existiert der Spektralradius r,(A) := lim,_,, [|A"||'/".
2. Es ist ro(A) < ||Al.

3. Aus |A| > ry(A) folgt A € p(A) und in CL(X)

o

(]

n=

4. Es ist re(A) = sup |4].
Aeo(A)
Beweis:
1. Es sei
ri= inf”A””l/n.
n>1
Dann gilt
Ve>0 dAmeN ”A'"||1/er+s
und

YVneN dp,geNy,g<m-1, n=pm+gq.
Wegen A" = (A™)?A? und ||AB|| < ||A]l - ||B]| folgt deshalb

<(r+ s)(%)qm.

q mp

"< (r+e)n ”A

4
n

n m %
™" < flam - [l

Weil der letzte Faktor fiir n — oo gegen Eins konvergiert, erhalten wir daraus
. . 1 .
limsup [|A"]|'" < r = 1nf||A”|| ™ < liminf ]A"||'/"
n—oco n>1 n—oo

Mithin existiert
lim [|A"]|'" = r.
n—oo

2. Aus ||A"| < [|A]I" folgt ro-(A) < [|A]l.
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3. Fir € > O sei |[4| > r,(A) + &. Dann gilt
dAn(e) e N Vn>n(e) ||A”H < (rU + g)

und .
o+ %
<(—=2

n n .
r+8) =¢q" mitg < 1.
o

&

Deshalb konvergiert

n=0

und wie im Beweis zum Satz iiber die Neumannsche Reihe erhilt man

_ 1,. Ayl 1 o Ayn
(A—/l)1=—71(zd—z) Z_Z;(Z)' (*)

4. Fiir A € o(A) ist daher |1| < r,(A), also

k:= sup |1 < rs(A).
Aea(A)

Gleichung (*) liefert die Laurent-Reihenentwicklung von (A — 1)~!. Sie konvergiert fiir alle A mit || > k. Es
sei nun € > 0 fest und |4| := k + €. Dann folgt ||(A/2)"|| — O fiir n — oo. Erst recht gilt deshalb

Ane) eN Vi > n(e) H(kf‘ﬁg)” <1
oder
HA”””” <k+e,
also
ro(A) = tim 47" <.
Daher ist
k= sup |1 =rs(A). O

Aea(A)

Beispiel 7.1.13: Wir betrachten wieder den Volterraschen Integraloperator aus §1.3.4,

mm@=f¥mawma

Aus ||[K"|| < M"(b — a)" /n! folgt

n 1\1/n
tim [|K"]|"" < M(b - @) tim ()" = 0,
n—oo n—oo \n!
also ist r,(K) = 0. Das erhilt man auch aus o(K) = Ro(K) = {o}. |

Beispiel 7.1.6 hat bereits gezeigt, dass es unbeschriankte Abbildungen mit leerem Spektrum gibt. Fiir beschrink-
te Abbildungen gilt dies nicht, dazu zeigen wir

Satz 7.1.14: Es seien X ein Banachraum iiber C und A € CL(X). Dann ist o(A) # 0.
Beweis: Fiir /7 € CL(X) sei

F : pA) — C,
A+— f'R(A).

Dann gilt fiir alle 2 € C mit [2] > ||A]|

|MWﬂﬂNﬂM=MWMW_9wSW@LV
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Es sei nun p(A) = C. Dann ist F (1) auf C definiert, holomorph und beschrénkt, nach dem Satz von Liouville also
konstant. Wegen F(1) — O fiir |1| — oo folgt daher fiir alle 1 € C

F(1) = f'R() = 0.
Diese Aussage gilt fiir alle f* € CL(X)’, mithin ist R(1) = O fiir alle A € C und damit
id=(A-2DRW) = 0.
Das ist natiirlich ein Widerspruch. O

Es ist oft zweckmaiBig, eine Abbildung zusammen mit ihrer konjugierten zu betrachten. Wir beginnen mit einer
Reihe von Beispielen.

Beispiel 7.1.15: Es seien X = €', x = (&1,&,... ) und X' = (&1,&,,...). Wir betrachten
A — 1,
x = (£2,83,...).
Es ist (51)/ = {*,und aus x'x = 3,2, £/&; folgt
YAx =6 +EE+ - = (A'X)x,

also

Al — ™,

X —(0,£,8,...).

Folgendes wollen wir zeigen:

‘ o Po Co Ro

A | B(0,1) B(0,1) 0B(,1) 0
A’ | B(0,1) 0 0 B(0,1)
Offenbar ist ||JA|| = 1 und nach Satz 1.5.4 damit auch ||A’|| = 1. Mithin ist
ro(A)<1 und r,(A") <1

sowie

{A[1A> 1} € p(A) und {A][A]> 1} C p(A).
Im Folgenden diskutieren wir deshalb nur noch Werte von A € B(0, 1).
1. Es ist Po(A) = B(0, 1): Es sei ndmlich A, x = 0. Dann folgt

&H-A6=0
&E-165=0 woox=E (LA

und |lxl] = |1 {1 + 1] + |4 + -+ - }. Deshalb ist x € ¢! nur fiir |4] < 1 moglich.
2. Esist 0(A) = B(0, 1), weil o(A) abgeschlossen ist.
3. Esist Po(A’) = 0: Es sei ndmlich A’ x = 0. Dann folgt

=€, =0
§1-16=0 ~w o x=o.

4. Es ist Ro(A) = 0: Es sei namlich R(A,) # £! fiir 1 € dB(0, 1). Dann gibt es ein y’ # o mit

Vxel 0=yAx=AY)x
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Daraus folgt Ay’ = o im Widerspruch zur dritten Aussage. Mithin ist dB(0, 1) = Co(A).
5.Esist Ro(A’) = B(0, 1). Das zeigen wir in zwei Schritten:
a) Es sei 4 € B(0, 1). Dann gibt ein x; # o mit A ;x; = o0, und es ist
Yy €~ 0=yAxa =AW )xa

Nun folgt aus dem Satz von Hahn-Banach die Existenz eines 7’ € £*° mit

Z’X/l = ||x,1|| # 0.

Mithin ist 2 ¢ R(A").
b) Es sei A € B(0, 1). Dann folgt aus a, b € £{*, a = A’b,

a; = —A6; B = _Zlal i i
a =B -6 ~  Po=-dap + B = -2° (/la'l + /1202)

allgemein
,Bn — _2n+1( Zn: /lkCUk).

=1
Esseinun g = (y1,y2,--+) := (1,4%,...) € £°. Dann zeigen wir
R(A") ﬂ B(g.1) =0.
Es sei ndmlich d € £ mit ||d — g||q~ < % Dann folgt
Re "5, =Re "y, + Re "0, —y,) > 1 -1 =1,

und es gibt kein e € £ mit A’e = d. Aus A’ e = d wiirde niimlich

lenl = |Z/1’<5k' > Re ng(sk > g

im Widerspruch zu |le||s~ < oo folgen.
Damit sind alle Behauptungen bewiesen.

Es seien nun X, Y normierte Riume und
A DA cCcX —>Y
eine lineare Abbildung mit dichtem Definitionsbereich, also D(A) = X. Dann existiert

A DAY — X

137

mit i’ — i’ o A und ist nach Satz 5.3.1 abgeschlossen. Ist R(A) = Y und existiert A~' € CL(Y, X), dann ist auch
R(A’) = X’, und es existiert A”~! € CL(X’,Y’). Existiert A~! nicht, dann ist R(A") # X’ und umgekehrt. Allgemein
ist es nun interessant herauszuarbeiten, wie sich die verschiedenen Zustdnde von A und A’ gegenseitig bedingen.
Es gilt das folgende Diagramm, das Taylor & Lay [1980], S. 238, entnommen ist. Die einzelnen Nachweise wollen
wir in dieser Vorlesung nicht bringen, sondern es mit wenigen Bemerkungen genug sein lassen. Es sei vielmehr

auf das Buch von Taylor & Lay [1980] und die dort gegebenen Zitate verwiesen.
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g XR

111, X’;? Y XR
X

111

115

1 Y

A 1L

L

L X

L L L I, 1L I3 III, 11, 11

A
In diesem Diagramm bedeuten
I | RA=Y 1 | A~! existiert und ist stetig
II | R(A) =Y und R(A) # Y 2 | A7! existiert und ist nicht stetig
I | RA) #Y 3 | A~! existiert nicht

und Entsprechendes fiir A’. Durchgestrichene Zustinde konnen nicht auftreten, und Markierungen mit X, ¥, XR
stehen fiir

nicht moglich, wenn X vollstindig und A abgeschlossen ist.

Y | nicht moglich, wenn Y vollstindig ist.

XR | nicht moglich, wenn X reflexiv und A abgeschlossen ist.

Bevor wir weitermachen, definieren wir den Annihilator M* einer Teilmenge M C X, und zwar analog zum
orthogonalen Komplement in Hilbertriumen.

Definition 7.1.16: Es sei M C X eine Teilmenge des normierten Raumes X. Dann ist

M+ = {x’ eX

YxeM xx= O}
der Annihilator von M. Es sei N C X' eine Teilmenge von X'. Dann ist

N* :={xeX|Vx'€N x'sz}
der Annihilator von N.
Wir zeigen

Satz 7.1.17: Es seien X ein normierter Raum und M C X ein Teilraum. Dann gilt

1. M* ist ein abgeschlossener Teilraum von X', und M’ ist zu X' /M~ kongruent,
M = X'|M*.
2. Es sei M C X ein abgeschlossener Teilraum. Dann ist

(X/M) = M*.
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Beweis:

1. Dass M* ein abgeschlossener Teilraum von X’ ist, ist klar. Es sei m’ € M’ gegeben. Dann existiert eine Fortset-
zung x" € X’ von m’. Es sei

A M — XM,
m — [xX'] e X' /M.

Diese Abbildung ist wohldefiniert. Ist nimlich i’ € X’ eine andere Fortsetzung von m’, dann folgt X' —y’ € M+,
also [x'] = [y’]. Weil jedes iy’ € [x'] = Am’ eine Fortsetzung von m’ ist, gilt

Il < ot {1l | o' € 1¢1 = Ant | = 1A

Andererseits folgt aus dem Satz von Hahn-Banach die Existenz einer Fortsetzung y’ mit ||y’|| = ||m’||. Also ist
I = ||Am’||. Wegen x' | M € M ist A ein isometrischer Isomorphismus von M’ auf X’'/M*.
2. Es sei ¢ die stetige kanonische Abbildung von X auf X/M (vgl. Lemma 1.3.5). Es sei 7’ € (X/M)" gegeben und
A7 =7 ¢. Dannist A € L((X/M)',X’), und aus ||¢|| = 1 folgt
IAZ|| = sup|(Az')x| = sup [<'(x)| = IIZ'll
xeS xeS

Mithin ist A eine lineare Isometrie. Es gilt auch
YmeM VY7 e(X/M) (AZ)Ym =7 ¢p(m) =0,

also R(A) c M*. Es folgt die andere Richtung: Es sei x’ € M*. Dann ist z’[x] := x’x ein wohldefiniertes
Funktional auf X/M mit
sup |2'[x1] = sup [x'x| = Il

[x]eS xeS§
Es ist also 7 € (X/M)" und A7’ = x’ € R(A). Die Abbildung A ist daher eine isometrische lineare Abbildung
von (X/M) auf M*. O
Wir zeigen auch
Lemma 7.1.18: Folgendes gilt:
1. Es sei M C X ein Teilraum. Dann ist
M = (M*)*.
2. Es sei N C X’ ein Teilraum. Dann ist
N c (NH*.

In reflexiven Réiumen ist N = (N*)*.

Beweis:
1. Aus m € M erhalten wir
Vx eMt xX'm =0,
also m € (M*)*, und daraus M C (M*)*. Es sei x € (M*)*\M, x # o, dann gibt es ein x’ € M+ mit ||x'|| = 1
und x’x # 0. Aus x € (M*)* folgt aber x’x = 0, mithin ist M = (M*)*.

2. Aus n’ € N erhilt man
VY xeN*t n'x=0,

also n’ € (N4)*, und damit N C (N*)*. Hier gilt das Gleichheitszeichen nur in reflexiven Ridumen.
O

Es seien nun wieder X, Y normierte Rdume und A eine in X dicht definierte lineare Abbildung. Die konjugierte
Abbildung A’ : D(A’) c Y’ — X’ soll also existieren. Dann zeigen wir

Satz 7.1.19: Es gilt

1. RA) = RA)* = N(A).

2. RA) = N(A)*.

3 RA) =Y — (A)! existiert.
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Der Beweis folgt unmittelbar aus Lemma 7.1.18 und den Definitionen. Der Nachweis der entsprechenden Aussagen
fiir A’ ist etwas komplizierter.

Satz 7.1.20: Es sei A abgeschlossen. Dann gilt
1. RA)* N DA) = N(A).
2. R(A") Cc N(A)*.

3. R(A) ist eine totale Teilmenge von X' <= A~ existiert.

Beweis:

1. Aus x € N(A) folgt
Yy € DA 0=y'Ax=(A"Y)x,

also N(A) € R(A') N D(A).
Es sei x € R(A")* N D(A). Dann folgt

Yy € DA yAx=(A"y)x=0.
Nun ist D(A’) nach Satz 5.3.2 eine totale Teilmenge von Y, also x € N(A).

2. Nach Lemma 7.1.18 und der ersten Aussage ist

R(A") C (RAAYH = N(A*.

3. Es sei R(A’) total. Dann ist R(A")* = {0}, also N(A) = {0}. Mithin existiert A~'. Umgekehrt, A~! moge existieren.
Wir wihlen xp # o in X. Dann liegt {xo, 0) nicht im Graphen von A, und weil A abgeschlossen ist, gibt es ein
7 € (X X Y) mit
Z{x9,0) #0 und Vxe DWA) Z{(x,Ax)=0.

Wir definieren x” € X’ und y’ € Y’ vermoge
X' x:=7¢{x,0) und y'y:=7{o,y).

Dann ist
x'xo = 7' {x0,0) # 0

und
VxeD@A)  0=7(x,Ax) = X'x+ i Ax,

alsoy’ € D(A’) und
X =-A'y € RA).

Damit ist R(A") total. |

Es sei noch bemerkt, dass in der zweiten Aussage die Gleichheit gilt, wenn X reflexiv und D(A) = X ist.

Als néchstes zeigen wir

Satz 7.1.21:
RA) =X & A existiert und ist stetig.

Zum Beweis verwenden wir
Lemma 7.1.22: A besitze keine stetige Inverse. Dann gibt es eine Folge (x,) in D(A) mit ||x,|| — oo und Ax, — o.
Beweis: Nach Satz 1.3.7 existiert A~' € L£(R(A), D(A)) und ist stetig genau dann, wenn
dAm >0 VxeDA) m||x]| < [|Ax|
gilt. Dabei konnen wir uns auf x € § x N D(A) beschrinken. Es gilt also
VneN ds,eSxnDA) 1> |Asl.

Es sei nun
{sn/\/llAsnll, falls As, # o ist
Xy 1=

ns,, falls As, = o ist.
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Dann ist (x,) die gewiinschte Folge. O
Beweis von Satz 7.1.21:

=: Es sei R(A") = X’, und A habe keine stetige Inverse. Wir wihlen (x,) wie in Lemma 7.1.22. Dann gilt
Yy eV Yy Ax, — 0.
Wegen R(A”) = X’ folgt daraus
Vx eX X' x, — 0.
Dann ist (x,,) aber beschrinkt, im Widerspruch zu ||x,|| — oo.

<: A besitze eine stetige Inverse. Fiir festes x” € X’ ist dann
y+— x'(A7"y)
ein stetiges lineares Funktional auf R(A). Wir setzen es auf Y stetig fort. Es gibt also ein y’ € Y’ mit
VyeR@A)  yy=x@A"y.
Daraus folgt
Y x € DA) y'Ax = x'x.
Deshalbisty’ € D(A’)und A’y = x'. O
Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit dem

Satz vom abgeschlossenen Wertebereich: Es seien X,Y Banachriume und A eine abgeschlossene, in X dicht
definierte lineare Abbildung in Y. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) R(A) ist abgeschlossen.

(2) R(A") ist abgeschlossen.

(3) RA) = N(A)*.

(4) RA") = N(A)*.

(5) R(A’) ist schwach-stern abgeschlossen.

Beweis:

(1) & (3) gilt nach Satz 7.1.19.2.
(1) = (4): Es seien R(A) abgeschlossen und x’ € N(A)*. Dann gibt es ein 7’ € (X/N(A)) mit

Z[x] = x'x,

man vergleiche den Beweis zu Satz 7.1.17.2. Es sei A die bijektive Abbildung, die von A induziert wird. Weil
R(A) = R(A) abgeschlossen ist, besitzt A eine beschriinkte Inverse

A1 RA) - XIN(A).
Deshalb ist 77 o A~! € R(A), nimlich
Y x € DA) (7 oA HAx = X'x.

Es sei i’ eine stetige Fortsetzung von z o A~! auf Y. Dann folgt ¥’ € D(A’) und A’y = x'. Es ist also
N(A)* c R(A’). Aus Satz 7.1.20,2 erhiilt man dann N(A)* = R(A").

(4) = (2) folgt, weil N(A)* abgeschlossen ist.

(2) = (1): Es seien R(A’) abgeschlossen und Ay : D(A) — R(A) mit Agx = Ax. Diese Abbildung ist ebenfalls
abgeschlossen. Weil jedes Element von R(A) eine stetige Fortsetzung auf Y’ besitzt, ist R(A() = R(A"), also

abgeschlossen. Dann ist auch R(Ag) abgeschlossen, das folgt aus Lemma 7.1.7 und dem Zustandsdiagramm.
Damit ist R(A) abgeschlossen.

Den Nachweis der Aquivalenz mit (5) findet man in Taylor & Lay [1980], S. 162. O
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7.2 Kompakte lineare Abbildungen

Wir greifen nun eine wichtige Klasse linearer Abbildungen heraus, ndmlich die kompakten.

Definition 7.2.1: Es seien X, Y normierte Riume und S x die Einheitssphéiire in X. Dann heifit K € L(X,Y)
kompakt, wenn KS x in Y relativ kompakt ist. Es sei

KLX,Y) = {K e L(X,Y) | K ist kompakt}.

Als erstes zeigen wir

Satz 7.2.2: Es seien W,X,Y, Z normierte Riume. Dann gilt:

1. KL(X,Y) ist ein linearer Teilraum von CL(X, Y).

2. AusAe CLW,X), K e KLX,Y)und Be CLWY,Z) folgt Ko A e KLW,Y)und Bo K € KL(X, ).
3. Aus A € CL(X,Y) mit dimR(A) < oo folgt A € KL(X, V).

4. idy e KLX,X) & dimX < co.

5. Es sei K € KL(X, X). Dann ist R(K) separabel.

Beweis:

1. Die Linearitit ist klar, KS y ist beschrinkt, mithin existiert fiir K € KL(X, Y)

Kl = sup [IKs]|.

seS X

2. Es sei zum Beispiel Sy die Sphire in ‘W. Dann ist AS 4 beschrinkt und damit KAS 4y in Y relativ kompakt.

3. AS x ist in Y beschrinkt. Wegen dim R(A) < oo enthilt (As,) aufgrund des Satzes von Bolzano-Weierstraf3 eine
konvergente Teilfolge.

4. Das ist Satz 1.3.20.

5. Es seien firn e N
B,:={xeX | Ixll <n}.

Dann ist

R(K) = O KB,,
n=1

und wir haben nur noch die Separabilitit der KB; zu zeigen. Die folgt aber aus der Kompaktheit. Zu jedem
& > 0 gibt es ein n(e) und y; mit

n(e)

KB; C U B(y;.¢).
j=1

Mithin existiert eine abzéhlbare iiberall dichte Teilmenge. O

Beispiel 7.2.3: Es seien J = [a,b], X =Y = C(J,R), k € C(J X J,R) und
K : X— X,

b
fr— Kf = f SO k(- ,0)dt.
Dann ist K kompakt. ’

Beweis: Es sei
M := sup |k(s, 1)|.
5.t

Dann folgt aus M < oo
IKAl< (b —a)M]|f]l.

Deshalb ist K € CL(X). Es seien f,, € S y und x,, := Kf,. Dann ist

llxall < K]
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und .
|xn(sl) - xn(s)| < fa |k(sl,t) — k(s, t)|dt.
Nun ist k auf J x J gleichméBig stetig, es gilt daher
Ve>0 3A65>0 Vs,stel, |s;—s <86, |k(s1,0) = k(s,0)| < &
oder
Pea(s1) = xa(9)| < (b = @)e.

Mithin ist die Folge (x,) beschrinkt und gleichartig stetig. Aus dem Satz von Arzela-Ascoli folgt daher die Kom-
paktheit von K. O

Es sei noch bemerkt, dass sich die Voraussetzung k € C(J x J) abschwichen ldsst. Beispielsweise kann man
eine singuldre Abbildung wie

k(s, 1) :=

1
Vs —1|

zulassen.
Beispiel 7.2.4: Es seienI = (a,b), X =Y = L*(I,R), k € L2(I x I,R) und
K : X — X,
b

fr— Kf = f f@O k(- ,t)dt.
Dann ist K kompakt. ‘
Beweis:
1. Fast tiberall ist . ,

(KA < f \f@)P dt - f lk(s, DI dt,

also

IKFI* < 1A% - f lk(s, £)* ds dt
IxI

1Kl < \/f k(s, DI ds dt = |lkll 2y
IxI
Das heif3t, es ist K € CL(X).

2. Wir approximieren nun K durch K, € KL(X) in der Operatornorm. Aus dem nichsten Satz folgt dann K €
KLX).

Es sei (u,) ein vollstindiges Orthonormalsystem in X. Dann gilt

oder

DK = [P (*)
n=1

Es ist namlich )
(Kup)(s) = f ks, 1) (D) i = (ks ). ).

Mit (u,) ist auch (@,) ein vollstidndiges Orthonormalsystem, aus der Parsevalschen Gleichung folgt deshalb fast
tiberall

) b
D |Ku(| = f (-0 de =: f € L),

n=1

Es sei

Fuls) = D | Kus)|-
i=1

Dann ist f, € L'(I), und fast iiberall gilt f, > 0, f, ,/ f. Aus dem Satz von B. Levi iiber die monotone

Konvergenz folgt daher
b b
lim Ju = L’“ f
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also Gl. (x).
Fiir f € Xist f = >;(f, u;)u;. Weil K stetig ist, folgt daraus

Kf =) (fu)Ku.
i=1
Es sei .
Kof = > (fus) Kus
i=1
Offenbar ist K, € CL(X) mit dim R(K,,) < n. Mithin ist K,, kompakt, und es folgt

- 011 = (3 Irallial)’ = ( 3 laf)-( 3 Iealf) < 1 3 ikt

i=n+1 i=n+1 i=n+1 i=n+1

Dies gilt fiir alle f € X, deshalb folgt aus 3,70, [|Ku|[* = [IkI[*

I~ &1 < y 3 Il =0

Das war zu zeigen. o

Satz 7.2.5: Es seien X ein normierter Raum und Y ein Banachraum. Dann ist KL(X,Y) in CL(X, Y) abgeschlos-
sen.

Beweis: Es seien A aus dem Abschluss von K L(X,Y) in CL(X,Y) und B := {x eX | [|x]] < 1}. Nach Folgerung
1.2.34 geniigt es dann zu zeigen, dass AB in Y prikompakt ist. Zu & > 0 wihlen wir ein K € K L(X, Y) mit

e
-] <
und ein n = n(g) sowie yi, ..., Yy, mit
n
kBc| JB(y:3).
i=1
Dann ist .
ABC U B(y:, ).
i=1
Es seien namlich x € Bund y; € B(Kx, £/2). Dann ist
“Ax - yi“ < H(A — K)x” + ”Kx — y,»” <e&. a
Wir zeigen auch

Satz 7.2.6: Es seien X, Y normierte Riume und K € KL(X,Y). Dann ist

K e KLY, X).

Beweis: Es sei (y,,) eine Folge aus By, := {y’ eV IVl < 1}. Wir wollen zeigen, dass (K'y),) eine konvergente

Teilfolge enthilt. Dazu sei mit D := KBy
fo =y, |D.
Dann ist D kompakt und f, € CL(D, C). Fiir alle n € N und y, yo € D gilt

|12) = £uwo)| < Il - lly = woll < lly = yoll

und
[fa@)l < lyll.

Mithin ist (f,,) beschrinkt und gleichartig stetig. Es gibt deshalb eine gleichmifig konvergente Teilfolge, die wir
wieder mit (f,,) bezeichnen. Dann folgt

”K/y;/n - K/ylll

= sup |(K'y,, — K'y)x| = sup |y, — y,)Kx| < sup |fu(¥) - £uy)] = 0.
X€By x€By yeD
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Damit ist (Ky;,) in X’ eine Cauchyfolge. X" ist vollstidndig, es gibt also ein x* € X’ mit
Ky, — x'.
Das war zu zeigen. O
Es gilt auch die andere Richtung dieser Aussage, ndmlich

Satz 7.2.7: Es seien X,Y normierte Riume, M vollstindig, A € CL(X,Y) und A’ € KLY, X’). Dann ist A €
KLX,Y).

Beweisskizze: Es ist A” € KL(X”,Y"”) und nach Lemma 1.5.6
JyoA = A" olJy.

Daraus folgt
ASx =Jy A" IxSx C T, A”S x.

Weil Y vollstindig ist, ist AS x kompakt. |

Wir wollen nun schliellich auch den Begriff der schwachen Konvergenz zur Charakterisierung kompakter
Abbildungen heranziehen und zeigen

Satz 7.2.8: Es seien X,Y normierte Riume, K € KL(X,Y), x € X und (x,) eine Folge in X. Dann gilt

w-lim x, =x = (Kxn - Kx).

n—>o00
Beweis: Es sei w-lim ,,« X, = 0, und es gelte
- (Kxn — 0).
Dann gibt es eine Teilfolge (x;,) und ein ¢ > 0 mit
VneN ”le»"” > c.

Die schwach konvergente Folge (x ) ist beschriankt. Mithin gibt es eine Teilfolge (x;,,) und ein y € Y mit

Kxyp = y.
Dabei ist ||y|| > ¢ > 0, und es folgt fiir alle y’ € Y’

Yy =y Knn =y (Kan=y) = K'y) x2n =y (Kxon = y) = 0.
X’

Das ist ein Widerspruch. O
Es folgt

Satz 7.2.9: Es seien X, Y normierte Riume, X reflexiv und K € L(X,Y). Dann sind diquivalent:
(1) Ke KLX,Y).
(2) Fiir jede Folge (x,) in X und x € X gilt

w-lim x, = x = (Kx,, - Kx).

n—oo

Beweis:
(1) = (2) wurde soeben bewiesen.
(2) = (1): Nach Satz 4.1.4 ist B(o,1) ¢ X schwach folgenkompakt. Es sei (x,) eine Folge aus S y. Dann gibt es

eine Teilfolge, die wir wieder (x,) nennen, und ein x € X mit

w-lim x, = x.

n—oo

Daraus folgt aber Kx,, — Kx und damit K € KL(X, Y). O
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Wenn X reflexiv ist, gilt also

w-lim x, = x = (Ke?([,(z\’,y) S Kxn—>Kx).

n—oo

Ist X nicht reflexiv, dann ist die Implikation (2) = (1) im letzten Satz jedoch im Allgemeinen falsch. Zum Beispiel
seien X = Y = ¢'. Dann folgt nach Satz 4.2.4

w-limx, =x = x, - x.

n—oo

Die Abbildung K = id ist aber nicht kompakt, denn fiir x,, = ¢, enthilt (Ke,) wegen
llen = emll =2 (1 = 6m)

keine konvergente Teilfolge.

7.3 Die Riesz-Schauder Theorie

In diesem Abschnitt wollen wir uns wieder dem Losen von Gleichungen
Ax= y ()

zuwenden. Dabei seien X ein Banachraum, x,y € X und A eine kompakte Storung der Identitét, also mit K €
KLX)
A=id+ K.

Wir wollen zeigen, dass fiir solche Gleichungen wie in R" die Fredholmsche Alternative gilt. Dieses Resultat geht
auf FricYEs Riesz und JuLiusz PAWEL ScHAUDER, 1899-1943, zuriick. Es stammt aus den Jahren 1918—1930 und
verallgemeinert ein Ergebnis, das FREpHoLM um 1900 bewiesen hatte.

Wir beginnen mit
Satz 7.3.1: Es ist N(A) ein abgeschlossener endlichdimensionaler Teilraum von X.

Beweis: Die Abgeschlossenheit von N'(A) ist klar. Wir zeigen die Kompaktheit der Sphére S a4) in N'(A). Aus dem
Rieszschen Lemma folgt dann die Behauptung. Es sei also (x,) eine Folge aus S x4). Dann gibt es eine Teilfolge,
die wir wieder (x,,) nennen, und ein x € X mit

Kx, —» —x.

Wegen Kx, = —x, gilt dann auch x, — x € S p4). |
Satz 7.3.2: Es seien x € X und d(x) := dist (x, N(A)). Dann gilt
AM>0 VxelX d(x) < M||Ax]l.
Den Bewesis fithren wir indirekt. Es sei (x,) eine Folge aus X mit
VneN d(x,) > n||Ax,||.

Wegen dim N(A) < oo existieren y,, € N(A) mit

d(x,) = llx, - yn”
Es seien
. Xn—Yn
“T )

Dann ist ||z,]| = 1, d(z,) = 1 und

1 1
Azl = —— |Ax,|| < —.
Az, ) A%l < -

Nun ist K kompakt. Folglich gibt es eine Teilfolge, die wir wieder (z,,) nennen, und ein z € X mit

Kz, —» -z

und
Zy = Az, — Kz, — 2.

Dann ist z € N(A), also d(z) = 0. Andererseits folgt aber

d(2) 2 |d(z,) = |z = z4l| > 1. O
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Folgerung 7.3.3: Es gilt
YyeRA) TxelX Ax =y und |x|| < M|yl

Beweis: Es seien y € R(A) und z € X mit Az = y. Wir wihlen n € N(A) mit ||z — n|| = d(z) und
X:=z-n.

Dann ist Ax = Az = y und
lIxll = llz = nll = d(z) < M ||Az|l = M ||yl|. m

Satz 7.3.4: R(A) ist abgeschlossen.

Beweis: Es seien y, € R(A) mit y,, — y € X. Wir wihlen x,, € X mit Ax,, = y,, und ||x,|| < M ||y,||. Weil K kompakt
ist, gibt es eine Teilfolge, die wir wieder (x,) nennen, mit Kx,, — x. Dann folgt

Xp =Ax, —Kx, =y, — Kx, > y—x

und
Yn = Ax, — A(!/ - X),

also
y =A(y — x) € R(A). |

Mit A betrachten wir auch die Potenzen A” von A. Es ist fiir n € Ny

A" =id+K, mitKy:=0undK, = Z (’:)K fiir n € .
i=1
Dabei ist K, ebenfalls kompakt, folglich sind N (A") und R(A") abgeschlossen. Es seien
N, :=NAY und R, := RAM.
Offenbar ist
fo)=NocNiCcNyC---
X=RDRi DR D---.
Wir zeigen nun vier Hilfssétze:
Lemma 7.3.5: Es gibt eine Zahl r € Ny mit
No G- GN, =Ny =+ .
Beweis: Es sei
M= {neNO | N, :N,,+1}.
Mist nicht leer. Es sei ndmlich M = (. Dann sind fiir alle n € N
Nu-1 & Na

abgeschlossene Unterrdaume, und aus dem Rieszschen Lemma folgt die Existenz eines x, € N, mit ||x,|| = 1 und

1
dist (x,, N,-1) = 5
Firn > m > 1 gilt also
Kxy —Kx,=x,—y mit y:= X, + Ax, — Axy, € N1
Daraus folgt
1
K m -K n ==
K5 - ] > 2

im Widerspruch zur Kompaktheit von K. Die Menge M ist also nicht leer. Es sei n € M. Dannistauchn+1 € M.
Das folgt aus

A_an = Nn+1’
also
Nost = ANy = A7 Nt = Noo.
Mithin leistet
7 := min M
das Gewiinschte. O

Die in Lemma 7.3.5 gefundene Zahl r nennen wir Rieszzahl r(A) von A.
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Lemma 7.3.6: Es gibt eine Zahl q € Ny mit
Ro2- 2R, =Ry =+
Der Beweis dhnelt dem zu Lemma 7.3.5. Es sei jetzt
M:={neNy | Ry =Ry
Dann ist M nicht leer. Es sei namlich M leer. Dann ist fiir alle n € N
Rut1 & Ra,

und aus dem Rieszschen Lemma folgt die Existenz eines x,, € R, mit ||x,|| = 1 und
. 1
dlSt(xm RnJrl) 2 5 .

Fiir m > n > 0 gilt jetzt
Kxy — Kx,=x,—y mit y = x, + Ax, — Axy € Ryt

also |
||me — Kx,,“ > 3

im Widerspruch zur Kompaktheit von K. Die Menge M ist also nicht leer. Es sei n € M. Dannistauchn+1 € M.
Das folgt aus
RnJrl = ARn = ARrHl = Rn+2-

Mithin leistet
q := min M

das Gewiinschte. O

Lemma 7.3.7: Es ist g = r(A).

Beweis:

1. Es sei g < r. Dann wihlen wir x € N, mit x ¢ N,_;. Wegen
A 'x e R-1 =R,

gibt es ein y € X mit

Ar—lx — Ary’
und wir erhalten
0= Arx — Ar+1y’
also
YyEN =N,
oder
A lx=A"y =o.

Das ist ein Widerspruch.

2. Es sei g > r. Dann wihlen wir x € R,_; mit x ¢ R,, und es gibt ein y € X mit
x=A"y.

Wegen
Aly e R, = Ry

gibt es ein z € X mit
Aly = AT7

oder
Ay — Az) = o.
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Das bedeutet
y—AzENq = Nq_l

oder
x—A%7 =AYy - Az) = o.

Wir erhalten also den Widerspruch
x=A%zeR,. ]

Lemma 7.3.8: Es gilt
X=N,8R,.
Beweis: Es sei x € N, N R,. Dann gibt es ein y € X mit x = A"y, und es folgt
A%y =o.
Damit ist y € Ny, = N,, also x = 0. Das heif}t, es ist
N, NR,. ={o}.

Es sei nun x € X. Dann gibt es wegen A"x € R, = Ry, ein y € X mit A"x = A>y. Es folgt also

Alx-A"y)=o0
oder
x—A'yeN,.
Das liefert die gewiinschte Zerlegung
x=Ay + (x=-A"y). m]
N—— —_———
eR, eN,

Wir fassen unsere bisherigen Ergebnisse zusammen im

Satz 7.3.9: Fiir alle n € N sind die Raume N(A™) und R(A") in X abgeschlossen. Es ist dim N(A") < oo, und es
gibt eine Zahl r € Ny, r = r(A), die Rieszzahl von A, mit

{0} =NAY ¢ g NA)=NA"H=-..

X:R(AO)Q ;_)R(Ai’) =R(Ar+1) =
Ferner gilt
X=N@A)aRA.

Folgerung 7.3.10: Die Gleichung
Ax=y (%)

ist in R, eindeutig losbar.

Beweis: Wegen y € R, = R, gibt es ein x € R, mit y = Ax. Dieses x € R, ist eindeutig bestimmt. Es sei ndmlich
x = A’z. Dann folgt aus Ax = o

Ze€N =N,
also x = o. O

Ein wichtiger Spezialfall ist natiirlich der Fall r = 0. Jetzt ist Gl. (+) fiir alle y € X eindeutig 16sbar, und fiir die
Losung x gilt die Abschétzung
llxll < M lyll.

Auch im Fall r = 1 erhilt man aus
X=N@A)dRA)

eine Charakterisierung von R(A). Schwieriger wird es fiir groere r. Eine befriedigende Losungstheorie erhélt man
dann erst, wenn zusammen mit A auch der zu A konjugierte Operator diskutiert wird. Bevor wir eine solche Theorie
entwickeln, soll im Folgenden Beispiel zur Illustration an den Fall X = R? erinnert werden.

Beispiel 7.3.11: Der Fall X = R
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Wir greifen drei typische Abbildungen heraus:
1. Es sei A = id. Dann ist r(A) = 0 und Gl. () eindeutig 16sbar.

2. Es sei
1 0
A= 9

id=A"+A=A=-...

Nun gilt

Damit ist r(A) = 1,
N(A) = span(e;) und R(A) = span(e;)

sowie
X=N@A)dRA).

In R(A) ist Gl. (x) eindeutig 16sbar.
3. Es sei
0 1
=6 o
id=A"+A#A*=...=0.
Damit ist 7(A) = 2 und R(A?) = {0}. Die Aussage

Nun gilt

X = N(A>H) e RAY

hilft jetzt also nicht weiter.

In diesem Fall leistet die bisher entwickelte Theorie noch nicht genug. Aus der Matrizenrechnung weif3
man, dass nun neben den Eigenvektoren auch Hauptvektoren ins Spiel kommen. In den beiden ersten Fillen
war A diagonaldhnlich, wihrend man jetzt fiir A die Jordansche Normalform erhilt. Insbesondere zeigt sich,
dass man zur besseren Beschreibung des Sachverhalts auch die transponierte Abbildung A” mitbetrachten
sollte.

Um das Beispiel abzuschlieBen, bemerken wir nur noch, dass jetzt ¢ := e; Eigenvektor von A ist, also
N(A) = span(e), und R(A) = N(A). Damit ist

X # N(A) @ RA).

Es gilt aber
X =NAT) @ R(A),

und das liefert die notwendige und hinreichende Losungsbedingung fiir y. Es ist N(A”) = span(e;), und / := e;
ist ein Hauptvektor von A; es gilt nimlich Ah = e und A%h = o. O

Im Folgenden soll also die konjugierte Abbildung A" mit einbezogen werden. Dabei halten wir die Darstel-
lung zunichst etwas allgemeiner als notwendig und gehen von einem Paar X, Y normierter Riume aus und von
Abbildungen

KeKLX) und LeKLY)
sowie

A:=id+K und B:=id+ L.
Dabei denken wir an drei Fille:
1. Es seien X = Y ein Hilbertraum und B = A*.

2. Es seien X = Y = C(J, C), zusitzlich ausgestattet mit dem £?(J)-Skalarprodukt, und B = A* beziig-lich dieses
Skalarproduktes. Dabei soll J der Abschluss eines beschrinkten Gebietes in R" sein.

3. Es seien X ein Banachraum, Y = X’ und B = A’.

Im ersten und dritten Fall geniigt es, K € K L(X) vorauszusetzen, L € KL(Y) folgt dann. Im zweiten Fall 14sst
sich L € KL(Y) aber im allgemein nicht aus K € K L(X) ableiten.

Wir nehmen nun an, dass es eine sesquilineare Form (oder eine bilineare Form)
[,-] : XxY —C,
X y) — [x,y]
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gibt mit
{xeX | YyelY [x,y]=0}={0}

{yey | VxelX [x,y]=0}={0}

und
Y(y) e XxY [Ax,y] = [x, By].

Die soeben genannten Spezialfille lassen sich hier unterordnen, man nehme das Skalarprodukt bzw. die Abbildung
X x.
Wir beginnen mit folgendem

Lemma 7.3.12: Es seien xy, ..., x, € X linear unabhingig. Dann gibt es yi, .. .,y, € Y mit
VISl,an [xi7yj]=6ij~
Entsprechendes gilt, wenn man y1, . .. ,y, € Y vorgibt.

Beweis:
1. Fiir n = 1 ist die Aussage richtig.

2. Die Aussage sei fiir n Elemente xy, . . ., x, richtig. Wir zeigen sie fiir n+1 Elemente. Es seien also xj, ..., x4 € X
linear unabhingig. Dann gilt

Vie{l,2,....n+ 1} VX100, Xic1s Xixls - - o Xnsl Byll,...,yffl,yfﬂ,...,yiﬂ
Vij#l  [x.y] =06

Nun gibt es ein 77; € Y mit

n+l1 n+l
a = [xz, - Z vi [xe, 771]] =|x - Z[xhyi] Xie» 771] #0,
k=1 -1
k%1 k%1
denn sonst wire :
n+
X = Z[x/, yil .
k=1
k%1
Wir wihlen nun
o)
Y= —\n — Y Xk T ¢
@ k=1 ‘
k#1
Dann ist
oyl =1
nd
4 1 n+1 1 n+l
Vizl Dol = —{bwnd= ) [ oG]} = —|x - Y bl o m| = 0. 0
I I
k=1 k=1
k%l k%1

Es seien nun

RAY ={yey | VxeX [Axy] =0
RB) :={xeX |VyeY [xByl=0|
N@AY :={yey | Vxe N@A) [xy]=0}
NBY' :={xeX | Vye N(B) [x.y]=0

Annihilatoren beziiglich der Form [x, y] und
codimR(A) := dim X/R(A).

Dann zeigen wir unser Hauptresultat, nimlich
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Satz 7.3.13: Es ist
RA)* = N(B), R(B)* =N(), NA*=R(B), N(B*=RA)

und
dim N(A) = dim N(B) = codim R(A) = codim R(B) € Ny.

Der Beweis des Satzes ist etwas langwierig. Wir zerlegen ihn in fiinf Schritte:

1. Es seien m := dim N(A), n := dim N(B) und
N(A) = span(xy, ..., X,), N(B) = span(yi, ..., Yn).
Aus dem gerade bewiesenen Lemma folgt dann die Existenz von uy,...,u, € X und vy, ...,v, € Y mit

Y1<i,j<m [xi,vj] = 6;j
Y1<ij<n [ui, y;]1 = 6ij.

Ferner sieht man unmittelbar

R(A) = N(B), R(B)' = N(A), N(AY > R(B), N(B' >RA).
2. Es sei m < n. Dann definieren wir A € CL(X) vermoge
Ax = Ax+ Z[x, vilu;.
i=1

Es sei x € N(A). Dann folgt fiir alle i, 1 <i < m,
0 = [Ax,yi] = [Ax, y;] + [x,v;] = [x, By;] + [x,v;] = [x, 0],

also Ax = Ax = o oder x € N(A). Damit ist
x = Z&xi = Z[x,vi]xi =0,
i=1 i=1
das heiBt, es ist N(A) = {o}. Wegen

[~,vi]ui =: ld+1~<
1

A=id+K+

m

1

mit K € K L(X) verschwindet die Rieszzahl von A. Daraus folgt R(A) = X.

3. Wir zeigen m = n. Aus Symmetriegriinden geniigt es dafiir, den Fall m < n auszuschlieBen. Es sei also m < n.
Dann ist A wohldefiniert und wegen R(A) = X existiert ein x € X mit

AX = Upyr.

Es folgt der Widerspruch
1= [Ax,ymi1] = [AX, Ymi1] =[x, BYms1] = 0.

4. Wir zeigen N(B)* ¢ R(A) und N(A)* € R(B) . Aus Symmetriegriinden geniigt wieder der Nachweis von
N(B)* c R(A),

zusammen mit der ersten Aussage folgt dann N(B)? = R(A). Es sei f € N(B) vorgegeben. Wegen m = n ist A

wohldefiniert und
Ax=f

16sbar. Dann folgt fiiralle 1 < j<m=n
0= [f.y] = [Ax,y;] = [Ax y;] + [x.05] = [, Byl + [ 0,] = [x,05]

oder
Ax=Ax= f,
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also
N(B)* c R(A).

5. Wir zeigen codim R(A) = n und codim R(B) = n. Wegen der Symmetrie geniigt wieder der Nachweis von
codimR(A) = n.
Weil R(A) abgeschlossen ist, existiert nach Lemma 1.3.6 die kanonische Abbildung
p 1 X — X/RA).

Wir wollen zeigen, dass {¢(uy), ..., ¢(u,)} eine Basis von X/R(A) ist. Es sei x € X vorgegeben. Dann ist fiir
allei=1,...,n

[x= > nyilug, v = Dol = Loyl = 0,
j=1

also .
x— Z[x, yjlu; € N(B) = R(A)
J=1
oder .
() = > [yl pu))
j=1
und

span (p(u). ... @(un) = X/R(A).

Wir haben nur noch die lineare Unabhingigkeit der ¢(u), . .., ¢(u,) zu zeigen. Es sei mit @; € C

Z ajo(uj) =o.
j=1

Dann ist

D" aju; € RA) = N(BY,
j=1

und es folgt
Yi=1,...,n Oz[Zajuj,y,-]za/,-.
J=1

Damit ist Satz 7.3.13 bewiesen. O

Es seien nun X = Y ein Hilbertraum, B = A* und r die Rieszzahl von A. Dann lautet unser Ergebnis:
a) Entweder ist r = 0. Dann sind die Gleichungen

Ax = y und Bu 2y ()
fiir alle y, v € X eindeutig 16sbar.

b) Oder es ist » > 0. Dann ist 0 < dim N(A) = dim N(B) < co. Notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit der
Gleichungen (x*) sind die Bedingungen

ye N(B) bzw. ve NA)™ .

Das ist die Fredholmsche Alternative. Die letzte Aussage erhilt man aus
X =R(A)® N(A") orthogonal.
Sind X, X’ Banachrdume und B = A’, dann lauten die Losungsbedingungen entsprechend
y € R(A) = NA)* bzw. veRA") = NA)“.

Wir beschliefen diesen Abschnitt mit dem
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Beispiel 7.3.14: Es seien I = (0,2n), X = L*(I,C?),
D) = {ue H:1,C) | u(®) = um)|
und 0 1
D:uw- i{u' +Au} mit A = (_1 O)'
Offenbar ist D eine symmetrische Abbildung. Wir zeigen i € p(D). Vollig analog folgt auch —i € p(D) und wegen
DA") = DA) ®R(A +iid)" @ R(A —iid)* (*)

ist D dann selbstadjungiert. Gl. (x) werden wir in Satz 8.1.2 fiir abgeschlossene symmetrische Abbildungen A
beweisen. Fiir unsere Abbildung D ldsst sich die Selbstadjungiertheit aber auch leicht direkt verifizieren.
Wir zeigen also i € p(D). Dazu l6sen wir zunéchst die homogene Gleichung

W = (id — Ayu it u(0) = up € C*

und finden
u(t) = e My = ele ™My,
Mit
> 1
e = Z —A"t"
i n!
ist dann

. . cost sint
eM=id cost+ A s1nt:( ),

—sint cost

letzteres wegen
A?=—id, A*=-A undA* =id.

Die Losung u € D(D) von
(D—iidu=feX
erhilt man dann durch .
u(f) = e'e Muy — ie’e‘A’j; e e f(s)ds.

Dabei ist ug € C? so zu wihlen, dass u(0) = u(27) ist, also

27
1
uo = e uy — ieZ”f e e f(s)ds.
0

Es sei also

—i e27r 2

Teragi e e f(s)ds.

Up -
Mithin existiert die Abbildung
M : X — DD)cX,
fr=D-iid)'f

und es gilt
IMfII < clIfl

sowie

IMflh = \/IIMfII2 + ML) < ellfll.
Aufgrund des Rellichschen Auswahlsatzes (Satz 6.6.26) ist deshalb M € K L(X).

Nun wollen wir die Gleichung
Du=f (1)
16sen. Wegen D = (D —iid) +iid und M = (D —iid)~" folgt aus Gl. (1)

(id +iMu = Mf. )
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Hat man umgekehrt eine Losung u € X von Gl. (2), dann folgt aus Gl. (2)
u=M(f—-iu) € D).

Das heilit, u 16st Gl. (1). Es geniigt also, Gl. (2) zu behandeln. Fiir sie gelten unsere Resultate aus der Riesz-
Schauder Theorie, und notwendig und hinreichend fiir ihre Losbarkeit ist

Yove N(@d+ (iM)) (Mf,v) =0,
oder
YoeN(id+(iM)") (f,v) =0.

Nun ist “ -1
M =((D-iid)™") =((D-iid)) =D +iid)™".

Deshalb folgt aus v € N (id + (@ M)*) das Verschwinden von
Dv=(D+iid-iid) = (D +iid)(id —iM")v
und umgekehrt. Unsere Losungsbedingung fiir Gl. (1) lautet also
Yve N(D) (f,v) =0. (3)

Dabei ist mit beliebigem 1° € C?

_Ar cost —sint
v(t) =e vy =1 . 0g.
@ 0 (smt cost )0

Es gilt also
dim N (D) = codimR(D) = 2

und R(D)t = N(D). O

7.4 Die Integralgleichungsmethode in der Potentialtheorie

Als Anwendung der Riesz-Schauder Theorie 16sen wir nun Randwertaufgaben der Potentialtheorie mit der klassi-
schen Integralgleichungsmethode.

Es sei G c R ein beschriinktes glatt berandetes Gebiet (eine zusammenhingende offene Menge mit C;-Rand);
auch G, := R3\G, das AuBere von G, sei zusammenhingend. Wir suchen Losungen der Potentialgleichung

Au=o0

in G oder G, die bis zum Rande stetig bzw. stetig differenzierbar sind, mit
0
WiG = f baw. 226G = g.
on

Es soll also die Dirichletsche bzw. die Neumannsche Randwertaufgabe in G oder G, gelost werden. Dabei sind
f>g € C(0G) vorgegebene Funktionen und n der nach aufien weisende Normalenvektor von dG. Im Falle der
Auflenraumaufgabe (in G,) bendtigt man zur Eindeutigkeit noch eine Bedingung fiir das Verhalten der Losungen
im Unendlichen. In R? lautet eine solche Bedingung etwa

u(x) = O(i) und (Vu)(x) = O(#) fiir |x| — oo,

|x]

und zwar gleichmiBig beziiglich xy := x/|x|. Aus der GauBschen Umformung fiir G bzw. G,

f ua—u:~fV(uVu):j‘(Vu)2
ac On G G

folgt dann die Eindeutigkeit der Dirichletschen Randwertaufgaben und der Neumannschen Auflenraumaufgabe,
wihrend die homogene Neumannsche Innenraumaufgabe (in G) Konstanten als Losungen besitzt. Es sei hier nur
bemerkt, dass zum Nachweis der Eindeutigkeit u € C|(G) nicht benétigt wird, vielmehr geniigt u € C(G) bzw. die
Existenz der Ableitung in Normalenrichtung. Die Aussage u € C1(G) ist dann fiir Losungen zu verschwindenden
Randwerten beweisbar.
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Zur Losung solcher Randwertaufgaben hat man schon in der Mitte des letzten Jahrhunderts spezielle Ansétze
eingefiihrt, und zwar Potentiale mit der einfachen Flidchenbelegung 1 € X := C(0G,R)

1 1
(x) = —f Hu(y)——dy
21 Joc lx =yl

und Potentiale mit der doppelten Flichenbelegung (Dipolbelegung) v € X

1 o 1
o f v(y) —dy.

w(x) := — oy T

Beide Funktionen 16sen sowohl in G als auch in G, die Potentialgleichung. Die Funktion v ist iiberall in R? definiert
und stetig; und mit etwas Rechnung folgt, dass die Ableitung von v in Normalenrichtung bei Annédherung an den
Rand springt, wihrend die Tangentialableitungen stetig bleiben. Die Potentialfunktion w hingegen ist in G und in
G, stetig, springt aber am Rand, wiihrend fiir v € C|,,(6G) ihre Normalableitungen stetig bleiben. Es gilt

w(x) = v(2)+ (Kv)(2)
w(x) = —v(z) + (Kv)(z)
2L(x) = —u() + (K"u)()
R0 = p@)+ (K"W(E)

fir x » z € 0G, x € G,
firx > z€dG, xeG
fir x - z € 4G, x € G,
firx —» z€ 0G, x€G.

Dabei ist

(Kv)(z) := (y)— fiir z € G,

on, |Z yl

dy

1
=
Ktr . 1
(mwrgf

und K" der beziiglich des £2(0G)-Skalarproduktes zu K adjungierte Operator. Die Sprungrelationen muss man im
Einzelnen nachrechnen. Dabei geht besonders ein, dass wegen der Glattheit von dG fiir y,z € 0G und |z —y| — 0

:Oﬁzim)

1
C(0G) — Cpo(0G) mit0 < a < 3

u(y)— —dy fiir z € G

(9n2|—|

J 1 _ ny)(z—y)
ony |z -yl lz -yl

ist. Damit gldttet der Operator K, es folgt
K Klr

und aus dem Satz von Arzela-Ascoli dann K, K" € K L(X). Einzelheiten sollen in dieser Vorlesung nicht bespro-
chen werden, man vergleiche Beispiel 7.2.3.

Fiir die Dirichletsche Randwertaufgabe macht man nun den Ansatz u = w und fiir die Neumannsche den Ansatz
u = v. So erhilt man fiir u bzw. v die Integralgleichungen

| DiRWA | Neum.RWA
G | f=(=id+K)y | g=(id+ K"y
Go | f=(d+K)y | g=(-id+K"u

und kann die Riesz-Schauder Theorie in X anwenden. Benétigt wird dazu

Lemma 7.4.1: Es gilt

rid—K)=0 und r(id+K)=1
undmitee X, ez e(z) =1,
N(id + K) = span(e).
Beweisskizze:

1. Es sei ¢ — K¢ = 0. Weil K glittet, ist ¢ € C1,,(dG). Es sei ferner

1
w(x) = o f

1
—— ——dy.
sO(y) e T—
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Dann verschwindet w an der Innenseite von G, wegen der Eindeutigkeit der Dirichletschen Randwertaufgabe
mithin {iberall in G. Wegen ¢ € C}4,(0G) existiert die Normalableitung von w am Rande und verschwindet
dort. Weil auch die Neumannsche AuBenraumaufgabe hochstens eine Losung besitzt, verschwindet w iiberall.
Dann ist aber

o=uwl, =¢+ Kp=2¢p.

2. Es sei nun ¢ + Ky = 0. Auch jetzt folgt ¥ € C14,(0G), und es sei

wx) = f“%num
)

Dann erhilt man aus w|, = o wegen der Eindeutigkeit w|G, = o. Damit existiert und verschwindet die Norma-
lableitung von w am Rande. Man zeigt nun leicht, dass die homogene Neumannsche Randwertaufgabe fiir G
nur die Konstanten zur Losung hat. Mithin ist

const = w|; = -y + Ky = -2,

und die Losung ¢ = e tritt wirklich auf; das rechnet man leicht nach.

3. Es seien nun ¢ € N(id + K™), ¢ # o und

1 d
vm:—fwwy.
2r Jag lx — yl

Wir wollen
(e,9) #0
zeigen und nehmen dazu (e, ¢) = 0 an. Dann ist
a—:’i =¢+K'¢p=o0,
also v|G konstant, und
Z—Z = -+ K"p=-2¢.

Damit folgt aus dem Gauf3schen Satz

f (Vv)2 = f V(@Vv) = —f v@ =20G,p) =0
Ga G, a6, on

also v|G, = 0, und wegen der Stetigkeit v = 0. Dann ist aber

1 ov

$= 2 ml,

im Widerspruch zur Annahme.

4. Als letztes zeigen wir r(id + K) = 1. Es sei x ¢ N(id + K) und
(id + K)’x = o.

Dann ist
(id + K)x € N(id + K) = span(e).

Es sei etwa (id + K)x = e. Dann folgt mit
e NGid+K"), ¢ # o,
= ((id + K")p, x) = (¢, (id + K)x) = (¢, €) #0,

und das ist ein Widerspruch. O

Folgerung 7.4.2: Die Dirichletsche Innenraumaufgabe und die Neumannsche Auflenraumaufgabe sind eindeutig
losbar.

Beweis: Die Existenz einer Losung folgt aus r(id — K) = 0. O
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Folgerung 7.4.3: Notwendig und hinreichend zur Losbarkeit der Neumannschen Innenraumaufgabe ist die Bedin-
gung

(e.q) = f gy dy = 0.
oG

ou f
— = Au=0
faa on G

folgt die Notwendigkeit der angegebenen Bedingung. Dass sie auch hinreicht, folgt aus r(id + K) = 1 und N(id +
K) = span(e). O

Beweis: Aus

Schwieriger ist die Behandlung der Dirichletschen Auenraumaufgabe. Auch hier gilt die Eindeutigkeit, wegen
r(id + K) = 1 ist die entsprechende Integralgleichung jedoch nicht immer 16sbar; es gilt jedoch

X =R(@id + K)® N(id + K) = R(id + K) & span(e).

Man kann daher die Randwerte f in ihre Komponenten zerlegen, und eine spezielle Potentialfunktion u mit u|0G =
e lasst sich direkt angeben. Mit diesem Kunstgriff wurde lange Zeit die Dirichletsche Aulenraumaufgabe in der
Potentialtheorie gelost. Das fiihrt aber zu Schwierigkeiten, wenn man beispielsweise die Losung # in Abhidngigkeit
von den Randdaten f diskutieren will.

Viel systematischer ist folgendes Vorgehen: Offenbar entsprechen Dirichletsche Aulenraumaufgabe und In-
tegralgleichung (id + K)v = f einander nicht; der Ansatz mit dem Dipolpotential w ist in diesem Fall schlecht
gewihlt. Nimmt man statt dessen

1 0 1
W(x) := o jl;G v(y){a—ny + i}lx——yldy’
dann erhilt man eine Integralgleichung der Form
d+Ly=f
mit #(id + L) = 0.
Es sei noch betont, dass die eingangs zitierte Abschétzung

n(y)z-y) = Iz - y*)

besonders wichtig ist. Aus ihr folgt ja die Kompaktheit der auftretenden Operatoren. Leider hingt sie stark von
der Glattheit des Randes und der speziellen Gestalt der Grundlésung der Potentialtheorie ab. Bei nur stiickwei-
se glattem Rand ist eine solche Abschitzung aber nicht mehr richtig; auch bei anderen Differentialgleichungen
bzw. Differentialgleichungssystemen aus der mathematischen Physik, wie den Maxwellschen oder den Elastizi-
titsgleichungen, gilt eine analoge Abschitzung nicht, schon bei glattem Rand. Hier wird man dann schnell auf
singuldire Integralgleichungen gefiihrt, iiber die viel gearbeitet worden ist. Aber letztlich bedeutet dies doch eine
starke Beschriankung der Methode.

Ahnliches gilt bei unbeschriinktem Rand G. Zum Abschluss bringen wir hierzu noch das

Beispiel 7.4.4: Wir betrachten in L*(R*) die Fourier-Sinus Transformation, namlich mit k(x, y) 1= V2/n sin(xy)

Kf = fo k() f) dy.

Es sei fir € R*
go(X) 1= \m/2e7.
Dann ist
® —ay 1 oy x X
(Kgo)W) = | sin(xy) e ¥dy=~ | xcos(ay) e dy = = — 5 (Kga)(0),
0 a Jo (0% (0%
also

X
(Kga)(x) = Pl he(x).
Wir werden in §8.3 im Anschluss an den Spektralsatz

K=K =K'
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zeigen, also
Kh(l = g(]f’

Damit folgt
K(ga +he) = he + 9o

oder g, + h, € N(id — K). Es ist also
dim N(id — K) = oo.

7.5 Das Spektrum kompakter linearer Abbildungen

In §7.3 haben wir fiir kompakte Storungen der Identitédt das Gelten der Fredholmschen Alternative bewiesen. Wir
wollen nun das Spektrum kompakter Abbildungen diskutieren, geben vorher jedoch noch

Definition 7.5.1: Es seien X, Y normierte Riume und A € L(D(A) c X, Y) eine abgeschlossene Abbildung. Dann
heifit A Fredholmoperator, wenn folgendes gilt:

1. dim N(A) < oo,

2. R(A) C Y ist abgeschlossen,

3. codimR(A) < oo.

Ist A ein Fredholmoperator, dann heifst die Zahl

indA := dim N(A) — codim R(A)
Index von A.
Offenbar ist id ein Fredholmoperator mit dem Index Null, und in §7.3 haben wir bewiesen

Satz 7.5.2: Es seien X ein normierter Raum und K € KL(X). Dann ist auch id + K ein Fredholmoperator mit
ind (id + K) = ind id.

Der Satz bleibt richtig, wenn man id durch einen Fredholmoperator A € CL(X) ersetzt. Einen Beweis findet man
in Kato [1966], S. 238. Dieses Buch enthilt auch Resultate iiber kleine Storungen von Fredholmoperatoren.

Definition 7.5.3: Es seien X ein normierter Raum und A € L(D(A) c X, X) eine abgeschlossene Abbildung.
Dann heiflen
O(A) := {/l eC ' A — did istein Fredholmoperator}

die Fredholmmenge und
S(A) = {/l € o (A) ' 1¢ cD(A)}

das wesentliche Spektrum von A.

Es ist ®(A) offen (vgl. Kato [1966], S. 235) und £(A) = C\D(A) abgeschlossen. Das wesentliche Spektrum enthilt
das kontinuierliche, Eigenwerte unendlicher Vielfachheit und Hiufungspunkte von Eigenwerten.

Wir beginnen nun mit

Satz 7.5.4: Es seien X ein Banachraum und K € K L(X). Dann gilt
1. o(K)\{0} = Pa(K)\{0}.
2. Fiir 1 € C\{0} ist K — A1id ein Fredholmoperator mit dem Index Null.
3. Es sei dim X < oo. Dann ist K ein Fredholmoperator mit dem Index Null.
4. Es sei dim X = oco. Dann ist K kein Fredholmoperator.
Es gilt dann also

0 falls dimX < o

%(K) = { .
{0} falls dim X = 0.
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Beweis: Fiir 1 € C \{0} ist
1
K - 2id = -A(id - ~K)
A

ein Fredholmoperator mit dem Index Null. Das beweist die beiden ersten Aussagen. Die dritte Aussage ist trivial,
wir zeigen die vierte: Es sei K ein Fredholmoperator. Dann existiert die stetige kanonische Abbildung

¢ X — XIN(K),

und wir konnen
K : X/N(K) — R(K)
vermoge K[x] := Kx definieren. Dann ist K € KL(X/N(K), R(K)). Nun sind X/N(K) und R(K) Banachriume;
aus dem Satz von der inversen Abbildung folgt deshalb
K" e CL(RK). XIN(K)).
Damit ist
idx v = K™ o K € KL(X/N(K)),
und aus Satz 7.2.2,4 folgt dim X/N(K) < co. Das ist ein Widerspruch. O

Satz 7.5.5: Es seien X ein normierter Raum und K € K L(X). Dann ist 0(K) abzdhlbar und besitzt hichstens Null
als Haufungspunkt.

Beweis: Wir zeigen, dass fiir alle n € N die Mengen
1
Ay = [Le oK) | > -
n

endlich sind. Es gebe namlich eine Folge (Ay)xeny mit

1
A € o(K), /l,i/ljfurl;t] und |A] > —.
n

Dann gibt es Eigenfunktionen x; # o mit
ka = /lkxk.

Diese Eigenfunktionen sind linear unabhéngig. Das folgt leicht durch vollstindige Induktion. Es seien xi, . . ., X1
bereits linear unabhingig und
m—1
Xm = Z aiX;.
i=1

Dann folgt
m—1
AmXm = Kxpy = Z a;dix;,
i=1
also
m—1 1
= — Naix:
0= ; (1 /lm)a,x,
und @; = -+ = @1 = 0. Es sei nun

X = span(xy,...,Xy).

Dann ist X,,—; & X, und aus dem Rieszschen Lemma folgt die Existenz von y,, € X, mit ||y,,|| = 1 und

1
dist(Yn. Xon-1) 2 3.
Firm > 1> 1 gilt
Kym — Kyi = (Y — X)
mit |
xi= - (Kv1 + At = Ktjm) € X1,
also N
“Kym - Kyl” = |/lm| “ym - )C“ > % >0

im Widerspruch zu K € KL(X). Mithin ist A, endlich. O
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Beispiel 7.5.6: Der Wert O € X(K) kann zum kontinuierlichen, Residuen- oder Punktspektrum gehoren.

1. Es sei K = O. Dann ist N(K) = X, R(K) = {0} und
o(K) = Po(K) = {0}.

2. Es seien X = (% und Kx := (¢1, 3£, §&5,...). Es ist K* = K. Es sei ferner Ky € K L(X) mit

Kyx = (€13, £én.0,...).

Dann gilt fir M < N

N

f' N N 1 o 1
-e;|| < supii2 Z—S Z—Z—>O.
Ieli=1 15271 IWll=1 2 pre1 =M+ i2 =M+

Ky~ Kull = sup | D7 e

Mithin ist K € KL(X). Als erstes bestimmen wir die von Null verschiedenen Eigenwerte von K. Aus K;x = o
folgt

1
& =4&, §§2=/l§2, e

Fiir jedes n € N ist 4, := 1/n mithin Eigenwert zu e, also

1
)

Damit liegt 4y := 0 in o(K), gehort jedoch nicht zum Punktspektrum. Es ist R(K) # X, denn fiir

Po(K) = {1,

| =

11
fi=(lg 30

ist
Kx = f

in X nicht 16sbar. Es wire namlich x = (1, 1,...). Es ist jedoch R(K) = X. Dazu muss man ein vorgegebenes
f € X nur durch eine endliche Summe Zy;e; approximieren. Damit gilt 4y € Co(K).

3. Es sei wieder X = €% und Kx := (O, &1, %52, %53, .. ) Dann ist K kompakt und
K'x=(&, 36, 36, ...),
also N(K) = {0} und N(K*) = span(e;). Es folgen
o(K) = X(K) = Ro(K) = {0},

o(K*) = %(K*) = Po(K™) = {0}. O

Es sei auch an Beispiel 7.1.4 (7.2.4) erinnert. Wir fassen unsere Resultate zusammen im

Spektralsatz fiir kompakte Abbildungen: Es seien X ein Banachraum und K € K L(X). Dann gilt
1. a(K)\{0} besteht hochstens aus abzdhlbar vielen Eigenwerten mit Null als einzig moglichem Hdufungspunkt.

2. id — AK ist ein Fredholmoperator mit dem Index Null. Die Rieszzahl r(1) von id — AK existiert, und es gilt

X = N((id - 1K) V) @ R((id — AKY"™).

3. Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten von K sind linear unabhdngig.

4. Im Falle dim X = oo ist 0 € 2(K), andernfalls ist 0 € ®(K).
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7.6 Das Spektrum kompakter normaler Abbildungen

In diesem Abschnitt seien X ein Hilbertraum und K € K.L(X). Wir wollen uns mit der besonders wichtigen Klasse
kompakter normaler Abbildungen beschiftigen.
Mit K ist nach Satz 7.2.6 auch die konjugierte Abbildung K’ kompakt. In §5.3 haben wir in Hilbert- raumen
vermoge
K*:=Ry'K'Rx

auch die zu K adjungierte Abbildung definiert. Nach Satz 7.2.7 ist deshalb mit K’ auch K* kompakt, also K* €
K L(X). Wir geben nun

Definition 7.6.1: Es sei X ein Hilbertraum. Dann heifit A € CL(X) normal, wenn AA* = A*A ist. A € CL(X)
heifit hermitesch, wenn A = A* ist.

Eine hermitesche Abbildung ist selbstadjungiert, und mit A ist auch A, normal. Das folgt aus
AL =A"-2id
durch Ausmultiplizieren. Ferner zeigen wir

Lemma 7.6.2: Es sei A € CL(X). Dann gilt:
1. Aistnormal — VxeX ||Ax|| = ||A*x].

2. Aist hermitesch < VYxeX (Ax,x)eR.

Beweis:

l.=:(Ax,Ax) = (x,A"Ax) = (x,AA"x) = (A*x, A" x).
&: Aus der Polarisationsformel folgt

(A"Ax,y) = (Ax,Ay) = (A"x,A"y) = (AA™x, ).

2. Das haben wir bereits in Satz 5.3.14 bewiesen. m]

Folgerung 7.6.3: Es sei A € CL(X) normal. Dann gilt:
1. N(Ay) = N(AY.
2. VYneN |A%| = |Al*.

Beweis:
1. Das folgt aus ||A,x]|| = [|Ax]l, weil A, normal ist.
2. Esist ||A|l = |JA*|| und ||A*A|| = ||A]|> nach Lemma 5.3 .4. Wegen
(A")?A% = A"AAA = AA*AA* = A%(A¥)?
ist mit A auch A% normal und
A*A

1 = fleary 2] = fleaway ] = [laalf = "

also
4] = [l

Das beweist die Aussage fiir n = 1. Es sei m = 2. Dann ist auch A” normal, und ein Induktionsschluf} zeigt

lcam?| = [lam” = qiairmy? = [la] ™.

also

2"” 2n+]
A .

= [l

Lemma 7.6.4: Es sei A € CL(X) normal. Dann gilt

vaeN A" = 1Al = ro(A).
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Beweis: In Satz 7.1.12 haben wir die Existenz von

ro(A) = lim |47

bewiesen, und es war
ro(A) < ||A"]|" < 11AlL.
Folgerung 7.6.3 zeigt dann fiir n = 2*
re(A) = llAll,

also U
Al < [|Ja]|"" < 1Al o

Wir geben noch
Definition 7.6.5: Eine Abbildung A € CL(X) heif3t nichtnegativ, wenn
VxeX (Ax,x) =0

ist, und positiv, wenn
VxelX Ax,x)>0, x#0
ist.
Dafiir schreiben wir auch A > 0, bzw. A > 0. Eine nichtnegative Abbildung ist also hermitesch. Die Abbildungen
A*A und AA* sind stets nichtnegativ.
Als letztes vorbereitendes Resultat zeigen wir schlielich

Lemma 7.6.6: Es sei A € CL(X) hermitesch. Dann ist

lAll = sup [(Ax, x)|.
[Ixl=1
Allgemein wiirde nur

IAll = sup sup [(Ax,y)|
Ill=1 ligl=1

gelten.
Zum Beweis wihlen wir x € X mit ||x|| # 0 und Ax # o,

a := ||Ax]|/llx]l >0 und A := sup |(Ax, x)|.

[Ixl=1
Dann ist
1 A A A A
s = 3 {(A(@x+ ) o+ )~ (Afox - Z), ax- )b <
4 a [0 a a
: Ax)? Avpy _Af oo AP
< o+ 22+ o= 22} = 2 { 1o+ L
also
IAX]] < 4|l
oder ||A|| < A. Die Abschiitzung A < ||A|| ist trivial. -

Wir beginnen nun mit der Diskussion kompakter normaler Abbildungen. Wesentlich ist das folgende
Lemma 7.6.7: Es sei K € KL(X) normal. Dann existiert ein A € Po(K) mit |A| = ||K]|.
Beweis: Fiir K = O ist das Lemma richtig, es sei also [|K|| > 0. Dann ist
o(K)\{o} ¢ Po(K)

und

re(K) = sup |4] =[|K]| > 0.
Aea(K)

Po(K) besitzt keine von Null verschiedenen Hiufungspunkte. Deshalb gibt es ein A mit

le Po(K) und | = |IK]. O

Es sei nun {4,},cy, N C Ny, die Menge der paarweise verschiedenen Eigenwerte von K. Dabei sei 4g = 0, falls
No := N(K) # {o} ist. Es seien ferner N,, := N(id — 1,K) und P, die orthogonale Projektion auf N,. Dann gilt der
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Spektralsatz fiir kompakte normale Abbildungen: Es sei K € KL(X) normal. Dann gilt:
1. Es gibt einen Eigenwert A mit |A| = ||K|| = rs().
2. Vk,lEN PP, = 6y Py.

3 id= ZP,-.

iEN
4 K= Z/l,»P,- und K* = Zzipi.
iEN iEN

1
5. VA4 K) R(K, Q) = —P,.
€p(K) R(K, Q) ZA,-—A
ieN
6. Yke N r(id—- 4K)=1.

7. VkeN X=R(>Gd- K)o N(@id—- 4K).

Beweis:
1. Das wurde in Lemma 7.6.7 bewiesen.
2. Fiir k,1 € N und x; € Ny ist wegen N(id — AK) = N((id — 1K)*)

(X, x1) = (Kxg, x1) = (o, K xp) = (e, 4ixp) = Ay(xg, x)).

3. Wir zeigen

Es sei ndmlich

und y # o. Dann folgt fiir alle n € N
(K.l/, Xp) = W, K*xn) = /ln(y, x,) =0

(%n, K*y) = (Kxp, y) = 4,(x4,y) = 0,

also

KYcY und K'Y CJV.
Es seien nun Ky bzw. K;j die Einschrinkungen von K bzw. K* auf Y. Dann gilt Ky € KL(Y) und

Vyzel  (Koy.z) = (Ky.2) = (y.K'2) = (y. K;2),

das heilt, Ko und K sind in Y adjungiert. Ky ist normal. Wegen Ky # o ist Ko # O, folglich existieren ein
A€ Cundein z € Y mit Kz = Koz = Az und |1] = ||Kp|| > 0. Das ist ein Widerspruch. Die Behauptung folgt
dann aus der Theorie der Orthonormalsysteme. Fiir alle n > 0 ist dim R(P,,) endlich.

4. Aus
X = Z Pix

folgt wegen K € CL(X)
Kx= Z A4 Pix und K'x= Z A P;x.
ieN\{o} ieN\{o}

5.Esseiy:=(K - A lxfirde p(K). Dann ist
D Px=x=(K-y= ) (- )Py,
ieN ieN

also
Pix = (i - )Py

y:ZPiyzzlil_lP,-x.

ieN ieN

oder
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Die Resolvente von K besitzt also Pole erster Ordnung in den A;.

6. Wir zeigen
Ni = N(id — LK) = N((id — ,K)).

Es sei namlich x € N((id — ;K)?). Dann folgt

0= (id — 4K)'x = (id — 4K Z(ai — APix) = Zu[ — )2 Pix,

ieN ieN
also
Vi#k Px=o.
Mithin ist x € N; und r(id — 4K) = 1.
7. Die Behauptung folgt aus r(id — 4K) = 1. O

Fiir die Anwendungen sind die hermiteschen Abbildungen besonders interessant. Es sei also K = K*. Dann ist
o(K) Cc R, genauer
o(K) < [ = IKIL I1K11-

Ist speziell K > 0, dann gilt sogar
o(K) [0, lIK1l].

Fiir kompakte hermitesche Abbildungen soll noch ein zweiter Beweis des Spektralsatzes vorgestellt werden, der
den Zusammenhang mit der Variationsrechnung besser erkennen lédsst. Zur Vereinfachung sei K > 0. Wir zeigen
zunichst

Lemma 7.6.8: Es sei K € KL(X) hermitesch mit

A := sup(Kx, x) > 0.
lIxll=1
Dann gilt

1. Ax e X mit||x|]| = 1 und (Kx,x) = A.
2. Yx € X mitl||x]| =1 und (Kx, x) = Aist Kx = Ax.

Beweis:

1. Es seien x, € S x mit (Kx,, x,) — A. Der Hilbertraum X ist reflexiv. Mithin gibt es eine Teilfolge von (x,), die
wir wieder (x,) nennen, und ein x € X mit (vgl. Satz 4.1.4 und 4.0.6)

w-lim x, =x und |x|| < 1.

n—oo

Weil K kompakt ist, folgt
Kx, — Kx,

also
A — (Kxp, x,) = (Kx, — Kx, x,) + (Kx, x,) = (Kx, X).

Aus A = supy - (Kx, x) folgt dann schlieBlich ||x|| = 1.
2. Es seien x € X mit ||x]| = 1 und (Kx, x) = A, y € X mit ||y|| = 1 und a € C beliebig. Dann ist

(K(x + ay), x + ay) = (Kx, x) + 2Re a(Kx, y) + |a*(Ky,y) > 1 + 2Re a(Kx, y) — |af* || K]|

und
llx + ayll* = 1 + 2Rea(x, y) + |al.
Aus
(K(x + ay), x + ay) < A||x + ay|?
folgt also
A+2Rea(Kx,y) —laPlIK|| < A+ 2ARea(x, y) + Alal
oder

2Rea(Kx — Ax,y) < lal*(A + |IK]).
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Wihlen wir nun
_ (Kx-A4x,y)

A+1KI

dann erhalten wir
|(Kx - Ax, y)l <0

und deshalb Kx = Ax. a

Damit haben wir einen ersten Eigenwert 4,

Ay = sup (Kx, x),
[Ixl=1

und eine zugehorige Eigenfunktion x; mit ||x;|| = 1 und
Kxi = 1x,
gefunden.

Wir wollen nun den néchsten Eigenwert bestimmen. Dazu setzen wir X := X, K| := K und wihlen
Xz = {x eX ‘ (.X,.X]) = 0} und K, = K]le.
Wegen

Vye X, (Kay, x1) = (y, Kx1) = A1(y,x1) =0

ist K, € £(X,) und damit K, € KL(X,) und nichtnegativ. Deshalb konnen wir das Konstruktionsverfahren wie-
derholen. Falls

sup (Kxx,x) =0

XESXZ

ist, brechen wir ab; andernfalls existieren

Ay := sup (Kpx,x) >0 und x; € X»

XS x,
mit
Kxy = x5, |lx2ll=1 und (x1,x)=0.

So fahren wir fort und erhalten Eigenwerte
A==

und Eigenfunktionen
X, € X = {xeX ' Vi=1,...n-1 (x,xl-)=0}
mit ||x,|| = 1 und
Kx, = A,x,.
Es sind zwei Fille moglich:

1. Das Verfahren bricht nach N Schritten ab. Dann existieren

Ay >A>--->2Ay>0 und xq,...,xy5
mit
Kx; = A;x;.
Die {xi, ..., xy} bilden ein Orthonormalsystem, und es ist
span(xy, ..., xy)" = N(K)
sowie

N
VxeX Kx=Z/l,-(x,x,-)xi.
i=1

Insbesondere ist dimR(K) = N < oo.
2. Es ist dim R(K) = co. In diesem Falle bricht das Verfahren nicht ab, und es gilt
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a) {4,,} ist eine Nullfolge. Das folgt aus K € K L(X).

b) Es ist
span(xi, x2,...)" = N(K).

Es sei ndamlich x € span(x, x,...)* mit ||x|| = 1. Dann gilt erst recht

x € X, = span(xy, X2, ..., X,_1)"
und aus
/ln = Ssup (Knx, .X) = ”Kn”
xES,\'"
folgt fiir alle n

IKx| = |Kpxll < 4, — 0,
also x € N(K). Die andere Richtung ist klar.
c) Es gilt

VxeX Kx = Z Ai(x, xp)x;.
i=1

Das folgt unmittelbar aus

Xx— Z(x, x))x: € span(xy, xa, ...)" = N(K).
i=1

d) {41, A2, ...} ist die Menge aller positiven Eigenwerte von K. Es sei nimlich A € Po(K) mit A > 0 und
A¢{l, A, ).

Es sei ferner x € X mit ||x|| = 1 und
Kx = Ax.

Dann folgt fiir alle n € N
/]'(-x7 -xn) = (K)C, xn) = (x’ Kxn) = /ln(x’ -xn)’
also wegen A # 4,
(x,x,) = 0.

Damit ist x € N(K). Das ist ein Widerspruch. |

Bei manchen theoretischen und praktischen Anwendungen stort es, dass man bei diesem Verfahren zur Bestim-
mung von A, die Eigenfunktion x, ..., x,_ bereits kennen muss. Das macht Abschitzen schwierig. Das Courant-
sche Maximum-Minimum Prinzip, benannt nach RicHARD CouranT, 1888-1972, vermeidet dies. Es soll noch kurz
vorgestellt werden; es sei aber betont, dass zu seinem Nachweis der Spektralsatz benotigt wird. Das Prinzip enthilt
also keinen neuen Existenzsatz. Man findet es in Courant [1920].

Das Courantsche Maximum-Minimum Prinzip: Es seien K € K L(X) hermitesch, hy, ..., h,-; € X und

Vu(hy, ... b)) == sup (Kx,x)

xeSq

n—1

mit H,_y := span(hy, ..., h,_1)*. Dann erhdilt man den n-ten Eigenwert A, von K durch

A, = inf Va(hi, .oy hyct).
hy,....h

n—1
Beweis: Aus dem soeben Bewiesenen folgt
Ap = V(X150 oy Xnm1).

Wir haben also nur noch
Vhl,...,h,HeX V,,(h],...,h,,f])Zﬂn
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zu zeigen. Es seien also Ay, .. ., h,_; vorgegeben. Dann wihlen wir

n
X = Z-fixi
iz1

mit & € C, ||x|| = 1 und x € H,_; Eine solche Wahl ist moglich, weil das Gleichungssystem

0= &k firk=1,...n-1
i=1

1= Z &
i=1

stets nach den &; aufgelost werden kann. Dann folgt
(Kx,0) = Y &&Kx 20 = 3 AR = 4 ) 167 = A,
k=1 i=1 i=1

also
Vao(hi, ..., hy_1) = A,. O

Wir beschlieen diesen Abschnitt mit dem Folgenden Beispiel.

Beispiel 7.6.9: Es seien Q C R" eine offene beschrinkte Menge, X = L2Q), W u' e X,
Dm):{ueﬂKQﬂAuex}
und Au := —Au. Es soll die Dirichletsche Anfangsrandwertaufgabe
W +Au=0 mitu0, -)=u’ und ' (0, -) = u'
gelost werden. Dabei ist u : Rj x Q — R, der genaue Losungsbegriff wird im Folgenden noch prizisiert.

Zur Losung dieser Anfangsrandwertaufgabe macht man den klassischen Ansatz der Separation der Variablen
(oder der Entwicklung nach stehenden Wellen), ndmlich

u(t, x) = v(x) w().

Aus diesem Ansatz folgen mit 1 € C
Av= v (D

—w" = Aw. )
Die zweite Gleichung ist leicht zu 16sen, ndmlich durch
w(t) = ¢y cos Var+ ¢, Sin Var.

Bei der ersten handelt es sich um eine Eigenwertaufgabe.

Wir wissen bereits aus §6.7.3, dass fiir alle f € X
Au = f
eindeutig losbar ist. Ein Beweis sei noch einmal skizziert. Weil Q beschrinkt ist, gilt
Vue Q) lull < d|Vul

(Erste Poincarésche Abschitzung). Es sei
B(u,v) := (Vu, Vo)

und |u| := VB(u, u). Dann folgt, etwa mit p := 1/ V1 + d2,

pllully < Jul < lully-
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Deshalb kénnen wir 7fllo (€2) mit dem Skalarprodukt B(u,v) ausstatten, und der Rieszsche Darstellungssatz liefert
die Existenz eines u € H;(Q) mit

Voe Hi(Q)  Fp:=(f.¢) = B,g),
[|F|| = |u| und ||F|| < d||f]|. Daraus folgt sogar u € D(A) c X. Es sei

K @ X — H(Q),
fr—u
Dannist K = A~!,
IKfIl < dIKf] = dIIFIl < d*|Ifll

und

1 d
IKfll < —IKfI < —Ifll.
p p

Aufgrund des Rellichschen Auswahlsatzes ist deshalb K € K L(X).
GL. (1) ist damit dquivalent zu
b= AKu. 3)

Fiir f,g € X seien u := K f und v := Kg. Dann gilt
(Kf,9) = (u,9) = (g,u) = B(v,u) = B(u,v) = (f,v) = (f, Kg).
Mithin ist K = K*, und es folgt die Existenz von Eigenwerten u,, und zugehorenden orthogonalen Eigenfunktionen
mit
Kv, = pvy.
Wegen R(K) = D(A) ist dim R(K) = oo, also gibt es abzéhlbar unendlich viele Eigenwerte u, mit |u,| — 0. Wegen
Hn = (U, Kvy) = B(Kvy,, Kv,) > 0
sind alle y,, positiv. Es sei 4,, := 1/u,,. Dann ist

O<A<AHh<- >

und
Av, = A,v,.

Die A4, sind also Eigenwerte von A, insbesondere ist

Lo
UK T @

und aus
v=Kf, (v, v;) = wi(f, v:)
sowie N(K) = {o} folgt

Voe D) Av=f= ) (fovi= ) v
i=1 i=1
Damit ldsst sich D(A) auch durch
D) = fue X ' 32 (w,0)? < oo
i=1

charakterisieren.

Nach diesen Vorbereitungen kdnnen wir

VA : D(VA) cX — X
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definieren, und zwar durch

D(VA) := {u eX ' i/li(u,u,-)z < oo}
i=1
VAu := i \/Z-(u, V) V;.
i=1

Es lésst sich ( \/Z) = 71’{1 (Q) zeigen, und auch stetige Funktionen von A bzw. VA lassen sich analog erkldren.
Damit erhalten wir formal die Losung unserer Anfangsrandwertaufgabe durch

sin VAr .
Vi u. (*)

Diese Abbildung miissen wir natiirlich interpretieren. Es gibt verschiedene Losungsbegriffe, zum Beispiel Losun-
gen im Distributionensinn, schwache Losungen, starke Losungen oder klassische Losungen.

u(t) = cos VAtou +

Hier soll nur ein (physikalisch sinnvoller) Losungsbegriff angegeben werden, namlich der einer Losung mit
endlicher Energie. Die Energie E(¢) ist als Summe von kinetischer und potentieller Energie gegeben durch

2 IVAW)o) < oo.

’
u

E®) := (

Wegen
B = P+ | VA

muss man dafiir aber u® € D(VA) = 7:7[1 (Q) voraussetzen und wihlt u € C(RY, D(A)) N C1 (R}, X). Man rechnet
dann nach, dass E(#) konstant ist und dass durch GI. (x) die Losung unserer Aufgabe in der Form

u(t) = Z{cos \/_t(u V) v; + Sm\/ft ,v,~) v,-}.
i=1 i

gegeben wird.

7.7 Klassifikation kompakter linearer Abbildungen

Wir beschlieBen dieses Kapitel mit einer Klassifikation kompakter Abbildungen, die fiir manche Anwendungen
interessant ist.

Fiir kompakte normale Abbildungen haben wir eine handliche Spektraldarstellung angeben konnen. Leider
fehlt eine solche Darstellung fiir allgemeinere kompakte Abbildungen. Um auch hier etwas Vergleichbares zu
erhalten, betrachtet man mit K € K L(X), wobei X ein Hilbertraum sei, die Abbildung

K*K € KL(X).
Offenbar ist (K*K)* = K*K. Die Abbildung K*K ist also selbstadjungiert und wegen
(K*Kx,x) = (Kx,Kx) >0

nichtnegativ. Es seien
= IK*KIl = IKIP > k2 2 &5 > > 0

die positiven Eigenwerte von K*K. Dann gibt es also ein Orthonormalsystem {u;} mit

YuelX K"Ku:ZK;(u,ui)ui.

i~1

Definition 7.7.1: Die Zahlen
i-= \/Ft >0

heifien singuliare Werte von K.

Damit konnen wir das erste Resultat dieses Abschnitts formulieren:
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Satz 7.7.2: Es gibt zwei orthonormale Folgen (u,) und (v,) mit
Kuj=pjv; und K'vj=pju;

sowie

KZZIUJ‘(',MJ')U]‘. (*)

Jjz1
GIl. (x) ist die gesuchte Darstellung von K.

Beweis: Es ist ,u? = k; Eigenwert zu K*K, die zugehdrende Eigenfunktion ist u;. Es sei Py der Projektor auf
N(K*K). Dann ist

j=1
Es seien ferner .
vi:=— Ku
j 1 J
Dann ist
1 1 . Hi
(vj, o) = —(Kuj, Kuy) = ——(uj, K" Kug) = —(uj, ux) = 6
s MMk Hj
und |
K*vj = —K'Ku;j = ptju;
Hj !
sowie

KK*Z)J' :/,IJ'KM]' = Kjl)j.
Es sei nun x € X. Dann gibt es ein xo € N(K*K) = N(K) mit
X=X+ Z(x,uj)uj.
=1

Daraus folgt schlieflich

Kx = Z,uj (x,u;)v;. m|
j>1

Diese Darstellung wollen wir im Folgenden zur Charakterisierung spezieller K benutzen. Zunichst zeichnen
wir die beiden Extremfille aus:

Ko(X) = KLX) und  Ky(X) := {K € KLX) ' dim R(K) < oo}.

Fiir 0 < a < o sei nun

und
K (X) = {K e KLX) | 1Kl < oo}.

Mit K gehort auch K* zu K, (X), weil beide Abbildungen dieselben singuldren Werte besitzen, und fiir 0 < @ <
B < oo kann man
Ko € Ko € K € Koo

zeigen. Auf Beweiseinzelheiten wollen wir hier verzichten.
Von K, abgesehen, sind die beiden folgenden Klassen wichtig:
1. Die Klasse K, der Hilbert-Schmidt Operatoren. Es sei zum Beispiel mit k € L%(G x G) und fe L2(G)

Kfi=fo(y)k(-,y)dy-

Dann ist K € K, und fiir alle vollstindigen Orthonormalsysteme (x;) in L2(G) gilt

|K]2 = \/ f Ik(x, y)Pdx dy = JZHMIIZ-
i=1
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Mit K, K, € I ist Ky o K5 € K.

2. Die Klasse K der nuklearen Operatoren oder der Spurklasse-Operatoren. Es sei K € K. Dann gibtes K|, K; €
¥, mit
K=K;0K>.

Es seien (x j) ein vollstindiges Orthonormalsystem und K € K £L(X). Dann ist

(Kxj,xj) = Z#i (xj, up) (Ui, xj) = Z(xj, u;) (Kuy, x;),

i>1 i>1
also
D UKxj,xp) = (K wy),
=1 ix1
Deshalb ist

spurK := Z(Kxj, X;)

Jz1
von (x;) unabhéngig. Besitzt K ein vollstindiges System von Eigenfunktionen (x;) mit Kx; = A;x;, dann ist
spurK = Z A;.

jz1

Fir K € %, ist
|KI3=|K"13= ) i = spur k'K,

i>1
und fiir K € K kann
VKK = ) i upuj € %

=1

definiert werden. Dann ist
K| = Z,uj = spur VK*K.

=1

Wir beschlieBen dieses Kapitel mit dem Beispiel einer Abbildung K € K L(X) mit
Ya€[0,0) K¢ K, (X).

Beispiel 7.7.3: Es seien (uy,),cy und (vy),en 2wei Orthonormalsysteme in X, w, := 1/In(1 + n) und
K = Zﬂj( °y I/lj)Uj.
j=1

Dann ist K € Ko, aber K ¢ K, fiir alle a € R}.

Beweis: Es gilt u, — 0, und es sei

=

K, = ,Uj(',lztj)UjE(}(a,.
=1
Dannistm <n
n 2 n
1Ko = Kol = || D s o[ = 3 4 ey < g P
jEm+1 Jj=m+1
also
”Kn - Km” - 0
Das beweist K € K. Es ist aber fiir o € Rg.

(e

0 1 a dt et
¢ > — ) dx = = —dx = .
Z“/‘fl (ln(l+x)> X fz (n 1) J;ﬂxw x=e .

J=1
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8 Selbstadjungierte Fortsetzungen symmetrischer Abbildungen

Bei der Beschreibung vieler physikalischer Vorgédnge erwartet man selbstadjungierte Operatoren. Das Spektrum
soll reell sein. Nun ist es aber bei der ersten Formulierung oft noch nicht klar, wie der Definitionsbereich des
zugrundeliegenden Operators gewéhlt werden muss, und man startet deshalb zunédchst mit einem geeignet erschei-
nenden Definitionskern, etwa mit den Testfunktionen. Dann erhilt man aber nur einen symmetrischen Operator
S und im Allgemeinen noch keinen selbstadjungierten. Es ist deshalb sehr wichtig, die Frage zu kléren, ob sich
S selbstadjungiert fortsetzen lésst, ob es gegebenenfalls mehrere selbstadjungierte Fortsetzungen gibt und welche
davon in Frage kommt. Dadurch wird dann auch das physikalische Problem erst richtig formuliert.

Auch aus mathematischer Sicht ist das eine wichtige Frage, weil man fiir selbstadjungierte Abbildungen be-
sonders schone Darstellungen kennt (Spektralsitze). Das werden wir im néchsten Kapitel vertiefen.

Wir beginnen mit dem Beispiel eines Schrddingeroperators fiir das Wasserstoffatom.

Ein Schriodingeroperator: Es seien X = L2(R?), ¢ > 0, D(A) = Coo(R?) und

A DA cCcX — X,
ur— (-A+Vu

mit
(Vi)(x) := — L u(x).
||

Aus der Zweiten Poincaréschen Abschitzung folgt unmittelbar

Vg e Cul®) | <21vel

[£0
[
oder

IVull < 2q|ul;.

Deshalb ist
(Au,u) = ulf + (Vu,u) > [ulf = 2q1ul; llull > —g* lull*.

Die Abbildung A ist also halbbeschrinkt. Nach Satz 5.3.14 ist sie daher symmetrisch und deshalb abschlieBbar
(Satz 5.3.10).
Mit etwas Rechnung findet man auch

Api,p2>0 Vyelu®) pillellz < llella < p2 llell,

also
D(A) = Hr(R?).

Damit haben wir den Abschluss A von A gefunden. Es sei S := A der Schrédingeroperator. Wir mdchten gerne
wissen, ob S selbstadjungiert ist.

8.1 Die Cayleytransformation

Nach Satz 5.3.10 ist eine symmetrische Abbildung A stets abschlieBbar. Der Abschluss A, die triviale Fortsetzung,
ist ebenfalls symmetrisch. Im Folgenden wollen wir deshalb von der Situation

S : DS)cX — X

ausgehen. Dabei sollen X ein Hilbertraum und S eine symmetrische abgeschlossene Abbildung sein.

Wir wollen untersuchen, ob bzw. wie sich § zu einer selbstadjungierten Abbildung fortsetzen ldsst. Dazu benut-
zen wir in diesem Abschnitt die Cayleytransformation. Die Cayleytransformation wurde von JoHN vON NEUMANN,
1903-1957, zur Diskussion symmetrischer Abbildungen herangezogen. Sie ist das Analogon zur Mobiustransfor-
mation )

z—1

Sz
in der Funktionentheorie; die Variable z € C wird durch S ersetzt. Man bildet damit das Spektrum auf der reellen
Achse auf den Rand des Einheitskreises ab und erhilt so eine beschrinkte Abbildung, die sich leichter diskutieren
lasst. Benannt wird diese Abbildung nach ArRTHUR CAYLEY, 1821-1895, der sie in der Gruppentheorie verwandt hat.

Wir beginnen mit
IS = D = IS — a)xl* + B2IIxdI*. (%)
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Diese Aussage folgt aus der Symmetrie von S mit A = @ + i8. Insbesondere ist also fiir 8 # 0

1
< ——I6S = ).
Il < IS =

Folgerung 8.1.1: Es sei Im A # 0. Dann gilt:

1. RS =) = RS - ).

2. Die Abbildung (S — ™' : R(S — 1) € X — D(S) C X existiert, ist beschrinkt und surjektiv.
Wir charakterisieren nun die adjungierte Abbildung S*:

Satz 8.1.2: Es gilt:

L NS -D)=RS -1

2. DS =DES)DRES +DEdR(ES — 1)t

Beweis: Es gilt

(ueRES - Z)L) = (VxeDE) 0= -Dx) =((S" - u,x)) = ((§* - Du = o).

Das beweist die erste Aussage.
Zum Nachweis der zweiten sei x € D(S*). Dann folgt aus

X=RES +1)@®N(S*—1), orthogonal,

die Zerlegung
S*+i)x=(S +1i)xg+ x’
mit xg € D(S) und x" € N(S* —i). Es sei

/

Xy = % e N(S* —i) = R(S +i)*.

Dannist (S* +1i)x; = x’ und wegen § C S*
S +D)x = +Dxg+(S"+i)x; =™ +1)(xp + x1)

oder
S*+1)(x—x9—x1) =o.

Nun gilt aber auch
X=RES —-)@®N(S"+1), orthogonal,

also
Xyi=x—Xp—x] EN(S*+1)=RES -1t

Damit wird
X=X+ X1+ X2

in der geforderten Weise zerlegt. Diese Zerlegung ist eindeutig. Es sei ndmlich
0=Yo+ty+y2
mit yo, y1, y2 aus D(S), R(S +i)*, R(S —i)*. Dann folgt
o= +iyo+ (S +Dyr =(S +iyo + 2iy ,
N N——
ER(S+) eN(S*—i)
also y; = o, (§ +1)yp = o und damit yy = 0. Dann ist aber auch y, = o.
Nach diesen Vorbereitungen konnen wir die Cayleytransformation einfiihren.
Definition 8.1.3: Die Abbildung
U : DU)=RS +1))cX — RU)=R(S —-1) cX,
ur— (S —1)(S +i)'u

heifit Cayleytransformierte von S.
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Offenbar ist die Cayleytransformierte wohldefiniert. Wir zeigen

Satz 8.1.4: Es gilt:
1. U ist abgeschlossen, surjektiv und isometrisch.
2. (id - U)"': D(S) = D) existiert und ist surjektiv.
3. Esist
S =i(id + U)(id - U)™",

und insbesondere ist R(id — U) = D(S) in X dicht.
Beweis:
1. D(U) = R(S +1) und R(U) = R(S — i) sind abgeschlossen, und U ist surjektiv.

a) Wir zeigen, dass U abgeschlossen ist: Es sei (x,) eine Folge mit x, — x und Ux, — u. Dann ist z, :=
(S +i)~'x, eine Cauchyfolge, etwa mit z, — z. Weil S abgeschlossen ist, folgt dann aus x, = (S + i)z,

x=(S +i)z€ D).

Nun ist
S —i)z, = Ux, — u,

also (S — i)z = u. Das heifit, es ist

U= -1 +i)'x=Ux.

b) Wir zeigen, dass U isometrisch ist: Weil D(U) abgeschlossen ist, folgt aus dem Satz vom abgeschlossenen
Graphen die Beschrinktheit von U, also U € CL(R(S + 1), R(S —1)). Nun ist fiir u € R(S + i) nach Gl. (%)

UulP = || = DS + i "ul* = || + xS + i)l =
2. Firu € D(U) ist

(id—Du=(S +i1)— (S —D))S +D)u=21 +1)'u

Nun ist
S +D7" T RS +1) = DU) — D)

surjektiv. Mithin existiert
(id-U)" : D) — RS +i) = D),
x— (S +i)x
und ist surjektiv.
3. Analog erhalten wir fiir u € D(U)
(id+Du=(S +i)+S —D))S +)'u=25E +1)u.
Fiir alle x € D(S) gilt also
(id + U)(id — U)'x = % (id + U)(S +i)x=15x. O
Als néchstes zeigen wir einen Umkehrsatz, ndmlich

Satz 8.1.5: Es sei
V: DV)cX —> X

eine abgeschlossene isometrische Abbildung mit R(id — V) = X. Dann gibt es genau eine abgeschlossene symme-
trische Abbildung

H : DHcX — X
mit D(H) = R(id — V), deren Cayley-Transformierte V ist.
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Wir fiithren den Beweis in fiinf Schritten:

1. Wir zeigen, dass
Gd-V)"' : R@id-V) — D)

existiert. Es sei ndmlich (id — V)x = 0. Dann folgt fiir alle y € R(id — V) mity = (id - V)z
Ly =x2)-(xV)=(Vx-x,Vz) =0,
also x = o.
2. Es sei
H : R@id-V)— R@id+V),
x+—i(id + V)(id - V) 'x.

Dann ist D(H) = R(id — V) in X dicht, und fiir alle x, y € D(H) folgt mit x = (id — V)u, y = (id — V)v
(Hx,y) = i((id + V)u, (id — V)v) = i((Vu,v) — (u, Vv)) = ((id — V)u,i(id + V)v) = (x, Hy).

H ist also symmetrisch.
3. Wir zeigen, dass H abgeschlossen ist. Es seien x,, € D(H), x, = xund Hx,, — y sowie x,, = (id — V)u,. Dann
gilt
X, = (id = V)uy,
—i1Hx, = (id + V)u,,
also
2u, = x, —1Hx, - x—1iy,
2Vu, = —x, —iHx, > —x—1iy.

Weil V abgeschlossen ist, folgt mit u, — u
Vu, - Vu

oder
x—iy=2u und x+iy=-2Vu,

also
x=0Gd—-V)u und -iy=(>d+ V)u.

Somit ist y = Hax.
4. Wir zeigen, dass V die Cayley-Transformierte von H ist. Es sei x € D(H). Dann existiert ein u € D(V) mit
x=(G(d-V)u und Hx =i(id + V)u,
und zu jedem u € D(V) gibt es ein solches x. Daraus folgen
(H+1)x=2iu und (H-1)x=2iVu,
also D(V) = R(H +1), R(V) = R(H — i) und
V=MH-1)H+1)"
5. Als letztes zeigen wir die Eindeutigkeit. Es sei J eine abgeschlossene symmetrische Abbildung, deren Cayley-
Transformierte V ist. Dann ist nach Satz 8.1.4
J =i(id + V)(id - V)"
und damit J = H. O

Folgerung 8.1.6: Es sind dquivalent:

(1) S =8"

(2) U ist unitdr (das heifit, U ist isometrisch mit D(U) = R(U) = X).
(3) RS 1) =X.

(4) N(S* x1) = {o}.
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Beweis: (1) & (3) und (1) & (4) folgen aus Satz 8.1.2. Die Aquivalenz (2)  (3) folgt aus
DW) =R +1) und RU) = R(S —1). ]
Nach diesen Vorbereitungen wollen wir die Frage nach der selbstadjungierten Fortsetzbarkeit von S behandeln.
Wir beginnen mit
Definition 8.1.7: Die Zahlen m,n € Ny U {oo}
m:=dimR(S +1)" und n:=dimRES -i)*
heifien Defektindizes von S.

Es gilt
m=dimDU)" =dim N(S* — 1) = codim R(S + 1),

n=dimRU)* = dim N(S* + 1) = codim R(S — 1)
und

Folgerung 8.1.8: Es gilt
S=8" &< m=n=0.

S heiBBt maximal symmetrisch, wenn S keine echte symmetrische Fortsetzung besitzt.

Es ist nun einfacher, statt S die Cayley-Transformierte U von S fortzusetzen. Wir zeigen

Satz 8.1.9: Es seien p > 0, m = m’ + pundn = n’ + p mit m’,n’ € N. Dann gibt es eine abgeschlossene
symmetrische Fortsetzung S’ von S mit den Defektindizes (m’,n").

Folgerung 8.1.10: Es gilt
(S ist maximal symmetrisch) = (m =0odern = 0).

Beweis des Satzes: Es seien
{9015'~'9‘10p’§0p+19'-~790p+m’}’ $i ez)([J)J‘»

(Wi Wt W) W € RN

Orthonormalsysteme. Wir definieren eine isometrische Fortsetzung V von U durch

Ux fir x € D(U)
Vx:i={& . L

Zfil!/i fiir x = Zfi% & eR

i=1 i=1

Dann ist ||Vx|| = ||x|| mit
DV) = D) & span(py, . .., ¢p),
R(V) =RWU) ® span(yry, ..., ¥p).
Es sei
S’ ¢ Rid-V)c X — R(id+V)cCKX,
x — i(id + V)(id = V) 'x.
Dann ist S’ symmetrisch, S’ O S und hat die Defektindizes (m’, n’). O

Setzt man S also symmetrisch fort, dann nehmen die Defektindizes um die gleiche Zahl ab. Die Fortsetzung S’
ist maximal, wenn einer der Defektindizes verschwindet, S’ ist selbstadjungiert, wenn beide verschwinden.

Wir konstruieren schlieBlich noch eine maximal symmetrische Abbildung mit den Defektindizes (0, 1). Es seien
X ein separabler Hilbertraum, {(,0 j} ein vollstdndiges Orthonormalsystem in X und U durch

U: X— KX,

¢] —> ¢j+1
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definiert. Dann ist D(U) = X, aber
RU)*" = span(g1).

Die Abbildung U ist abgeschlossen und isometrisch mit R(id - U) = X. Letzteres folgt aus
xeRid-U)y = VyeX 0=(x,Gd-Uy)
= 0 = [nlf’ - (x, Ux) = |I(id = U)x* = 0,
also mit x = X2, & ¢
o=(d-Ux=&¢or+ (6 -2+

oder x = o. Mithin existiert
S = i(id + U)(id - U)™",

und es ist (m, n) = (0, 1). Die Abbildung S kann also nicht selbstadjungiert fortgesetzt werden.

Wir wollen unsere Ergebnisse noch einmal in einer etwas anderen Form zusammenfassen, ndmlich im

Satz 8.1.11: Es sei S eine abgeschlossene symmetrische Abbildung. Dann gilt:

1. Sowohl in der oberen komplexen Halbebene als auch in der unteren ist
dimR(S — )" = dim N(S* - )

Jeweils konstant.

2. Das Spektrum o(S) besteht
(1) entweder aus der abgeschlossenen oberen Halbebene
(2) oder aus der abgeschlossenen unteren Halbebene
(3) oder aus der ganzen komplexen Ebene
(4) oder aus einer abgeschlossenen Teilmenge der reellen Achse.

3. S ist selbstadjungiert < Aussage 2(4) gilt.
4. S ist selbstadjungiert < sowohl in der oberen Halbebene als auch in der unteren ist
dimR(S — D* =dim N(S* - 1) = 0.
Zum Beweis bemerken wir folgendes:
1. Es seien M, N abgeschlossene Teilrdume von X mit
dim M < dim N.

Dann ist N N M* # {o}.

2.Esseiue N(S*—(A+w)NN(S*—A)* mit |lul| = 1 und u € C. Dannist u € R(S — 1), und es gibt ein x € D(S)
mit # = (S — A)x. Daraus folgt

0= ((5" = (A +mu, x) = llul* = paae, ),
also
lleell| < Jeel 111
Andererseits aber fiir 0 < |u| < [Im 4] nach Gl. (%)
lleell = |81 llxll > feel l1x1.
Fiir kleine |u| gibt es also kein solches u.

3. Fiir |u| < [Im 4] folgt also
dimN(S™ — (A + ) <dimN(S™ - Q).

Die umgekehrte Abschitzung gilt fiir kleine |u| entsprechend. Fiir Im A # 0 und kleine || ist also
dimN(S* — (A + ) =dimN(S™ - Q).
Das beweist die erste Aussage des Satzes.

4. Die iibrigen Aussagen sind in den bereits bewiesenen Resultaten enthalten. O

Wir beschlielen diesen Abschnitt mit einem Beispiel aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichun-
gen.
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Beispiel 8.1.12: Es seien G C R! ein Gebiet, X = L2(G), D(A) = 73(2(G) c XundA := -A.

Dabei sei A der in §5.4 eingefiihrte A-Operator. Es war

Yo eCu© 2l < ligll < gl
Die Abbildung A ist symmetrisch, und es gilt
DAY ={ueX | AueX}.
Wegen G c R! ist nach Folgerung 6.3.1 D(A*) = H,(G). Aus
A"-Du=0 < A +Di=o0

folgt dann die Gleichheit der Defektindizes von A. Die Abbildung A ist also selbstadjungiert fortsetzbar. Insbeson-
dere besitzt
(-A=Du=o

zwei linear unabhéngige Losungen, ndmlich

Vi

iVix a(—1+i)x X — o

ul(x) —e = ¢ a(l-i)x

und  up(x) = e

mit @ = V2/2. Es sind nun drei typische Fille moglich:

1.Essei G = R'. In diesem Falle sind u;, u, ¢ X.Es istoalso N(A*=+1) = {0}, und beide Defektindizes verschwinden.
Mithin ist A selbstadjungiert. Das folgt auch aus H>(R!) = H,(R).

2. Es sei G = (0,0). In diesem Falle ist nur u; € X, also m = n = 1. Wir wollen diesen Fall etwas genauer
diskutieren. Es ist
DU = N(A* — i) = span(u;)

RWU)* = N(A* +1) = span(iiy).
Es sei U, eine isometrische Fortsetzung von U, definiert durch

{Ux fiir x € D(U)
Uyx:=
cx firx=u

mit ¢ € C, |c| = 1. Es ist also
DWU,) = D) & span(u;) = X.

Die Abbildung U, ist unitir, und mit ¢ € C, |c| = 1, erhélt man alle unitiren Fortsetzungen von U. Damit sind
Ac = i(id + U)id - U,)™!
die selbstadjungierten Fortsetzungen von A. Es ist
D(A,) = R@id — U.) = R(id — U) U span((id — U u;) = D(A) U span(u,)
mit u, := u; — ciiy.
Um zu verstehen, welche Randbedingung die Aussage u € D(A.) enthilt, entwickeln wir u.(x) in einer
Umgebung von Null, U(0), in eine Potenzreihe. Dort ist
uc(x) = uy(x) — city (x)
o? a?
=[1+a-1+Dx+ =1+ +- | —c[l+a(-1-ix+ (-1 =i P+ |
2! 2!
=(l-0)+xa(l +i)c+i)—x*a?i(l+c)+---.
Es seien ¢ € Coo(R!) mit ¢ = 1 in U(0) und
0e(x) = {(1 = ) + xa(l +i)(c +1)} ().

Dann ist
Ue(x) =1 ve(x) + we(x)
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mit u., v, w, € X und w, € 7:)(2(G) = D(A). Deshalb erhalten wir
u(0) =0v.(0)=1-c¢
u.(0) = v.(0) = a(l +i)(c + ).
Wir unterscheiden nun zwei Fille:
a) Es sei ¢ = 1. Das ist die Dirichletsche Randwertaufgabe. Es ist
D(A) = FH(G) U span(vy)
mit
v1(x) = a(l +i)’xp(x) und v1(0) = a(1 + i)? #0.
Daraus folgt . .
D(A) = FH(G) N {ue H | Aue X} =T(G) N Ha(G).
b) Es sei ¢ # 1. Hierin sind die Neumannsche und die dritte Randwertaufgabe enthalten. Jetzt ist fiir ¢ # —i

1-c¢ ,
UC(O) =1l-c= ml)C(O)

u, geniigt also der Randbedingung
u.(0) + zu(0) =0

mit

(1 +1)(c+1) 1 —cosp +sing
- _

]c o

=: f(p)

1-c¢ 1—-cosyp
fiir ¢ =: e!*. Es ist
f 1 (0,21) — (—00, )

eine bijektive, monoton fallende Abbildung.
Fiir ¢ = —i erhilt man die Neumannsche Randbedingung.

3. Es sei G = (0, 1). In diesem Falle sind beide Defektindizes gleich Zwei, und an beiden Intervallenden sind
Randwertaufgaben moglich. Wir verzichten auf Einzelheiten.

8.2 Halbbeschrinkte Abbildungen

Es sei S nun eine halbbeschrinkte, symmetrische Abbildung. Indem wir von S zu S + ¢ oder —S + c iibergehen,
konnen wir 0.B.d.A. von
VxeDS)  (Sxx) >

ausgehen. Die halbbeschrinkten bilden eine wichtige Teilklasse der symmetrischen Abbildungen. Der Schrodin-
geroperator gehort zu ihnen.

Fiir halbbeschrinkte Abbildungen gibt es eine besonders einfache selbstadjungierte Fortsetzung, die Fried-
richssche Fortsetzung, benannt nach Kurt Otro Friepricas, 1901-1982. Es gilt

Satz 8.2.1: Es sei S symmetrisch und halbbeschrdnkt. Dann gibt es eine selbstadjungierte halbbeschrinkte Fort-
setzung A von S mit derselben Schranke.

Beweis: O.B.d.A. sei also (S x, x) > ||x]|>. Wir definieren auf D(S) das Skalarprodukt

(u, v)F = (Su,v)

mit
llll3- = (s w)F = (Su,u) > Judl*.
Dann gilt
VueDS) Il < lully < llulls.
Es sei nun

F o= {ue D) - lir)
ausgestattet mit dem Skalarprodukt (u, v)#. Dann gilt

DES)cDS)CF cX.
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Wir wollen nun S auf eine Teilmenge von ¥ fortsetzen, und zwar so, dass der Wertebereich dieser Fortsetzung
ganz X wird. Eine solche Fortsetzung lédsst sich mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes leicht angeben. Es sei
x € X. Dann 16sen wir in ¥ die Gleichung

YveF (u, v)¢ L (x,v). (%)
Das ist eindeutig moglich, weil (x, v) wegen

Cx, ) < Il - llofl < flxd] - ol
ein beschrinktes lineares Funktional auf ¥ ist. Es existiert also die injektive Abbildung

R : X—F,
X+ u
mit
llellF = NIRxllF < [|x]l.

Dabei ist u die Losung von Gl. (x). Nun gilt fiir alle x,y € X

(x, Ry) = (Rx, Ry)s = (Ry, Rx)¢ = (y, Rx) = (Rx, y).

Mithin ist R : X — X eine beschriinkte symmetrische Abbildung, folglich selbstadjungiert. Damit ist auch R™!
selbstadjungiert. Es sei

F : DF)=RR)CF cX — KX,
ur— R 'u

diese selbstadjungierte Abbildung. Fiir ein s € D(S) ist das Funktional (S s, v) iiber X beschrinkt, also gibt es ein
x € X mit
Vve X (Ss,v) = (x,v).

Dann gilt erst recht
Yoef  (s,0)F =(Ss,0) = (x,0),

das heift, es ist
DS)CcDIF)cF cX

und Rx = s,also Ss = x = F's.
Damit ist
S CF,

und F ist die gesuchte selbstadjungierte Friedrichssche Fortsetzung von S. Es gilt
D(F) = {u eF | dxeX VYveDS) wSv)= (x,v)},

und fiir alle u € D(F) ist mit x := R 'u

(Fu,u) = (x,u) = (Rx,w)g = |lull- > [lull”. O

Es seien zum Beispiel G ¢ R" ein Gebiet, D(S) = ém(G), X = L%(G) und
Su:=(-A+1u.

Dann ist
2
(Su,u) = [ully,

also F = H, (G), und die Friedrichssche Fortsetzung von S erfiillt gerade die Dirichletsche Randbedingung.

Auch der eingangs eingefiihrte Schrodingeroperator ist halbbeschrinkt, es war ja

VoeCuo®)  (Ap,0) = —¢ligll*.
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Damit besitzt A eine selbstadjungierte Friedrichssche Fortsetzung B, denn man nehme statt A zuniichst A := A +
g* + 1. Dann ist (A, ¢) > ||¢||%. Es gilt auch

Ap1,p2 >0 Ve Cu(®) pillellz < llglla < pallgllz,

also
DA) = Hr(R?) ¢ X = L2R).

Wiihlt man F beziiglich A, dann folgt ebenfalls
Api.pr>0 YeeCo®)  piliglh <llellr < paligll-

Damit erhalten wir

D(B) = {u e 7, (R%) ' Au € X} = F>(R3).
Der Abschluss S = A ist also bereits selbstadjungiert.

Im Allgemeinen ist es natiirlich moglich, dass eine symmetrische Abbildung S noch andere selbstadjungierte
Fortsetzungen besitzt. Aber unter diesen Fortsetzungen gibt es nur eine einzige, nimlich die soeben konstruierte
Friedrichssche Fortsetzung F, deren Definitionsbereich in # enthalten ist. Es gilt ndmlich

Satz 8.2.2: Es sei S’ eine beliebige symmetrische Fortsetzung von S mit D(S’) C . Dann ist S’ C F.

Beweis: Es seien s € D(S) und s’ € D(S’). Dann ist

RS's', ) =(8's",8) =(5,8"s) = (5,5 5) = (5, 9,

also
(RS’S', s)F = (5, $)F,
oder
RS's =¥
Damit ist s € D(F) und
Fs =FRS's =S's. O

In diesem Sinne spricht man auch von der kleinsten selbstadjungierten Fortsetzung von S .
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9 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen
In diesem Kapitel seien H ein Hilbertraum und
A DA CH—>H

eine selbstadjungierte Abbildung. Wir wollen fiir A eine Spektraldarstellung angeben. Solche Darstellungssitze
gehen schon auf Hilbert, ab 1906, zuriick. Der nunmehr klassische Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen
stammt von JoHN voN NEuMANN, 1903-1957, und wurde [1929] veroffentlicht. Wenig spiter hat auch MARSHALL
StonEg, 1903-1989, [1932] einen Beweis gegeben. Er hat auch die nach ihm benannte Umkehrformel angegeben.
Inzwischen sind viele Beweise veroffentlicht worden. Es gibt vollig elementare, etwa der von Leinfelder [1979],
und auch recht abstrakte. Wir wollen hier einen Mittelweg wihlen und einen Beweis geben, der etwas Funktionen-
theorie und etwas Maftheorie verwendet.

9.1 Spektralscharen

Wir beginnen mit folgender

Definition 9.1.1: FEine Familie von orthogonalen Projektoren

F : R— CLH,H),
A+— P(Q)

heifst Spektralschar, wenn folgendes gilt:
1. P(d) P(u) = P(min(A4, w)).
2. Die Schar ist stark stetig von rechts, es gilt also P(1 + 0) = P(Q).

3. Die starken Limites P(—c0) = O und P(c0) = id existieren.

Dabei dient die zweite Forderung nur zur Normierung, die Existenz der starken Limites P(A + 0) ist beweisbar
(vgl. Lemma 9.1.4).
Folgende Bezeichnungen werden ebenfalls verwendet

R:={@plcR | a<p|

und
P) := P(B) — P(a) firl = (a,B] €R.

Unmittelbar folgt
P(DP(I) = P(B) = P(@) und (P(D)x,y) = (x, P(D)y).

Mithin ist P(I) ein orthogonaler Projektor.

Die Spektralschar P(A) heilit von unten beschrdinkt, wenn
daeR P =0
gilt, sie heilit von oben beschrdankt, wenn
d1eR P =id
gilt, und sie heifit in A € R konstant, wenn
de>0 Yue@-¢g A1+¢) P(u) = P(2)

ist. Mit

supp P := {/l eR | P(Q) ist nicht konstant}

wird der Trdger von P bezeichnet.

Bevor wir nun den eigentlichen Spektralsatz formulieren und beweisen, geben wir eine Reihe von Hilfssétzen,
Bemerkungen und Beispielen.

Lemma 9.1.2: Fiir alle x € H weichst ||P(2)x|[> monoton in A.
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Beweis: Mit & > 0 sei Q := P(1 + &) — P(1). Dann ist
1P+ &)xl* = 1P = I(Q + P)xI* = [P = 1Qx]I* > 0.
Lemma 9.1.3: Fiir alle x,y € H ist

g : R—C,
A— (P(D)x,y)

von beschriinkter Variation mit

Do) = g0 < Il -yl fiir alle @ = 2 < A < -+ < 4, = B.

=1

Beweis: Es sei A := (4;_1, 4;]. Dann ist

Do =g 0| = Y [(Papx.y)| = Y [(Pajx, P(Apy)| <
j=1 j=1 j=1

< JZ [Py JZ Pyl = VlIPC@D P B) < - ol
j=1 j=1

Lemma 9.1.4: Fiir alle A € R existieren die Limites

P 0) := s-lim P(1 % &),

Zum Beweis wihlen wir eine Folge g, | 0. Dann folgt aus dem vorangegangenen Lemma
IP(A + £,)x — P(A + £)x|* = |g(A + £,) — g(A + £,)| = 0.
Beispiel 9.1.5: Es seien G C R" beschrinkt, H = L*(G) sowie
DA) = {u e F(G) | Aue 7{} und Au=—Au.
Wir wissen bereits, dass A abzihlbar unendlich viele Eigenwerte A,,,
O< A4 <A<,
und zugehorige orthonormale Eigenfunktionen u,, mit
id = i(-,un)un
n=1

besitzt und dass

A= i (-, )y,
n=1

ist. Es sei

P() = Z(~,un)u,,.

A=A
Dann gilt
YxeDA) VYyeH (Ax,y) = f/ld(P(/l)x, y).
R

Man nennt deshalb P(1) auch die zu A gehdrende Spektralschar und schreibt kurz

A= f AdP().
R

Das ist die Spektraldarstellung von A.

()
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Im Folgenden wollen wir eine solche Darstellung fiir beliebige selbstadjungierte Abbildungen beweisen. Fiir
x € H wichst

J@ = (P(D)x, x)

monoton und erzeugt vermoge
(@, B]) := f(B) = f)

das Lebesgue-Stieltjessche MaB . Es sei Lﬁx (R) der Raum der beziiglich u, quadratintegrablen Funktionen. In
Beispiel 9.1.5 folgt damit aus GI. (x)

Vxe DA  |AxI? = f A% duy ().
R
Fiir x € D(A) ist also id € LZX (R). Umgekehrt erhélt man aus id € LZX (R) die Existenz des Integrals auf der rechten
Seite von Gl. () durch Polarisieren.
Beispiel 9.1.6: Es seien H = L*(R) und A der Abschluss von
B : Coa® CcH — H,
x> —ix’.
Dann ist A eine symmetrische Abbildung mit D(A) = H;(R) und (vgl. Satz 5.3.10)

@(A*):{ueﬂ | AfeH YveDB) (u,Bv):(f,v)}:‘Wl(R).

Wegen W, (R) = H(R) ist A selbstadjungiert. Aus
Au=f
folgt durch Fouriertransformation
gi(é) = (&),

also

(Au)x) = F(E@)) = \/% fR £ a(e) de.

Unsere Abbildung A besitzt kein Punktspektrum, sondern ein stetiges Spektrum, und die letzte Formel liefert die
Spektraldarstellung von A. Die zugehorende Spektralschar wird durch

A
(POu)(x) := \/% f G

gegeben. Der Beweis wird in Beispiel 9.3.8 ausgefiihrt. Man findet hier also den Zusammenhang mit der Fourier-
transformation. Einzelheiten wollen wir jetzt nicht nachrechnen. Ist das zugrundeliegende Gebiet beschrinkt, etwa
H = L2([-n, x]), dann erhilt man entsprechend eine Darstellung durch die Fourierreihe. O

Es seien nun A := (a,8] € R ein Intervall, x € H fest und u, das von (P(Q)x, x) erzeugte MaB auf R; wir
schreiben y,(1) := (P(A)x,x) = ||[P(A)x|*>. Dann kann man auch das H-wertige Lebesgue-Stieltjessche Integral
einfiihren. Es seien

az/lo</11<--~</ln=ﬂ

und A := (41, 4;] € Rfiir 1 < j < n. Es sei ferner

eine Treppenfunktion mit Werten in C. Dann definieren wir

n

fA 1) dP()x = Z ¢; P(A))x.

J=1
Offenbar ist
[ f 1) dPQOX]| < Il g - Il
A
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und )
|Uk@wwW=§ﬂﬁmmmw=owp
A o A

Durch Vervollstindigen erhilt man daraus die Existenz der beschrinkten Abbildung
J o L (AC) — H,
fr— f FQ)dP()x
A

mit [/ fllge = 113, a)-
Auch uneigentliche Integrale lassen sich definieren, zum Beispiel

B
f f(D) dP()x = s-lim f() dP()x,
R @ — —0

a
B —

falls diese Limites existieren. Wir stellen einige einfache Eigenschaften des Integrals zusammen:
Satz 9.1.7: Es seien x € H und f € C(R,C). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. [ f()dP()x existiert.
2. fe L RO
3. Die Abbildung F - H—C
I f FdPOR, %)
R

ist ein beschriinktes lineares Funktional.

Dabei wird das letzte Integral wieder durch Polarisieren erklért.

Beweis: Zunichst bemerken wir, dass wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts fiir f € C(R,C)

B____
j%wammw=&ffwwwﬂ

ist. Wir beweisen nun im Einzelnen

(1) = (3): Fir alle y € H ist

o B
(y, I f(/l)dP(/l)x) = lim (y, f Q) dP(/l)x) = lim Foy=Fy

B B

mit 5
Fasyi= [ S0Py,
Nun folgt aus
|Fopyl = '(y,ﬁw...)_@,f_‘a _,,)_(y,fm.--)' SIIyH{“Im...H_,.... }

mit - g

k= HI mdP(/l)xH
die Abschitzung

Ye>0 AN>0 V-a,8>N [Fopyl < llyll {k + &}

oder

Ye>0 AN>0 VY-a,B>N |Fopll < k+&.

Daraus erhalten wir
[|F|| = sup |Fy| = sup { lim |Fu yl} <k

yeSH yeSy @ —®
B —



9.1 Spektralscharen

(3) = (2): Es sei
y = fﬂ F() dP(A)x.

Dann folgt aus P((a, 8])y = y

_ _— ‘B_
Fi= | T0aesy) = [ Fdaeo) = o

Deshalb gilt die Abschitzung ||ly|| < ||F]|, also
2 $ 2 2
Iyl = f [F(DI dux() < [IFII7.
a
2)=U):Fira <a<pB<pfistfira,a’ - —cound 3,8 — o

B B B
| [ rvara- [" swaran - f" P daa() + fﬁ PP d(2) = 0.

Satz 9.1.8: Es seien f € CR,R) und H : D(H) ¢ H — H mit
D(H) = {x eH ) fe Lix(R)} und Hx := ff(/l) dP(A)x.
R

Dann gilt:

1. H ist selbstadjungiert.

2. Fiiralle A € R ist R(P(A)) € D(H).
3. P()H c HP(Q).

Beweis: Als erstes zeigen wir H ¢ H*: Es ist

Y x e DH) IH Xl = f1l 22 )

tx

und
YxeH VYe>0 AA=(a,Bl€eR [lx = P(A)x|| < e.

Ferner gilt
B
fR 7| dl|PyPa|” = f £ da(d) < o,

also
VxeH VYAER P(A)x € D(H).

Deshalb ist D(H) in H dicht. Weil f reellwertig ist, folgt

(Hx,X)=ff(/l)d#x(/1)€R-
R

Mithin ist H symmetrisch, also H ¢ H*.
Es sei nun y € D(H*). Dann gilt fiir alle x € H und A = (@, 8]

8
(x, P(MH"y) = (HP(A)x, y) = f JOd(P()x,y) =: Fop x,

und es existiert
Fx:= lim Fugx.

[ ]
B —

Nun ist [Fogx| < [|x]| - [|H*yl|, also
IF|l = sup |Fxl = sup { lim |Fosx|} < |IHyl.

xeSq x€S ¢ ‘2* -
— 00

187
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Deshalb ist
F- =[Rf(/l)d(P(/l)w!/)

ein beschrinktes lineares Funktional. Aus dem vorangegangenen Satz folgt daher
feLl;®)

oder y € D(H). Damit ist H = H*. Das beweist die beiden ersten Behauptungen.

Zum Nachweis der dritten Behauptung wihlen wir x € D(H) und erhalten

P(u)Hx = f fA)dPA)P(w)x = HP(u) x. O
R
Es sei H nun wie im letzten Satz definiert. Dann konnen wir auch Potenzen von H erklidren, namlich durch
DH") = {x cH | re LﬁX(R)}
und
H'x := ff”(/l) dP()x.
R
Das folgt aus
(HxHy == [ PP
R
Auch stetige Funktionen von H lassen sich auf diese Weise definieren, zum Beispiel cos H.

Beispiel 9.1.9: Wir betrachten den speziellen Fall f(1) = A, also
D(H) = {xeH ] f/ﬁ dy () < oo} und H := f/ldP(/l).
R R

Diese selbstadjungierte Abbildung H nennt man die zur Spektralschar P(A) gehdrende Abbildung. ]

Im Folgenden mochten wir umgekehrt zu einer vorgegebenen selbstadjungierten Abbildung A die zu A geho-
rende Spektralschar P(1) bestimmen. Dann soll also

YieN, (A'x,y) = f/li d(P()x,y)
R

gelten. Fiir beschrinkte Abbildungen haben wir im Anschluss an die Behandlung des Hausdorffschen Momenten-
problems in §6.7.1 die Existenz von P(Q) bereits sehen konnen. Im nichsten Abschnitt wird eine solche Aussage
allgemein formuliert und bewiesen.

Wir beschliefen diesen Abschnitt mit einigen weiteren Beispielen. Dabei sei stets H die zu P(1) gehdrende
Abbildung.

Beispiel 9.1.10: Efs sei

o
Py =0 s
id  fiird>0.

Dann ist P(A) beschrinkt, also D(H) = H und
VxeH  |Hx?= f/lz dp(2) = 0.
R
Mithin ist H = O. O
Beispiel 9.1.11: Es sei Q eine orthogonale Projektion und

o fiirA <0
P):=1id-Q fir0<a<l1
id fiirl < A.
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Auch jetzt ist P(1) beschrinkt, also D(H) = H, und
1+0
Hx = f/ldP(/l)x = /lP(/l)x|l 0" (id - (id - Q))x = QOx.
N _

Beispiel 9.1.12: Es seien H = L2(R) und fast iiberall

x(t)  fiirt<Aa

(PO = {o fiirt > A,

Dann ist

A
i = [ Eawn= [ [ wobd)= [ b
R R —00 R

D(H) = {x eH | fﬂ Ix(0) dt < oo},
R

und es folgt fiir x € D(H)und y € H

also

A
(Hx,y) = f Ad(P()x, y) = f Ad( f x(t)y(ndt) = f Ax() () dA
R R — R

00

oder fast iiberall
(Hx)(r) = t x(2).

9.2 Der Spektralsatz

Bisher haben wir positive MaBe i, betrachtet, die von (P(2)x, x) erzeugt waren, also fiir A € R

Hx(A) = (P(A)x, x).

189

Im Folgenden wollen wir auch komplexe MaBle zulassen. Zur Klarstellung wiederholen wir zugrundeliegende

Begriffe:
Es sei B die von R erzeugte 0-Algebra; die Elemente von B heilen Borelmengen. Dann gilt

1. 0 e B.
2. MeB—=R\Me 8.
3. M;e B,ie N, = U;enM,; € 8.

Eine Abbildung
J B — [O’ OO]

heiB3t positives Borelmaf3, wenn folgendes gilt:
1. p # oo.

2. Fiir alle paarweise disjunkten M € 8 ist

u(l M) = > uem).

keN keN
Ein positives Borelmall mit
U(R) < o0
heilt beschrdnkt. Eine Abbildung
u: 8—C

heilit komplexes Borelmaf3, wenn fiir alle paarweise disjunkten M; € B

H( U Mk) = Zﬂ(Mk)

keN keN

gilt. Ein komplexes Borelmal ist also stets beschriinkt. Es ist durch seine Werte auf R eindeutig bestimmt. Man

nennt

(M) := sup > |u(My)]
i=1
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Totalvariation von u. Dabei wird das Supremum tiber alle Partitionen M; von M genommen. |y ist ein beschrinktes
positives MaB. Ist i reellwertig, dann definiert man

pti= w4+ p) und g o= (0l - ).

Beide MaBe, 4" und u~, sind positiv und beschrinkt. Es gilt
p=p"—pm ound  ul =gt
Damit lasst sich auch ein komplexes Ma8 in positive zerlegen, namlich
M= —po+ips —ipy
mit
w1 = 3(Repl +Rep).  po = 5(Repl —Rep), ps:= z(Impl +Imp),  py = 3(Imp| - Imp).

Es seien nun P(2) wieder eine Spektralschar, x € H fest und u, das von (P(-)x, x) erzeugte MaB. Dann ist 1,
ein beschrinktes positives MaB, denn es gilt

pa(R) = ||x][* < oo.

Fiir x, y € H sind auch die Borelmafie
Hx+ys HMx—ys Mx+iys Mx—iy

positiv und beschrinkt. Wir definieren das zugehorende komplexe Borelmal} durch Polarisieren, ndmlich

/Jx,y(M) = %{/Jx-*—y(M) - ,Ux—y(M) + iﬂx+iy(M) - i,ux—iy(M)}'

Dann gelten
Hry(N) = (P(A)x, y),

ey (M)] < Jpie(M) - 11, (M),

lpey ROL < 1] - [lyll-

Uxx = iy und fir M € B

Insbesondere ist also

Man vergleiche Lemma 9.1.3.

Es seien nun y ein komplexes BorelmaB und fiir z € C\R

f@) :=IM.
R

t—z
Dann zeigen wir als erstes den nach THomas STIELTIES, 1856-94, benannten

Satz 9.2.1 (Die Stieltjessche Umkehrformel): Es gilt
1

1 146
R - = limlim — ie) — —i .
Vte u((—c0,]) ;{61 :I})l o [w (f(s+1s) f(s 18))dS
2. Das Map p ist durch die Werte von f auf C\R eindeutig bestimmt.

Beweis:

1. Es seien u beschrinkt und positiv, r € R und & > 0. Dann ist mit u(z) := u((—co, r]), u rechtsstetig,

1 . . 1 £
%(f(s +ie) - f(s - 18)) = 7_1' L (s—t)—2+82 du(r).
Nun gilt

1fr & J 1 . N
Z ————ds = —arctan — + —.
T oo (s =12 + &2 P e 2
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Aus dem Satz von Fubini folgt deshalb

L f ' (f(s +ig) — f(s —ig))ds = f (l arctan " + l)dp(l‘).
—co R T E

2 2
Wegen
1 firt<r
1 r—t
lim — arctan — + = =<¢1/2 firt=r
el0 T £ 2
0 fiirt > r

erhalten wir daher aus dem Satz von Lebesgue

1 " 1 1
tim o [ (7G5 i0) = S5 = ieds = = 0+ 3ur) = 4= 0) = S0) + s = 0)

£l0 2mi

Setzt man nun r = ¢ + §, 6 > 0, dann folgt in diesem Fall die Behauptung.

2. Es sei u nun komplex. Dann kann man u wie besprochen in positive Malle zerlegen, ndmlich

K= — My +1p3 —1ps.

Mit
dp (1)
()= | =2
ra = [
folgt deshalb aus dem Vorhergehenden die Umkehrung u; = - - -. Das beweist die erste Aussage.

3. Es sei nun fl|c\r = 0. Dann folgt aus der ersten Aussage

VteR u((—o0,t]) = 0.

Das MaB p ist aber nach Konstruktion durch seine Werte auf R eindeutig festgelegt; es verschwindet also.

Wir wihlen nun den separablen Raum
C'®) = {f e C®) | lim_f(x) = 0}
Im Folgenden sind wir an den positiven stetigen Funktionalen iiber C°(R) interessiert.
Definition 9.2.2: Das Funktional A € C°(R) heifst positiv, wenn
Vo eC'R), ¢ >0, Ap >0

gilt.

191

O

Es sei an die vergleichbare Situation der Funktionale vom positiven Typ beim Hausdorffschen Momentenproblem
erinnert. Es ist C([a, b])’ zum Raum der normalisierten Funktionen von beschriankter Variation, NBV([a, b]), kon-
gruent (vgl. den Beweis zu Satz 4.2.1). Funktionen von beschrinkter Variation lassen sich immer als Differenz

zweier monoton wachsender Funktionen schreiben. So erhélt man den

Satz 9.2.3 (Darstellungssatz fiir positive lineare Funktionale aus C°(R)’): Zu jedem positiven A € C°(R)’ gibt

es genau ein beschrdnktes positives Borelmafs u mit u(R) = ||Al| und

Vo e C'(R) A(p:f(pd,u.
R

Einen Beweis dieses Darstellungssatzes findet man in Rudin [1987], S. 130. Wir skizzieren ihn in den Ergéinzungen

§10.2.

Es sei nun
H::{ze@ | Imz>0}

die obere komplexe Halbebene. Wir wollen das zweite wichtige Resultat zeigen, ndmlich
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Satz 9.2.4: Es seien f : H — C holomorph und

1. YzeH 1Im f(z) > 0.

2.dp>0 VzeH [f DI Imz < p.

Dann gibt es genau ein beschrdnktes positives Borelmaf3 u mit u(R) < p und
VzeH f@= L C:MT(Z)

Den Beweis fithren wir in sechs Schritten:

1. Es seien x,y, e fest mit z := x + iy € H, € < y und

w:=Z7Z+2ie=x+i2¢e-vy).

Wir wihlen mit r > 2|z] und xj := Vr? — &2 folgende Wege in H (man vergleiche die folgende Skizze):

I'i(r):= {(s, i€) | —00<§< —xo}, () = {(s, ig) | —Xp<s§< xo} s

T3(r) = {(s.ie) [ xo < s < oo}, Tu() :={(s.1) € 3BO,7) | 1 > &}

\ Y
Nr
L4(r)
L I (r) VA | T
* W
7N SN
—r —X0 L—g& X0 r
* 7

Dann folgt aus der Cauchyschen Integralformel

&)
107 55 J oy, 72

L[ SOy,

27T1 I+ é‘_w

und

zusammen also

-
- Y pd
@)= 5o fr = eI

Nun istfﬁr§eF1UF3UF4
£/l >r und Im¢ > &,

alsowegen | —z| >r—r/2>7r/2

4|z — wl 3
|<§ C - w)| < und £ < &
Mithin gilt fiir j = 1,3,4
f — dz = 0.
Deshalb ist . . )
_zmw I (VL2 N
flm{=e C—ac-w’ 0% Im G _ep TR
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wohldefiniert, und es folgt

_l °° y—& .
f(@) = p Iw —(x—t)2 Py f(t+ig)dt.

Fiir v := Im f gilt entsprechend

R Y y—¢ .
v(x +1iy) = - j:w —(x— T (=5 v(t + ie) dt.

2. Wir zeigen
1 00
Ye>0 ;f u(t +ie)dt < p.

Fiir alle n > £ gilt ndmlich

0 _ )2
0< 1 f &va +ig)dr = (n — &)(in) < no(in) < p,

T 2+ (n—¢)?

und fiir ¢ € R strebt
( (n—¢)?

2+ (n-g)

o(t + is))

n>g

mit n — oo monoton gegen u(f + ig). Aus dem Satz von B. Levi liber die monotone Konvergenz folgt deshalb
die Behauptung.

3. Wir zeigen
1 [ y
Vx,yeR,y>0, +iy) = lim — ———u(t +ig) dt.
syeRy>0 werip=lips [ o

Man ersetze ndmlich im ersten Resultat y durch y + €, £ > 0. Dann folgt fiir alle y > 0
(x+i(y + ) lfm (i +ie)dr
v(x +i g)=— ———(t +ig) dt,
Y T J-o (-x - t)z + y2
und links existiert der Limes.
4. Es seien nun £ > 0, ¢ € C°(R) und
1
Aep = — fgp(t)v(t +1ig)dt.
T Jr
Dann ist A, € C°(R), und aus dem zweiten Resultat folgt ||A;|| < p. AuBerdem ist A, wegen v > 0 ein

positives Funktional. Nun ist C°(R) separabel, nach Satz 4.1.2 ist die Kugel in C°(R)" deshalb schwach-stern
folgenkompakt. Mithin gibt es eine Nullfolge (g,) und ein A € CO(R)’ mit

Ve C'R) lim A, ¢ = Agp.

Das Funktional A ist ebenfalls positiv mit ||A]| < p, denn die Norm ist schwach-stern halbstetig nach unten (Satz
4.0.6). Aus dem Darstellungssatz folgt deshalb die Existenz eines positiven BorelmaBes y mit u(R) = ||A|| und

Ve COR) A(p:f(pd,u.
R

Es seien nun x,y € R, y > 0, und

Yy

o) = o(t; x,y) = m

Dann ist ¢ € C°(R), und es folgt aus der dritten Aussage

1
v(x + iy) = lim —ftp(t;x,y)v(t+ien)dt= Ap(-;x,y) = f‘p(.;x,y)dy.
n—oe T Jr R

5. Wir zeigen
du(t
VzeH f(z)=fﬁ.
RI—Z
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Es sei ndmlich

f:H—C
holomorph mit
~ du(t)
F@) = f i
RI—2Z
Wegen p(R) < p ist dann
1f@)| < IL,
mz

und fiir alle x, y,€ R mit y > 0 gilt

~ S 1 3 y
Imf(x+ly)_le—t—x—iydﬂ(t)_jl;—(x—t)2+y2 du(r)

sowie
. . y
Imf(x + ly) =u(x+ ly) = fR m d/l(t)

Mit g := f — f ist also Im g = 0. Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt deshalb Re g =
k € R und aus P
lg@)<2— —>0
Im

schlieBlich g = o.

6. Als letztes zeigen wir, dass es hochstens ein beschrinktes positives Maf} u mit

VzeH f(z)=fM
RI—Z

gibt. Es sei ndmlich
dp(r)
-z

VzeC\R f2) :=f
R

Dann ist aufgrund der Stieltjesschen Umkehrformel das MaB u durch f eindeutig festgelegt. Weil y positiv ist,
gilt f(z) = f(2) fir alle z € C mit Imz < 0. Deshalb ist f bereits durch f festgelegt und damit 4 nach Satz
9.2.1.2. O

Die soeben bewiesenen Resultate enthalten bereits den Spektralsatz. Zur Formulierung verwenden wir noch
die lineare Abbildung

P(f) : D) cH— H,
x|—>ff(/l)dP(/l)x
R
mit
DB(S)) = {xE‘H | feLf,X}.

Dabei seien P(1) wieder eine Spektralschar, u, das von (P(d)x, x) erzeugte MaB und f : R — C eine y,-messbare
Funktion. Durch Polarisieren folgt

Vxe DP() YyeH  (P(HHxy)= fR FQd(PD)x, y).

Wir zeigen nun den

Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen: Es sei A : D(A) € H — H eine selbstadjungierte Abbildung.
Dann gibt es genau eine Spektralschar P mit
A = P(id),
und es gilt die Stonesche Formel
1+0

. 1 . -1 . -1
VYx,ye H YteR (P(Hx,y) = I;lI})l I:I(I)l i) (([A —(s+ig)] -[A-(s—1i8)] )x, y)ds.
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Wir skizzieren den Beweis:

1. Es sei P eine beliebige Spektralschar. Dann gilt
(A - ﬁ(id)) — (vZ €C\R (A-2)" = P((id - z)_l)).

Es ist namlich
P(id - z) = P(id) - zid,

sowie
P(id - 2) 0 P((id = 2)7") = idp(p(ia—sy 1)) = idn
und
P((id = 2)™") 0 Plid = 2) = idpy(piig—y) = idp(pay):
Es folgt also

P((id - 2)™") = (P(id - z))_l = (P(id) - id)_l

2.Esseinun A := P(id). Dann gilt fiir alle x,y € H und z € C\R

A 1
(A =zid)y " x,y) = (P((id — )" )xy) = f PRy dpy () =: f(2).

R

Deshalb folgt aus der Stieltjesschen Umkehrformel

140
(P()x,y) = pyy((—c0,1]) = limlim L f <f(s +ig) — f(s— is)) ds =

510 €l0 27l J_o
VI B At - el
= lo%l 18%1 o j:m (([A —(s+ig)d] —[A - (s —1ig)id] )x, y) ds.
Das ist die Stonesche Formel, und P ist durch A eindeutig festgelegt.
3. Als letztes zeigen wir die Existenz der Spektralschar P(1). Es seien wieder x € H und z € H. Dann ist
f@:=(A-2"xx)

in H holomorph mit
lf @I Imz < ||x*.

Aus (A — z)y = x folgt ndmlich
~Imz|lyl* = Im (x, ),

oder
lyll < llxll/Im z,
also
(A =27 )] = |, 0] < IxP/Imz.
Es ist auch

Im f(2) = Im{((4 - 2" AA - 270 - HA -5, (A -9} =

= —Imz |4 - 7'x" = Imz||4 - 7'* > 0.

Nach Satz 9.2.4 gibt es deshalb genau ein beschrinktes positives Maf} y, mit

dp (1)
t—z

VzeH (A-27'xx) = f
R
und w1, (R) < |lx|?. Diese Darstellung gilt sogar fiir alle z € C\R. Es sei ndmlich Im z < 0. Dann ist

(A-2"xx)=(x,A-2"1x = m = f el - f dfluxt)'
e -

R -2

Fiir beliebiges x, y € H definieren wir nun durch Polarisieren das komplexe MaB (., und erhalten

¥Yze C\R (A-2"x,y) = f d/«lx,y([).
R

-z

195
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Dabei gilt fiir messbare Mengen M
Mxx(M) = p1,(M) 2 0

ey MD| < Je(M) - 1y (M) < I - Iyl

Ixy 18t also eine beschrinkte Sesquilinearform. Aufgrund des Rieszschen Darstellungssatzes existiert deshalb
zu y € H genau ein P(M)y mit

und

Vx S (}'{ /Jx,y(M) = (x» P(M)!/)

und ||[P(M)y|| < |lyll. Wegen
(x, P(M)x) = (M) 2 0

ist P(M) hermitesch. P ist die gesuchte Spektralschar, zum Nachweis ihrer Eigenschaften zeigen wir:

a) Fiir alle x,y € H, z€ C\Rund M € B gilt

1
Hiazy ey (M) = f X () ——di, (D).
R -z

Durch |
M) = fXM(t)_de,y(t)
R t—2z
wird ndmlich ein komplexes Maf} mit

du(t)_f 11
th—w_ Rl—w t—zd’u"’y(t)

fiir w € C\R definiert. Nun folgt aus der Resolventenformel

1 1
fR o, O = (A-w) A= k) = (—[A-w T - (A= xy) =

_ 1 [f dﬂx,y(t) _ f dﬂx,y([)] _ f d/lx,y(t)
w-ztJp t—w R [—2 R(f—w)(t_Z).
Daraus erhilt man die Behauptung.

b) Es ist P(R) = id: Fiir alle x € D(A), y € H ist ndmlich

(X, P(R)y) = ﬂx,y(R) = /«l(Afz)‘l(Afz)x,y(R) =
1 _
= [ a0 = (@A -27A = 200) = (.
ol —
Nun ist D(A) in H dicht. Daraus folgt die Behauptung und u,(R) = ||x||%.
¢) Fiir alle x,y € H und M, N € B gilt

M punyy(N) = pey (M O N).

Durch
HU(N) = p (M N N)

wird ndmlich fiir festes M ein komplexes Borelmal3 definiert mit

dutt) B
[~ [ dunyo

fiir z € C\R. Es folgt
1
f ity = (4= 2715 PODY) = s a1 (M) =
=
1 1
- f () ——dj () = f L),
R t—z R t—z

YNeB  pu(N) =, (MNN) = pany,(N).

also
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d) Es folgt
YM,Ne8B P(M NN)=P(N)o P(M),

denn es ist
()C, P(N)P(M)y) = ﬂx,P(M)y(N) = ,ux,y(M NN) = ()C, P(M N N)y)

e) Damit besitzt
YteR P(t) := P((—o0,1])

alle Eigenschaften einer Spektralschar. Insbesondere gilt
1P = px((=c0,1]),  [IP()x = P()Al = (s = 1]), [l = P(s)xI> = pea((s, 00]),
sowie |
((A - Z)_1x7 !/) = f _dﬂx,y(t)-
rRI—2Z

Aus der ersten Aussage folgt dann A = P(id), also

(Ax,y) = f tdpty (1)
R

fiir x € D(A)und y € H. O

9.3 Folgerungen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Folgerungen aus dem soeben bewiesenen Spektralsatz skizzieren. Es seien
stets H ein Hilbertraum,
A DA cCcH—H

eine selbstadjungierte Abbildung und P(1) die zu A gehorende Spektralschar. Dann wissen wir bereits 0(A) C R
und Ro(A) = 0. Es sei
P({A4}) := P(A) — P(21-0).

Dann ist P({4}) ein orthogonaler Projektor auf N(A — A id). Es gilt ndmlich
xeNA-) & 0= f (= D d|P] = x=P()x.
R

Wir zeigen nun

Satz 9.3.1: Fiir A € R gilt:
1. Esist 1€ Po(A) < P({1}) # O.
2. Esist A € p(A) < P istin einer Ungebung U(Q) konstant.

Beweis: Wir miissen nur noch die zweite Aussage zeigen.

=: Es sei 4 € p(A). Dann gilt
Ap>0 VxeD@A)  I(A-Dxl = plixll.
Wir wihlen ¢ € R* mit 0 < ¢ < p. Dann ist
P((1=c, A+c]) = 0.

Es sei namlich x = P((A — ¢, A + c])x # o. Dann ist x € D(A), und es folgt der Widerspruch
2 2
[l =] = f |t = DX -caaso| dpa®) < ¢ 1P
R

<: Es seien P in (1 — ¢, A + ¢) konstant und

0 firte(1—c,A+c]
f@) =

L firrg(A-c,A+cl.
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Dann ist D(P(f)) = H und
lPn] < ¢
Aus (id - D) f = XR\(1=c,a+¢] folgt

P((id = D) f)=id—P(1—c,A+c]) = id

sowie
DP(f)o(A-))=DA) und P(fo(A-A)cCid
und
DA-DoP())=H und (A-2)oP(f)=id,
also ist 4 € p(A). |

Definition 9.3.2: Man nennt

H, = {x eH ‘ x ist Eigenfunktion von A}

den unstetigen Teilraum von H und

H,. :=H [,L
den stetigen Teilraum von H. Im Englischen findet man auch H,, statt H, (pure point).

Damit wird also

H=H,®H,
orthogonal zerlegt. Es gilt

Satz 9.3.3: Fiir alle x € H sind dquivalent:

1. xeH,.

2. Es gibt eine abzihlbare Menge M C R, M # (O mit P(M)x = x.
3. Es gibt eine abzdhlbare Menge M C R, M # O mit u,(R\M) = 0.

Beweis: Es seien N; := N(A — tid) und P({t}) der Projektor auf N,. Dann ist

NtJ-NY firt # s

H, = P M.

teR

und

Es sei Q der orthogonale Projektor auf H,,

0x = P({t)x.

teR

In diese Summe gehen nidmlich bei festem x hochstens abzdhlbar unendlich viele 7 ein. Man vergleiche Folgerung
1.4.8. Daraus ergeben sich die Behauptungen. O

Analog gilt

Satz 9.3.4: Fiir alle x € H sind dquivalent:

1. xeH.,.

2. Esist u({t}) = 0 fiir alle t € R.

3. Die Abbildung R > t — P(t)x € H ist stetig.

Beweis:

1. = 2.: Es seien x € H. und 7 € R. Dann ist P({t})x € H,, und
pe(in)) = [PCD|* = (P(Uhx. x) = 0.

2. = 1.:Es seien x € H mit u,({r}) = O fiir alle 7 € R und y € H,,. Dann gibt es eine abzihlbare Menge M C R mit
P(M)y = y, und es folgt

P(M)x = )" P({thx = o,

teM
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also
VyeH, (xy) =(x,P(M)y)=(P(M)x,y)=0.

2. o 3.:Esseien x € H,t € Rund é > 0. Dann folgt aus
2
[P(t)x = P(t = 6)x||” = pa((2 — 6,11)

die Aussage
lim |P()x = P(t = )" = (1) O

Damit haben wir das Spektrum o(A) in seinen stetigen und nicht stetigen Anteil zerlegt. Um nun aber zu
physikalisch interessanten Anwendungen zu gelangen, zum Beispiel in der Streutheorie, muss man das stetige
Spektrum weiter unterteilen. Zunichst sei an einige Begriffe aus der Maftheorie erinnert:

Definition 9.3.5: Es seien u ein beschrdnktes positives Maf3 und A das Lebesguesche Maf3.
(1) p heifit absolut stetig beziiglich A, un A, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
1.VMeB AM)=0 = uM)=0.

2 Ve>0 6>0 YMeB AM)<d = uM)<e.

3. Es gibt eine Lebesgueintegrable Borelfunktion h € L'(R) mit

VMeB y(M)zfXMhd/l.
R

4. Die Abbildung
R3¢+ u((-o0,2]) €R

ist absolut stetig.
(2) p heifit singulér stetig beziiglich A, p L A, wenn
AN e B, AN) =0, UR\N) =0
gilt. Das Mafs u ,,lebt*“ also auf einer Lebesgue-Nullmenge.

Erlduterung: Aus der Lebesgueschen Integrationstheorie ist bekannt:

1. Es sei 4 monoton. Dann ist u fast iiberall differenzierbar mit u’ € L.

2. Essei f € £!. Dann gilt fast iiberall
d 24
d—f f@)dt = f(x).
X Jo

3. wist absolut stetig : &=

Afel'  px) =pu0)+ fo F()de

oder dquivalent

Ve>0 36>0 Y (xiy1),...,(%nyy) disjunkt und mit Z|y,»—x,-| <5

i=1

gilt

n

D utys) - px)| < =

i=1
Eine absolut stetige Funktion f ist von beschrinkter Variation. Sie ist fast iiberall differenzierbar mit f’ €
L', und aus f” = o fast iiberall folgt f = const.

Es sei ¢ monoton und stetig. Dann existiert ein f € L}UC(R) mit ¢’ = f fast tiberall. Es seien

a(x) = fxf(t)dt
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und
s(x) 1= u(x) — a(x).

Dann ist also
“(x) = a(x) + s(x)

mit einer absolut stetigen Funktion a und einer singuldir stetigen Funktion s. Es ist also fast iiberall 5" = 0. Eine
solche Zerlegung positiver MaBe spielt im Folgenden eine grofle Rolle. Ein positives singulir stetiges Mal, das auf
der Cantormenge — einer Lebesgue-Nullmenge — lebt, ldsst sich leicht angeben.

Wir bezeichnen nun weiter
Definition 9.3.6: Es seien
H={veH | INEBAM =0, PRW¥=0l,
sowie
Hye := HF und Hi := HyNH,.

H, ist der singulire Teilraum von H, H,. ist der absolut stetige Teilraum von H, und H,. ist der singulir stetige
Teilraum von H.

Es gilt also jeweils orthogonal
H=H, ®Hse ®Hye = H, & Hye & Hye
N——— N———
=H, =H.

und insbesondere

Satz 9.3.7:
1. ‘H; ist abgeschlossen, und es gilt H = H,. & H,.

2. Fiir alle x € H sind
xeH; und p, L A

dquivalent.

3. Fiir alle x € ‘H sind die Aussagen
xe€Hyemitu,id und Rt ||P(t)x||2 ist absolut stetig

dquivalent.
4. Es seien x = X4 + x5 mit Xge € Hye, x5 € H,. Dann gilt
Hx = Mg + Bxs Mo BA - und - py LA

Das stetige Spektrum der meisten in der Physik auftretenden Operatoren ist absolut stetig. Es gibt jedoch
Beispiele stark oszillierender Potentiale, die auf singuldr stetige Spektren fiihren.

Beispiel 9.3.8: Es seien H := L>(R) und wie in Beispiel 9.1.6
A: HRcCH—H,
X+ —ix.

Die Abbildung A ist selbstadjungiert. Aus Au = Au folgt u(x) = e**. Wegen u ¢ H wird u auch verallgemeinerte
Eigenfunktion genannt, und es ist 0(A) = Co(A).

Als erstes zeigen wir
0(A) = Co(A) =R.
Es seien ndmlich A € R, o > 0 und
us(1) := eVe ™M e D(A).

Dann ist
(A = Aid) us (1) = fo (1)
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mit
10U, (1) fiir t > 0,
fa'(t) = . ..
—iou,(t) firt<o0,
und es folgt fiir o — 0
1
IfolP =0 -0 und [ul == — co.
o
Damit ist A € Co(A).
Als néchstes konstruieren wir die Spektralschar P(1) von A: Es seienz € C\R, ¢ € CQ“X,(R) und
vi(r) := iei”f o) e ¥dr firImz > 0,

0o

w@%=—n¥1f o) e Wdr firlmz <0
Dann ist fiir j = 1,2
Avj —zvj = ¢,

also A ‘
ie [ g()edt  firlmz>0

_ )1 =
(A=2)"9)r) {—i oizr fr"" o(He @dt  fiirImz < 0.

Daraus folgt fiir x,y € C"OO(R), e>0undseR

(A= (s +ie) " ~ (A~ (s=ie) " 1)) =
— ieisrf x(t) e—istes(t—r) dt + ieixrf X(f) e—ixteg(r—t) dt = ieixr f X(f) e—ixte—slr—tl dt
- r R

00

oder

([ Joy)s) =i f f x(f) e e y(r) eI di dr.
RxR

=:1(g,s,t,r)

Nun gilt fiira < b, (s,t,r) € [a,)] X RXxRund e >0

|1, 5.1,)| < Ix(®)] - ly(r)]

sowie
hﬂ)l I(g,s,t,1) = x() e 'y(r) e s,
E.

Damit folgt aus den Sitzen von Lebesgue und Fubini fiir alle x, y € Co(R)

b b - —
lélg)l\fa‘ ([ to ]x’ y)(s) ds = 1]; (fRX(I)e_mdt)(L y(t)e—lsrdr)ds

/l —
([PCD = P0))x,y) = f #(5) §(s) ds

Ao

oder

mit
Fy : Cu(®R) — C(R),

v +—> (s) := (Fov)(s) := v%_ﬂ j:: u(t) eist gy

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz erhalten wir daher fiir x = y, A — cound 4y — —co
Fox e 7'{,

also
Fo : Co®R) — H
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mit
1Foxl = [lxll
und
(x,y) = (Fox, Foy),
es gilt also die Parsevalsche Gleichung. Es sei nun
Gy : Co(®R) — C(R),
X+ F_())"c
Dann ist
Vx,y € Co(R) (Gox, Goy) = (x,y),

und aus dem Satz von Fubini folgt
(Fox,y) = (x,Goy),

also
Fo @ Co(R) — H, [1Fox]l = [,

Gy : Co@®) — H, IGoxIl = lIx]l.

Es seien nun

FFG : H—H

die eindeutig definierten stetigen Fortsetzungen von Fy, Go auf H. Es iibertragen sich die Abbildungseigenschaften

Gx = F¥x, (Fx, Fy) = (Gx,Gy) = (x,y), (Fx,y) = (x,Gy)

sowie ,
((P®) - P@)x.y) = f (Fx) (Fy)
und insbesondere
(FGx,y) = (Gx,Gy) = (x,y)
(GFx,y) = (Fx,Fy) = (x.y).

Damit ist G = F~!, also
G=F =F"

Die Abbildung F ist unitir, und mit
1 L
(Px)(s) = —= f e“'(F(x)(1)dt
V21 J-wo

gilt fast iiberall

x(s) = (P(c0)x)(s) = \/%T f B e (F(x))(1) dt := L*(R)-lim L f ' e (F(x))(1) dt.

r—00 \2rn
Wegen
v
(P(D)x, x) = f |2(s)[ ds
ist das Spektrum absolut stetig. Es folgt fast tiberall
(Ax)(s) = f AdP(Dx)(s) = — f te"(F(x))(@)dt.
( o0 ) V2r J-w
Damit ist auch

H(R) = {x eH | fR 5 |(F(x))(s)|2 ds < oo}

und fast iiberall
(FAXx)(®) = t(Fx)().

()

(%)

Die Fouriertransformation liefert also die Entwicklung einer Funktion x € H nach den verallgemeinerten Eigen-
funktionen von A. Damit haben wir eine zweite Herleitung der Fouriertransformation gefunden. Man vergleiche

mit §6.4.4.

O
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Beispiel 9.3.9: Es seien G C R? ein AuBengebiet, H := L(G), u®,u' € H,
D(A) = {u € H,(G) ' Au € w} und  Au = —Au.
Wir betrachten die Anfangswertaufgabe zur Wellengleichung
uy + Au =0 mit u(0) = u® und u,(0) = u'.

Dabei ist ein Aulengebiet ein Gebiet mit beschrinktem Komplement. Wir fragen zunichst nach Losungen mit
endlicher Energie

EQ@) = |u | + A" 2u)|.

Dabei wird A'/? iiber die Spektraldarstellung von A definiert, und man nennt u € C(Ry, D(A'?)) N Ci(RE, H) eine
Losung der Wellengleichung mit endlicher Energie, wenn fiir u’ € D(A'/?) und u' € H

Voe CR,DANNCR,H) 0= fR ) G““"” +Ap) + (u%, 9(0,-)) — (u', (0, ))

gilt. Man zeigt D(A'/?) = H, (G) und erhilt die eindeutige Losung der Aufgabe in der Form

u(t) = fm cos VAt dP()u® + fw sin VA dP()u'.
0 0 \/Z
Es ist
E@t) = EO) = ||u'||” + a2

Auf Einzelheiten soll hier verzichtet werden. Es sei nun K ¢ G mit K € R?. Dann gilt das Prinzip vom lokalen
Abklingen der Energie, nimlich

lim {””f(t)”ﬁ(m + ”Al/zu(t)“ﬂ(lo} =0.

t—00

Man erwartet deshalb, dass sich die Losung « asymptotisch wie eine freie Welle verhilt. Genauere Untersuchungen
dariiber erfolgen in der Streutheorie. Wir skizzieren hier den Beweis des Prinzips vom lokalen Abklingen der
Energie und beschrinken uns dabei auf die Diskussion des Terms

w(t) := cosAto f = fm cos VAt dP(A) f
0

fiir f e H.
1. Wir zeigen die schwache Konvergenz: Weil das Spektrum von A absolut stetig ist, folgt fiir alle v € H
F(D) = %(P(ﬂ)f, v) € LR,
also
(w(t),v) = f ) cos VAt F(Q) dA.
Nun erhilt man aus dem Riemann-Lebesguescher? Lemma (durch partielles Integrieren)
VFeCIRHNL'®RY  (w®),v) — 0.
Approximieren wir F € £'(R*) durch g € C; ®RHN L'(RY), dann folgt also fiir t — oo
YoveH (w(®),v) — 0.

2. Wir zeigen die behauptete starke Konvergenz: Es sei zunichst f € D(A!/?) = '7-?1 (G). Dann ist
Jeosaro fl, = elleosa’ro gl < el + A1)

Jede Folge (cos A2t 0 fpen mit t, — oo enthilt deshalb aufgrund des Rellichschen Auswahlsatzes eine in
L*(K) konvergente Teilfolge. Wegen der bereits bewiesenen schwachen Konvergenz ist der Grenzwert Null.
Mithin gilt in diesem Falle fiir jede Folge 7, — oo

”w(t”)HLZ(K) = [[cos A", 0 f”z.‘zao =0

Als letztes approximieren wir ein beliebiges f € H durch g € D(A'/?). O
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10 Erginzungen

Leider konnten in dieser Vorlesung bei weitem nicht alle interessanten Fragen der Funktionalanalysis aufgegriffen
werden. In diesem letzten Kapitel sollen nur noch drei Ergidnzungen gebracht werden.

10.1 Halbgruppen

Im letzten Kapitel haben wir durch den Spektralsatz eine schone Darstellung selbstadjungierter Abbildungen ge-

funden. Nun sind aber bei weitem nicht alle linearen Abbildungen selbstadjungiert. Deshalb soll noch eine andere

Methode zur Darstellung solcher Abbildungen und damit zum Ldsen von Gleichungen angegeben werden.
Denken Sie an eine Gleichung der Form

u; = Au mit u(0) = u®
in einem Banachraum X. Dabei seien A eine lineare Abbildung
A DA cCcX—X

und u € C(R}, D(A)) N C (R}, X) die schwache Lisung der Differentialgleichung mit

Vo e CR, DAY NCi (R, X) 0= f (u, 0 + A*@)(0) dt + (u°, (0, -)).
R+
Im Falle A = i B mit selbstadjungiertem B erhalten wir die Losung dieser Aufgabe durch
u(t) = eu’ = P’ = f e dP),
R

wobei P(1) die Spektralschar von B ist.

Es stellt sich nun die Frage, ob man den Losungsoperator

eAt

auch fiir allgemeinere A sinnvoll definieren kann. Es zeigt sich, dass das moglich ist, wenn man ¢ auf 1 € Rj
beschrinkt. Es soll also nur in die Zukunft und nicht in die Vergangenheit gerechnet werden — oder umgekehrt
(denken Sie an Wirmeleitungspobleme). Wir wollen zeigen, dass dann Halbgruppen, siehe Definition 10.1.1, der

Form e existieren.

Beginnen wir mit einem einfachen Beispiel: Es seien X ein Banachraum, A € C£(X), und z € C. Dann kénnen

WI1r
(]
n=0

definieren. Die Reihe rechts konvergiert namlich absolut in der Operatornorm und stellt mithin eine stetige Abbil-
dung dar. Es ist sogar €4 in z holomorph, und es gilt

n

| [\

' A" e CLX)

S

eA+n) — oAz A

sowie
d Az Az Az
— et =Ae™ =e™A.
dz

Die Definition von e’ iiber eine Reihe wird viel schwieriger, wenn wir unbeschrinkte A zulassen. Es seien also
von nun an X ein Banachraum und
A DA cCcX—X

eine lineare Abbildung. Dann bildet im Allgemeinen A nicht D(A) in sich ab. Bei der formalen Definition von e?!
durch die Exponentialreihe erhilt man also Schwierigkeiten mit dem Definitionsbereich;

ﬁ D(A™)
n=1
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konnte sehr klein sein. Dieselbe Schwierigkeit tritt auf, wenn man an die Definition der Exponentialfunktion durch

lim (1 + f) ,
n— o0 n

(¢}
Il

also an

. . r o\n
et = lim (zd + ZA)

n—oo

denkt. Erfolgversprechender ist es jedoch, die rechte Seite der Abschétzung

VneN Vux |x<n, (1+f) SeXs(l—f)_
n n

auszunutzen. Man erhilt sie aus

l+x<e'<

1-x
Beide Seiten konvergieren bei festem x fiir n — co gegen e*. Das legt die Definition

e i= lim (id - %A)’" (+)

n—oo

nahe. Dabei geht rechts die n-te Potenz der Resolvente von A an der Stelle n/z ein; es muss also R* C p(A) sein. Im
Folgenden soll kurz gezeigt werden, dass sich auf diese Weise Halbgruppen e*' sinnvoll einfiihren lassen. Fiir die
ausfiihrliche Darstellung der Theorie sei aber auf die Literatur verwiesen, etwa auf das bereits zitierte Buch von
Kato [1966] und vor allem auf das Buch von Pazy [1983].

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Limes in (x) ist:
1. A ist eine abgeschlossene Abbildung mit in X dichtem Definitionsbereich D(A).
2. Es gilt R* c p(A) und
1
Va>0 A-did)"|| < =.
lca = iy < 5

Bevor wir das zeigen, holen wir etwas aus und beginnen mit
Definition 10.1.1: Eine Schar {H(1)} o H(®) € CLX), heifyt Halbgruppe, wenn

>
1. H0) =1id,
2. H(s+1t) = H(s)H(?) fiir alle s,t > 0 ist.

Definition 10.1.2: Eine Halbgruppe {H(t)} heif3t
1. gleichmiaBig stetig, wenn lilr(gl [|H() — id|| = 0 ist,
t

2. stark stetig oder Cy-Halbgruppe, wenn lif(gl H(t)x = x fiir alle x € X gilt.
12
Definition 10.1.3: Es seien {H (t)} eine Halbgruppe und
A DA cCX—X

eine lineare Abbildung mit

D) :={rex | Iyex 15%1%”}

und Ax := y. Dann heifit A (infinitesimaler) Erzeuger der Halbgruppe {H(t)}.

10.1.1 GleichmiBig stetige Halbgruppen

Als erstes behandeln wir gleichméBig stetige Halbgruppen und zeigen
Lemma 10.1.4: Die Halbgruppe {H(t)} sei gleichmdfig stetig. Dann gilt

Vs,t>0 lirrll IH(s) — H@®)|l = 0.
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Beweis: Aus der gleichméBigen Stetigkeit folgt
Ve>0 I6>0 Vtel0,9) |H(t) —id|| < &

oder
Ye>0 J6>0 VYrel0,0) |H®)| < 1+ e.

Fir T € R* sei nun ¢ € [0, T]. Dann gibt es ein n € N mit r = n§ + 7 und 7 € [0, §), also
IH®I < IHOI" - IHON < (1 + &)™

oder
VT eRtY ICeR" Vtel0,T] |H®)| < C.

Mit i > 0 folgt daraus
IH( +h) = HOIl < IHOI - |1H(h) — id|| < C|H(h) - id||

und firO<t<T,0<h<t

H(t —h) - HOI < |H(z = bl| - llid — HW)| < C|H(h) - id]|. O
Es folgt
Satz 10.1.5: Eine lineare Abbildung A erzeugt genau dann eine gleichmdiflig stetige Halbgruppe, wenn A € CL(X)
ist.
Beweis:

< :Esseien A € CL(X) und

H(f) = e = Z (At)”.
n=0

n!
Offenbar existiert H(z), und es gelten H(0) = id,
H(s+1 = H(s)H(t)

sowie
|H () — id|| < t-]|A]| - e,

Mithin ist {H(¢)} gleichméaBig stetig, und es folgt

HM —AH < 1]AIP M1 S 0,

= : Es sei {H(?)} eine gleichmiBig stetige Halbgruppe. Wir wihlen ein p > 0 mit
1 (*
Hid - f H(s) dsH <1
P Jo

K = lfp H(s)ds € CL(X)
P Jo

Dann ist

invertierbar (Neumannsche Reihe), mithin ist auch
0
L:= f H(s)ds € CL(X)
0

invertierbar mit L™! € CL(X). Nun gilt

0 1 o+h h
H(s)ds — f H(s)ds}z —{ f H(s)ds — f H(s)ds},
0 h P 0

h+p

1 1
—(H(h) - id)L = -
GHO —id)L={ |
also fiir 2 — 0 in der Operatornorm
1 . _1 ~1 . -1
Z(H(h)—zd)—z{ )7 > {Hp) - id L7

Mithin ist A = {H(p) — id}L™" € CL(X). O
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Satz 10.1.6: Es seien {H (1)} und {I(t)} gleichmdf3ig stetige Halbgruppen, und es gelte bzgl. der Operatornorm

H() — i 1) — i
A=tim A0 -id _ 10O -id
tl0 t 110 t

Dann ist H(t) = I(¢) fiir alle t > 0.

Beweis: Es sei T > 0 fest. Wir zeigen
Vtel0,T] H(®) = 1(@).

Wie wir bereits wissen, gibt es ein C > 0 mit
Vs,t€[0,T] IHOI - ()l < C,

und nach Voraussetzung gilt

Ye>0 I5§>0 YO0<h<$6 %IIH(h)—I(h)||<T—8C.
Zu t € [0, T] wihlen wir nun ein n € N mit #/n < §. Dann folgt
n—1
1@ =100 < Y || H(o-05) 1) - Ho-i- D) (6 + D) | <

i=0 S ————
=H((n-i-1)1)H(L) =1GDIG)
n—1

< ;‘ (- i - 1)%)” : ”H(}%) - 1(%)“ : ||1(z£)” <n-C- (% : %) <e. o

Folgerung 10.1.7: Es sei {H(t)} eine gleichmdfig stetige Halbgruppe. Dann gilt:
1. Es gibt genau ein A € CL(X) mit H(f) = ™.
2. Es gibt ein w > 0 mit ||H(?)|| < e, némlich w := ||A]|.

3. Die Abbildung t — H(t) ist in der Operatornorm differenzierbar, und es gilt

d
- H( = AH() = HOA.

10.1.2 Stark stetige Halbgruppen

Nun kommen wir zum eigentlich interessanten Teil der Halbgruppentheorie und behandeln stark stetige Halbgrup-
pen. Wir beginnen mit

Satz 10.1.8: Es sei {H(t)} eine Co-Halbgruppe. Dann gilt
dw>0 AM>1 VieR] IH@)|| < Me“".

Beweis:

1. Wir zeigen
dn>0 Jk>0 Vrel0,n] IHOIl < k.

Der Nachweis erfolgt indirekt: Es gebe eine Nullfolge (#,) mit ||H(%,)|| > n. Dann existiert ein x € X mit
[[H ()] — oo,

denn sonst wire H(z,) wegen des Satzes von Banach-Steinhaus beschriankt. Aus der starken Stetigkeit folgt
dann aber der Widerspruch
7| < ([ = x|+ [[| = [l

2. Esist also ||H(?)|| < k fiir alle ¢ € [0, 7], und wegen H(0) = id ist k > 1. Es sei

0.

Ink
w:=— 2>

n
Dann gibt es zu t € R} ein n € Ny mit

t=nn+dund0 <<,

also
[H®| = ||H©) - (Hm)"|| < k™' < kK" = ke, O
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Folgerung 10.1.9: Es sei {H(t)} eine Co-Halbgruppe. Dann ist fiir alle x € X die Abbildung

Ry — X,

t +— H@x
stetig.
Beweis: Es seien ¢, 4 > 0. Dann ist
IH(t + h)x — Ht)xll < |H@I - [|IH(R)x = x| < M e |H(h)x = x|l = 0
und
|H(t = h)x = H(t)xl| < |H(t = W)llllx = H()xl| < M e |lx = H(h)x]| — 0. 0
Als néchstes zeigen wir
Satz 10.1.10: Es seien {H(t)} eine Cy-Halbgruppe und A ihr Erzeuger. Dann gilt:

1+h
1. VxelX m — H(s)xds = H(t)x.

li

nlo h J,

2. ¥Vxe X f H(s)xds € D(A) und Af H(s)xds = H({t)x — x.
0 0

3. Yxe DA H(H)x € D(A) und %H(t)x =AH(t)x = H(HAx.

4. Yx € D) H()x - H(s)x = f H(t)Axdr.

Beweis:
1. Die erste Aussage ist klar, weil H(f)x stetig ist.
2.Es sei h > 0. Dann folgt fiir 2 | O

H(h) - id

—fH(s)xdszlf(H(s+h)x—H(s)x)ds:
h 0 h Jo

1 t+h 1 h
= —f H(s)xds — —f H(s)xds — H(t)x — x.
hJ, h Jo

3. Es sei i > 0. Dann folgt fiir 2 | O

H(h) - id H(h) —id

% H(d)x = H() %x — H(DAx,
also H(t)x € D(A) sowie AH(t)x = H(t)Ax und

H hx—-H
lim M = H@®)Ax.
nl0 h

Nun gilt wegen ||H(t — h)|| < M e*" auch

. (H®x—-H(t - h)x
l1m{—

(H(h) — id)x

=l HG - =

Axp+1limiH(t — h)Ax — H{HAx; = o.
x} }}H)l{ ( )AXx (?) x} o
4. Die vierte Aussage folgt aus der dritten durch Integration. O

Folgerung 10.1.11: Der Erzeuger A einer Co-Halbgruppe ist abgeschlossen und besitzt einen in X dichten Defi-
nitionsbereich.

Beweis: Fiir x € X und ¢ > 0 sei
1 !
Xp 1= —f H(s)xds.
' Jo
Dann ist x; € D(A), und aus der ersten Aussage des vorigen Satzes folgt

lim x, = x.
110
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Damit ist D(A) = X. Nach Definition ist A eine lineare Abbildung. Es seien x,, € D(A) mit x, - x und Ax, — y.
Dann folgt aus der vierten Aussage

!
H()x, — x, = f H(s)Ax, ds,
0

also ,
HHx—x= j; H(s)yds
oder .
w = ; fo H(s)yds — HO)y = y.
Damit ist x € D(A) und Ax = y. |
Es gilt auch

Satz 10.1.12: Es seien {H(t)} und {I(t)} Co-Halbgruppen mit demselben Erzeuger. Dann ist
Y>>0 H(@) = 1(1).
Beweis: Es seien x € D(A), 0 < s < tund

C : Ry —H,
s +— H(t — $)I(s)x.

Dann folgt aus der dritten Aussage des letzten Satzes die Differenzierbarkeit von C, nach der Kettenregel also
d
d—H(t —)I(s)x = —-AH(t — s)I(s)x + H(t — s)AI(s)x = o.
s

Mithin ist C konstant, also
Yxe DA H(t)x = I(H)x.
Nun ist D(A) in X dicht, und H(¢) sowie I(¢) sind beschrinkt. Daraus folgt die Behauptung. |
Die letzte Folgerung hat gezeigt, dass D(A) in X dicht ist. Es gilt aber viel mehr, ndmlich

Satz 10.1.13: Es sei A der Erzeuger der Co-Halbgruppe {H(t)}. Dann gilt

ﬂD(A") istin X dicht.

n=1

Beweis: Es seien D := ém((O, ®),C), xe X, ¢ € Dund

y = x(p) := f w(s) H(s)xds.
0
Dann gilt mit 2 > 0, h geniigend klein,

Ho)—id f"" ¢ls =) - 9(s)
0

H
7 A (s)xds,

also y € D(A) und
. HM-id < 3
1}%1 W y= fo ¢ ($)H(s)xdx = Ay.
Daraus folgt fiirn e N
Ay = (1) f " (s)H(s)xds
0
und

ye ﬁ D(AY).
n=1

Es sei
Y :=span ({x(cp) | xeXund g€ Z)})
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Dann ist Y in X dicht. Andernfalls wiirde aus dem Satz von Hahn-Banach
AxX eX', X #0, Yyel Xy=0

folgen, also fiir alle x € X und ¢ € D

0= x'( ) (p(s)H(s)xds) = ) w(s)x"H(s)xds.
0 0

Fiir alle x € X wiirde deshalb
s — x"H(s)x

auf (0, co) verschwinden. Weil H stetig ist, wiirden wir schlie3lich
VxeX 0=x'x
erhalten, also x’ = o. O
Fiir Cy-Halbgruppen wissen wir nach Satz 10.1.8
Jw>0 AM>1 VreR) |H@| < Me
Wir unterscheiden nun:

Definition 10.1.14: Es sei {H(t)} eine Cy-Halbgruppe. Dann heif3t
1. {H(t)} gleichmiBig beschriankt, wenn w = 0 ist,
2. {H(t)} Co-Kontraktionshalbgruppe, wenn

VieR, ||H®| <1
ist.

Folgerung 10.1.15: Die Cy-Halbgruppe {H(?)} sei gleichmdifiig beschrinkt, es sei A ihr Erzeuger und x € D(A?).
Dann gilt

lAx][* < 40 [|A%]] - 1l

Beweis: Aus Satz 10.1.10 folgt
!
Htyx—x= f H(s)Axds =tAx+1
0

mit
I:= f (H(5)Ax — Ax)ds = f t( f SH(T)AzxdT)ds:
0 0 0
= f ( f X0.9@H@)A x dr)ds = f ( f X0.9(@H(T)A x ds)dr =
0 0 0 0
= f ( f H(r)A’xds)dr = f (t - T)H(D)A x dr.
0 T 0
Daraus folgt
1 ' oM M
st < {itox i+ [ 0= o) %] ds) < 25+ T

Ist A2x = o, dann erhalten wir fiir # — co daraus Ax = 0. Andernfalls wihlen wir
t = 2+/|Ixll/ VIIA2x]|. o
Beispiel 10.1.16: Es seien X := BC(R) und

(H(@®)x)(s) := x(t + s).
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Dann ist {H(#)} eine Co-Halbgruppe mit ||H(?)|| < 1 und D(A) = C(R) sowie Ax = x’. Aus der letzten Folgerung
erhalten wir deshalb fiir f € C*(R) die Landausche Ungleichung

| 0o ||f||oo’

2

0o

f’

<4|

fll

benannt nach Epmunp LanDpAu, 1877-1938.
Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnitts, nimlich dem

Satz von Hille-Yosida: Eine lineare Abbildung A erzeugt genau dann eine Cy-Kontraktionshalbgruppe, wenn
folgendes gilt:

1. A ist abgeschlossen mit D(A) = X.
2. Die Resolventenmenge p(A) enthdilt R*, und es ist

Va>0  |JA-2did)| < %

Der Satz ist nach EINaR HiLLE, 18941980, und Kdsaku Yosipa, 1909-1990, benannt.
Beweis:

=: A erzeuge die Cy-Halbgruppe {H(#)}. Dann ist A nach Folgerung 10.1.11 abgeschlossen und hat einen dichten
Definitionsbereich. Es seien 2 > 0 und x € X. Dann existiert

R(D)x := f e MH(t)x dt,
0
weil {H(?)} gleichméBig beschrinkt ist. Die Abbildung R(A1) ist linear mit
||

IR(D)x]] Sf eV IH(n)xlldr < =
0

Fiir h > 0 gilt

Hh) - id Ah _ 1 00 Ah h
AW =id b= f eV H(xdi - S | e"H(t)xdr.
h h 0 h Jo

Fiir 4 | O folgt daraus
YxeX Va>0 R(D)x € D(A)

und
AR(D)x = (AR(A) — id)x

oder
(Aid — A)R(A) = id.

Nun ist fiir x € D(A)
R(D)Ax = f e "H(OAxdt = A f e YH(t)xdt = AR(A)x,
0 0

weil A abgeschlossen ist. Wir erhalten also
VY x e D) R)(Aid — A)x = x.

Mithin existiert fiir alle A > 0
A-2id)"" = =R,

und es ist [[R(D)| < 1. O

Bevor wir nun die andere Richtung der Aussage des Satzes von Hille-Yosida beweisen, zeigen wir drei Hilfs-
sitze:

Lemma 10.1.17: Die Abbildung A geniige den beiden Bedingungen im Satz von Hille-Yosida. Dann gilt

VxelX A]im AA-Qid) 'x+x=o.
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Beweis: Fiir alle x € D(A) gilt
[AA - x+ x| =] -A-DA-D'x+AA - D 'x+ x| =
1
= [laca = 07| = f[a - 7" Ax]| < Sflax] - 0.
Daraus folgt die Behauptung, weil D(A) in X dicht und [|A(A — )71 < 1 ist. |
Definition 10.1.18: Die Folge (A,), A € R, mit
Ay = —1AA - id)™ € CLX)
heifst Yosida-Approximierende von A.

Es ist
Ay=-2 {(A —DA-D"+ 24 - /l)‘l} =—did - 2>A-)7".

Lemma 10.1.19: Die Abbildung A geniige den beiden Bedingungen im Satz von Hille-Yosida. Dann gilt
VxeDA) }im Ax = Ax.
Das folgt unmittelbar aus dem vorigen Lemma.

Lemma 10.1.20: Die Abbildung A geniige den beiden Bedingungen im Satz von Hille-Yosida. Dann erzeugt A,
At und es gilt

die gleichmdifsig stetige Kontraktionshalbgruppe e
YxeX VAau>0 “eA"’x - eAf"x” < t||A/lx - Aﬂxn )
Beweis: Nach Definition ist A; € CL(X) und erzeugt deshalb die gleichmiBig stetige Halbgruppe e, Es gilt

- 2 HA=1)! _ 241(A—1)"!
||eA4f|| —e )l”e AH(A-Q) “ <e /lfe/l (A=)~ <1.

Mithin ist {eA/l’ } eine Kontraktionshalbgruppe. Nach Definition kommutieren eV, %+, A; und A,. Daraus folgt

1
||eA,llx _ eAHsz _ H fo % (eAﬂtseA,‘z(l—s)x) ds” <
1
< f (e e (A x — A)|ds < f]|Ax - A -
0
Wir beenden nun den Beweis des Satzes von Hille-Yosida:
<: Die Abbildung A geniige den Bedingungen im Satz von Hille-Yosida. Dann ist
[le*x — eix|| < #]|Aax — Aux|| < £llAax — Axl] + ¢||Ax — Aux]|,

und aus Lemma 10.1.19 folgt, dass fiir x € D(A) die Folge (eA/l’x) gegen H(#)x konvergiert, und zwar gleich-
miBig in festen Intervallen ¢ € [0, T]. Es ist D(A) in X dicht und ||e*¥|| < 1. Daraus folgt

VxeX lim eMx = H(t)x, (%)
und zwar gleichmiBig in [0, T']. Ferner ist H(0) = id, H(s + t) = H(s)H(¢) und ||[H(?)|| < 1, weil {eAA’} eine
Kontraktionshalbgruppe ist. Die Abbildung

t— H(t)x

ist fiir # > O stetig, als gleichmiBiger Limes stetiger Abbildungen ¢ — eA+'x. Mithin ist H(?) eine Cy-Kontrak-
tionshalbgruppe.
Es bleibt zu zeigen, dass A Erzeuger von H(?) ist: Es sei x € D(A). Dann folgt aus GI. ()

! I3
Hix—x= }im (eM'x—x) = }im e A xds = f H(s)Axds.
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Es sei B Erzeuger von {H(#)}. Dann folgt aus Satz 10.1.10
!
Y x € D(B) Ht)x—-x= f H(s)Bxds,
0

mithin ist A C B. Aus dem bereits bewiesenen Teil unseres Satzes folgt 1 € p(B), und aus der zweiten Bedin-
gung auch 1 € p(A). Die Abbildungen A und B sind abgeschlossen. Damit erhalten wir

B-id)DA) = (A-id)DA) = X,
also
D(B) = (B-id)"' X = D(A)
oder A = B. O

Es folgen drei Korollare.

Korollar 10.1.21: Es seien A Erzeuger der Cy-Kontraktionshalbgruppe {H(t)} und (A,) die Yosida-Approximie-
rende von A. Dann gilt
¥YxeX  H@x= }im eMix,

Beweis: Der Limes existiert und definiert eine Halbgruppe. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 10.1.12. O
Korollar 10.1.22: Es sei A Erzeuger der Cy-Kontraktionshalbgruppe {H(t)}. Dann gilt
{1ec | Red>0}cp@)

und
1

VAReA>0,  [(A-07"< o

Beweis: Es ist
R()x := f e MH(f)xdt
0

fiir alle x € X und 4 € C mit ReAd > 0 wohldefiniert. Wie im Beweis des Satzes von Hille-Yosida folgt R(1) =
—(A - Aid)~" und
IR(D)x]| < [Ix]l/Re A. O

Korollar 10.1.23: Ein linearer Operator A erzeugt genau dann eine Cy-Halbgruppe {H(t)} mit ||H(?)|] < e*,
w > 0, wenn folgendes gilt:
1. A ist abgeschlossen und D(A) = X.

2
{/leC | Imxleund/1>w}Cp(A)

und

”(A - || < ! ” fiir solche A.

A -

Beweis: Es ist
I(H) :=e ™ H(®)

eine Kontraktionshalbgruppe. Ihr Erzeuger ist
A-wid. O

Beispiel 10.1.24: In Rj X G, G C R betrachten wir die Thermoelastizititsgleichungen

utt_uxx+79x =0

gt_exx'i"yutx =0

mit dem Kopplungsparameter y € R und vorgegebenen Anfangswerten u(0) = ug, u,(0) = u; und 6(0) = 6.
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Es sei
Uy
0

d 0 —yd] V,

Dann ist mit d := d/dx

(e}
¥
(e}

Upx
Vi=lu—v0,|=
gxx =Y U

0 d 0
A:=|d 0 —yd

0 —yd o

und mit

erhalten wir

duo
Vi=AV mitV(0)=Vy=| u |.
)

Dabei seien H := (L2(G))’, Vy € H und
DA) = {V eH ] Vs € H,(G), V3 € Hi(G)und AV € 7{}.

Wir betrachten also die Dirichletsche Randwertaufgabe. Dann ist
(AV,V) = =(dV3,dV3) = 2iTm {(V1,dV2) + ¥(dV2, V3)} ,

also
Re (AV,V) = —|ldV5|P < 0.

Die Abbildung A ist abgeschlossen und besitzt einen dichten Definitionsbereich ist. Fiir alle 2 mit Re 4 > 0 folgt
aus(A- DV =o0

ldVs]I* = —Re (AV, V) = —Re ||V,

also V = 0. Analog sieht man N(A* — 2) = {0}, mithin ist
H = R(A - id).
Aus (A — 1)V = F € H erhalten wir schlieBlich
ldVs|* = ~Re (AV,V) = —Re ||V|]* = Re (V, F),

also
V|| < IIFIl/Re A

oder
A =07 F|| < IFIl/Re A.

Mithin erzeugt A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe {H(?)},

H(t) = e,
und unsere Anfangsrandwertaufgabe wird durch

V() = eV,

fiir ¢ > 0 gelost. O
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10.1.3 Stark stetige Gruppen

Im Folgenden wollen wir noch kurz Gruppen von beschrinkten Abbildungen besprechen.

Definition 10.1.25: Eine Schar {H (t)}teR, H(t) € CL(X), heif3t stark stetige Gruppe oder Cy-Gruppe, wenn folgen-
des gilt:

1. H) =id,

2. H(s+t) = H(s)H(?) fiir alle s,t € R.

3. Fiir alle x € X ist
1in(} H()x=x
—

Definition 10.1.26: Es seien {H(t)} eine Gruppe und
A DA cCcX—X

eine lineare Abbildung mit

D) = {xeX | Iyex 1318%:-’/}

und Ax := y. Dann heifit A (infinitesimaler) Erzeuger der Gruppe {H(t)}.
Fiir ¢ > 0 sind offenbar H(¢) und H(—t) Halbgruppen mit den Erzeugern A bzw. —A. Erzeugen umgekehrt A die
Halbgruppe H,(¢) und —A die Halbgruppe H_(¢), dann erzeugt A die Gruppe

He {H+(t) fiir £ > 0
H_(-r firt<0.

Es sei nun X ein Hilbertraum. In Hilbertrdumen spielen die stark stetigen unitdren Gruppen {U(¢)} eine beson-
dere Rolle. Es soll also U*(t) = U~(¢) fiir alle ¢ sein. In physikalischen Anwendungen beschreiben solche Gruppen
Bewegungen bzw. ihre Invarianten. Ist u° die Anfangslage, dann kann U(f)u’ zum Beispiel die Energie darstellen,
und es ist ||U()u®|| = ||u°|| fiir alle ¢. Es gilt der

Satz von Stone: Eine lineare Abbildung A erzeugt genau dann eine stark stetige unitire Gruppe {U(t)}, wenn i A
selbstadjungiert ist, wenn also A* = —A ist.

Der Beweis folgt aus dem Vorangegangenen:

<: Esist
U(-tH)x — U*(t)x —
—Ax = lim (=0)x x:lim (Dx *
110 t 10 t

A'x.

=:Essei B :=1iA und B* = B. Dann ist B dicht definiert und damit auch A. Es ist oo(B) C R, und aus (B — A)x =
y, Im A # 0, folgt

—[Im A ||x[| < [lyll.

Fiir A bedeutet das R*,R™ C p(A) und
1 1
Y € R\ {0} A=l < u

Mithin erzeugen sowohl A als auch —A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe. A erzeugt deshalb eine stark stetige
Gruppe {H(?)} mit
IHOI < 1.

Ferner ist
H'(t) = H(-t) = H*(0).

Damit ist {H(¢)} eine unitdre Gruppe. |



216 10 Erginzungen

10.2 Ein Darstellungssatz

Es sei
C'®) = {f e C®) | lim_f(x) = 0}.
C°(R) ist ein normierter Raum, ausgestattet mit der Supremumsnorm || - ||.. Ein Funktional A € C°(R)" heiBt

positiv, wenn
VoeC'R), 920, Ap=0

ist. Dann gilt der folgende

Darstellungssatz fiir positive Funktionale aus C°(R)': Zu jedem positiven A € C°(R) gibt es genau ein be-
schrdnktes positives Borelmaf3 mit

VoeC'R) Ag= ft,od,u
R
und p(R) = [|A|l.

Dem Beweis des Darstellungssatzes liegt das folgende Resultat von F. Riesz aus dem Jahre 1909 zugrunde (vgl.
den Beweis zu Satz 4.2.1):

Satz 10.2.1: Es seien I = [a,b], X = C(I,C) und x’ € X'. Dann gibt es genau ein v € NBV(I,C) mit ||v||nsy =
[Ix’|| und

VxeX xX'x= fx(t) du(?).
I

Nun ist bekannt, dass sich jede Funktion mit beschrinkter Variation als Differenz zweier nicht negativer, monoton
wachsender Funktionen schreiben lidsst. Daraus folgt insbesondere

Satz 10.2.2: Es seien I = [a,b], X = C(,C) und x’ € X’ ein positives Funktional. Dann gibt es genau eine
monoton wachsende Funktion u € NBV(,C) mit ||u||nygy = ||X'|| und

YxeX xX'x= fx(t) du(?).
I

Einen Beweis dieser Sitze findet man in Taylor & Lay [1980], S. 146f und Heuser [1986], S. 317f. Allgemeinere
Aussagen finden sich in Rudin [1987], S. 40f und S. 130f.

Wir skizzieren nun den Beweis des Darstellungssatzes:

1. Wir zeigen die Eindeutigkeit. Es seien
VoeC'R) 0= f«pdu
R

und u(a) < p(b). Dann wihlen wir ein ¢ € C(R) mit t,Dl [a,b] = 1, 0 < ¢ < 1, und erhalten den Widerspruch
0 = p(a) = u(b).

2. Es sei nun Y := C(R, C). Dann gilt die Satz 10.2.2 entsprechende Aussage auch fiir V: Es sei nidmlich y’ € Y’
ein positives Funktional und y € Y. Dann gibt es ein I, := [—n, n] mit supp y C I, und eine monoton wachsende
Funktion v, mit

yy= fl y(t) dv, (1)

n

und v, (I,) < ||y’||. Es seien
0 firt < —-n

Un(®) ==y, (1) fir —n<t<n
vo(n) flirn<t.

Dann ist auch

yy= f y(t) duy (1)
R

mit u,(R) < ||y/|l. Es sei nun fir M c R

Hn(M) = LXM(I) d,un(t)
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Dann gilt
YVMcR 3InM) Vnz=nM) (M) = pnan(M).

Mithin existiert
p(M) = Tim g, (M),

und es ist u ein positives MaB mit u(R) = ||y’||.
3. Weil C(R, C) beziiglich der Supremumsnorm in C°(R, C) dicht ist, folgt die Behauptung.

10.3 Spektraldarstellung unitirer Abbildungen

seien H ein komplexer Hilbertraum und
U: H—H

eine unitdre Abbildung, also U € CL(H), R(U) = H und UU* = U*U = id. Offenbar ist U invertierbar, erhilt
das Skalarprodukt, und es ist ||U|| = 1.

Ferner ist o(U) c 0B(o, 1). Wegen ||U|| = 1 ist ndmlich der Spektralradius von U gleich Eins, also o(U) C
B(0, 1), und wegen der Bijektivitit von U gilt sogar

a(U) c B0, 1)\{o}.
Esseinun 4 € Cmit 0 < |1] < 1. Dann ist 1/|4| > 1 und somit 1/4 € p(U*) und
did-U =AUU" - Lid)
als Produkt zweier bijektiver Abbildungen ebenfalls bijektiv. Somit gehort 4 zu p(U), und damit ist o(U) C
63((13/’[:131- kann nun nachrechnen (vgl. Heuser [1986], S. 562), dass es zu einer unitiren Abbildung U eine selbstad-
jungierte Abbildung A € CL(H) mit o(A) C [-r, 7] und
U=

gibt. Es sei P(1) die Spektralschar von A. Dann erhilt man die Spektraldarstellung von U durch

Ux = f e dP()x.

-0
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abgeschlossene —, 77
abschlie3bare —, 79-81
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beschrinkte —, 18, 30
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halbbeschrinkte —, 180-182
hermitesche —, 162
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kompakte —, 142-146, 170-172
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kontrahierende —, 53
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selbstadjungierte —, 86
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stetige lineare —, 31-33
symmetrische —, 86
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wesentlich selbstadjungierte —, 86
abgeschlossen, 14
—e Operatoren, 76-91
Satz vom —en Graphen, 78-79
Ableitung
— im Distributionensinn, 108
schwache —, 81, 109
starke —, 81, 111
abschlief3bar, 77, 79
Abschluss, 14, 79
absolut stetiger Teilraum, 200
absolut stetiges MaB, 199
Abstand, 21
abzihlbare Basis, 29
adjungiert, 83
adjungierter Raum, 47

Alaoglu
Satz von —, 74
Algebra, 33
Banach—, 33

kommutative —, 33

normierte —, 33
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— konjugierter Raum, 8
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—e Strukturen, 5-13
Annihilator, 138, 151

Approximationssatz, 39, 72
Approximieren, 111
dquivalente Normen, 32
ARZELA, CESARE, 24
Arzela-Ascoli

Satz von —, 24-26
Ascoui, Grurio, 24
Auswahlaxiom, 10
Auswahlsatz

Rellichscher —, 120
AuBenraumaufgabe, 155

Bairg, RENE Lours, 58
Bairescher Kategoriensatz, 58
Banach

—algebra, 33

—raum, 28
BaNacH, STEraN, 28, 47, 60, 73
Banach-Steinhaus

Satz von, 60-61
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— einer Topologie, 14
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Hamel-, 6
Beriihrungspunkt, 15
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— linear, 31

—e Abbildung, 18

—e Menge, 20
Besselsche Ungleichung, 40
Bidualraum, 8
Borelmal3
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komplexes, 189

positives —, 189
Borelmenge, 189

CALDERON, ALBERTO PEDRO, 122

Calderé6nscher Fortsetzungssatz, 122
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 37

CAYLEY, ARTHUR, 173

Cayleytransformation, 173—-180
Cayleytransformierte, 174

Co-Gruppe, 215

Co-Halbgruppe, 205

CouraANT, RIcHARD, 167

Courantsches Maximum-Minimum Prinzip, 167

Darstellungssatz
— fiir positive Funktionale aus C°(RY’, 191, 216
Defektindizes, 177
Definitionsbereich, 6
Definitionskern, 79
A-Operator, 88-91, 179
differenzierbar
schwach —, 110
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Dipolbelegung, 156
Dirac, Paur, 100
Dirac-Folgen, 100-101
Dirac-Funktion, 107
Dirichletsche Randbedingung, 90

Dirichletsche Randwertaufgabe, 1, 127, 155, 180

Distribution, 105-109
— endlicher Ordnung, 107
— mit kompaktem Tréger, 109
Dirac—, 107
Heaviside—, 107
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regulédre —, 106
temperierte —, 104, 109
Tréger einer —, 108
von f erzeugte —, 106
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Prinzip vom lokalen Abklingen der —, 203
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Ergodensatz, 125

statistischer —, 125
Erzeuger

— einer Gruppe, 215

— einer Halbgruppe, 205
ess sup, 30
Eulersche Differentialgleichung, 127

Faltungen, 97-98
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—norm, 27
fastmetrischer Raum, 17
Fixpunkt
—eigenschaft, 53
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Fixpunktsatz, 53
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Schauderscher —, 55-57
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einfache —, 156
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Fortsetzung, 76
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selbstadjungierte —, 173182
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triviale —, 173
Fortsetzungssatz, 10
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—operator, 159

—sche Alternative, 153
Fredholmsche Alternative, 7
Friepricus, Kurt OrTo, 99, 112, 180
Friedrichsscher Mollifier, 99—100
FRrRECHET, RENE MAURICE, 28
Fréchetraum, 28
Funktional
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lineares —, 7, 8
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— Gruppe, 215

— Halbgruppe, 205
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Co—, 215
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stark stetige —, 215

HADAMARD, JACQUES, 1
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Hahn-Banach

Satz von —, 47
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—ordnung, 9
halbbeschrinkte Abbildung, 180-182
Halbgruppe, 125, 204-215

Co—, 205

gleichmiBig stetige —, 205

stark stetige —, 205
halbmetrischer Raum, 17
halbstetig, 75
HawmEeL, GEORGE, 6
Hamel-Basis, 6
Hauptvektor, 150
Hausporrr, FELIX, 14, 17, 58, 123
Hausdorftfsches Momentenproblem, 123

— vom positiven Typ, 123
Heavisipg, OLIVER, 107
Heaviside-Distribution, 107
hermitesche Abbildung, 162
Hilbert-Schmidt Operator, 171
Hilbertkubus, 57
Hilbertraum, 3746
Hilbertraummethode, 2
HiLLg, EINAR, 211
Hille-Yosida

Satz von —, 211
Hindernisaufgabe, 129
HoOLDpER, OtTO, 93
Holdersche Ungleichung, 30, 94
holderstetig, 93
Homomorphismus, 6
hom&omorph, 15
Homoomorphismus

linearer —, 33-34

Index eines Fredholmoperators, 159
Induktion

transfinite —, 9, 10
induktiver Limes, 105
infinitesimaler Erzeuger

— einer Gruppe, 215

— einer Halbgruppe, 205
Innenraumaufgabe, 155
innerer Punkt, 14
Integralgleichung

Volterrasche —, 34
Integralgleichungsmethode, 1, 155-159
isolierter Punkt, 14
Isometrie, 17
isometrisch, 17

— isomorph, 29
isomorph, 7

isometrisch —, 29

topologisch —, 29

kanonische Abbildung, 8, 28
Kategorie

erste, 58

zweite, 58
Kegeleigenschaft, 96, 120

strikte —, 122
klassische Losung, 170
koerzitiv, 78, 91
kompakt, 20, 21

folgen—, 23
pra—, 23
relativ —, 23

kompakte Abbildung, 142-146
Spektrum —, 159-161
kompakte Mengen, 20-24
kongruent, 29
konjugiert
—e Abbildung, 49
algebraisch —er Raum, 8
topologisch —er Raum, 47
kontinuierliches Spektrum, 130
konvex, 39, 54, 70
—e Mengen, 70-73
—e Hiille, 70
gleichmifig —, 72
konvexe Hiille, 55
Korper, 5

Lanpau, Ebpmunp, 211
Landausche Ungleichung, 211
Laplace-Operator, 88-91
LEeiBNiz, GorTFRIED WILHELM, 116
Leibnizsche Regel, 116
LERrAy, JEAN, 57
Leray-Schaudersche Randbedingung, 57
linear homdomorph, 29
LipscHiTz, RUDOLF, 93
Lipschitz-Eigenschaft, 120
lipschitzstetig, 93
Losung
— endlicher Energie, 170, 203
— im Distributionensinn, 170
klassische —, 170
schwache —, 170
starke —, 170

maximal symmetrische Abbildung, 177
maximales Element, 10
Maximum-Minimum Prinzip
Courantsches —, 167
MaAzur, StaNISLAW, 73
Maf
absolut stetiges —, 199
singuldr stetiges —, 199

Metrik, 15
Fast —, 17
Halb —, 17

Supremums—, 18
metrischer Raum, 15-18

Minimalprobleme der Variationsrechnung, 127-129

Minkowskische Ungleichung, 30
Mobiustransformation, 173
Multiindizes, 92
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NEUMANN, JoHN VON, 173, 183
Neumannsche Randbedingung, 90
Neumannsche Randwertaufgabe, 155, 180
Neumannsche Reihe, 33
nichtnegative Abbildung, 163
Norm, 27

—konvergenz, 63

dquivalente —en, 32

Fast—, 27

Halb—, 27

induzierte —, 38

k—, 89

Operator—, 31

Quasi—, 27
normale Abbildung, 162
normale kompakte Abbildung

Spektrum —, 162-170
normierte Rdume, 27-30
normierter Vektorraum, 27
nuklearer Operator, 172
Nullraum, 6

offen, 14
—e Abbildung, 15
offener Kern, 14
Operator
Hilbert-Schmidt —, 171
nuklearer —, 172
Spurklasse —, 172
Operatornorm, 31
orthogonal, 38
—es Komplement, 38
Orthonormalsystem, 40-42
vollstandiges —, 42
OsGcoop, WILLIAM, 58

Parallelogrammgleichung, 37
Parsevalsche Gleichung, 42
Partition der Eins, 108, 114
PoincARE, HENRI, 96
Poincarésche Abschitzung
erste —, 97
zweite —, 97
Polarisationsformel, 38
Polarisieren, 38
positive Abbildung, 163
positives Funktional, 191, 216
Potential
mit einer Dipolbelegung, 156
mit einer doppelten Belegung, 156
mit einer einfachen Belegung, 156
Potentialtheorie, 155159, 178-180
Prihilbertraum, 37
priakompakt, 23
Prinzip vom lokalen Abklingen der Energie, 203
Prinzip von der gleichmifigen Beschrinktheit, 58—
59
Projektionssatz, 39
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Projektor, 4446
orthogonaler —, 45
Punktspektrum, 130

Quasi
—norm, 27
Quotientenraum, 28

Randbedingung
Dirichletsche —, 90
Neumannsche —, 90

Randpunkt, 15

Randwertaufgabe
Dirichletsche —, 127, 155, 180
dritte —, 180
Neumannsche —, 155, 180
Raum

normierter —, 27-30
normierter Vektor—, 27
reflexiver, 50
topologisch linearer, 27
topologischer —, 13
Raum der beschrinkten Abbildungen, 30
reflexiv
algebraisch —, 9
topologisch —, 50
Regularititsaussagen, 105, 112
Relation, 9
relativ kompakt, 23
REeLLICH, FrANZ, 120
Rellicher Auswahlsatz, 120
Residuenspektrum, 130
Resolvente, 130-141
—nformel, 133
—nmenge, 130
Retrakt, 54
Retraktion, 54
Riesz, FrRIGYEs, 51, 146
Riesz
—abbildung, 51
—scher Darstellungssatz, 51
—sches Lemma, 36
—zahl, 147
Riesz-Schauder Theorie, 146—155

SAKsS, STANISLAW, 73
Satz
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— von Alaoglu, 74
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— von Banach-Steinhaus, 60
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— von der Neumannschen Reihe, 33
SCHAUDER, JuLiusz PaweL, 29, 55, 57, 146
Schauder-Basis, 6, 29
ScamipT, ERHARD, 40
Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren, 40
schnell fallend, 102
Schrédingeroperator, 173, 181
schwach

— differenzierbar, 110

— konvergent, 63-75

—e Ableitung, 81, 109

—e Cauchyfolge, 65

—e Losung, 170, 204

—e Topologie, 73-75
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— folgenkompakt, 65
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— folgenkompakt, 65
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ScuwARTZ, LAURENT, 102
Schwartzscher Raum, 102
Schwarzsche Ungleichung, 30
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selbstadjungiert, 86
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separabel, 29, 41
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Separation der Variablen, 168
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singulér stetiger Teilraum, 200
singuldr stetiges Maf3, 199
singulérer Teilraum, 200
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Sobolev

—rdume, 89, 109-122
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Sprungrelation, 156
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Spurklasse-Operator, 172
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— differenzierbar, 111
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Stone
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Satz von —, 215
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Teilraum
absolut stetiger —, 200
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Testfunktion, 93
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euklidische —, 14
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triviale —, 14
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transponierte Abbildung, 9
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Trennungssatz, 11, 48, 70

Uberdeckung, 21
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unstetiger Teilraum, 198

Variation, 30
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totale —, 30
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Variationsungleichung, 127
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verallgemeinerte Eigenfunktion, 200
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Wasserstoffatom, 173, 181
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