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Einfiihrung 1

Einfithrung

Zur mathematischen Behandlung beispielsweise eines physikalischen Problems bildet man zu-
nichst ein Modell, dann analysiert man es, und schlieBlich zieht man Folgerungen daraus. Der
erste Schritt erfordert groes Geschick und tiefen Einblick in die Zusammenhinge. Denn das
Modell soll einmal alle wesentlichen Phidnomene enthalten; es soll aber andererseits auch genii-
gend einfach sein. Im zweiten Schritt geht es dann um das Bereitstellen einer Losungstheorie,
und im dritten bemiiht man sich um die Interpretation. Zwischen den einzelnen Schritten ist
eine Riickkopplung natiirlich unerlédBlich.

Fiir den angewandten Analytiker oder mathematischen Physiker, um bei der Physik als An-
wendungsgebiet zu bleiben, steht der zweite Schritt eindeutig im Vordergrund seines Interesses.
Beispielsweise entwickelt er eine Theorie der Maxwellschen Gleichungen. Die Gleichungen
selbst hinterfragt er jedoch meist nur wenig; auch ist er oft nicht sonderlich an numerischen
Resultaten interessiert, so spielt der Computer kaum eine Rolle. Hingegen gilt absolute ma-
thematische Strenge. Seine Untersuchungen erzeugen vielfach eine Eigendynamik, die sich fiir
die Entwicklung der Mathematik als auBerordentlich fruchtbar erwiesen hat. Natiirlich entsteht
dadurch andererseits aber auch die Gefahr eines gewissen Realititsverlustes.

Im folgenden soll iiber analytische Methoden zur Behandlung solcher Modelle aus der Phy-
sik berichtet werden. In den letzten hundert Jahren sind in der angewandten Analysis au3er-
ordentlich viele und duflerst interessante Resultate gefunden worden. Ein Ende dieser Ent-
wicklung ist noch nicht abzusehen. Ein kurzer historisch orientierter Uberblick kann daher nur
einige Entwicklungslinien aufzeigen. Bei der Auswahl, den , Variationen iiber die Wellenglei-
chung ‘, habe ich mich durchaus von personlichen Interessen leiten lassen. So fehlen leider viele
wichtige Ergebnisse, z.B. aus der Relativitétstheorie, der Stromungslehre oder aus der Verzwei-
gungstheorie.

Zur Einfiihrung in den Fragenkreis beginne ich mit dem Beispiel der schwingenden Saite.
Es sei G das Intervall (0, /), und die Saite moge in den Punkten x = 0 und x = [ befestigt sein.
AuBerdem soll die Saite nur in einer Ebene schwingen, u(z, x) sei ihre Auslenkung. Im Anfang
(zur Zeit t = 0) seien u und die Geschwindigkeit u, bekannt. Es sollen also die Rand- bzw.
Anfangsbedingung

YieR) VYxedG u(t,x) =0 (1)
VxeG u(0, x) = u’(x), u,0,x) = u'(x) 2)

gelten.
Um aber u(t, x) wirklich fiir alle # > 0 zu erhalten, mufl man mehr iiber die zugrundeliegende
Physik wissen. Die kinetische und die potentielle Energie sind durch

[ 1

T(t):% f m(x)uX(t,x)dx und U(r) = f () {11+ w3t 01" = 1} dx

0 0

gegeben. Dabei ist m > 0 die Materialdichte und u > 0 ein Materialfaktor.

Durch diese Festlegungen, insbesondere durch die Wahl der potentiellen Energie proportio-
nal zur Langeninderung, haben wir die Saite definiert. Wir werden sofort sehen, daB u(t, x)
damit der Wellengleichung geniigt. Hitten wir U(f) z.B. proportional zur Kriimmung ange-
nommen, dann wiirden wir den Balken beschreiben und die Plattengleichung erhalten (diese
Gleichung enthilt Ableitungen bis zur vierten Ordnung in x, wihrend in der Wellengleichung
nur Ableitungen zweiter Ordnung auftreten).



2 Einfiihrung

Damit kennen wir die Energie E(¢) := T(1)+U(t) des Schwingungsvorgangs, und wir werden
im folgenden nach Losungen u(z, x) mit ,.endlicher Energie®, also E(f) < oo fiir alle + > 0,
suchen. E(¢) kann als Norm in geeignet gewéhlten Rdumen dienen.

Die Bewegungsgleichung fiir u(z, x) erhélt man dann aus physikalischen Integralprinzipien,
die aus den Newtonschen Gesetzen folgen; ndmlich aus dem d’Alembertschen oder dem Ha-
miltonschen Prinzip, welches besagt, da3 man das Funktional

5]

J(u) = f[T(t)— U(t)] dt

4]

stationdr machen muf3. Das heif3t, u ist durch

V¢ € Co((t1:12) X G) iJ(u +ep)| =0
de e=0
charakterisiert. Dabei sind CO‘OO(B) die ,, Testfunktionen* von B, d.h. beliebig oft differenzierbare
Funktionen mit in B kompaktem Tridger. An dieser Stelle werden also Variationsprinzipien
benutzt.
Fiihrt man die Rechnung aus, dann folgt

0 Uy

My = — 575~
T 0x (1+ud)2

Dies ist eine nichtlineare Wellengleichung und zunéchst schwer zu behandeln. Erst im sechsten
Abschnitt werden wir auf solche Gleichungen etwas nédher eingehen.

Um weiterzukommen hat man schon frith das Problem vereinfacht oder ,,linearisiert”. Das
heiBt, man betrachtet nur kleine Auslenkungen und ersetzt den Term [1 + #?]'/? in U durch
1 + #2/2. Damit wird U neu festgelegt zu

l

U = % f u(x) u(t, x) dx.

0

Dies sei von nun an die potentielle Energie der ,,linearisierten Saite*. Fiir u(¢, x) folgt dann die
»Wellengleichung*

0
mu, = a—x(,u Uy). 3)

Unsere Aufgabe besteht also jetzt darin, fiir Gln. (1-3) eine Losungstheorie zu geben. Dazu
mul natiirlich zunédchst gesagt werden, was man unter einer Losung verstehen will. Es gibt
viele Losungsbegriffe wie klassische, strikte, schwache oder Distributionen-Losungen. Zum
Teil werden sie in den folgenden Abschnitten benutzt. Fiir den Augenblick denken wir an
geniigend glatte Losungen mit endlicher Energie. AuBerdem nehmen wir zur Vereinfachung
m=pu=1an.

Es ist dann leicht, durch Differenzieren E(f) = const zu zeigen. Daraus folgt die Eindeu-
tigkeit der Losung. Zum Nachweis der Existenz kann man einen alten physikalisch motivierten
Ansatz machen und nach ,,stehenden Wellen* fragen. Das heifit, man sucht nach Losungen der
Form w(t, x) = a(t) v(x). Mathematisch ist das die Methode der Separation der Variablen. Aus
diesem Ansatz folgen

a’ +da=0 4)
v+ =0 mit v0)=0v()=0. 5)
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Dabei ist A eine Konstante.

Gl. (5) wird durch v(x) = a sin( VaAx) + B cos( VaAx) gelost. Dabei miissen aber die Konstan-
ten so gewihlt werden, daB auch die Randbedingung erfiillt ist. Das fiihrt auf A, = (n7/)?, n €
N, und v,(x) = V2/1-sin(V2,x), wobei wir v, durch [ v,(x)?dx = 1 normiert haben. Man nennt
A, EBigenwert* und v, ,,Eigenfunktion* zum zugrundeliegenden Operator. Die (v,) bilden eine
vollstindige Orthonormalfolge in £%(G), und die entsprechenden stehenden Wellen haben die
Form

wa(t, X) = [, cos(yA,1) + By sin( V2,0 - va(x).

Eine Losung u(¢, x) kann man dann durch Superposition solcher stehenden Wellen erhalten,
namlich u(t,x) = X w,(t,x), n € N. Dabei miissen die Koeffizienten «, und 8, so bestimmt
werden, daf3

uo(x) =u(0,x) = Z a, v,(x) und ul(x) =u,(0,x) = Zﬁn \//l—nvn(x)

gilt. Daf das fiir geniigend glatte Anfangswerte moglich ist, folgt aus der Theorie der Fourier-
reihen, indem man #° und u' antisymmetrisch und periodisch fortsetzt.

Es sei nur noch kurz bemerkt, da man auch aus der ,,d’Alembertschen Losungsformel*
u(t,”) = 01()u’ + I(f)u' mit

X+t

1
() (x) = 3 fv(s) ds

x—t
durch antisymmetrisches und periodisches Fortsetzen der Anfangsdaten die Losung erhalten
kann. Diese Darstellung ist fiir Streuprobleme besonders wichtig. So LBt sich aus ihr im R? das
Gelten des ,,Huygensschen Prinzips* folgern. Auf damit zusammenhingende Fragen wird im
fiinften Abschnitt nidher eingegangen.

Zu (1-3) analoge Aufgaben treten im R" auf. Im einfachsten Fall geht es um u, = Au in
einem beschrinkten Gebiet G € R". A := ), (91.2, i=1,...,n,istder ,Laplace-Operator. Hinzu
kommen wieder eine Randbedingung, etwa die homogene ,,Dirichletsche* u(z, -)|0G = 0, und
Anfangsbedingungen (0, -) = u° und 1,0, -) = u'.

Diese Anfangsrandwertaufgabe 146t sich im allgemeinen nicht mehr so einfach direkt 16-
sen wie unser Beispiel im R!. Schon die Behandlung der zugehdrigen stationiren Gleichung
Au = 0, der ,,Potential-* oder ,,Laplace-Gleichung®, mit vorgegebenen inhomogenen Randwer-
ten u|0G = f, die z.B. in der Elektrostatik auftritt, stoBt auf groBe Schwierigkeiten. Im R? ist der
Satz iiber die Losbarkeit dieser Randwertaufgabe dquivalent zum Riemannschen Abbildungs-
satz. Der erste Abschnitt berichtet {iber die Schwierigkeiten, die im Zusammenhang mit der
Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe in der Potentialtheorie vor der Jahrhundertwende
auftraten.

Es hat viele Vorschlige bedeutender Mathematiker zur Losung der Dirichletschen Rand-
wertaufgabe gegeben. Wir berichten in diesem Uberblick nur iiber zwei, die beide um die Jahr-
hundertwende von D. HiLeerT und seinen Schiilern entwickelt bzw. ausgebaut wurden. Einmal
geht es um die Integralgleichungsmethode, die im zweiten Abschnitt vorgestellt wird. Diese
Methode eignet sich besonders gut bei glattem Rand und homogenem Medium. Thr liegt die
Beobachtung zugrunde, daf sich bei elektrostatischen Problemen die Ladung an der Oberfldche
eines Leiters befindet. Man machte daher spezielle Ansidtze mit Oberflichenbelegungen und
fiihrte so die Differentialgleichung in eine Randintegralgleichung iiber.

Die zweite Methode, die ,,direkte* oder Hilbertraummethode, schlie3t sich enger an die
Integralprinzipien der Mechanik an. Es werden quadratische Energiefunktionale eingefiihrt und
minimiert. Hierliber wird im dritten Abschnitt berichtet.
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Mit beiden Methoden gelingt auch die Losung der entsprechenden Eigenwertaufgabe. Na-
tiirlich lassen sich die Eigenwerte im allgemeinen nicht mehr direkt ausrechnen wie bei der
Saite. Es gelten jedoch asymptotische Entwicklungen

61%
Vol(G)

1 4
" Vol(G)

2/3
-n imR*> und 2, ~( n) im R, (6)

die auf H. WEYL [1912] zuriickgehen und die urspriinglich zum Beweis der Jeansschen Strah-
lungsformel (Plancksche Hohlraumstrahlung) benétigt wurden.

Die weitere Entwicklung ist gekennzeichnet durch groflere Abstraktion und stirkeres Ver-
wenden von funktionalanalytischen Methoden. So wurden Gleichungen in Banachrdaumen ge-
16st und der Begriff des Operators prizisiert. In der Physik spielen selbstadjungierte Operatoren
eine besonders grofle Rolle, ihnen entsprechen die Observablen. Weil die dort auftretenden
Operatoren i.a. unbeschrinkt sind, muite zunédchst die Frage der Fortsetzbarkeit symmetri-
scher Operatoren zu selbstadjungierten geklidrt werden. Dann ging es darum, eine Normal-
form (,,Spektraldarstellung®) fiir selbstadjungierte Operatoren herzuleiten. Ein Hohepunkt die-
ser Entwicklung war der Beweis des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte Operatoren durch J.
voN NEUMANN (1929-32). Im vierten Abschnitt wird iiber diese Entwicklung berichtet.

Doch kehren wir zuriick zu Anfangsrandwertaufgaben. Diese treten in der mathematischen
Physik oft auf. Typische Beispiele dafiir findet man in der Akustik, der Elastizitétstheorie,
in der Theorie der Maxwellschen Gleichungen oder in der Theorie der Schrédingergleichung.
Mit Hilfe des Spektralsatzes lassen sich Anfangsrandwertaufgaben zu diesen Gleichungen 16-
sen. Von besonderem Interesse ist dabei der Fall unbeschrinkter Gebiete. So wurden An-
fangsrandwertaufgaben in ,,Auflengebieten* vielféltig untersucht (AuBengebiete sind Gebiete
mit beschrianktem Komplement; man denke an Streuung an beschridnkten Hindernissen). Das
Spektrum des auftretenden Operators besteht jetzt nicht mehr nur aus abzihlbaren Eigenwerten
wie bei der Saite, sondern es hat auch einen stetigen Anteil. So erfordert schon die Behandlung
der stationdren Randwertaufgabe groB3eren Aufwand. Von besonderer Bedeutung ist jetzt die
Beschreibung des asymptotischen Verhaltens der Losungen fiir groe Zeiten und ihr Vergleich
mit entsprechenden Losungen im Ganzraumfall (oder ,,freien Fall®, also G = R" mit homo-
genem Medium). Je nachdem, ob klassische Gleichungen (wie die Maxwellschen) behandelt
werden oder die Schrodingergleichung, spricht man von klassischer oder Quanten-Streutheorie.
Von besonderem Interesse ist hier auch die Frage nach dem Verhalten der Losungen bei hohen
Frequenzen, also der Grenziibergang zur geometrischen Optik. Auflerdem spielen Probleme
der inversen Streutheorie eine immer gro3ere Rolle. Aus den gemessenen Losungen sollen die
Daten, z.B. die Gestalt des Gebietes oder die Materialkoeffizienten, zuriickgewonnen werden.
Aus der asymptotischen Entwicklung (6) erhélt man z.B. unmittelbar das Volumen von G, und
es stellt sich die Frage, ob sich durch Verbesserung dieser Entwicklung die Gestalt von G ermit-
teln 14Bt. ,, Can one hear the shape of a drum?“, so lautet der Titel einer Arbeit von M. Kac aus
dem Jahre 1966. Der fiinfte Abschnitt berichtet tiber solche Fragen.

Im sechsten Abschnitt wird schlieBlich noch auf zwei nichtlineare Probleme eingegangen.
Wir behandeln zunéchst einfache Erhaltungsgesetze und erlidutern daran Begriffe wie ,,StoB3-
welle oder ,,Verdiinnungswelle*. Sodann berichten wir iiber die Existenz globaler klassischer
Losungen zur nichtlinearen Wellengleichung bei kleinen Daten. Solche Ergebnisse wurden in
den letzten Jahren von F. Joun und seinen Schiilern erhalten.



1 Das Dirichletsche Prinzip

Ein zentrales Anliegen der mathematischen Physik im vorigen Jahrhundert war das Losen von
Randwertaufgaben. Um ein Beispiel vor Augen zu haben, sei G ein homogenes Medium, re-
présentiert durch eine offene zusammenhédngende Menge im R", R"\G das Hindernis, u(¢, x) ein
akustisches Potential, v = Vu die Geschwindigkeit und p = u, der Druck. Dann folgt aus den
linearisierten Navier-Stokes Gleichungen der Gasdynamik fiir u die Wellengleichung u,, = Au.
Dabei haben wir alle Materialkonstanten zu eins normiert. Ist der Rand starr, dann hat man
die ,,Neumannsche Randbedingung nVu|0G = 0. Dabei ist n die (duBere) Normale von 0G.
Verschwindet der Druck am Rand, dann gilt die ,,Dirichletsche Randbedingung* u|0G = 0. Es
sind auch gemischte Randbedingungen moglich.

Wir beginnen mit dem stationdren Fall und inhomogener Dirichletscher Randbedingung.
D.h. wir suchen ein u € K := C(G) () C2(G) mit

Au=0 und uloG = f. (1.1)

Dabei ist f € C(0G) vorgegeben. Eine Losung u von Au = 0 nennt man auch ,,Potentialfunk-
tion‘ oder ,, harmonisch“in G.

Im R? treten Potentialfunktionen als Real- bzw. Imaginirteil von holomorphen Funktionen
auf. Wie im R? gilt auch im R" fiir u die Mittelwertformel

1
— [ wa

ly—x|=r

u(x) =

Dabei ist w, die Oberfliche der Einheitssphire S"~!, und die abgeschlossene Kugel B(x, r) soll
in G liegen. Aus der Mittelwertformel folgt wie in der Funktionentheorie das Maximumprinzip,
und im Falle x € B(0, r), B(0,r) € G, gilt die Poissonsche Integralformel

rP-x ([ _u@)

u(x) =
Wyl lx =yl
lyl=r
Zum Beweis benotigt man nur die Kelvin-Transformation (die Spiegelung harmonischer Funk-
tionen an der Kugel) und die Kenntnis einer Grundlésung

r2—n

g(r) = _1 logr fiirn =2, g(r)= ——— fiirn > 3. (1.2)
2n (n-2)w,

Damit ist klar, da3 die Dirichletsche Randwertaufgabe der Potentialtheorie hochstens eine

Losung besitzt. Und wenn G eine Kugel ist, liefert die Poissonsche Integralformel ihre Losung.

Viel schwieriger erwies sich aber die Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe fiir all-

gemeinere Gebiete. Hierbei spielte das Dirichletsche Prinzip eine gro3e Rolle. Es geht auf C.F.

Gauss und W. KeLvin zuriick und wurde wohl von B. RiemanN, der es in Dirichlets Vorlesungen
gehort hatte, nach diesem benannt.

Das Dirichletsche Prinzip fulit auf den Integralprinzipien der Mechanik und besagt folgen-

des: Es sei
D(u) := f (Vu)?
G

das ,,Dirichletsche Integral“ und D := {u € K | D(u) < co und u|0G = f} die zugrundeliegende
Funktionenklasse. Es sei v eine Minimalstelle von D(u), also D(v) = min D(u) fiir u € 9. Dann
16st v die Dirichletsche Randwertaufgabe.
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Dal das so ist, kann man relativ leicht sehen. Aus D(v + ep) > D(v) fiir alle ¢ € ¢ »(G) und
alle € € R folgt ndmlich

VY ¢ € Cu(G) f (Vo)(Vy) = 0,
G

und aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung (Co‘oo (G) ist in £%(G) dicht) erhilt man
dann nach partieller Integration Av = 0.

Weil das Dirichletsche Integral nach unten beschrinkt ist, hielt man es lange Zeit fiir evident,
daB} das Minimumproblem eine Losung v € D besitzt. Wenn letzteres richtig ist, sagt man, das
Dirichletsche Prinzip gelte fiir D(u) in . So verwendete es B. RiIEMaNN zum Beweis seiner
fundamentalen Existenzsitze der geometrischen Funktionentheorie. Kritik setzte erst mit K.
WEIErRsTRASS [1870] ein, der darauf hinwies, dal ein Infimum nicht notwendig angenommen
werden mul3. Es ist klar, dal es eine Minimalfolge u, € D mit D(u,) — inf D(u) fiir u € D gibt.
Es ist aber nicht klar, ob iiberhaupt oder in welchem Sinne diese Folge konvergiert und ob ein
eventuell vorhandener Grenzwert auch zu O gehort.

Damit hingen die Riemannschen Sitze in der Luft, und es setzte ein intensives Bemiihen
vieler Mathematiker ein, die Randwertaufgaben zu 16sen und das Dirichletsche Prinzip zu ret-
ten; letzteres besonders, weil das Dirichletsche Prinzip so elegant und physikalisch so plausibel
war. Befriedigend gel6st wurde beides erst um 1900. Es konnen hier nicht alle Losungsmetho-
den vorgestellt werden. So seien nur erwéhnt das ,,alternierende Verfahren von H.A. ScHwARz,
die Methode von C. NEumaNN, die in die Integralgleichungstheorie einmiindete, die Methode
,.de balayage‘ von H. PoiNcArE und spiter die PErronsche Methode [1923].

Wie schon in der Einleitung gesagt, werden wir in den beiden nédchsten Abschnitten tiber
die Integralgleichungs- und die Hilbertraummethode berichten. Mit der Integralgleichungsme-
thode erhilt man eine klassische Losung u von Gl. (1.1). Die Hilbertraummethode beweist das
Dirichletsche Prinzip in geeignet gewdhlten Funktionenrdumen, und es liefert deshalb verall-
gemeinerte Losungen. Es sei etwa G C {x € R" | 0 < x, < d}. Dann folgt durch partielles
Integrieren eine Poincarésche Abschitzung [1894]

VoeCulG)  ligll<d-[IVgll. (1.3)

Dabei bezeichnet ||¢|| die £2(G)-Norm von ¢ . |ul; := D(u)'/? ist deshalb eine Norm in C(G),
und fiir eine Minimalfolge (u,) aus D gilt |ju, — u,,||> < d* - D(u, — u,,). D ist jedoch unter dieser
Norm nicht vollstandig. Das heilt, selbst wenn man die Konvergenz von (u,) beweisen kann,
gehort der Grenzwert i.a. nicht zu ©. Aber trotzdem wird man ihn als verallgemeinerte Losung
betrachten. Wir werden das im dritten Abschnitt prézisieren.

Diese Verallgemeinerung des Losungsbegriffs hat sich als au3erordentlich fruchtbar erwie-
sen und zu vielen schonen Resultaten gefiihrt, iber die vom dritten Abschnitt an berichtet wird.
Es hat sich gezeigt, da} solche Losungen fiir die physikalischen Anwendungen besonders geeig-
net sind. Trotzdem sollte man aber im Auge behalten, dal damit die Fragestellung abgeédndert
wurde. Selbst wenn das bei glatten Daten richtig ist, erfordert es i.a. hohen analytischen Auf-
wand zu zeigen, daf} eine verallgemeinerte Losung auch klassische Losung ist (fiir das Umge-
kehrte gilt dasselbe). So kann man also nicht von vornherein sagen, daf} etwa die Hilbertraum-
methode der Integralgleichungsmethode iiberlegen ist. Es gibt Randwertaufgaben, die klassisch
16sbar sind, aber nicht im verallgemeinerten Sinne, und umgekehrt. Zwei Beispiele aus dem R?
mogen das zum Abschlul} dieses Abschnitts erldutern.

Ein Beispiel einer klassisch 16sbaren Randwertaufgabe, fiir die aber das Dirichletsche Prin-
zip versagt, wurde zuerst von F. Prym [1871] angegeben. Etwas einfacher ist das folgende, das
von J. HapaMARD [1906] stammt: Es sei G der Einheitskreis und f(¢) := Y n~2 - sin(n! ¢). Dann



ist f stetig, und
o sin(n! @)
u(r, @) := Zr"' T‘p e K
n=1

16st die Dirichletsche Randwertaufgabe. Das entnimmt man der Theorie der Fourierreihen oder
der Poissonschen Integralformel. Nun gilt aber fiir r < 1

> !
Vyu)? = Zn!&'
f( u) ﬂ;r p

|x|<r

Mithin existiert das Dirichletsche Integral D(u) nicht.

Umgekehrt, es sei G := {x e R? | 0<|xl < 1}. Wir suchen die Losung der Dirichletschen
Randwertaufgabe zu den Randwerten f(0) = 1 und f(x) = O fiir |[x| = 1. Als verallgemeinerte
Losung erhilt man u = 0. Diese Randwertaufgabe ist aber klassisch nicht 16sbar. Denn es sei
u eine klassische Losung. Dann folgt wie in der Funktionentheorie aus dem Maximumprin-
zip und der Kenntnis der Grundldsung, dafl der Nullpunkt eine hebbare isolierte Singularitit
ist. Mithin 148t sich u zu einer Potentialfunktion im Inneren des Einheitskreises fortsetzen und
verschwindet dann wegen u(x) = O fiir |x| = 1. Das steht aber im Widerspruch zu u(0) = 1.

2 Integralgleichungen

Wie schon in der Einleitung gesagt, liegt es von der Physik her nahe, die Losung der Dirichlet-
schen Randwertaufgabe (1.1) im R? in der Form

1 1
u(x) = 7 f uly) ——dy
s lx —yl

G

anzusetzen. Man nennt v ,,Potential mit der einfachen Fliachenbelegung u*. Dabei wird ange-
nommen, dal der Rand G geniigend glatt und p stetig ist. G sei zunichst beschrinkt, und zur
Vereinfachung sei auch R*\G zusammenhiingend. v entsteht also durch Faltung der Grundlo-
sung mit der Belegung u. v ist daher Potentialfunktion in G, und man sieht leicht, da} v im
ganzen R® definiert und stetig ist. Es gilt auch v € Coo(G), v € Co(R? \G), und mit etwas Rech-
nung folgt, da die Ableitung von v in Normalenrichtung bei Annéherung an den Rand springt,
wihrend die Tangentialableitungen stetig bleiben.
Zur Losung der Randwertaufgabe muf3 daher p so bestimmt werden, daf3

viedG  fw=o [u)——dy
n lx =yl
oG
gilt. Dies ist in der Hilbertschen Terminologie eine Integralgleichung erster Art fiir . Sie ist
einer analytischen Behandlung nur schwer zuginglich.

Der erste, der an dieser Stelle einen Durchbruch erzielt hat, war A. Beer, der Vorgédnger
von R. LipscHirz auf dem Bonner Lehrstuhl [1856], abgedruckt in [C. Neumann 1877, S. 220f].
BEeer ging von der Greenschen Formel angewandt auf die Losung « und die Grundldsung aus,
d.h. von der Darstellung

1 ou 1 0 1
u) = - fa ] {%@ T G y|} dy
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und iterierte. In heutiger Sprechweise setzte er u nicht durch ein einfaches Potential, sondern
durch ein ,,Dipolpotential

w(x) := jq(wﬁlx_l
Y

an. Dabei soll v wieder eine auf dG stetige Funktion sein und n die (nach auflen gerichtete)
Normale. Auch w ist in G und R3\G eine Potentialfunktion. w ist aber im Gegensatz zu v am
Rande nicht mehr stetig, vielmehr gelten die Sprungrelationen

w(x) = v(2) + (Kv)(2) fiir x » z € G und x € R3\G
w(x) = —v(z) + (Kv)(z) firx—>z€dGundxeG

mit

(Kv)(z) == =— dy fiir z € 4G.

any |-x - !/|

Wegen

o 1 _MW@—w:O(l ) 2.1)

ony, |z -yl lz - yP lz -yl
fiir z, y € 0G und |z — y| — O gléttet die Abbildung K; es gilt K : C(0G) — C,(dG) etwa mit
a = 1/4. Das Verhalten solcher Potentiale wurde vielfach untersucht; so 1907 von A. Korn,
von L. LicHTENSTEIN [1909-21] und von J. ScHAUDER [1931-32].

Damit erhilt man fiir v eine Integralgleichung zweiter Art, f = —v + Kv, die leichter zu
behandeln ist. Wie gesagt, BEer erhielt seine Losung durch Iterieren, d.h. er benutzte das, was
wir heute ,,Neumannsche Reihe* nennen, also v = =), K" f, n € Ny. Um Konvergenzfragen

kiimmerte er sich dabei nicht, er schreibt nur, dal es ,,einleuchte*, dall ,,K f gleichformiger
verlduft als f*.

C. NeEumanN hat dann die Beersche Methode wieder aufgegriffen und sich intensiv um den
Nachweis der Konvergenz des Verfahrens fiir konvexe Gebiete bemiiht. Die Schwierigkeit liegt
darin, daB zwar ||K|| < 1, nicht aber ||K]|| < 1 gilt. In seinem Buch [1877] bringt er einen Kon-
vergenzbeweis. Weil dieser eine Liicke enthielt (wieder wurde das Minimum mit dem Infimum
verwechselt), behandelt er das Thema [1887/88] erneut. Die Neumannsche Methode wird in
[Dieudonné, 1981, S. 43—46] ausfiihrlich dargestellt. H. LEBESGUE scheint die beiden letztge-
nannten Neumannschen Arbeiten nicht gekannt zu haben, denn [1937] greift auch er das Thema
wieder auf, weist auf die Liicke in [1877] hin und fiillt sie durch ein Kompaktheitsargument
aus. Vierzig Jahre spiter nehmen dann J. KrAL und 1. NeTukA noch einmal dazu Stellung. Sie
bestidtigen und verallgemeinern das Neumannsche Resultat [1887/88].

Die Neumannschen Ergebnisse interessieren heute mehr den Anwender. Einmal, weil kon-
trahierende Operatoren auftreten; zum anderen, weil NEumaNN auch stiickweise glatte Rénder
zulassen kann. Die theoretische Entwicklung ist jedoch anders weitergegangen. Hier stand die
Tatsache im Vordergrund, dall die Abbildung K kompakt ist, und zwar fiir beliebige glatt be-
randete Gebiete. Es wurde dann eine Theorie der Gleichung f = (id + K)x in Banachrdaumen
fiir kompakte K entwickelt. Das Resultat ist, da3 wie in der linearen Algebra die ,,Fredholm-
sche Alternative* fiir solche Gleichungen gilt. Die Neumannsche Voraussetzung der Konvexitét
des Gebietes wird dabei nicht mehr benotigt; kurz gesagt, das Kontraktions- wurde durch ein
Kompaktheitsargument ersetzt.

Die weitere Entwicklung verlief nun so: Ab 1896 beschiftigte sich V. VOLTERRA mit den
nach ihm benannten Integralgleichungen und betrachtete dabei Integralgleichungen als Grenz-
fall linearer Gleichungssysteme. Au3erdem war ab 1890 eine Theorie unendlicher linearer Glei-
chungssysteme und ihrer Determinanten durch H. von Koch entwickelt worden. Beide Ideen
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nahm I. FRepHoLMm auf. Er erzielte [1900] den Durchbruch und konnte die Integralgleichung
zweiter Art fiir stetige Funktionen und damit die Dirichletsche Randwertaufgabe 16sen. [1903]
bewies er den nach ihm benannten Alternativsatz fiir solche Gleichungen.

Danach trat die Potentialtheorie zuriick, und die Theorie der Integralgleichungen verselb-
stindigte sich. HiLBERT und seine Schiiler griffen das Thema auf, behandelten Integralgleichun-
gen zweiter Art mit stetigem symmetrischen Kern,

(Kx)(s) = fx(t)k(s, 1) dt,

und zeigten vor allem auch die Existenz von abzihlbar unendlich vielen Eigenwerten und den
zugehorigen Entwicklungssatz. Den Beweis fiihrte HiLBerT iiber einen Auswahlsatz, dhnlich
dem Kriterium von Arzela-Ascoli, das er wohl nicht gekannt hatte.

Anschlieend verallgemeinerte HiLBerT seine Ergebnisse auf entsprechende quadratische
Formen bzw. auf Gleichungen in Folgenriumen ¢?, wie wir heute sagen. Hat man niimlich eine
Orthonormalbasis (u,) fiir die zugrundeliegenden stetigen Funktionen C(G), dann wird jedem x
vermoge

X+ x, = (x,u,) = fxu_n
G

eine Zahlenfolge (x,) € ¢*> zugeordnet. HiLBerT blieb aber nicht bei der bloBen Ubertragung
seiner Ergebnisse stehen, sondern er bewies auch einen allgemeinen Entwicklungssatz fiir be-
schriinkte symmetrische Operatoren auf ¢2. Das heif}t, er verzichtete auf die Kompaktheitsvor-
aussetzung und erhielt zum erstenmal ein stetiges Spektrum. Damit war der Weg frei fiir die Un-
tersuchung allgemeinerer Operatoren in allgemeineren Riumen, iiber die im vierten Abschnitt
berichtet wird. HmBerT hat seine Resultate in den berithmten sechs ,,Mitteilungen* veroffent-
licht, die im Buch [1912] vereinigt wurden.

Die Theorie der Integralgleichungen wurde zunéchst von HiLBerts Schiiler E. Scamipt [1907,
1908] weiterverfolgt. ScumipT wihlte einen direkteren Zugang iiber Orthogonalreihen, also
ohne Fredholmsche Determinanten und Grenziibergang unendlich vieler Gleichungen. Nach
Hiert und ihm sind die ,,Hilbert-Schmidt Kerne* benannt, also k € £2(G x G). Fiir Integral-
gleichungen mit Hilbert-Schmidt Kern gilt die Fredholmsche Alternative.

Die weitere Entwicklung wurde von F. Riesz geprigt. Er bemerkte, dal die Hilbertsche
Methode, eine Integralgleichung vermdége einer Orthonormalbasis (u,) in ein lineares Glei-
chungssystem in £? zu verwandeln, erst dann vollig befriedigt, wenn es um gekehrt zu jeder
Folge (x,) € ¢? auch eine Funktion x gibt mit x, = (x,u,). F. Riesz [1907] und E. FiscHER
zeigten, daB das in £?(G) wirklich der Fall ist, d.h. die Vollstindigkeit von £*(G) wurde be-
wiesen. Riesz beschiftigte sich dann auch mit den adjungierten Riumen £7(G) und £L4(G),
q = p/(p — 1), und gab [1918] eine Theorie der Integralgleichungen zweiter Art in £7(G) oder
C(G) mit kompaktem K. J. ScHaupber [1930] verwandte dann auch die adjungierte Abbildung
und verallgemeinerte die Ergebnisse auf beliebige Banachrdume. Wir sprechen daher heute von
der Riesz—Schauder-Theorie.

Die Theorie besagt folgendes: Vorgelegt seien die Gleichungen

f=>Gd+K)xin8B bzw. F = (id+ K")X in 8". (2.2)

Dabei seien B und B* adjungierte Banachrdume, K : 8 +— B kompakt, K* zu K adjungiert
und f € Bbzw. F € B* vorgegeben. Es sei ferner T := id + K. Dann gilt die Fredholmsche
Alternative:

(1) Entweder ist dim N(T") = 0. Dann sind Gln. (2.2) fiir alle f, F eindeutig l6sbar.
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(i1) Oderesist 0 < dim N(T) = dim N(T*) < 0. Dann sind Gln. (2.2) lésbar <=
VYN e N(id + K) N-f=0 bzw. Vne N(id+ K) F-n=0.

Man beweist die Alternative, indem man wie bei der Herleitung der Jordanschen Normal-
form fiir Matrizen Eigenfunktionen hoherer Ordnung betrachtet. Es gilt N((id + K)") =: N, C
N1, R((id + K)") =: R, D Ru41, und man zeigt die Existenz der ,,Riesz-Zahl“ r € Ny mit

Yn<r N, # N, yund R, # R,i1,

Yn>r N,=N,und R, = R,,

sowie B = R, ® N,. In R, bzw. R’ sind Gln. (2.2) eindeutig 16sbar. In heutiger Sprechweise ist
T ein Fredholmoperator mit ind 7 = 0.

Fiir die Anwendungen sind die Fille » = 0, 1 besonders interessant. Im Falle 8 = C‘(E) steht
das £%(G)-Skalarprodukt zusitzlich zur Verfiigung. Es sei K' : L*(G) — L*(G) der bzgl.
dieses Skalarproduktes zu K adjungierte Operator. Wei8 man, daB auch K’ : C(G) — C(G)
abbildet und kompakt ist, dann gilt die Fredholmsche Alternative auch bzgl. dieses Skalarpro-
dukts fiir f = (id + K)x in C(G) und

F = (id + K") X in C(G). (2.3)

Doch nun zuriick zur Potentialtheorie. Die Dirichletsche Randwertaufgabe hatten wir auf
eine Integralgleichung vom Typ (2.2) zuriickgefiihrt. Es ist nicht schwer zu zeigen, da} fiir
sie die Riesz-Schauder-Theorie mit » = 0 gilt; damit ist die Dirichletsche Randwertaufgabe der
Potentialtheorie fiir beschrinkte Gebiete mit glattem Rand gelost. Die Neumannsche Randwert-
aufgabe 148t sich analog behandeln. Es ist von vornherein klar, daf als Losungen der homoge-
nen Aufgabe nur Konstanten in Betracht kommen. Macht man den Ansatz mit der einfachen
Belegung, dann erhilt man aus den Sprungrelationen wiederum eine Integralgleichung zwei-
ter Art, diesmal vom Typ (2.3), mit » = 1 und N(id + K) = [1]. Die Losungsbedingung
0=(f1)= f f aus der Riesz-Schauder-Theorie ist auch physikalisch relevant.

Neben Randwertaufgaben fiir beschrinkte Gebiete spielen aber gerade auch Randwertauf-
gaben fiir unbeschrinkte Gebiete bei physikalischen Streuproblemen eine grof3e Rolle, z.B. tre-
ten sie bei der Reflexion an Hindernissen auf. Mathematisch sind sie duf3erst interessant. Es
sei B := R*\G das AuBere von G. Zur Formulierung der Randwertaufgaben fiir B legt man
als erstes das Verhalten der gesuchten Losungen im Unendlichen fest, stellt also eine ,,Rand-
bedingung im Unendlichen®. Eine solche auch physikalisch verniinftige Bedingung ist in der
Potentialtheorie im R?

u(x) = 0(x™") und  (Vu)(x) = O(x™) (2.4)

fiir |x| — oo, und zwar gleichméaBig bzgl. xy := x/|x|.

Zur Losung solcher AuBenraumaufgaben macht man dann wieder Ansidtze mit einfachen
bzw. Dipolpotentialen. Beide geniigen der Bedingung (2.4). Man erhilt Integralgleichungen
der Form

‘ Dirichletsche RWA ‘ Neumannsche RWA

f = (~id + K)v f = (id+ K"u
f=(id+K)v f=(=id+ K')u

G
B

und sieht sofort, da3 auch die Neumannsche Auflenraumaufgabe eindeutig 16sbar ist. Bei der
Dirichletschen AuBenraumaufgabe muf zunichst (f,y) = 0 mit N(id + K') = [y] erfiillt sein.
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Weil sich aber wegen (1,¢) # 0 ein beliebiges f als f = fy + const mit (fy, ) = 0 schreiben
146t und weil man eine Potentialfunktion mit konstanten Randwerten leicht durch ein Poten-
tial mit einfacher Belegung explizit angeben kann, wird — mit diesem Kunstgriff — auch die
Dirichletsche AuB3enraumaufgabe eindeutig gelost.

Wir beschreiben die weitere Entwicklung anhand von drei Bemerkungen. Zunichst eine
mehr technische. Betrachtet man den Existenzbeweis zur Dirichletschen AuBlenraumaufgabe,
dann fillt auf, dal ihre Formulierung als Integralgleichung nicht gut gelungen war. Die Inte-
gralgleichung besitzt Eigenlosungen, das Problem aber nicht. Das macht die Losungsmethode
natiirlich auch fiir numerische Zwecke instabil. Dies blieb lange unbeachtet und kam eigentlich
erst nach dem zweiten Weltkrieg zum Vorschein, als intensiver auf dem Gebiet der Streutheo-
rie gearbeitet wurde. Denkt man ndmlich wieder an die Wellengleichung, und betrachtet man
statt des stationdren den zeitharmonischen Fall (Entwicklung der Losung nach stehenden Wel-
len), dann erhilt man mit k := VA die Dirichletsche AuBenraumaufgabe zur Helmholtzschen
Schwingungsgleichung (A + k*)u = 0 mit u|0B = f und

(xoVu)(x) = iku(x) + O(|x[™*)  fiir |x| — oo. (2.5)

Gl. (2.5) ist die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung [1912] und ersetzt G1.(2.4).

Diese Aufgabe ist eindeutig 16sbar. Die Existenz einer Losung 146t sich analog zur Potenti-
altheorie zeigen. Man hat nur in den entsprechenden Gleichungen den Term 1/|x — y|, der von
der Grundlosung herriihrt, durch e®**¥/|x — y| zu ersetzen, und man erhilt dann eine Integral-
gleichung f = (id + K(k))v(k). Diese Integralgleichung besitzt fiir abzdhlbare Ausnahmewerte
k, — oo Eigenlosungen (k, sind die Eigenwerte der Neumannschen Randwertaufgabe fiir G, es
ist k; = 0). Man erhilt daher verschiedene Darstellungen fiir die Losung u(k), je nachdem ob &
Ausnahmewert ist oder nicht.

Nun mochte man aber in der Streutheorie u# in Abhéngigkeit von k genauer studieren, zu-
nichst fiir Im k£ > 0 analytisches Verhalten beweisen, dann aber besonders die Grenziiberginge
Imk — O (Prinzip der Grenzabsorption) sowie k — oo fiir k € R (Hochfrequenzasymptotik,
Grenziibergang zur geometrischen Optik) und & — 0 durchfithren. Das wird natiirlich durch
verschiedene Darstellungen erschwert.

Es ist interessant, die Entwicklung der Losungstheorie zur Dirichletschen Auflenraumauf-
gabe der Schwingungsgleichung zu verfolgen. H. WEyL behandelt die angegebene Integral-
gleichung [1952] und verwendet dazu die Riesz-Schauder-Theorie mit » > 1; er benutzt also
Eigenfunktionen hoherer Stufe. Das wurde noch im selben Jahr von C. MULLER verbessert, der
r = 1 in den Ausnahmewerten beweist. P. WERNER [1962] war wohl der erste, der eine Inte-
gralgleichung mit » = O fiir alle k aufstellte. Er benutzt eine Kombination von Dipol- und Vo-
lumenpotentialen. Danach sind verschiedene weitere Losungsansitze publiziert worden. Vom
Verfasser wurde 1964 ein Ansatz mit gemischter einfacher und Dipol-Flachenbelegung

1 o ek
u(x) =~ LGu(y) {any + i =l dy
angegeben, der zum selben Ziel fiihrt.

Die zweite Bemerkung betrifft die vorausgesetzte Glattheit des Randes. Generell kann man
sagen, daf3 die Integralgleichungsmethode sehr empfindlich ist gegeniiber einer Abschwichung
dieser Voraussetzung. I.a. bildet dann K oder K’ die Menge C(0G) nicht mehr in sich ab oder
ist nicht mehr kompakt. Setzt man im Falle der Potentialtheorie dG als stiickweise glatt voraus,
dann 146t sich jedoch bei konvexem G die Neumannsche Methode verwenden. Diese beruht
ja auf einem Kontraktionsargument. Es liegt deshalb nahe, bei beliebigem stiickweise glatten
Rand die Neumannsche Methode mit der Riesz-Schauder Theorie zu verbinden und zu zeigen,
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daB K = Ky + S gilt mit kompaktem K und ||S|| < 1. Dann existiert die Neumannsche Reihe
N = (id — S)™! und stellt einen beschrinkten Operator dar. Die Integralgleichung geht deshalb
in Nf = (—id+ NKj) v mit kompaktem NK, iiber, und es gilt die Fredholmsche Alternative. Mit
dieser Methode hat als erster J. Rapon [1919] die Dirichletsche Randwertaufgabe bei stiickweise
glattem Rand im R? gelost. Vgl. [Riesz-Nagy 1956, S. 209-211].

Die dritte Bemerkung schlieBlich betrifft unbeschriankte Rander und allgemeinere Differen-
tialoperatoren. Auch hier wird man schnell auf singulédre Integralgleichungen mit nicht kom-
paktem K gefiihrt, und es ist ein groes Forschungsgebiet mit vielen Anwendungsmoglichkeiten
entstanden.

Zum Nachweis der Kompaktheit der vom Dipolpotential erzeugten Abbildung K : C(0G) +—
C(0G) bendtigt man nimlich neben der Beschrinktheit des Randes G vor allem GI. (2.1). Hier
geht die Grundlosung ein. Bei Systemen wie den Maxwellschen Gleichungen oder den Ela-
stizitdtsgleichungen tritt anstelle der Grundldsung eine Grundlosungsmatrix, und die Gl. (2.1)
entsprechende Abschitzung gilt dann selbst bei glattem Rand nicht mehr fiir alle Komponenten,
vielmehr hat man nur noch - - - = O(|z — y|72).

Das Studium von Differential- und Integralgleichungen hingt von Anfang an eng zusam-
men. So 16st fiir f € C, das Newton-Potential

u(x):if f) dy
dr Jg |x =yl

die Potentialgleichung —Au = f. Kennt man die Grundlosung einer Differentialgleichung, dann
erhilt man leicht eine ihr entsprechende Integralgleichung, die oft einfacher zu behandeln ist.
Diese Integralgleichung muf} in einem geeigneten Funktionenraum diskutiert werden; i.a. ist
der auftretende Operator aber nicht kompakt, soda3 die Riesz-Schauder-Theorie nicht mehr
greift. Da andererseits die dahinter stehenden Fragen sehr wichtig und interessant sind, ist viel
iiber solche ,,singulidren* Integralgleichungen gearbeitet worden. Man hat allgemeinere Klassen
untersucht, und das hat umgekehrt wieder zur Definition allgemeinerer Differentialoperatoren,
den Pseudodifferentialoperatoren, gefiihrt. Uber diese Entwicklung soll noch kurz berichtet
werden.

HiLeerT hatte schon 1906 bemerkt, dal der Kern einer Integralgleichung zum Gelten der
Fredholmschen Alternative nicht notwendig quadratintegrabel sein mufl. Andererseits kannte
er natiirlich auch Beispiele, bei denen die Alternative nicht mehr gilt. Sein Schiiler H. WEyL
beschiftigte sich in seiner Dissertation und Habilitationsschrift mit solchen Fragen. Er gab
allgemeinere Bedingungen als die Quadratintegrabilitit des Kerns fiir das Gelten der Fredholm-
schen Alternative an und untersuchte insbesondere Randwertaufgaben im R!, die sogenannten
»dturm-Liouville-Probleme* [1909, 1910] . In Abhiingigkeit von der Beschrinktheit oder Unbe-
schrianktheit des zugrundeliegenden Intervalles und dem Verhalten der Koeffizienten am Rande
konnte WEeyL eine Fallunterscheidung durchfiihren (Weylscher Grenzkreis- oder Grenzpunkt-
fall) und zum erstenmal unbeschréinkte symmetrische Operatoren zu selbstadjungierten fortset-
zen. Liegt an beiden Enden der Grenzkreisfall vor, dann hat der zugrundeliegende Operator ein
reines Punktspektrum, andernfalls gibt es auch ein stetiges Spektrum. Im vierten Abschnitt wird
ausfiihrlicher iiber das Problem der Fortsetzbarkeit berichtet. Die analoge Frage fiir gewohnli-
che Differentialgleichungen hoherer Ordnung wurde erst von K. Kopaira [1950] aufgegriffen.

Eine wichtige Klasse singuldrer Integralgleichungen f = (id + K)x sind die Gleichungen
vom Cauchy-Hauptwert-Typ, ndmlich mit

(Kx)(t) := p.v.f
r

h(t,
t(_ i) x(s)ds firs, se[CR (2.6)
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und glattem A(z, s). Solche Gleichungen wurden von T. CARLEMAN und F. NOETHER untersucht.
Die von F. NoeTHER [1921] gegebene Losungstheorie in LP(I') bzw. C,(I') ist der Fredholm-
schen dhnlich, i.a. ist aber ind(id + K) # 0.

Der spezielle Operator K mitI" = R und /& = id wurde schon von HiLBerT diskutiert und heif3t
Hilbert-Transformation. Er vermittelt den Zusammenhang zwischen Real- und Imaginérteil
holomorpher Funktionen in der oberen Halbebene.

Der Gl. (2.6) entsprechende Operator im R" wurde von A. CALDERON und A. ZYGMUND [1952,
1978] untersucht und ist nach diesen benannt. T. CARLEMAN [1923, 1931] hat auch allgemeinere
Gleichungen mit nach ihm benannten Kernen behandelt.

Im Zusammenhang mit Strahlungsproblemen aus der Astrophysik haben N. WIeNER und E.
Hopr [1931] Faltungsoperatoren mit k(z,s) = k(¢ — s) und I' = R* untersucht. M.G. KRN
und I.C. GokHBErG [1960, 1962] haben die Theorie solcher Gleichungen und Systeme in den
Réiumen £7(R") mit k € L'(R) systematisch aufgebaut.

Ab 1930 wurde besonders von sowjetischen Mathematikern wie N.I. MuskHELISHVILI [ 1953],
S.G. MIKHLIN [1965] und I.N. VEkua [vgl. 1967] die Theorie der singuldren Integralgleichungen
weiterentwickelt und vielfiltig angewandt. Auch im Buch von K. JorGens [1970] finden sich
weitere Einzelheiten.

Um 1960 wurde schlieBlich bemerkt, dal man die Fourier-Transformation dazu benutzen
kann, um eine Klasse von linearen Operatoren zu definieren, die sowohl Differential-, als auch
singulidre Integral- sowie gewisse regulidre Integraloperatoren enthilt. Das ist die Klasse der
,Pseudo-Differentialoperatoren®. Einzelheiten findet man in L. HorMANDER [1983-85, II1].

3 Direkte Bestimmung des Minimums

Unter gewissen Annahmen bzgl. der Glattheit des Randes und der vorgegebenen Randwerte
hat D. Hisert das Dirichletsche Prinzip fiir Randwertaufgaben der Potentialtheorie im R? in
den Jahren 1900 und 1901 bewiesen, abgedruckt in [1904] und [1905]. Dal} solche Annahmen
gemacht werden miissen, ist klar, denn z.B. reicht die Stetigkeit von f allein nicht aus, wie
das Prymsche Beispiel gezeigt hatte. Vor HILBERT gab es bereits Losungsansitze von C. ARZELA
[1896-97], der auch das nach G. AscoLri und ithm benannte Kompaktheitskriterium bewiesen hat.
HiLert kannte diese Arbeiten aber vermutlich nicht.

Dabei hat HiLBerT sofort erkannt, dal das Dirichletsche Prinzip nur eine spezielle Aufgabe
der Variationsrechnung ist, und seine Losungsmethode im allgemeineren Rahmen gesehen. So
formuliert er [1905, 65]:

., Eine jede reguliire Aufgabe der Variationsrechnung besitzt eine Losung, sobald hinsichtlich
der Natur der gegebenen Grenzbedingungen geeignete einschrinkende Annahmen erfiillt sind
und notigenfalls der Begriff der Losung eine sinngemdf3e Erweiterung erfdhrt*.

Damit ist alles gesagt. HiLBerts Losungsmethode wurde von seinen Schiilern, insbesondere
von R. Courant und wiederum von dessen Schule, zu einer der schlagkriftigsten Methoden
in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen und besonders zur Losung von Anfangs-
randwertaufgaben und Streuproblemen in der mathematischen Physik ausgebaut. Sie hat einen
ungeheuren Einfluf} auf die weitere Entwicklung der Mathematik gehabt. Im zweiten Band
des Buches von R. Courant und D. HiLBerT [1937, 471f] werden viele Resultate ausfiihrlich
dargestellt.

Wir wollen zunéchst die Methode in ihren wesentlichen Ziigen an einem einfachen Beispiel
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schildern. Im Gebiet G soll die Dirichletsche Randwertaufgabe zu
A+ Du=0 mituldG = f (3.1)

bei vorgegebenem f geldst und dazu das Dirichletsche Integral

J(u) = f {(Vu)2+u2} (3.2)
G

minimiert werden. Ein wesentliches Hilfsmittel dafiir ist der folgende

Approximationssatz:: Es sei H ein Hilbertraum und K C H abgeschlossen und konvex.
Dann gilt:

YxeH TkeK |[x — k|| = inf ||x — yl|.
yeK

Zum Beweis des Satzes wihlt man eine Minimalfolge (y,) € K. Aus der Parallelogramm-
gleichung folgt unmittelbar ihre Konvergenz. Der Approximationssatz geht auf F. Riesz [1907,
1934] und M. Frécher [1907] zuriick, die SchluBweise schon auf B. Levi [1906]. Ist K sogar
ein Unterraum, dann folgen aus dem Approximationssatz der

Projektionssatz::
H=K o K-

und

Der Rieszsche Darstellungssatz:: Es sei H' die Menge der beschrdnkten linearen Funktionale
auf H. Dann gilt:

VHeH AfeH VheH H-h=f)
und es ist ||f]| = ||H]|.

Aus allen drei Satzen erhélt man unmittelbar Existenzsitze fiir das Minimum in Gl. (3.2)
bzw. fiir verallgemeinerte Losungen von Gl. (3.1). Man muf} dazu ,,nur* geeignete allgemeinere
Funktionenrdume einfiihren, die beziiglich der von J(u) induzierten Norm abgeschlossen sind.

Damit hiingt natiirlich die Verallgemeinerung des Ableitungsbegriffs zusammen. Uber sie
wollen wir zuerst berichten. Es sei u € £*(G). Dann nennt man d;u € L*(G) schwache i—te
Ableitung von u, wenn fiir alle Testfunktionen ¢ € Co(G)

(u, 0ip) = —(Biu, ) (3.3)

gilt. Dabei ist (u, v) das L2(G)-Skalarprodukt. Wenn sie existieren, sind die schwachen Ablei-
tungen eindeutig definiert, und man bezeichnet mit ‘W,(G) ¢ £L*(G) die Teilmenge der einmal
schwach differenzierbaren Funktionen von £2(G). ‘W, (G) ist selbst ein Hilbertraum mit dem
Skalarprodukt

(u,v)1 := (u,v) + (Vu, Vo) (3.4)

und der Norm ||u||; := {(u, u);}"/?>. Analog wird ‘W,(G) definiert.

Neben den schwachen bendtigt man aber auch starke Ableitungen, die nicht durch Testen
definiert, sondern durch Approximieren gebildet werden. Es sei H;(G) die Vervollstindigung
von Ci1(G) N W(G) bzgl. der || - ||;-Norm. H;(G) ist ebenfalls ein Hilbertraum mit dem
Skalarprodukt (3.4), und es gilt H;(G) € “W,(G). Auch fiir die starken Ableitungen definiert
man analog H;(G).
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Der Begriff der schwachen Ableitung geht auf S. SoBoLEv zuriick [1936]. Die Rdume W (G)
sind nach ihm benannt. SoBoLEv bemerkte auch, daf} die Funktionen f € W (G) mit wachsen-
dem k immer regulirer werden. Beide Ableitungsbegriffe finden sich schon in CourANT-HILBERT
IT [1937, 480]. Mehr iiber starke Ableitungen enthalten K. Friepricus [1944] und [1953].

Fiir das weitere Hantieren mit verallgemeinerten Ableitungen ist die Aussage

VkeN H(G) = Wi(G), (3.5)

»stark gleich schwach®, die fiir beliebiges G erst relativ spidt bemerkt wurde, besonders wichtig.
Gl. (3.5) geht auf K. Friepricus [1944] und T. Kasuca [1957] zuriick. Fiir £”-Ridume wurde
sie von N.G. MEYERs und J. SERRIN [1964] bewiesen.

H, = W, 4Bt sich leicht einsehen: Aus dem Projektionssatz folgt ‘W, = H,; & Wf , und
u € ‘7-{1L ist schwache Losung von (—A + 1)u = 0. Aus lokalen Regularititssitzen, die wir
anschliefend besprechen werden (dem Weylschen Lemma), folgt dann u € C((G), also u €
Wi(G) N C(G) C H (G).

In H,(G) haben wir einen geeigneten Hilbertraum zum Minimieren von J(u) gefunden. Es
fehlt aber noch die Formulierung des Randverhaltens der gesuchten Losung. Dazu definiert
man zunéchst zu ‘W, (G) bzw. H,(G) jeweils einen Unterraum W 1(G) bzw. 7{1 (G) (beide sind
wieder gleich), der das Verschwinden der enthaltenen Funktionen am Rande zum Ausdruck
bringen soll. Namlich

H(G) := {u € Cul(G); Il - IIi}
Wi(G) := {u € Wi(G) | VFeDG) (u,divF)=—(gradu, F)}.

Dabei ist D(G) die Menge der Felder F € (£2(G))n, deren Divergenz im schwachen Sinne
in £?(G) existiert. Durch partielles Integrieren iiberzeugt man sich im Falle glatter Daten leicht,
daB die Aussage u € H 1(G) bzw. W 1(G) die Aussage u|0G = 0 verallgemeinert.

Doch nun zuriick zum Dirichletschen Prinzip. Es sei f € H,(G). Das ist die einschrinkende
Annahme an die Anfangsdaten; f soll also nicht nur am Rande, sondern iiberall in G definiert
sein, und es soll das Dirichletsche Integral fiir f existieren. Diese Annahme ist physikalisch
realistisch, weil f in Gl. (3.1) ja beispielsweise von einer einfallenden Welle erzeugt wird,
welche (jedenfalls lokal) zu H;(G) gehodrt. Die von F. Prym und J. HapamaRD angegebenen
Beispiele erfiillen diese Voraussetzung nicht. Es sei ferner D := {u € H;(G) | u—fe ‘Hl (G)}.
Dann gilt

AueDd  Ju)= inf J(0) (3.6)

Das folgt unmittelbar aus dem Approximationssatz, weil D = H 1(G) +{f} in H{(G) konvex
und abgeschlossen ist.

Natiirlich kann man auch den Rieszschen Darstellungssatz benutzen. Es seiv := f—u. Dann
ist (¢, v)1 = (¢, f) fur alle ¢ € Ceo (G). Wir haben also ein v € 7{1(G) so zu bestimmen, daf3
VxeH 1(G) (x,v); = (x, f) gilt. Das leistet aber gerade der Rieszsche Darstellungssatz.

Die wohl eleganteste Methode, die Dirichletsche Randwertaufgabe zu 16sen (und der man
ihre Herkunft aus der Variationsrechnung kaum noch ansieht), besteht im direkten Anwenden
des Projektionssatzes. Hierauf hat H. WEyYL in seiner wichtigen Arbeit [1940] hingewiesen;
diese Arbeit enthidlt auch das Weylsche Lemma. Es sei wieder f € H;(G) vorgegeben. Man
projeziere H;(G) = H,(G) & H(G)', f = v+ u. Dann ist u die gesuchte Losung.

Die soeben geschilderten Verfahren lassen sich auf allgemeinere elliptische Differentialglei-
chungen und Systeme mit variablen Koeffizienten iibertragen. Andere Randwertaufgaben kon-
nen gelost werden. Und auch Hindernisprobleme lassen sich behandeln; H. LEwy [1967/68] hat
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hierauf hingewiesen. Viel schwieriger ist jedoch die Frage nach der Regularitit der erhaltenen
Losungen zu beantworten. Hierbei ist zu unterscheiden zwischen lokaler Regularitit (Regula-
ritdt in inneren Punkten von G) und der Regularitéit bis zum Rande. Naturgemif ist die erste
Frage die leichtere.

Uber die Regularitiit verallgemeinerter Losungen ist viel gearbeitet worden. Von S. ZAREMBA
[1927] stammt das Resultat, dal Losungen von Au = f mit f € C, selbst aus C,sind. H. WEYL
[1940] gab einen anderen Beweis hierfiir. Er benutzt eine Darstellung der Losung mit Hilfe der
Grundlosung. Seine Resultate sind auf Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten und
auf Systeme verallgemeinert worden. So gilt

Das Weylsches Lemma:: Es sei A = a;,0;,0,+a;0;+a mit ay = ai; € Cr10(G), a; € C11o(G), a €
CI(G), Gaply > pll* mit p > 0. Es seien ferner A* der zu A bzgl. L*(G) formal adjungierte
Operator, f € Co(G), u € L, (G) und

VoeCulG)  (w.A%9) = (f.9).
Dann stimmt u fast iiberall mit einer Funktion aus C,,,(G) iiberein.

Einen Beweis findet man im Buch von G. HELLwiG [1960, 189].

Eine andere Methode, zu Regularitdtsaussagen zu gelangen, folgt aus dem intensiven Stu-
dium der Funktionenrdume H,(G), das bald einsetzte. Auf S. SoBoLEv [1950] gehen Einbet-
tungssitze der folgenden Art zuriick:

Sobolevscher Einbettungssatz:: Es sei u € H (G) und k € Ng mit k < j—[n/2] — 1. Dann
stimmt u fast iiberall mit einer beschrdnkten Funktion aus Ci(G) iiberein.

Zum Nachweis der lokalen Regularitit der Losungen bei geniigend glatten Koeffizienten
bildet man nun in der Differentialgleichung explizit Differenzenquotienten und geht zur Grenze
iiber. Auf diese Weise erhilt man u € H,*(G) mit geniigend hohem k. Einzelheiten findet man
in L. NIRENBERG [1955].

Schwieriger ist der Nachweis der Regularitét bis zum Rande. Hier gibt es zunichst direkt auf
die Potentialgleichung zugeschnittene Methoden, die auch die zuldssigen Berandungen genauer
kennzeichnen. In der PERroNschen Methode der subharmonischen Funktionen [1923] werden
Barrieren-Funktionen zur Charakterisierung des Randes konstruiert, wihrend N. WIENER die
Kapazitit der Randpunkte heranzieht [1924].

Ist der Rand geniigend glatt, dann lassen sich bei allgemeineren Gleichungen die bereits
genannten Ergebnisse benutzen. Man biegt den Rand zunéchst lokal gerade und verwendet
nach Spiegelung an der Randebene die Resultate fiir innere Punkte. Die Sobolevschen Einbet-
tungssitze selbst sind auch global (fiir u € H;(G) ) bewiesen worden, wenn G (der Rand) die
,Kegeleigenschaft“ hat. Eine ausfiihrliche Darstellung solcher Fragen findet man im Buch von
R.A. Apawms [1975].

Wir kehren nun zum zweiten Anliegen Hilberts zuriick, nimlich zum Eigenwertproblem.
Wir beginnen wieder mit dem einfachen Beispiel der Gl. (3.1) in einem beschrinkten Gebiet
G mit u|G = 0. Zur Abkiirzung sei A := —A + 1. Dann sucht man Eigenwerte 4 € R* und
zugehorige Eigenfunktionen u mit ||u|| = 1 und Au = Au. Auch diese Aufgabe 146t sich mit
den Variationsmethoden 16sen. Man erhilt die Existenz einer abzihlbaren Folge (1,) von Ei-
genwerten mit 4, — oo und eines zugehorigen vollstindigen Orthonormalsystems (u,) von
Eigenfunktionen. Genauer, es gilt

VFeLG)  f=) forwmit f, = (fiu) (3.7)
n=1
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und

VEEDWA)  Af=) i tn (3.8)
n=1

Dabei ist D(A) := {u € H,(G) | Au € LXG)).
Zum Beweis geht man folgendermallen vor. Es seien

A, = inf Ju)  fiir u € H,(G) mit [Ju| = 1

und ¢, € H 1(G), llgall = 1, eine Minimalfolge. Aus (¢,) mochte man eine konvergente Teilfolge
auswihlen und benotigt dazu einen Auswahlsatz. Wie bereits gesagt, hat HiLBERT zunéchst in der
Klasse der stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen argumentiert und dort das Kriterium
von Arzela-Ascoli benutzt. Auf F. ReLLicH [1930] geht der folgende Auswahlsatz zuriick

Rellichscher Auswahlsatz:: Es seien G beschrinkt und (u,) eine in H 1(G) beschrinkte Folge.
Dann gibt es eine Teilfolge (1)) und ein u € L*(G) mit ||, — ul| — O.

Dieser Rellichsche Auswahlsatz 1468t sich relativ leicht beweisen, indem man die u,, durch
null in einen Quader Q D G fortsetzt und dann in eine Fourierreihe entwickelt. Er gilt auch
fiir u,, € H;(G) bei geringen Regularititsannahmen an den Rand von G, z.B. wenn G die ,,Seg-
menteigenschaft® besitzt, die besagt, dal man lokal ein Segment in G verschieben kann (ohne
Drehungen). Beweise finden sich wieder in R.A. Apawms [1975] . Die Klasse der zugelassenen
Gebiete kann man weiter verallgemeinern. Eine Platte mit Rif} besitzt nicht die Segmenteigen-
schaft, wohl aber die ,finite tiling property* von C.H. WiLcox [1975, 63]. Dal} eine Voraus-
setzung an den Rand notwendig ist, wird in [Courant-Hilbert II 1937, 522] am Beispiel eines
,unendlichen Kamms* belegt. Auswahlsitze vom Typ des Rellichschen wurden von V.I. Kon-
DRACHOV [1945] auch fiir £”—R4dume bewiesen.

Es sei also (¢,) eine in £*(G) gegen u; konvergente Minimalfolge. Dann gilt ||u;|| = 1, und
aus

VeeR V{eH(G) Iy +80) 2 Al + &Ll

folgt J(¢n, ) — A1 (¢, ¢) — 0. Dabei ist J(u,v) := f{(Vu)(Vv) + uv}. Daraus erhilt man die

Konvergenz von (¢,) in H 1(G)und u,; € 7311 (G).
Damit ist u; € D(A), und A; ist der erste Eigenwert. Aus der Poincaréschen Abschitzung
(1.3) folgt fiir A; unmittelbar eine Abschitzung von unten, namlich

A =Jw) =1+ |V |* > 1+ 1/d°, (3.9)

also die bekannte Erfahrung, da3 die Grundfrequenz um so hoher wird, je kleiner der schwin-
gende Korper ist.

Die nichsten Eigenwerte erhilt man nun durch Wiederholen dieses Verfahrens, ndmlich
Ay = inf J(u) fiiru € ?oil(G) mit ||u|| = 1, (u,u;) = 0, und analog 4,,. Auf diese Weise erhélt man
eine Folge von Eigenwerten (4,)) und zugehorende orthonormale Eigenfunktionen u,,. Die Folge
(4,) hat keinen endlichen Haufungspunkt, denn sonst besifle (u,) eine konvergente Teilfolge.
Wegen dim H;(G) = oo gilt auch 4, — oo, und fiir f € H;(G) folgt mit f, := (f,u,), n €
N, J(f) = X A, - f>. Daraus folgen Gln. (3.7,8).

Analog lassen sich Eigenwertaufgaben fiir eine grofle Klasse von allgemeineren Gleichun-
gen behandeln, und man erhilt Spektraldarstellungen fiir die zugrundeliegenden Operatoren.
Hieriiber wird im nédchsten Abschnitt Nidheres berichtet.

Die Theorie der Eigenwertaufgaben ist vor allem von R. Courant ausgebaut worden, vgl.
[Courant-Hilbert II; 1937, 471f]. Vorangegangen war unter anderem seine Arbeit [1920]. Cou-
RANT hat insbesondere auch Aussagen iiber die monotone Abhéngigkeit des n—ten Eigenwerts
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vom Gebiet bewiesen. Hierbei storte es zundchst, daf3 in die Definition von A, die Kenntnis der
Ay, ..., 4,1 eingeht. Das macht Abschitzen schwierig. Courant gab daher noch eine andere
Charakterisierung des n—ten Eigenwerts an, nimlich

Das Courantscheo Minimax-Prinzip:: Es seien hy, ..., h,., € L2(G) und w,(hy, ..., h,_y):=
inf J(u) fiir u € H{(G) mit ||ul| = 1 und (u,h;) = 0 fiirallei = 1, ...,n— 1. Dann ist A,
sup py(hy, ..., hy—y) fiir hy € L2(G).

CouranT hat dieses Prinzip auch verwandt, um in der von H. WEyL gegebenen Asymptotik
(6) der Eigenwerte das Fehlerglied besser abzuschitzen. Mit diesem Problem haben sich noch
viele Mathematiker beschiftigt. Von den neueren Arbeiten sei nur die von R. SEELEY [1978] ge-
nannt. Von R. Courant stammen auch viele schone Anwendungen des Dirichletschen Prinzips
auf Existenzfragen fiir Minimalflichen. Im Artikel iiber partielle Differentialgleichungen wird
dariiber berichtet.

4 Darstellung linearer Operatoren

D. HiLert hatte Anfang des Jahrhunderts eine Spektraldarstellung fiir beschriankte Operatoren
bewiesen, insbesondere fiir von symmetrischen Kernen erzeugte. Dabei ging er zu quadrati-
schen Formen in unendlich vielen Variablen iiber und erhielt auch ein stetiges Spektrum (vgl.
Abschnitt 2).

Vor allem durch den Einflul von F. Riesz traten in der Folgezeit die quadratischen Formen
immer mehr zuriick, und es wurde eine Theorie linearer Operatoren direkt entwickelt. Au-
Berst wichtig war hierbei der wechselseitige Einflul zwischen Physik und Mathematik, den
man bis hin zum Verwenden derselben Bezeichnungen verspiirt. So hatte E. SCHRODINGER 1926
die nach ihm benannte Gleichung fiir den Wasserstoftkern aufgestellt, und sowohl Physiker als
auch Mathematiker waren an einer Theorie des zugehorenden Operators stark interessiert. Die
Mathematik stand fiir die neue Physik bereit.

Es sei also X ein normierter Raum iiber C und A : D(A) € X +—— X ein linearer Operator
mit dem Definitionsbereich D(A), dem Wertebereich R(A) und dem Nullraum N(A). Es sei
Ay:=A—A-id. Dann ist

0(A) = {/l eC | R = X, N(A) = (0), A} stetig}

die ,,Resolventenmenge* von A. Sie ist stets offen. 0(A) := C\ o(A) ist das ,,Spektrum* von
A. Dieses wird weiter unterteilt in das ,,Punktspektrum® o, , das ,,kontinuierliche Spektrum®co,
und das ,,Residuenspektrum®or,. Fiir 4 € o(A) heilit R(1) := A;l die ,,Resolvente von A. Sie
ist in jeder Zusammenhangskomponente von o(A) holomorph. Ist X ein Banachraum und A
beschriinkt mit D(A) = X, dann existiert der ,,Spektralradius* r,(A) := lim [|A"]|'/" fiir n — oo.
Es ist r,-(A) < ||A]l, {4 | || > ry(A)} € o(A) und r,(A) = sup|A| fiir 2 € o(A).

Es sei nun 8 ein Banachraum und K : 8 +—— B kompakt. Von F. Riesz [1918] wurde im
AnschluB} an seine Theorie der Gleichungen (2.2) auch der Spektralsatz fiir K bewiesen, ndmlich

Spektralsatz fiir kompakte Operatoren:: Es gilt:

1. o(K)\{O} besteht hochstens aus abzdhlbar vielen Eigenwerten mit 0 als einzig moglichem
Hdufungspunkt.

2. Fiir A € o(K)\{0} sei r(1) die Rieszzahl von K,. Dann ist

B =RK")® N(K™).

Beide Rdume rechts sind abgeschlossen und K-invariant, es ist dim N (K/’l(ﬂ)) < o0,
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3. Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhdingig.
4. Im Falle dim B = oo gilt 0 € o(K).

Eine weitere wichtige Klasse sind die normalen Operatoren in einem Hilbertraum . Es sei
D(A) in ‘H dicht. Dann definiert man durch

DA :={veH ' AfeH YueDA) (Awv)=(.f)] und Av:=f
den zu A adjungierten Operator. A heiflt ,,normal®, wenn A*A = AA* ist. Es gilt der

Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren::

1. Es gibt einen Eigenwert Ay mit || = ||K]|| = r,(K).

2. Es sei {/lk e C\{0} | ke N C N} die Menge der von null verschiedenen Eigenwerte von K.
Dann gilt r(4;) = 1.

3. Es seien E; die orthogonalen Projektoren auf N(K — Ay) und Ey auf N(K). Dann gilt

Vk,IENU{O} E.E, =6y E;.

_ 1 1
ld:EO+ZEk, K:Z/lkEk und R(/l):—/—lEo+Z/lk_/lEk.
keN keN keN

Fiir einen beliebigen kompakten Operator K ist K*K kompakt und normal. Es seien x; >
ky > ... die von null verschiedenen Eigenwerte von K*K und u; die zugehdrenden orthonorma-
len Eigenfunktionen. Dann nennt man die u; := 4/k; > 0 ,singulédre Werte“ von K, und mit
v; := (Kuj)/u; folgt die Darstellung K = » u;(-,u;)v; . Diese Darstellung 146t sich benutzen,
um spezielle Klassen von kompakten Operatoren auszuzeichnen. Es sei K(K) die Menge der
kompakten Operatoren K : H +— H. Dann definiert man fir @ € Rj K, (H) = {K €
K(H) | Tpu? < oo} und Ko(H) := K(H). Damit gilt K, c K fiir alle @ < B. K sind
die ausgearteten Operatoren mit dim R(K) < oo. K sind die ,,nuklearen* oder ,,Spurklassen*-
Operatoren, K; sind gerade die ,,Hilbert-Schmidt““-Operatoren.

Nach diesen Erfolgen konnte das Problem der Spektraldarstellung allgemeinerer nicht not-
wendig kompakter oder beschriankter Operatoren angegangen werden. Es wurde durch J. von
NEuMANN 1929 bis 1932 fiir selbstadjungierte und fiir normale Operatoren gelost; vgl. die Zitate
in [Riesz-Nagy 1956]. J. von NEumANN ordnet jedem selbstadjungierten Operator A : D(A) C
H +—— H eine Spektralschar P(1), A € R, zu. (P(Q)) ist eine Familie orthogonaler Projektoren
mit:

1. P(A) P(u) = P(min(A4, w)).
2. P(1+0)=P() (d.h. P(Q) ist stark stetig von rechts).
3. P(—00) = Ound P(+c) =id (ebenfalls jeweils im starken Sinne).

Er bewies dann den

Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren::

Yue DA YveH (Au,v) = f/ld(P(/l)u, v).

—00
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Dabei steht rechts das uneigentliche Riemann-Stieltjes-Integral. Fiir beschrinkte A wird das
Integral eigentlich. Den Sprungstellen von P(1) entsprechen Eigenwerte, und in der Umgebung
eines A € o(A) ist P(A) konstant.

Zum Beweis des Satzes benutzt v. Neumann die Cayley-Transformation, die sogleich an-
gegeben wird, und reduziert damit das Problem auf das der Darstellung unitirer Operatoren.
Wenig spiter hat auch M.H. StonE einen Beweis fiir den Spektralsatz gegeben. [1932] hat er
seine Ergebnisse in einem Buch dargestellt. Insbesondere ist nach ihm die Umkehrformel, also
die Darstellung von P(1) durch A benannt, namlichVa,b e R, a<b, V¥V f,ge H

b+6

. . 1 . _1 . _1
(IP®) - P@] f. g) = lim lim — f (A =@ +ien ™ ~ (A~ @~ il )1, g)dr.
a+o

Die selbstadjungierten Operatoren spielen in der Physik eine groB3e Rolle, weil ihnen die
Observablen entsprechen. Mit dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren war damit
ein wichtiges Resultat auch fiir den Physiker bereitgestellt. Fiir diesen bestand das Problem nun
darin zu tiberpriifen, ob ein vorgelegter Operator selbstadjungiert ist oder zu einem solchen fort-
gesetzt werden kann. Uber diese Frage ist fiir spezielle Operatoren viel publiziert worden. Bis
heute hat man z.B. zeigen konnen, daf} die Dirac-Operatoren fiir Atomkerne bis zu den Kern-
ladungszahlen Z < 118 wesentlich selbstadjungiert sind. Fiir Z > 119 gibt es selbstadjungierte
Fortsetzungen, und zwar fiir Z < 137 sogenannte ausgezeichnete Fortsetzungen. Fiir Z > 137
existieren solche ausgezeichnete Fortsetzungen nicht, vgl. H. KaLr, U.W. ScHMINCKE, J. WALTER
und R. Wist [1975].

Wegen ihrer grolen Bedeutung soll im folgenden die Frage nach der Fortsetzbarkeit sym-
metrischer Operatoren zu selbstadjungierten noch etwas vertieft werden. Die in der mathe-
matischen Physik auftretenden Differentialoperatoren sind zwar unbeschrinkt, sie haben aber
meist zwei wichtige Eigenschaften. Einmal sind sie dicht definiert, und zum zweiten sind
sie abgeschlossen oder wenigstens abschlieBbar. Das heilt, der Graph G(A) := {(u,Au) €
H x H | u € D(A)} von A ist abgeschlossen, oder es gibt einen abgeschlossenen Operator

B mit G(B) = G(A). A := B ist dann der ,,Abschluf“ von A. In G(A) wihlt man die Norm
llulla 2= [l + [|Aull?]"? und erhilt D(A) = {D(A); || - ||4}~ fiir abschlieBbare A.

Nun sind die Operatoren S : D(S) ¢ H +— H, um die es hier geht, symmetrisch. Es
istalso S € §*. Weil symmetrische Operatoren abschlieBbar sind, existiert immer die triviale
Fortsetzung S. Damit besitzt S stets zwei abgeschlossene Fortsetzungen, nimlich § = §*
und S*. S** ist wieder symmetrisch, S* aber im allgemeinen nicht. Wenn § = S* ist, heiBt S
wesentlich selbst adjungiert.

Beispielsweise denke man an den A-Operator mit D(A) := ém(G). Dann ist Z)(K) = 7—012(G).
Im Falle eines beschriinkten Gebietes G ist A wegen D(A*) = {u e L2XG) | Aue LZ(G)} nicht
selbstadjungiert, A ist aber symmetrisch.

Es geht also darum, selbstadjungierte Fortsetzungen symmetrischer Operatoren zu finden;
d.h. am obigen Beispiel, ,,verniinftige* Randbedingungen anzugeben. Durch Verwenden der
Cayley-Transformation 1dt sich diese Problematik gut beschreiben. Sie wurde von A.C. Ca-
YLEY in der Gruppentheorie verwandt; ihre Definition fiir lineare Operatoren stammt von J.
voN NEuMaNN. Die Cayley-Transformation ist das Analogon einer Mobius-Transformation, das
Spektrum auf der reellen Achse wird in die Kreislinie abgebildet.

Es sei also A ein abgeschlossener symmetrischer Operator. Dann ist

V i RA+i1)cH — RA-1),
ur— A-DA+1)"'u
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die ,,Cayley-Transformierte* von A. V ist abgeschlossen, surjektiv und isometrisch. (V) und
R(V) sind abgeschlossen, und es gilt A =i (id + V) (id — V)7\.

A ist nun genau dann selbstadjungiert, wenn V unitir ist (d.h. wenn auBBerdem D(V) =
R(V) = H gilt). Die Frage nach der Moglichkeit, eine symmetrische Abbildung A selbstadjun-
giert fortzusetzen, wird damit auf die oft leichter zu beantwortende Frage nach der Moglichkeit,
ein isometrisches V unitir fortzusetzen, reduziert. Dazu definiert man die ,,Defektindizes* (m, n)
von A

m = dim D(V)" = codimR(A + i) = dim N(A* — 1)

n:=dimR(V)" = codimR(A — i) = dim N(A* + 1).

A ist selbstadjungiert, wenn m = n = 0 ist. A 148t sich genau dann selbstadjungiert fortsetzen,
wenn beide Defektindizes gleich sind.

R! lassen sich die Defektindizes oft leicht ausrechnen, und es gibt schéne Anwendungsbei-
spiele. Erinnert sei an die WEyLsche Behandlung von Sturm-Liouville-Problemen. Betrachten
wir dazu wieder A := —A in G c R!. A hat gleiche Defektindizes, ist also selbstadjungiert fort-
setzbar. Im Falle G = R ist m = n = 0, d.h. A ist bereits selbstadjungiert. Im Falle G = (0, o)
istm = n = 1. In diesem Falle ist D(V)* = N(A* — i) = [u;] mit u;(x) = exp(i Vix), und durch
Veu := Vufiru € D(V), V.u := cuy fiir u = u; mit |c| = 1 erhilt man die unitidren Fortsetzun-
genvon V. A, :=i(id+V,) ({)d — V.)7! sind die zugehorenden selbstadjungierten Erweiterungen
von A, und es ist D(A) = H, & [(u; — cuy)]. Im Falle ¢ = 1 ist das die Dirichletsche Rand-
bedingung im Randpunkt x = 0; fiir ¢ = —i erhilt man die Neumannsche und im allgemeinen
gemischte Randbedingungen u..(0) + z, u.(0) = 0 mit z. := —(1 + 1)(c + 1)/{ \/5(1 —0¢)}. Im
Randpunkt x = 0 liegt der Weylsche Grenzkreis fall vor, in x = co der Grenzpunktfall.

Fiir allgemeinere Operatoren sind drei Methoden, die Selbstadjungiertheit nachzuweisen,
von Bedeutung:

1. Esist oft moglich, das Problem durch ein System erster Ordnung zu beschreiben. Fiir solche
Systeme folgt die Selbstadjungiertheit meist leicht durch partielles Integrieren und Ausnut-
zen von ,,stark gleich schwach® (GL.(3.5)).

2. Es gilt

DAY =DA)DRA +1)" ®dR(A —1)".

Man hat also zu zeigen, dall Gleichungen (A + 1) x = f geldst werden konnen.
3. Eine wichtige Klasse symmetrischer Operatoren sind die ,,halbbeschridnkten®, etwa

dceR VYueDA) (Au, u) > c|lull*.

Halbbeschrinkte Operatoren besitzen eine ausgezeichnete selbstadjungierte Fortsetzung, die

,,FRIEDRICHSSche® Fortsetzung Ap [1934-35]. Etwa fiir ¢ = 1 ist mit F := {D(A); || - |l#}
und [lully := (Au, u)'/?

D(Ap) = {v €F ‘ JheH YueDA) (Au,v) = (u, h)} und  Apv:=h

Die Existenz der Friedrichsschen Fortsetzung folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz. Na-
tiirlich kann es auBer der Friedrichsschen noch andere selbstadjungierte Fortsetzungen von A
geben.

Damit ist eine Darstellung fiir eine grofle Klasse linearer Operatoren in der mathematischen
Physik gelungen. Aber natiirlich gibt es dort auch Probleme, die nicht auf selbstadjungierte
Operatoren fiihren, z.B. in der Thermoelastizititstheorie oder bei allgemeineren Evolutionsglei-
chungen. Bei solchen Problemen lassen sich die Losungen i.a. nicht mehr in die Vergangenheit
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zuriickrechnen. Aus den Anfangswerten u’ etwa zur Zeit ¢ = 0 erhilt man die Lésung in der
Form u() = H(t)u® nur fiir alle r > 0. Es gilt aber u(t + s) = H(t)u(s) = H(t) H(s)u’. Fiir
solche Operatoren ist deshalb eine Darstellung durch Halbgruppen wichtig geworden. Ab 1936
hat sich E. HiLLe mit Halbgruppen intensiv beschéftigt. Im Buch von E. HiLLe und R. PHILLIPS
[1957] wird hieriiber berichtet.

Der Satz von Hille-Yosida charakterisiert Operatoren, die sich als stark stetige Halbgruppen
darstellen lassen. Er wurde unabhiingig voneinander von E. HiLLE und K. Yosipa 1948 bewiesen.
Weitere Ergebnisse aus der Halbgruppentheorie und Anwendungen findet man im Buch von A.
Pazy [1983].

S Anfangsrandwertaufgaben und Streutheorie

Anfangsrandwertaufgaben treten in der mathematischen Physik vielfiltig auf. Zum Beispiel
lassen sich die Wellengleichung, die Plattengleichung oder das System der linearen Elastizitéts-
gleichungen in der Form

Uy +Au=0 mitu(0) = u’ und u,(0) = u'
schreiben. Dabei ist A ein linearer Differentialoperator in einem Gebiet G C R.
w+iAu=0 mitu(0) = u’

stellt die Schrodingergleichung, das System der Maxwellschen Gleichungen oder das System
der linearen Akustik dar, und durch

u+Au=0 mitu©) =u

werden Wirmeleitungsvorgidnge wie Anfangsrandwertaufgaben in der linearen Thermoelastizi-
titstheorie beschrieben. Auf3er im letzten Beispiel ist A selbstadjungiert.

Zur Behandlung solcher Probleme sind zunéchst einmal die Gleichungen zu lI6sen. Dazu
mulB insbesondere der Losungsbegriff prazisiert werden. Anschlieend interessiert man sich fiir
spezielle Eigenschaften der erhaltenen Losungen, z.B. fragt man nach ihrer Regularitit oder
nach ihrem asymptotischen Verhalten fiir gro3e Zeiten, und beweist die Existenz von Wellen-
und Streuoperatoren. Probleme der inversen Streutheorie (aus den reflektierten Signalen sollen
Daten wie Anfangswerte, Rand oder Medium zuriickgewonnen werden) haben grof8es mathe-
matisches und praktisches Interesse. Zur Behandlung solcher Fragen muf3 man z.B. wissen,
wie der Streuoperator durch den Rand bestimmt wird, und diese Abbildung dann invertieren.
Einfache Formeln erhélt man im Grenzfall hoher Frequenzen.

Die Frage nach dem Verhalten akustischer oder elektromagnetischer Wellen bei hohen Fre-
quenzen gehort in das wichtige Gebiet der Asymptotik der Losungen partieller Differentialglei-
chungen, die von einem Parameter abhéngen. Aus der Erfahrung weifl man, daf sich Wellen
bei hohen Frequenzen nach den Regeln der geometrischen Optik ausbreiten. Die Aussage, daf3
die geometrische Optik asymptotisch die Wellenausbreitung richtig beschreibt, wenn die Fre-
quenz gegen unendlich strebt, ist eine der interessantesten Fragen aus diesem Problemkreis.
In dieses Gebiet gehort auch die Untersuchung des Ubergangs von der Quantenmechanik zur
klassischen Mechanik. Hierbei wird die Schrodinger-Gleichung diskutiert, und der in diesem
Falle gegen null strebende Parameter ist das Plancksche Wirkungsquantum. Die zeitharmoni-
sche Wellenausbreitung wird gewohnlich durch eine elliptische Gleichung beschrieben, und die
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instationdre durch eine dazu korrespondierende hyperbolische. Die Losungen der hyperboli-
schen Gleichung kann man durch Uberlagerung von Losungen der elliptischen Gleichung er-
halten, und deren asymptotisches Verhalten bei hohen Frequenzen beschreibt die Singularititen
in den Losungen der hyperbolischen Gleichung. Die Bestimmung des Ortes und insbesondere
der Form der Singularitdten in den Losungen von hyperbolischen Gleichungen ist ein weiterer
zentraler Punkt aus diesem Problemkreis. Solche Probleme werden heute in der mikrolokalen
Analysis untersucht.

Diese Fragen hatten eine fundamentale Bedeutung fiir die Entwicklung der Mathematik und
der Physik in den letzten 300 Jahren. Wir erinnern hier nur an die wissenschaftlichen Ausein-
andersetzungen dariiber, ob die Ende des 17. Jahrhunderts von HuyGens aufgestellte Wellen-
ausbreitungstheorie oder die von NEwton aufgestellte Korpuskulartheorie die Ausbreitung des
Lichtes richtig beschreibt. Erst in unserem Jahrhundert konnte dieses Problem im Zusammen-
hang mit der Quantenmechanik geklart werden.

Im folgenden soll anhand einer einfachen Wellengleichung iiber die Entwicklung berichtet
werden. In diesem Falle ist der auftretende Operator A selbstadjungiert, so dal der Spektralsatz
zur Verfiigung steht. Ahnliche Resultate lassen sich fiir andere Gleichungen der mathematischen
Physik herleiten und finden sich z.B. im Buch [1986] des Verfassers.

Es sei also G ein Gebiet im R?, und es seien a; = ay; (i, k = 1,2, 3) reellwertige, beschrinkte
C1(G)-Funktionen mit

Apy >0 VxeG VéeR Eia(0)é = po €.

Im Falle eines Auflengebietes soll das Medium geniigend weit aulen homogen und isotrop sein;
es gebe also eine Zahl r, > 0 mit

Vxe G, := {x eG ‘ |x| > ra} ai(x) = Oy.

Weil wir uns hier auf die Dirichletsche Randwertaufgabe beschrinken wollen, sei A : D(A) C
L*(G) — L*(G) mit

DA) := {u € F1,(G) ‘ i Dy € LZ(G)} und  Au = —daudu.

Gesucht ist dann ein u : R X G +— R mit u, + Au =0, u(0) = u° und u,(0) = u'.

Fiir diese Anfangsrandwertaufgabe gibt es verschiedene Losungsbegriffe (es gibt z.B. schwa-
che, Distributionen- oder klassische Losungen). Wir wihlen im folgenden zunéchst den von der
Physik nahegelegten Begriff der Losung mit endlicher Energie

E@) := lu @I + A u@)]? < oo,

also endlicher Summe von kinetischer und potentieller Energie (A'/? entspricht V). Dazu miis-
sen wir natiirlich u° € D(A!/?) voraussetzen, || - || ist die L?(G)-Norm.

Es seien also im folgenden H := L2(G), C (G) die Menge der stetigen Funktionen mit in G
kompaktem Triger und V := C(R, D(A)) N C2(R, H). Es seien auberdem u°, u' € H. Dann
heiBt u € C(R}, D(A)) ,,schwache Losung® der Wellengleichung, wenn

eV 0= [ u e ap) + (Fe.) - (e00.)

R**XG

gilt. Diese Definition geht auf M. Visnik und O.A. LADYZHENSKAYA [1956] zuriick.
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Ist auBerdem u® € D(A'/?), dann heiBt eine schwache Losung u nach C.H. WiLcox [1962]
,.Losung mit endlicher Energie*, wenn u € C(R}, D(A'?)) N Ci(RE, H) ist.

Die soeben definierte Anfangsrandwertaufgabe ist eindeutig 1osbar. Das folgt relativ leicht
aus der Spektral- oder Halbgruppentheorie. In unserem Falle ist A selbstadjungiert, und durch

(&9

u(t) := cos(A"?*Hu’ + A7V sin(A*0)u' = f {cos(ﬁt)dP(/l) W’ +

0

sin( VAt

dP) u'
7 u'}

erhilt man aus dem Spektralsatz die Losung der Aufgabe. Die Energie ist konstant.

Will man Niheres iiber die Losungen wissen, dann bendétigt man genauere Kenntnis des
Spektrums von A. Ist G beschrinkt, dann folgt aus der Spektraldarstellung kompakter Opera-
toren fiir A die Entwicklung nach Eigenfunktionen ( d.h. Gl. (3.8) ) und fiir u die Entwicklung
nach stehenden Wellen. Aus dem Rellichschen Auswahlsatz und der Poincaréschen Abschit-
zung erhiilt man nimlich leicht A~' € K (). All dies soll hier nicht weiter vertieft werden.

Vielmehr wollen wir uns im folgenden mit Streuproblemen in unbeschrinkten Gebieten be-
schiftigen. Dabei wihlen wir wieder einen einfachen Fall und setzen G als ,,Aulengebiet*
voraus. G sei also das Komplement eines beschriankten Gebietes. Damit hat G einen beschrink-
ten Rand. Selbstverstindlich sind auch Streuprobleme bei unbeschrinkten Réndern duflerst
interessant, z.B. fiir die Halbebene, fiir periodische Strukturen oder fiir Wellenleiter. In Uber-
sichtsartikeln berichten E. MEIsTER [1987] liber Beugungsprobleme an Keilen und P. WERNER
[1987] liber Resonanzphidnomene in Wellenleitern. In seinen Biichern [1984] entwickelt C.H.
WiLcox eine Streutheorie fiir Gitter und fiir geschichtete Medien.

Es soll nun das asymptotische Verhalten der Losungen in Aulengebieten fiir grole Zeiten
beschrieben werden. Dazu behandelt man zunichst den ,,Ganzraumfall®, d.h. den Fall G = R?
mit a; = 0;. Dieser Fall 146t sich mit Hilfe der Fourier-Transformation explizit durchrechnen,
und man kann so das asymptotische Verhalten der Losungen angeben. Er dient anschlieend
zum Vergleich mit den Losungen allgemeinerer Auf8enraumaufgaben.

Zur Vereinfachung der Darstellung wihlen wir die komplexe Notation. Es seien im Ganz-
raumfall A der zugrundeliegende Operator und ug, uy die reellen Anfangswerte mit u(l) € Z)(Aal/ %),
Es sei o] := u +1A;"%u} und vo(r) := (exp(—iA(l)/2 t)) - v). Dann ist uy(f) := Re vy(¢) die Losung
der Aufgabe. vy nennen wir auch freie Losung. Als Resultat folgt die Existenz von aus- bzw.
einlaufenden Wellen v (¢, x) = G*(|x| F ¢, xo)/|x| mit lim |jvo(t, -) — v (¢, Il = lim [lvg (¢, -)I| = O fiir
t — £o0.

Um im Fall eines beliebigen Auflengebiets weiterzukommen, mufl man mehr iiber das Spek-
trum von A wissen. Es gilt 0(A) = 0.(A) = Rj. Zum Beweis werden drei Resultate benutzt. Aus
der Poincaréschen Abschitzung || /| || < 2|V fiir alle ¢ € él(G) folgt zunichst N(A) = {0},
und die ReLLicHsche Abschitzung [1943]

dp>0 dry>r, Vr>n flu(x)lzdepr

re<|x|<r

impliziert 0,(A) = 0 fiir ay = 6. Fiir variable Koeffizienten folgt das Ergebnis dann aus dem
Prinzip von der eindeutigen Fortsetzbarkeit der Losungen elliptischer Differentialgleichungen
von C. MULLER [1954].

Als nichstes betrachtet man wieder den zeitharmonischen Fall (Entwicklung der Losung
nach stehenden Wellen) und 16st die Dirichletsche Randwertaufgabe zur Schwingungsgleichung
0;a;0ku + Au = 0 fiir 1 € R*. Weil A zum Spektrum von A gehort, ist dies jedoch keine iibliche
Randwertaufgabe mehr. Man spricht viel mehr von ,,Aulenraumaufgaben‘ und sucht Losungen
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in einem Raum, der grofer als H ist. Das asymptotische Verhalten der Losungen fiir grofle
|x| wird dabei vorgeschrieben. Und zwar stellt man eine Sommerfeldsche Ausstrahlungs- oder
Einstrahlungsbedingung (x,V ¥ i VA)u € H, vgl. GL (2.5).

Fiir a;; = 0, wurde die Eindeutigkeit der Losungen der Dirichletschen Auflenraumaufgabe
von V.D. KuprapzE [1934], H. FREUDENTHAL [1939] und F. ReLLIcH [1943] gezeigt. Thre Existenz
wurde von I.LN. VEkua [1943, vgl. 1967], H. WEYL [1952] und C. MULLER [1952] mit Hilfe der
Integralgleichungsmethode bewiesen. Die Behandlung variabler Koeffizienten geschah dann
mit Hilbertraummethoden.

Zwei Bemerkungen sollen noch angeschlossen werden. Ndmlich einmal, daf die Losbarkeit
von AufBlenraumaufgaben zur Definition verallgemeinerter Eigenfunktionen und zu Entwick-
lungssitzen danach gefiihrt hat. Dies ist vielfach verwandt worden, insbesondere wurde auch
das Analogon zur Fourier-Transformation im R" fiir AuBBengebiete angegeben. Diese Entwick-
lung geht auf T. IkeBe [1960] zuriick, vgl. auch C.H. WiLcox [1975].

Zum zweiten sei darauf hingewiesen, da3 D.M. Eipus [1962] das ,,Prinzip der Grenzabsorp-
tion* bewiesen hat. Damit ist gemeint, da man fiir f € £2/(G) (£>-Funktionen mit finitem
Triager) die ausstrahlende bzw. einstrahlende Losung u* von —d,aydu — Au = f durch den
Grenzubergang u* = lim[A — (A £i&)]7' f fiir & | 0 erhilt. Dieser Grenzwert existiert in einer
gewichteten H 1(G)-Norm. Weil £%/(G) in H dicht ist, folgt damlt aus der Stoneschen Formel,
daB3 das Spektrum von A absolut stetig ist, also wegen o ,(A) = 0, vgl. [T. Kato 1976, 518],

H=H, = {x eH ‘ (P()x, x) ist absolut stetig}.

Damit haben wir die notwendigen Resultate aus der Theorie der Schwingungsgleichung
zusammengestellt und kehren zur Wellengleichung zuriick. Aus der absoluten Stetigkeit des
Spektrums und dem Riemann-Lebesgueschen Lemma folgt unmittelbar das Prinzip vom ,,loka-
len Energieabfall®, also VK ¢ G, K cC R3, gilt

Tim (1A ull 2y + (Ol 20} = 0.

Man wird daher erwarten, dal u(z) sich fiir groBe ¢ wie eine freie Losung verhilt. Genauer,

es seien Jg 1 H +— Hy, Hy := L2R?), mit (Jgu)(x) := u(x) fiir x € G, null sonst, und

o' :=u® +1A™"?y' € H. Dann sucht man v} und v; € H, mit

_~ 1/2
H iA tUO _ =0.

= lim

[—>+00

'JG e A0 _ omiag"r 5

: +
lim 0

[—+o00
Weil das Spektrum von A absolut stetig ist, 148t sich die Existenz der unitdren Wellenopera-
toren W* : H +— H,

beweisen. Mithin existieren vy := W* 0. S := WH(W")* ist der ,,Streuoperator, und es gilt
=Sv,.

Es g(i)bt verschiedene Methoden zum Nachweis der Existenz der Wellenoperatoren. P. Lax
und R.S. PHiLLIps [1967] benutzen die Halbgruppentheorie, C.H. WiLcox [1975] die Entwick-
lung nach verallgemeinerten Eigenfunktionen, und T. Karo [vgl. 1976], A.L. BeLopoLskn und
M.S. BirmaN [1968] sowie D.B. Pearson [1978] verwenden Ergebnisse aus der Storungstheorie
linearer Operatoren. Dazu wird gezeigt, daB3 der allgemeine Fall als nukleare Stérung des freien
gedeutet werden kann. Weitere Resultate aus der Streutheorie, insbesondere aus der Quanten-
streutheorie, findet man im vierbdandigen Buch von M. Reep und B. Smvon [1972-1979].

Bisher wurde gezeigt, wie die Losungen von Anfangsrandwertaufgaben im Grenzfall grofler
Zeiten durch die einfacher zu konstruierenden Losungen von Ganzraumproblemen approximiert
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werden konnen. Wie gesagt, es gibt andere Grenzfille, in denen Approximationen durch einfa-
chere Niherungslosungen moglich sind. Dazu gehort der Grenzfall hoher Frequenzen, also der
Grenziibergang zur geometrischen Optik.

Ein erster Ansatz in dieser Richtung geht auf G. KircHuorr [1891] zuriick. Zur Berechnung
der an einem Hindernis B reflektierten Welle macht er den Ansatz u(t, x) = e*v(x), benutzt fiir
v die Darstellung aus der Greenschen Formel

L (o, ek § el
=— [{= — oy) —— d
=3 [ (G0 - w gt
0B

und nimmt fiir die fehlenden Randwerte die der geometrischen Optik.

Der nichste wichtige Schritt wurde von A. SoMMERFELD und I. RunGe [1911] getan. Sie
gingen von ,.ebenen Wellen* e*“* mit w € §2 aus und versuchten, allgemeinere Losungen
der Wellengleichung durch den Ansatz u(t, x) = e*“™®= y(x) zu erhalten. u geniigt fiir alle k > 0
der Wellengleichung, wenn

Vo)’ = 1 .1

und 2(Ve)(Vo) + (Ap)v = i(Av)/k gelten. Die Approximation besteht nun darin, die zweite
Gleichung zu vereinfachen und nur

2(Ve) (Vo) + (Ap)v =0 (5.2)

zu verlangen. Gl. (5.1) ist die ,,Eikonalgleichung®. Sie wurde von W.R. HamiLTON in seinen Ar-
beiten iiber Optik in den Jahren 1827-32 eingefiihrt. Er betrachtet ein Biindel von Lichtstrahlen,
das von einem leuchtenden Punkt y ausgeht und das am Hindernis B reflektiert wird. Zu jedem
Punkt x dieses Biindels wird dann durch den Strahl in diesem Punkt eine Richtung definiert,
namlich Vo(x). Der Wert von ¢(x) ist der Abstand des Punktes x von y entlang des Strahls.

Das soeben beschriebene Vorgehen von SoMMERFELD-RUNGE ist die einfachste Version ei-
ner allgemeineren Methode, Differentialgleichungen, die einen Parameter enthalten, ndherungs-
weise zu 16sen; ndmlich die Methode der asymptotischen Reihen. Asymptotische Reihen waren
schon im vorigen Jahrhundert bekannt. Die hier interessierende Methode ist die sogenannte
,,WKB-Methode*, die nach G. WENTZEL [1926] , H.A. KrRaMERS [1926] und L. BrRiLLouIN [1926]
benannt ist. Bevor wir sie schildern, sei noch auf einen anderen Zusammenhang hingewiesen.

Bisher haben wir fiir die Losungen der Wellengleichung den Begriff der Losung mit endli-
cher Energie in den Vordergrund gestellt und sie durch stehende Wellen approximiert. Dadurch
entsteht vielleicht der Eindruck einer Glattheit der Losungen, der nicht richtig ist. In der Einfiih-
rung wurde schon fiir den R! die d’ Alembertsche Darstellung der Losung der Wellengleichung
angegeben. Analoge Formeln gelten im R". Im R? ist u(¢) = 8, I(t) u® + I(t) u' mit

U D)) = f o= ) gt ) dy = - f o(x — 1 w) do.
52

R3

Das ist die ,,Kirchhoffsche Formel*. Dabei ist g; die Grundlosung der Wellengleichung, namlich
g3(t,x) = 6(t — |x|)/(4n|x]). Im R? erhilt man analog die ,,Poissonsche Formel“ mit g,(t, x) =
H(t — |x|)/(2n V2 — x?). Dabei ist wie iiblich H(s) := 1 fiir s > 0, null sonst, die Heaviside-
Funktion. Es sei C*(xg) := {(t, x) |t > 0O, |x — xo| < t} der ,,Zukunftskegel”“. Dann ist suppg; =
AC*(0), aber supp g> = C*(0). Im R? gilt also das ,,Huygenssche Prinzip*“; Dirac-Signale setzen
scharf ein und aus. Im R? gibt es jedoch Nachhall. In beiden Fillen hat man aber eine endliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit.

Fiir das Verstiandnis der Wellenausbreitung ist das Studium der Singularititen duferst wich-

tig. In allgemeineren Féllen ist das aber nicht mehr so einfach wie gerade geschildert. So treten



27

schon bei den Elastizititsgleichungen fiir homogene isotrope Medien im R? zwei verschiedene
Ausbreitungsrichtungen und Geschwindigkeiten auf. Die Ausbreitung der Singularititen der
Losungen wird heute in der mikrolokalen Analysis intensiv untersucht. Eine der ersten Arbeiten
in dieser Theorie ist die von P. Lax [1957b] . Tiefliegende Resultate wurden von L. HORMANDER
erhalten, iiber die in [1983-85] berichtet wird. Hingewiesen sei auch auf die Vorlesung von L.
GARDING [1987] .

Doch nun zuriick zur WKB-Methode. Es seien wieder G ein Aullengebiet, y € G fest,
r(t, x,y) := g3(t,x — y) und R(¢, x, y) die entsprechende Grundlésung zur Dirichletschen Rand-
wertaufgabe der Wellengleichung (8,2 — A) u = 01in G. Dann soll R in der Form

R(t, x,y) ~ r(t, %, 1) + > Hyat = 906, )) - 2a(x, ) (5.3)

n=0

dargestellt werden. Dabei ist H_i(s) := 6(s) und H,(s) := s"/n! fir s > 0, null sonst. Fiir
diese Funktionen gilt also H,, = H,_,. Die Funktionen ¢ und z, in Gl. (5.3) miissen so bestimmt
werden, dal} die Differentialgleichung und die Randbedingung erfiillt sind. Einsetzen und glied-
weises Nullsetzen ergeben (Vo)? = 1 und 2(Ve)(Vz,) + (Ap)z, = —Az,_; mit z_; := 0, sowie fiir
x € 0G o(x,y) = |x — yl, zo(x,y) = —1/(4n|x — y|) und z,(x,y) = O fiir n > 0.

Man erhilt also wieder Gleichungen analog zu Gln. (5.1-2). Natiirlich wird die Reihe im
Ansatz (5.3) i.a. nicht konvergieren. Es geht vielmehr darum zu zeigen, daf} eine Differenz
R—RimitR; :=r+ Y H, 1(t —¢)-z,, 0 <n <k, genligend regulér ist.

Den Zusammenhang mit der Schwingungsgleichung erhilt man durch Fourier-Transformation
bzgl. t. So ist

[

Gk, x,y) = f e R(t, x, y) dt

—00

die Greensche Funktion fiir die Schwingungsgleichung, und fiir sie lautet die entsprechende

Entwicklung
eiklx=yl

LT ke N (L
Glhoxy) ~ o+ e Z; ( k) 2(x.p).
Bei konvexen Hindernissen gilt diese asymptotische Entwicklung fiir alle x, die nicht auf Tan-
gentialstrahlen liegen. Das folgt aus Ergebnissen von C.S. MoraweTrz und D. Lubwic [1968]
sowie von C.S. Morawetz, W. RaLston und W. Strauss [1977] . Auch auf Tangentialstrahlen
ist diese Asymptotik untersucht worden. Weitere Einzelheiten findet man im Ubersichtsartikel
von H.D. ALBER und dem Verfasser [1988].

Mit diesen und anderen Methoden sind auch Verfahren zur Losung inverser Streuprobleme
gewonnen worden. Hierzu sei auf die Ubersichtsartikel von B.D. SLEemaN [1982] und D. CorroN
[1984] hingewiesen.

6 Nichtlineare Probleme

In den vorangegangenen Abschnitten ist viel iiber lineare Fragen berichtet worden. Aber auch
in der nichtlinearen Analysis hat es eine Menge schoner Resultate gegeben, von denen hier nur
noch zwei angeschnitten werden sollen. Zunéchst werden einfache nichtlineare Erhaltungsglei-
chungen untersucht, und anschlieend wird speziell die Frage nach der Existenz globaler glatter
Losungen bei der nichtlinearen Wellengleichung behandelt.



28 Nichtlineare Probleme

Wir beginnen mit Erhaltungsgleichungen
U+ fu), =0 (6.1)

mit der Anfangsbedingung u(0, x) = u’(x). Dabei sei zuniichst u : Ry xR +— R. Gl (6.1)
bzw. entsprechende Systeme treten beim Studium von Wellenphdnomenen ohne Dissipation
vielfiltig auf. Sie konnen auch unstetige Losungen besitzen. Das bedeutet, dal zunédchst wieder
ein geeigneter Losungsbegriff gebildet werden muf3. Die Theorie solcher Gleichungen geht auf
E. Hopr [1950] zuriick. Es folgen Arbeiten von O. OLEINIK, insbesondere [1957], und P. Lax
[1954, 1957a]. Eine ausfiihrliche Darstellung findet man in J. SmMoLLER [1983].

Wir wollen die Problematik an einem Beispiel entwickeln. Im linearen Fall f(u) = u erhilt
man u, + u, = 0, eine Gleichung, die an die Wellengleichung erinnert. Interessanter ist schon
der quadratische Fall, etwa f(u) := u?/2. Gl. (6.1) mit diesem f heit , Burgers-Gleichung*,
genauer ,,Burgers-Gleichung ohne Viskositit“. Auch die ,,Straenverkehrsgleichung* ist vom
Typ (6.1) mit quadratischem f.

Gleichungen der Form (6.1) oder mit a(u) := f'(u)

u,+a(u)-u, =0 (6.2)

lassen sich mit der Charakteristikenmethode 16sen. Es sei I'(o) := (0,0, u’(0)) die Anfangs-
kurve. Dann erhilt man aus den Charakteristikengleichungen

t.=1, x=ak), z=0 (6.3)

tr,o) = 1, x(t,0) = 7-aW’)) + o und z(r,0) = u’(c). Kann man die beiden ersten
Gleichungen nach 7, o auflésen, dann ist u(t, x) := z(7(t, x), (¢, x)) die Losung. Sie ist entlang
der Charakteristiken konstant.

Bei glatten Anfangsdaten u° existiert lokal in ¢ eine glatte Losung u(t, x), die jedoch i.a. nach
einiger Zeit Unstetigkeiten entwickelt. Das Verhalten der Losungen sei an zwei typischen Bei-
spielen fiir die Burgers-Gleichung erldutert. Zur Vereinfachung wihlen wir die Anfangswerte
bereits unstetig.

1. Es sei u’(0) := —1 + 2H(o). Dann erhilt man x(¢, o) bzw. u(t, x) durch
—t+o0 firo<0 1 fiir x > ¢
x(t,o) = u(t,x) =
t+o flroc >0 -1 flirx<-t.

Man beachte, dal3 es in |x| < ¢ keine Charakteristiken gibt. Dort ist u also zunéchst nicht
erklirt. Es gibt jedoch ein Kontinuum von stiickweise stetigen Losungen in Rj X R, etwa mit
a>-1
-1 fur2x<-(1+a)t
fir-(1+a)t<2x<0
firO<2x< (1 +a)t
1 fir (1 + @)t < 2x.

uy(t, x) :=

2. Es sei u’(0) := 1 — 2H(07). Dann erhilt man

t+o firo <0 -1 firx>¢
x(t,o) = u(t, x) =
—t+o0 firo>0 1 fiir x < —t.



Nichtlineare Probleme 29

Jetzt stoBen die Charakteristiken in |x| < ¢ aufeinander. Auch hier gibt es viele stiickweise
stetige Losungen, etwa u;(t, x) = 1 — 2H(x) oder

1 fir x < —t

-3 fir —r<x<0
3 fir0<x<t
-1 fiirz < x.

Um weiterzukommen definiert man zunichst wie iiblich eine ,,schwache Losung“von GI.
(6.1) durch

Vo € Co(R X R) f fug + fw . = - f u° (0, ). (6.4)

R*xR R

Dabei werden u° und u als beschriinkt und meBbar angenommen. Schwache stiickweise glatte
Losungen konnen nicht beliebig springen. ¥ mdge ndmlich entlang der glatten Kurve x = x(¢)
springen. Dann folgt aus Gl. (6.4) durch partielles Integrieren mit s := dx/dt und [u] := u; — u,,
der Differenz der Werte von links und rechts,

s - [ul = [f(w)]. (6.5)

Diese Gleichung heif3t ,,Rankine-Hugoniot-Bedingung*.

Fiir die Burgers-Gleichung lautet sie s = (4; + u,)/2. Die im ersten Beispiel angegebenen
Losungen u geniigen alle dieser Bedingung und sind schwache Losungen. Eine stiickweise
glatte, aber nicht schwache Losung wire u(t, x) := —1 fiir x < —¢, := O fiir -t < x < fund := 1
fiir t < x. Auch die im zweiten Beispiel angegebenen Losungen sind schwache Losungen.

Eindeutigkeit 148t sich also aus GIn. (6.4,5) noch nicht beweisen. Hierzu ist eine weitere
Bedingung erforderlich, die man im R! auf verschiedene Weise erhalten kann:

1. Durch Verwenden der Viskosititsmethode. Die Losung u(t, x) wird durch u := limu, fir
€ | 0 definiert, mit u,, + f(ug)y = EUg,y.

2. Die zweite Formulierung geht auf P. Lax [1957a] zuriick. Sie besagt, dal die Charakte-
ristiken ldngs Unstetigkeiten aneinanderstoflen, aber nicht verzweigen diirfen. Es werden
also nur ,,StoBwellen* als Unstetigkeiten zugelassen. Um vom linearen Fall abzuheben, sei
a’(u) # 0 (im linearen Fall gibt es ,, Kontaktunstetigkeiten* entlang den Charakteristiken).
Dann lautet die ,,Schockbedingung*

aluy) > s > a(uy). (6.6)

3. In der Physik gibt es ,,Entropiebedingungen®, die ebenfalls auf Gl. (6.6) hinauslaufen.

Von den in den Beispielen angegebenen Losungen geniigt nur u#; aus dem zweiten Beispiel
der Schockbedingung. Alle anderen Losungen scheiden aus. Insbesondere fehlt also noch die
Losung fiir das zunichst einfacher aussehende erste Beispiel.

Um sie zu konstruieren, berechnet man die Charakteristik durch (#y, xo, ug) mit |xo| < #y. Sie
darf die bereits vorhandenen nicht treffen, weil das Verzweigen ergeben wiirde. So erhélt man
X = upt. Also ist

-1 firx< -t
u(t,x) =3x/t fir —t<x<t (6.7)
1 firer<x
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die Losung dieser Aufgabe. Man spricht in diesem Falle von ,,Verdiinnungswellen®.

Im R! kann man Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Losungen (mit Schockbedin-
gung) fiir u® € £L>(R) zeigen, indem man die Aufgabe in eine Differenzengleichung iiberfiihrt.
Die Methode der Differenzenapproximation wurde zur Losung partieller Differentialgleichun-
gen zuerst in der berithmten Arbeit von R. Courant, K. FriepricHs und H. LEwy [1928] ver-
wandt. P. Lax [1954] hat einen solchen Existenzbeweis fiir nichtlineare Erhaltungsgleichungen
gegeben.

Bei den zweireihigen Systemen im R! ist besonders das Riemann-Problem, das urspriing-
lich in der Gasdynamik auftrat, von groBem Interesse. Hier sind die Anfangsdaten fiir x < 0
und x > O jeweils konstant. Mit Hilfe der Riemann-Invarianten 1d6t sich dieses Problem expli-
zit durchrechnen. Schockbedingungen konnen formuliert werden, und wenn die Differenz der
Anfangswerte |u? — u°| geniigend klein ist, herrscht Eindeutigkeit. Das analoge Resultat gilt fiir
entsprechende m-reihige Systeme.

Fiir variable Anfangswerte mit kleiner Totalvariation wurde fiir m-reihige Systeme im R!
von J. GLimm [1965] ein Existenzbeweis mit Differenzenapproximation gefiihrt. Die Frage nach
der Eindeutigkeit scheint noch nicht vollig geklart zu sein. Fiir weitere Einzelheiten sei noch
einmal auf das Buch von J. SmMoLLER [1983] und auf das von A. Maipa [1984] verwiesen.

Im zweiten Teil dieses Abschnitts soll iiber die Existenz globaler glatter Losungen der
nichtlinearen Wellengleichung berichtet werden. Hier sind in den letzten Jahren von F. Joun
und seinen Schiilern interessante Ergebnisse erzielt worden. Es soll also im R" die Gleichung
yu — Ay = f(Dy, VDy) mit y(0) = y° und y,(0) = y' gelost werden. Dabei ist D := (9,, V). Wir
verwenden auch u := Dy und u° := (y', Vy°). Dann ist

u; + Au = F(u,Vu) (6.8)

. [0 div f 0
mit A := (grad 0),F.—(0) und u(0) = u".

Im R' entwickeln Losungen der nichtlinearen Wellengleichung immer Singularititen, wie
von F. Jonn [1974] und 1976 (zitiert in [1987]) gezeigt wurde. Bei groen Daten gilt das i.a.
auch im R". Von F. Joun wurde 1981 (zitiert in [1987]) die ,,Lebensdauer* solcher Losungen
definiert und abgeschiitzt. Andererseits wurde bereits von K. JorGens [1961] im R? fiir spezielle
f = f(y) mit kubischem Wachstum und fiir groe Daten die globale Existenz von Lésungen
gezeigt, und es gibt auch ein Beispiel von L. NIRENBERG zur globalen Existenz glatter Losungen
im R? mit quadratischem Wachstum in f fiir kleine Daten (in S. Klainerman [1980, S. 45]).

Fiir eine groBe Klasse rechter Seiten wurde die globale Existenz glatter Losungen bei kleinen
Daten von S. KLAINERMAN [1980] und 1982 (zitiert in [1986]) bewiesen. Dazu verwendet er
einmal einen lokalen Existenzsatz, der auf J. ScHAUDER [1935] und T. Karo [1975] zuriickgeht,
und zum anderen zunéchst ein recht kompliziertes Iterationsschema mit Nash-Moser-Technik
(vgl. J. Mosgr [1961] und L. HORMANDER [1976]). In einer weiteren Arbeit gemeinsam mit
G. Ponck [1983] verbessert er dann die benotigte £-Abschitzung der Losungen der linearen
Gleichungen und ersetzt sie durch £7-Abschitzungen.

Man mochte dann die Anfangsdaten so klein wihlen, daB3 die Lebensdauer lang genug wird,
bis der lineare EinfluB} der Streuung dominiert und die Losung daran hindert zu explodieren. Auf
diese Weise wird das Iterationsverfahren vermieden, und man kann einen eleganten Existenz-
beweis fithren. Die wesentlichen Beweisschritte werden im folgenden fiir den R angegeben.
Dabei setzen wir

|F(u, V)| < ¢ (jul + [Vul)® (6.9)

fiir kleine |u| + |Vu| voraus.
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Es sei v(t) = e™t° die Losung der linearen Gleichung. Dann folgen aus der Energieerhal-
tung und der Kirchhoftfschen Formel unmittelbar

@l =Wl und ol < e+ 07" 10l (6.10)

Dabei treten rechts Ableitungen bis zur dritten Ordnung auf. Durch Interpolieren erhélt man
daraus eine ,,/L”—/L9-Abschitzung®, ndmlich

Ollze < eg(L+07 20 g1, (6.11)

mitg>2,1/p+1/g=1,1<p<2und32-p)/p<N,<32-p)/p+1.
Als niéchstes wird der lokale Existenzsatz benutzt, um eine Losung u € C([0, T1, H,) N
C1([0,T],H,-1) von Gl. (6.8) in [0, T] mit T > 1 zu erhalten. Es folgt

Viel0,T]  |lu@llzs + IVu@ll g~ < 1.

[lu®]|; wird dabei als klein vorausgesetzt (|| - ||, bezeichnet die £2-Norm aller Ableitungen bis zur
Ordnung s, s > 3).

Im dritten Schritt werden ,,Energieabschédtzungen® durch elementares, aber trickreiches par-
tielles Integrieren und Verwenden des Gronwallschen Lemmas hergeleitet, namlich

wmm$mem%quwm@MHmWMEW§.
0

Der vierte Schritt ist wesentlich. Mit 7 := 3, p := 74+ Ng/s = 5und 0 := 1 4+ p = 6 definiert
man zunéchst

MA(T) := sup (1 + 07 - [lu(®)ll g5
1€[0,T1] ’

und zeigt dann, daf} eine von 7 unabhingige Konstante M, existiert mit M (T) < M, fiir kleine
u’ e L2.N Lf’,/s. Um diese Abschitzung herzuleiten, geht man von

!
u(t) = e’ + f e A F(u, Vu)(r) dr
0

aus, benutzt Ungleichungen fiir Produkte von Funktionen
2 .
1F G, Violl gos < ellullgz, - Nlully,  sowie  llull g + 1Dull g~ < clull go.

Die letzte Abschitzung folgt aus der Differentialgleichung und der Sobolevschen Ungleichung.
Mit g = 6 und p = 6/5 erhilt man dann fiir x := M (T) aus (6.11)

2 .
x<es(1+%e)  mite =l + 1l s,

Wenn ¢ geniigend klein ist, impliziert das M (T) < M.
Daraus folgt fiir kleines 6 eine a priori Abschitzung fiir die lokale Losung u(7), ndmlich

3K, unabhingigvon T, V t€[0,T]  |u®ly < Ky - ||,

Man kann deshalb den lokalen Existenzsatz wieder anwenden und erhilt so die gewiinschte
globale Losung u € C([0, o), H,) N C;([0, ), H,,_;) fiir geniigend kleines u’. Aus den voran-
gegangenen Resultaten folgt auch fiir t — oo

(@)l s + @]l = + 1Du(®)l| = = OG>,
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Entsprechende Resultate gelten im R" fiir n > 2. Fiir n > 6 kann man in Gl. (6.9) quadrati-
sches Wachstum zulassen. Auch fiir n = 4,5 gilt das; allerdings muf3 dann der Beweis und ins-
besondere Abschiitzung (6.10) modifiziert werden, indem man die £'-Norm durch £2-Normen
geeigneter I'u® ersetzt. Die I' sind Differentialoperatoren, die die Wellengleichung invariant
lassen (vgl. S. KraiNermaN [1985], D. Curistopourou [1986] und F. Joun [1987]). Auch im
R3 gibt es bei quadratischem Wachstum globale glatte Losungen, wenn die Nichtlinearitiit eine
,Null-Bedingung* erfiillt [S. KLaiINeErRMAN 1986]. Anfangsrandwertaufgaben in Auflengebieten,
z.B. fiir konvexe Hindernisse, wurden von Y. SHiBata und Y. Tsursumr behandelt; und zwar 1983
mit Nash-Moser-Technik und [1986] mit a priori Abschidtzungen. Weiteres findet man in den
Vorlesungen von W.A. Strauss [1989] und F. Jonn [1990].
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