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Volltext durch die Web-Seite der Universitätsbibliothek).
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6.5 Abschweifung: Äquivalenzrelation und äquivalente Normen. . . . . . . . . . 37

7 Lipschitz-Stetigkeit. Operationen mit Grenzwerten und stetigen Funk-

tionen. Beschränkte Lineare Operatoren. 38

7.1 Lipschitz-Stetigkeit. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

7.2 Operationen mit stetigen Funktionen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

7.3 Stetige lineare Operatoren. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

7.4 Polynome mehrerer Variablen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

7.5 Operationen mit Grenzwerten der Funktionen. . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3



7.6 Links-/rechtsseitige Grenzwerte und

obere/untere Grenzwerte von Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

8 Stetigkeit und Kompaktheit 44

8.1 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

8.2 Spektralsatz für selbstadjungierte Matrizen (Hauptachsentransformation) . 46

9 Stetige Funktionen auf wegzusammenhängenden und zusammenhängenden

Mengen. 48

9.1 Wegzusammenhängende Mengen und stetige Funktionen . . . . . . . . . . . 48

9.2 Zusammenhängende Mengen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

10 Das mehrfache Riemann-Integral auf Zellen. 53

10.1 Die n-Zellen und ihre Zerlegungen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

10.2 Das mehrfache Riemann-Integral auf Zellen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

10.3 Vektorraum der Riemann-Integrierbaren Funktionen . . . . . . . . . . . . . 56

10.4 Riemann-Integral durch Darboux-Obersummen & Untersummen . . . . . . 57

11 Iterierte und komponentenweise Integration. Integration auf quadrier-

baren Mengen. 58

11.1 Sukzessive Integration auf n-Zellen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

11.2 Komponentenweise Integration der vektorwertigen Funktionen . . . . . . . . 60

11.3 Quadrierbare Mengen und Jordan-Maß . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

11.4 Riemann-Integral auf quadrierbaren Mengen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

11.5 Cavalierisches Prinzip: iterierte Integration auf Normalbereichen. . . . . . . 62

12 Jordan-Maß als eine Erweiterung. Eigenschaften des Jordan-Maß und

der quadrierbaren Mengen. 64

12.1 Elementarmengen und ihre (n-dim.) Inhalte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

12.2 Jordan-Erweiterung des Inhalts auf quadrierbare Mengen . . . . . . . . . . 66

13 Lebesgue-Maß, Lebesgue-Nullmengen und Riemann-Integrierbarkeit. 69

13.1 Erweiterung des Inhalts auf einem σ-Ring. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

13.2 Anwendungen des Lebesgues-Maßes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

13.3 Anwendung der Lebesgue-Nullmengen zur Riemann-Integrierbarkeit. . . . . 73

14 Lebesgue-Integral. Fast überall definierte Funktionen. 75

14.1 Beispiel einer Lebesgue-integrierbaren Funktion, die nicht Riemann-integrierbar

ist. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

14.2 Komponentenweise Lebesgue-Integration. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

14.3 Lebesgue-Integral für fast überall definierte Funktionen. . . . . . . . . . . . 80

4



15 Verbindung zwischen uneigentlichem Riemann-Integral und Lebesgue-

Integral. 82

15.1 Uneigentliche Riemann-Integrale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

15.2 Verbindung der Lebesgue- und uneigentlichen Riemann-Integrale. . . . . . . 83

15.3 Anwendung auf den Integralvergleichsatz für Reihen . . . . . . . . . . . . . 84

16 Eigenschaften der Riemann- und Lebesgue-Integrale. Konvergenz von

Lebesgue-Integralen. Satz von Fubini. 84

16.1 Eigenschaften von Riemann- und Lebesgue- Integralen. . . . . . . . . . . . . 84

16.2 Majorisierte und monotone Konvergenzen von Lebesgue-Integralen. . . . . . 89

16.3 Iterierte Integration und Satz von Fubini. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

17 Richtungsableitungen, partielle Ableitungen und Jacobimatrix. Kriteri-

um der stetigen Differenzierbarkeit. Jacobideterminate. Transformati-

onssatz. 94

17.1 Richtungsableitungen, partielle Ableitungen und Jacobimatrix. . . . . . . . 94

17.2 Stetig differenzierbare Funktionen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

17.3 Transformation von Integralen (Substitutionsregel) . . . . . . . . . . . . . . 98
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1 Übersicht des Kurses: mehrdimensionale Analysis

1.1 Übersicht des Themas 1: die Topologie der metrischen Räumen.

Definition 1.1 (metrischer Raum).

Ein metrischer Raum pX, dq besteht aus einer Menge X und einer Abstand-Funktion

d : X �X Ñ r0,�8q, die die folgenden Eigenschaften @x, y, z P X hat:

(a) dpx, yq ¥ 0 (d ist positiv semidefinit)

(b) dpx, yq � 0ô x � y ((a)+(b) ô d ist positive definit)

(c) Symmetrie: dpx, yq � dpy, xq
(d) Dreiecksungleichung: dpx, zq ¤ dpx, yq � dpy, zq.

Die Funktion dp�, �q heißt auch der Abstand / die Metrik.

Hier ist A�B � tta, bu : a P A, b P Bu das kartesische Produkt/Mengenprodukt der

Mengen A und B.

Wir meinen mit K immer den Körper K � R oder K � C.

Beispiel 1.1 (metrische Räume). (a) pK, dq und pQ, dq mit dpx, yq � |x� y| sind metri-

sche Räume.

(b) pKm, d2q mit d2px, yq �
�°m

k�1 |xj � yj |2
�1{2

ist ein metrischer Raum. Hierbei sind

x � px1, . . . , xmq und y � py1, . . . , ymq Vektoren in Km � K�K� � � � �K (m Mal),

wobei m P N � t1, 2, . . . u.
Wir bezeichnen als |x| � �°m

k�1 |xj |2
�1{2

die euklidische Norm (den euklidischen Be-

trag) in Km. Damit gilt d2px, yq � |x� y|.
Satz 1.1 (normierte Räume sind metrische Räume).

Sei pV, } � }q ein normierter Raum. Mit dpv, uq � }v � u} ist pV, dq ein metrischer Raum.

Definition 1.2 (normierter Raum).

Ein Vektorraum V über K heißt normierter (Vektor-)Raum, wenn V mit einer Norm } � }
ausgerüstet wird. In diesem Fall schreibt man den normierten Raum auch als pV, } � }q.
Definition 1.3 (Erinnerung an den Norm-Begriff).

Sei V ein Vektorraum. Eine Funktion } � } : V Ñ R heißt Norm, wenn sie die folgenden

Eigenschaften @u, v P V besitzt:

(a) }u} ¥ 0 (positive Semidefinitheit)

(b) }u} � 0 genau dann, wenn u � 0, wobei 0 � 0V der Nullvektor von V ist (hier

bedeuten (a)+(b) zusammen positive Definitheit).

(c) }αu} � |α| }u} @α P K
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(d) Dreieckungleichung : }u� v} ¤ }u} � }v}
Aufgabe 1.1.

Man beweise Satz 2.1 durch Definitionen 1.1 und 2.2.

Seien pX, dXq und pY, dY q metrische Räume. Sei M � X.

Definition 1.4 (die ϵ-δ-Definition der Stetigkeit).

Man sagt, dass eine Funktion (Abbildung) f : M Ñ Y an der Stelle p P M stetig ist,

falls es @ϵ ¡ 0 ein Zahl δ ¡ 0 gibt, so dass dY pfpxq, fppqq   ϵ für alle x P M mit der

Eigenschaft dXpx, pq   δ. Ist f stetig an allen Punkten p PM , so heißt f stetig auf M .

Beispiel 1.2 (Stetigkeit der Norm).

Sei pV, } � }q ein normierter Raum. Dann ist die Norm-Funktion v ÞÑ }v} eine stetige

Funktion von M nach R.

Aufgabe 1.2.

Beweisen Sie die Aussage des Beispiels 1.2 durch die Dreieckungleichung.

Man sagt, dass limxÑx0 fpxq � y, falls es @ϵ ¡ 0 ein Zahl δ ¡ 0 gibt, so dass

dY pfpxq, yq   ϵ @x PM mit (der Eigenschaft) dXpx, x0q   δ.

Die Topologie betrachtet offene, abgeschlossene, kompakte Mengen, Häufungspunkte,

Ränder der Mengen und Konvergenz der Folgen und Teilfolgen. Wir betrachten sie nur in

metrischen Räumen und benutzen allgemeinere topologische Räume nicht.

Sei pX, dq ein metrischer Raum.

Definition 1.5 (offene Kugel).

Eine offene Kugel (in pX, dq) mit Radius r ¡ 0 und Mittelpunkt/Zentrum z P X ist die

Menge

Krpzq :� tx P X : dpz, xq   ru.
Die Bezeichnung :� bedeutet hier “ist definitionsgemäß gleich”.

Der Doppelpunkt ”: ” in tx P X : dpz, xq   ru bedeutet auch “so dass”. Also, “die

Menge aller x P X, so dass dpz, xq   r“.

Definition 1.6 (offene und abgeschlossene Mengen). (a) Ein Punkt x PM heißt innerer

Punkt von M , wenn es eine offene Kugel Krpxq gibt, so dass Krpxq �M .

(b) Eine Teilmenge M � X heißt offen, falls jedes x PM ein innerer Punkt von M ist.

(c) Eine Teilmenge M � X heißt abgeschlossen, wenn ihr Komplement XzM offen ist.

Aufgabe 1.3.

Jede offene Kugel ist eine offene Menge.

Beispiel 1.3 (offene und abgeschlossene Mengen in R).
Sei pX, dq die reelle Zahlengerade R mit dpx, yq � d2px, yq � |x� y|. Seien a, b, c, d P R, so
dass a   b.
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(a) Das offene Intervall pa, bq ist eine offene Kugel K b�a
2
pa�b2 q in pR, | � |q und so auch

eine offene (Teil)menge vom R.

(b) Die unendlichen Intervalle p�8, cq, pd,�8q, und ihre Vereinigung p�8, cqYpd,�8q
sind offene Mengen. (Warum?)

(c) Das abgeschlossene Intervall ra, bs ist eine abgeschlossene Menge. Das gilt auch für

das degenerierte abgeschlossene Intervall ra, as � tau. (Warum?)

Aufgabe 1.4 (triviale offene und abgeschlossene Mengen).

Für einen beliebigen metrischen Raum pX, dq sind die Mengen X und ∅ gleichzeitig offen

und abgeschlossen.

Satz 1.2.

Falls tMαuαPA eine Familie von abgeschlossenen Mengen Mα ist, dann ist die Menge�
αPAMα auch abgeschlossen.

Die Menge A aller Indizes α heißt Indexmenge.

Zum Beispiel, A � N,Mα � r�1{α, 1{αs, dann ist die Menge
�
αPNMα � �αPNr�1{α, 1{αs �

t0u abgeschlossen.
Definition 1.7 (Der Abschluss und der Rand). (a) Sei tMαuαPA die Familie aller abge-

schlossenen Teilmengen vom pX, dq mit der Eigenschaft M � Mα. Dann heißt die

abgeschlossene Menge M :� �αPAMα Abschluss (abgeschlossene Hülle) von M .

(b) Die abgeschlossene Menge BM �M X pXzMq heißt Rand von M.

Die Definitionen der Kompaktheit kommt später.

Theorem 1.1 (Kriterium der Kompaktheit von Mengen im Km).

Eine Teilmenge M des normierten Raum Km ist genau dann kompakt, wenn M abge-

schlossen und beschränkt in Km ist.

Definition 1.8 (beschränkte Menge).

Eine Teilmenge M eines metrischen Raums pX, dq heißt beschränkt, wenn M � Krpzq für
eine offene Kugel Krpxq im X.

Theorem 1.2 (Der Satz vom Minimum und Maximum).

Sei E eine kompakte Teilmenge vom pX, dq. Sei f : E Ñ R stetig. Bezeichnen wir m :�
infxPE fpxq und M :� supxPE fpxq. Dann:

�8   m ¤M   �8, und Dxmin, xmax P E, so dass fpxminq � m und fpxmaxq �M . Das

bedeutet, dass f ihr Minimum m und ihr Maximum M auf E annimmt.

Beispiel 1.4 (Satz vom Minimum und Maximum).

Sei Sn�1 � tx P Rn : |x| � 1u die (n-1)-dimensionale Einheitssphäre im Rn. Sei A �
paj,kqnj,k�1 P Rn�n eine reell symmetrische n� n-Matrix. Sei Q : Rn Ñ R,

Qpxq :� xAx, xyRn � pAxq � x �
ņ

j,k�1

aj,kxjxk
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die entsprechende quadratische Form. Hier sind xx, yyRn � x � y � °n
k�1 xkyk stan-

dardmäßige Skalarprodukte des Rn; Rn�n ist die Abkürzung für den Matrizen-Vektorraum

Matpn� n,Rq.

Da Q auf Sm�1 stetig ist und Sm�1 in Rm kompakt ist, impliziert der Satz vom Mi-

nimum und Maximum, dass Q auf Sm�1 ihr Minimum m und ihr Maximum M annimmt.

Eigentlich ist m � λ1 der kleinste Eigenwert und M � λm der größte Eigenwert von A.

Man kann durch dieses Beispiel den Spektralsatz für symmetrische Matrizen (Haupt-

achsentransformation) beweisen (s. Linear Algebra).

1.2 Übersicht des Themas 2: mehrdimensionale Differentialrechnung.

Seien n,m P N. Sei Ω � Kn eine offene Menge. Sei f : ΩÑ Km eine Funktion.

Definition 1.9 (Differenzierbarkeit und Ableitung im Rn).
Die Funktion f heißt (Fréchet/total) differenzierbar an der Stelle y P Ω, wenn es einen

linearern Operator (Homomorphismus) A � Ay P LpKn,Kmq gibt, so dass

lim
xÑy

1

|x� y| pfpxq � fpyq �Apx� yqq � 0. (1.1)

Der lineare Operator A � Ay in (17.1) ist eindeutig bestimmt und heißt Ableitung von

f in y. Man bezeichnet Ay als Bfpyq oder Dfpyq.
Hier bezeichnen wir als LpKn,Kmq den Vektorraum der linearen Operatoren (Homo-

morphismen) H : Kn Ñ Km.

Man kann die Ableitung Dfpyq durch partielle Ableitungen Bjfpyq � Bxjfpyq � Bf
Bxj pyq

darstellen. Sei e1 � p1, 0, . . . , 0q, e2 � p0, 1, 0 . . . , 0q, . . . , en � p0, . . . , 0, 1q die Standardba-

sis im Kn.

Definition 1.10 (partielle Ableitungen).

Sei j P N, 1 ¤ j ¤ n. Die partielle Ableitung Bjfpyq P Km von f an der Stelle y ist der

folgende Limes in Km

Bf
Bxj pyq :� lim

ζÑ0
ζPK

1

ζ
pfpy � ζejq � fpyqq (falls dieser Limes existiert).

Wenn m � 1, ist Bjfpyq eine Zahl (das heißt Bjfpyq P R oder Bjfpyq P C).

Satz 1.3. (a) Falls die totale Ableitung Ay � Dfpyq existiert, dann existieren auch alle

partiellen Ableitungen in y.

(b) Seien m � 1 und f : Ω Ñ K. Dann können wir Dfpyq mit dem Zeilenvektor

pB1fpyq, B2fpyq, . . . , Bnfpyqq identifizieren.
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Beweis. In der Tat, falls A � Dfpyq existiert, ist A P LpKn,Kq ein linerarer Operator,

der mit einer 1 � n-Matrix identifiziert werden kann, das heißt, mit einem Zeilenvektor

pa1, a2, . . . , anq.
Definitionsgemäß

fpxq � fpyq � pa1, a2, . . . , anq

�����
x1 � y1
x2 � y2
. . .

xn � yn

����� op|x� y|q, wenn xÑ y (1.2)

wobei gpxq � ophpxqq, wenn x Ñ y bedeutet, dass limxÑy
1

|hpxq|gpxq � 0 (klein o-Landau-

Symbol :� “ die Funktion g ist asymptotisch gegenüber h vernachlässigbar”).

Man kann durch die Definition von Bjfpyq zeigen, dass aj � Bjfpyq (Aufgabe).
Definition 1.11 (Gradient).

Sei m � 1. Sei f in y P Ω � Kn differenzierbar. Dann kann man den Gradient ∇fpyq von
f in y als den Spaltenvektor

pDfpyqqJ � pB1fpyq, B2fpyq, . . . , BnfpyqqJ P Kn

definieren. Die Bezeichnungen für den Gradient sind ∇fpyq und grad fpyq.

Der Gradient ∇fpyq zeigt in Kn die Richtung des größten Höhenanstiegs von f . Mit

Hilfe des Gradients kann man lokale Extrema bestimmen.

Satz 1.4 (notwendige Bedingung lokaler Extrema).

Sei Ω � Rn. Sei f : ΩÑ R an der Stelle y P Ω differenzierbar.

Falls y ein lokales Extremum ist, gilt ∇fpyq � 0Rn.

Definition 1.12 (kritische Punkte).

Sei Ω � Rn. Sei f : Ω Ñ R. Falls ∇fpyq � 0Rn , sagt man, dass f einen kritischen Punkt

in y hat.

Seien n,m P N. Sei K � R oder K � C. Sei Ω � Kn eine offene Menge. Sei f : ΩÑ Km

eine Funktion.

Definition 1.13 (Differenzierbarkeit auf einer offenen Menge).

Ist eine Funktion f : Ω Ñ Km an jeder Stelle x P Ω differenzierbar, sagt man, dass f in

Ω differenzierbar ist. Dann definiert pDfqpxq � Ax, x P Ω eine Abbildung (Ableitungs-

Funktion) Df : ΩÑ LpKn,Kmq, Df : x ÞÑ Ax.

Um die 2-te Ableitung von f als die Ableitung DpDfq von der Ableitungs-Funktion

Dfp�q zu definieren, braucht man die Definition von Konvergenz im Vektorraum LpKn,Kmq.
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Satz 1.5.

Der Vektorraum der linearen Operatoren LpKn,Kmq ist ein normierter Raum mit der

Norm

}A} � }A}LpKn,Kmq :� sup
xPKnzt0Knu

|Ax|
|x| .

Jetzt kann man höhere Ableitungen

D2f � DpDfq P L pKn,LpKn,Kmqq ,

D3f � DpD2fq P L pKn,L pKn,LpKn,Kmqqq , . . . ,
definieren (bis zur Ordnung k, für die diese Ableitungen existieren).

Sei m � 1. Die Operatoren des Raums LpKn,Kq heißen Linearformen. Man kann

� den Raum L pKn,LpKn,Kqq mit dem Vektorraum L2pKn,Kq der bilinearen Formen

B : Kn �Kn Ñ K identifizieren,

� den Raum L pKn,L pKn,LpKn,Kqqq mit dem Vektorraum L3pKn,Kq der trilinearen
Formen B : Kn �Kn �Kn Ñ K identifizieren, . . .

Beispiel 1.5 (Hessematrix).

Sei m � 1 und sei K � R. Sei f 2-mal differenzierbar in Ω. Dann existiert für je-

des p P Ω die Hessematrix Hf ppq � pBjBkfppqqnj,k�1. Die entsprechende bilineare Forme

bpx, yq � xHf ppqx, yyRn � °n
j,k�1 BjBkfppqxkyj , b : Rn � Rn Ñ R kann man mit der

2-ten Ableitung D2fpyq identifizieren.
Die Taylor-Formel der 2-te Ordnung

fpxq � fpyq � x∇fpyq, x � yyRn � 1

2
xHf pyqpx � yq, px � yqyRn � op|x � y|2q,

wenn x Ñ y, kann man benutzen um die Existenz eines lokalen Maximum/Minimum zu

beweisen.

Hier bezeichnet das klein o-Landau-Symbol op|x � y|2q eine Funktion g der Form

gpxq � αpxq|x� y|2 mit αpxq Ñ 0, wenn xÑ y.

Falls y ein kritischer Punkt ist, das heißt, falls

∇fpyq � pB1fpyq, B2fpyq, . . . , BnfpyqqJ � 0,

haben wir

fpxq � fpyq � 1

2
xHf pyqpx� yq, px� yqyRn � op|x� y|2q für xÑ y.

Also liefert die Hessematrix für kritische Punkte y die Approximation von fpxq�fpyq.

fpxq � fpyq � 1

2
xHf pyqpx� yq, px� yqyRn � op|x� y|2q, wenn xÑ y.
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Theorem 1.3 (hinreichende Bedingungen lokaler Extrema).

Sei Ω � Rn offen. Nehmen wir an, dass die 2-mal differezirbare Funktion f : ΩÑ R einen

kritischen Punkt y P Ω hat. Dann gilt:

(a) Der Punkt y ist eine lokale Minimumstelle, wenn die Hessematrix Hf pyq positiv

definit ist (das heißt, alle Eigenwerte von Hf pyq sind ¡ 0).

(b) Der Punkt y ist eine lokale Maximumstelle, wenn Hf pyq negativ definit ist (das

heißt, alle Eigenwerte von Hf pyq sind   0).

(c) Falls Hf pyq mindestens einen negativen Eigenwert λ1   0 und mindestens einen

positiven Eigenwert λn ¡ 0 hat, ist y keine Extremstelle.

Wenn Hf pyq nur positiv oder negativ semidefinit, aber nicht definit, können wir Th.

1.3 nicht anwenden. Taylor-Formeln 3-ter Ordnung, 4-ter Ordnung, . . . . , können doch

manchmal helfen.

Ummit höheren Ableitungen zu arbeiten, brauchen wir die funktionalen (Vektor)räume

der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit k P N0 Y t�8u, wobei N0 :� t0u Y N.
Eine Funktion f : Ω Ñ Km heißt C0-Funktion, falls f stetig ist.Also ist CpΩq �

CpΩ,Kmq � C0pΩ,Kmq der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : ΩÑ Km.

Definition 1.14 (Ck-Vektorräume). (a) Sei k � 1. Der Vektorraum C1pΩ,Kmq der ste-

tig differenzierbaren Funktionen ist der Raum aller Funktionen f : ΩÑ Km, so dass

f differenzierbar in Ω ist und Df P C pΩ,LpKn,Kmqq.
(b) Sei k P N. Der Vektorraum CkpΩ,Kmq ist der Raum aller Funktionen f : Ω Ñ Km,

so dass f k-mal differenzierbar in Ω ist und die k-te Ableitung Dkf ist eine stetige

Funktion (mit Werten im Raum der k-lineare Abbildungen LkpKn,Kmq).
(c) Sei k � p�q8. Der Vektorraum C8pΩ,Kmq ist definitionsgemäß

C8pΩ,Kmq :�
�8£
ℓ�1

CℓpΩ,Kmq.

Das bedeutet, C8-Funktionen sind unendlich oft differenzierbar (glatt).

Man nennt manchmal Ck-Funktionen Ck-glatte Funktionen.

Sei Ω � Kn eine offene beschränkte Menge. Dann ist der Abschluss Ω eine abgeschlos-

sene Menge, und sogar eine kompakte Menge (Aufgabe, benutzen Sie Th. 1.1).

Sei CpΩ,Kmq der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : ΩÑ Km.

Satz 1.6 (Supremums-Norm).

CpΩ,Kmq ist ein normierter Raum mit der Norm

}f}CpΩq � }f}8 :� sup
xPΩ

|fpxq| � max
xPΩ

|fpxq| (s. Th 1.2).

Die Konvergenz bzgl. } � }8 heißt gleichmäßige Konvergenz.
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1.3 Übersicht des Themas 4: Vektoranalysis, grad-, div-, rot-Operatoren.

Die Abbildung grad : C1pΩ,Kq Ñ CpΩ,Knq,

grad fpxq � ∇fpxq � pB1fpxq, . . . , Bnfpxqq

ist ein linearer Operator vom Raum der skalaren (K-wertigen) Funktionen C1pΩ,Kq in

den Raum CpΩ,Knq der stetigen Vektorfelder.

Definition 1.15 (Vektorfelder).

SeiM � Kn (oder manchmalM � Kn�1). Eine Funktion u :M Ñ Kn heißt ein Vektorfeld

auf der Menge M .

Vektorfelder (besonders vom Typ u : R3 Ñ R3 und w : R3 � R Ñ R3) spielen sehr

wichtige Rolle in der Physik:

� Geschwindigkeitsfelder von Gasen und Flüssigkeiten,

� Kraftfelder, Gravitationsfelder,

� elektrische und magnetische Felder,

� Gradienten von skalarwertigen Funktionen (von Skalarfeldern).

Bemerkung 1.1.

Normalweise benutzen wir den Fall K � R und Vektorfelder vom Typ upxq, wpx, tq,

u :M Ñ Rn, w :M � r0,�8q Ñ Rn,

wobei x in einer offenen Menge M � Ω � Rn oder in einer abgeschlossenen Menge M �
Ω � Rn mit n � 2 oder n � 3 ist.

Normalerweise nehmen wir an, dass Vektorfelder stetige oder Ck-Funktionen sind

(Ck-Vektorfelder).

Sei upxq � pu1pxq, u2pxq, u3pxqqJ ein C1-Vektorfeld auf Ω � R3. Das heißt, u P
C1pΩ,R3q. Man kann dann die linearen Operatoren div (Divergenz) und rot (Rotation)

definieren:

divpuq � ∇ � u � B1u1 � B2u2 � B3u3, div : C1pΩ,R3q Ñ CpΩ,Rq,

rotpuq � ∇� u �

�������
e1 B1 u1
e2 B2 u2
e3 B3 u3

������� , rot : C1pΩ,R3q Ñ CpΩ,R3q,

hier ist ”�” ein (formales) Vektorprodukt/Kreuzprodukt, und so gilt

rotpuq � pB2u3 � B3u2qe1 � pB3u1 � B1u3qe2 � pB1u2 � B2u1qe3.

Man kann mit div und rot die Maxwell-Gleichungen kurz schreiben.
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Seien E : R3 � r0,�8q Ñ R3 die elektrische und H : R3 � r0,�8q Ñ R3 die magne-

tische Feldstärken, ε0 die Permittivität und µ0 magnetische Permeabilität des Vakuums.

Dann kann man das einfachste Maxwell-Gleichungssystem (ohne elektrischen Strom und

im Vakuum) schreiben als

BtEpx, tq � 1

ε0
∇�Hpx, tq, BtHpx, tq � � 1

µ0
∇�Epx, tq,

divEpx, tq � 0, divHpx, tq � 0

1.4 Übersicht des Themas 3: mehrdimensionale Integralrechnung.

Betrachten wir das Anfangfswertproblem

Epx, 0q � E0pxq,Hpx, 0q � H0pxq, x P R3,

für das Maxwell-Gleichungssystem

BtEpx, tq � 1

ε0
∇�Hpx, tq, BtHpx, tq � � 1

µ0
∇�Epx, tq,

divEpx, tq � 0, divHpx, tq � 0,

mit zusätzlichen Bedingungen 0 � divE0pxq � divH0pxq, x P R3. Die gesamte elektro-

magnetische Energie (EM-Energie) zum Zeitpunkt t ist

Eptq � 1

2

»
R3

�
ε0|Epx, tq|2 � µ0|Hpx, tq|2

�
dx,

wobei die nichtnegative Funktion�
ε0|Epx, tq|2 � µ0|Hpx, tq|2

�
die elektromagnetische Energiedichte (im Vakuum) ist.

Sei das 3-dimensionale Riemann-Integral Ep0q endlich
Ep0q � 1

2

»
R3

�
ε0|E0pxq|2 � µ0|H0pxq|2�dx   �8,

dann ist es möglich die Lösung tEpx, tq,Hpx, tqu in solcher Weise zu definieren, dass sie

existiert und eindeutig ist. Außerdem Eptq � Ep0q für alle t ¥ 0. Mit anderen Worten, die

EM-Energie im R3-Vakuum ist eine Erhaltungsgröße.

Leider ist das 3-dim. Riemann-Integral für solche mathematischen Theorien nicht hin-

reichend. Partielle Differentialgleichungen haben oft eine gute Theorie in L2pΩq-Räumen

(oder genereller im LppΩq-Räumen), die durch Lebesgue-Maß und Lebesgue-Integral defi-

niert werden.

Zusätzlich zum 3-dim. Riemann-Integral brauchen wir auch

� skalare und vektorielle Kurven-Integrale und

� Oberflächenintegrale,

um den physikalische Sinn von div u und rotu zu verstehen (Gauß-Integralsatz, Zirkula-

tion, 3-dim. Stokes-Satz).
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2 Metrische und normierte Räume. Innenprodukträume.

2.1 Metrische und normierte Räumen.

Definition 2.1 (metrischer Raum).

Ein metrischer Raum pX, dq besteht aus einer Menge X und einer Abstand-Funktion

d : X �X Ñ r0,�8q, die die folgenden Eigenschaften @x, y, z P X hat:

(a) dpx, yq ¥ 0 (d ist positiv semidefinit)

(b) dpx, yq � 0ô x � y

(zusammen mit (a) bedeutet es, dass d positiv definit ist)

(c) Symmetrie: dpx, yq � dpy, xq
(d) Dreiecksungleichung: dpx, zq ¤ dpx, yq � dpy, zq.

Die Funktion dp�, �q heißt auch der Abstand / die Metrik.

Wir bezeichnen als K immer den Körper K � R oder K � C.

Definition 2.2 (Norm).

Sei V ein Vektorraum. Eine Funktion } � } : V Ñ R heißt Norm, wenn sie die folgenden

Eigenschaften @u, v P V besitzt:

(a) }u} ¥ 0 (positive Semidefinitheit)

(b) }u} � 0 genau wenn u � 0V
(zusammen mit (a) bedeutet es positive Definitheit).

(c) }αu} � |α| }u} @α P K

(d) Dreieckungleichung : }u� v} ¤ }u} � }v}
Definition 2.3 (normierter Raum).

Ein Vektorraum V über K heißt normierter Raum, wenn V mit einer Norm }�} ausgerüstet
ist. In diesem Fall schreibt man den normierten Raum als pV, } � }q.
Satz 2.1 (normierte Räume sind metrische Räume).

Sei pV, } � }q ein normierter Raum. Mit dpv, uq � }v � u} ist pV, dq dann ein metrischer

Raum.

Sei n P N.

Beispiel 2.1 (Euklidische Räume über K).

Der Vektorraum Kn mit der Betrags-Norm |x| � p°n
j�1 |xj |2q1{2 ist ein normierter Vek-

torraum.

Und so ist Kn auch ein metrischer Raum pKn, d2q mit dem Abstand d2px, yq � |x�y|.
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Satz 2.2.

Sei M eine Teilmenge des metrischen Raums pX, dq. Dann ist pM,dq auch ein metrischer

Raum.

Bemerkung 2.1 (induzierter Abstand und Einschränkung).

Dieser Satz ist nicht komplett mathematisch streng geschrieben. Streng ist: pM,ρq mit ρ �
d|M�M ist ein metrischer Raum, wobei ρ � d|M�M die Einschränkung von d : X�X Ñ R
auf M �M ist.

“Einschränkung” bedeutet, dass ρpx, yq � dpx, yq @x, y PM , aber der Definitionsbe-

reich M �M von ρ � d|M�M “kleiner” als der Definitionsbereich X �X von d ist. Der

Abstand ρ heißt induzierter Abstand (durch den Abstand d).

Man sagt auch, dass die Betrags-Norm | � | den Abstand d2px, yq � |x � y| in Kn

induziert.

Beispiel 2.2 (metrischer Raum, der kein Vektorraum ist).

Sei S2 � BK1p0q die Einheitssphäre in pR3, d2q, d2px, yq :� |x � y|. Dann ist pS2, d2q �
pS2, d2|S2�S2q der metrische Raum mit dem induzierten Abstand d2|S2�S2 .

Beispiel 2.3 (ℓ2-Raum).

Sei ℓ2 � ℓ2pNq � ℓ2KpNq die Menge aller Folgen (unendlicher Tupel) x � px1, x2, . . . q mit

den Komponenten (Koordinaten) xj P K @j, so dass
°�8
j�1 |xj |2   �8. Das bedeutet,

ℓ2 � tx � pxjq8j�1 P KN :
°8
j�1 |xj |2   �8u, wobei KN � K � K � . . . (abzählbar

unendlichmal). Dann ist ℓ2 ein Vektorraum und ein normierter Raum mit der Norm }x}2 ��°8
j�1 |xj |2

	1{2
.

Bemerkung 2.2 (unendliche Dimensionalität vom ℓ2-Raum).(a) Der ℓ2pNq-Raum ist ei-

ne unendlich-dimensionale Version des euklidischen Raums Kn. Die Betrags-Norm

|x| �
�°n

j�1 |xj |2
	1{2

in Kn nennt man manchmal ℓ2-Norm. Man benutzt oft auch

den Raum ℓ2pZq � tx � pxjqjPZ P KZ :
°�8
j��8 |xj |2   �8u, der isomorph mit ℓ2pNq

ist.

(b) Ein Vektorraum V über K ist unendlich-dimensional, wenn V keine endliche Basis

besitzt (eine Basis im Sinne von “Math I” heißt auch Hamelbasis).

(c) Sei U ein Untervektorraum des Vektorraums V . Dann ist die Dimensionalität von U

¤ der Dimensionalität von V .

Aufgabe 2.1.

Beweisen Sie, dass ℓ2 ein unendlich-dimensionaler Vektorraum ist.

Der ℓ2-Raum ist ein Vektorraum über K, weil @x, y P ℓ2 und @α, β P K die Linear-

kombination

αx� βy � pαx1 � βy1, αx2 � βy2, . . . q zu ℓ2 gehört,
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das heißt, x, y P ℓ2 ñ °8
j�1 |αxj � βyj |2   �8.

Diese Aussage folgt z.B. aus der folgenden Ungleichung.

Satz 2.3 (ℓ2pNq-Dreieckungleichung).

Für beliebige Folgen pxjq�8j�1, pyjqp�q8j�1 von komplexen Zahlen gilt� 8̧

j�1

|xj � yj |2
�1{2

¤
� 8̧

j�1

|xj |2
�1{2

�
� 8̧

j�1

|yj |2
�1{2

,

wobei

p�8qα � �8 für α ¡ 0, �8� c � �8 @c P RY t�8u, und �8 ¤ �8. (2.1)

Der Beweis der ℓ2pNq-Dreieckungleichung kann man aus der pCn, |�|q-Dreiecksungleichung

erhalten, oder aus der ℓ2pNq-Version der Cauchy-(Bunjakowski-Schwarz)-Ungleichung.

Satz 2.4.

Der ℓ2-Vektorraum ist ein normierter Raum mit der Norm }x}2 �
�°8

j�1 |xj |2
	1{2

.

Beweis. Die Eigenschaft (d) der Norm ist Satz 2.3 (ℓ2-Dreieckungleichung). Die restlichen

Eigenschaften der Norm beweist man genauso wie für pKn, | � |q im “Math I”.

2.2 Innenprodukträume.

Beispiel 2.4 (Skalarprodukt des ℓ2-Raums).

Der ℓ2-Raum ist ein Beispiel eines Innenproduktraums mit dem inneren Produkt (Skalar-

produkt)

xx, yyℓ2 �
8̧

j�1

xjyj .

Das innere Produkt induziert die Norm }x}2 � axx, xyℓ2 , und so auch den Abstand

}x� y}2.
Definition 2.4 (inneres Produkt/Skalarprodukt).

Sei V ein Vektorraum über K. Ein inneres Produkt/Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung

x�, �y � x�, �yV : V � V Ñ K mit der folgenden Eigenschaften @x, y, z P V :

(a) xx, yy � xy, xy,
(b) xαx� βy, zy � αxx, zy � βxy, zy @α, β P K (Linearität bzgl. der 1. Variable),

(c) xx, xy ¥ 0,

(d) xx, xy � 0 genau wenn x � 0V .

Definition 2.5 (Innenproduktraum und Halbhilbertraum).(a) Ein Vektorraum pV, x�, �yq
mit einem inneren Produkt heißt Innenproduktraum (manchmal auch Prähilbertraum).
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(b) Wenn die Abbildung x�, �y die Eigenschaften (a)-(c) der Def. 2.4 besitzt (und wir haben

keine Information über Eigenschaft (d)), heißt pV, x�, �yq Halbhilbertraum.

Bemerkung 2.3 (Symmetrie-Eigenschaft im Fall K � R).
Im Fall K � R ist das Skalarprodukt reellwertig, und so, (a) ðñ (a’) xx, yy � xy, xy
(Symmetrie). Dann (b) ñ (b’) xz, αx� βyy � αxz, xy � βxz, yy @α, β P K.

(b) und (b’) zusammen bedeuten, dass x�, �y eine bilineare Form ist, und (a’) bedeutet,

dass diese bilineare Form symmetrisch ist.

Bemerkung 2.4 (hermitesche Symmetrie im Fall K � C).
Im Fall K � C, (a) + (b) ùñ
(b”) xz, αx� βyy � αxz, xy � βxz, yy @α, β P K.

(b”) bedeutet, dass xx, yy konjugiert linear bzgl. der 2. Variabel ist. In diesem Fall ist x�, �y
eine Sesquilinearform.

Satz 2.5 (Skalarprodukt induziert eine Norm).

Sei pV, x�, �yV q ein Innenproduktraum. Dann ist }x} :�axx, xy eine Norm auf V .

Der Beweis benutzt die folgende Ungleichung.

Theorem 2.1 (Cauchy-(Bunjakowski)-Schwarz-Ungl., CBS-Ungl.).

Sei pV, x�, �yV q ein Halbhilbertraum. Dann

|xx, yyV | ¤ }x}V }y}V , wobei }x}V :�axx, xyV .
Beweis des Satzes 2.5 (Skalarprodukt induziert eine Norm). Sei pV, x�, �yq ein Innenproduk-

traum. Sei }x} :�axx, xy. Wir sollen beweisen, dass }�} die Eigenschaften der Norm erfüllt.

(d) Die Dreieckungleichung folgt aus CBS-Ungleichung :

}x� y}2 � xx� y, x� yy � }x}2 � xx, yy � xy, xy � }y}2 �
� }x}2 � 2Rexx, yy � }y}2, wobei Re ζ der Realteil von ζ P C ist.

Weil |Re ζ| ¤ |ζ|, haben wir aus der CBS-Ungleichung

}x� y}2 ¤ }x}2 � 2|xx, yy| � }y}2 ¤ }x}2 � 2}x}}y} � }y}2 � p}x} � }y}q2.
(a) }x} ¥ 0, weil xx, xy ¥ 0.

(b) }x} � 0 ô xx, xy � 0 ô x � 0V .

(c) }αx} �axαx, αxy �aα � αxx, xy �a|α|2xx, xy � |α|axx, xy � |α|}x}.
Die Eigenschaften des inneren Produkts sind für xx, yyℓ2 �

°8
j�1 xjyj offenbar. Die

ℓ2-Dreieckungleichung folgt aus der CBS-Ungleichung für ℓ2.

Beispiel 2.5 (L2-Skalarprodukt).

Seien �8   a   b   �8. Die Menge Cra, bs � CKra, bs der stetigen K-wertigen Funktio-

nen auf ra, bs ist ein Vektorraum bzgl. der Addition der Funktionen und der Multiplikation

der Funktionen mit den Zahlen. Mit dem inneren Produkt

xf, gyL2 :�
» b
a
fpxqgpxqdx, f, g P CKra, bs,

ist CKra, bs ein Innenproduktraum.
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Satz 2.6 (L2-Skalarprodukt in Cra, bs).
Die Sesquilinearform xf, gyL2 :� ³b

a fpxqgpxqdx definiert ein inneres Produkt im Vektor-

raum Cra, bs � CCra, bs.
Beweis. Der Beweis der Eigenschaften (a)-(c) der Def. 2.4 ist offenbar.

Beweisen wir (d): xf, fyL2 � 0 genau wenn f � 0. f � 0 � 0Cra,bs bedeutet, dass f � 0,

das heißt, fpxq � 0 @x P ra, bs. In diesem Fall, klar xf, fyL2 � ³ba |f |2dx � 0.

Umgekehrt, sei f � 0. Wir beweisen, dass xf, fy ¡ 0.

Weil f � 0, Dx0 P ra, bs, so dass fpx0q � 0. Da f stetig ist, ist |f | auch stetig, und D
hinreichend kleine ϵ, δ ¡ 0, so dass

|fpxq| ¡ δ für x P Iϵ � px0 � ϵ, x0 � ϵq X ra, bs.

Dann xf, fy � ³
Iϵ
|f |2dx � ³ra,bszIϵ |f |2dx ¥ ³

Iϵ
|f |2dx ¥ δ

³
Iϵ
dx � δ v1pIϵq¡ 0, wobei

v1pIϵq � |Iϵ| ¡ 0 die Länge (1-dim. Jordan-Maß) des Intervalls Iϵ ist.

3 Topologie metrischer Räume. Konvergenz und Cauchy-

Folgen, Vollständigkeit.

3.1 Topologie metrischer Räumen.

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei E � X.

Definition 3.1 (offene Kugel und punktierte offene Kugel). (a) Eine offene Kugel mit

Radius r ¡ 0 und Mittelpunkt/Zentrum z P X ist definitiongemäß die Menge

Krpzq :� tx P X : dpz, xq   ru.

(b) Dann heißt die Menge

K
r pzq :� tx P X : 0   dpz, xq   ru � Krpzqztzu

die punktierte offene Kugel.

Definition 3.2 (innere, Häufungs-, isolierte Punkte). (a) Ein Punkt p P E heißt innerer

Punkt von E, wenn es eine offene Kugel Krppq gibt, so dass Krppq � E.

Die Menge aller inneren Punkte von E bezeichnen wir als Eo.

(b) Ein Punkt p P X heißt Häufungspunkt von E, wenn E XK
r ppq � ∅ @r ¡ 0.

Die Menge aller Häufungspunkt von E bezeichnen wir als E1.

(c) Falls p P E und p R E1, wird p ein isolierter Punkt von E genannt.

Definition 3.3 (offene und abgeschlossene Mengen). (a) Eine Menge E � X heißt of-

fen, falls E � Eo.
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(b) Eine Menge E � X heißt abgeschlossen, wenn ihr Komplement Xc :� XzE offen

ist.

Satz 3.1 (Kriterien von Abgeschlossenheit und Offenheit). (a) Eine Menge E ist genau

dann abgeschlossen, wenn E1 � E.

(b) Eine Menge E ist genau dann offen, wenn ihr Komplement Xc � XzE abgeschlossen

ist.

Aufgabe 3.1.

Beweisen Sie Satz 3.1. Für (b) benutzen Sie pEcqc � E.

Beispiel 3.1.

In pC, | � |q�pR2, | � |q betrachten wir die offene Kreisscheibe (2-dim. Kugel) K1p0q � t|z|  
1u. DannpK1p0qqo � K1p0q, und so ist K1p0q offen.
pK1p0qq1 � t|z| ¤ 1u � K1p0q � K1p0q ñ K1p0q nicht abgeschlossen.
Die Menge der isolierten Punkten von K1p0q ist die leere Menge ∅.

Das Komplement K1p0qc � CzK1p0q � tz P C : |z| ¥ 1u ist abgeschlossen, und

pCzK1p0qq1 � CzK1p0q.
Satz 3.2.

Wenn p P E1, gibt es in jeder Krppq unendlich viele Punkte von E.

Beweis. p P E1 ñ Dp1 P E XK
r1ppq.

Sei 0   r2   dpp, p1q, dann Dp2 P E XK
r2ppq. Klar p2 � p1.

Sei 0   r3   dpp, p2q, dann ...

Korollar 3.1 (endliche Mengen).

Sei E � tpjunj�1 eine Menge mit endlich vielen n P N Punkten. Dann:

(a) E hat keine Häufungspunkte.

(b) E ist abgeschlossen.

(c) Jedes pj P E ist ein isolierter Punkt von E.

Bilden wir ein Beispiel der unendlichen Menge E mit E1 � ∅.

Beispiel 3.2.

In pR, | � |q hat Z keine Häufungspunkte, Z1 � ∅. Jeder Punkt x P Z ist isoliert. Z ist

abgeschlossen. Zo � ∅.

Beispiel 3.3 (Eo, E1, Ec hängen vom metrischen Raum X ab). (a) In pR, |�|q ist R gleich-

zeitig abgeschlossen und offen. (Errinnerung: im pX, dq sind X und ∅ gleichzeitig

abgeschlossen und offen.) R1 � R � Ro, Rc � ∅.

(b) In pC, | � |q ist R abgeschlossenen, aber nicht offen. R1 � R � Ro � ∅, Rc � CzR �
tz P C : Im z � 0u, wobei Im z Imaginärteil von z P C ist.
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Aufgabe 3.2 (Abgeschlossenheit hängt vom metrischen Raum X ab).

Bilden Sie ein Beispiel mit zwei Teilmengen E und M im pR, | � |q, so dass alle folgenden

Aussagen wahr sind:

� E �M ,

� E ist abgeschlossen im induzierten metrischen Raum pM,d2q,
� E ist nicht abgeschlossen im pR, | � |q.

Satz 3.3 (Vereinigungen und Schnitte offener Mengen).(a) Für jede Familie tGαuαPA of-

fener Mengen Gα ist ihre Vereinigung
�
αPAGα offen.

(b) Für jede (endliche) Familie tGjunj�1 offener Mengen Gj ist ihre Schnittmenge
�n
j�1Gj

offen.

�¤
αPA

Eα

�c
�
£
αPA

Ecα,

�£
αPA

Eα

�c
�
¤
αPA

Ecα ùñ pDualitätq

Korollar 3.2 (Vereinigungen & Schnitte abgeschlossener Mengen).(a) Für jede Familie

tFαuαPA abgeschlossener Mengen Fα ist ihre Schnittmenge
�
αPA Fα abgeschlossen.

(b) Für jede (endliche) Familie tFjunj�1 abgeschlossener Mengen Fj ist ihre Vereinigung�n
j�1 Fj abgeschlossen.

3.2 Konvergenz und Cauchy-Folgen.

Sei (X,d) ein metrischer Raum.

Definition 3.4 (Konvergenz).

Eine Folge tpnu8n�1 � X konvergiert gegen p P X, wenn limnÑ8 dppn, pq � 0. In diesem

Fall sagt man, dass p der Grenzwert (oder der Limes) von tpnu8n�1 ist.

Bezeichnungen: pn Ñ p, wenn nÑ8, oder lim pn � p.

Definition 3.5 (äquivalente “ε-δ Definition”).

Eine Folge tpnu8n�1 � X konvergiert gegen p P X, wenn es @ε ¡ 0 eine Nummer Nε P N
gibt, so dass dppn, pq   ε für alle n ¥ Nε.

Diese zwei Definitionen sind offenbar äquivalent.

Definition 3.6 (Cauchy-Folgen).

Eine Folge tpnu8n�1 � X heißt Cauchy-Folge, wenn es @ε ¡ 0 eine Nummer Nε P N gibt,

so dass dppn, pmq   ε für alle n,m ¥ Nε.

Satz 3.4.

Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Der Beweis ist wie im Kurs “Math 1”.
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(Gegen)beispiel 3.4 (Cauchy-Folge ñ konvergente Folge).

Die Folge der rationalen Zahlen tpnu8n�1 mit p1 � 2 und pn � pn�1

2 � 1
pn�1

, n � 2, 3, . . . ,

im metrischen Raum pQ, d2q ist eine Cauchy-Folge, aber tpnu konvergiert nicht im Raum

Q.

Die Folge tpnu8n�1 konvergiert im pR, | � |q gegen die positive Wurzel der Gleichung x �
x{2�1{x (Aufgabe). Also |pn�

?
2| Ñ 0, und so ist tpnu8n�1 eine Cauchy-Folge im pR, | � |q

und im pQ, d2q.
Als Q bezeichnen wir den Körper aller rationalen Zahlen.

3.3 Vollständigkeit.

Definition 3.7 (vollständige Räume).(a) Falls jede Cauchy-Folge im metrischen Raum

pX, dq konvergiert, sagt man, dass pX, dq vollständig ist.

(b) Ein normierter Raum pV, } �}q heißt vollständig, wenn V mit dem induzierten Abstand

dpu, vq � }u� v} vollständig ist.

(c) Ein Innenproduktraum pV, x�, �yq heißt vollständig, wenn der induzierte normierte Raum

pV, } � }q mit }u} �axu, uy vollständig ist.

Beispiel 3.5 (vollständige und nicht vollständige Räume). (a) pQ, d2q ist nicht vollständig,
s. Beispiel 3.4.

(b) pK, | � |q ist vollständig (K � R oder K � C).

(c) ℓ2KpNq und ℓ2KpZq sind vollständige Innenprodukträume.

Definition 3.8 (Banachräume und Hilberträume).(a) Ein vollständiger normierter Vek-

torraum heißt Banachraum.

(b) Ein vollständiger Innenproduktraum heißt Hilbertraum.

Theorem 3.1.

ℓ2KpNq und ℓ2KpZq sind Hilberträume.

Sei �8   a   b   �8.

Theorem 3.2.

Der Innenproduktraum pCKra, bs, x�, �yL2q ist nicht vollständig und damit kein Hilbertraum.

Bemerkung 3.1 (die 1. Definition vom Raum L2ra, bs). (a) Der Lebesgue-Raum L2
Kra, bs

kann als die Vervollständigung des Raums pCKra, bs, x�, �yL2q definiert werden.
L2
Kra, bs ist ein Hilbertraum.

(b) Die Hilberträumen ℓ2KpNq, ℓ2KpZq, und L2
Kra, bs sind isometrisch isomorph.

23



4 Konvergenz, Rand, Vervollständigung und Kompaktheit.

4.1 Konvergenz, Abschluss und Rand.

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei E � X.

Definition 4.1 (Umgebung [AE1],[W2]).

Eine Menge U � X heißt Umgebung von p P X, wenn p P Uo. Das bedeutet, U ist genau

dann eine Umgebung von p, wenn es ein r ¡ 0 gibt, so dass Krppq � U .

Bemerkung 4.1 ([R], [H1]).

Die r-Umgebung von p ist gleichbedeutend mit der Kugel Krppq.
Bemerkung 4.2.

In manchen Büchern ist eine Umgebung immer offen (und manchmal soll die Umgebung

sogar eine zusätzliche Bedingung erfüllen [FK1]).

Definition 4.2 (äquivalente 3. Definition der Konvergenz).

Eine Folge tpnu8n�1 � X konvergiert gegen p P X, wenn es für jede Umgebung U von p

eine Nummer N � NpUq gibt, so dass pn P U @n ¥ N .

Diese Definition ist äquivalent mit der 1. und 2. Definitionen der Konvergenz.

Satz 4.1 (Grenzwert im metrischen Raum ist eindeutig).

Wenn txnu8n�1 � X gegen p1 konvergiert und gegen p2 konvergiert, dann p1 � p2.

Definition 4.3.

Wenn eine Folge ein Grenzwert hat, sagt man, dass die Folge konvergiert (oder konvergent

ist).

Wenn eine Folge keinen Grenzwert in pX, dq hat, sagt man, dass die Folge divergent ist

(in pX, dq).
Korollar 4.1.

Betrachten wir E � X als einen metrischen Unterraum pE, dq von pX, dq (das heißt, der

Abstand d induziert den Abstand d|E�E in E). Nehmen wir an, dass Dtpnu8n�1 � E mit

solchem pX, dq-Grenzwert lim pn � p, so dass p R E. Dann:

(a) In pE, dq ist tpnu8n�1 nicht konvergent, aber eine Cauchy-Folge;

(b) Der metrische Unterraum pE, dq ist nicht vollständig.
Sei K � R oder K � C. Sei m P N.

Satz 4.2 (Konvergenz im Km ist komponentenweise).

Sei txrnsu8n�1 mit xrns � pxrns1 , x
rns
2 , . . . , x

rns
m q P Km eine Folge in pKm, | � |q. Dann sind die

folgenden Aussagen äquivalent:

(a) txrnsu8n�1 konvergiert in Km gegen x � px1, . . . , xmq;
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(b) txrnsu8n�1 konvergiert gegen x komponentenweise, das heißt, limnÑ8 x
rns
j � xj im

Sinne von K für jedes j mit 1 ¤ j ¤ m.

Der Beweis ist eine Aufgabe.

Satz 4.2 ist nicht wahr in ℓ2 (in ℓ2 setzen wir m � 8). In ℓ2 haben wir: (a) ñññ (b),

aber (b) {{{ùùùñññ (a).

Satz 4.3 (Cauchy-Folgen in Km).

Sei txrnsu8n�1 � Km. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent

(a) txrnsu8n�1 ist eine Cauchy-Folge in Km;

(b) jede Folge txrnsj u8n�1 ist eine Cauchy-Folge in K.

Der Beweis des Satzes 4.3 ist eine Aufgabe.

Bemerkung 4.3 (Beweis der Vollständigkeit von Km).

Satz 4.2 + Satz 4.3 + die Vollständigkeit von K ùñ die Vollständigkeit von Km.

Die Menge aller Häufungspunkt von E bezeichnen wir als E1.

Satz 4.4 (Konvergenz und Häufungspunkten).

p P E1 genau dann, wenn Dtpnu8n�1 � Eztpu, so dass lim pn � p.

Der Beweis folgt direkt aus der Definition von Häufungspunkten (Aufgabe).

Definition 4.4 (Erinnerung von Vorlesung 1: Abschluss und Rand).(a) Sei tEαuαPA die

Familie aller abgeschlossenen Teilmengen von pX, dq mit der Eigenschaft E � Eα.

Dann heißt die abgeschlossene Menge E :� �αPAEα Abschluss (abgeschlossene Hülle)

von E.

(b) Die Menge BE � E X Ec heißt Rand von E. (Errinerung: Ec :� XzE.)

Satz 4.5 (Abschluss und Rand durch Dualität).(a) E � ppEcqoqc,
(b) BE � ppEcqo Y Eoqc � EzEo

Bemerkung 4.4.(a) Als Schnittmengen von abgeschlossenen Mengen sind ein Rand und

ein Abschluss immer abgeschlossen.

(b) Der Abschluss E ist die “kleinste” abgeschlossene Menge M mit der Eigenschaft E �
M .

(c) E ist genau dann abgeschlossen, wenn E � E.

Korollar 4.2.

Sei pX, dq vollständig. Betrachten wir E � X als einen metrischen Unterraum pE, dq von
pX, dq. Dann ist pE, dq genau dann vollständig, wenn E in pX, dq abgeschlossen ist.
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Der Beweis ist eine Aufgabe.

Satz 4.6 (Abschluss und Rand durch Konvergenz).(a) p P E genau dann, wenn Dtpnu8n�1 �
E, so dass lim pn � p.

(b) p P BE genau dann, wenn Dtxnu8n�1 � E und Dtynu8n�1 � Ec, so dass limxn � p �
lim yn.

Satz 4.7 (Verbindung zwischen E, E1 und BE).

E � E Y E1 � E Y BE

4.2 Vervollständigung, dichte Mengen und Isometrie.

Sei pX, dq ein metrischer Raum.

Definition 4.5 (dichte Mengen).

Eine Menge E � X heißt dicht in X, wenn E � X.

Bemerkung 4.5.

Sei pX, dq vollständig. Sei E � X und sei pE, dq der induzierte metrische Raum. Dann ist

pE, dq eine Vervollständigung von pE, dq.
Falls zusätzlich E dicht in X ist, ist pX, dq eine Vervollständigung von pE, dq (z.B. ist

X � R die Vervollständigung von E � Q). Eine Vervollständigung ist wesentlich eindeutig.

Definition 4.6 (Isometrie und isometrische Isomorphie).

Seien pX, dXq und pY, dY q metrische Räumen.

(a) Eine Abbildung (Funktion) φ : X Ñ Y heißt Isometrie, wenn dY pφpx1q, φpx2qq �
dXpx1, x2q @x1, x2 P X.

(b) Eine Isometrie φ heißt isometrischer Isomorphismus (von metrischen Räumen), wenn

φ surjektiv ist.

Aufgabe 4.1.(a) Jede Isometrie ist injektiv.

(b) Und damit ist jeder isometrische Isomorphismus bijektiv.

(c) Die Umkehrabbildung φ�1 einer Isometrie ist eine Isometrie von pφpXq, dY q nach

pX, dXq.
(d) Die Umkehrabbildung φ�1 : Y Ñ X eines isometrischen Isomorphismus φ : X Ñ Y

ist auch ein isometrischer Isomorphismus.

Definition 4.7 (Errinerung: Bild und Umkehrabbildung).(a) Die Menge φpXq � tφpxq :

x P Xu heißt Bild von X unter φ.

(b) Sei φ : X Ñ Y injektiv. Dann existiert die Abbildung φ�1 : φpXq Ñ X mit der

Eigenschaft φ�1pφpxqq � x @x P X. Diese Abbildung φ�1 heißt Umkehrabbildung

von φ.
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Definition 4.8 (Vervollständigung).

Ein vollständiger metrischer Raum p pX, pdq heißt Vervollständigung von pX, dq, wenn es eine

solche Isometrie φ : X Ñ pX gibt, so dass das Bild φpXq � tφpxq : x P Xu dicht in pX ist.

Theorem 4.1.

Jeder metrische Raum kann vervollständigt werden.

Z.B. ist pL2ra, bs, x�, �yL2q eine Vervollständigung von pCra, bs, x�, �yL2q.
Bemerkung 4.6.

Eine Vervollständigung ist wesentlich eindeutig, in dem Sinn, dass zwei VervollständigungenpX1, pX2 immer isometrisch isomorph sind (das heißt, D ein isometrischer Isomorphismus

ψ : pX1 Ñ pX2).

4.3 Teilfolgen und kompakte Mengen.

Sei tpnu8n�1 eine Folge im metrischen Raum pX, dq.
Definition 4.9 (Teilfolgen und Teilfolgengrenzwerte).(a) Betrachten wir eine streng mo-

noton steigende Folge tnku8k�1 � N (das heißt, nk   nk�1 @k). Dann heißt die Folge

tpnku8n�1 eine Teilfolge von tpnu8n�1.

(b) Wenn tpnku8n�1 gegen p P X konvergiert, heißt p Teilfolgengrenzwert von tpnu8n�1.

Beispiel 4.1 (mehrere Teilfolgengrenzwerte für eine Folge).

Für die Folge xn � p�1qn � 1{2n, n P N, in R gibt es genau zwei Teilfolgengrenzwerte �1
(das heißt, die Teilfolgengrenzwerte sind 1 und p�1q). Die Folge txnu ist divergent. Die

Teilfolgen tx2k�1ukPN und tx2kukPN sind konvergente Teilfolgen mit den Grenzwerten p�1q
und 1.

Satz 4.8.

limnÑ8 pn � p ðððñññ jede Teilfolge tpnku8n�1 konvergiert gegen p.

Definition 4.10 (Folgenkompaktheit).

Eine Menge K � X heißt folgenkompakt, wenn jede Folge tpnu8n�1 � K einen Teilfolgen-

grenzwert in K hat.

Die Definition vom Kompaktheit kommt später.

Theorem 4.2.

In einem metrischen Raum pX, dq ist eine Menge K genau dann kompakt, wenn K fol-

genkompakt ist.

Es gibt topologische Räume, in denen Th.4.2 nicht wahr ist.

Wir arbeiten fast immer mit metrischen Räumen und verstehen so Kompaktheit mei-

stens als Folgenkompaktheit.
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Theorem 4.3 (äquival. mit dem Satz von Bolzano-Weierstraß).

Jedes abgeschlossene Intervall ra, bs in R ist kompakt.

Beispiel 4.2 (archimedische Spirale A).

Betrachten wir im C die Menge A � treiφ : r � ϕ, ϕ ¡ 0u. Wir benutzen hier Polar-

koordinaten in C: jedes z � px, yq P Czt0u hat eine Darstellung z � reiφ � r exppiφq �
pr cosφ, r sinφq mit r ¡ 0 und ‘Winkel’ φ P R. Der Radius r � |z| ist hier eindeutig, aber
das (komplexe) Argument φ ist nicht eindeutig, eiφ � eipφ�2πnq @n P Z.

Unter einer zusätzliche Bedingung φ P pc, c�2πs (mit einer fixierten Konstante c P R)
wird φ eindeutig.

Das komplexe Argument φ mit φ P p�π, πs heißt normalisiertes Argument von z. Die

entsprechende Funktion

arg : Czt0u Ñ p�π, πs, so dass z � |z|ei argpzq@z P Czt0u,

heißt Hauptzweig des (komplexen) Argument. Die archimedische Spirale A ist nicht kom-

pakt.

(Manchmal benutzt man φ P r0, 2πq für die Normierung und den Hauptzweig [AE1]).

Die archimedische Spirale A ist nicht kompakt, weil sie nicht beschränkt ist.

Definition 4.11 (beschränkte Menge).

Eine Teilmenge E eines metrischen Raums pX, dq heißt beschränkt, wenn E � Krpzq für
eine offene Kugel Krpxq im X.

Theorem 4.4 (notwendige Bedingung der Kompaktheit).

Jede kompakte Menge ist abgeschlossen und beschränkt.

Sei K � R oder K � C.

Beispiel 4.3. (a) R und C sind nicht kompakt (nicht beschränkt).

(b) Krp0q in Kn ist nicht kompakt (nicht abgeschlossen).

(c) In Rn sind K1p0q � t|x| ¤ 1u und BK1p0q � Sn�1 kompakt.

Theorem 4.5 (Kriterium des Kompaktheit der Mengen im Km).

Eine Teilmenge M des normierten Raum Km ist genau dann kompakt, wenn M abge-

schlossen und beschränkt in Km ist.

In unendlich dimensionalen Hilberträumen ist Th.4.5 nicht wahr.

Beispiel 4.4.

Im ℓ2 ist die abgeschlossene Einheitskugel K1p0q abgeschlossen und beschränkt, aber nicht

kompakt. (Warum?)
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Definition 4.12 (Überdeckungen und Teilüberdeckungen).

Eine offene Überdeckung der Menge E ist eine Familie tGαuαPA von offenen Mengen Gα,

so dass E � �αPAGα.
Wenn zusätzlich E � �αPA1

Gα für eine Teilindexmenge A1 � A, sagt man, dass tGαuαPA1

eine Teilüberdeckung ist.

Falls die Indexmenge A (oder A1) endlich ist, sagt man, dass tGαuαPA eine endliche

Überdeckung (bzw. Teilüberdeckung) ist.

Definition 4.13 (Kompaktheit).

Eine MengeK heißt kompakt, wenn jede offene Überdeckung vonK eine endliche Teilüberdeckung

enthält.

Definition 4.14 (beschränkte Folge).

Eine Folge tpnu8n�1 heißt beschränkt, wenn die Menge tpnu8n�1 beschränkt ist.

Satz 4.9.(a) Für jede in pX, dq konvergente Folge tpnu8n�1 ist die Menge tpnu8n�1 kompakt.

(b) Jede in pX, dq konvergente Folge tpnu8n�1 ist beschränkt.

Satz 4.10.

Sei K eine kompakte Teilmenge von pX, dq.
(a) Sei F � X abgeschlossen. Dann ist F XK kompakt.

(b) Sei F � K abgeschlossen. Dann ist F kompakt.

Bemerkung 4.7.

Es ist möglich, dass in pX, dq der ganze Raum X kompakt ist. Dann sagt man, dass pX, dq
ein kompakter metrischer Raum ist.

Z.B. nehmen wir wie im Satz 4.10 eine kompakte Teilmenge Sn�1 des Rn. Dann ist

pSn�1, d2q ein kompakter metrischer Raum.

5 Erweiterte Zahlengerade, oberer/unterer Limes

5.1 Erweiterte reelle Zahlengerade, lim sup und lim inf.

Sei pR � t�8u Y R Y t�8u und sei arctanp�8q :� �π
2 . Definieren wir darctanpx, yq �

| arctanpxq � arctanpyq|, x, y P pR.
Satz 5.1.

ppR, darctanq ist ein kompakter metrischer Raum.

Beweis. Die Abbildung arctan : pR Ñ r�π
2 ,

π
2 s ist ein isometrischer Isomorphismus von

ppR, darctanq nach r�π
2 ,

π
2 s (mit dem Betrag-Abstand d2). Da r�π

2 ,
π
2 s kompakt ist (Satz von

Bolzano-Weierstraß), ist ppR, darctanq auch kompakt.
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Bemerkung 5.1.

ppR, darctanq ist eine Vervollständigung von pR, darctanq, denn r�π
2 ,

π
2 s ist eine Vervollständigung

von p�π
2 ,

π
2 q, und p�π

2 ,
π
2 q ist isometrisch isomorph mit pR, darctanq.

Bemerkung 5.2.

Nehmen wir an, dass �8 ¤ x ¤ �8 @x P pR. Dann kann man sagen, dass ppR, darctanq
eine Kompaktifizierung von R mit vollständiger Totalordnung ist. ppR, darctanq oder einfachpR heißt die erweiterte reelle Zahlengerade.

Wir benutzen auch die strikte Ungleichungen �8   x   �8 @x P R.

Definition 5.1 (unendliche Grenzwerte �8).

Für eine reelle Folge txnu8n�1 � R bedeutet der Limes limnÑ�8 xn � �8 definitions-

gemäß, dass txnu8n�1 gegen �8 im metrischen Raum ppR, darctanq konvergiert.
Die Definition vom Limes limnÑ�8 xn � 8 durch einen metrischen Raum (stereogra-

fische Projektion) kommt später. Jetzt machen wir das einfacher, aber äquivalent.

Definition 5.2 (unendlicher Grenzwert 8).

Für eine reelle oder komplexe Folge tanu8n�1 � C bedeutet der Limes limnÑ�8 an � 8
definitionsgemäß, dass limnÑ8 |an| � �8.

Man kann diese Definition auch in Km benutzen.

5.2 Obere und untere Grenzwerte.

Satz 5.2.

Für jede Folge txnunPN � pR ist die Menge T aller Teilfolgengrenzwerte nicht leer.

Beweis. T � ∅, weil pR kompakt (eigentlich folgenkompakt) ist.

Definition 5.3 (obere und untere Grenzwerte).

Sei T die Menge T aller Teilfolgengrenzwerte von txnunPN � pR. Dann:

(a) lim infnÑ8 xn :� inf T heißt unterer Grenzwert von txnunPN;
(b) lim supnÑ8 xn :� supT heißt oberer Grenzwert von txnunPN.
Man benutzt auch die Bezeichnungen lim infnÑ8 xn � limnÑ8xn und lim supnÑ8 xn �
limnÑ8xn.

Beispiel 5.1. (a) Für die Folge txnu � tp�1qn�1{2nunPN, lim infnÑ8 xn � �1, lim supnÑ8 xn �
1, aber limnÑ8 xn existiert in R nicht.

(b) Für txnu � tp�1qnnunPN, lim infnÑ8 xn � �8, lim supnÑ8 xn � �8. In R und inpR existiert limnÑ8 xn nicht (die Folge divergiert), aber limnÑ8 xn � 8 (im Sinne

der Definition 5.2).
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(c) Die Folge txnu � tp�1qnn � n2unPN divergiert in R, aber konvergiert in pR mit

limnÑ8 xn � lim infnÑ8 xn � lim supnÑ8 xn � �8.

Zur Beachtung: limnÑ8 xn � 8 ist auch wahr.

Satz 5.3. (a) Eine Folge txnunPN � pR konvergiert genau dann in pR, wenn lim infnÑ8 xn �
lim supnÑ8 xn. In diesem Fall, limnÑ8 xn � lim infnÑ8 xn � lim supnÑ8 xn.

(b) Eine Folge txnunPN � R konvergiert genau dann in R, wenn die obere und untere

Grenzwerte gleich und endlich sind.

Theorem 5.1 (Konvergenzradius der Potenzreihe, s. Math 1).

Für jede Potenzreihe ¸
kPN

akpz � z0qk, mit ak P C @k, (5.1)

gibt es eine Zahl ρ P r0,�8s, die Konvergenzradius heißt, so dass:

(a) die Reihe (5.1) konvergiert für alle z P Kρpz0q (zudem konvergiert sie absolut);

(b) die Reihe (5.1) divergiert (in C) für alle z P tz P C : |z � z0| ¡ ρu;

(c) ρ � 1

lim sup |an|1{n , wobei ρ �
#

0, if lim sup |an|1{n � �8
�8, if lim sup |an|1{n � 0

.

Die Kreisscheibe Kρpz0q � C heißt “Konvergenzkreis”.

6 Stetigkeit. Äquivalenzrelation und äquivalente Normen.

6.1 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen auf metrischen Räumen.

Seien pX, dXq und pY, dY q zwei metrische Räume. Sei E � X. Sei f : E Ñ Y eine Funktion

mit dem Definitionbereich E und mit der Zielmenge/dem Zielraum Y .

Definition 6.1 (Grenzwert einer Funktion).

Sei p P E1. Die Funktion f hat einen Grenzwert/Limes q an der Stelle p, wenn

lim
nÑ8 fpxnq � q für jede Folge txnunPN � E mit limxn � p.

In diesem Fall schreiben wir limxÑp fpxq � q, oder fpxq Ñ q, wenn xÑ p.

Bemerkung 6.1.

Man kann eine äquivalente ε� δ Definition von limnÑ8 fpxnq � q geben (Aufgabe).

Korollar 6.1.

Hat f einen Grenzwert an der Stelle p P E1, ist dieser Grenzwert eindeutig.

Der Beweis folgt aus Satz 5.1 (Eindeutigkeit vom Limes einer Folge).
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Definition 6.2 (Stetigkeit durch Umgebungen).

Eine Funktion f : E Ñ Y heißt stetig an der Stelle x0 P E (in x0 P E), falls es zu jeder

Umgebung W � Y von fpx0q eine Umgebung U � X von x0 gibt, so dass fpUq �W .

Bemerkung 6.2 (äquivalente ε� δ Definition).

Man kann in Def. 6.2 “Umgebung W” mit ε-Umgebung Kεpfpx0qq und “Umgebung U”

mit δ-Umgebung Kδpx0q ersetzen.
Das produziert die äquivalente ε� δ Definition: Eine Funktion f : E Ñ Y heißt stetig an

x0 P E, falls es zu jedem ε ¡ 0 eine Zahl δ � δpεq ¡ 0 gibt, so dass dY pfpxq, fpx0qq  
ε @x P Kδpx0q.
Definition 6.3 ( Folgenstetigkeit ôôô Def. 6.2 in metrischen Räumen).

Eine Funktion f : E Ñ Y heißt stetig an x0 P E, wenn limnÑ8 fpxnq � fpx0q für jede

Folge txnunPN mit limxn � x0.

Bemerkung 6.3.

In metrischen Räumen sind Stetigkeit und Folgenstetigkeit äquivalent. Die gilt in topolo-

gischen Räumen nicht allgemein.

Bemerkung 6.4.(a) Falls x0 ein isolierter Punkt des Definitionbereichs E ist, ist f an

x0 immer stetig (gemäß unsere Definitionen).

(b) Falls x0 P E1, ist f und x0 genau dann stetig, wenn limxÑx0 fpxq � fpx0q.
Definition 6.4.

Falls f an der Stelle x0 stetig ist, heißt x0 eine Stetigkeitsstelle (von f). Wenn f an der

Stelle x0 unstetig ist, heißt x0 eine Unstetigkeitsstelle (von f).

Wir brauchen Beispiele von (Un)stetigkeitsstellen.

Beispiel 6.1 (Dirichletfunktion ohne Stetigkeitsstellen).

Die Funktion fD : r0, 1s Ñ R,

fDpxq �
#
1, x P Q
0, x P r0, 1szQ (6.1)

hat keine Stetigkeitsstellen. Sie ist unstetig an jede Stelle des Definitionsbereichs r0, 1s.
Ist das möglich, dass eine (nichttriviale) Funktion nur eine einzige Stetigkeitsstelle

hat?

Beispiel 6.2 (Funktion mit einzelner Stetigkeitsstelle).

Die Funktion f : r�1, 1s Ñ R,

fpxq �
#
x, x P r�1, 1szQ
0, x P Q

(6.2)

hat nur eine Stetigkeitsstelle x0 � 0. Sie ist unstetig an jedem Punkt x P r�1, 0q Y p0, 1s.
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Beispiel 6.3 ((Un)stetigkeit des Hauptzweigs des komplexen Arguments).

Erinnerung: Die Funktion arg : Czt0u Ñ p�π, πs heißt der Hauptzweig des (komplexen)

Argument und wird definiert durch

z � |z|ei argpzq @ z P Czt0u. (6.3)

Sie hat den Definitionsbereich Czt0u und den Zielraum R (oder die Zielmenge p�π, πs �
R). Die Menge der Stetigkeitstellen ist CzR�, wobei R� � p�8, 0q. Die Menge der Unste-

tigkeitstellen ist R�.

Beispiel 6.4 (Stetigkeit der Norm).

Sei pV, } � }q ein normierter Raum. Die Norm } � } : V Ñ r0,�8q hat den Definitionsbereich

V und die Zielmenge r0,�8q � R. Alle Vektoren u P V sind Stetigkeitstellen von } � }. In
der Tat, | }u} � }u0} | ¤ }u� u0} (aus der Dreieckungleichung). Daher }u} Ñ }u0}, wenn
uÑ u0 (Folgenstetigkeit ôôô Stetigkeit).

Definition 6.5 (Stetigkeit auf eine Menge).

Ist eine Funktion f stetig für jedes x PM � E, so heißt f stetig auf der Menge M .

Falls hier M � E der Definitionsbereich ist, sagt man einfach, dass f eine stetige

Funktion ist (z.B., } � } : V Ñ r0,�8q ist stetig).
Theorem 6.1 (topologische Stetigkeit).

Seien X und Y zwei metrische Räume. Sei f : X Ñ Y . Dann sind die folgenden Aussagen

äquivalent:

(a) f ist stetig (auf X);

(b) für jede offene Menge G � Y ist ihr Urbild f�1pGq :� tx P X : fpxq P Gu eine offene

Menge (in X);

(c) für jede abgeschlossene Menge F � Y ist f�1pF q abgeschlossen.
Die Aussage (b) ist die Definition der Stetigkeit in topologischen Räumen.

Definition 6.6.

Seien f : E Ñ Y und g : M Ñ Z, wobei fpEq � M � Y . Dann ist die Kompositi-

on/Verknüpfung von f mit g die Funktion h : E Ñ Z, die durch hpxq � gpfpxqq, x P E,

definiert wird. Die Bezeichnung für die Komposition ist h � g � f .
Satz 6.1 (Stetigkeit der Komposition von stetigen Funktionen).(a) Ist f stetig an x P E

und g stetig an fpxq PM , so ist h � g � f stetig an x.

(b) Ist f stetig auf E und ist g stetig auf fpEq, dann ist h � g � f stetig auf E.

Beispiel 6.5 (Stetigkeit der quadratischen Form xu, uy).
Sei pV, xu, uyq ein Innenproduktraum über K. Dann ist die Funktion q : V Ñ R, qpuq �
xu, uy stetig (auf V ). In der Tat, }u} � axu, uy. So ist qpuq � }u}2 die Komposition der

stetigen Funktion } � } mit der stetigen Funktion gpyq � y2, g : RÑ R. Wegen Satz 6.1 ist

die quadratische Form q stetig.

Was ist mit der Stetigkeit des Skalarprodukts xu,wy, u, w P V ?
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6.2 Komponentenweise Stetigkeit.

Sei pX, dXq ein metrischer Raum. Sei E � X. Sei m P N. Sei K � R oder K � C.
Eine Funktion f : E Ñ Km kann man komponentenweise darstellen

fpxq � pf1pxq, f2pxq, . . . , fmpxqq, x P E,

wobei fj : E Ñ K die j-te Komponentenfunktion von f heißt.

Satz 6.2 (Komponentenweise Stetigkeit).

Sei f : E Ñ Km und fpxq � pf1pxq, f2pxq, . . . , fmpxqq, x P E, fj : E Ñ K. Dann sind die

folgenden Aussagen äquivalent:

(a) f ist stetig an der Stelle x P E;

(b) alle fj , j � 1, . . . ,m, sind stetig an der Stelle x P E.

Man kann hier “an der Stelle x P E” mit “auf E” ersetzen.

Beweis. Wir verbinden die Folgenstetigkeit mit Satz 5.2.

Satz 5.2. Sei txnu8n�1 mit xn � pxn1 , . . . , xnmq P Km eine Folge in Km. Dann sind die

folgenden Aussagen äquivalent:

(a) txnu8n�1 konvergiert in Km gegen x � px1, . . . , xmq;
(b) txnu8n�1 konvergiert gegen x komponentenweise, das heißt, limnÑ8 xnj � xj für jedes

j.

Folgenstetigkeit. Eine Funktion f : E Ñ Km heißt stetig an x P E, wenn limnÑ8 fpxnq �
fpxq für jede Folge txnunPN mit limxn � x.

6.3 Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variablen. Äquivalente Nor-

men.

Sei pH, x�, �yHq ein Innenproduktraum. Wie können wir die Stetigkeit des Skalarprodukts

fpu1, u2q � xu1, u2y, f : H �H Ñ K, definieren?

Sei m P N. Seien pVj , } � }Vj q normierte Räume, j � 1, . . . ,m. Betrachten wir den

Vektorraum V � V1�V2�� � ��Vm, der Produktvektorraum heißt. Das bedeutet V � tu �
pu1, . . . , umq : uj P Vj , j � 1, . . . ,mu, z.B., wenn Vj � K @j, haben wir V � Km.

Die Linearstruktur eines Vektoraums ist auf V durch

αu� βw � pαu1 � βw1, . . . , αum � βwmq @u,w P V und@α, β P K

definiert.

V � V1 � V2 � � � � � Vm � tu � pu1, . . . , umq : uj P Vj , j � 1, . . . ,mu.
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Satz 6.3 (ℓp-Produktnormen).(a) Die Funktion }�}8 : V Ñ r0,�8q, }u}p�q8 :� max1¤j¤m }uj}Vj ,
ist eine Norm im Produktvektorraum V � V1 � � � � � Vm.

(b) Sei 1 ¤ p   �8. Die Funktion } � }p : V Ñ r0,�8q, }u}p :�
�°m

j�1 }uj}pVj
	1{p

, ist

eine Norm im V .

Sei pX, dXq ein metrischer Raum. Sei E � V � V1 � � � � � Vm. Sei f : E Ñ X eine

Funktion fpu1, . . . , umq, die für die Kombinationen der Variablen u1 P V1, . . . , um P Vm
mit der Eigenschaft pu1, . . . , umq P E definiert ist.

Definition 6.7 (Stetigkeit im Produktvektorraum).

Sei 1 ¤ p ¤ �8 (hier p � �8 bedeutet p � 8 in der Normbezeichnung). Sei f : E Ñ X.

Dann:

(a) Die Funktion f heißt stetig an der Stelle v � pv1, . . . , vmq P E, wenn sie stetig an der

Stelle v im Sinne des Produktvektorraum pV, } � }pq ist, das heißt, wenn es zu jedem

ε ¡ 0 eine Zahl δ � δpεq ¡ 0 gibt, so dass dXpfpuq, fpvqq   ε@u P E : }u� v}p   δ.

(b) Die Funktion f heißt stetig in (auf) E, wenn f stetig an jeder Stelle v P E ist.

Z.B. ist das Skalarprodukt x�, �yH stetig (auf dem Produktraum H �H).

Bemerkung 6.5.

Die Stetigkeit der Funktion in der Def. 6.7 ist unabhängig von dem Wert des Parameters

p P r0,�8s, weil alle Produktnormen } � }p mit verschiedenen p einander äquivalent sind.

Definition 6.8 (äquivalente Normen).

Die Normen | � |α und | � |β auf einem Vektorraum W sind äquivalent, wenn es Konstanten

c1, c2 ¡ 0 gibt, so dass

c2|w|α ¤ |w|β ¤ c1|w|α @w PW.
Bemerkung 6.6.

Äquivalente Normen generieren die gleiche Topologie (und gleiche Systeme der Umgebun-

gen). Das impliziert Bem.6.5.

Satz 6.4.

Das Skalarprodukt fpu1, u2q � xu1, u2yH ist stetig, das heißt, stetig auf dem Produktraum

V � H �H bezüglich einer der Produktnormen } � }p (und damit bezüglich aller Produkt-

normen } � }p ).

Beweis. Wir beweisen die Stetigkeit von fpu1, u2q � xu1, u2yH an u � pu1, u2q P H �H,

wobei H der Innenproduktraum mit der Norm }h} �axh, hy ist.
Sei w � pw1, w2q P Kδpuq. Dann }w � u}p   δ ñ }wj � uj}   δ.

|fpwq � fpuq| � |xw1, w2y � xu1, u2y| � |xw1 � u1 � u1, w2y � xu1, u2y|
� |xw1 � u1, w2 � u2 � u2y � xu1, w2 � u2y|
¤ |xw1 � u1, w2 � u2y| � |xw1 � u1, u2y| � |xu1, w2 � u2y|
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Mit der CBS-Ungleichung

|fpwq � fpuq| ¤ }w1 � u1}}w2 � u2} � }w1 � u1}}u2} � }u1}}w2 � u2}
  δ2 � δp}u1} � }u2}q ¤ δpδ � 2}u}pq   ε,

wenn δ   mint1, ε
1�2}u}p u (für beliebige p P r1,�8s). Also ist f stetig an u, und das ist

wahr für beliebige u P H �H.

Sei pX, dXq ein metrischer Raum. Sei E � V � V1 � � � � � V2.

Sei f : E Ñ X eine Funktion fpu1, . . . , umq, die für die Werte der Variablen u1 P V1,
. . . , um P Vm mit pu1, . . . , umq P E definiert ist.

Definition 6.9 (Stetigkeit bezüglich einer der Variablen).

Die Funktion f heißt stetig bezüglich der Variable uj an der Stelle v � pv1, . . . , vmq P E,

wenn die Funktion

gpujq � fpv1, . . . , vj�1, uj , vj�1, . . . , vmq
von der Variable uj stetig an der Stelle uj � vj ist (hier sind alle vk mit k � j fixiert und

somit keine Variablen für g).

Satz 6.5.

Wenn f an der Stelle v � pv1, . . . , vmq P E stetig (im Sinne des Produkraums) ist, ist f

stetig an der Stelle v bezüglich jeder Variable uj, j � 1, . . . ,m.

Der Beweis ist eine Aufgabe (Hinweis: Folgenstetigkeit).

Bemerkung 6.7.

Generell impliziert die Stetigkeit bezüglich jeder Variable nicht die Stetigkeit (im Sinne

des Produkraums).

Beispiel 6.6 (Stetigkeit bezüglich jeder Variable {{{ùùùñññ Stetigkeit).

Sei

f : R2 Ñ R, fpx, yq �
#

xy
x2�y2 , px, yq � p0, 0q
0, px, yq � p0, 0q

Die Funktion gy0pxq � fpx, y0q von der Variable x ist stetig auf R für jedes fixierte

y0 P R. (Wenn y0 � 0, g0 � 0).

Die Funktion hx0pyq � fpx0, yq von der Variable y ist stetig auf R für jedes fixierte

x0 P R.
Die Funktion f ist unstetig an px0, y0q � p0, 0q.
Dies sieht man so: Betrachten wir f auf der Gerade Gα � ty � αxu mit einem

Parameter α P R,

Fαpxq � fpx, αxq �
#

α
1�α2 , x � 0

0, x � 0

Wenn α � 0, ist Fα unstetig an x0 � 0

ñññ f ist unstetig auf Gα an p0, 0q
ñññ f ist unstetig an p0, 0q (z.B., wir benutzen die Folgenstetigkeit-Def.).
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6.4 Stetigkeit von Einschränkungen.

Seien pX, dXq und pY, dY q metrische Räume. Sei E � X. Sei f : E Ñ Y .

Im Beispiel 6.6 haben wir die folgende Aussage benutzt.

Satz 6.6.

Falls f : E Ñ Y stetig (auf E) und M � E, ist die Einschränkung f |M : M Ñ Y auch

stetig (auf M).

Erinnerung: g � f |M ist die Funktion g :M Ñ Y , so dass gpxq � fpxq @x PM .

Beweis. Der Satz folgt aus der Folgenstetigkeitsdefinition.

Bemerkung 6.8.

Sei Mx � txu mit x P E. Dann ist f |Mx stetig für beliebige Funktion f . Das ist nicht

verbunden mit der Stetigkeit von f an der Stelle x.

In der Tat, x ist ein isolierter Punkt der einpunktigen Menge Mx. Somit ist f |Mx

immer stetig in einem isolierten Punkt ihres Definitionsbereichs Mx.

Bemerkung 6.9.

Sei E � �
αPAEα und sei f |Eα stetig @α P A. Das impliziert nicht, dass f stetig auf E

ist. Für ein Gegenbeispiel kann man z.B. Bemerkung 6.8 und E � �
xPEMx benutzen,

oder auf R � R� Y R� die Heaviside-Funktion Hpxq :�
#
0, x   0

1, x ¥ 0
, betrachten. Hier

R� :� p�8, 0q, R� :� p0,�8q, R� � r0,�8q.

6.5 Abschweifung: Äquivalenzrelation und äquivalente Normen.

Bemerkung 6.10.

Def.6.8 (äquivalente Normen) definiert eine Äquivalenzrelation � auf der Familie aller

Normen in W .

Def.6.8. Normen | � |α und | � |β auf einem Vektorraum W sind äquivalent, wenn es

Konstanten c1, c2 ¡ 0 gibt, so dass c2|w|α ¤ |w|β ¤ c1|w|α @w PW .

Definition 6.10 (Äquivalenzrelation).

Eine Relation � auf einer abstrakten Mengen M heißt Äquivalenzrelation, wenn � die

folgenden Eigenschaften hat

(a) x � x @x PM (das heißt, � ist reflexiv);

(b) Falls x � y und y � z, dann x � z (Transitivität);

(c) Falls x � y, dann y � x (Symmetrie).

Beweis von Bemerkung 6.10. (a) Reflexivität: c2|w|α ¤ |w|α ¤ c1|w|α mit c1 � c2 � 1 ist

wahr @w PW .
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(b) Transitivität: | � |α � | � |β und | � |β � | � |γ
ðððñññ c2|w|α ¤ |w|β ¤ c1|w|α und b2|w|β ¤ |w|γ ¤ b1|w|β @w
ñññ c2|w|α ¤ b�1

2 |w|γ und b�1
1 |w|γ ¤ c1|w|α

ñññ b2c2|w|α ¤ |w|γ ¤ b1c1|w|α ñññ | � |α � | � |γ .
(c) Symmetrie: | � |α � | � |β ñññ c2|w|α ¤ |w|β ¤ c1|w|α @w ñññ c�1

1 |w|β ¤ |w|α
und |w|α ¤ c�1

2 |w|β ñññ | � |β � | � |α.

Theorem 6.2. (a) Auf Km sind alle Normen äquivalent.

(b) Auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum V sind alle Normen äquivalent.

Beispiel 6.7 (nicht äquivalente Normen).

Auf Cra, bs sind die Normen }f}Cra,bs � supxPra,bs |fpxq| und }f}L2 � p³ba |f |2dxq1{2 nicht

äquivalent.

Das sieht man so: pCra, bs, } � }Cra,bsq ist vollständig. pCra, bs, } � }L2q ist nicht vollständig.
Also sind diese zwei Normen nicht äquivalent.

Cra, bs ist unendlichdimensional.

7 Lipschitz-Stetigkeit. Operationen mit Grenzwerten und

stetigen Funktionen. Beschränkte Lineare Operatoren.

7.1 Lipschitz-Stetigkeit.

Seien pX, dXq und pY, dY q metrische Räume. Sei E � X.

Definition 7.1 (Lipschitz-Stetigkeit).

Eine Abbildung/Funktion f : E Ñ Y heißt Lipschitz-stetig, wenn Dα ¡ 0, so dass

dY pfppq, fpqqq ¤ αdXpp, qq@p, q P E.

In diesem Fall, heißt α Lipschitz-Konstante von f.

Beispiel 7.1.

Jede Isometrie f ist Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstante α � 1, weil dY pfppq, fpqqq �
dXpp, qq.
Beispiel 7.2.

Die Konjugationsabbildung K : CÑ C, Kpzq � z, ist eine Isometrie von C in sich selbst,

K ist Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstante α � 1.

Erinnerung: z � px, yq � px,�yq, z P C. Mit Polarkoordinaten z � reiφ, r ¡ 0, φ P R:

z � reiφ � reiφ � re�iφ.

Satz 7.1 (Lipschitz-Stetigkeit ñññ Stetigkeit).

Jede Lipschitz-stetige Funktion ist stetig auf ihrem Definitionsbereich.
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Der Beweis ist offenbar von den Definitionen der Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit.

Beispiel 7.3 (Lipschitz-Stetigkeit des Abstands zu einer Menge).

Sei ∅ � E � X. Definieren wir die Funktion distE : X Ñ R durch distEppq � inf
xPE

dXpp, xq.
Der Abstand distEp�q zu E ist eine Lipschitz-stetige (und so stetige) Funktion auf X.

Aufgabe 7.1.

Finden Sie eine Lipschitz-Konstante für distEp�q.

7.2 Operationen mit stetigen Funktionen.

Sei K � C oder K � R.

Satz 7.2.

Sei pV, } � }q ein normierter Raum, z.B. V � Km mit m P N. Definieren wir

(a) A : V � V Ñ V , Apu,wq � u� w;

(b) M : K� V Ñ V , Apα, uq � αu.

(c) Km : Cm Ñ Cm, Km : pz1, . . . , zmq ÞÑ pz1, . . . , zmq.
Die Abbildungen A, M und Km sind stetig.

Beweis. (a) folgt aus der Dreieckungleichung.

(b) kann man ähnlich wie die Stetigkeit des Skalarprodukts beweisen.

(c) folgt, weil Kpzq � z eine Isometrie ist.

Bemerkung 7.1.

Eigentlich ist Km : pz1, . . . , zmq ÞÑ pz1, . . . , zmq ein isometrischer Isomorphismus vom me-

trischen Raum pCm, } � }pq in sich selbst für jedes p P r1,�8s (Aufgabe).
Achtung:

Km ist kein Isomorphismus im Sinne von Vektorräumen über C (kein Endomorphismus),

weil Kmpαuq � αKmpuq � αKmpuq für α P CzR und u P Cmzt0u.
Definition 7.2.

Sei M eine beliebige Menge. Sei V ein Vektorraum über K (z.B., V � Km). Dann ist die

Menge VM � AbbpM,V q aller Abbildungen f :M Ñ V ein Vektorraum mit der folgenden

Linearstruktur:

(a) Für f, g P AbbpM,V q wird h � f � g P AbbpM,V q durch hpxq � fpxq � gpxq, x PM ,

definiert.

(b) Für f : M Ñ V , α P K wird g � αf P AbbpM,V q durch gpxq � αfpxq, x P M ,

definiert.
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Sei E eine Teilmenge des metrischen Raums X. Sei pV, } � }q ein normierter Raum über

K (z.B., V � Km mit m P N).

Satz 7.3 (lineare Kombinationen von stetigen Funktionen sind stetig).

Die Menge CpE, V q aller stetigen Abbildungen f : E Ñ V ist ein Untervektorraum des

Vektorraums aller Abbildungen AbbpE, V q.
Das bedeutet: falls α, β P K und f, g P CpE, V q (das heißt, falls Funktionen f und g stetig

sind), gilt αf � βg P CpE, V q (das heißt, die Funktion αf � βg ist auch stetig).

Beweis. Funktionen F pxq � pfpxq, gpxqq mit Werten im Produktvektorräumen V � V

(oder K� V ) sind genau dann stetig, wenn sie komponentenweise stetig sind.

Die Additionsoperation � � � von V � V nach V und die Multiplikationsoperation mit

einem Skalar von K� V nach V sind stetig (Satz 7.2).

Eine Komposition von stetigen Abbildungen ist stetig (Satz 6.4).

Satz 7.4 (Produkte von stetigen Funktionen sind stetig).

Seien α P CpE,Kq und f P CpE, V q. Dann ist die Funktion h � αf , die durch hpxq �
αpxqfpxq definiert wird, auch stetig (das heißt, αf P CpE, V q).
Satz 7.5 (Skalarprodukt von stetigen Funktionen ist stetig).

Sei pH, x�, �yq ein Innenproduktraum über K. Seien f, g P AbbpE,Hq. Dann wird die Ab-

bildung h � xf, gy, h : E Ñ K, definiert durch hpxq � xfpxq, gpxqy, x P E.

Falls f, g P CpE,Hq, ist h � xf, gy eine stetige Abbildung von E nach K, das heißt,

h P CpE,Kq.
Die Beweise sind ähnlich zum Beweis des Satzes 7.3.

Satz 7.6.

Sei f P CpE, V q. Sei α P CpE,Kq und αpxq � 0 @x P E. Dann:

(a) Die Funktion gpxq � 1
αpxq ist stetig, das heißt g P CpE,Kq.

(b) Die Funktion hpxq � 1
αpxqfpxq ist stetig, das heißt h P CpE, V q.

Beweis. Die Funktion z Ñ 1{z ist stetig auf Czt0u (s. Math 1). Dann benutzen wir den

Satz über die Komposition von stetigen Funktionen.

7.3 Stetige lineare Operatoren.

Seien V und W zwei Vektorräume über K.

Definition 7.3 (Erinnerung: lineare Operatoren).

Eine Abbildung A : V ÑW heißt linearer Operator (Homomorphismus) falls

� Apαu1 � βu2q � αApu1q � βApu2q p � αAu1 � βAu2 q
� @u1, u2 P V und @α, β P K.
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Seien pV, } � }V q und pW, } � }W q zwei normierte Räume über K.

Definition 7.4 (beschränkte Funktionen und lineare Operatoren).(a) Eine Funktion f :

E Ñ Y heißt beschränkt, wenn ihre Bild fpEq beschränkt ist.
Eine Funktion f heißt beschränkt auf M � E, wenn fpMq beschränkt ist.

(b) Ein linearer Operator A : V Ñ W heißt beschränkt, wenn A auf der Einheitskugel

K1p0q � V beschränkt ist.

Bemerkung 7.2.

Ein linearer Operator kann beschränkt sein (als ein linearer Operator), und gleichzeitig

unbeschränkt als eine Funktion. (Eigentlich passiert das fast immer).

Sei der normierte Vektorraum V zusätzlich nicht trivial (das heißt, V � t0u).
Beispiel 7.4. (a) Betrachten wir den Null-Operator 0 � 0VÑW : V Ñ W , 0VÑW puq �

0W @u P V . Der Operator A � 0VÑW ist beschränkt als Operator und als eine

Funktion, ApV q � t0W u � ApK1p0V qq.
(b) Sei B : V ÑW ein beschränkter linearer Operator, so dass B � 0VÑW . Dann ist B

unbeschränkt als eine Funktion von V nach W .

In der Tat, Du P V , so dass Bu � w � 0W . Dann BpV q � tαw : α P Ku. Die

Menge tαw : α P Ku ist unbeschränkt. ñññ BpV q ist unbeschränkt. ñññ B ist

unbeschränkt als eine Funktion.

Satz 7.7 (Raum der beschränkten linearen Operatoren).

Die Menge LpV,W q aller beschränkten linearen Operatoren A : V ÑW ist ein Vektorraum

mit der natürlichen Vektorraumstruktur

pαA� βBqpuq � αAu� βBu, α, β P K;

LpV,W q ist ein normierter Raum mit der Norm

}A} :� sup
}u}V  1

}Au}W .

Ein linearer Operator A : V ÑW ist genau dann beschränkt, wenn }A}   �8.

Satz 7.8 (äquivalente Formen der Norm in LpV,W q).

}A} � sup
}u}V  1

}Au}W � sup
}u}V ¤1

}Au}W � sup
}u}V �1

}Au}W � sup
u�0V

}Au}W
}u}V .

Beispiel 7.5 (Einheitsoperator).

Sei V � W (z.B., V � W � Km). Betrachten wir den Einheitsoperator I � IV : V Ñ V ,

Iu � u @u P V . Dann }I} � sup
u�0V

}Iu}V
}u}V � sup

u�0V

}u}V
}u}V � 1.
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Theorem 7.1 (für lineare Operatoren ist beschränkt ôôô stetig).

Die folgenden Aussagen für einen linearen Operator A : V ÑW sind äquivalent:

(a) A ist beschränkt.

(b) A ist stetig (auf V ).

(c) A ist stetig in einem Punkt u P V .

(d) A ist stetig im Nullvektor u � 0V .

Also kann man den Raum LpV,W q der beschränkten linearen Operatoren von V nach

W äquivalent auch den Raum LpV,W q der stetigen linearen Operatoren von V nach W

nennen.

Sei n,m P N.

Theorem 7.2.(a) Jeder linearer Operator A : Km Ñ Kn ist stetig (und damit beschränkt).

(b) Sei V endlichdimensional. Dann ist jeder linearer Operator A : V Ñ W beschränkt

(und damit stetig).

Betrachten wir den Fall, dass W � K eindimensional ist.

Definition 7.5 (Linearform).

Ein linearer Operator L : V Ñ K heißt Linearform.

Beispiel 7.6.

Sei V � Km � tx � px1, . . . , xmq : xj P K @ju. Sei k P t1, 2, . . . ,mu. Betrachten wir die

k-te Koordinatenfunktion/Projektion prkpxq � xk. Die Funktion prk : Km Ñ K ist eine

Linearform, stetig und beschränkt.

7.4 Polynome mehrerer Variablen.

Sei V � Km � tx � px1, . . . , xmq : xj P K @ju. Sei c P K. Sei k P t1, 2, . . . ,mu.
Beispiel 7.7 (verschiedene Monome).

Die folgenden Funktionen f : Km Ñ K sind stetig:

(a) fpx1, . . . , xmq � c @x P Km (konstante Funktion);

(b) fpx1, . . . , xmq � cxk, (das heißt, f � cprk ist eine Linearform);

(c) fpx1, . . . , xmq � cx1x3;

(d) fpx1, . . . , xmq � cx21x2x3;

Definition 7.6 (Monom).

Generell heißt fpx1, . . . , xmq � cnx
n :� cn1,n2,...,nmx

n1
1 x

n2
2 � � � � � xnm

m mit nj P N0 � N Y
t0u @j, f : Km Ñ K, Monom.

Hier heißt n � pn1, n2, . . . , nmq Multiindex. Die Konstante cn � cn1,n2,...,nm P K heißt ein

Koeffizient. Falls cn � 0, heißt die Summe der Exponenten }n}1 � °m
j�1 nj der Grad des

Monoms.
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Bemerkung 7.3.

Falls cn � 0, kann man cnx
n als c0,0,...,0x

0
1x

0
2 . . . x

0
m schreiben mit c0,0,...,0 � 0. Ein solches

Monom ist eine Konstante und hat definitionsgemäß Grad 0.

Sei N P N0.

Definition 7.7 (Polynom).

Eine Summe von Monomen

P pxq �
¸

}n}1¤N
cnx

n, P : Km Ñ K,

heißt Polynom.

Der Grad vom Polynom P ist degP � maxt}n}1 : cn � 0u, andere Bezeichnung degP �
GradP .

Satz 7.9.

Jedes Polynom ist stetig.

7.5 Operationen mit Grenzwerten der Funktionen.

Sei E eine Teilmenge des metrischen Raums X. Sei p P E1.

Satz 7.10.

Seien f, g P AbbpE,Cq, so dass

lim
xÑp

fpxq � a P C und lim
xÑp

gpxq � b P C.

Dann:

(a) limxÑppf � gqpxq � a� b;

(b) limxÑppfgqpxq � ab;

(c) Falls zusätzlich b � 0 und p ein Häufungspunkt von g�1pCzt0uq � tx P E : gpxq � 0u
ist, dann

lim
xÑp

pf
g
qpxq � a

b
.

Satz 7.11.

Sei pV, } � }q ein normierter Raum über K (z.B., V � Km mit m P N). Seien f, g P
AbbpE, V q, α P AbbpE,Kq, so dass limxÑp fpxq � u P V , limxÑp gpxq � w P V ,

limxÑp αpxq � a P K. Dann:

(a) limxÑppf � gqpxq � u� w;

(b) limxÑppαfqpxq � au;

(c) Falls zusätzlich a � 0 und p ein Häufungspunkt von α�1pCzt0uq � tx P E : αpxq � 0u
ist, dann

lim
xÑp

p 1
α
fqpxq � 1

a
u.

(d) Wenn pV, x�, �yq ein Innenproduktraum ist, gilt limxÑpxf, gy � xu,wy.
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7.6 Links-/rechtsseitige Grenzwerte und

obere/untere Grenzwerte von Funktionen

Sei pY, dY q ein metrischer Raume.

Definition 7.8 (Links-/rechtsseitige Grenzwerte).

Seien a P R, M � R und f :M Ñ Y .

(a) Falls a ein Häufungspunkt vonMa� :�MXp�8, aq ist, definieren wir limxÑa�0 fpxq :�
limxÑa f |Ma� .

Andere Bezeichnungen sind fpa�0q � limxÑa� fpxq � limxÑa� fpxq � limxÑa�0 fpxq.
(b) Falls a ein Häufungspunkt vonMa� :�MXpa,�8q ist, definieren wir limxÑa�0 fpxq :�

limxÑa f |Ma� ;

Andere Bezeichnungen sind fpa�0q � limxÑa� fpxq � limxÑa� fpxq � limxÑa�0 fpxq.
Sei pX, dXq ein metrischer Raum. Sei E � X.

Definition 7.9.

Sei p P E1. Sei f : E Ñ pR.
(a) lim infxÑp fpxq :� lim

δÑ0�0
inf

xPEXK
δ ppq

fpxq;

(b) lim supxÑp fpxq :� lim
δÑ0�0

sup
xPEXK

δ ppq
fpxq.

Erinnerung: K
δ ppq � Kδppqztpu � tx P X : 0   dXpx, pq   δu.

Aufgabe 7.2.

(a) Formulieren Sie die Def. 7.9 in Anlehnung an die Folgenstetigkeit um.

(b) Formulieren Sie für Folgen txnunPN die Definitionen von lim inf xn und lim supxn in

Anlehnung an Def. 7.9 um.

8 Stetigkeit und Kompaktheit

8.1 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen.

Theorem 8.1 (Erinnerung: 1-dim. Satz vom Minimum & Maximum).

Sei f : ra, bs Ñ R stetig, wobei ra, bs � R mit a ¤ b. Sei m :� infxPra,bs fpxq und M :�
supxPra,bs fpxq. Dann:

(a) �8   m ¤M   �8 ;

(b) Dxmin, xmax P ra, bs, so dass fpxminq � m und fpxmaxq �M .

Das bedeutet, die Funktion f nimmt ihr Minimum m und ihr Maximum M an.
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Seien pX, dXq und pY, dY q metrische Räume. Sei E � X.

Theorem 8.2.

Sei E eine kompakte Teilmenge von X. Sei f : E Ñ Y stetig. Dann ist fpEq eine kompakte

Teilmenge von Y .

Beweis. Betrachten wir pE, dXq als induzierter metrischer Raum und benutzen wir topo-

logische Stetigkeit. Sei tUαuαPA eine offene Überdeckung von fpEq. Dann ist tf�1pUαquαPA
eine offene Überdeckung von E im Sinne von pE, dXq. Da E kompakt in X ist, ist pE, dXq
ein kompakter metrischer Raum. ñññ D endliche Teilüberdeckung tf�1pUαqunj�1 , n P N,
von E. ñññ tUαjunj�1 ist eine endliche Teilüberdeckung der Überdeckung tUαuαPA von

fpEq.
Aufgabe 8.1.

Geben Sie den Beweis des Thm. 8.2 durch Folgenkompaktheit/-stetigkeit.

Korollar 8.1.

Sei E eine kompakte Teilmenge von X. Sei f : E Ñ Y stetig. Dann:

(a) fpEq ist abgeschlossen und beschränkt.

(b) Die Funktion f ist beschränkt.

Errinerung. Eine Funktion f : E Ñ Y heißt beschränkt, wenn ihr Bild fpEq �
tfpxq : x P Eu beschränkt ist.

Sei m P N.

Korollar 8.2 (mehrdimensionaler Satz vom Minimum & Maximum).

Sei E kompakt (z.B., E � Km abgeschlossen und beschränkt). Sei f : E Ñ R stetig. Sei

m :� infxPE fpxq und M :� supxPE fpxq. Dann:

(a) �8   m ¤M   �8 ;

(b) Dxmin, xmax P E, so dass fpxminq � m und fpxmaxq �M .

Das bedeutet, dass jede stetige reellwertige Funktion f ihr globales Minimum m und ihr

globales Maximum M auf kompakten Mengen annimmt.

Beweis. fpEq ist kompakt. ñññ fpEq ist beschränkt und abgeschlossen. ñññ �8  
m ¤ M   �8 und tm,Mu P fpEq, wobei m :� infxPE fpxq und M :� supxPE fpxq.
ñññ Dxmin P f�1pmq und Dxmax P f�1pMq.
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8.2 Spektralsatz für selbstadjungierte Matrizen (Hauptachsentransfor-

mation)

Sei m,n P N. Sei Km�n � Mat pm�n,Kq die Menge aller m�n-Matrizen A � paj,kq1¤k¤n1¤j¤m
mit Einträgen aj,k P K.

Dann ist Km�n ein Vektorraum über K mit der gewönlichen Addition und der Multipli-

kation mit Skalaren γ P K,

A�B � paj,k � bj,kq1¤k¤n1¤j¤m, γA � pγaj,kq1¤k¤n1¤j¤m, A,B P Km�n.

Sei jetzt n � m P N.

Definition 8.1 (Adjungierte und selbstadjungierte quadratische Matrizen).

Eine quadratische Matrix B � pbj,kqnj,k�1 P Cn�n heißt adjungierte Matrix von A P Cn�n

falls

xAx, yy � xx,Byy @x, y P Cn

(mit x�, �y � x�, �yCn). In diesem Fall schreibt man B � A�, und das ist äquivalent mit

bj,k � ak,j @j, k

(adjungierte = transponiert-konjugierte).

A � paj,kqnj,k�1 P Cn�n heißt selbstadjungierte Matrix falls A � A�, das heißt, falls

aj,k � ak,j @j, k.
Beispiel 8.1.

Sei A � paj,kqnj,k�1 P Cn�n eine selbstadjungierte Matrix.

Betrachten wir die entsprechende quadratische Form @x P Cn:

qApxq � xAx, xy � px1, . . . , xnq

���a1,1 . . . a1,n
. . . . . . . . .

an,1 . . . an,n

��
���x1. . .
xn

�� �
ņ

j,k�1

aj,kxkxj .

Die quadratische Form qA : Cn Ñ R ist stetig, denn die Stetigkeit folgt aus der

Stetigkeit der Komposition von stetigen Funktionen.

Zeigen wir, dass qApxq P R@x P Cn.
Da A � A�, gilt @x P Cn:

qApxq � xAx, xy � xx,A�xy � xx,Axy � xAx, xy � qApxq ñññ qApxq P R.

Betrachten wir qA auf der kompakten Kugel E � K1p0q � tx P Cn : |x| ¤ 1u. Wegen des

Satzes vom Minimum & Maximum gibt es xmin, xmax P K1p0q, so dass qApxminq � m �
min|x|¤1 qApxq, qApxmaxq �M � max|x|¤1 qApxq.
Wie können wir m und M finden?
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Bemerkung 8.1.

Es ist einfach zu sehen, dass man solche globalen Extrema xmin und xmax auf K1p0q und
sogar auf BK1p0q � tx P Cn : |x| � 1u finden kann.

Theorem 8.3 (Spektralsatz/Hauptachsentransformation).

Sei A � paj,kqnj,k�1 P Cn�n selfstadjungiert. Dann gibt es eine Orthonormalbasis tukunk�1

des Raums Cn, so dass

(a) Auk � λku
k @k, das heißt, uk sind Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten λk,

(b) λk P R @k, und tλku ist die Menge aller Eigenwerte von A mit den entsprechenden

Vielfachheiten.

Bemerkung 8.2.

Man kann tukunk�1 in solcher Weise umordnen, dass

λ1 ¤ λ2 ¤ � � � ¤ λn.

Im Folgenden, nehmen wir an, dass λ1 ¤ λ2 ¤ � � � ¤ λn.

Bemerkung 8.3 (Hauptachsen für symmetrische A P Rn�n, Math 1).

Falls alle aj,k P R, ist A � A� äquivalent mit aj,k � ak,j @j, k. Das heißt, A P Rn�n

stellt in pCn, x�, �yq genau dann einen selbstadjungierten linearen Operator dar, wenn A

symmetrisch ist.

In diesem Fall sind für jeden Eigenvektor uk � puk1, uk2, . . . , uknqJ zum λk auch vk �
pRepuk1q,Repuk2q, . . . ,RepuknqqJ und wk � pImpuk1q, Impuk2q, . . . , ImpuknqqJ Eigenvektoren

von A zum λk (das folgt aus λk P R und aj,k P R @j, k).
Man kann zeigen, dass man in diesem Fall eine Orthonormalbasis tukunk�1 der Eigenvekto-

ren auf solche Weise wählen kann, dass ukj P R @j, k (für alle Koordinaten der Vektoren

uk).

Satz 8.1.

Sei A � paj,kqnj,k�1 P Cn�n selbstadjungiert. Seien λ1 ¤ λ2 ¤ � � � ¤ λn die Eigenwerte von

A und sei tukunk�1 die entsprechende Orthonormalbasis der Eigenvektoren. Betrachten wir

qApxq � xAx, xyCn als eine R-wertige Funktion auf K1p0q � tx P Cn : |x| ¤ 1u. Dann:

(a) m � min|x|¤1 qApxq � λ1, M � max|x|¤1 qApxq � λn;

(b) u1 und un sind globale Minimum- bzw. Maximum-Stellen von qA|K1p0q, das heißt,

qApu1q � λ1 und qApunq � λn.

Beweis. Jedes x P K1p0q hat eine Darstellung

x �
ņ

j�1

cju
j
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in der Basis tujunj�1 mit
°n

1 |cj |2 � }x}2 ¤ 1. Daher

qApxq �
C
Ap

ņ

j�1

cju
jq,

ņ

j�1

cju
j

G
� x

ņ

j�1

cjApujq,
ņ

j�1

cju
jy � x

ņ

j�1

cjλju
j ,

ņ

j�1

cju
jy �

ņ

j�1

λj |cj |2.

Also, λ1 � λ1
°n
j�1 |cj |2 ¤ qApxq ¤ λn

°n
j�1 |cj |2 � λn@x P K1p0q.

Zeigen wir, dass qA|K1p0q wirklich die Werte λ1 und λn annimmt.

Das folgt aus qApujq � xAuj , ujy � xλjuj , ujy � λjxuj , ujy � λj .

Also ist u1 eine Minimumstelle von qA|K1p0q und u
n ist eine Maximumstelle von qA|K1p0q.

(Sind sie die einzigen Extremstellen?)

Sei pX, dXq ein metrischer Raum. Sei

distpE,Mq � inf
xPE
yPM

dXpx, yq

der Abstand zwischen den Mengen E,M � X.

Falls E � txu schreiben wir distpx,Mq � distptxu,Mq � distM pxq.
Satz 8.2.(a) Der Abstand von einem p P X zu einer kompakten Menge K � X wird

angenommen, das heißt, Dx P K mit dXpx, pq � distpp,Kq.
(b) Sei X � Km. Dann wird der Abstand von beliebigen p P Km und einer abgeschlossenen

Menge E � Km angenommen.

(c) Seien E,K � Km, so dass E � ∅ � K und E XK � ∅. Falls K kompakt ist und E

abgeschlossen ist, gilt distpK,Eq ¡ 0.

Der Beweis folgt aus dem Satz von Minimum und Maximum und der Folgenkompakt-

heit (Aufgabe).

9 Stetige Funktionen auf wegzusammenhängenden und zu-

sammenhängenden Mengen.

9.1 Wegzusammenhängende Mengen und stetige Funktionen

Theorem 9.1 (Zwischenwertsatz von Bolzano).

Sei I � R ein Intervall. Sei f : I Ñ R stetig. Dann ist fpIq ein Intervall. Im Besonderen,

falls fpx1q ¤ y ¤ fpx2q für manche x1, x2 P I, dann besitzt die Gleichung fpxq � y

mindestens eine Lösung x P I.
Seien pX, dXq und pY, dY q metrische Räume. Sei E � X.
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Definition 9.1 (Wege).

Sei �8   a   b   �8. Jede stetige Funktion w P Cpra, bs, Xq heißt Weg (in X). Dieser

Weg hat den Anfangspunkt wpaq und den Endpunkt wpbq. Die Spur Spurpwq � wpra, bsq �
twptq : t P ra, bsu des Weges w ist definitionsgemäß sein Bild (somit ist die Spurpwq eine
Teilmenge von Y ).

Der Anfangspunkt wpaq und der Endpunkt wpbq werden zusammen Endpunkte des

Weges w genannt.

Definition 9.2 (wegzusammenhängende Mengen).

Eine Menge E heißt wegzusammenhängend, falls es zu jedem Paar x, y P E ein Weg

w : ra, bs Ñ E gibt mit x � wpaq und y � wpbq. (In diesem Fall Spurpwq � E.)

Sei V ein normierter Raum.

Beispiel 9.1.

Jede Spur eines Weges ist wegzusammenhängend. Eine einpunktige Menge ist wegzusam-

menhängend. (Formell ist ∅ auch wegzusammenhängend).

Beispiel 9.2 (eine Strecke im abstrakten normierten Raum).

Seien u, v P V . Die Strecke ru, vs � tp1� tqu� tv : t P r0, 1su � V ist die Spur des Weges

w : r0, 1s Ñ V , wptq � p1� tqu� tv, t P r0, 1s. Die Strecke ru, vs ist wegzusammenhängend.

Definition 9.3 (konvexe Mengen).

Eine Menge M � V heißt konvex, falls für jede Strecke ru, vs � tp1� tqu� tv : t P r0, 1su
mit Endpunkten u, v PM gilt

ru, vs �M.

Die letzte Bemerkung und Definition implizieren den folgenden Satz.

Satz 9.1 (konvex ñññ wegzusammenhängend).

Jede konvexe Teilmenge M eines normierten Raums ist wegzusammenhängend.

Beispiel 9.3.

Sei m P N und m ¥ 2. Sei x P Km.

(a) Die Mengen Krpxq und Krpxq sind konvex, und somit wegzusammenhängend.

(b) Die Menge BKrpxq ist nicht konvex, aber wegzusammenhängend.

Theorem 9.2.

Sei E � X wegzusammenhängend und sei f : E Ñ Y stetig. Dann ist fpEq wegzusanm-

menhängend.

Beispiel 9.4.

Sei m P N und m ¥ 2. Sei x P Km � V .

(a) Die Mengen Krpxq und Krpxq sind konvex, und so wegzusammenhängend.
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(b) Die Menge BKrpxq ist nicht konvex, aber wegzusammenhängend.

Was passiert, wenn m � 1?

Satz 9.2 (1-dim. konvexe/wegzusammenhängende Mengen).

Sei E � R. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) E ist ein Intervall.

(b) E ist konvex.

(c) E ist wegzusammenhängend.

Beispiel 9.5.

Sei m � 1 und V � Km � K.

(a) Sei K � R. Dann ist Krpxq � V das Intervall px�r, x�rq. Alle Intervalle sind konvex

und wegzusammenhängend. Betrachten wir in R den Rand BKrpxq � tx� r, x� ru.
Die zweipunktige Menge tx�r, x�ru ist nicht konvex (wegen der Def. der konvexen

Menge), tx� r, x� ru ist nicht wegzusammenhängend (z.B., wegen Thm. 9.3).

(b) Sei m � 1 und K � C. Dann ist in V � C BK1p0q � tz P C : |z| � 1u isometrisch

isomorph mit S1 � R2. BK1p0q � twptq : t P r0, 2πsu ist die Spur des Weges wptq �
eit, t P r0, 2πs und somit wegzusammenhängend. Aber tz P C : |z| � 1u ist nicht

konvex.

3-dim. Kugelkoordinaten/Polarkoordinaten

Betrachten wir die stetige Abbildung

F3 : r0,�8q � p�π,�πs � r0, πs Ñ R3, F3 : pr, φ, θq ÞÑ px1, x2, x3q,
x1 � r cospφq sinpθq, x2 � r sinpφq sinpθq, x3 � r cospθq.

Der Winkel φ P p�π,�πs heißt Azimutwinkel, θ P r0, πs heißt Polarwinkel. Eine graphische
Darstellung sieht man in Abbildung 1.

F3 ist surjektiv, aber nicht injektiv. Die Einschränkung von F3 auf p0,�8q � p�π,�πs �
p0, πq ist injektiv und hat das Bild R3ztx P R3 : x1 � x2 � 0u.
Beispiel 9.6.

Eine 2-dim. Sphäre BKrppq � R3 ist wegzusammenhängend, denn die 2-dim. Einheits-

sphäre S2 � BK1p0q � R3 ist das Bild von P � t1u � p�π,�πs � r0, πs unter F3.

Das Rechteck P ist konvex und somit wegzusammenhängend. Es ist BK1p0q � F3pP q
wegzusammenhängend wegen Th. 9.5. BKrppq ist das Bild von BK1p0q unter der stetigen
Abbildung x ÞÑ rx� p, und somit ist BKrppq wegzusammenhängend.
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Abbildung 1: 3-dimensionale Polarkoordinaten

m-dim. Kugelkoordinaten

Sei m P N, m ¥ 3. Betrachten wir die stetige Abbildung

Fm : r0,�8q � p�π,�πs � r0, πsm�2 Ñ Rm, pr, φ, θ1, . . . , θm�2q ÞÑ x � px1, . . . , xmq,
r ¥ 0, φ P p�π,�πs, θj P r0, πs, j � 1, . . . ,m� 2,

x1 � r cospφq sinpθ1q sinpθ2q . . . sinpθm�2q,
x2 � r sinpφq sinpθ1q sinpθ2q . . . sinpθm�2q,
x3 � r cospθ1q sinpθ2q . . . sinpθm�2q,
x4 � r cospθ2q . . . sinpθm�2q,
. . .

xm � r cospθm�2q.
Aufgabe 9.1.

Beweisen Sie, dass jede (m-1)-dim. Sphäre BKrppq � Rm wegzusammenhängend ist.

Satz 9.2 und Theorem 9.5 implizieren den folgenden mehrdimensionalen Zwischen-

wertsatz.

Theorem 9.3 (mehrdimensionaler Zwischenwertsatz).

Sei E � X wegzusammenhängend und sei f : E Ñ R stetig. Dann:

(a) fpEq ist ein Intervall.

(b) Wenn es x1, x2 P E gibt, so dass, fpx1q ¤ y ¤ fpx2q für ein y P R, dann hat die

Gleichung fpxq � y mindestens eine Lösung x P E.

Beispiel 9.7.

Finden Sie die Werte des Parameters α ¡ 0, so dass das Gleichungsysteme

|x1|α � |x2|α � |x3|α � x1x2 � x1x3 � x2x3 � 0, x21 � x22 � x23 � 1
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eine Lösung x � px1, x2, x3q P R3 hat.

Lösung. Die Funktion fαpxq � |x1|α � |x2|α � |x3|α � x1x2 � x1x3 � x2x3 ist stetig

auf R3 für jedes α ¡ 0. Die Menge S2 � tx21 � x22 � x23 � 1u ist wegzusammenhängend.

Weil fαp1, 0, 0q � 1 und fαp0, 0, 1q � �1@α ¡ 0, hat die Gleichung |x1|α � |x2|α � |x3|α �
x1x2 � x1x3 � x2x3 � 0 mindestens eine Lösung x P S2 für alle α ¡ 0.

9.2 Zusammenhängende Mengen.

Definition 9.4 (zusammenhängende Räumen und Mengen).(a) Ein metrischer Raum pX, dXq
heißt zusammenhängend, wenn X nicht als eine Vereinigung von zwei offenen nichtlee-

ren disjunkten Teilmengen dargestellt werden kann. Das bedeutet, pX, dXq ist genau
dann nicht zusammenhängend, wenn D offene A,B � X, so dassX � AYB, AXB � ∅
und A � ∅ � B.

(b) Eine Teilmenge E eines metrisches Raums pY, dY q heißt zusammenhängend, wenn der

induzierte metrische Raum pE, dY q zusammenhängend ist.

Der Abstand (oder genereller, die Topologie) spielt eine wesentliche Rolle für die De-

finitionen von zusammenhängenden und wegzusammenhängenden Mengen.

Beispiel 9.8 (Beispiel mit pathologischem metrischen Raum). (a) Die Menge r0, 1s ist

im pR, d2q zusammenhängend und wegzusammenhängend. Hier d2px, yq � |x� y|.
(b) Betrachten wir pR, ddiscq mit der diskrete Metrik (Abstand)

ddiscpx, yq �
#
1, x � y

0, x � y
.

Im pR, ddiscq ist r0, 1s nicht zusammenhängend, denn im pR, ddiscq sind t0u und p0, 1s
offene nichtleere disjunkte Menge, und r0, 1s � t0u Y p0, 1s.

Aufgabe 9.2.

Im pR, ddiscq ist r0, 1s auch nicht wegzusammenhängend.

Hinweis: beschreiben Sie alle Wege im pR, ddiscq.
Beispiel 9.9.

Die Menge E � r0, 1s Y r2, 3s ist im pR, d2q nicht zusammenhängend, denn im induzierten

Raum pE, d2q sind r0, 1s und r2, 3s offene nichtleere disjunkte Menge.

Die Menge E � r0, 1s Y r2, 3s ist im pR, d2q auch nicht wegzusammenhängend.

Bemerkung 9.1.

Die Begriffe “zusammenhängende Menge” und “wegzusammenhängende Menge” sind ver-

bunden aber nicht äquivalent.

Satz 9.3.

Jede wegzusammenhängende Menge ist zusammenhängend.
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Beispiel 9.10 (zusammenhängend {{{ùùùñññ wegzusammenhängend).

Betrachten wir die Sinus-Kurve Tsin � R2 der TopologInnen: Tsin � tpx, sin 1
xq : x P

p0, 1qu Y tp0, 0qu.
Die Menge Tsin ist zusammenhängend, aber nicht wegzusammenhängend.

Beispiel 9.11.

Die Menge Q aller rationaler Zahlen ist nicht zusammenhängend (und so nicht wegzusam-

menhängend) in pR, | � |q.
Sei pV, } � }q ein normierter Raum.

Theorem 9.4.

Eine offene Menge E � V ist genau dann wegzusammenhängend, wenn E zusammenhängend

ist.

Definition 9.5.(a) Ein Weg w : ra, bs Ñ V heißt (stetiger) Streckenzug, falls es eine

Zerlegung Z : a � t0   t1   � � �   tn � b gibt, so dass @ j � 0, . . . , n

w pp1� sqtj � stj�1q � p1� sqwptjq � swptj�1q, s P r0, 1s. (9.1)

(b) Wir sagen, dass ein Streckenzug w ein Streckenzug in E � V ist, falls Spurpwq � E.

(c) Die Länge Lpwq des Streckenzuges w ist definitionsgemäß Lpwq :� °n
j�1 }wptjq �

wptj�1q}.
Theorem 9.5.

Sei E � V eine offene, nichtleere und zusammenhängende Menge. Dann lassen sich je

zwei Punkte x, y P E durch einen Streckenzug in E verbinden.

Dieses Theorem zusammen mit dem Satz 9.3 ñññ Theorem 9.4.

10 Das mehrfache Riemann-Integral auf Zellen.

10.1 Die n-Zellen und ihre Zerlegungen.

Definition 10.1 (kompakte & offene Zellen und ihr Inhalt).(a) Eine kompakte n-Zelle Z �
Rn ist ein Mengenprodukt Z � I1�� � ��In von n kompakten Intervallen Ij � raj , bjs �
R mit aj ¤ bj . Das bedeutet, Z � tpx1, . . . , xnq P Rn : aj ¤ xj ¤ bj , j � 1, . . . , nu.

(b) Eine offene n-Zelle Z � Rn ist ein Mengenprodukt Z � I1 � � � � � In von n offenen

Intervallen Ij � paj , bjq � R mit aj ¤ bj (hier Z � ∅ ist möglich).

(c) In beiden Fällen (a) und (b) wird der (n-dim.) Inhalt |Z| � vnpZq von Z als

|Z| :�
n¹
j�1

pbj � ajq (10.1)

definiert. Der n-dim. Inhalt |Z| � vnpZq wird auch als n-dim. Volumen oder n-dim.

Jordan-Maß bezeichnet.
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Bemerkung 10.1 (z.B., s. [H2] Hildebrandt, Analysis 2).(a) Eine 1-Zelle I ist ein be-

schränktes Intervall ra, bs, ra, bq, pa, bs, oder pa, bq. In diesem Fall ist der 1-dim. Inhalt

(das 1-dim. Jordan-Maß) |I| � v1pIq � b� a die Länge von I.

(b) Dann können wir vnpZq in Def.10.1 als vnpZq �±n
j�1 |Ij | schreiben.

(c) Eine n-Zelle/n-Quader/n–Intervall Z � Rn ist ein Mengenprodukt Z � I1 � � � � � In
von n beschränkten 1-dim. Intervallen. In diesem allgemeinen Fall gilt die Formel

vnpZq �±n
j�1 |Ij | auch.

(d) Für eine kompakte n-Zelle Z ist Zo eine offene n-Zelle und |Z| � |Zo|. In diesem

Fall ist die kompakte Menge E � ZzZo eine Vereinigung von endlich vielen n-Zellen

Zrjs � Zrjs mit |Zrjs| � 0, und E ist ein nichttriviales Beispiel der Menge mit dem

Inhalt Null.

Sei Z � I1 � � � � � In eine kompakte n-Zelle wie in Def.10.1 (a). Sei ζp1q : a1 ¤
x1,0   x1,1   � � �   x1,k1 � b1 eine Zerlegung von I1 � ra1, b1s mit der Feinheit ∆ζp1q �
max

1¤j¤k1
px1,j � x1,j�1q. Sei ζp2q : a2 ¤ x2,0   x2,1   � � �   x2,k2 � b2 eine Zerlegung von

I2 � ra2, b2s, mit der Feinheit ∆ζp2q � max
1¤j¤k2

px2,j � x2,j�1q und so weiter . . .

Das bedeutet, ζpjq : aj ¤ xj,0   xj,1   � � �   xj,kj � bj ist eine Zerlegung von

Ij � raj , bjs, mit der Feinheit ∆ζpjq � max
1¤ℓ¤kj

pxj,ℓ � xj,ℓ�1q, j � 1, . . . , n.

Als α � pα1, . . . , αnq bezeichnen wir einen Multiindex mit 1 ¤ αj ¤ kj , j � 1, . . . , n,

und als A die Familie aller solcher Multiindices.

Sei Ij,αj � t xj,αj�1 ¤ xj ¤ xj,αju das αj-te Intervall der Zerlegung ζpjq.
Für jeden Multiindex α P A betrachten wir die n-Zelle

Zα :� I1,α1 � I2,α2 � � � � � In,αn .

Definition 10.2 (n-Zerlegung und ihre Feinheit).(a) Man sagt, dass soeben beschriebe-

ner Prozess eine n-Zerlegung ζ � ζp1q�� � ��ζpnq der kompakten n-Zelle Z in Teilzellen

Zα, α P A liefert.

(b) Die Feinheit der n-Zerlegung ζ ist

∆ζ :� maxt∆ζp1q , . . . ,∆ζpnqu.

Satz 10.1 (Additivität des Inhalts im einfachsten Fall).

Für eine n-Zerlegung von Z in Teilzellen Zα gilt |Z| � °αPA |Zα|.

10.2 Das mehrfache Riemann-Integral auf Zellen.

Sei V ein normierter Raum über K.

Satz 10.2 (normierter Raum der beschränkten Funktionen).

Sei E � ∅ eine abstrakte Menge.
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(a) Die Menge BpE, V q aller beschränkten Funktionen f : E Ñ V ist ein Untervektorraum

des Vektorraums AbbpE, V q aller Abbildungen von X nach V .

(b) BpE, V q ist ein normierter Raum mit der Norm }f}B � supxPE }fpxq}V .
Bemerkung 10.2.

Im Fall V � R bezeichnen wir BpEq :� BpE,Rq. Wir arbeiten meistens mit dem Raum

BpE,Kmq, wobei m P N und E � Rn.

Sei Z eine kompakte n-Zelle. Sei f : Z Ñ Km.

Definition 10.3 (Riemann-Zwischensumme).

Wählen wir aus jeder Teilzelle Zα der n-Zerlegung ζ einen Zwischenpunkt ξα P Zα, so wird

Sζ � Sζ,ξpfq :�
¸
αPA

fpξαq|Zα|

eine (Riemann)-Zwischensumme genannt. (Ihr Wert Sζ,ξpfq hängt von der Auswahl der

Familie ξ � tξαuαPA der Zwischenpunkte ab.)

Definition 10.4 (Riemann-Summendefinition).

Sei f P BpZ,Kmq eine beschränkte Funktion.

(a) Die Funktion f heißt Riemann-Integrierbar, wenn ein Vektor w � IRipfq P Km mit

der folgenden Eigenschaft existiert:

Für jede Folge tζku8k�1 von Zerlegungen von Z mit limkÑ8∆ζk � 0 (und beliebige

entsprechende Riemann-Zwischensummen Sζk) gilt

Sζk Ñ IRipfq wenn k Ñ8.

(b) In diesem Fall, nennt man den Vektor w � IRipfq P Km das Riemann-Integral von f

auf Z und benutzt auch die folgenden Bezeichnungen:

IcRipfq �
»
Z
fpxqdvnpxq �

»
Z
f �

»
Z
fpxqdx �

»
Z
fpxqdnx

�
»
Z
fpxqdx1dx2 . . . dxn �

»
Z
fdV.

Warum fordern wir f P BpZ,Kmq in der Riemann-Summendefinition?

Beispiel 10.1.(a) Sei f P CpZ,Kmq. Dann ist f auf der kompakten n-Zelle Z Riemann-

Integrierbar. (Wie könnten wir solches
³
Z fdvn berechnen?)

(b) Sei m � 1. Sei Zr1s � Z eine n-Zelle und sei

χZr1spxq :�
#
1, x P Zr1s,
0, x P RnzZr1s

die charakteristische Funktion von Zr1s. Dann ist χZr1s auf Z Riemann-Integrierbar

und
³
Z χZr1spxqdvn � |Zr1s|.
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Was passiert, wenn Zr1s � Z?

Definition 10.5.

Die charakteristische Funktion/Indikatorfunktion einer Menge E � V ist

χEpxq :�
#
1, x P E,
0, x P V zE

10.3 Vektorraum der Riemann-Integrierbaren Funktionen

Satz 10.3 (Vektorraum der Riemann-Integrierbaren Funktionen).(a) Die Menge RpZ,Kmq
aller Riemann-Integrierbaren Funktionen f : Z Ñ Km ist ein abgeschlossener Unter-

raum des normierten Raum pBpZ,Kmq, } � }Bq der beschränkten Funktionen.

(b) Das Riemann-Integral IRi : RpZ,Kmq Ñ Km ist ein stetiger linearer Operator.

Im Besonderen,
³
Zpαfpxq�βgpxqqdvn � α

³
Z fpxqdvn�β

³
Z gpxqdvn, @f, g P RpZ,Kmq,@α, β P

K.
Für n-Zellen Zr1s und Zr2s»

Zr1s

αχZr2spxqdvnpxq � α

»
Zr1s

χZr2spxqdvn � α|Zr1s X Zr2s|.

Im Fall α � 0,
³
Z 0dvn � 0.

Bemerkung 10.3 (Theorem über gleichmäßige Konvergenz).

Die Konvergenz bezüglich }f}B � supxPZ |fpxq| ist die gleichmäßige Konvergenz mit der

Bezeichnung fk Ñ f auf Z wenn k Ñ8. Das heißt, fk Ñ f ôôô limnÑ8 supxPZ |fpxq�
fnpxq| � 0.

Die Abgeschlossenheit von RpZ,Kmq und die Stetigkeit von IRi in Satz 10.3 bedeuten die

folgende Aussage:

Falls tfkukPN � RpZ,Kmq und fk Ñ f , gilt f P RpZ,Kmq und ³
Z

fdvn � lim
kÑ8

³
Z

fndvn.

Definition 10.6 (Treppenfunktion).

Eine Treppenfunktion f : Rn Ñ R ist definitionsgemäß eine Liniearkombination

f �
ķ

j�1

αjχZrjs (10.2)

von charakteristischen Funktionen χZrjs von k   8 n-Zellen Zrjs mit Koeffizienten αj P R,
j � 1, . . . , k.

Aus der Definition folgt, dass jede Treppenfunktion in BpRn,Rq ist.
Aus Beispiel 10.1 und Satz 10.3 folgt der folgende Satz.

Satz 10.4.

Sei eine Treppenfunktion f wie in (10.2) dargestellt. Dann:
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(a) Es gibt eine kompakte n-Zelle Z, so dass Z � �k
j�1 Z

rjs.

(b) Für jede solche kompakte n-Zelle Z gilt»
Z

fdvn �
ķ

j�1

αj |Zrjs|.

Theorem 10.1.

Sei f P CpZ,Rq. Dann:

(a) Es gibt eine Folge tfku von Treppenfunktionen, so dass fk Ñ f auf Z, das heißt,

}f � fk}BpZ,Rq � supxPZ |fpxq � fkpxq| Ñ 0, wenn k Ñ8 (gleichmäßige Konvergenz).

(b)
³
Z

fdvn � lim
kÑ8

³
Z

fndvn.

Manchmal benutzt man dieses Theorem als die Definition vom Riemann-Integral einer

stetigen Funktion (s. [FK1]).

Satz 10.5 (Eigenschaften des Riemann-Integrals der skalarwertigen Funktionen).

Sei m � 1. Dann besitzt das Riemann-Integral IRi : RpZ,Kq Ñ K die folgenden Eigen-

schaften:

(a) IRi : f ÞÑ
³
Z fpxqdvn ist eine stetige Linearform auf pRpZ,Kq, } � }Bq.

(b) Falls g, f P RpZ,Rq und gpxq ¤ fpxq @x P Z, gilt»
Z

gdvn ¤
»
Z

fdvn (Monotonie).

Im Besonderen, 0 ¤ ³Z fdvn falls 0 ¤ fpxq @x P Z.
(c)

��³
Z fdvn

�� ¤ }f}B |Z| (Integralabschätzung). (Hier }f}B |Z| � supxPZ |fpxq| vnpZq.)
Bemerkung 10.4.

Die Integralabschätzung
��³
Z fdvn

�� ¤ supxPZ |fpxq| |Z| gilt für jede f P RpZ,Kmq. Das

folgt aus der Dreieckungleichung in Km.

10.4 Riemann-Integral durch Darboux-Obersummen & Untersummen

Sei f P BpZ,Rq.
Definition 10.7 (Obersumme und Untersumme).

Sei ζ eine Zerlegung von Z in Teilzellen Zα, α P A. Für jede Teilzelle Zα setzen wir

mα :� inf
xPZα

fpxq, mα :� sup
xPZα

fpxq.

Dann heißen

Sζpfq :�
¸
αPA

mα|Zα| und Sζpfq :�
¸
αPA

mα|Zα|

Untersumme und Obersumme von f zur Zerlegung ζ.
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Satz 10.6.

Für zwei beliebige Zerlegungen ζ1 und ζ2 (von Z) gilt

Sζ1pfq ¤ Sζ2pfq.

Definition 10.8 (Oberintegral und Unterintegral).

Für f P BpZ,Rq definieren wir das Unterintegral

Ipfq � suptSζpfq : ζ ist eine Zerlegung von Zu,

und das Oberintegral

Ipfq � inftSζpfq : ζ ist eine Zerlegung von Zu.

Satz 10.6 ñññ
Satz 10.7.

Für jede Zerlegung ζ gilt

Sζpfq ¤ Ipfq ¤ Ipfq ¤ Sζpfq.
Definition 10.9 (Darboux-Integrierbarkeit).

Eine Funktion f P BpZ,Rq heißt Darboux-Integrierbar, wenn Ipfq � Ipfq.
Bemerkung 10.5.

Falls f Darboux-Integrierbar ist, gilt IRipfq � Ipfq � Ipfq. Das ist die Darboux-Definition

des Riemann-Integrals.

Theorem 10.2 (Integrabilitätskriterien).

Sei f P BpZ,Rq. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) f ist Riemann-Integrierbar.

(b) f ist Darboux-Integrierbar.

(c) zu jedem ε ¡ 0 gibt es eine Zerlegung ζ mit Sζpfq � Sζpfq   ε.

(d) zu jedem ε ¡ 0 gibt es ein δ ¡ 0, so dass für jede Zerlegung ζ mit ∆ζ   δ die

Ungleichung Sζpfq � Sζpfq   ε gilt.

11 Iterierte und komponentenweise Integration. Integration

auf quadrierbaren Mengen.

11.1 Sukzessive Integration auf n-Zellen.

Beispiel 11.1 (Iterierte Integration auf einer 2-Zelle).

Sei die kompakte 2-Zelle Z � r0, 1s2 � r0, 1s � r0, 1s � R2. Die Funktion fpx, yq � xyex
2y,
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f : R2 Ñ R, ist stetig auf R2, und so Riemann-Integrierbar auf Z. Es ist möglich das

mehrfache Integral
³
Z fdv2 zu 1-dim. Integralen zu reduzieren:»

Z
fdv2 �

» 1

0

�» 1

0
xyex

2ydx



dy �

» 1

0

�» 1

0

d

dx

�
1

2
ex

2y

�
dx



dy

�
» 1

0

�
1

2
ex

2y

�x�1

x�0

dy � 1

2

» 1

0
rey � 1sdy � 1

2
e� 1.

Theorem 11.1 (Iterierte Integration auf 2-dim. Zellen).

Sei Z � ra1, b1s � ra2, b2s eine 2-Zelle. Dann:

(a) Für f P CpZ,Rq gilt
»
Z

fdv2 �
b2»
a2

b1»
a1

fpx, yqdxdy �
b1»
a1

b2»
a2

fpx, yqdydx

(b) Für f P RpZ,Rq gilt
»
Z

fdv2 �
b2»
a2

b1»
a1

� fpx, yqdxdy �
b1»
a1

b2»
a2

� fpx, yqdydx,

wobei man bei
bj³
aj

� das Obereintegral so wie das Untereintegral wählen kann.

Dieses Theorem kann auf den n-dim. Fall generalisiert werden.

Beispiel 11.2 (Integration mit 2-dim. rationalen Unstetigkeitsstellen).

Für jedes x P Q gibt es eine eindeutige Darstellung durch einen vollständig gekürzten

Bruch x � px
qx

mit dem Nenner qx P N und dem Zähler px P Z.
Sei Z � r0, 1s2. Betrachten wir die Funktion

f : Z Ñ R, fpx, yq �
$&%

1

qx
� 1

qy
, falls x P Q und y P Q

0, falls x R Q oder y R Q
.

DieMenge der Unstetigkeitsstellen von f ist tpx, yq P Z : x P Q und y P Qu, und damit

abzählbar (Aufgabe). Zudem ist f P RpZ,Rq (Aufgabe). (Hinweis: für beide Aufgaben kann

man einfach die Definitionen benutzen).

Die Formel in Th. 11.1 (a) macht keinen Sinn, weil für x P Q das Riemann-Integral
b2³
a2

fpx, yqdy nicht existiert, und für y P Q das Riemann-Integral
b1³
a1

fpx, yqdx nicht existiert.

Aber die Formel in Th. 11.1 (b) macht Sinn und ist wahr. (Die Formel in Th. 11.1 (a) ist

wahr auch im Sinne des Lebesgue-Integral).
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Definition 11.1 (Symmetrische Gruppe Sn).
Die symmetrische Gruppe Sn des Grades n wird definiert als die Menge aller bijektiven

Abbildungen σ : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu ausgerüstet mit der Kompositionsgruppenopera-

tion.

Die bijektiven Abbildungen σ : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu heißen Permutationen.

Theorem 11.2 (Iterierte Integration auf n-dim. Zellen).

Sei Z � ra1, b1s � � � � � ran, bns. Sei σ P Sn eine Permutation. Dann:

Für f P CpZ,Knq gilt
»
Z

fpx1, . . . , xnqdvn �
bσpnq»
aσpnq

bσpn�1q»
aσpn�1q

. . .

bσp1q»
aσp1q

fpx1, . . . , xnqdxσp1q . . . dxσpn�1qdxσpnq.

Für f P RpZ,Rq gilt
»
Z

fpx1, . . . , xnqdvn �
bσpnq»
aσpnq

bσpn�1q»
aσpn�1q

� . . .

bσp1q»
aσp1q

� fpx1, . . . , xnqdxσp1q . . . dxσpn�1qdxσpnq,

wobei man bei
bj³
aj

� das Obereintegral so wie das Untereintegral wählen kann.

11.2 Komponentenweise Integration der vektorwertigen Funktionen

Sei Z � Rn eine n-Zelle. Sei f P BpZ,Kmq,
fpxq � pf1pxq, f2pxq, . . . , fmpxqqJ, x P Z.

Satz 11.1 (Komponentenweise Integration).(a) f P RpZ,Kmq ôôô alle fj P RpZ,Kq,
j � 1, . . . ,m.

(b) In diesem Fall,»
Z
fpxqdvn � p

»
Z
f1pxqdvn,

»
Z
f2pxqdvn, . . . ,

»
Z
fmpxqdvnqJ

.

Beispiel 11.3.

Sei Z � r0, T s � R, T ¡ 0. Betrachten wir die Funktion f : r0, T s Ñ C, fptq � eit.

Identifizieren wir C � R2. Dann fptq �
�
f1ptq
f2ptq

	
� p cos tsin t q.

Bestimmen wir das Integral» T
0
fptqdt �

» T
0

�
f1ptq
f2ptq

	
dt �

� ³T
0 f1ptqdt³T
0 f2ptqdt



�
� ³T

0 cosptqdt³T
0 sinptqdt



� � sinT

1�cosT

�
,
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oder » T
0
fptqdt �

» T
0

eitdt � �ieit|T0 � �ipeT � 1q � eT�π{2 � i

�
�

cospT�π{2q
sinpT�π{2q

	
� p 01 q �

�
sinT

1�cosT

�
.

Aufgabe 11.1.

Integrale von komplexwertigen Funktionen kann man mit Hilfe der Identifikation C � R2

als Intergrale von R2-wertigen Funktionen interpretieren.

11.3 Quadrierbare Mengen und Jordan-Maß

Definition 11.2 (quadrierbare Mengen und ihre n-dim. Inhalte).

Sei E � Rn beschränkt. Dann existiert eine kompakte n-Zelle Z, so dass E � Zo.

(a) E heißt quadrierbar/Jordan-meßbar, wenn χE P RpZ,Rq (das heißt, wenn die charak-

teristische Funktion χE auf Z Riemann-integrierbar ist).

(b) In diesem Fall heißt |E| � vnpEq :� ³
Z χEdvn n-dim. Inhalt/Volumen/Jordan-Maß

der Menge E.

(c) Die Familie aller quadrierbaren Mengen E � Rn bezeichnen wir als Qn.

Bemerkung 11.1 (Jordan-Maß als eine wohldefinierte Funktion).(a) Wenn χE auf einer

kompakten n-Zelle Z mit der Eigenschaft E � Zo integrierbar ist, ist χE integrierbar

auf jeder kompakten n-Zelle Z� mit der selben Eigenschaft E � Zo�.

(b) In disem Fall gilt
³
Z χEdvn �

³
Z�
χEdvn.

(c) Jede n-Zelle ist Z � I1 � . . . In quadrierbar, und der entsprechende Wert von vnpZq
in Def. 11.2 ist gleich mit

±n
j�1 |Ij |.

(d) Zusammenfassung. Das Jordan-Maß |E| � vnpEq ist wohldefiniert als eine Funktion
vn : Qn Ñ r0,�8q.

(e) Die Bezeichnung dvn in
³
Z χEdvn heißt n-dim. Volumenelement.

Beispiel 11.4. (a) Jede Kugel Krpxq � Rn ist quadrierbar, das heißt Krpxq P Qn. Für

jede (n-1)-dim. Sphäre BKrpxq gilt

BKrpxq P Qn und vnpBKrpxqq � 0.

(b) Wenn eine beschränkte Menge E in einer Hyperebene tx � px1, . . . , xnq : xk � cu
liegt (wobei k P t1, . . . , nu und c P R eine fixierte Zahl), ist E quadrierbar und

vnpEq � 0.

(c) Falls k P N und E1, E2, . . . , Ek P Qn, gilt
�k
j�1Ej P Qn,

�k
j�1Ej P Qn, E1zE2 P Q.
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11.4 Riemann-Integral auf quadrierbaren Mengen

Definition 11.3.

Sei M � Rn und sei f :M Ñ Km.

Die kanonische Fortsetzung rf von f (auf Rn) ist die Funktion

rfpxq � #fpxq, x PM
0Km , x P RnzM .

Definition 11.4.

Sei E P Qn. Sei f : E Ñ Km.

(a) Wir sagen, dass f auf E Riemann-Integrierbar ist und schreiben E P RpE,Kmq, wenn
die kanonische Fortsetzung rf Riemann-integrierbar ist (auf einer abgeschlossenen n-

Zelle Z mit Zo � E).

(b) In diesem Fall definieren wir das entsprechende Riemann-Integral als»
E
fdvn �

»
Z

rfdvn.
Bemerkung 11.2.

Wenn die kanonische Fortsetzung rf auf einer kompakten n-Zelle Z mit E � Zo Riemann-

Integrierbar ist, ist rf auf jeder kompakten n-Zelle Z� mit E � Zo� Riemann-Integrierbar,

und »
Z

rfdvn � »
Z�

rfdvn.
Zusammenfassung. Für E P Qn und f P RpE,Kmq ist ³E fdvn wohldefiniert.

11.5 Cavalierisches Prinzip: iterierte Integration auf Normalbereichen.

Definition 11.5 (Normalbereich bezüglich der xj-Achse).

Eine Menge E � Rn heißt Normalbereich (bezüglich der xj-Achse), wenn

E � tpx1, . . . , xnq : y � px1, . . . , xj�1, xj�1, . . . , xnq P K, φ�pyq ¤ xj ¤ φ�pyqu

mit einer kompakten Menge K P Qn�1 und φ�, φ� P CpK,Rq, so dass φ� ¤ φ�.
(Die Bezeichnung φ� ¤ φ� hier bedeutet φ�pyq ¤ φ�pyq @y P K.)

Theorem 11.3 (Cavalierisches Prinzip).

Ist E � Rn ein Normalbereich wie in Def. 11.5 und ist f P CpE,Kmq, so gilt»
E
fpxqdvnpxq �

»
K

�» φ�pyq
φ�pyq

fpxqdxj
�

dvn�1pyq,

wobei dvn�1pyq das (n-1)-dim. Volumenelement auf K � Rn�1 ist.
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Beispiel 11.5 (Volumen einer 3-dim. Kugel).

Sei E � Krp0R3q � tx � px1, x2, x3q : x21 � x22 � x23 ¤ r2u. Dann v3pEq � 4π
3 r

3.

Dies sieht man so: Sei D � ty � px1, x2q P R2 : x21 � x22 ¤ r2u. Dann E �
tpx1, x2, x3q P R3 : y � px1, x2q P D, φ�pyq ¤ x3 ¤ φ�pyqu mit stetigen Funktionen

φ	px1, x2q � 	ar2 � x21 � x22. Also ist E ein Normalbereich in R3 bezüglich der x3-Achse.

Wegen des Cavalierischen Prinzip gilt

v3pEq �
»
E
1dv3 �

»
D

�» φ�pyq
φ�pyq

dx3

�
dv2pyq �

»
D
rφ�pyq � φ�pyqsdv2pyq

� 2

»
D

b
r2 � x21 � x22dv2pyq.

Hier ist D � tpx1, x2q : x1 P r�R,Rs,�ρpx1q ¤ x2 ¤ ρpx1qu ein Normalbereich in R2 mit

ρpx1q �
a
r2 � x21.

v3pEq � 2

»
D

b
ρ2px1q � x22dv2pyq � 2

R»
�R

��� ρpx1q»
�ρpx1q

b
ρ2px1q � x22dx2

��dx1.

Für t P r�ρ, ρs finden wir
³a

ρ2 � t2dt.

Mit der Substitutionsformel t � ρ sinpsq haben wir,» a
ρ2 � t2dt �

» b
ρ2 � ρ2 sin2psq dpρ sinpsqq

� ρ2
»
r1� sin2psqs1{2 cospsq ds � ρ2

�
1

2
s2 � 1

4
sinp2sq � C1



� ρ2

2
arcsin

t

ρ
� ρ2

2
sinpsq cospsq � C2

� ρ2

2
arcsin

t

ρ
� t

2

a
ρ2 � t2 � C2.

Daher

v3pKrp0R3qq � v3pEq � 2

R»
�R

�
ρ2px1q

2
arcsin

x2
ρpx1q �

x2
2

a
ρ2px1q � x2

�ρpx1q
�ρpx1q

dx1

�
R»

�R
ρ2px1q rarcsinp1q � arcsinp�1qsdx1

�
R»

�R
pr2 � x21qπdx1 � πrr2x1 � x31{3sr�r � πr2r3 � 2r3{3s � 4π

3
r3.
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12 Jordan-Maß als eine Erweiterung. Eigenschaften des Jordan-

Maß und der quadrierbaren Mengen.

12.1 Elementarmengen und ihre (n-dim.) Inhalte.

Erinnerung.

Für jede n-Zelle Z � I1 � . . . In wird der Inhalt |Z| � vnpZq durch vnpZq :� ±n
j�1 |Ij |

definiert. Hier sind Ij beschränkte Intervalle und |Ij | � v1pIjq ihre Längen.

Unser Ziel ist es, die Funktion vnp�q von der Familie aller n-Zellen auf eine größere Men-

genfamilie rQ zu erweitern, so dass die folgenden Anforderungen erfüllt werden:

(V0) jede n-Zelle Z � I1 � . . . In ist ein Element von rQ und vnpZq :�±n
j�1 |Ij | (Erweite-

rung).

(V1) 0 ¤ vnpEq @E P rQ (Positivität).

(V2) Für disjunkte Mengen Ej P rQ, j � 1, . . . , k, k P N, gilt

k¤
j�1

Ej P rQ und vn

�
k¤
j�1

Ej

�
�

ķ

j�1

vnpEjq (Additivität).

Erinnerung. Man sagt, dass tEαuαPA eine Familie von disjunkten Mengen ist, wenn

Eα X Eβ � ∅ @α � β.

Der 1. Kandidat für rQ ist der Ring E der Elementarmengen.

Definition 12.1 (Elementarmengen und ihre Inhalte).(a) Wir sagen, dass M � Rn eine

Elementarmenge (in Rn) ist, und schreiben M P E , wenn sie mindestens eine Darstel-

lung

M �
k¤
j�1

Zj

als eine Vereinigung einer endlichen Anzahl k P N von disjunkten n-Zellen hat.

(b) In diesem Fall wird der Inhalt |M | � vnpMq von M durch

vnpMq :�
ķ

j�1

vnpZjq

definiert.

Bemerkung 12.1 (Inhalt der Elementarmengen ist wohldefiniert).

Gibt es zwei Darstellungen M � �k
j�1 Zj �

�rk
j�1

rZj von M P E durch Vereinigungen

endlicher Anzahlen k,rk P N von disjunkten n-Zellen, liefern diese Darstellungen denselben

Wert von vnpMq P R, das heißt
°k
j�1 vnpZjq �

°rk
j�1 vnp rZjq.
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Definition 12.2 (Ring von Mengen).

Eine Familie Q von Mengen heißt Mengen-Ring, wenn @M1,M2 P Q es gilt

M1 YM2 P Q,M1zM2 P Q,M1 XM2 P Q.

Theorem 12.1.

Die Familie E der Elementarmengen ist ein Mengen-Ring.

Bemerkung 12.2. (a) ∅ � pa, aqn P E spielt die Rolle vom neutralen Element, also

∅YM �M .

(b) Der Begriff des Mengen-Ringes unterscheidet sich von dem eines Rings im Sinne der

Algebra. Beide stehen aber in gewissem Zusammenhang.

Satz 12.1 (Positivität & Additivität des Inhalts auf Elementarmengen).

Für die Inhaltsfunktion vnp�q auf den Elementarmengen sind die Positivität- und Additi-

vität-Eigenschaften wahr. Das bedeutet

� 0 ¤ vnpMq @M P E (Positivität).

� Für disjunkte Mengen Mj P E, j � 1, . . . , k, k P N, gilt

vn

�
k¤
j�1

Mj

�
�

ķ

j�1

vnpMjq (Additivität).

Beispiel 12.1 (Menge mit dem Inhalt Null).

Sei Z � ra1, b1s� � � �� ran, bns eine kompakte n-Zelle. Dann BZ P E und vnpBZq � 0, denn

Z,Zo P E ñññ BZ � ZzZo � ZzZo P E ,

weil E ein Ring von Mengen ist.

Da Z � Zo Y BZ und Zo X BZ � ∅, die Additivität ñññ |Z| � |Zo| � |BZ|. Aber
|Z| � |Zo| �±n

j�1pbj � ajq. Also, |BZ| � 0.

Theorem 12.2 (σ-Subadditivität des Inhalts auf Elementarmengen).

Sei M P E. Falls M � �N
j�1Mj, wobei N ¤ 8 und tMjuNj�1 � E eine endliche oder

abzählbare Familie von Elementarmengen ist, so gilt

vnpMq ¤
Ņ

j�1

vnpMjq.

Bemerkung 12.3 (σ-Subadditivität und Monotonie). (a) Die Eigenschaft, die in Th.

12.2 beschrieben ist, heißt σ-Subadditivität (abzählbare Subadditivität). Also sagt Th.

12.2, dass die Inhaltsfunktion vnp�q auf E σ-subadditiv ist.

(b) Th. 12.2 impliziert auch dieMonotonie, das heißt, fürM1,M2 P E folgt ausM1 �M2,

dass vnpM1q ¤ vnpM2q.
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Aus der σ-Subadditivität von vnp�q auf E folgt das folgende Theorem:

Theorem 12.3 (σ-Additivität des Inhalts auf Elementarmengen).

Sei M P E. Seien Mj P E, j P N, so dass Mj XMk � ∅ @j � k. Falls M � �8
j�1Mj,

gilt vnpMq � °8
j�1 vnpMjq.

Bemerkung 12.4 (σ-Additivität).

Die Eigenschaft, die in Th. 12.3 beschrieben ist, heißt σ-Additivität (abzählbare Additi-

vität). Also ist die Inhaltsfunktion vnp�q auf dem Mengen-Ring E eine σ-additive Erweite-

rung des Inhalts vom Semiring aller n-Zellen, [Kolmogorov A.N., Fomin S.V., Introductory

real analysis], [W2],[R].

Wenn n ¥ 2, ist Krp0Rnq keine Elementarmenge.

Wir brauchen eine größere Familie messbarer Mengen.

12.2 Jordan-Erweiterung des Inhalts auf quadrierbare Mengen

Sei M � Rn eine beliebige beschränkte Menge. Dann DS, T P E , so dass S �M � T . (Als

S kann man S � ∅ wählen).

Definition 12.3 (Archimedische Kompressionsmethode).(a) Der innere Inhalt vonM wird

durch

|M |i :� suptvnpSq : S P E , S �Mu
definiert.

(b) Der äußere Inhalt von M wird durch

|M |a :� inftvnpT q : T P E , M � T u
definiert.

(c) Eine beschränkte Menge M heißt Jordan-messbar, wenn |M |i � |M |a. In diesem Fall

heißt |M | :� |M |i � |M |a Jordan-Maß von M .

Bemerkung 12.5. (a) Sei M P E . Dann ist M Jordan-messbar und vnpMq � |M |i �
|M |a.

(b) Also ist das Jordan-Maß eine Erweiterung der Inhaltsfunktion vnp�q von E auf die

Familie aller Jordan-messbaren Mengen. Im Folgenden bezeichnen wir das Jordan-

Maß einer Jordan-messbaren Menge M als vnpMq � |M |.
(c) Für jede Jordan-messbare Menge M gilt vnpMq ¥ 0 (Positivität).

(d) Wenn |M |a � 0, gilt M P Qn und vnpMq � 0. In diesem Fall sagt man, dass M eine

Jordan-Nullmenge ist.

Theorem 12.4 (äquivalente Umformulierungen der Jordan-Messbarkeit).

Sei M � Rn. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:
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(a) M P Qn, das heißt, M ist quadrierbar (χM P RpZ,Rq für n-Zellen Z � Z mit

Zo �M).

(b) M ist Jordan-messbar (im Sinne der Def. 12.3).

(c) M ist beschränkt und der Rand BM ist eine Jordan-Nullmenge.

(d) @ε ¡ 0DS, T P E, so dass S �M � T und |T zS|   ε.

(e) @ε ¡ 0DS, T P E, so dass S �M � T und |T | � |S|   ε.

Wenn (a)-(e) wahr sind, ist das Jordan-Maß in Def.12.3 gleich mit dem n-dim. Inhalt in

Def. 12.2, das heißt, vnpMq � ³
Z

χM .

Seien M und Mj , j P N beschränkte Teilmengen von Rn.

Bemerkung 12.6 (zusätzliche Eigenschaften von | � |i, | � |a und vnp�q � | � |.).(a) Qn ist ein

Mengen-Ring.

(b) Sei M1 � M2. Dann |M1|i ¤ |M2|i und |M1|a ¤ |M2|a. Falls zusätzlich M1,M2 P Qn,

dann vnpM1q ¤ vnpM2q (Monotonie).

(c) Sei M P Qn. Seien k P N und tMjukj�1 � Qn. Falls M � �k
j�1Mj , gilt vnpMq ¤°k

j�1 vnpMjq (Subadditivität).
(d) Sei M P Qn. Seien k P N und tMjukj�1 � Qn, so dass Mj XMℓ � ∅ @j � ℓ. Falls

M � �k
j�1Mj gilt vnpMq � °8

j�1 vnpMjq (Additivität).
(e) |Mo|i � |M |i ¤ |M |a � |M |a.
(f) Sei M P Qn. Dann Mo,M P Qn und |Mo| � |M | � |M |. Außerdem gilt für jedes E

mit Mo � E �M , dass E P Qn und |E| � |M |.
Beispiel 12.2 (offene Kugeln sind quadrierbar).

Krp0Rnq P Qn und |Krp0Rnq| � |Krp0Rnq| � 4π
3 r

3.

Satz 12.2 (Produktregel).

Seien A P Qn und B P Qm. Dann:

(a) A�B P Qn�m

(b) vn�mpA�Bq � vnpAq vmpBq
Beispiel 12.3 (Sphären sind Jordan-Nullmengen).

|BKrp0Rnq| � 0.

Beweis 1. Krp0Rnq P Qn ñññ |BKrp0Rnq| � 0.
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Beweis 2 für n ¥ 2. BKrp0Rnq � tx P Rn : |x| � r, xn ¥ 0u Y tx P Rn : |x| � r, xn ¤
0u. Die Mengen M� � tx P Rn : |x| � r,�xn ¥ 0u sind Normalbereiche bezüglich der

xn-Achse. Wegen des Cavalierischen Prinzip,

|M�| �
»

Krp0Rn�1 q

?
r2�y2»

?
r2�y2

dxndvn�1pyq �
»

Krp0Rn�1 q

0dvn�1pyq � 0.

In ähnlicher Weise, |M�| � 0. Positivität + Subaddivität ñññ 0 ¤ |BKrp0Rnq| ¤
|M�| � |M�| � 0.

Satz 12.3.

Sei K � Rn�1 eine kompakte Menge. Sei f : K Ñ R eine stetige Funktion. Dann ist der

Graph von f

Gr f :� tx P Rn : px1, . . . , xn�1q P K, xn � fpx1, . . . , xn�1qu
eine Jordan-Nullmenge.

Der Beweis folgt aus dem Cavalierischen Prinzip.

Sei OpRnq � Opnq die orthogonale Gruppe von Rn, das heißt, die Gruppe aller or-

thogonalen linearen Operatoren. Bezüglich der Standardbasis bedeutet A P Opnq für die

entsprechende Matrix A, dass A � pA�1qJ � pAJq�1.

Bemerkung 12.7.

Opnq ist die Menge aller isometrischen Isomorphismen vom normierten Raum pRn, | � |q
nach pRn, | � |q.
Satz 12.4 (Jordan-Maß ist bewegungs- und spiegelungsinvariant).

Sei ψ : Rn Ñ Rn gegeben durch ψpxq � Ux� u, wobei U P Opnq und u P Rn. Dann:

(a) M P Qn ôôô ψpMq P Qn.

(b) In diesem Fall, |M | � |ψpMq|.
Satz 12.5.

Seien ψj : Rn Ñ Rn gegeben durch ψjpxq � Ujx � uj, wobei Uj P Opnq und uj P Rn,
j � 1, . . . , N , und N P N. Seien fj P CpKj ,Rq, wobei Kj � Rn�1 kompakt sind und

j � 1, . . . , N . Sei M � Rn eine beschränkte Menge, so dass

BM �
N¤
j�1

ψjpGr fjq.

Dann:

(a) BM ist eine Jordan-Nullmenge.

(b) M P Qn.

Wir brauchen ein Beispiel einer beschränkten und nicht Jordan-messbaren Menge.

Beispiel 12.4 (beschränkte und nicht Jordan-messbare Menge).

M � QX r0, 1s ist nicht Jordan-messbar in R. (Warum?)
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13 Lebesgue-Maß, Lebesgue-Nullmengen und Riemann-Integrierbarkeit.

13.1 Erweiterung des Inhalts auf einem σ-Ring.

Wir haben die Inhaltsfunktion vn : E Ñ r0,�8q als die additive Erweiterung der Inhalts-

funktion von der Familie von n-Zellen definiert. Diese Erweiterung ist eindeutig und sogar

σ-additiv im folgenden Sinn:

Th.13.3. SeienM P E ,Mj P E , j P N, so dassMjXMk � ∅ @j � k undM � �8
j�1Mj .

Dann vnpMq � °8
j�1 vnpMjq.

Unser Ziel ist es nun eine solche Erweiterung µnp�q von vnp�q auf dem größeren Mengen-

Ring L zu konstruieren, so dass zusätzlich zu den gewöhnlichen Eigenschaften von Posi-

tivität, Monotonie und Additivität die folgende Eigenschaft des Maß auf einem σ-Rings

auch wahr ist:

Wenn Mj P L, j P N, so dass Mj XMk � ∅@j � k und M � �8
j�1Mj , dann gilt M P L

und µnpMq � °8
j�1 µnpMjq.

Bemerkung 13.1. (a) Eine solche Erweiterung soll den Wert µnpMq � �8 annehmen

für manche M P L, z.B. für Vereinigungen M � �8
j�1 Zj von disjunkten n-Zellen

Zj , so dass
°8
j�1 vnpZjq � �8.

(b) im 2. Schritt wollen wir µnpMq � �8 vermeiden. Wir fixieren eine kompakte n-Zelle

E � ra, bsn mit a   b und betrachten nur Teilmengen von E.

Im 3. Schritt betrachten wir auch unbeschränkte M � Rn mit µnpMq � �8 und

mit µnpMq   �8.

(c) Ähnlich fordern wir von quadrierbaren Mengen M P Qn immer Beschränktheit.

Aber der Mengen-Ring Qn besitzt die σ-Ring-Eigenschaft nicht, auch wenn wir nur

Qn-Teilmengen von E � ra, bsn betrachten.

Gegenbeispiele: QX ra, bs in R, oder Qn X E in Rn sind abzählbare Vereinigungen

von einpunktigen Mengen, die beschränkt, aber nicht quadrierbar sind. Die Familie Qn

ist nicht groß genug für “gute Integration”.

Schritt 1. Äußeres Lebesgue-Maß. Der äußere Inhalt von M wird durch

|M |a :� inft|T | : T P E , M � T u
definiert.

Definition 13.1.

Sei M � Rn. Das äußere Lebesgue-Maß µapMq P r0,�8s von M wird durch

µapMq :� inf

# 8̧

j�1

vnpMjq : M �
8¤
j�1

Mj , Mj P E @j
+

definiert.
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µapMq :� inf

# 8̧

j�1

vnpMjq : M �
8¤
j�1

Mj , Mj P E @j
+

Beispiel 13.1.(a) Sei M P Qn. Dann µapMq � vnpMq. Das folgt aus der Definitionen

von | � |a, | � |i und der σ-Subadditivität vom Jordan-Maß vnp�q.
(b) Jede abzählbare Menge M hat µapMq � 0. Z.B., µapQnq � 0 � µapQn X r0, 1snq.
(c) µap∅q � 0.

(d) µapRnq � �8.

Aufgabe 13.1.

Sei n � 2. Wir identifizieren R2 � C und betrachten 2-dim. µap�q in C. Was ist der Wert

von µapRq?
Satz 13.1 (Eigenschaften des äußeren Lebesgue-Maß).(a) µapMq ist definiert @M � Rn

und 0 ¤ µapMq ¤ �8.

(b) µa

��8
j�1Mj

	
¤ °8

j�1 µapMjq (σ-Subadditivität).
(c) M1 �M2 ñññ µapM1q ¤ µapM2q (Monotonie).

(d) |M |i ¤ µapMq ¤ |M |a für jedes beschränkte M .

(e) µap�q ist bewegungs- und spiegelungs-invariant. Das bedeutet für ψ : Rn Ñ Rn mit

ψpxq � Ux� u, U P Opnq und u P Rn gilt µapMq � µapψpMqq.
Bemerkung 13.2 (generell ist σ-Addivität von µa nicht wahr).

Die σ-Addivität von µa ist nicht für alle Mengen wahr. Das bedeutet, es gibt eine Folge

tMju8j�1 von disjunkten Mengen Mj , so dass

µa

� 8¤
j�1

Mj

�
   

8̧

j�1

µapMjq,

(s. die verbundenen Beispiele von nicht Lebesgue-messbaren Mengen in [W2],[KF]).

Schritt 2. Inneres Lebesgue Maß und messbare beschränkte Mengen.

Fixieren wir eine kompakte n-Zelle E mit vnpEq ¡ 0, z.B., E � r0, 1qn mit vnpEq �
1 � µapEq.
Definition 13.2 (Inneres Lebesgue-Maß).

Sei M � E. Dann definieren wir das innere Lebesgue-Maß µipMq als
µipMq :� vnpEq � µapEzMq.

Definition 13.3 (Lebesgue-messbare Teilmengen von E).

Sei M � E.
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(a) Wir sagen, dass M Lebesgue-messbar ist, und schreiben M P LE , wenn µipMq �
µapMq.

(b) In diesem Fall definieren wir das (n-dim.) Lebesgue-Maß µnpMq von M als µnpMq �
µipMq � µapMq.

Definition 13.4 (σ-Algebra von Mengen).

Sei L ein abstrakter Mengen-Ring.

(a) Der Mengen-Ring L heißt σ-Ring, wenn für beliebigeMj P L, j P N, undM � �8
j�1Mj

gilt, dass M P L.

(b) Der Mengen-Ring L heißt Mengen-Algebra, wenn es eine Menge pE P L gibt, so dass

M X pE �M@M P L. Eine solche Menge pE heißt Einselement der Mengen-Algebra L.

(Aufgabe: Einselement ist immer eindeutig).

(c) Wenn eine Familie L von Mengen σ-Ring und Mengen-Algebra gleichzeitig ist, heißt

L σ-Algebra.

Satz 13.2.

Sei L eine abstrakte σ-Algebra. Dann gilt für beliebige Mj P L, j P N, und M � �8
j�1Mj,

dass M P L.

Theorem 13.1 (σ-additives Maß auf Lebesgue-σ-Algebra LE).(a) Die Familie LE aller

Lebesgue-messbaren Teilmengen von E � ra, bsn ist eine σ-Algebra (mit dem Einsele-

ment E). Im Besonderen gilt für beliebige Mj P LE, j P N, dass

8¤
j�1

Mj P LE und
8£
j�1

Mj P LE

.

(b) Das Lebesgue-Maß µn : LE Ñ r0,�8q ist σ-additiv. Das bedeutet, für beliebige Mj P
LE, j P N, so dass Mj XMk � ∅@j � k, gilt

µn

� 8¤
j�1

Mj

�
�

8̧

j�1

µnpMjq.

Bemerkung 13.3.

Die Familie der quadrierbaren Teilmengen von E ist keine σ-Algebra. Für alle x P Rn gilt

txu P Qn, aber
�

xPQnXE
txu � Qn X E R Qn.

Beispiel 13.2 (Lebesgue-Maß auf E ist eine Erweiterung von vnp�q).(a) SeiM P Qn und

M � E. Dann M P LE und µnpMq � vnpMq.
(b) Sei M1 � Qn X E. Dann M1 R Qn und EvnpM1q.

Aber M1 P LE mit µnpM1q � 0. (Warum?)
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(c) Sei M2 � EzQn. Dann M2 R Qn und EvnpM2q.
Aber M2 P LE mit µnpM2q � vnpEq � pb� aqn. (Warum?)

Schritt 3. Lebesgue-Maß auf Rn.
Sei α � pα1, α2, . . . , αnq P Zn ein Multiindex mit Komponenten αj P Z. Betrachten

wir die folgende disjunkte-Vereinigung-Darstellung von Rn:

Rn �
¤
αPZn

Eα,

wobei Eα � rα1, α1 � 1q � rα2, α2 � 1q � � � � � rαn, αn � 1q.
Definition 13.5 (Lebesgue-Maß und Messbarkeit auf Rn).(a) Wir sagen, dass M � Rn

Lebesgue-messbar ist, und schreiben M P LRn , wenn M X Eα P LEα@α P Zn.

(b) In diesem Fall definieren wir das (n-dim.) Lebesgue-Maß µnpMq P r0,�8s von M als

µnpMq �
¸
αPZn

µnpM X Eαq.

Theorem 13.2 (σ-additives Maß auf Lebesgue-σ-Algebra LRn).(a) Die Familie LRn al-

ler Lebesgue-messbaren Teilmengen von Rn ist eine σ-Algebra (mit dem Einselement

Rn).

(b) Das Lebesgue-Maß µn : LRn Ñ r0,�8s ist σ-additiv im Sinn, dass für beliebige Mj P
LRn, j P N, so dass Mj XMk � ∅@j � k, gilt

µn

� 8¤
j�1

Mj

�
�

8̧

j�1

µnpMjq.

Hier p�8q �°8
j�1 cj :� �8 für beliebige cj P r0,�8s.

Theorem 13.3 (zusätzliche Eigenschaften des Lebesgue-Maß).(a) SeiM1,M2 P LRn und

M1 �M2. Dann µnpM1q ¤ µnpM2q (Monotonie). Falls zusätzlich µnpM1q   �8, gilt

µnpM2zM1q � µnpM2q � µnpM1q.
(b) Sei tMjujPN � LRn eine monoton fallende Folge von Lebesgue-messbaren Mengen im

Sinn, dass M1 � M2 � M3 � . . . . Sei M ein Limes von tMjujPN im Sinn, dass

M � �jPNMj. Dann

µnpMq � lim
jÑ8

µnpMjq.

(c) Sei tMjujPN � LRn eine monoton steigende Folge von Lebesgue-messbaren Mengen

im Sinn, dass M1 � M2 � M3 � . . . . Sei M ein Limes von tMjujPN im Sinn, dass

M � �jPNMj. Dann

µnpMq � lim
jÑ8

µnpMjq.

(d) µnp�q ist bewegungs- und spiegelungs-invariant.
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Satz 13.3.(a) Alle offenen Mengen U � Rn und alle abgeschlossenen Mengen F � Rn

sind Lebesgue-messbar.

(b) Abzählbare Vereinigungen und abzählbare Schnittmengen von offenen oder abge-

schlossene Mengen sind Lebesgue-messbar.

Beispiel 13.3.

Die Menge Ma,γ �
"
px, yq P R2 : a ¤ x, 0 ¤ y ¤ 1

xγ

*
P LR2 für alle a ¡ 0 und γ P R

als eine abgeschlossene Menge, und

µnpMa,γq �
#

1
γ�1a

1�γ , γ P p1,�8q
�8, γ P p�8, 1s .

Wir prüfen nach: Im Fall γ � 1, µnpMa,γq � lim
bÑ�8

³b
a

1
xγ dx � 1

1�γx
1�γ |ba � 1

1�γ lim
bÑ�8

b1�γ�
1

1�γa
1�γ . (Der Fall γ � 1 ist eine Aufgabe.)

Bemerkung 13.4 (uneigentliche Integrale auf halbunendlichen Intervallen).

Sei f P Rpra, bs,Rq @b P pa,�8q. Dann heißt» �8
a

fpxqdx

uneigentliches (Riemann-)Integral.

Man sagt, dass
³�8
a fpxqdx gegen c P pR � r�8,�8s konvergiert und schreibt

³�8
a fpxqdx �

c, wenn lim
bÑ�8

³b
a fpxqdx � c.

Ähnlich kann man das uneigentliche Integral
³b
�8 als lim

aÑ�8
³b
a definieren.

13.2 Anwendungen des Lebesgues-Maßes.

Die Hauptanwendungen des Lebesgue-Maßes und der Methode von der Lebesgue-Erweiterung

sind:

� Axiomatischer Aufbau der Wahrscheinlichkeitstheorie und des Wahrscheinlichkeits-

maß (Felix Hausdorff 1923, Andrei Kolmogorow 1933).

� Lebesgue-Integral.

� Lebesgue-Lp-Räume, insbesondere der L2-Raum.

13.3 Anwendung der Lebesgue-Nullmengen zur Riemann-Integrierbarkeit.

Definition 13.6.

Eine Menge M � Rn heißt eine (Lebesgue-)Nullmenge (in Rn), wenn µapMq � 0 (das

heißt, wenn das n-dim. äußere Lebesgue-Maß von M null ist).
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Theorem 13.4.

Sei M � Rn. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) M ist eine Lebesgue-Nullmenge.

(b) M P LRn und µnpMq � 0.

(c) Für jedes ε ¡ 0 gibt es eine Folge tZjujPN von n-Zellen, so dass M � �
jPN

Zj und°
jPN vnpZjq   ε.

(d) Für jedes ε ¡ 0 gibt es eine Folge tZjujPN von offenen (oder von abgeschlossenen)

n-Zellen, so dass M � �
jPN

Zj und
°
jPN vnpZjq   ε.

Beispiel 13.4.(a) Jede Jordan-Nullmenge ist eine Lebesgue-Nullmenge (aber nicht jede

Lebesgue-Nullmenge ist eine Jordan-Nullmenge).

(b) Endliche Mengen und abzählbare Mengen sind Lebesgue-Nullmengen.

(c) Q in R ist eine Lebesgue-Nullmenge.

(d) Qn in Rn ist eine Lebesgue-Nullmenge.

(e) R in C � R2 ist eine Lebesgue-Nullmenge.

(f) Eine kompakte n-Zelle Z � ra1, b1s � ra2, b2s � � � � � ran, bns ist genau dann eine

Lebesgue-Nullmenge, wenn es mindestens ein Index j P t1, . . . , nu gibt, so dass aj � bj .

Beispiel 13.5.(a) Jede M P Qn mit vnpMq ¡ 0 ist keine Lebesgue-Nullmenge, weil

µnpMq � vnpMq ¡ 0.

(b) RzQ ist keine Lebesgue-Nullmenge in R, aber RzQ ist eine Lebesgue-Nullmenge in

C � R2.

(c) CzQ2 ist keine Lebesgue-Nullmenge in C.

Theorem 13.5 (Lebesgue-Kriterium der Riemann-Integrierbarkeit).(a) Sei f : ra, bs Ñ
Km. Dann f P Rpra, bs,Kmq ôôô f ist beschränkt und die Menge der Unstetigkeit-

stellen von f ist eine Lebesgue-Nullmenge (in R).

(b) Sei M P Qn und f : M Ñ Km. Dann f P RpM,Kmq ôôô f ist beschränkt und die

Menge der Unstetigkeitstellen von f ist eine Lebesgue-Nullmenge (in Rn).

(c) Sei M P Qn und f : M Ñ Km. Dann f P RpM,Kmq ôôô f ist beschränkt und die

Menge tx PMo : f ist unstetig in xu ist eine Lebesgue-Nullmenge.

Theorem 13.6 (äquivalente Umformulierungen der Jordan-Messbarkeit).

Sei M � Rn. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) M P Qn, das heißt, M ist quadrierbar.
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(b) M ist Jordan-messbar.

(c) M ist beschränkt und ihr Rand BM ist eine Jordan-Nullmenge.

(d) M ist beschränkt und BM ist eine Lebesgue-Nullmenge.

Beispiel 13.6 (Funktion, die nicht Riemann-integrierbar, aber Lebesgue-integrierbar ist).

χQ R Rpr0, 1s,Rq, weil r0, 1s die Menge der Unstetigkeitstellen der Einschränkung f �
χQ|r0,1s ist, und so µ1pr0, 1sq � 1 � 0.

Aber die Funktion χQ ist Lebesgue-integrierbar auf r0, 1s.
(Was ist der Wert des Lebesgue-Integrals

³1
0 χQpxqdµ1pxq?)

14 Lebesgue-Integral. Fast überall definierte Funktionen.

14.1 Beispiel einer Lebesgue-integrierbaren Funktion, die nicht Riemann-

integrierbar ist.

Die charakteristische Funktion χQ ist nicht Riemann-integrierbar auf I � r0, 1s (und auch

auf beliebigen ra, bs mit a   b). Dies ist so, da I � r0, 1s die Menge der Unstetigkeitstellen

der Einschränkung f � χQ|r0,1s ist. Weil µ1pIq � 1 � 0, ist I keine Lebesgue-Nullmenge.

Also,

f R Rpr0, 1s,Rq
wegen des Lebesgue-Kriteriums der Riemann-Integrierbarkeit (Th. 14.5).

Beispiel 14.1.

Die Funktion χQ ist Lebesgue-integrierbar auf r0, 1s.
1»
0

fpxqdµ1pxq �
»

r0,1sXQ

χQpxqdµ1pxq �
»

r0,1szQ

χQpxqdµ1pxq

�
»

r0,1sXQ

1dµ1pxq �
»

r0,1szQ

0dµ1pxq

� µ1pr0, 1s XQq � 0 � 0� 0 � 0.

(Warum dürfen wir diesen Vorgang nicht für das Riemann-Integral durchführen?)

Die Funktion f � χQ|r0,1s hat zwei Werte, 0 und 1. Es ist hier wichtig, dass die Urbil-

der f�1p0q und f�1p1q Lebesgue-messbar sind.

Dies ist mit der Jordan-Messbarkeit nicht wahr,

f�1p0q R Qn, f
�1p1q R Qn.

Schritt 1. Messbare Funktionen.

Sei M P LRn (das heißt, M � Rn ist eine Lebesgue-messbare Menge). Sei f :M Ñ R.
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Definition 14.1.

Eine Funktion f : M Ñ R heißt messbar (auf M), wenn f�1pIq P LRn für jedes Intervall

I � R, (das heißt, wenn alle Urbilder von Intervallen Lebesgue-messbar sind).

Wir brauchen Beispiele messbarer Funktionen.

Satz 14.1.

Jedes f P CpM,Rq ist messbar.

Aufgabe 14.1.

Seien n � 1 und M P LR. Dann ist jede monotone Funktion f :M Ñ R messbar.

Bemerkung 14.1.

(1) Es ist nicht notwendig f�1pIq P LRn für alle Intervalle zu verifizieren.

Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(a) f ist messbar.

(b) tx PM : fpxq ¡ au P LRn@a P R.

(c) tx PM : fpxq   au P LRn@a P R.

(d) tx PM : fpxq ¥ au P LRn@a P R.

(e) tx PM : fpxq ¤ au P LRn@a P R.

(2) Es ist auch möglich für die Funktionen f : M Ñ pR � RY t�8u die Messbarkeit

zu definieren, z.B. durch (1.b). In diesem Fall sind die Äquivalenzen (1.b) ôôô (1.c) ôôô
(1.d) ôôô (1.e) auch wahr.

Satz 14.2.

Seien f :M Ñ R und g :M Ñ R messbar. Sei F P CpR2,Rq. Dann:

(a) hpxq � F pfpxq, gpxqq ist messbar aufM . Insbesondere sind f�g, fg und F �g messbar.

(b) h0pxq � mintfpxq, gpxqu und h1pxq � maxtfpxq, gpxqu sind messbar auf M .

(c) Der Positivteil f� :� maxt0, fu und der Negativteil f� :� �mint0, fu von f sind

messbar auf M .

(d) |f | ist messbar.

Bemerkung 14.2.

Der Negativteil f� von f erfüllt f� ¥ 0 ( @x P M). Auch, f� ¥ 0. Jede R-wertige
Funktion f hat die Darstellung f � f� � f� mit f� ¥ 0. Für diese Darstellung gilt auch

|f | � f� � f�.

Satz 14.3.

Seien fj :M Ñ R messbar, j P N. Dann:
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(a) hpxq � sup
jPN

fjpxq und gpxq � inf
jPN

fjpxq sind messbar auf M .

(b) Hpxq � lim sup
jPN

fjpxq und Gpxq � lim inf
jPN

fjpxq sind messbar auf M .

(c) Falls fj Ñ F punktweise auf M wenn j Ñ 8 (das heißt, @x P M D lim
jÑ8

fjpxq �:
F pxq), dann ist F messbar auf M .

Bemerkung 14.3.

Es gibt f P Cr0, 1s und messbare g : R Ñ R, so dass pg � fqpxq � gpfpxqq nicht messbar

ist.

Schritt 2. Lebesgue-Integral für nichtnegative messbare Funktionen.

Für jede nichtnegative messbare Funktion f : M Ñ r0,�8q kann man das Lebesgue-

Integral in folgender Weise definieren:

Für jedesm P N betrachten wir die unendliche Partition (das heißt, disjunkte-Vereinigung-

Darstellung) von r0,�8q

r0,�8q �
¤
jPN

Im,j mit Intervallen Im,j �
�
j � 1

2m
,
j

2m



,

die Urbilder Am,j � f�1pIm,jq und ihre Lebesgue-Maße µnpAm,jq. Dann ist für jedes

m P N
S Lepf,mq :�

¸
jPN

j � 1

2m
µnpAm,jq P r0,�8s.

die entsprechende Lebesgue-Untersumme im Sinne, dass

j � 1

2m
¤ fpxq   j

2m
@x P Am,j .

Im,j �
�
j � 1

2m
,
j

2m



, S Lepf,mq :�

¸
jPN

j � 1

2m
µnpf�1pIm,jqq P r0,�8s.

Die Folge tS Lepf,mqumPN ist monoton nicht-fallend (Aufgabe), und besitzt somit einen

Grenzwert ILepfq P r0,�8s.
Definition 14.2 (Lebesgue-Integral positiver messbarer Funktionen).

Sei M P LRn . Sei f : M Ñ r0,�8q nichtnegativ und messbar. Dann wird das Lebesgue-

Integral ILepfq �
³
M

fpxqdµnpxq P r0,�8s als

ILepfq � lim
mÑ8S Lepf,mq

definiert.

Aufgabe 14.2.

Verwenden Sie diese Definition für das Lebesgue-Integral
1³
0

χQdµ1 und überprüfen Sie das

Ergebnis des Beipiels 1.

77



Bemerkung 14.4.

Man kann andere unendliche disjunkte-Vereinigung-Darstellungen

r0,�8q �
¤
jPN

Im,j

betrachten mit der Bedingung, dass für die Feinheiten ∆m � sup
jPN

|Im,j | gilt, dass lim
mÑ8∆m �

0. Dann produziert die Prozedur das selbe Ergebnis lim
mÑ8S Lepf,mq � ILepfq, (vergl. mit

[W2], [KF], und mit dem Lebesgue-Satz von der dominierten Konvergenz).

Schritt 3. Lebesgue-Integrierbarkeit messbarer Funktionen.

Definition 14.3 (Lebesgue-Integrierbarkeit).

SeiM P LRn . Sei f :M Ñ Rmessbar. Dann sind die Lebesgue-Integrale ILepf�q P r0,�8s
für den Positivteil f� � maxt0, fu und Negativteil f� � �mint0, fu von f wohldefiniert.

(a) Wenn mindestens eines der Integrale ILepf�q und ILepf�q endlich ist, definieren wir

das Lebesgue-Integral ILepfq �
³
M

fpxqdµnpxq P pR als

ILepfq � ILepf�q � ILepf�q.

(Wir vermeiden die Situation p�8q � p�8q.)
(b) Wenn beide ILepf�q und ILepf�q endlich sind (das heißt, wenn ILepf�q P r0,�8q),

sagt man, dass f Lebesgue-integrierbar ist und schreibt f P LpMq � LpM,Rq.
Bemerkung 14.5.

Seien M P LRn und f :M Ñ R. Dann f P LpMq ôôô f ist messbar und
³
M fdµn P R.

Beispiel 14.2.

Betrachten wir f � χQ � 1 auf verschiedenen Intervallen I � R.

(a) Sei I kompakt. Dann f P LpIq und ³I fdµ1 � �|I| P R.

(b) Sei das Intervall I unendlich (z.B. I � R). Dann f R LpIq, aber das Lebesgue-Integral³
I fdµ1 existiert (im Sinne von pR) und ³I fdµ1 � �8.

Theorem 14.1 (Lebesgue-Integral als Erweiterung des Riemann-Integrals).

Seien M P Qn und f P RpMq. Dann

f P LpMq und IRipfq � ILepfq.

Theorem 14.2 (Monotonie und Hauptabschätzung).

Sei M P LRn. Seien f :M Ñ R, g :M Ñ R mit f ¤ g messbare Funktionen. Dann:

(a) Wenn
³
M

f dµn und
³
M

g dµn existieren, gilt
³
M

f dµn ¤
³
M g dµn.
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(b) Falls zusätzlich µnpMq   �8 und f beschränkt ist, gilt f P LpMq und

µnpMq inf
xPM

fpxq ¤
»
M

f dµn ¤ µnpMq sup
xPM

fpxq.

Wir benutzen, dass für eine Konstante c P R und M P LRn mit µnpMq   �8 gilt,

dass
³
M c dµn � c µnpMq.

Beispiel 14.3.

Betrachten wir die Vorzeichen-Funktion (Signum-Funktion)

signpxq �
#
x{|x|, x P Rzt0u
0, x � 0

auf verschiedenen Intervallen I � R.

(a) Sei I kompakt. Dann f P LpIq und ³
I

signpxqdµ1pxq � |I X R�| � |I X R�|.

(b) Sei I � R. In diesem Fall,

signp�q R LpIq und
»
R

signpxqdµ1pxq

existiert nicht (sogar in pR).
(c) Sei I � pa,�8q mit a P R. Dann signp�q R LpIq und

�8»
a

signpxqdµ1pxq � �8.

(d) Sei I � p�8, bq mit b P R. Dann signp�q R LpIq und
b»

�8
signpxqdµ1pxq � �8.

14.2 Komponentenweise Lebesgue-Integration.

Definition 14.4.

Sei M P LRn . Sei f :M Ñ Rm, fpxq � pf1pxq, f2pxq, . . . , fmpxqq, x PM .

(a) f ist messbar, wenn die fj messbar @j sind.

(b) Wenn fj P LpMq@j, definiert man das Lebesgue-Integral ILepfq �
³
M

fdµn P Rn als

»
M

fdµn �
��»
M

f1dµn,

»
M

f2dµn, . . . ,

»
M

fmdµn

�.
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Bemerkung 14.6 (Integration der komplexwertigen Funktionen).

Sei M P LRn . Sei f : M Ñ C. Dann identifizieren wir, um die Messbarkeit und das

Lebesgue-Integral von f zu definieren, C � R2 und betrachten f als eine R2-wertige

Funktion

fpxq �
�
Re fpxq
Im fpxq

�
, x PM.

14.3 Lebesgue-Integral für fast überall definierte Funktionen.

Sei fα � signpxq|x|α mit dem Parameter α P R.
Fall 1. Sei α ¡ 0. Dann ist fα definiert für alle x P R.» 1

�1
fαdµ1 �

» 1

�1
f�dµ1 �

» 1

�1
f�dµ1 �

» 1

0
xαdµ1pxq �

» 0

�1
|x|αdµ1pxq � 0.

Aber fα R LpRq und E
³
R fαdµ1 (Aufgabe).

Fall 2. Sei α   0. Dann ist fα nur für x � 0 definiert.

Betrachten wir eine Erweiterung rfα von fα auf R mit einem Wert

rfp0q � c P R.

Fall 2 (a). Sei α P p�1, 0q. Dann gilt rfα P LpMq für kompakte M . Z.B., für M �
r�1, 2s,» 2

�1

rfαdµ1 � »
r�1,2szt0u

fαdµ1 �
»
t0u

cdµ1 �
»

r�1,2szt0u

fαdµ1 � cµ1pt0uq �
»

r�1,2szt0u

fαdµ1.

Der Wert von rfp0q � c spielt keine Rolle. In einem solchem Fall schreibt man einfach» 2

�1
fα dµ1 statt

³2
�1
rfαdµ1 oder statt

³
r�1,2szt0u

fαdµ1, und integriert fα ’ohne den Wert’

an x � 0.

2»
�1

fαdµ1 �
2»

�1

f�dµ1 �
2»

�1

f�dµ1 �
2»
0

xαdµ1pxq �
0»

�1

p�xqαdµ1pxq,

2»
0

xαdµ1pxq � lim
εÑ0�0

» 2

ε
xαdx � lim

εÑ0�0

1

1� α
x1�α|2ε

� 21�α

1� α
� 1

1� α
lim

εÑ0�0
ε1�α � 21�α

1� α
,

0»
�1

p�xqαdµ1pxq � lim
εÑ0�0

ε»
�1

p�xqαdx � lim
εÑ0�0

�1
1� α

p�xq1�α|ε�1 � 1

1� α
.
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Nun haben wir
2»

�1

fαdµ1 � 21�α

1� α
� 1

1� α
� 1

1� α

�
21�α � 1

�
.

Fall 2 (b). Sei α P p�8,�1s. Dann erweitern wir fα � signpxq|x|α wie früher als rfα
auf R mit einem Wert rfp0q � c P R.

Seien a   0   b. Dann rfα R Lpra, bsq und E b³
a

rfα dµ1. Damit spielt der Wert von rfp0q � c

auch keine Rolle.

Das sieht man so:
b»
a

rf�α dµ1 �
b»
0

rf�α dµ1 �
»

p0,bs

rf�α dµ1 ¥
b»
ε

xαdx@ϵ P p0, bs.

b»
ε

xαdx � 1

1� α
x1�α|bε � ε1�α � b1�α

|1� α| Ñ �8, wenn εÑ 0� 0.

Daher
b³
a

rf�α dµ1 �
b³
0

xα dµ1 � �8.

Ähnlich
b³
a

rf�α dµ1 �
0³
a
p�xqα dµ1 � �8. Zusammenfassend, E

b³
a

rfα dµ1.

Definition 14.5.

Sei M P LRn . Man sagt, dass eine Eigenschaft fast überall (f.ü.) auf M erfüllt ist, wenn es

eine Nullmenge N gibt, so dass diese Eigenschaft auf MzN erfüllt ist.

Bemerkung 14.7.

Z.B. sei M P Qn und sei F :M Ñ R beschränkt. Dann folgt aus dem Lebesgue-Kriterium

der Riemann-Integrierbarkeit (Th. 14.5), dass F genau dann auf M Riemann-integrierbar

ist, wenn F f.ü. auf M stetig ist.

Definition 14.6.

Sei M P LRn . Sei eine R-wertige Funktion f f.ü. auf M definiert. Das bedeutet, es gibt

eine Nullmenge N , so dass f auf MzN definiert ist.

(a) f heißt messbar auf M , wenn f :MzN Ñ R messbar ist.

(b)
³
M

f� dµn :� ³
MzN

f� dµn.

(c)
³
M

f dµn existiert definitionsgemäß genau dann, wenn
³

MzN
f dµn existiert. In diesem

Fall,
³
M

f dµn :� ³
MzN

f dµn.

(d) f P LpMq definitionsgemäß genau dann, wenn f P LpMzNq.
Diese Definition ist unabhängig von der Wahl der Nullmenge N mit der Eigenschaft, dass

f auf MzN definiert ist.
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15 Verbindung zwischen uneigentlichem Riemann-Integral

und Lebesgue-Integral.

15.1 Uneigentliche Riemann-Integrale.

Sei K � R oder K � C. Sei m P N.

Definition 15.1 (uneigentliches Riemann-Integral).

Es sei eine Funktion f : pa, bq Ñ Km, so dass f P Rprα, βs,Kmq für alle kompakten

Intervalle rα, βs � pa, bq. Dann:

(a)
b³
a
fdx �

b�0³
a�0

fdx heißt uneigentliches (Riemann-)Integral.

(b) Die Funktion f heißt uneigentlich (Riemann-)integrierbar auf pa, bq, wenn es c P
pa, bq gibt, so dass die beiden Grenzwerte

c³
a�0

fdx :� lim
αÑa�0

c³
α
fdx und

b�0³
c
fdx :�

lim
βÑb�0

β³
c
fdx in Km existieren. In diesem Fall sagt man, dass das uneigentliche Integral

b³
a
fdx konvergiert, und definiert seinen Wert durch

b³
a
fdx :�

c³
a�0

fdx�
b�0³
c
fdx.

Bemerkung 15.1 (uneigentliches Integral ist wohldefiniert).

Die Definition und der Wert des uneigentlichen Integrals
b³
a
f dx sind unabhängig von der

Wahl der Konstante c P pa, bq.

Man kann
b³
a
f dx auch als lim

αkÑa
βkÑb

βk³
αk

f dx definieren.

Die Definition des uneigentlichen Integrals kann man auch auf Fälle wie
1³
�1

|x|γ dx

erweitern, und auch auf die Funktionen f : E Ñ Km und E � Rn mit E X Krp0q P Qn
durch erschöpfende Folgen der Teilmengen (s. [W2, § 7.20]).

Bemerkung 15.2.

Es sei eine Funktion f : pa, bq Ñ R, so dass f P Rprα, βsq � Rprα, βs,Rq für alle kompak-

ten Intervalle rα, βs � pa, bq.

Man kann den Wert des uneigentlichen Integral
b³
a
f dx im erweiterten Sinne von pR �

RY t�8u als
b³
a
f dx :�

c³
a�0

f dx�
b�0³
c

f dx auch in den folgenden Fällen definieren:

(a)
c³

a�0

f dx P p�8,�8s und
b�0³
c

f dx P p�8,�8s (wie im Beispiel 1).
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(b)
c³

a�0

f dx P r�8,�8q und
b�0³
c

f dx P r�8,�8q.

Beispiel 15.1.

Sei fpxq � signpx� 1q
x

, x P R�. Dann f P Rprα, βsq für alle kompakte Intervalle rα, βs �

R�, aber das uneigentliche Integral
�8³
0

fdx existiert nicht, auch nicht im Sinne von pR,
denn

1³
0�0

f dx � �8 und
�8³
1

f dx � �8, und p�8q � p�8q ist ein unbestimmter

Ausdruck.

15.2 Verbindung der Lebesgue- und uneigentlichen Riemann-Integrale.

Definition 15.2 (uneigentliche absolute Integrierbarkeit).

Es sei eine Funktion f : pa, bq Ñ Km, so dass f P Rprα, βs,Kmq für alle kompakten

Intervalle rα, βs � pa, bq. Die Funktion f heißt uneigentlich absolut (Riemann-)integrierbar

auf pa, bq, wenn
b³
a
|f | dx   �8 (das heißt, wenn das uneigentliche Integral

b³
a
|f | dx

konvergiert).

Theorem 15.1.

Sei f uneigentlich absolut Riemann-integrierbar auf pa, bq. Dann:

(a) f ist uneigentlich Riemann-integrierbar auf pa, bq. (In diesem Fall sagt man, dass
b³
a
f dx absolut konvergiert.)

(b) f ist Lebesgue-integrierbar auf pa, bq und
b³
a
fdµ1 �

b³
a
fdx.

Bemerkung 15.3.

Aus der (nicht absoluten) uneigentlichen Integrierbarkeit folgt nicht die Lebesgue-Integrierbarkeit.

Beispiel 15.2 (uneigentliches Dirichlet-Integral).

Sei fpxq � sinx

x
, x ¡ 0. Dann

�8³
0

sinx

x
dx � π

2
als ein uneigentliches Riemann-Integral.

Aber das Lebesgue-Integral
�8³
0

fpxqdµ1pxq existiert nicht, weil»
R�

f� dµ1pxq � �8 �
»
R�

f� dµ1pxq.

Theorem 15.2 (Majorantenkriterium absoluter Integrierbarkeit).

Es seien zwei Funktionen f, g auf pa, bq, so dass f, g P Rprα, βs,Kmq für alle rα, βs � pa, bq
und

|fpxq| ¤ |gpxq| @x P pa, bq.
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Falls g uneigentlich absolut Riemann-Integrierbar ist auf pa, bq (oder falls g Lebesgue-

integrierbar ist auf pa, bq), dann konvergiert das uneigentliche Integral
b³
a
f dx absolut, und

b³
a
|f | dx ¤

b³
a
|g| dx.

15.3 Anwendung auf den Integralvergleichsatz für Reihen

Theorem 15.3 (Integralvergleichsatz für Reihen).

Es sei f : r1,�8q Ñ R fallend (das heißt fpaq ¥ fpbq, wenn a   b) und fpxq ¥ 0@x. In
diesem Fall konvergiert

�8°
k�1

fpnq genau dann, wenn
�8³
1

fpxq konvergiert.

Beispiel 15.3.

Sei α P R. Dann
¸
kPN

1

kα
  �8 ôôô α ¡ 1.

16 Eigenschaften der Riemann- und Lebesgue-Integrale. Kon-

vergenz von Lebesgue-Integralen. Satz von Fubini.

16.1 Eigenschaften von Riemann- und Lebesgue- Integralen.

Satz 16.1 (Riemann-Integral und Operationen mit skalarwertigen Funktionen).

Seien n P N und M P Qn. Seien f, g P RpM,Kq und α P K. Dann:

(a) fg P RpM,Kq, f � g P RpM,Kq, αf P RpM,Kq.
(b)

³
M

pf � gqdvn �
³
M

fdvn �
³
M

gdvn,
³
M

αf dvn � α
³
M

f dvn,
³
M

1dvn � vnpMq.

(c) |f | P RpM,Rq und
���� ³
M

f dvn

���� ¤ ³
M

|f | dvn.

(d) Im Fall, dass f, g P RpM,Rq und f ¤ g, gilt
³
M

f dvn ¤
³
M

g dvn.

(e)

���� ³
M

f dvn

���� ¤ sup
xPM

|fpxq| vnpMq und
���� ³
M

fg dvn

���� ¤ sup
xPM

|fpxq| ³
M

|g| dvn.

(f) Wenn |g| ¥ c ¡ 0 mit einer Konstante c ¡ 0, gilt
f

g
P RpM,Kq.

Der Beweis ist ähnlich mit dem 1-dim. Fall von “Math I”. Man kann auch das Lebesgue-

Kriterium der Riemann-Integrierbarkeit benutzen.

Satz 16.2.

Seien n,m P N und M P Qn. Sei f : M Ñ E � Rm, so dass f P RpM,Rmq. Sei E

abgeschlossen und g P CpE,Kq. Dann g � f P RpM,Kq.
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Vergleichen wir jetzt mit dem Lebesgue-Integral.

Satz 16.3 (Lebesgue-Integral und Operationen).

Seien n P N und M P LRn. Seien f, g P LpM,Kq und α P K. Dann:

(a) f � g P LpM,Kq, αf P LpM,Kq.
(b)

³
M

pf � gqdµn �
³
M

fdµn �
³
M

gdµn,
³
M

αf dµn � α
³
M

f dµn,
³
M

1dµn � µnpMq.

(c) |f | P LpM,Rq und
���� ³
M

f dµn

���� ¤ ³
M

|f | dµn.

(d) Im Fall, dass f, g P LpM,Rq und f ¤ g, gilt
³
M

f dµn ¤
³
M

g dµn.

(e)

���� ³
M

f dµn

���� ¤ sup
xPM

|fpxq|µnpMq, wobei sup
xPM

|fpxq| P r0,�8s.

Bemerkung 16.1. (a) f P LpM,Kmq ðððñññ |f | P LpM,Kmq. (Für Riemann-Integrierbare

Funktionen ist hier “ð” nicht wahr).

(b) Sei f P LpM,Kmq. Sei g : M Ñ Kℓ eine messbare Funktion, so dass |g| ¤ |f | f.ü.
(fast überall) auf M . Dann g P LpM,Kℓq.

Bemerkung 16.2.

f, g P LpM,Kq {{{ùùùñññ fg P LpM,Kq. Z.B., fpxq � gpxq � 1?
x
. Dann f, g P Lp0, 1q �

L pp0, 1q, Rq (s. Beispiel 1 (b) und Thm 15.1), aber pfgqpxq � 1

x
R Lp0, 1q (vergleiche

Beispiel 1 (b) mit Thm.15.2).

Seien n,m P N. Sei K � R oder K � C.

Satz 16.4 (Lebesgue-Integral des Produkts).

Sei M P LRn. Sei g P LpM,Kq. Sei f : M Ñ K messbar und sei f wesentlich beschränkt

im folgenden Sinne:

DN mit µnpNq � 0, so dass sup
xPMzN

|fpxq|   �8.

Dann fg P LpM,Kq und������
»
M

fg dµn

������ ¤ sup
xPMzN

|fpxq|
»
M

|g| dµn.

Korollar 16.1.

Sei f P LpM,Kq. Sei g : M Ñ K eine messbare Funktion auf M , so dass |g| ¥ c ¡ 0 fast

überall auf M mit einer Konstante c ¡ 0. Dann
f

g
P LpM,Kq.
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Definition 16.1.

Sei M P LRn . Sei f : M Ñ R messbar. Das wesentliche Supremum ess sup
xPM

f von f auf

M definiert man als

ess sup
xPM

f :� inf
N :µnpNq�0

sup
xPMzN

fpxq.

Eine Funktion f ist also genau dann wesentlich beschränkt, wenn ess sup
xPM

|f |   �8.

Satz 16.5 (Riemann-Integral und Operationen mit vektorwertigen Funktionen).

Sei M P Qn. Seien f, g P RpM,Kmq und α P K. Dann:

(a) xf, gyKm P RpM,Kq, f � g P RpM,Kmq, αf P RpM,Kmq.
(b)

³
M

pf � gqdvn �
³
M

f dvn �
³
M

g dvn,
³
M

αf dvn � α
³
M

f dvn.

(c) |f | P RpM,Rq und
���� ³
M

f dvn

���� ¤ ³
M

|f | dvn ¤ sup
xPM

|fpxq| vnpMq.

(d)

���� ³
M

xf, gyKm dvn

���� ¤ sup
xPM

|fpxq| ³
M

|g| dvn.

(e) Seien p, q P p1,�8q, so dass
1

p
� 1

q
� 1. Dann

������
»
M

xf, gyKm dvn

������ ¤
��»
M

|f |p dvn

�1{p ��»
M

|g|q dvn

�1{q

(Höldersche Ungleichung für das Riemann-Integral; im Fall p � q � 2 heißt sie

Cauchy-Bunjakowski-Schwarz-(CBS-)Ungleichung).

Satz 16.6.

Sei M P Qn. Seien f P RpM,Kmq und h P RpM,Kq. Dann:

(a) hf P RpM,Kmq

(b)

���� ³
M

hf dvn

���� ¤ sup
xPM

|hpxq| ³
M

|f | dvn

(c)

���� ³
M

hf dvn

���� ¤ sup
xPM

|fpxq| ³
M

|h| dvn

(d) Seien p, q P p1,�8q, so dass
1

p
� 1

q
� 1. Dann

������
»
M

hf dvn

������ ¤
��»
M

|h|p dvn

�1{p ��»
M

|f |q dvn

�1{q

(Höldersche Ungleichung, im Fall p � q � 2 CBS-Ungleichung).
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Vergleichen wir mit dem Lebesgue-Integral von vektorwertigen Funktionen.

Satz 16.7.

Sei M P LRn. Seien f, g P LpM,Kmq und α P K. Dann:

(a) f � g P LpM,Kmq und αf P LpM,Kmq.
(b)

³
M

pf � gqdµn �
³
M

f dµn �
³
M

g dµn,
³
M

αf dµn � α
³
M

f dµn.

(c) |f | P LpM,Rq und

���� ³
M

f dµn

���� ¤ ³
M

|f | dµn.

(d) Wenn 0   ess sup
xPM

|fpxq|   �8 oder 0   µnpMq   �8, gilt

������
»
M

f dµn

������ ¤ ess sup
xPM

|fpxq| µnpMq

(wenn ess sup
xPM

|fpxq| � �8 oder µnpMq � �8, wird diese Ungleichung im Sinne vonpR verstanden).

Satz 16.8.

Sei M P LRn. Seien f P LpM,Kmq und α P LpM,Kq. Seien g :M Ñ Km und β :M Ñ K
messbare und wesentlich beschränkte Funktionen. Dann:

(a) βf P LpM,Rq und
���� ³
M

βf dµn

���� ¤ ess sup
xPM

|βpxq| ³
M

|f | dµn.

(b) αg P LpM,Rq und
���� ³
M

αg dµn

���� ¤ ess sup
xPM

|gpxq| ³
M

|α| dµn.

Satz 16.9 (Lebesgue-Integral des Skalarprodukts).

Sei M P LRn.

(a) Sei g P LpM,Kmq und sei f : M Ñ Km messbar und wesentlich beschränkt. Dann

xf, gyKm P LpM,Rq und
���� ³
M

xf, gyKm dµn

���� ¤ ess sup
xPM

|fpxq| ³
M

|g| dµn(im Sinne von

pR).
(b) Seien p, q P p1,�8q, so dass

1

p
� 1

q
� 1. Seien f :M Ñ Km und g :M Ñ Km messbare

Funktionen, so dass |f |p P LpM,Rq und |g|q P LpM,Rq. Dann xf, gyKm P LpM,Rq und������
»
M

xf, gyKm dµn

������ ¤
��»
M

|f |p dµn

�1{p ��»
M

|g|q dvn

�1{q

(Höldersche Ungleichung, im Fall p � q � 2 heißt sie CBS-Ungleichung).
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Satz 16.10 (Additivität des Riemann-Integrals. Teil 1.).

Sei M P Qn. Seien Mj P Qn, j � 1, . . . , J , J P N. Sei f P RpM,Kmq. Dann:

(a) Wenn vnpMq � 0, gilt
³
M

f dvn � 0Km.

(b) Wenn M �
J�
j�1

Mj und vnpMj XMkq � 0@j � k, dann f P RpMj ,Kmq @j, und es

gilt »
M

f dvn �
J̧

j�1

»
Mj

f dvn.

Satz 16.11 (Additivität des Riemann-Integrals. Teil 2.).

Seien Mj P Qn, j � 1, . . . , J , J   �8, so dass vnpMj X Mkq � 0@j � k. Sei f P
RpMj ,Kmq und M �

J�
j�1

Mj. Dann M P Qn, f P RpM,Kmq und

»
M

f dvn �
J̧

j�1

»
Mj

f dvn.

Satz 16.12 (σ-Additivität des Lebesgue-Integrals. Teil 1.).

Sei M P LRn. Seien Mj P LRn @j P N. Sei f P LpM,Kmq. Dann:

(a) Wenn µnpMq � 0, gilt
³
M

f dµn � 0Km.

(b) Wenn M �
�8�
j�1

Mj und µnpMj XMkq � 0@j � k, dann f P LpMj ,Kmq @j P N, und

es gilt »
M

f dvn �
�8̧

j�1

»
Mj

f dµn.

(Hier ist Mj � ∅ möglich, und damit kann
�8�
j�1

Mj tatsächlich
J�
j�1

Mj mit J   �8
sein).

Satz 16.13 (σ-Additivität des Lebesgue-Integrals. Teil 2.).

Seien Mj P LRn, j P N, so dass µnpMj X Mkq � 0@j � k. Sei f P LpMj ,Kmq und

M �
�8�
j�1

Mj. Dann:

(a) M P LRn und f ist auf M messbar.

(b) Falls mindestens eine von den Summen¸
jPN

»
Mj

f�dµn und
¸
jPN

»
Mj

f�dµn
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endlich ist, dann gilt »
M

f dvn �
�8̧

j�1

»
Mj

f dµn,

wobei das Integral und die Summe im Sinne von pR existieren.

(c) f P LpM,Kmq ôôô °
jPN
³
Mj

f�dµn   �8 und
°
jPN
³
Mj

f�dµn   �8. In

diesem Fall, »
M

f dvn �
�8̧

j�1

»
Mj

f dµn,

wobei das Integral im Sinne von R existiert und die Summe absolut konvergiert.

16.2 Majorisierte und monotone Konvergenzen von Lebesgue-Integralen.

Theorem 16.1 (Stetigkeit des Riemann-Integrals bezüglich gleichmäßiger Konvergenz ).

Sei M P Qn. Seien fj P RpM,Kmq, j P N, so dass fj Ñ f auf M für eine Funktion

f :M Ñ Km (das heißt, }f � fj}BpM,Rq � supxPM |fpxq � fjpxq| Ñ 0 als k Ñ8).

Dann f P RpM,Kmq und ³
M

f dvn � lim
jÑ8

³
M

fj dvn.

� Dieses Theorem ist nicht anwendbar für mehrere wichtige Fälle.

� Im Fall des Riemann-Integrals ist es nicht leicht die Bedingung von der gleichmäßigen

Konvergenz zu lockern.

Beispiel 16.1.

Seien fkp0q � 0 und fkpxq � 1

|x|γ pχIkpxq � χJkpxqq für x P Rzt0u mit dem Parameter

γ ¡ 0 und Folgen tIkukPN, tJkukPN von Intervallen.

(a) Seien γ P p0, 1q, Ik �
�
1
k , 1
�

und Jk � ∅, k P N. Dann lim
kÑ8

fkpxq � 1

xγ
auf p0, 1s

punktweise (das heißt, für jeden x P p0, 1s), und

lim
kÑ8

1»
0

fk dx �
1»
0

�
lim
kÑ8

fkpxq


dx �

1»
0

dx

xγ
,

wobei
1³
0

dx

xγ
als das uneigentliche Riemann-Integral (oder als das Lebesgue-Integral)

verstanden wird.

Aber, fk �Ñ 1

xγ
auf p0, 1s.

Seien fkp0q � 0 und fkpxq � 1

|x|γ pχIkpxq�χJkpxqq für x P Rzt0u mit dem Parameter

γ ¡ 0 und Folgen tIkukPN, tJkukPN von Intervallen.
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(b) Seien γ ¥ 1, Ik �
�
1
k , 1
�

und Jk �
��1,� 1

k

�
, k P N. Dann fkpxq Ñ x

|x|γ�1
punkt-

weise auf r0, 1q X p0, 1s, wenn k Ñ 8, fkp0q � 0 @k und
1³
�1

fkdx � 0 @k. Aber

das Integral
1³
�1

x

|x|γ�1
dx EEE sowohl als uneigentliches Riemann-Integral, als auch als

Lebesgue-Integral.

Seien fkp0q � 0 und fkpxq � 1

|x|γ pχIkpxq � χJkpxqq für x P Rzt0u, k P N.

(c) Seien γ P p0, 1q, Jk � r�αk,�ks, Ik � rk, βks und lim
kÑ�8

αk � lim
kÑ�8

βk � �8 mit

αk, βk ¡ k @k P N. Dann fk Ñ 0 auf R.
Aber für jedes G P pR existieren Folgen tαkukPN, tβkukPN, so dass lim

kÑ�8
αk � lim

kÑ�8
βk �

�8, αk, βk ¡ k @k P N, und lim
kÑ�8

�8³
�8

fk dxÑ G.

Zusammenfassung von (c): Für uneigentliche Riemann-Integrale ist das Thm.16.1

über die gleichmäßige Konvergenz generell nicht wahr.

Die Lösung wird durch den Satz von Lebesgue über majorisierte/dominierte Konver-

genz gegeben.

Theorem 16.2 (majorisierte Konvergenz von Lebesgue-Integralen).

Sei M P LRn. Seien fj : M Ñ Km, j P N, messbare Funktionen, so dass fjpxq Ñ fpxq
f.ü. ( fast überall) auf M . Nehmen wir auch an, dass

|fjpxq| ¤ φpxq f.ü. @j P N

für manche φ P LpM,Rq gilt .
Dann f P LpM,Kmq und »

M

f dµn � lim
jÑ8

»
M

fj dµn.

Bemerkung 16.3.

Die Lebesgue-integrierbare Funktion φ im Theorem heißt Majorante.

Beispiel 16.2 (Fortsetzung des Beispiels 16.1 (a)).

Seien γ P p0, 1q, fkpxq � 1

xγ
χIkpxq mit Ik �

�
1
k , 1
�
, k P N. Dann fkpxq Ñ fpxq � 1

xγ
(punktweise) f.ü. auf r0, 1s, wenn k Ñ8,

fk � |fk| ¤ fpxq f.ü. auf r0, 1s
und f P Lpr0, 1s,Rq (siehe Vorlesung 15 oder 16).

Wegen des Satzes von Lebesgue über majorisierte Konvergenz gilt
1³
0

fk dµ1 Ñ
1³
0

1

xγ
dµ1 �

1
1�γ , wenn k Ñ8.
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Bemerkung 16.4.

In den Fällen (b) und (c) vom Beispiels 16.1 kann man den Satz von der majorisierten

Konvergenz nicht verwenden. (Warum?)

Auf das Beispiel 16.2 kann man auch das folgende Theorem anwenden.

Theorem 16.3 (Satz von B. Levi über die monotone Konvergenz).

Sei M P LRn. Seien fj P LpM,Rq, j P N, so dass

f1pxq ¤ � � � ¤ fjpxq ¤ fj�1pxq ¤ . . .

für alle j P N fast überall auf M und

sup
jPN

»
M

fjdµn   �8.

Dann existiert der Grenzwert fpxq :� lim
jÑ�8

fjpxq f.ü. auf M (im Sinne von R), die Funk-

tion f ist Lebesgue-integrierbar auf M und»
M

fdµn � lim
jÑ8

»
M

fjdµn.

Aufgabe 16.1.

Reformulieren Sie den Satz von B. Levi für die Summe
°
kPN

³
M

gk von nichtnegativen

Funktionen gk P LpM,Rq.
Theorem 16.4 (Lemma von Fatou).

Sei M P LRn. Seien fj P LpM,Rq, j P N, so dass

lim inf
jPN

»
M

fjdµn   �8.

Dann ist fpxq :� lim inf
jÑ�8

fjpxq endlich f.ü. auf M , die Funktion f ist Lebesgue-

integrierbar auf M , und »
M

fdµn ¤ lim inf
jPN

»
M

fjdµn.

16.3 Iterierte Integration und Satz von Fubini.

Betrachten wir die iterierte Integration für das Lebesgue-Integral.

Man kann die Lebesgue-Integration auf Lebesgue-messbaren MengenM � Rn auf den Fall

M � Rn reduzieren.

Erinnerung. Sei M � Rn und sei f :M Ñ Km. Die kanonische Fortsetzung rf von f

(auf Rn) ist die Funktion

rfpxq � #fpxq, x PM
0Km , x P RnzM .
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Satz 16.14.

Seien M P LRn und f P LpM,Kmq. Dann rf P LpRn,Kmq und ³
M

f dµn �
³
Rn

rf dµn.

Seien m,n P N. Sei f : Rm�n Ñ Kℓ. Wir schreiben fpzq als fpx, yq, wobei z � px, yq P
Rm�n, x P Rm und y P Rn.

Theorem 16.5 (Satz von Fubini auf Rn).
Sei f P LpRm�n,Kℓq. Dann:»

Rm�n

fpzq dµm�npzq �
»
Rm

»
Rn

fpx, yq dµnpyqdµmpxq �
»
Rn

»
Rm

fpx, yq dµmpxqdµnpyq.

Bemerkung 16.5 (Erklärung zum Satz von Fubini).

Für ein fixiertes y P Rn sei gypxq :� fpx, yq die Funktion von x. Für ein fixiertes x P Rm,
sei hxpyq :� fpx, yq die Funktion von y. Der Satz von Fubini ist eine kurze Schreibweise

der folgenden Aussagen.

Sei f P LpRm�n,Kℓq. Dann:

(a) gyp�q � fp�, yq P LpRm,Kℓq für fast alle y P Rn (bezüglich µn).

(b) hxp�q � fpx, �q P LpRn,Kℓq für fast alle x P Rm (bezüglich µm).

(c) Die Funktion I1pxq �
³
Rn fpx, yq dµnpyq ist für fast alle x P Rm definiert und I1 P

LpRm,Kℓq.
(d) Die Funktion I2pyq �

³
Rm fpx, yq dµmpxq ist für fast alle y P Rn definiert und I2 P

LpRn,Kℓq.
(e)

³
Rm�n

fpzq dµm�npzq �
³

Rm

I1pxq dµmpxq �
³
Rn

I2pyq dµnpyq.

Bemerkung 16.6 (Querschnitte von Lebesgue-messbaren Mengen).

Seien n � m � 1. Sei M P LR2 mit µ2pMq   �8. Dann χM P LpR2,Rq und der Satz von

Fubini ist anwendbar. Für jedes p0 � px0, y0q P R2 bezeichnen wir

Mx0 :� ty P R : px0, yq PMu � R,My0 :� tx P R : px, y0q PMu � R.

Dann folgt aus dem Satz von Fubini

(a) Für fast alle x P R, Mx P LR.

(b) Für fast alle y P R, My P LR.

(c) Die Funktion I1pxq �
³
R χM px, yq dµ1pyq � µ1pMxq ist für fast alle y P Rm definiert

und I1 P LpR,Rq.
(d) Die Funktion I2pyq �

³
R fpx, yq dµ1pxq ist für fast alle y P R definiert und I2 P

LpR,Rq.
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(e) µ2pMq � ³
R2

χM dµ2 �
³
R

I1pxq dµ1pxq �
³
R

I2pyq dµ1pyq.

Man kann die Aussagen (a) und (b) für M P LR2 mit µ2pMq � �8 mit Hilfe der

σ-Additivität erreichen.

Man kann die Bemerkung über Querschnitte für den Fall M P LRm�n zusammen mit

der Definitionen von Mx, x P Rm, und My, y P Rn generalisieren.

Man kann den Satz von Fubini für drei oder mehrere iterierte Integralen generalisieren.

Bemerkung 16.7 (Satz von Fubini auf Lebesgue-messbaren Mengen).

Sei M P LRm�n . Sei f P LpM,Kℓq. Dann:

(a) Für fast alle y P Rn ist My P LRm und fp�, yq P LpMy,Kℓq (wenn My � ∅, nehmen

wir an, dass jede Kℓ-wertige Funktion g Lebesgue-integrierbar auf ∅ ist).

(b) Für fast alle x P Rm ist Mx P LRn und fpx, �q P LpMx,Kℓq.
(c) Die Funktion I1pxq �

³
Mx

fpx, yq dµnpyq ist auf Rm Lebesgue-integrierbar.

(d) Die Funktion I2pyq �
³
My

fpx, yq dµnpyq ist auf Rn Lebesgue-integrierbar.

(e) »
M

f dµm�n �
»
Rm

»
Mx

fpx, yqdµnpyqdµmpxq �
»
Rn

»
My

fpx, yq dµmpxqdµnpyq.

Theorem 16.6 (Satz von Fubini-Tonelli).

Sei M P LRm�n. Sei f :M Ñ Kℓ messbar. Nehmen wir an, dass mindestens eins von den

Integralen »
Rm

»
Mx

|fpx, yq|dµnpyqdµmpxq und
»
Rn

»
My

|fpx, yq| dµmpxqdµnpyq

im Sinne von R existiert (das heißt existiert und ist endlich), dann:

(a) Das andere Integral existiert auch im Sinne von R.

(b) f P LpM,Kℓq
(c)

³
M

f dµm�n �
³

Rm

³
Mx

fpx, yqdµnpyqdµmpxq �
³
Rn

³
My

fpx, yq dµmpxqdµnpyq.
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17 Richtungsableitungen, partielle Ableitungen und Jacobi-

matrix. Kriterium der stetigen Differenzierbarkeit. Jaco-

bideterminate. Transformationssatz.

17.1 Richtungsableitungen, partielle Ableitungen und Jacobimatrix.

Seien n,m P N. Sei V ein Banachraum über R, z.B., V � pRm, | � |q. Sei Ω � Rn eine offene

Menge. Sei f : ΩÑ V eine Funktion.

Def. 1.9. (Erinnerung)

Die Funktion f heißt (Fréchet/total) differenzierbar an der Stelle p P Ω, wenn es einen

linearen Operator (Homomorphismus) A � Ap P LpRn, V q gibt, so dass

lim
xÑp

1

|x� p| pfpxq � fppq �Apx� pqq � 0. (17.1)

Der lineare Operator A � Ap in (17.1) ist eindeutig bestimmt und heißt (Fréchet)

Ableitung von f in p (an der Stelle p). Man bezeichnet Ap als Bfppq oder Dfppq.
Satz 17.1 (Differenzierbarkeit ñññ Stetigkeit). (a) Wenn f an der Stelle p Fréchet-

differenzierbar ist, ist f an p stetig.

(b) Wenn f : Ω Ñ V auf Ω Fréchet-differenzierbar ist, ist f auf Ω stetig (das heißt,

f P CpΩ, V q).
Seien w P Rn und p P Ω � Rn. Betrachten wir die Funktion gpζq :� fpp� ζwq, wobei

ζ P p�ε, εq � R mit hinreichend kleinem ε ¡ 0.

Definition 17.1 (Richtungsableitung).

Ist die Funktion gpζq :� fpp � ζwq an ζ0 � 0 differenzierbar, so heißt ihre (1-dim.)

Ableitung
dg

dζ
p0q Richtungsableitung von f an der Stelle p P Ω in der Richtung w P Rn,

und wird mit Dwfppq bezeichnet.

Dwfppq :� lim
ζÑ0

1

ζ
pfpp� ζwq � fppqq P V.

Beispiel 17.1 (Erinnerung: partielle Ableitungen).

Sei tejunj�1 die Standardbasis in Rn, das heißt, e1 � p1, 0, . . . , 0q , e2 � p0, 1, 0 . . . , 0q, . . . ,
en � p0, . . . , 0, 1q. Sei j P t1, . . . , nu. Die Richtungsableitung Dej ppq an der Stelle p in der

Richtung ej heißt partielle Ableitung nach xj von f an der Stelle p, und wird bezeichnet

als

Bjfppq � Bxj fppq �
Bf
Bxj ppq.

Also

Bj fppq :� lim
ζÑ0

1

ζ
pfpp� ζejq � fppqq P V

(falls dieser Limes existiert).

94



Satz 17.2.

Sei f Fréchet-differenzierbar an p P Ω mit der Ableitung Ap P LpRn, V q. Dann:

(a) Für jedes w P Rn existiert die Richtungsableitung Dwfppq und Dwfppq � Apw. Statt

Appwq � Apw schreibt man normalerweise Dwfppq � pDfpaqqw � Dfpaqrws.
(b) Insbesondere existieren an p alle partiellen Ableitungen

B1fppq � Dfpaqre1s, . . . , Bnfppq � Dfpaqrens.

Man kann die Ableitung Dfppq durch partielle Ableitungen

Bj fppq , j � 1, . . . , n

darstellen. Sei V � Rm. Sei fpxq �

�����
f1pxq
f2pxq
. . .

fmpxq

����� pf1pxq, f2pxq, . . . , fmpxqqJ die komponen-

tenweise Darstellung der Funktion f bzgl. der Standardbasis von Rm. Sei Ω � Rn. Sei
p P Ω.

Satz 17.3.

Falls die totale Ableitung Ap � Dfppq von f : Ω Ñ Rm existiert, besitzt der lineare

Operator Ap die folgende Darstellung bzgl. Standartbasen von Rn und Rm:

wtDfppq �

�����
B1f1ppq B2f1ppq . . . Bnf1ppq
B1f2ppq B2f2ppq . . . Bnf2ppq
. . . . . . . . . . . .

B1fmpxq B2fmppq . . . Bnfmppq

�����
���

Bf1
Bx1 ppq . . . Bf1

Bxn ppq
. . . . . . . . .

Bfm
Bx1 ppq . . . Bfm

Bxn ppq

��.
Definition 17.2 (Jacobimatrix).

Die darstellende Matrix rDfppq vom Satz 17.3 heißt Jacobimatrix von f an der Stelle p

(oder, in p).

Man bezeichnet die Jacobimatrix rDfppq oft als Dfppq oder f 1ppq (sehr selten auch Jf ppq,
aber wir benutzen diese Bezeichnung nicht).

Beispiel 17.2 (Transformationsformeln für Zylinderkoordinaten).

Die kartesische Koordinaten px, y, zq in R3 und die Zylinderkoordinaten um den Ursprung

sind durch Transformationsformeln verbunden:$''&''%
x � r cosφ

y � r sinφ

z � z

, r ¥ 0, φ P p�π, πs (oder φ P r0, 2πqq, z P R.

Man kann diese Transformationsformeln als eine Einschränkung der entsprechenden total

differenzierbaren Abbildung F : r0,�8q � R � R Ñ R3 , F : pr, φ, zqJ Ñ px, y, zqJ
schreiben.
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$''&''%
x � F1pr, φ, zq � r cosφ

y � F2pr, φ, zq � r sinφ

z � F3pr, φ, zq � z

Die Jacobimatrix (Jacobimatrix-Funktion) rDF : p0,�8q�R�RÑ R3 Ñ R3�3 von F ist

rDF pr, φ, zq �

���
Bx
Br

Bx
Bφ

Bx
Bz

By
Br

By
Bφ

By
Bz

Bz
Br

Bz
Bφ

Bz
Bz

���
���cosφ p�rq sinφ 0

sinφ r cosφ 0

0 0 1

��.
Die entsprechende Determinante ist

det rDF pr, φ, zq � Bpx, y, zq
Bpr, φ, zq � r.

Sei Ω � Rn. Sei n � m. Sei f : Ω Ñ Rn eine total differenzierbare Funktion. Dann ist

die Jacobimatrix rDfppq eine quadratische n� n-Matrix,

rDfppq P Rn�n.

Definition 17.3 (Jacobideterminante/Funktionaldeterminate).

Sei n � m. Dann heißt die Determinante det rDfppq der quadratischen Jacobimatrix rDf
Jacobideterminante. Man bezeichnet die Jacobideterminate als

detDf � Bpf1, . . . , fnq
Bpx1, . . . , xnq

(und auch als Jf ).

Sei Ω � Rn, n P N. Sei m � 1.

Beispiel 17.3 (Jakobmatrix skalarwertiger Funktion und Gradient).

Sei eine skalarwertige Funktion f : ΩÑ R Fréchet-differenzierbar an p P Ω. In diesem Fall,

identifiziert man manchmal die Jacobimatrix rDfppq mit dem Gradient ∇fppq � grad fppq
von f und schreibt den Gradient als Zeilenvektor

pB1fppq, B2fppq, . . . , Bnfppqq.

Für eine vektorwertige Fréchet-differenzierbare Abbildung

F : ΩÑ Rℓ, F pxq � pF1pxq, . . . , FℓpxqqJ,

benutzt man dann diese Bezeichnung in der folgenden Weise

rDF �

���gradF1

. . .

gradFℓ

���
���

BF1
Bx1 . . . BF1

Bxn
. . . . . . . . .
BFℓ
Bx1 . . . BFℓ

Bxn

��.
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Bemerkung 17.1 (geometrischer Sinn des Gradients).

In anderen Quellen schreibt man den Gradienten einer skalarwertigen Funktion als einen

Spaltenvektor. Dann grad f � p rDfqJ.
Dies ist mit dem geometrischen Sinn des Gradients verbunden: Falls grad fppq � 0Rn ,"

grad fppq
|grad fppq|

*
� argmax

wPRn

|w|�1

Dw fppq.

Diese Formel bedeutet, dass der Vektor w� � grad fppq
|grad fppq| die eindeutige Lösung des folgen-

den Maximierungsproblem ist:

Seien p und eine an p differenzierbare Funktion f : Ω Ñ R fixiert. Maximiere den Wert

der Richtungsableitung Dwf Ñ max unter der Nebenbedingung |w| � 1 (wobei w P Rn).

17.2 Stetig differenzierbare Funktionen.

Seien n,m P N. Sei V ein Banachraum über R, z.B., V � pRm, | � |q. Sei Ω � Rn eine offene

Menge.

Def. (Erinnerung: C1-Funktionen, s. Def.2.4.) Die Funktion f : Ω Ñ V heißt stetig

differenzierbar auf Ω (oder C1pΩ, V q-Funktion), wenn f auf Ω total differenzierbar ist und

die Ableitungsfunktion Dfp�q stetig als die Funktion Df : ΩÑ LpRn, V q ist.
Definition 17.4 (stetige partielle Differenzierbarkeit).(a) Die Funktion heißt partiell dif-

ferenzierbar an p P Ω (auf Ω), wenn alle partiellen Ableitungen B1fppq, . . . , Bnfppq an
p (auf Ω) existieren.

(b) Die Funktion heißt stetig partiell differenzierbar auf Ω, wenn alle partiellen Ableitun-

gen auf Ω existieren und stetig sind.

Theorem 17.1 (stetige Differenzierbarkeit ô stetige partielle Differenzierbarkeit).

f P C1pΩ,Rmq genau dann, wenn f stetig partiell differenzierbar ist.

Bemerkung 17.2.

Man kann Thm.17.1 in der folgenden Weise umformulieren: f : Ω Ñ Rm ist genau dann

stetig differenzierbar auf Ω, wenn die Jacobimatrix rDfppq an jeder Stelle p P Ω existiert

und jede ihrer Komponenten Bkfjp�q auf Ω stetig ist.

Beispiel 17.4 (stetige Differenzierbarkeit von Zylinderkoordinaten).

Sei Ω � p0,�8q � R� RÑ R3. Die Einschränkung F |Ω der Abbildung

F : r0,�8q � R� RÑ R3 ,

$''&''%
x � F1pr, φ, zq � r cosφ

y � F2pr, φ, zq � r sinφ

z � F3pr, φ, zq � z

,
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die die Zylinderkoordinaten definiert, ist stetig partiell differenzierbar. Das heißt,

rDF �

���cosφ p�rq sinφ 0

sinφ r cosφ 0

0 0 1

��
existiert an jedem p � pr, φ, zq P Ω und alle Komponenten der Jacobimatrix-Funktion sind

stetig auf Ω.

Thm.17.1 ñññ F ist auf Ω Fréchet-differenzierbar und

DF P C �Ω,LpR3,L3q� � C
�
Ω,R3�3

�
.

Also gilt F P C1pΩ,R3q (tatsächlich gibt es mehr: F P C8pΩ,R3q).

17.3 Transformation von Integralen (Substitutionsregel)

Substitutionsregel (Erinnerung von Math 1.).

Seien f P Rpra, bs,Rmq und ψ P C1rα, βs. Sei φprα, βsq � ra, bs. Dann

ψpβq»
ψpαq

fpxqdx �
β»
α

fpψpsqqψ1psqds.

Wir brauchen eine mehrdimensionale Verallgemeinerung.

Erinnerung: detDψppq � Bpψ1, . . . , ψnq
Bpx1, . . . , xnq ppq ist die Jacobideterminate von ψ.

Theorem 17.2 (Transformationssatz für Riemann-Integrale, [W2]).

Sei Ω P Qn offen. Sei ψ P C1pΩ,Rnq injektiv und Lipschitz-stetig. Dann:

(a) Die Menge Ω� � ψpΩq ist quadrierbar.
(b) f P RpΩ�,Rmq ôôô pf � ψq|detDψ| P RpΩ,Rmq
(c) Wenn f P RpΩ�,Rmq, gilt»

Ω�

fpxq dvnpxq �
»
Ω

fpψpyqq
����Bpψ1, . . . , ψnq
Bpy1, . . . , ynq

����dvnpyq
Theorem 17.3 (Transformationssatz für Lebesgue-Integrale, [W2]).

Sei Ω offen. Sei ψ eine injektive C1pΩ,Rnq-Abbildung, so dass die Jakobideterminate keine

Nullstellen in Ω hat (das heißt, detDψppq � 0@p P Ω). Sei Ω� � ψpΩq. Dann:

(a) Eine nichtnegative Funktion f : Ω� Ñ r0,�8q ist genau dann messbar, wenn pf �
ψq|detDψ| messbar ist. In diesem Fall (im Sinne von pR),

»
Ω�

fpxq dµnpxq �
»
Ω

fpψpyqq
����Bpψ1, . . . , ψnq
Bpy1, . . . , ynq

����dµnpyq
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(b) f P LpΩ�,Rmq genau dann, wenn pf �ψq|detDψ| P LpΩ,Rmq. In diesem Fall gilt auch

die Transformationsgleichung von (a) (im Sinne von R).

Erinnerung: 3-dim. Kugelkoordinaten Betrachten wir die Abbildung

Ψ : r0,�8q � p�π, πs � r0, πs Ñ R3, F : pr, φ, θq ÞÑ px1, x2, x3q,

$''&''%
x1 � r cospφq sinpθq
x2 � r sinpφq sinpθq
x3 � r cospθq

,

φ P p�π, πs Azimutwinkel, θ P r0, πs Polarwinkel.
Die Ableitung ist

DΨ �

���cospφq sinpθq p�rq sinpφq sinpθq r cospφq cospθq
sinpφq sinpθq r cospφq sinpθq r sinpφq cospθq

cospθq 0 p�rq sinpθq

��
Damit gilt

|detDΨ| � |Bpx1, x2, x3qBpr, φ, ψq | � |p�r2q sinpθq| � r2 sinpθq.
Die Funktion Ψ ist surjektiv, aber nicht injektiv. Wenn r � 0, θ � 0 oder θ � π,

gilt detDΨ � 0. Die Einschränkung von F auf offene Ω � p0,�8q � p�π, πq � p0, πq
ist injektiv und hat das Bild R3zptx1 � x2 � 0u Y tx1   0, x2 � 0uq. Aber t x1 � x2 �
0uYtx1   0, x2 � 0u ist eine Lebesgue-Nullmenge und spielt keine Rolle für die Integration.

Sei fpxq � gp|x|q � gprq stetig auf R3zt0u. Sei 0 ¤ ρ   R   �8. Dann

»
KRp0qzKρp0q

fpxq dvnpxq �
R»
ρ

π»
�π

π»
0

gprqr2 sin θ dθ dφ dr � 4π

R»
ρ

gprqr2 dr.

Beispiel 17.5.

Betrachten wir jetzt den Fall ρ � 1, R � �8, fpxq � 1

|x|γ , und benutzen ein Lebesgue-

Integral. Wegen |x| � r und
1

|x|γ �
1

rγ
haben wir

»
R3zK1p0q

1

|x|γ dµnpxq � 4π

�8»
1

r2

rγ
dr � 4π

�8»
1

r2�γ dr �
$&%�8, γ ¤ 3

4π

γ � 3
, γ ¡ 3

.

17.4 Erklärungen zum Transformationssatz.

Sei Ω P Qn (das heißt, Ω � Rn ist quadrierbar). Sei Ω offen. Als detDψppq � Bpψ1, . . . , ψnq
Bpx1, . . . , xnq ppq

bezeichnen wir die Jacobideterminate von ψ P C1pΩ,Rnq.
Wir erinnern uns an den Transformationssatz:

Sei ψ P C1pΩ,Rnq injektiv und Lipschitz-stetig. Dann:
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(a) Die Menge Ω� � ψpΩq ist quadrierbar.
(b) f P RpΩ�,Rmq ôôô pf � ψq|detDψ| P RpΩ,Rmq
(c) Wenn f P RpΩ�,Rmq, gilt»

Ω�

fpxq dvnpxq �
»
Ω

fpψpyqq
����Bpψ1, . . . , ψnq
Bpy1, . . . , ynq

����dvnpyq

Warum erscheint hier der Betrag der Jacobideterminate

����Bpψ1, . . . , ψnq
Bpy1, . . . , ynq

����?
Bemerkung 17.3.

Sei ρ : Ω Ñ r0,�8q eine nichtnegative Lebesgue-integrierbare Funktion. Dann kann man

ein neues Maß (Maß-Funktion) λρ : LΩ Ñ r0,�8s für Lebesgue-messbare Teilmengen

M � Ω durch

λρpMq :�
»
M

ρpyqdµnpyq

definieren. Generell ist das Maß λρ nicht bewegungsinvariant und ist nicht gleich mit der

Inhaltsfunktion (Jordan-Maß) vpMq für M P Qn.

Aber λρ hat viele gute Eigenschaften des Lebesgue-Maßes: σ-Additivität, Monotonie,

Stetigkeit bezüglich monotoner Mengenfolgen und λρpMq � 0 für Lebesgue-Nullmengen

M (absolute Stetigkeit bezüglich des Lebesgue-Maßes). Die Funktion ρ heißt die Dichte-

funktion des Maßes λρ.

Sei jetzt ρ �
���Bpψ1, ... ,ψnq
Bpy1,...,ynq

���. Dann sagt der Transformationssatz»
ψpΩq

fpxq dµnpxq �
»
Ω

fpψpyqq dλρpyq.

Zusammenfassung: Wenn ρpyq �
���Bpψ1, ... ,ψnq
Bpy1,...,ynq pyq

���, entspricht das neue Maß λρ : M ÞÑ³
M

ρpyqdµnpyq bezüglich der y-Variable dem Lebesgue-Maß µn bezüglich der Variable x �
ψpyq.

Warum ist
���Bpψ1, ... ,ψnq
Bpy1,...,ynq

��� die richtige Dichtefunktion hier?

Sei der Einfachheit halber Ω � Z eine offene n-Zelle.

Betrachten wir die Frage vom Standpunkt der Zwischensummen. Eine Zerlegung ζ von Z

in Teilzellen Zα, α P A generiert die folgende ‘gekrümmte’ Zerlegung Ω� � �
αPA ψpZαq

von Ω� � ψpΩq und die Gleichung für die ‘Zwischensummen’:¸
αPA

fpxαqvnpψpZαqq �
¸
α

fpψpyαqq bα vnpZαq,
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Abbildung 2: Modified from ’Jacobian determinant and distortion.svg’,

https://en.wikipedia.org/wiki/User:Blacklemon67, license (CC BY-SA 3.0),

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0

wobei xα � ψpyαq und yα P Zα Zwischenpunkten sind. Die Konstanten bα verbinden

Jordan-Maße bezüglich x- und y-Variablen:

vnpψpZαqq � bαvnpZαq.

Betrachten wir diese Verbindung für eine n-Zelle

Zα � ry1, y1 �∆y1s � ry2, y2 �∆y2s � � � � � ryn, yn �∆yns

mit kleinen Längen ∆yj der Seiten ryj , yj �∆yjs.
Sei x � px1, . . . , xnq � pψ1pyq, . . . , ψnpyqq das Bild der ‘Ecke’ y � py1, . . . , ynq von Zα.

Sei Ay � Dψpyq. Dann

ψpryq � ψpyq � Aypry � yq � opry � yq,

wenn ry Ñ y.

Das n-Parallelogramm tx � Aypu � yq : u P Zαu approximiert das Bild ψpZαq, und
vnptAypu � yq : u P Zαuq � vnpψpZαqq. Das n-Parallelogramm Π � tAypu � yq : u P Zαu
wird von Vektoren

w1 :� Ayp∆y1, 0, . . . , 0qJ � ∆y1 Aye1,

w2 :� Ayp0,∆y2, . . . , 0qJ � ∆y2 Aye2,

. . . ,

wn :� Ayp0, 0, . . . ,∆ynqJ � ∆yn Ayen

aufgespannt.

Erinnerung von ‘Math 1’: vnpΠq � | detpw1,w2, . . . ,wnq| (das Volumen ist der

geometrische Sinn der Determinate).
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Die Vektorspalten Aye1, Aye2, . . . , Ayen sind Vektorspalten der Jacobimatrix Ay � Dψpyq
von ψ. Also

vnpψpZαqq � |detDψpyq|
n¹
j�1

∆yj �
����Bpψ1, . . . , ψnq
Bpy1, . . . , ynq pyq

���� vnpZαq.
Zusammenfassung:

bα �
����Bpψ1, . . . , ψnq
Bpy1, . . . , ynq pyq

����
und¸
αPA

fpxαqvnpψpZαqq �
¸
α

fpψpyαqqbαvnpZαq �
¸
α

fpψpyαqq
����Bpψ1, . . . , ψnq
Bpy1, . . . , ynq py

αq
���� vnpZαq

konvergiert gegen
³
Ω

fpψpyqq
����Bpψ1, . . . , ψnq
Bpy1, . . . , ynq

����dvnpyq, wenn die Feinheit der Zerlegung gegen

0 geht.

18 Umkehrsatz und Kettenregel. C1-Diffeomorphismen.

18.1 Der Umkehrsatz.

Sei Ω � Rn offen.

Theorem 18.1 (Umkehrsatz für C1-Abbildungen).

Sei Ψ P C1pΩ,Rnq mit der Ableitungsfunktion DΨpyq � Ay, y P Ω. Sei die Ableitung

Ap � DΨppq an p P Ω invertierbar (das ist äquivalent mit det rDΨppq � 0, s. ’Math 1’).

Dann existiert eine offene Umgebung U � Ω von p mit folgenden Eigenschaften:

(a) U� � ΨpUq ist offen.
(b) Die Einschränkung ψ � Ψ|U ist eine bijektive Abbildung von U auf U�.

(c) Die Umkehrfunktion (inverse Funktion) φ � ψ�1 : U� Ñ U ist eine C1pU�, Uq-
Abbildung.

In diesem Fall ist die Ableitung Bx � Dφpxq der Umkehrfunktion an x � ψpyq invertierbar
mit pBxq�1 � Ay @x P Ω� (im Besonderen gilt für Jacobimatrizen p rDψpyqq�1 � rDφpxq).

Bezeichnen wir als y die Variable in Ω und, für ψ P C1pΩ,Rnq, als x � ψpyq die

Variable in Ω� � ψpΩq. Dann detDψpyq � 0 in Ω impliziert für y � ψ�1pxq � φpxq
detDψpyq � pdetDφpxqq�1@y P Ω

(oder @x � ψpyq P Ω�).
Manchmal bezeichnet man diese Jacobideterminanten auch als

detDψpyq � Bpx1, . . . , xnq
Bpy1, . . . , ynq
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und

detDφpxq � Bpy1, . . . , ynq
Bpx1, . . . , xnq .

Dann gilt

�Bpx1, . . . , xnq
Bpy1, . . . , ynq


�1

� Bpy1, . . . , ynq
Bpx1, . . . , xnq . Das entspricht auch gut der Leibnitz-

Notation für die Differential- und Integral-Rechnung. Den Transformationssatz kann man

als »
Ω�

fpxq dx1dx2 . . . dxn �
»
Ω

fpψpyqq
����Bpx1, . . . , xnqBpy1, . . . , ynq

����dy1dy2 . . . dyn
schreiben.

18.2 Mehrdimensionale Kettenregel.

Bezeichnen wir als y die Variable in Ω und, für ψ P C1pΩ,Rnq, als x � ψpyq die Variable

in Ω� � ψpΩq. Dann detDψpyq � 0 in Ω impliziert für y � ψ�1pxq � φpxq

pDψpyqq�1 � Dφpxq.

Das kann man durch die folgende Kettenregel beweisen (Aufgabe).

Theorem 18.2 (mehrdimensionale Kettenregel).

Seien U� � Rℓ und U � Rn offene Mengen. Seien φ : U� Ñ U und f : U Ñ Rm

C1-Abbildungen. Dann

g � f � φ P C1pU�,Rmq
und

Dgpxq � rpDfqpφpxqqs rpDφqpxqs
(die Jacobimatrix der Verknüpfung f � φ ist das Produkt der Jacobimatrizen von f und

φ).

Beispiel 18.1.

Sei f P C1pΩ,Rq. Sei φ : ra, bs Ñ Ω ein Weg, der an der Stelle t0 P pa, bq differenzierbar
ist. Dann ist die Funktion gptq � fpφptqq an t0 differenzierbar und

dgpt0q
dt

� x∇fpφpt0qq, φ1pt0qyRn �
ņ

j�1

Bjfpφpt0qq dφjpt0q
dt

.

Bemerkung 18.1.

Für differenzierbare Wege φptq, t P ra, bs, interpretiert man oft t als die Zeit-Variable, und

schreibt

φpt0q für die Ableitung φ1pt0q � d

dt
φpt0q.

Die Formel in Beispiel 18.1 schreibt man z.B. oft als

d

dt
gpt0q � ∇fpφpt0qq � 

φpt0q.
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18.3 Homöomorphismen und C1-Diffeomorphismen.

Im Umkehrsatz haben wir eine bijektive C1-Abbildung ψ : U Ñ U� mit detDψpyq � 0 für

alle y P Ω. Dann ist ψ ein C1pU,U�q-Diffeomorphismus.

Definition 18.1 (Homöomorphismen und C1-Diffeomorphismen).

Seien Mengen U,U� � Rn offen.

(a) Eine bijektive Abbildung ψ : U Ñ U� heißt Homöomorphismus, wenn ψ und ψ�1

stetig sind. Die Familie aller Homöomorphismen von U auf U� bezeichnet man als

Diff0pU,U�q.
(b) Ein Homöomorphismus ψ : U Ñ U� heißt C1-Diffeomorphismus, wenn ψ P C1pU,U�q

und ψ�1 P C1pU�, Uq. Die Familie aller C1-Diffeomorphismen von U auf U� bezeichnet
man als Diff1pU,U�q.

Bemerkung 18.2 (Verbindung zwischen detDψpyq � 0 und Injektivität).

Die Bedingungen ψ P C1pΩ,Rnq und detDψpyq � 0 im Umkehrsatz (und im Transforma-

tionssatz für Lebesgue-Integralle) implizieren, dass ψ ein lokaler C1-Diffeomorphismus ist

(und so lokal injektiv ist). “Lokaler” bedeutet hier, dass ψ ein C1-Diffeomorphismus in

einer (möglicherweise sehr kleinen) offenen Umgebung U von y ist (s. [AE2]).

Generell kann eine Abbildung ein lokaler C1-Diffeomorphismus in einer offenen Umgebung

jedes Punktes y P Ω sein und gleichzeitig global in Ω nicht injektiv sein (und so, global

kein C1pΩq-Diffeomorphismus).

Aufgabe 18.1.

Finden Sie ein Beispiel zur Bemerkung 18.2.

18.4 C1pΩq-Abbildungen und Lipschitz-Stetigkeit.

Sei M � Rn.

Def. (Erinnerung. Lipschitz-Stetigkeit, s. Def 8.1)

Eine Abbildung f :M Ñ Rm heißt Lipschitz-stetig, wenn Dα ¥ 0, so dass

|fppq � fpqq| ¤ α|p� q|@p, q PM.

In diesem Fall, heißt α eine Lipschitz-Konstante von f. Die Familie aller Lipschitz-

stetigen Abbildungen f :M Ñ Rm bezeichnet man LippMq oder LippM,Rmq.

Theorem 18.3 ( Verbindung zwischen ψ P C1pΩq und Lipschitz-Stetigkeit).

Seien Ω � Rn offen und f P C1pΩ,Rmq. Dann f P LippMq für jede kompakte Menge

M � Ω.

Der Beweis von Th.18.3 wird auf dem folgenden Satz gegründet.
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Satz 18.1 (Hadamards Lemma und Mittelwertabschätzung).

Sei f P C1pΩ,Rmq. Seien p, q P Ω, so dass rp, qs � Ω, wobei

rp, qs � tp� tpq � pq : 0 ¤ t ¤ 1u

die Verbindungsstrecke zwischen p und q ist. Dann:

(a) Es gilt fppq � fpqq � App� qq, wobei A :�
1³
0

Dfpp� tpq � pqq dt.

(b) |fppq � fpqq| ¤ |p� q| max
tPr0,1s

}Dfpp� tpq � pqq}.

Teil (a) (Hadamards Lemma) folgt aus der Kettenregel des Beispiels 18.1 (Aufgabe).

Teil (b) aus (a) und der Hauptabschätzung für Integrale.

Sei M � Rn.

Definition 18.2 (C1pΩq-Funktionen).
Eine Abbildung f :M Ñ Rm heißt von der Klasse C1pM,Rmq, wenn es eine offene Menge

U � Rn und eine Funktion F P C1pU,Rmq gibt, so dass M � U und f � F |M (das heißt,

wenn f eine C1pΩq-Erweiterung auf dem offenen Ω hat).

Beispiel 18.2 (C1ra, bs-Wege und links-/rechtsseitige Ableitungen).

Sei M � ra, bs � R. Sei f : ra, bs Ñ Rm ein Weg. Es gilt f P C1ra, bs � C1pra, bs,Rmq
genau dann, wenn

f P C1ppa, bq,Rmq,
die einseitigen Ableitungen

B�fpaq :� lim
tÑa�0

fptq � fpaq
t� a

, B�fpbq :� lim
tÑb�0

fptq � fpbq
t� b

existieren, und

B�fpaq � lim
tÑa�0



fptq, B�fpbq � lim
tÑb�0



fptq.

Korollar 18.1 (Verbindung zwischen ψ P C1pΩq und Lipschitz-Stetigkeit).

Sei Ω � Rn offen und beschränkt. Sei f P C1pΩ,Rmq. Dann f P LippΩq.

19 Wegintegrale. Länge eines Weges. Umparametrisierun-

gen.

19.1 Totale Variation und Länge eines Weges

19.2 Wegintegrale.

Erinnerung. Ein Weg γ in Rn ist eine stetige Funktion γ : ra, bs Ñ Rn (die als eine

Trajektorie des Punkts γptq P Rn, t P ra, bs interpretiert wird). Der Weg γ hat den An-

fangspunkt γpaq und Endpunkt γpbq, die zusammen Endpunkten des Weges w genannt
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werden.

Die Spur

Spurpwq � wpra, bsq � twptq : t P ra, bsu � Rn

des Weges w ist definitionsgemäß sein Bild.

Definition 19.1.(a) Ein Weg γ : ra, bs Ñ Rn heißt stückweise-C1, wenn es eine Zerlegung

a � t0   t1   � � �   tk � b mit k P N gibt, so dass

γ P C1rtj�1, tjs@1 ¤ j ¤ k.

(b) Ein Weg γ heißt doppelpunktfrei, wenn γ : ra, bs Ñ Rn injektiv ist.

(c) γ P Cpra, bs,Rnq heißt geschlossener Weg (oder Schleife) falls γpaq � γpbq.
(d) Eine Schleife γ : ra, bs Ñ Rn heißt geschlossener Jordan-Weg, wenn aus t1   t2

und γpt1q � γpt2q folgt, dass t1 � a und t2 � b (das heißt γpaq � γpbq ist einziger

Doppelpunkt von γ.)

Bemerkung 19.1.

Generell ist es für einen stückweise-C1-Weg γ möglich, dass γ R C1ra, bs, weil B�γptjq �
B�γptjq für manche tj (das heißt, die linksseitige Ableitung B�γptjq kann nicht gleich mit

der rechtsseitigen Ableitung B�γptjq sein).
Definition 19.2 (Wegintegral bezüglich skalarem Bogenelement).

Sei γ : ra, bs Ñ Rn ein stückweise-C1-Weg. Sei f : Spurpγq Ñ Rm eine Funktion auf der

Spur mit der Eigenschaft, dass f � γ P Rpra, bs,Rmq. Dann wird das Wegintegral bezüglich

der Bogenlänge (oder des skalaren Bogenelements) durch

»
γ

f ds �
b»
a

fpγptqq | γptq| dt

definiert. Hier heißt ds � | γptq| dt skalares Bogenelement.

Bemerkung 19.2.

Das Wegintegral bezüglich skalarem Bogenelement
³
γ
f ds heißt oft skalares Kurvenintegral

(skalares Wegintegral). Merken wir an, dass für f : Spurpγq Ñ Rm

»
γ

fds �
b»
a

fpγptqq | γptq| dt P Rm

ein Vektor ist, sofern m ¥ 2. Deswegen benutzen wir den Name “skalares Wegintegral”

sehr selten.
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Bezeichnen wir als x die Variable im Vektorraum Rn.

Definition 19.3 (Wegintegral bezüglich vektoriellem Bogenelement dx).

Sei γ : ra, bs Ñ Rn ein stückweise-C1-Weg. Sei f : Spurpγq Ñ Rn eine Rn-wertige Funktion
mit der Eigenschaft, dass f � γ P Rpra, bs,Rnq. Dann wird das Wegintegral bezüglich des

vektoriellen Bogenelement durch

»
γ

f � dx �
b»
a

f � γptq dt �
b»
a

xfpγptqq, γptqyRn dt

definiert. Hier heißt dx � 
γptq dt das vektorielle Bogenelement.

Bemerkung 19.3.

Sei n � 3. Nehmen wir an, dass das Vektorfeld fpxq ein Kraftfeld beschreibt, und ein

Massenpunkt P sich unter dem Einfluss dieses Kraftfelds bewegt. Dann stellt A � ³
γ
fpxq �

dx die Arbeit dar, die das Feld bei der Verschiebung von P längs des Weges γ leistet.

Bemerkung 19.4.

Das Wegintegral bezüglich des vektoriellen Bogenelement
³
γ

f � dx heißt oft vektorielles

Kurvenintegral (vektorielles Wegintegral).

Merken wir an, dass das Ergebnis

»
γ

f � dx �
b»
a

xfpγptqq, γptqyRn dt P R

immer ein Skalar ist. Deswegen benutzen wir den Name vektorielles Wegintegral sehr

selten.

Def. 10.2 (Erinnerung.) Streckenzüge in Rn.

(a) Ein Weg w : ra, bs Ñ Rn heißt Streckenzug, falls es eine Zerlegung Z : a � t0   t1  
� � �   tk � b gibt, s.d @ j � 0, . . . , k

w pp1� sqtj � stj�1q � p1� sqwptjq � swptj�1q, s P r0, 1s.

(b) Wir sagen, dass ein Streckenzug w ein Streckenzug in Ω � Rn ist, falls Spurpwq � Ω

(das heißt, wptq P Ω @t P ra, bs).
(c) Die Länge Lpwq des Streckenzuges w ist definitionsgemäß Lpwq :� °k

j�1 |wptjq �
wptj�1q| .

Für ein Streckenzug w : ra, bs Ñ Rn gibt es eine Zerlegung Z : a � t0   t1   � � �   tk � b,

so dass

w pp1� sqtj � stj�1q � p1� sqwptjq � swptj�1q, s P r0, 1s. (19.1)
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Definition 19.4 (totale Variation).

Betrachten wir eine (nicht obligatorisch stetige) Funktion f : ra, bs Ñ Rn.

(a) Der Streckenzug wZ,f , der mit f und eine Zerlegung Z : a � t0   t1   � � �   tk � b

assoziiert ist, wird als der Streckenzug der Form (19.1) mit

wptjq � wZ,f ptjq� fptjq, j � 0, . . . , k,

definiert. Die Länge des Streckenzuges wZ,f bezeichnen wir als LZpfq, das heißt,

LZpfq �
ķ

j�1

|fptjq � fptj�1q|.

(b) Varpfq � Varpf, ra, bsq :� suptLZpfq : Z ist eine Zerlegung von ra, bsu heißt (totale)
Variation der Funktion f über ra, bs.

Definition 19.5.

Sei f : ra, bs Ñ Rn. Man sagt, dass die Funktion f von beschränkter Variation ist, falls

Varpf, ra, bsq   �8.

Beispiel 19.1.(a) Wenn f P C1pra, bs,Rnq (das heißt f ist C1-Weg), ist f von beschränkter

Variation.

(b) VarpχQ, r0, 1sq � �8 (Bemerkung: χQ|r0,1s ist kein Weg).

(c) Varpsignp�q, r�a, asq � 2 @a ¡ 0.

(d) Für beliebige n P N, gibt es stetige Funktionen (Wege) γ : ra, bs Ñ Rn mit Varpγq �
�8.

Wir brauchen Beispiele von Typ (d) mit n � 1 und n � 2.

Definition 19.6.

Sei γ : ra, bs Ñ Rn ein Weg (das heißt, γ P Cpra, bs,Rnq).
(a) Dann nennt man die Variation Varpγ, ra, bsq die Länge vom Weg γ und bezeichnet

diese Länge als

Lpγq :� Varpγ, ra, bsq.

(b) Wenn Lpγq   �8, sagt man, dass der Weg γ rektifizierbar ist.

Beispiel 19.2.

Betrachten wir γ : r�1, 1s Ñ R2,

γptq �

$''&''%
�

t

|t|α sinp1t q

�
, t P r�1, 0q Y p0, 1s

0R2 , t � 0

.
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(a) Für α ¤ 0 ist γ kein Weg, weil γ R Cpr0, 1s,R2q.
(b) Für 0   α ¤ 1 ist γ ein nicht rektifizierbarer Weg, das heißt, γ P Cpr�1, 1s,R2q, aber

Lpγq � �8.

(c) Für α ¡ 1 ist γ ein rektifizierbarer Weg, das heißt, γ P Cpr�1, 1s,R2q und Lpγq �
1³
�1

| γptq|dt   �8.

Theorem 19.1.

Es sei γ : ra, bs Ñ Rn ein stückweise-C1 Weg. Dann ist γ rektifizierbar mit der Länge

Lpγq �
b³
a
| γptq|dt.

Bemerkung 19.5 (Länge als ein Wegintegral bezüglich der Bogenlänge).

Das bedeutet, dass das Wegintegral
³
γ
1 ds :�

b³
a
| γptq|dt von f � 1 bezüglich der Bogenlänge

die Länge Lpγq des Weges γ ist.

Bemerkung 19.6 (über den Beweis Thm-s 19.1).

Die Rektifizierbarkeit vom stückweise-C1 Weg γ folgt aus der folgenden Aussagen:

(a) Falls γ P Lippra, bs,Rnq mit der Lipschitz-Konstante λ gilt es die Rektifizierbarkeit

und Lpγq ¤ λpb� aq   �8.

(b) Jeder stückweise-C1 Weg γ ist Lipschitz-stetig.

Den Beweis von Lpγq �
b³
a
| γptq|dt kann man in, z.B., [H1, §2.1] finden.

Aufgabe 19.1.

Beweisen Sie Lpγq �
b³
a
| γptq|dt für Streckenzüge γ.

Bemerkung 19.7 (Geschwindigkeit und die Länge der Trajektorie).

Falls wir einen stückweise-C1 Weg γ : ra, bs Ñ Rn komponentweise schreiben

γptq � pγ1, . . . , γnqJ,

bedeutet Th.19.1, dass

Lpγq �
b»
a

�|γ11ptq|2 � � � � � |γ1nptq|2
�1{2

dt.

Die Ableitung

γptq ist dermomentane Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt t. Die skalar-

wertige Funktion | γptq| gibt die momentane (skalare) Geschwindigkeit als ihren Werte.
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Beispiel 19.2 (c) (Fortsetzung)

Sei

γptq �
$&%
�

t
|t|α sinp 1

t
q
	
, t P r�1, 0q Y p0, 1s

0R2 , t � 0
, α ¡ 1.

Für t P p�1, 1q gilt

γ11ptq � 1 � B�γ1p�1q � B�γ1p1qu, also γ1 P C1r�1, 1s.

B�γ2p0q � lim
tÑ0�0

tα sinp1t q � 0

t
� lim

tÑ0�0
tα�1 sinp1

t
q � 0 � B�γ2p0q.

Für t ¡ 0 gilt γ12ptq � αtα�1 sin
1

t
� tα�2 cos

1

t
.

(c.1) Für α ¡ 2 gilt lim
tÑ0�0

γ12ptq � 0 � B�γ2p0q � B�γ2p0q � lim
tÑ0�0

γ12ptq und auch offenbar

B�γ2p	1q � lim
tÑ	1�0

γ12ptq
Daraus folgt

γ2 P C1r�1, 1s ñññ γ P C1r�1, 1s
rektifizierbar. Das heißt

Lpγq �
1»

�1

b
1� pγ12q2dt   �8.

(c.2) Für 1   α ¤ 2 EEE lim
tÑ0�0

γ12ptq. Es ist für 1   α ¤ 2 also γ2 ein Beispiel der Funktion,

die auf r�1, 1s differenzierbar ist, aber nicht stückweise-C1 Funktion ist. Doch für

1   α ¤ 2 ist γ rektifizierbar.

Das kann man aus der uneigentlichen absoluten Konvergenz von

1»
0

b
1� pγ12q2dt   �8

erhalten (es braucht eine zusätzliche Begründung).

Zusammenfassung: Für 1   α ¤ 2 ist γ ein Beispiel für einen Weg, der auf r�1, 1s
rektifizierbar ist, aber kein stückweise-C1 Weg ist.

Satz 19.1.

Sei f : ra, bs Ñ R eine stückweise-C1 Funktion. Dann:

(a) γptq � pt, fptqqJ, t P ra, bs, ist ein stückweise-C1 Weg in R2, so dass Spur γ mit dem

Graph Gr f der Funktion f übereinstimmt.
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(b) Lpγq �
b³
a

a
1� pf 1q2 dt.

Satz 19.2 (Länge des Weges in zylindrischen Koordinaten).

Seien r : ra, bs Ñ r0,�8q, φ : ra, bs Ñ R und z : ra, bs Ñ R stückweise-C1 Funktionen.

Dann:

(a) γptq �

���rptq cosφptqrptq sinφptq
zptq

�� definiert einen stückweise-C1 Weg in R3.

(b) Lpγq �
b³
a

apr1q2 � prφ1q2 � pz1q2 dt.

Beweis. γ11 � r1 cosφ�r sinpφqφ1, γ12 � r1 sinφ�r cospφqφ1, γ3 � z1. | γ|2 � pr1q2�r2pφ1q2�
pz1q2.

19.3 Beispiel der physikalischen Anwendung des Wegintegral bezüglich

der Bogenlänge.

Sei γ : ra, bs Ñ R3 ein stückweise-C1 Weg mit endlich vielen Doppelpunkten, der ein Draht

mit Lebesgue-integrierbarer linearer Massendichte ρ : Spurγ Ñ r0,�8q modelliert (die

lineare Massendichte ist Masse pro Längeneinheit). Dann:

(a) Die Gesamtmasse M des Drahts ist

M �
»
γ

ρpxqds �
b»
a

ρpγpτqq | γpτq| dτ.

(b) Der Radiusvektor S des Schwerpunkts vom Draht ist

S � 1

M

»
γ

x ρpxqds � 1

M

b»
a

γpτq ρpτq| γpτq| dτ.

(c) Wenn wir komponentenweise S � pS1, S2, S3qJ schreiben, gilt

Sj � 1

M

»
γ

xj ρpxqds � 1

M

b»
a

γjpτq ρpτq| γpτq| dτ,

wobei x � px1, x2, x3qJ.
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19.4 Umparametrisierung von Wegintegralen.

Sei γ : ra, bs Ñ Rn ein stückweise-C1 Weg. Dann existiert die Ableitung

γptq für alle

t P ra, bs ohne möglicherweise endlich viele t. An den Endpunkten a und b verstehen wir

die Ableitung als

γpaq :� B�γpaq und 

γpbq :� B�γpbq.

Definition 19.7.(a) Falls

γptq existiert und 

γptq � 0Rn , heißt Tptq � Tγptq :�

γptq
| γptq| der

Tangeteneinheitsvektor an γ im Punkt γptq.
(b) In diesem Fall, heißt die Gerade

G � γptq � RTptq � tγptq � αTptq : α P Ru
die Tangente an γ im Punkt γptq.

Bemerkung 19.8. (a) In Doppelpunkten γpt1q � γpt2q kann γ mehrere Tangenten be-

sitzen, die verschiedene Zeitpunkten tj entsprechen.

(b) In Zeitpunkten t, so dass EEE 
γptq aber B�γptq existieren, kann γ verschiedene linkssei-

tige und rechtsseitige Tangenteneinheitsvektoren haben.

Bemerkung 19.9 ( Verbindung zwischen beiden Typen der Wegintegrale).

Sei γ : ra, bs Ñ Rn ein stückweise-C1 Weg mit endlich vielen Doppelpunkten und endlich

vielen Zeitpunkten t mit der Eigenschaft

γptq � 0Rn . Sei f : Spurpγq Ñ Rn eine Rn-wertige

Funktion mit der Eigenschaft, dass f � γ P Rpra, bs,Rnq.

Wegintegrale bezüglich des vektoriellen Bogenelements
³
γ
fdx und bezüglich der Bo-

genlänge
³
γ
gds sind verbunden durch

»
γ

f � dx �
b»
a

xfpγptqq, γptqyRn dt �
b»
a

xfpγptqq,TγptqyRn | γptq|dt �
»
γ

gpxq ds,

wobei gpxq � xfpxq,Tγpγ�1pxqqyRn für alle x ohne möglicherweise endlich viele Punkte

x wohldefiniert ist und gpγp�qq P Rpra, bs,Rq. Deswegen sind Eigenschaften von Weginte-

gralen beider Type verbunden (aber manchmal nichttrivial verbunden).

Definition 19.8 (Cq-Parameterwechsel).

Seien I1 und I2 Intervalle in R.

(a) Man sagt, dass eine Abbildung ψ : I1 Ñ I2 ein Homöomorphismus ist, und schreibt ψ P
Diff0pI1q, wenn ψ eine bijektive stetige Abbildung ist und die umgekehrte Abbildung

φ � ψ�1 auch stetig ist. (Dann ist φ : I2 Ñ I1 auch ein Homöomorphismus).

(b) Man sagt, dass ψ : I1 Ñ I2 ein C1-Diffeomorphismus ist und schreibt ψ P Diff1pI1q,
wenn ψ P Diff0pI1q, ψ P C1pI1q und φ :� ψ�1 P C1pI2q. (Dann gilt auch φ P Diff1pI2q).
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(c) Sei q � 0 oder q � 1. Man sagt, dass ψ : I1 Ñ I2 ein (orientierungserhaltender)

Cq-Parameterwechsel ist, wenn ψ P DiffqpI1q und ψ strikt wachsend sind. (Dann ist

φ � ψ�1 auch ein Cq-Parameterwechsel). Eine Funktion ψ : I1 Ñ R heißt (monoton)

wachsend, falls ψpt1q ¤ ψpt2q für alle t1   t2 gilt.

Definition 19.9 (Cq-Umparametrisierung).

Sei q � 0 oder q � 1. Ein Weg ξ : ra2, b2s Ñ Rn heißt (orientierungserhaltende) Cq-

Umparametrisierung vom Weg γ : ra1, b1s Ñ Rn, wenn es einen orientierungserhaltenden

Cq-Parameterwechsel ψ : ra1, b1s Ñ ra2, b2s gibt mit ξ � γ � ψ. In diesem Fall sagen wir,

dass ξ und γ äquivalente Cq-Parametrisierungen sind, und schreiben ξ � γ.

Satz 19.3.

Seien γ : ra1, b1s Ñ Rn und ξ : ra2, b2s Ñ Rn zwei Wege in Rn, so dass ξ � γ. Dann:

(a) Lpγq � Lpξq und Spur γ � Spur ξ.

(b) γpa1q � ξpa2q, γpb1q � ξpb2q.
(c) γ ist stückweise-C1 genau dann, wenn ξ stückweise-C1 ist.

(d) Seien γ und ξ stückweise-C1 Wege. Dann ist g : Spurpγq Ñ Rm eine Funktion mit der

Eigenschaft g � γ P Rpra1, b1s,Rnq genau dann, wenn g � ξ P Rpra2, b2s,Rnq. In diesem

Fall,
³
γ
gds � ³

ξ

gds.

(e) Seien γ und ξ stückweise-C1 Wege. Falls f�γ P Rpra1, b1s,Rnq und f�ξ P Rpra2, b2s,Rnq
für ein Rn-wertiges Vektorfeld f : Spurpγq Ñ Rn, dann gilt

³
γ
f � dx � ³

ξ

f � dx.

Aufgabe 19.2.

Seien I1 und I2 Intervalle in R, so dass Dψ P Diff0pI1, I2q. Dann:

� I1 ist genau dann kompakt, wenn I2 kompakt ist.

� I1 ist genau dann offen, wenn I2 offen ist.

Bemerkung 19.10.

Um zu sagen, dass γ und ξ äquivalente C1-Parametrisierungen sind, braucht man die

zusätzliche Bedingungen, dass γ und ξ C1-Wege sind. Nämlich, sei γ : ra1, b1s Ñ Rn und

ξ : ra2, b2s Ñ Rn zwei Wege in Rn, so dass γ P C1ra1, b1s und ξ � γ � ψ mit einem ori-

entierungserhaltenden C1-Parameterwechsel ψ : ra2, b2s Ñ ra1, b1s. Dann ξ P C1ra2, b2s
und man sagt, dass ξ und γ äquivalente C1-Parametrisierungen sind. Die entsprechen-

de Bezeichnung ist die selbe Bezeichnung ξ � γ, aber jetzt ξ � γ im Sinne der C1-

Parametrisierungen (im C1-Sinne).

Bemerkung 19.11 (Bezeichnung mit der Pfaffschen Form/Differentialform vom Grad 1).

Für das Wegintegral bezüglich des vektoriellen Bogenelements dx � 
γ dt gibt es noch eine
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Bezeichnung:

»
γ

f � dx �
»
γ

f1dx1 � f2dx2 � � � � � fndxn �
ņ

j�1

b»
a

fjptqγ1jptq dt,

wobei fpxq � pf1pxq, f2pxq, . . . , fnpxqq und

dxptq � dγptq � pγ11ptq, . . . , γ1nptqqJdt.

Beispiel 19.3.

Seien γptq � pcos t, sin tqJ, t P r�π, πs,

ξptq � pcospπtq, sinpπtqqJ, t P r�1, 1s.

(a) Dann sind γ und ξ geschlossene C1-Wege (Schleifen), und γ � ξ als C1-Parametrisierungen

des Einheitskreises

S1 � BK1p0q � Spur γ � Spur ξ � R2.

(b) Sei jetzt ζptq � p cospπt3q, sinpπt3q qJ, t P r�1, 1s. ζ ist ein geschlossener C1-

Weg, der S1 � Spur ζ parametrisiert, ζ � ξ im Sinne von C1-Parametrisierungen,

aber ζ � ξ im Sinne von C0-Parametrisierungen. In der Tat, ζptq � ξpψptqq mit

ψptq � t3, t P r�1, 1s, ψ : r�1, 1s Ñ r�1, 1s, ψ P C1r�1, 1s, aber φ � ψ�1 P
Cr�1, 1szC1r�1, 1s, weil φptq � t1{3 an t0 � 0 nicht differenzierbar ist. Wir be-

nutzen hier, dass γ und ξ nur einen einzigen Doppelpunkt p�1 0q haben. Und so ist

die C0-Umparametrisierung ψ eindeutig.

gaptq � pcos t, sin tqJ, t P r�π, πs,
ξptq � pcospπtq, sinpπtqqJ, t P r�1, 1s,
ζptq � p cospπt3q, sinpπt3q qJ, t P r�1, 1s.

(c) ζ � γ im Sinne von C1-Parametrisierungen, aber ζ � γ im Sinne von C0-Parametrisierungen.

Das kann man in zwei Weisen zeigen.

(c.1) Man kann das direkt zeigen: ζptq � γpσptqqmit σptq � πt3, σ P C1pr�1, 1s, r�π, πsq
und ist bijektiv. Aber

dσp0q
dt

� 0, und so ist σ�1 an der Stelle σp0q � 0 nicht diffe-

renzierbar. Also σ R Diff1pr�1, 1s, r�π, πsq, obwohl σ P Diff0pr�1, 1s, r�π, πsq.
(c.2) Der zweite Beweis:� im Sinne der C1-Parametrisierungen ist eine Äquivalenzrelation,

und � im Sinne der C0-Parametrisierungen ist eine Äquivalenzrelation. Also, ζ � ξ

und ξ � γ im C0-Sinne ñññ ζ � γ im C0-Sinne. Und ζ � ξ und ξ � γ im C1-Sinne

ñññ ζ � γ im C1-Sinne.

Definition 19.10 (Äquivalenzklassen).

Sei ��� eine abstrakte Äquivalenzrelation, die auf einer abstrakten Menge X definiert wird.
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(a) Dann definiert man für jedes x P X die Äquivalenzklasse rxs von x (bezüglich �) als
rxs :� ty P X : y � xu.

(b) Jedes y P rxs heißt Repräsentant der Äquivalenzklasse rxs.
(c) Man bezeichnet X{ � als die Familie aller Äquivalenzklassen bezüglich �.
Bemerkung 19.12.(a) y P rxs ñññ rys � rxs.
(b) x ist offenbar ein Repräsentant der Äquivalenzklasse rxs.

(c) X � �
xPX

rxs � �
αPX{�

α und für jedes y gibt es genau eine Äquivalenzklasse α P X{ �,
so dass y ein Repräsentant von dieser Äquivalenzklasse α ist. Also X � �

αPX{�
α ist

eine Zerlegung von X in disjunkte Äquivalenzklassen.

Satz 19.4. (a) Die Äquivalenz� im Sinne der C1-Parametrisierungen ist eine Äquivalenzrelation

auf der Familie aller Wege.

(b) Die Äquivalenz � im Sinne der C0-Parametrisierungen ist eine Äquivalenzrelation

auf der Familie aller Wege.

Bemerkung 19.13.

Die entsprechende Äquivalenzklassen Γ � rγs von C1-Wegen und bzw. (C0-)Wegen heißen

kompakte C1-Kurven, bzw. kompakte (C 0-)Kurven (s. [AE2]).

Sie heißen kompakte Kurven, weil die Wege γ : ra, bs Ñ Rn auf kompakten Intervallen

ra, bs definiert sind. (Das impliziert auch, dass Spur Γ :� Spur γ eine kompakte Menge

ist.)

Gibt es für eine kompakte Kurve Γ � rγs eine besonders bequeme Parametrisierung?

Definition 19.11 (Parametrisierung nach Bogenlänge).

Ist der Weg γ : ra, bs Ñ Rn eine C1-Parametrisierung einer kompakten C1-Kurve Γ � rγs
mit der Eigenschaft

| γptq| � 1@t P ra, bs,
sagt man, dass die Kurve Γ durch γ nach Bogenlänge parametrisiert wird.

Bemerkung 19.14 (Existenz der Parametrisierung nach Bogenlänge, [AE2]). (a) Ein C1-

Weg γ : ra, bs Ñ Rn heißt regulär, wenn

γptq � 0@t P ra, bs.

(b) Jeder regulärer C1-Weg γ : ra, bs Ñ Rn hat eine C1-Umparametrisierung nach der

Bogenlänge. In der Tat, sei sptq �
t³
a
| γpτq|dτ die Länge von Teilweg γ|ra,ts. Dann

definiert φ : t Ñ sptq ein C1-Diffeomorphismus φ : ra, bs Ñ r0,Lpγqs, ψ � φ�1

ist der umkehrte C1-Diffeomorphismus auf r0,Lpγqs, und ist ξpsq � γpψpsqq eine
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C1-Umparametrisierung von γ nach Bogenlänge. Die neue Variabel s � sptq hat die
Ableitung s1ptq � | γptq|. Das erklärt die Bezeichnung ds � | γptq|dt im Wegintegral

bezüglich der Bogenlänge:

»
γ

g ds �
Lpγq»
0

gpξpsqq ds �
b»
a

gpγptqq | γptq| dt.

Bemerkung 19.15. (a) Man kann ähnlich allgemeinere (nicht obligatorisch kompakte)

Kurven Γ � rγs definieren, wenn man die stetige Abbildungen γ : J Ñ Rn auf

allgemeineren Intervallen J � R betrachtet (ohne die Bedingung, dass J kompakt

ist, s. [AE2]).

(b) Cq-Wege, Cq-Kurven, und Cq-Umparametrisierungen ψ P DiffqpJq kann mann für

beliebige q P NYt8u betrachte (s. Vorlesung 2 für die Definition von Cq-Abbildungen

und [AE2]). Z.B. sind

γptq � pcos t, sin tqJ, t P r�π, πs,

und

ξptq � pcospπtq, sinpπtqqJ, t P r�1, 1s,
äquivalente Cq-Parametrisierungen @q P NY t8u.
Jede Differenzierbarkeitsklasse Cq entspricht einer eigenen Äquivalenzrelation �.

Beispiel 19.4.

Seien

gaptq � pcos t, sin tqJ, t P r�π, πs,
ξptq � pcosp2tq, sinp2tqqJ, t P r�π, πs,
ζptq � p cosp�tq, sinp�tq qJ, t P r�π, πs.

(a) Dann γ � ξ im C0-Sinne (und folglich, in beliebigem Cq-Sinne), weil jeder Punkt

von der Spur ξ ein Doppelpunkt ist, und Spur γ nur einen einzigen Doppelpunkt

γp�πq � γpπq hat.
(b) Spur ζ hat auch nur einen einzigen Doppelpunkt γp�πq � γpπq und Spur ζ � Spur γ.

Aber ζ � γ, weil ζptq � γpψptqqmit ψptq � �t. Eigentlich ψ P Diffqpr�π, πs, r�π, πsq@q P
N Y t0,8u, aber ψ ist keine orientierungserhaltende Cq-Umparametrisierung, weil

ψ eine orientierungsumkehrende Cq-Umparametrisierung ist.

Definition 19.12 (orientierungsumkehrender Cq-Parameterwechsel).

Man sagt, dass ψ : I1 Ñ I2 orientierungsumkehrender Cq-Parameterwechsel ist, wenn ψ P
DiffqpI1q und ψ strikt fallend sind. (Dann ist φ � ψ�1 auch ein orientierungsumkehrender

Cq-Parameterwechsel).
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Satz 19.5 (Wegintegrale mit orientierungsumkehrendem Cq-Parameterwechsel).

Sei γ : ra1, b1s Ñ Rn ein stückweise C1-Weg. Sei ψ : ra2, b2s Ñ ra1, b1s ein orientierungs-

umkehrender C1-Parameterwechsel und ξ � γ � ψ. Dann:

(a) ξ ist ein stückweise-C1 Weg.

(b) Eine Funktion g : Spurpγq Ñ Rm besitzt die Eigenschaft g � γ P Rpra1, b1s,Rmq genau
dann, wenn g � ξ P Rpra2, b2s,Rmq. In diesem Fall,»

γ

gds �
»
ξ

gds.

(c) Eine Funktion f : Spurpγq Ñ Rn besitzt die Eigenschaft f � γ P Rpra1, b1s,Rnq genau
dann, wenn f � ξ P Rpra2, b2s,Rnq. In diesem Fall,»

γ

f � dx � ���
»
ξ

f � dx.

Der Beweis folgt aus der 1-dim. Substitutionregel (Aufgabe).

19.5 Andere Eigenschaften von Wegintegralen.

Seien γ1 : ra1, b1s Ñ Rn und γ2 : ra2, b2s Ñ Rn zwei Wege (hier 1 und 2 in γ1, γ2 sind

Indizes).

Definition 19.13 (Konkatenation der Wege).

Wenn γ1pb1q � γ2pa2q entsteht ein Weg γ :� γ1 ` γ2 durch die stetige Funktion

γpτq �
#
γ1pτ � c1q, τ P ra1 � c1, b1 � c1s
γ2pτ � c2q, τ P ra2 � c2, b2 � c2s

definiert, wobei c1 P R ein Parameter ist und c2 � c1 � b1 � a2. Der Weg γ :� γ1 ` γ2

heißt Konkatenation/Aneinanderreihung.

Bemerkung 19.16.

Ähnlich kann man

γ1 ` γ2 ` γ3 :� pγ1 ` γ2q ` γ3 � γ1 ` pγ2 ` γ3q
definieren, und auch

γ1 ` � � � ` γk �
kà
j�1

γj

für k P N.

Satz 19.6 (Eigenschaften der Konkatenation).

Seien Wege γj : raj , bjs Ñ Rn, j � 1, . . . , k, so dass γ � γ1 ` � � � ` γk, γ : ra, bs Ñ Rn,
wohldefiniert ist.
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(a) Spurpγ1 ` � � � ` γkq � Spurpγ1q Y � � � Y Spurpγkq;
(b) Lpγ1 ` � � � ` γkq � Lpγ1q � � � � � Lpγkq;
(c) Falls γj stückweise-C1 Wege sind, ist γ auch ein stückweise-C1-Weg.

(d) Seien γj stückweise-C1 Wege und f � γj P Rpraj , bjs,Rmq, j � 1, . . . , k. Dann f � γ P
Rpra, bs,Rmq und »

γ

f ds �
ķ

j�1

»
γj

f ds.

(e) Seien γj stückweise-C1-Wege und f � γj P Rpraj , bjs,Rnq, j � 1, . . . , k. Dann f � γ P
Rpra, bs,Rnq und »

γ

f � dx �
ķ

j�1

»
γj

f � dx.

Satz 19.7.

Sei γ : ra, bs Ñ Rn ein stückweise C1-Weg. Seien Funktionen f : Spurpγq Ñ Rm und

g : Spurpγq Ñ Rm, so dass f � γ P Rpra, bs,Rmq und g � γ P Rpra, bs,Rmq, j � 1, 2. Dann:

(a) Für alle α, β P R gilt
³
γ
pαg � βfq ds � α

³
γ
g ds� β

³
γ
f ds (Linearität).

(b) | ³
γ
g ds| ¤ ³

γ
|g| ds ¤ Lpγq sup

xPSpur γ
|gpxq| (Hauptabschätzung).

Satz 19.8.

Sei γ : ra, bs Ñ Rn ein stückweise C1-Weg. Seien Funktionen f : Spurpγq Ñ Rm und

g : Spurpγq Ñ Rm, so dass f �γ P Rpra, bs,Rmq und g �γ P Rpra, bs,Rmq, j � 1, 2. Dann:

(a) Für alle α, β P R gilt»
γ

pαg � βfq � dx � α

»
γ

g � dx� β

»
γ

f � dx

(Linearität).

(b)

|
»
γ

f � dx| ¤
»
γ

|f | ds ¤ Lpγq sup
xPSpur γ

|fpxq|

(Hauptabschätzung).
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20 Cq-Funktionen. Bewegung in einem Kraftfeld. Gradien-

tenfelder, Stammfunktionen und Integrabilitätsbedingungen.

20.1 Cq-Funktionen und partielle Ableitungen höherer Ordnung.

Sei Ω � Rn offen. Seien 1 ¤ j1, j2, � � � ¤ n (möglicherweise jk � jℓ für manche k � ℓ).

Definition 20.1 (partielle Ableitung 2-ter Ordnung).

Sei f : ΩÑ R eine in Ω partiell differenzierbare Funktion.

(a) Eine partielle Ableitung 2-ter Ordnung Bj2Bj1fpaq �
B2f

Bxj2Bxj1
paq an der Stelle a P Ω

definiert man als
B2f

Bxj2Bxj1
paq � Bg

Bxj2
paq,

wobei gpxq � Bf
Bxj1

pxq, falls die partielle Ableitung
Bg
Bxj2

paq an der Stelle a existiert.

(b) Falls die partielle Ableitung 2-ter Ordnung
B2f

Bxj2Bxj1
pxq für alle x P Ω und alle

1 ¤ j1, j2 ¤ n existieren, sagt man, dass f 2-mal partiell differenzierbar in Ω ist.

Definition 20.2 (partielle Ableitung 3-ter Ordnung).

Sei f : ΩÑ R eine in Ω 2-mal partiell differenzierbare Funktion.

(a) Eine partielle Ableitung 3-ter Ordnung Bj3Bj2Bj1fpaq �
B3f

Bxj3Bxj2Bxj1
paq an a P Ω

definiert man als
B3f

Bxj3Bxj2Bxj1
paq � Bg

Bxj3
paq,

wobei gpxq � B2f
Bxj2Bxj1

pxq, falls die partielle Ableitung
Bg
Bxj3

paq existiert.

(b) Falls die partielle Ableitung 3-ter Ordnung
B3f

Bxj3Bxj2Bxj1
für alle x P Ω und alle

1 ¤ j1, j2, j3 ¤ n existieren, sagt man, dass f 3-mal partiell differenzierbar in Ω ist.

Und so weiter ... bis zur partiellen Ableitungen q-ter Ordnung, q P N.

Bemerkung 20.1. (a) Es gibt Funktionen f : Ω Ñ R, so dass f R C2pΩ,Rq, aber f
2-mal partiell differenzierbar in Ω ist (s. Beispiel 20.1).

(b) Die q-mal partielle Differenzierbarkeit ist nicht hinreichend für mehrere Anwendun-

gen, wenn wir keine Information über die Stetigkeit von partiellen Ableitungen der

entsprechenden Ordnungen haben.

Theorem 20.1.

f : ΩÑ R ist genau dann q-mal stetig differenzierbar (das heißt f P CqpΩ,Rq), wenn die

beiden folgenden Bedingungen erfüllt sind:
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 f : ΩÑ R q-mal partiell differenzierbar in Ω

 und alle partiellen Ableitungen bis Ordnung q einschließlich sind stetig

auf Ω.

Theorem 20.2 (Satz von H.A. Schwarz).

Sei f P C2pΩ,Rq. Dann
B2f

Bxj2Bxj1
pxq � B2f

Bxj1Bxj2
pxq

für alle x P Ω und alle 1 ¤ j1, j2 ¤ n.

Bemerkung 20.2. (a) Der Satz von H.A. Schwarz impliziert den folgenden Satz:

Seien q P N und f P CqpΩ,Rq. Wenn k ¤ q, sind die Werte der k-ten partiellen

Ableitungen unabhängig von der Ordnung, in welcher wir k sukzessive partielle Ab-

leitungen 1-ter Ordnung nehmen.

Z.B., falls f P C4pΩ,Rq, B3f
Bxj3Bxj2Bxj1

pxq � B3f
Bxj1Bxj2Bxj3

pxq, für alle x P Ω und alle

1 ¤ j1, j2, j3 ¤ n.

(b) f P Cq�1pΩ,Rq ñññ f P CqpΩ,Rq, das heißt, Cq�1pΩ,Rq � CqpΩ,Rq.

(c) f P CqpΩ,Rmq genau dann, wenn für alle Komponenten fi von f alle partielle

Ableitungen bis zur Ordnung q einschließlich stetig auf Ω sind.

Wir geben ein Gegenbeispiel zum ”Pseudosatz von H.A. Schwarz ohne die Stetigkeit

der partiellen Ableitungen”.

Beispiel 20.1 (2-mal partiell differenzierbare Funktion, die keine C2-Funkt. ist).

Betrachten wir auf R2 die Funktion

fpx1, x2q �

$'&'%
x1x2px21 � x22q

x21 � x22
, px1, x2q � p0, 0q

0, px1, x2q � p0, 0q
.

Dann ist die Funktion 2-mal partiell differenzierbar an jedem px, yq P R2. Aber B2B1fp0, 0q �
�1�1 � B1B2fp0, 0q.

Mit dem Satz von H.A. Schwarz folgt, dass f R C2pR2q, das heißt, f ist keine 2-mal

stetig differenzierbare Funktion. Tatsächlich f R C2pKrp0R2qq für beliebige r ¡ 0.

20.2 Vektorfelder auf Gebieten. Kraftfelder und Arbeit.

Definition 20.3 (Gebiet).

Eine nichtleere offene wegzusammenhängende Menge G � Rn heißt Gebiet (in Rn).
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Bemerkung 20.3 (Umformulierung der Definition vom Gebiet).

Th 10.2 sagt, dass eine offene Menge Ω P Rn genau dann wegzusammenhängend ist, wenn

Ω zusammenhängend ist. Das liefert die äquivalente Umformulierung der Definition vom

Gebiet:

Eine nichtleere offene zusammenhängende Menge G � Rn heißt Gebiet (in Rn).

Aufgabe 20.1.

Konstruieren sie ein Beispiel einer offenen Menge, die kein Gebiet ist.

Sei G � Rn ein Gebiet. In dieser Vorlesung verstehen wir Vektorfelde f in Ω als

Rn-wertige Funktionen auf G. Kraftfelder f sind wichtige Beispiele von Vektorfeldern in

G � Rn mit n � 2 oder n � 3. Nehmen wir an, dass ein Massenpunkt P sich unter dem

Einfluß des Kraftfelds f bewegt. Das Integral

A �
»
γ

f � dx

bezüglich des vektoriellen Bogenelement stellt die Arbeit A dar, die das Feld bei der

Verschiebung vom Massenpunkt P längs des Weges γ : ra, bs Ñ G leistet.

Beispiel 20.2.

Sei das Kraftfeld f konstant, das heißt, fpxq � f0@x P G. (Z.B., kann man das Schwerefeld

p0, 0,�gqJ im Gebiet G � tx P R3 : x3 ¡ 0u betrachten). Dann hängt für ein stückweise-

C1 Weg γ : ra, bs Ñ G die geleistete Arbeit

A �
»
γ

f0 � dx � f0 � pγpbq � γpaqq

nur vom Anfangspunkt γpaq und Endpunkt γpbq ab (das konstante Kraftfeld ist fixiert).

Das sieht man so: Sei Z : a � t0   t1   � � �   tk � b eine Zerlegung vom ra, bs.
Betrachten wir eine beliebige Riemann-Summe

SZ �
ķ

j�1

fpγpξkqq � pγptjq � γptj�1qq �
C
f0 ,

ķ

j�1

pγptjq � γptj�1qq
G

R3

� xf0 , γpbq � γpaqyR3

(Teleskopsumme). Also,

A �
»
γ

f0 � dx :� lim
∆ZÑ0

SZ � f0 � pγpbq � γpaqq.

20.3 Wegunabhängigkeit, Gradientfelder und Stammfunktionen.

Sei G � Rn ein Gebiet. Sei f P CpG,Rnq ein Vektorfeld.
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Definition 20.4 (Wegunabhängigkeit der “vektoriellen” Wegintegrale).

Man sagt, dass Wegintegrale von f »
γ

f � dx

wegunabhängig sind, wenn für jede zwei stückweise-C1 Wege γj : raj , bjs Ñ G, j � 1, 2, mit

gleichem Anfangspunkt p � γ1pa1q � γ2pa2q und gleichem Endpunkt q � γ1pb1q � γ2pb2q
gilt »

γ1

f � dx �
»
γ2

f � dx

(das heißt, wenn
³
γ

f � dx nur vom Anfangspunkt γpaq und Endpunkt γpbq abhängt). In

diesem Fall schreibt man
q³
p
f � dx statt

³
γ
f � dx für Wege γ : ra, bs Ñ G mit p � γpaq und

q � γpbq.
Definition 20.5 (Gradientenfeld/Potentialfeld).

Sei Ω � Rn offen. Ein Vektorfeld f : Ω Ñ Rn heißt Gradientenfeld, wenn eine R-wertige
Funktion U P C1pΩ,Rq mit der Eigenschaft ∇U � f existiert (das heißt, fpxq � ∇U �
gradU � pB1Upxq, . . . , BnUpxqqJ @x P G).
In diesem Fall heißt U Stammfunktion in G von f , und V � �U heißt Potential von f .

Bemerkung 20.4.

Manchmal heißt in mathematischen Bücher U Potential statt p�Uq. Gradientenfelder f

nennt man auch manchmal konservative Felder oder Potentialfelder. Stammfunktionen U

werden manchmal auch Potentialfunktionen genannt [H2].

Sei G � Rn ein Gebiet. Sei f P CpG,Rnq ein Vektorfeld.

Theorem 20.3. (a) Wegintegrale
³
γ
f �dx sind genau dann im Gebiet G wegunabhängig,

wenn f ein Gradientenfeld ist.

(b) Falls U eine Stammfunktion in G vom Gradientenfeld f ist, gilt für jeden stückweise-

C1 Weg γ : ra, bs Ñ G, dass»
γ

f � dx � U |γpbqγpaq � Upγpbqq � Upγpaqq.

(c) Falls Wegintegrale
³
γ
f �dx auf G wegunabhängig sind, ist für jeden fixierten Anfangs-

punkt p die Funktion Uprxq � rx³
p
f � dx von der Variable rx P G eine Stammfunktion

von f .

Offenbar, (b) + (c) ñññ (a).
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Bemerkung 20.5 (Erklärungen zum Th. 20.3 ).(a) Th. 20.3 ist die n-dimensionale Ver-

allgemeinerung des Hauptsatzes (der Differential- und Integral- Rechnung).

(b) Der Beweis von Th. 20.3 (b) folgt aus dem Hauptsatz und der Kettenregel.

Sei γ � pγ1, . . . , γnqJ und sei U eine Stammfunktion von f . Da

d

dt
Upγptqq �

ņ

j�1

BjUpγptqq γ1jptq � x∇Upγptqq, γptqyRn � xfpγptqq, γptqyRn ,

gilt
b»
a

xfpγptqq, γptqyRndt �
b»
a

d

dt
Upγptqqdt � Upγpbqq � Upγpaqq.

(c) Für den Beweis von Th. 20.3 (c) berechnet man alle partiellen Ableitungen
B
Brxj rx³

p
f �dx

mit Hilfe des Hauptsazes s. z.B. [FK1].

Aus Th. 20.3 (c) folgt

Korollar 20.1.

Wenn U1 und U2 zwei Stammfunktionen vom Vektorfeld f in einem Gebiet G sind, dann

existiert eine Konstante C, so dass U2pxq � U1pxq � C @x P G.
Aus Th. 20.3 folgt

Korollar 20.2.

Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(a) Wegintegrale
³
γ

f � dx sind im Gebiet G wegunabhängig.

(b) f ist ein Gradientenfeld.

(c) Für jeden geschlossenen stückweise-C1 Weg ξ gilt»
ξ

f � dx � 0.

20.4 Integrabilitätsbedingungen.

Sei Ω � Rn offen. Sei f � pf1, . . . , fnqJ ein Vektorfeld in Ω.

Gibt es eine Möglichkeit zu überprüfen, ob f ein Gradientfeld ist?

Anders gesagt, gibt es Lösungen U zur partiellen Differentialgleichung ∇Upxq � fpxq@x P
Ω?
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Satz 20.1 (notwendige Bedingungen für Gradientenfelder).

Wenn f P C1pΩ,Rnq ein Gradientenfeld ist, gilt

Bfj
Bxk �

Bfk
Bxj @1 ¤ j ¤ n, 1 ¤ k ¤ n.

Der Beweis folgt aus dem Satz von H.A. Schwarz.

Bemerkung 20.6 (Integrabilitätsbedingungen für Gradientenfelder).

Falls k � j ist die Bedingung
Bfk
Bxk � Bfk

Bxk trivial und immer erfüllt. Die Familie aller

nichttrivialen notwendigen Bedingungen im Satz 20.1

Bfj
Bxk �

Bfk
Bxj j � k, 1 ¤ j ¤ n, 1 ¤ k ¤ n,

heißt die Integrabilitätsbedingung.

Bemerkung 20.7 (rotationsfrei Felder).

Im Fall n � 3 (und auch n � 2) heißt ein Vektorfeld, das die Integrabilitätsbedingungen

erfüllt, rotationsfrei/wirbelfrei. In der Tat gilt, dass die Integrabilitätsbedingungen äquivalent

ist zu 0 � rot fpxq @x P Ω, wobei

rot f :� ∇� f �

�������
e1 B1 f1
e2 B2 f2
e3 B3 f3

�������
die Rotation des Feldes f ist.

Bemerkung 20.8.

Sei f ein C1-Vektorfeld in einem Gebiet G. Generell sind die Integrabilitätsbedingungen

nicht hinreichend für die Existenz einer Stammfunktion in G.

Beispiel 20.3 (wirbelfreies Feld in R2zt0u, das kein Gradientenfeld ist).

Wir betrachten das R2-Vektorfeld

f �
�
f1
f2

�
�

���
�x2

x21 � x22x1
x21 � x22

��@ x � px1, x2q

im Gebiet G � R2zt0R2u.

(a) Die Integrabilitätsbedingungen für f sind erfüllt.

(b) Sei γ : r0, 2πs Ñ G,γptq � pcosptq, sinptqq. Dann

»
γ

f � dx �
2π»
0

pp� sin tqp� sin tq � cosptq cosptqq dt � 2π� 0.
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(c) γ ist ein geschlossener C1-Weg. Korollar 20.2 ñññ f ist kein Gradientenfeld in G.

(d) Aber in einer beliebigen 2-dim Kugel Krppq, so dass p � 0R2 und Krppq � G, ist f

ein Gradientenfeld (Aufgabe). Hinweis: man kann das Poincaré-Lemma benutzen.

Theorem 20.4 (Poincaré-Lemma).

Sei G � Rn ein einfach zusammenhängendes Gebiet. Sei f P C1pG,Rnq ein Vektorfeld.

Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) Die Integrabilitätsbedingungen für f sind erfüllt.

(b) f ist ein Gradientenfeld.

Das Poincaré-Lemma + Beispiel 20.3 ñññ
Beispiel 20.4.(a) R2zt0R2u ist nicht einfach zusammenhängend.

(b) KRp0R2qzt0R2u ist nicht einfach zusammenhängend @R ¡ 0. Für R ¡ 1 folgt es direkt

aus Beispiel 20.3. Für 0   R   1 modifiziert man Beispiel 20.3 mit einem Kreis-Weg

γptq � pr cosptq, r sinptqq, der den Radius r   R hat.

Theorem 20.5.

Sei n � 2. Ein beschränktes Gebiet G � R2 ist genau dann einfach zusammenhängend,

wenn der Rand BG zusammenhängend ist.

Bemerkung 20.9. (a) Für nicht beschränkte Gebiete in R2 ist dieses Theorem allgemein

nicht wahr.

Gegenbeispiel : das nicht einfach zusammenhängende Gebiet G � R2zt0R2u hat den

zusammenhängenden Rand BG � t0R2u.
(b) Es ist möglich dieses Theorem für Gebiete in pC � CY t8u zu modifizieren.

20.5 Einfach zusammenhängende Mengen und Homotopie.

Sei pX, dXq ein wegzusammenhängender metrischer Raum, so dass X � ∅. Geschlossene

Wege in X heißen Schleifen. Das bedeutet, γ P Cpra, bs, Xq ist eine Schleife, wenn γpaq �
γpbq.
Definition 20.6.

Zwei Schleifen γ0 : ra, bs Ñ X und γ1 : ra, bs Ñ X heißen homotop, wenn es eine Abbildung

H P Cpra, bs � r0, 1s, Xq mit der folgenden Eigenschaften gibt:

(a) Hpt, 0q � γ0ptq, Hpt, 1q � γ1ptq @t P ra, bs;
(b) γsptq � Hpt, sq, t P ra, bs, definiert eine Schleife γs : ra, bs Ñ X für alle s P r0, 1s.
Die Abbildung H heißt (Schleifen-)Homotopie.
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Definition 20.7 (nullhomotope Schleifen).(a) Eine Schleife γ : ra, bs Ñ X heißt Punkt-

schleife, wenn γ : ra, bs Ñ X eine konstante Funktion ist, das heißt, wenn γptq � z P
X@t P ra, bs.
In diesem Fall bezeichnen wir diese Punktschleife als γtzu.

(b) Jede Schleife in X, die zu einer Punktschleife homotop ist, heißt nullhomotop.

Definition 20.8 (einfach zusammenhängende Räume und Mengen).(a) Ein wegzusammenhängender

metrischer Raum pX, dXq heißt einfach zusammenhängend, wenn jede Schleife in X

nullhomotop ist.

(b) Eine wegusammenhängende TeilmengeM � X heißt einfach zusammenhängend, wenn

M einfach zusammenhängend als der induzierte metrische Raum pM,dXq ist.
Bemerkung 20.10 (einfach zusammenhängende Gebiete).

Also, ein Gebiet G � Rn heißt einfach zusammenhängend, wenn jede Schleife γ0 : ra, bs Ñ
G zu einer Punktschleife γtzu mit z P G homotop ist mit einer Homotopie H P Cpra, bs �
r0, 1s, Gq.

Hier betrachten wir den induzierten metrischen Unterraum pG, dRnq vom normierten

Raum pRn, | � |q.

21 Satz von der impliziten Funktion. Flächestücke, Flächeninhalt

und Flächenintegrale.

21.1 Zwei Weisen eine Fläche darzustellen.

Beispiel 21.1.

(a) Betrachten wir die Einheitsspäre im 3-dim. Vektorraum R3

S2 � BK1p0R3q � tξ � pξ1, ξ2, ξ3q P R3 : |ξ1|2 � |ξ2|2 � |ξ3|2 � 1u,

die eine 2-dim. Fläche (die 2-dim. Mannigfaltigkeit) ist. Man kann sagen, dass die Glei-

chung

|ξ1|2 � |ξ2|2 � |ξ3|2 � 1 (21.1)

die Einheitsspäre S2 definiert.

Es gibt eine andere Möglichkeit ein Flächenstück von S2 im einerR-UmgebungKRpe3q �
R3 vom Punkt e3 � p0, 0, 1q P S2 zu beschreiben, wenn der Radius R hinreichend klein

ist.

(b) Es gibt eine Umgebung W � R2 von 0R2 , so dass

S2 XKRpe3q � tξ P KRpe3q : pξ1, ξ2q PW, ξ3 � p1� ξ21 � ξ22q1{2u.
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Das gilt z.B. sofern R ¤ ?
2 und W � Krp0R2q mit r � R

a
1�R2{4.

Wir haben das lokale Flächenstück S2XKRpe3q von S2 in der Nähe von e3 � p0, 0, 1q
als Graph ξ3 � gpξ1, ξ2q der Funktion

gpξ1, ξ2q �
b
1� ξ21 � x22

dargestellt. Oder man kann sagen, dass die Funktion gpξ1, ξ2q �
a
1� ξ21 � x22 dieAuflösung

der Gleichung (21.1) nach ξ3 (als Funktion von ξ1 und ξ2) lokal in der Nähe von e3 ist.

Man kann auch sagen, dass die Funktion g durch (21.1) lokal in der Nähe von e3 implizit

definiert ist.

Es ist möglich die Gleichung (21.1) lokal in der Nähe von anderen Punkten p P S2

aufzulösen, aber nicht für alle Punkten p P S2.

(c) Sei p ein Punkt vom Kreis Q � tξ P R3 : ξ21 � ξ22 � 1, ξ3 � 0u. Dann gibt es

für beliebige Umgebung U � R3 von p Punkte ξ � pξ1, ξ2, ξ3q P S2XU mit ξ3 � 0, so dass

auch pξ1, ξ2,�ξ3q P S2 X U . Also ist die eindeutige lokale Auflösung von (21.1) nach ξ3 in

der Nähe von solchen p unmöglich. Man kann nicht sagen, dass (21.1) lokal in der Nähe

von p eine Funktion von ξ1 und ξ2 implizit definiert.

(d) Doch für beliebige Punkt p vom Kreis Q gibt es eine eindeutige lokale Auflösung

von (21.1) entweder nach ξ2, oder nach ξ1.

Sei Ω � RN offen. Wie und unter welchen Bedingungen können wir eine Gleichung

fpξq � 0Rn

mit f : Ω Ñ Rn und n   N in der Nähe von ξ0 P Ω nach Variablen auflösen und die

entsprechende implizite Funktion von den restlichen N � n Variablen definieren?

Klar, für stetige Funktionen f soll der Punkt ξ0 selbst ein Lösung sein (andererseits

impliziert fpξ0q � 0Rn , dass fpξq � 0Rn in einer kleinen Umgebung von ξ0, und es

gibt keine Lösungen in dieser Umgebung). Für C1-Funktionen ist die Antwort mit der

Ableitung/Jacobimatrix verbunden und wird durch den Satz von der impliziten Funktion

geliefert.

21.2 Satz von der impliziten Funktion.

Die Hauptidee ist, dass die Gleichung fpξq � 0Rn in der Nähe von ‘guten Punkten’

als x � gpyq aufgelöst werden kann, wobei x � px1, . . . , xnq und y � py1, . . . , ymq mit

n�m � N eine Sortierung der Variablen ξ1, . . . , ξN nach zwei Typen liefert.

Diese Auflösung ist nach Variablen x � px1, . . . , xnq bezüglich Variablen y � py1, . . . , ymq.
Die ‘guten Punkte’ (oder ‘die gute Sortierung’ nach den Variablen x und y) wird durch

die folgende Bedingung bestimmt.
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Man ordnet ξ als ξ � px,yq um und teilt die Jacobimatrix A � rDfpξ0q in zwei Teile:

� Ein Teil Ax � rDxpξ0q entspricht den partiellen Ableitungen bezüglich der Variablen

x1, . . .xn,

� Der andere Teil Ay � rDypξ0q entspricht den partiellen Ableitungen bezüglich der

Variablen y1, . . . ym.

Die Auflösbarkeitsbedingung für fpx,yq � 0Rn ist, dass man die lineare Approximation

Aprx, ryq � 0Rn eindeutig nach rx � prx1, . . . , rxnq bezüglich ry � pry1, . . . , rymq auflösen kann.

Das passiert, wenn die quadratische n� n-Matrix Ax invertierbar ist.

In der Tat, es gilt

0Rn � Aprx, ryq � Axrx� Ayry.
Im Fall, wenn Ax invertierbar, liefert rx � �A�1

x Ayry die eindeutige Lösung von Aprx, ryq �
0Rn .

Sei Ω � Rn�m offen.

Theorem 21.1 (Satz von der impliziten Funktion).

Sei f P C1pΩ,Rnq. Sei prx0, ry0q P Ω, so dass fprx0, ry0q � 0Rn und die n�n-Jacobiuntermatrix

Ax :� rDxfprx0, ry0q invertierbar ist. Dann gibt es eine Umgebung U � Rn�m von prx0, ry0q
und eine Umgebung W � Rm von ry0, so dass die folgenden Aussagen wahr sind:

(a) jedem ry PW entspricht genau ein rx � gpryq, so dass prx, ryq P U und fprx, ryq � 0Rn.

(b) die Aussage (a) definiert eine Funktion g P C1pW,Rnq mit der Eigenschaften

fpgpryq, ryq � 0Rn , gpry0q � rx0, rDgprx0q � �pAxq�1Ay.

Der Beweis wird durch den Umkehrsatz für die Abbildung F px,yq � pfpx,yq,yq
begründet.

Bemerkung 21.1.

Die Bedingung, dass die n � n-Jacobiuntermatrix Ax :� rDx fprx0, ry0q invertierbar ist,

kann man in folgender Weise umformulieren:

detAx � 0.

Folglich ist der Rang rankA der Jacobimatrix A � rDf in diesem Fall rankA � n , das

heißt, dermaximal mögliche Rang für n�pn�mq-Jacobimatrizen, und der lineare Operator

Dfprx0, ry0q P LpRn�m,Rnq ist surjektiv.
Bemerkung 21.2.

Seien Ω � Rn�m offen, f P C1pΩ,Rnq, ξ0 P Ω und fpξ0q � 0Rn . Falls rank rD fpξ0q � n

(der maximal mögliche Rang), kann man in solcher Weise n Variablen x1, . . . , xn von

ξ1, . . . , ξn�m wählen, dass für die entsprechende n � n-Jacobiuntermatrix Ax gilt, dass

detAx � 0 und Ax invertierbar ist. Also kann man wegen des Satzes von der impliziten

Funktion die Gleichung fpξq � 0 nach den Variablen x1, . . . , xn auflösen.
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Seien Ω � Rn�m offen und f P C1pΩ,Rnq.
Definition 21.1.

Ein Punkt ξ P Ω heißt regulärer Punkt von f , falls der lineare OperatorDfpξq P LpRn�m,Rnq
surjektiv ist.

Bemerkung 21.3.

Sei a � fpξ0q für ξ0 P Ω. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(a) Der Punkt ξ0 ist regulär für f .

(b) rank rD fpξ0q � n (der maximal mögliche Rang).

(c) Die Gleichung fpξq � a kann nach n Variablen aufgelöst werden.

21.3 Flächenstücke und Flächeninhalt.

Wir haben gesehen, dass eine ‘m-dimensionale Fläche’ im ξ-Raum Rm�n durch eine Glei-

chung fpξq � 0Rn mit f P C1pRn�m,Rnq definiert werden kann. Wenn man f kom-

ponentenweise schreibt fpξq � pf1pξq, . . . , fnpξqqJ, ist fpξq � 0Rn äquivalent mit dem

(möglicherweise nichtlineare) Gleichungssystem

f1pξ1, . . . , ξn�mq � 0,

. . . . . . . . .

fnpξ1, . . . , ξn�mq � 0.

Wenn ein Punkt ξ0 der Fläche fpξq � 0Rn regulär ist, kann man ein ‘lokales Flächenstück’

von fpξq � 0Rn in einer anderen Weise definieren, als den Graph

tpgpyq,yq : y PW u
der implizite Funktion g :W Ñ Rn,W � Rm. In diesem Fall parametrisiert die Abbildung

F : y Ñ pgpyq,yq dieses lokale Flächenstück und y � py1, . . . , ymq ist der entsprechende

(m-)Parameter.

Mann kann generell durch ‘gute’ parametrisierende Abbildungen F :W Ñ Rn�m mit

W � Rm Flächenstücke definieren.

Definition 21.2 (CqpΩq-Abbildungen).
Sei M � Rm. Sei q P N Y t0,8u. Eine Abbildung F : M Ñ RN heißt Cq-Funktion (mit

der Bezeichnung F P CqpM,RN q), wenn es eine offene Menge Ω � Rm und eine Funktion

H P CqpΩ,RN q gibt, so dass M � Ω und F � H|M .

Definition 21.3 (Flächenstück [H2]).

Seien G � Rm ein Gebiet und F P CqpG,RN q mit q ¥ 1 und m   N (oder genereller

m ¤ N). Dann:

(a) Wir sagen, dass F ein m-dimensionales Cq-Flächenstück in RN ist.
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(b) Das Bild F � F pGq � SpurpF q heißt Spur vom Flächenstück F .

(c) Die Einschränkung F |BG : BG Ñ RN heißt die Berandung des Fläschenstücks F . Ihr

Bild F pBGq heißt die Berandung der Spur F pGq.
Bemerkung 21.4. (a) Offenbar ist die Berandung der Spur F pBGq fast immer kein Rand

der Spur F pGq.
(b) Man kann eine ähnliche Definition vom Flächenstück F P CqpG,RN q ohne den Rand

BG und ohne die Berandung betrachten. Dann ist SpurpF q � F pGq das Bild der

offenen Menge (Gebiet) G.

Bemerkung 21.5.

In anderen Quellen [FK1], [AE2] sind ein Flächenstück (oder eine Fläche) mit dem Bild

F pGq identifiziert. In diesem Fall, sagt man, dass

� die Abbildung F P CqpG,RN q eine Cq-Parametrisierung der Fläche F pGq ist,
� G der Parameterbereich ist, und

� die Variable u � pu1, . . . , umq P G m-Parameter des Flächenstücks ist.

Im Fall der Identifikation vom Flächenstück mit der Spur F pGq erfordert man jedoch

zusätzliche Bedingungen und unter diesen Bedingungen heißt F zulässige oder reguläre

Parametrisierung. Beispiele von zusätzlichen Bedingungen:

� die Injektivität von F und die Stetigkeit von F�1 (s. [FK1]);

� die Injektivität von DF puq @u P G (eine solche Abbildung F heißt Immersion von

G nach RN , s. [AE2]).

Die Injektivität vonDF puq für eine C1pG,RN q-Abbildung ist äquivalent mit rank rDF puq �
m (maximaler Rang). Diese Injektivität impliziert auch lokale Injektivität von F und die

lokale Existenz der Umkehrabbildung.

Wir verbinden diese zusätzlichen Bedingungen mit den Einstellungen von [H2]. Seien

q ¥ 1,m ¤ N,G � Rm ein Gebiet und F P CqpG,RN q ein m-dim. Flächenstück.

Definition 21.4.(a) Ein m-dim. Cq-Flächenstück F heißt regulär, wenn F auf G eine

Immersion ist (das heißt, wenn rank rDF puq � m @u P G).
(b) Ein reguläres m-dim. Cq-Flächenstück F heißt m-dim. Cq-Einbettung (oder eingebet-

tete Fläche), wenn F injektiv ist und

F�1 : SpurpF q Ñ Rm

stetig ist. (In diesem Fall ist F ein Homöomorphismus).
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Beispiel 21.2 (Parametrisierung einer Sphäre mit dem Radius R ).

Seien x1 � r cospφq sinpθq, x2 � r sinpφq sinpθq, x3 � r cospθq die Kugelkoordinaten.

Die Sphäre SR � BKRp0R3q kann man durch die Gleichung x21�x22�x23 � R2 definieren,

die in Kugelkoordinaten r � R geschrieben wird. Man kann SR durch ein Cq-Flächenstück

F in folgender Weise parametrisieren:

F : GÑ R3, F pφ, θq �

���R cospφq sinpθq
R sinpφq sinpθq

R cospθq

��, G � p�π, πq � p0, πq.

Hier kann man als die Glattheit q beliebige q P N wählen, der Abschluss G � r�π, πs�r0, πs
vom Gebiet G ist der Parameterbereich. Der Azimutwinkel u1 � φ P r�π, πs und der

Polarwinkel u2 � θ P r0, πs sind die Parameter und bilden zusammen den 2-Parameter

u � pu1, u2q. Die Spur F pGq ist genau die Sphäre F pGq � SR.

F ist regulär. Aber auf G ist F keine Einbettung, weil

F pφ, 0q � p0, 0, 1qJ@φ, F pφ, πq � p0, 0,�1qJ@φ, F p�π, θq � F pπ, θq@θ.
Bemerkung 21.6 (Cq-Untermannigfaltigkeiten des RN ).(a) Sei F eine m-dim. Cq-Einbettung,

dann ist F pGq eine m-dimensionale Cq-Untermannigfaltigkeit des RN [AE2, Satz

VII.9.10].

(b) Jede m-dimensionale Cq-Untermannigfaltigkeit des RN ist lokal ein Bild F pGq vom
Gebiet G für eine m-dim. Cq-Einbettung F : GÑ RN [AE2, Th VII.9.12] (In diesem

Fall ist die Spur F pGq fast die Definition einer m-dimensionalen Cq-Untermannigfaltigkeit

mit Rand.)

Die Parametrisierungen F liefern die Möglichkeit auf m-dim. Flächen (und auf m-dim.

Cq-Untermannigfaltigkeiten) die Differnetial- und Integral-Rechnung einzuführen ähnlich

wie im 1-dim. Fall von Wegen (und Kurven).

Sei G � Rm ein beschränktes Gebiet.

Definition 21.5 (Flächeninhalt).(a) Der (m-dimensionale) Flächeninhalt ApF q eines m-

dim. beschränkten C1-Flächenstück F : G Ñ RN wird definiert durch das m-dim.

Riemann-Integral

ApF q �
»
G

c
det

�
p rDF puqqJ rDF puq� dvmpuq.

(b) Für die m-dim. Cq-Einbettung F mit der Spur F � F pGq schreibt man auch ApFq �
HmpFq :� ApF q und nennt ApFq (m-dimensionalen) Flächeninhalt der Spur F (oder

m-dim. Hausdorff-Maß HmpFq der Cq-Untermannigfaltigkeit F pGq).
Sei G � Rm ein beschränktes Gebiet.
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Beispiel 21.3 (Flächeninhalt einer Sphäre im R3 mit dem Radius R).

Sei x � r cospφq sinpθq, y � r sinpφq sinpθq, z � r cospθq die Kugelkoordinaten. Die

Sphäre Sr � BKrp0R3q kann man mit dem 2-dim. C8-Flächenstück F in der folgenden

Weise parametrisieren:

F : GÑ R3, F puq � F pφ, θq �

���r cospφq sinpθqr sinpφq sinpθq
r cospθq

��, G � p�π, πq � p0, πq.

Der Abschluss G � r�π, πs � r0, πs vom Gebiet G ist der Parameterbereich. Der Azimut-

Abbildung 3: Von Ag2gaeh, CC BY-SA 4.0, htt-

ps://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=41627945

winkel u1 � φ P r�π, πs und der Polarwinkel u2 � θ P r0, πs sind die Parameter und

bilden zusammen den 2-Parameter u � pu1, u2q. Die Spur F pGq ist genau die Sphäre

F pGq � SR. Der 2-dim. Flächeninhalt ApF q � ³
G

c
det

�
p rDF puqqJ rDF puq� dv2puq. Die

Rechnung ist dann folgendermaßen:

wtDF pφ, θq �

����r sinpφq sinpθq r cospφq cospθq
r cospφq sinpθq r sinpφq cospθq

0 �r sinpθq

��
p rDF pφ, θqqJ � ��r sinpφq sinpθq r cospφq sinpθq 0

r cospφq cospθq r sinpφq cospθq �r sinpθq

�

p rDF puqqJ rDF puq � �r2 sin2pθq 0

0 r2

�
,detrp rDF puqqJ rDF puqs � r4 sin2pθq

AcpF q �
»
G

r2 sinpθq dv2puq �
π»
0

π»
�π

r2 sinpθq dφdθ � 2πr2
π»
0

sinpθq dθ � 4πr2.
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Da F |G injektiv ist, ist ApSpurF q � ApSrq � 4πr2 der Flächeninhalt der Sphäre Sr.

Seien G � Rm ein beschränktes Gebiet und f P C1pG,Rq. Dann kann man den Graph

Gr f � tpu, fpuqq P Rm�1 : u P Gu von f mit dem m-dim Flächenstück F : u ÞÑ pu, fpuqq
parametrisieren.

Theorem 21.2 (Flächeninhalt des Graphs ).

Sei f P C1pΩ,Rq. Dann gilt für den m-dim. Flächeninhalt des Graphs

ApGr fq �
»
G

a
1� |∇fpuq|2 dvmpuq,

wobei ∇fpuq � pB1f, . . . , BmfqJ der Gradient von f an der Stelle u ist.

Der Beweis für m � 2 und m � 3 ist eine einfache Aufgabe. Dann wird klar, wie der

Beweis für beliebige m P N funktioniert.

21.4 Flächenintegral bezüglich des skalaren Flächenelements dApuq.

Seien m ¤ N,G � Rm ein beschränktes Gebiet und F P C1pG,RN q ein m-dim C1-

Flächenstück in RN mit der Spur F � F pGq.
Definition 21.6 (Flächenintegral bezüglich skalaren Flächenelements).(a) Sei f P CpF ,Rnq.

Dann wird das Flächenintegral bezüglich des skalaren Flächenelements dApuq definiert
als »

F

f dA :�
»
G

fpF puqq agpuq dvmpuq,
wobei gpuq � det

�
p rDF puqqJ rDF puq� die Gramsche Determinante von rDF puq ist.

(b) dA � dApuq �agpuq dvmpuq heißt skalares Flächenelement.

(c) Im besonderen Fall einer skalarwertige stetigen Funktion f : F Ñ R heißt»
F

f dApuq :�
»
G

fpF puqq agpuq dvmpuq P R

skalares (Ober-)Flächenintegral.

Bemerkung 21.7 (Parameterinvarianz).

Es folgt aus dem Trasformationssatz, dass»
F

f dApuq �
»
F�

f dApxq,

wobei F�pxq � F pψpxqq mit einem C1-Diffeomorphismus ψ : G� Ñ G, ψ : x ÞÑ u.
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21.5 Integrale über 2-dim Flächen in R3.

Erinnerung. Vektorprodukt (Kreuzprodukt).

Seien m � 3 und a � pa1, a2, a3qJ P R3, b � pb1, b2, b3qJ P R3, c � pc1, c2, c3qJ P R3.

Man kann das Vektorprodukt/Kreuzprodukt a�b P R3 durch die symbolische Determinante

schreiben

a� b �

�������
e1 a1 b1
e2 a2 b2
e3 a3 b3

������� �
�����a2 b2
a3 b3

����� e1 �
�����a1 b1
a3 b3

����� e2 �
�����a1 b1
a2 b2

����� e3.
Satz 21.1 (Eigenschaften des Vektorprodukts).(a) a� b � �b� a

(b) c � pa � bq � xc,a � byR3 �

�������
c1 a1 b1
c2 a2 b2
c3 a3 b3

������� �
�������
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

������� � a � pb � cq �: detpa, b, cq

heißt Spatprodukt (gemischtes Produkt).

(c) |a � pb� cq| ist das Volumen v3pΠpa, b, cqq des 3-dim. Parallelogramms Πpa, b, cq, das
von den Vektoren a, b, c aufgespannt ist.

(d) a K pa� bq und b K pa� bq, das heißt, xa,a� byR3 � 0 � xb,a� byR3 .

(e) detpa, b,a�bq � |a�b|2 ¥ 0 und |a�b| � v2pΠpa, bqq mit von a und b aufgespannten

Parallelogramm Πpa, bq.
Def. von a� b ñññ (a), (b), (c). Dann (b) + (c) ñññ (d) und (e).

Bemerkung 21.8.

Falls a und b linear unabhängig sind und c � a � b, dann bilden a, b, c ein positiv

orientiertes Dreibein. Das heißt, sie liegen im 3-dim. Raum wie Daumen, Zeigefinger, und

Mittelfinger der rechten Hand (Dreifingerregel).

Seien G � R2 ein beschränktes Gebiet und F P C1pG,R3q ein 2-dim C1-Flächenstück

in R3 mit der Spur F � F pGq.
Satz 21.2 (‘skalares’ Flächenintegral auf 2-dim. Flächen).

Sei f P CpF ,Rnq. Dann gilt für das Flächenintegral bezüglich des skalaren Flächenelements

dApuq »
F

f dA :�
»
G

fpF puqq
����BF puqBu1 � BF puq

Bu2
���� dv2puq,

wobei man die partiellen Ableitungen
BF puq
Buj und

BF puq
Bu2 mit die Spalten

BF puq
Buj �

���BjF1puq
BjF2puq
BjF3puq

��
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der Jacobimatrix rDF puq identifizieren kann.

Bemerkung 21.9 (Erklärung des Integrals bezüglich des skalaren Flächenelements).(a)

Im Fall m � 2   3 � N gilt für das skalaren Flächenelement

dA �agpuq dv2puq � ����BF puqBu1 � BF puq
Bu2

���� dv2puq,
weil die Gramsche Determinante gpuq � det

�
p rDF puqqJ rDF puq� von rDF puq gleich

mit dem Quadrat des 2-dim. Inhalts des von
BF puq
Bu1 und

BF puq
Bu2 aufgespannten Par-

allelogramm, das heißt a
gpuq � v2

�
Π

�BF puq
Bu1 ,

BF puq
Bu2




.

ist.

(b) Generell ist für 1 ¤ m ¤ N die Gramsche Determinante von einer N �m Matrix A

das Quadrat des m-dim. Inhalts des m-Parallelotop, das ‘von den Spaltenvektoren der

Matrix A aufgespannt ist’. Das heißt,

det
�
AJ A

� � rvmpΠpa1,a2, . . . ,amqqs2 ,
wobei A � pa1,a2, . . . ,amq und aj die j-te Spalte der Matrix A ist.

(c) Das und die linearen Approximationen erklären die Definition des Flächenintegrals

bezüglich des skalaren Flächenelements.

Seien G � R2 ein beschränktes Gebiet und F P C1pG,R3q ein 2-dim. reguläres C1-

Flächenstück in R3, und sei zusätzlich F injektiv. Sei F � F pGq die Spur.

Definition 21.7.

Für u P G heißen die Vektoren

n�pu0q � � 1����BF pu0q
Bu1 � BF pu0q

Bu2
����
BF pu0q
Bu1 � BF pu0q

Bu2

positiv orientierte und negativ orientierte normale Einheitsvektoren an die Fläche F im

Punkt x � F puq P F pGq � F .

Seien G � R2 ein beschränktes Gebiet und F P C1pG,R3q ein 2-dim. reguläres C1-

Flächenstück in R3, und zusätzlich F injektiv. Sei F � F pGq die Spur.

Definition 21.8 ( ‘vektorielles’ Flächenintegral auf 2-dim. Flächen).

Sei f P CpF ,R3q. Das Flächenintegral bezüglich des positiv orientierten (bzw. negativ

orientierten) vektoriellen (Ober-)Flächenelements dOpuq definiert man durch»
F

f � dO �
»
F

pf � n�qdA �
»
G

⟨fpF puqq,�B1F puq � B2F puq⟩R3 dv2puq.
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22 Divergenz. Gaußscher Integralsatz in R3. Rotation. Sto-

kesscher Satz in R3. Lagrange-Multiplikatoren.

22.1 Beispiele von Flächenintegralen bezüglich skalaren und vektoriellen

Flächenelementen auf einer Sphäre in R3.

Die Sphäre SR � BKRp0R3q kann man mit einem 2-dim. C8-Flächenstück F in der fol-

genden Weise parametrisieren:

F : GÑ R3,F puq � F pφ, θq �

���F1

F2

F3

���
���R cospφq sinpθq
R sinpφq sinpθq

R cospθq

��, G � p�π, πq � p0, πq.

Die Spur F � F pGq ist genau die Sphäre F pGq � SR. Die Abbildung F ist auf G

injektiv. Mit Hilfe der Gramschen Determinate haben wir berechnet, dass ApSRq � 4πR2

der Flächeninhalt der Sphäre SR ist (s. Vorlesung 24).

Erinnerung. Das skalare Flächenelement dApuq durch das Vektorprodukt der Tan-

gentialvektoren ist:

dA �
����BF puqBu1 � BF puq

Bu2
���� dv2puq.

Berechne dies für die Parametrisierung F :

BF
Bφ �

����R sinpφq sinpθq
R cospφq sinpθq

0

��,
BF
Bθ �

���R cospφq cospθq
R sinpφq cospθq
�R sinpθq

��.
BF
Bφ � BF

Bθ �

�������
e1 �R sinpφq sinpθq R cospφq cospθq
e2 R cospφq sinpθq R sinpφq cospθq
e3 0 �R sinpθq

������� �
����R2 cospφq sin2pθq
�R2 sinpφq sin2pθq
�R2 sinpφq cospθq

��
����BFBφ � BF

Bθ
���� � R2

b
cos2pφq sin4pθq � sin2pφq sin4pθq � sin2pθq cos2pθq

� R2
b
sin4pθq � sin2pθq cos2pθq � R2

b
sin2pθqpsin2pθq � cos2pθqq

� R2| sin θ| � R2 sin θ, für pφ, θq P p�π, πq � p0, πq.
Zusammenfassung: dApφ, θq � R2 sinpθq dv2puq � R2 sinpθqdφdθ.

Beispiel 22.1.

Sei fpxq � e3 @x P SR. Dann»
SR

e3dA �
»
G

e3R
2 sinpθqdφdθ � e3

π»
0

π»
�π

R2 sinpθqdφdθ � e3ApSRq � 4πR2e3,
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wobei G � p�π, πq � p0, πq.
Erinnerung. Positiv orientiertes vektorielles Flächenelements dO

dO � BF puq
Bu1 � BF puq

Bu2 dv2puq

Beispiel 22.2.

Für die obengenannte Parametrisierung F pφ, θq von SR ist das positiv orientierte vekto-

rielle Flächenelement

dO � BF
Bφ � BF

Bθ dv2pφ, θq � �R2

���cospφq sin2pθq
sinpφq sin2pθq
sinpφq cospθq

��dv2pφ, θq.

Berechnen wir
³
F

g � dO für gpxq � e3,x P SR:

»
F

e3 � dO �
»
G

〈
e3,

BF
Bφ � BF

Bθ
〉

R3

dv2pφ, θq

�
»
G

〈
e3,

BF
Bφ � BF

Bθ
〉

R3

dv2pφ, θq

�
π»
0

p�R2q cospθq
�� π»
�π

sinpφqdφ
�dθ � 0.

Erinnerung. Das positiv orientierte normale Einheitsvektorfeld an die Fläche F ist

n�puq :� 1

|B1F puq � B2F puq| B1F puq � B2F puq.

Das negativ orientierte normale Einheitsvektorfeld an die Fläche F ist

n�puq :� �n�puq � � 1

|B1F puq � B2F puq| B1F puq � B2F puq.

Bemerkung 22.1.

Für beliebige g P CpSpurF,R3q werden die Integrale bezüglich des positiv orientierten

und negativ orientierten vektoriellen Flächenelements mit dem Minuszeichen verbunden:»
F

⟨g,n�⟩R3 dA �
»
F

⟨g,�n�⟩R3 dA � �
»
F

⟨g,n�⟩R3 dA � �
»
F

g � dO.

Beispiel 22.3.

Für die obengenannte Parametrisierung F pφ, θq von SR gilt für das negativ orientierte

vektorielle Flächenelement

p�1qBFBφ � BF
Bθ dv2pφ, θq � R2

���cospφq sin2pθq
sinpφq sin2pθq
sinpφq cospθq

��dv2pφ, θq.
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Für das entsprechende Integral von gpxq � e3 bezüglich dem negativ orientierten vektori-

ellen Flächenelement gilt»
F

⟨g,n�⟩R3 dA � �
»
F

⟨g,n�⟩R3 dA � �
»
F

e3 � dO � 0

wegen des Beispiels 22.2.

22.2 Divergenz und Gaußscher Integralsatz

Beispiel 22.4. (a) Für die obengenannte Parametrisierung F pφ, θq von SR und das po-

sitiv orientierte vektorielle Flächenelement dO gilt»
F

ej � dO �
»
SR

xej ,n�yR3dA � 0, j � 1, 2, 3

(s. Beispiel 22.2). Also gilt wegen der Linearität des Integrals
³
F

g � dO � 0 für ein

beliebiges konstantes R3-Vektorfeld g auf SR.

(b) Der Gaußsche Integralsatz impliziert
³
BG
xg,n�yR3dA � 0 für beschränkte Gebiete

G � R3 mit C1-Rand BG und Vektorfelder g P C1pG,R3q mit der Eigenschaft

∇ � gpxq � 0 @x P G, wobei für g � pg1, g2, g3qJ

∇ � g � div g :� B1g1 � B2g2 � B3g3
die Divergenz des Vektorfelds g (s. auch Vorlesung 2) ist.

Theorem 22.1 (3-dimensionaler Gaußscher Integralsatz ).

Sei G � R3 ein beschränktes Gebiet mit C1-Rand BG, den wir als eine 2-dim. C1-

Untermannigfaltigkeit BG von R3 betrachten und der mit dem äußeren Einheitsnormal-

vektorfeld n : BGÑ R3 orientiert wird.

Dann »
G

div f dv3 �
»
BG

xf ,nyR3 dA

für jedes Vektorfeld f P C1pG,R3q.
Sei q P N. Sei G � R3 ein beschränktes Gebiet.

Definition 22.1 (beschränktes Gebiet mit dem Cq-Rand).

Der Rand BG des beschränkten Gebiets G heißt Cq-Rand, wenn es für jeden Punkt x P BG
eine Umgebung U � R3 und ein möglicherweise neues orthogonales Koordinatensystem

ξ � pξ1, ξ2, ξ3q (mit neuem Ursprung) mit folgenden Eigenschaften gibt:

(a) es gibt a1, a2, a3 ¡ 0, so dass U � tξ P R3 : �aj   ξj   aj , j � 1, 2, 3u;
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(b) es gibt eine Cq-Funktion φ : rU Ñ R mit dem Definitionsbereich rU � tpξ1, ξ2q P R2 :

�aj   ξj   aj , j � 1, 2u, so dass

|φpξ1, ξ2q| ¤ a3
2
@pξ1, ξ2q P rU,

GX U � tξ P U : ξ3   φpξ1, ξ2qu, und BGX U � tξ P U : ξ3 � φpξ1, ξ2qu.
Bemerkung 22.2 (Gebiete mit Lipschitz-stetigen Rändern). (a) Man kann beschränkte

Gebiete G mit Lipschitz-stetigen Rändern BG definieren, wenn man Cq-Funktionen

φ in der Def.22.1 mit Lipschitz-stetigen Funktionen φ ersetzt.

(b) Der Gaußscher Integralsatz gilt auch in beschränkten Gebieten G mit Lipschitz-

stetigen Rändern BG. In diesem Fall ist das äußere Einheitsnormalvektorfeld n :

BG Ñ R3 nur fast überall auf BG definiert und ist messbar bezüglich des Lebesgue-

Oberflächenmaß (2-dim. Hausdorffmaß [H2]). In
³
BG

xf ,nyR3 dA soll man dann dA

als das Lebesgue-Oberflächenmaß interpretieren.

(c) Z.B., der Rand BZ einer offenen 3-Zelle Z � p0, 1q3 ist ein Lipschitz-stetiger Rand,

aber kein C1-Rand.

Aufgabe 22.1.

Es sei G die offene beschränkte Menge, deren Rand vollständig in der Vereinigung der xy-,

xz- und der yz-Ebenen sowie der Ebene tpx, y, zq P R3 : 2x�3y�6z � 12u enthalten ist.

Berechnen sie
³
BG

xf ,nyR3 dA für das Vektorfeld f � px2{2, y, zqJ, wobei n die äußere

Normale auf BG ist.

Lösung. Da G ein beschränktes Gebiet G mit Lipschitz-stetigem Rand BG ist, darf

man den Gaußscher Integralsatz benutzen:

div f � x� 1� 1 � x� 2,

»
BG

xf ,nyR3 dA �
»
G

px� 2q dv3px, y, zq,

»
G

px� 2q dv3 �
6»
0

px� 2q
4�2x{3»

0

2�x{3�y{2»
0

1 dzdydx

�
6»
0

px� 2q
4�2x{3»

0

p2� x{3� y{2qdydx

�
6»
0

px� 2q �p2� x{3qp4� 2x{3q � p4� 2x{3q2{4� dx
�

6»
0

�
1

9
x3 � 10

9
x2 � 4

3
x� 8



dx � 1

36
64 � 10

27
63 � 2

3
62 � 8 � 6 � 28.
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Theorem 22.2 (koordinatenfreie Definition der Divergenz).

Seien Ω � R3 offen und f P C1pΩ,R3q. Dann gilt für die Divergenz div fpxq des Vektor-

felds f an beliebiger Stelle x P Ω

div fpxq :� lim
rÑ0

1

v3pKrpxqq
»

BKrpxq

f � n dA

���� lim
rÑ0

3

4πr3

»
BKrpxq

f � dO

��,
wobei die Sphäre BKrpxq mit dem äußeren Einheitsnormalenvektorfeld n : BKrpxq Ñ R3

orientiert wird.

Bemerkung 22.3 (physikalische Deutung der Divergenz).

Das Skalarprodukt f �n � xfpyq,npyqyR3 liefert den Wert des Flusses durch das Einheits-

flächenstück auf BG an der Stelle y P BG. Falls 0 � ³
G

div f dv3 �
³
BG

xf ,nyR3 dA, so

müssen im Gebiet G Quellen oder Senken vorhanden sein (man kann eine Senke als eine

‘negative Quelle’ betrachten).

Th.22.2 bedeutet, dass die Divergenz-Funktion div fpxq die Quelldichte an der Stelle x

ist.

22.3 Die Rotation eines Vektorfelds.

Seien Ω � R3 offen und f P C1pΩ,R3q,f � pf1 f2 f3qJ.
Definition 22.2 (Rotation).

Die Rotation des Vektorfelds f kann man durch eine symbolische Determinate schreiben

rotf � ∇� f �

�������
e1

B
Bx1 f1

e2
B
Bx2 f2

e3
B
Bx3 f3

������� � pB2f3 � B3f2qe1 � pB3f1 � B1f3qe2 � pB1f2 � B2f1qe3.

Man benutzt auch die Bezeichnung curlf � rotf � ∇� f .

Beispiel 22.5. (a) Im Beispiel 22.4 haben wir gesehen, dass»
SR

xej ,n�yR3dA � 0, j � 1, 2, 3.

Eigentlich kann man jedes konstante Vektorfeld ej als ein Rotations-Vektorfeld ∇�g

eines C1pR3,R3q Vektorfelds g darstellen.

Z.B. nehmen wir gpxq � p�ωx2, ωx1, hpx3qqJ mit einer Konstanten ω P R und

beliebigem h P C1pR,Rq. Dann ∇ � g � p0, 0, 2ωqJ � 2ωe3 (die Funktion gpx3q
spielt hier keine Rolle für ∇� g).

Also,

0 �
»
F

2 ωe3 � dO �
»
SR

x∇� g,n�yR3 dA.
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(b) Für jedes C2pΩ,R3q-Vektorfeld g gilt divprot gq � ∇ � p∇� gq � 0.

(c) Aus (b) und dem Gaußschen Integralsatz folgt, dass»
BG
x∇� g,n�yR3dA � 0

für bechränkte Gebiete G � R3 mit C1-Rand BG und C2pG,R3q-Vektorfelder g,

denn
³
BG
x∇� g,n�yR3dA � ³

G

∇ � p∇� gq dv3 �
³
G

0 dv3 � 0.

22.4 Jordanscher Kurvensatz und positiv orientierte geschlossene Jordan-

Wege.

Errinerung.

(a) γ P Cpra, bs,Rnq heißt geschlossener Weg falls γpaq � γpbq.
(b) Ein geschlossener Weg γ : ra, bs Ñ Rn heißt geschlossener Jordan-Weg, wenn aus

t1   t2 und γpt1q � γpt2q folgt, dass t1 � a und t2 � b (das heißt, wenn γpaq � γpbq
der einzige Doppelpunkt ist von γ.)

Theorem 22.3 (Jordanscher Kurvensatz für Jordankurven in R2).

Sei Γ � Spur γ � R2 für einen geschlossenen Jordan-Weg γ. Dann:

(a) Die Menge R2zΓ besteht aus genau zwei disjunkten Gebieten Ω und Ωa, wobei ein

Gebiet Ω beschränkt ist (es heißt Innengebiet von Γ) und das andere Gebiet Ωa un-

beschränkt ist (es heißt Außengebiet von Γ).

(b) BΩ � Γ � BΩa
Definition 22.3 (positiv orientierte geschlossene Jordan-Wege in R2).

Ein stückweise-C1 geschlossener Jordan-Weg γ : ra, bs Ñ R2 heißt positiv orientiert (oder

entgegen dem Uhrzeigersinn orientiert), falls für Γ � Spur γ das Innengebiet Ω links von

Γ liegt, wenn wir γptq in Richtung wachsender Parameterwerte t durchlaufen.

22.5 Satz von Stokes.

Sei Ω � R2 ein beschränktes Gebiet, so dass BΩ � Spurγ für einen stückweise-C1 ge-

schlossenen Jordan-Weg γ : ra, bs Ñ R2, der positiv orientiert ist.

Sei F P C1pΩ,R3q eine 2-dim. reguläre Einbettung (eingebettetes Flächenstück) mit

F � SpurF � E, wobei E � R3 eine offene Menge ist.

Dann ist pγpsq � F pγpsqq, s P ra, bs, ein stückweise-C1 geschlossener Jordan-Weg im

E � R3.
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Theorem 22.4 (3-dimensionaler Stokesscher Satz).

Sei g P C1pE,R3q. Sei
n� � 1

|B1F � B2F | B1F � B2F

das positiv orientierte normale Einheitsvektorfeld an dem Flächenstück F . Dann»
F

p∇� gq � dO �
»
pγ
g � dx,

wobei »
F

p∇� gq � dO �
»
F

x∇� g,n�yR3 dA

das Flächenintegral bezüglich des vektoriellen Flächenelements ist und

»
pγ
g � dx �

b»
a

xgpF psqq, dpγpsq
ds

yR3 ds

das Wegintegral bezüglich des vektoriellen Bogenelements ist.

Bemerkung 22.4.(a) Dabei heißt F pBΩq � F pSpur γq positiv orientiert.

(b) Die Orientierungen vom Flächenstück F und der Berandung F pBΩq soll im Stokesscher

Satz übereinstimmend sein.

Bemerkung 22.5 (physikalische Deutung).

Im Stokesscher Satz ist
³
pγ
g � dx die Zirkulation des Vektorfeldes g längs des orientierten

geschlossenen Jordan-Weges pγ.
Dann lautet der Stokesscher Satz:

Die Zirkulation des Vektorfeldes g entlang der orientierten geschlossenen Jordan-Kurve pγ
ist gleich mit dem Fluß der Rotation ∇ � g von g durch ein in die Kurve eingespanntes

Flächenstück.

Lagrangesche Multiplikatoren.

Seien Ω � Rn offen und ℓ   n, wobei ℓ, n P N. Betrachten wir die Funktionen

F, h1, . . . , hℓ P C1pΩ,Rq und definieren hpxq � ph1pxq, . . . , hℓpxqq,h : ΩÑ Rℓ.
Ferner sei

M :� tx P Ω : hpxq � 0u � tx P Ω : h1pxq � 0, . . . , hℓpxq � 0u

nichtleer.

Theorem 22.5 (Lagrangesche Multiplikatorenregel).

Seien die Gradienten ∇h1pyq, . . . ,∇hℓpyq linear unabhängig für alle y P M (das heißt,

dass h regulär ist).
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Ist p PM ein Extremalpunkt (lokale Minimum- oder Maximumstelle) von F |M (das heißt

unter den Nebenbedingungen h1ppq � 0, . . . , hℓppq � 0), so gibt es eindeutig bestimmte

reelle Zahlen λ1, . . . , λℓ (Lagrangesche Multiplikatoren), sodass p ein kritischer Punkt der

Funktion

Gpxq � F pxq �
ℓ̧

j�1

λjhjpxq

ist.

Bemerkung 22.6.

Durch die Lagrangesche Multiplikatorenregel wird die Aufgabe, Extrema von F unter den

Nebenbedingungen hpxq � 0 zu bestimmen, zurückgeführt auf das Problem, kritische Punk-

te der Funktion G ohne Nebenbedingungen zu suchen.

Die kritischen Punkte und die Lagrangeschen Multiplikatoren werden durch Auflösen der

ℓ � n Gleichungen hjpxq � 0, 1 ¤ j ¤ ℓ und
B
Bxk

�
F pxq �°ℓ

j�1 λjhjpxq
	
� 0, 1 ¤ k ¤ n

nach den ℓ � n Unbekannten x1, . . . , xn, λ1, . . . , λℓ bestimmt. Dabei ist folgendes zu be-

achten:

(i) Nach Berechnung der kritischen Punkte von G, muss überprüft werden, welche dieser

tatsächlich Extrema von F realisieren.

(ii) Die Punkte x P M , für die ∇h1pxq, . . . ,∇hℓpxq linear abhängig ist, müssen separat

betrachtet werden.

Siehe: [Amann, Escher: Analysis II, Birkhäuser Verlag, 2006, pp.282-283].

Aufgabe 22.2 ( Lagrangesch Multiplikatoren mit zwei Nebenbedingungen).

Seien

M � tx � px1, . . . , x4q P R4 : x21 � x22 � 1, x23 � x24 � 1u
und

F pxq � x1 � x2 � x3 � x4, x P R4.

Bestimmen sie inf
xPM

F pxq und sup
xPM

F pxq.

Lösung. Wir definieren h1pxq � x21 � x22 � 1 und h2pxq � x23 � x24 � 1. Dann

M � tx P R4 : h1pxq � 0, h2pxq � 0u.

Da F P C1pR4q, ist F auch stetig auf M . So besitzt F |M ein Minimum und ein Maximum.

Wir können mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatoren alle mögliche Punkten für lokale

Extremumstellen zu finden.
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Schritt 1.

Untersuchen wir die Bedingung von lineare Unabhängigkeit von ∇h1 und ∇h2:

∇h1pxq � p2x1, 2x2, 0, 0qJ,∇h1pxq � p0, 0, 2x3, 2x4qJ.
Somit sind ∇h1pxq und ∇h1pxq nur dann linear anhängig, wenn x � 0R4 . Weil 0R4 R M ,

kann dieser Punkt keine Extremstelle von F |M sein.

Schritt 2.

Gpxq �
4̧

j�1

xj � λ1px21 � x22 � 1q � λ2px31 � x24 � 1q.

BG
Bx1 � 1� 2λ1x1,

BG
Bx2 � 1� 2λ1x2,

BG
Bx3 � 1� 2λ2x3,

BG
Bx4 � 1� 2λ2x4.

Als eine notwendige Bedingung für Extremstellen und die entsprechenden Lagrangeschen

Multiplikatoren erhält man das folgende System:

x21 � x22 � 1

x23 � x24 � 1

1� 2λ1x1 � 0

1� 2λ1x2 � 0

1� 2λ2x3 � 0

1� 2λ2x4 � 0

Jetzt (3)-(6) ñññ λ1 � 0 und λ2 � 0. Dann x1 � 1

2λ1
� x2, x3 � 1

2λ2
� x4. Mit (1)

und (2) kommt man auf
1

4λ21
� 1

4λ21
� 1,

1

4λ22
� 1

4λ22
� 1.

Also, λ1 � � 1?
2
und λ2 � � 1?

2
, wobei zwei � unabhängig sind. Folglich x1 � x2 � � 1?

2

und x3 � x4 � � 1?
2
, wobei zwei � unabhängig sind.

Schritt 3.

Wir sehen, dass es 4 mögliche Punkte gibt, an denen Extremstellen sein können:

p� 1?
2
,� 1?

2
,� 1?

2
,� 1?

2
qJ, p� 1?

2
,� 1?

2
,
1?
2
,
1?
2
qJ, p 1?

2
,
1?
2
,� 1?

2
,� 1?

2
qJ, p 1?

2
,
1?
2
,
1?
2
,
1?
2
qJ.

Um diese Punkte zu überprüfen, berechnen wir die Werte von F daran. Das impliziert,

dass p � p� 1?
2
,� 1?

2
,� 1?

2
,� 1?

2
qJ eine Minimumstelle mit dem Wert F ppq � �2?2 ist,

und dass q � p 1?
2
,
1?
2
,
1?
2
,
1?
2
qJ eine Maximumstelle mit dem Wert F pqq � 2

?
2 ist.
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Antwort.

inf
xPM

F pxq � min
xPM

F pxq � �2?2 und sup
xPM

F pxq � max
xPM

F pxq � 2
?
2.

23 L2-Hilbertraum. Orthonormalbasen in Hilberträumen. Fou-

rierreihen.

23.1 Innenproduktraum. Hilbertraum. Halbhilbertraum.

Erinnerung. Hilberräume (s. Vorlesung 3). Sei K � R oder K � C.

Def.3.4 (inneres Produkt/Skalarprodukt).

Sei V ein Vektorraum über K. Ein inneres Produkt/Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung

x�, �y � x�, �yV : V � V Ñ K mit den folgenden Eigenschaften @x, y, z P V :

(a) xx, yy � xy, xy,
(b) xαx� βy, zy � αxx, zy � βxy, zy @α, β P K (Linearität bezüglich 1. Variable),

(c) xx, xy ¥ 0,

(d) xx, xy � 0 genau wenn x � 0V .

Def 3.5. (Innenproduktraum/Prähilbertraum und Halbhilbertraum).

(a) Ein Vektorraum pV, x�, �yqmit einem inneren Produkt heißt Innenproduktraum (manch-

mal auch Prähilbertraum).

(b) Wenn x�, �y die Eigenschaften (a)–(c) der Definition 3.4 besitzt (und wir haben keine

Information über Eigenschaft (d)), heißt pV, x�, �yq Halbhilbertraum.

In this corrected version, I made the following changes:

Th. 3.1. (Cauchy-(Bunjakowski)-Schwarz-Ungl., CS-Ungl.)

Sei pV, x�, �yV q ein Halbhilbertraum. Dann

|xx, yyV | ¤ }x}V }y}V ,
wobei }x}V :�axx, xyV .
Bemerkung 23.1.

Sei V zusätzlich ein Innenproduktraum. Dann:

(a) } � }V ist eine Norm in V , die vom Skalarprodukt induzierte Norm. Also sind Innenpro-

dukträume auch normierte Räume.

(b) Die Gleichung |xx, yyV | � }x}V }y}V in der CS-Ungleichung gilt genau dann, wenn x

und y linear abhängig sind.
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Beispiel 23.1.

Der Vektorraum ℓ2pZq � tpxjqjPZ P KZ :
°
jPZ

|xj |2   8u mit dem Skalarprodukt xx, yyℓ2 �°
jPZ

xjyj ist ein Hilbertraum.

Def. 4.8 (Hilbertraum) Ein Innenproduktraum V heißt Hilbertraum, wenn pV, } � }V q
ein Banachraum ist (das heißt, wenn der normierte Raum pV, } � }V q vollständig ist).

Beispiel 23.2 (Halbhilbertraum rL2pMq).
SeiM eine nichtleere Lebesgue-messbare Menge in Rm. Betrachten wir die Familie rL2pMq �rL2
KpMq aller messbaren Funktionen f :M Ñ K mit der Eigenschaft

³
M

|f |2 dµm   8 (das

heißt |f |2 P LpMq). Für f, g P rL2pMq definiert man xf, gyL2 :� ³
M

f g dµm. Hier ist

xf, gyL2 eine nichnegative sequilineare Form im Fall K � C, und im Fall K � R xf, gyL2

eine nichnegative bilineare Form. Das bedeutet,

(a) xf, gyL2 � xg, fyL2 ,

(b) xαf � βg, hyL2 � αxf, hyL2 � βxg, hyL2 @α, β P K

(c) xf, fyL2 ¥ 0.

Die Eigenschaft (d) “xf, fy � 0 genau wenn f � 0” ist nicht wahr.

Also ist rL2pMq ein Halbhibertraum, aber kein Innenproduktraum, weil x�, �yL2 kein Ska-

larprodukt in rL2pMq ist und } � }L2 keine Norm in rL2pMq ist. (} � }L2 ist eine Halbnorm).

Untersuchen wir die Familie N aller Funktionen f P rL2pMq, so dass }f}L2 � 0. Das

heißt,

f P N ðððñññ f ist auf M messbar und

»
M

|f |2dµm � 0.

Betrachten wir den punktweise Träger suppp f :� tx PM : fpxq � 0u von f .
Dann

0 �
»
M

|f |2dµm �
»

suppp f

|f |2dµm �
¸
jPZ

»
t2j |fpxq|¤2j�1u

|f |2dµm

¥
¸
jPZ

2jµm
�t2j   |fpxq| ¤ 2j�1u� ñññ µmpsuppp fq � 0.

Und umgekehrt, falls f messbar und µmpsuppp fq � 0, gilt»
M

|f |2dµm �
»

suppp f

|f |2dµm � 0 ñññ f P N .
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Also besteht die Familie N aus allen messbare Funktionen, deren punktweise Träger

Lebesgue-Nullmengen sind.

Anders gesagt, f P N ðððñññ f � 0 fast überall (f.ü) auf M . Falls f P N , ist der ‘Quasi-

Abstand’ }g � rg}L2 zwischen g P rL2pMq und rg � g � f gleich }g � rg}L2 � }f}L2 � 0. Um

einen Hilbertraum aus rL2pMq zu produzieren, betrachtet man aller Elemente g P rL2pMq
und rg P rL2pMq mit dem ‘Null-Quasi-Abstand’ }g � rg}L2 � 0 als ein Element vom Raum.

Satz 23.1.

Die Gleichung f � g fast überall auf M definiert eine L2-Äquivalenzrelation f � g aufrL2pMq.

23.2 L2-Hilbertraum.

Definition 23.1.

Den Vektorraum L2pMq � L2
KpMq definiert man als den Vektorraum rL2

KpMq{ � aller

Äquivalenzklassen für die L2-Äquivalenzrelation f � g auf rL2
KpMq.

Theorem 23.1 (Hilbertraum L2pMq).(a) Die Abbildung x�, �yL2 : L2pMq � L2pMq Ñ K,

xf, gyL2 :�
»
M

f g dµm

ist auf dem Vektorraum L2pMq � L2
KpMq (von Äquivalenzklassen) wohldefiniert im

Sinne, dass für f � rf und g � rg gilt, dass

xf, gyL2 � x rf, rgyL2 .

(b) x�, �yL2 ist ein Skalarprodukt in L2pMq (im Besonderen ist die Eigenschaft (d) wahr

in L2pMq).
(c) Folglich ist }f}L2 :�axf, fyL2 eine Norm im L2pMq.
(d) Der normierte Raum pL2pMq, } � }L2q ist vollständig.

Zusammenfassung: L2pMq ist ein Hilbertraum.

Bemerkung 23.2.

Sei M � ra, bs � R ein Intervall. Dann kann man L2ra, bs :� L2pMq mit der Ver-

vollständigung des Innenproduktraums pCra, bs, x�, �yL2q identifizieren.
Definition 23.2 (Konvergenz in L2pMq).
Man sagt, dass eine Folge fn P L2pMq, n P N, von L2-Funktionen im quadratischen

Mittel (oder bezüglich der L2-Norm) konvergiert, wenn die Folge der entsprechenden

Äquivalenzklassen trfnsunPN im Raum L2pMq konvergiert, das heißt, wenn Drf s P L2pMq,
so dass

} rf s � rfns }L2 �
��»
M

|f � fn|2 dµm

�1{2

Ñ 0,

wenn nÑ �8.
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Normalweise schreibt man fn statt rfns für Elemente von L2pMq und spricht über

L2-Funktionen als Elemente von L2pMq (aber streng genommen sind diese Elemente in

Wirklichkeit Äquivalenzklassen).

Bemerkung 23.3.(a) L2-Konvergenz }fn � f}L2 Ñ 0 {{{ùùùñññ “fast überall”-Konvergenz

fn Ñ f fast überall.

(b) fn Ñ f fast überall {{{ùùùñññ L2-Konvergenz }f � fn}L2 Ñ 0.

Theorem 23.2.

Falls }fn � f}L2 Ñ 0, dann existiert eine Teilfolge tfnkukPN der Funktionenfolge tfnukPN,
so dass fnk Ñ f fast überall.

23.3 Abstrakte Fourierreihen in Hilberträumen und

Fourierreihen im L2-Hilbertraum.

Definition 23.3 (Schauder-Basis).

Eine abzählbares oder endliches System von Vektoren twnuNn�1, N ¤ 8 in einem Banach-

raum V über K heißt Schauder-Basis, falls jeder Vektor w P V eine eindeutige Darstellung

als eine konvergente Reihe w � °N
n�1 αnwn mit αn P K hat.

Beispiel 23.3.

Das System tenunPN � ℓ2pNq mit e1 � p1, 0, 0, . . . q, e2 � p0, 1, 0, . . . q, e3 � p0, 0, 1, . . . q, . . . ,
ist eine Schauder-Basis im Hilbertraum ℓ2pNq.
Eigentlich ist tenunPN eine Orthonormalbasis in ℓ2pNq. Ähnlich kann man eine Orthonor-

malbasis tenunPZ in ℓ2pZq bilden.
Sei pH, x�, �yq ein Hilbertraum über K mit der induzierten Norm } � }.

Definition 23.4.(a) Ein System tuαuαPA � H (das heißt, eine indexierte Teilmenge von

H) heißt Orthogonalsystem, falls uα K uβ@α � β (das heißt, falls xuα, uβy � 0@α � β).

(b) Das Orthogonalsystem tuαuαPA heißt orthonormal falls }uα} � 1@α P A.

(c) Ein System tuαuαPA � H heißt Orthonormalbasis, wenn tuαuαPA Orthonormalsystem

und Schauder-Basis gleichzeitig ist.

Theorem 23.3 (Fourier-Orthonormalbasen in L2r�π, πs).(a) Seien enptq � 1?
2π
eint, t P

r�π, πs. Dann ist tenp�qunPZ eine Orthonormalbasis in L2
Cr�π, πs.

(b) Das System "
1?
2π

*
Y
"
cospntq?

π

*
nPN

Y
"
sinpntq?

π

*
nPN

ist eine Orthonormalbasis sowohl in L2
Rr�π, πs als auch in L2

Cr�π, πs.
Definition 23.5.

Sei tununPN ein Orthonormalsystem im abstrakten Hilbertraum H und sei w P H ein

beliebiger Vektor in H.
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(a) Die skalaren Zahlen pwpnq :� xw, uy,
die wir für alle n P N betrachten, heißen (abstrakte) Fourierkoeffizienten vom Vektor

w bezüglich des Systems tununPN.
(b) Die Reihe

°
nPN

pwpnqun heißt (abstrakte) Fourierreihe vom Vektor w bezüglich tununPN.

(c) Eine endliche Summe Pkw :�
k°

n�1
pwpnqun heißt die k-te Fourier-Partialsumme von w.

Aufgabe. Pk : w ÞÑ
k°

n�1
pwpnqun sind stetige lineare Operatoren im H @k P N.

Theorem 23.4 (abstrakte Parseval-Gleichung).

Sei tunuNn�1, wobei N ¤ 8 ein Orthonormalsystem im Hilbertraum H ist. Dann sind die

folgenden Aussagen äquivalent:

(a) Für jeden Vektor w P H gilt w � °N
n�1 pwpnq un.

(b) tunp�quNn�1 ist eine Orthonormalbasis in H.

(c) }w}2 �
N°
n�1

| pwpnq|2 ( abstrakte Parseval-Gleichung)

(d) Die lineare Hülle

SpanntunuNn�1 �
#

ķ

n�1

αnun : k P N, k ¤ N, αn P K

+

ist dicht in H.

Bemerkung 23.4.(a) pw � Pkwq K Spanntunukn�1 und der Operator

Pk : w ÞÑ
ķ

n�1

pwpnqun
heißt Orthogonalprojektion auf Spanntunukn�1.

(b) Für jedes w P H ist Pkw die beste Approximation von w im endlich-dimensionalen

Unterraum Spanntunukn�1 im Sinne

}w � Pkw} � distpw,Spanntunukn�1q � min
hPSpanntunukn�1

}w � h}

(die Methode der kleinsten Quadrate).

(c) (a)+(b) ñññ
k°

n�1
| pwpnq|2 ¤ }w}2 @w P H@k P N, k ¤ N , für beliebige Orthonormal-

system tunuNn�1 in H.
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(d) Falls N � 8, gilt
8°
n�1

| pwpnq|2 ¤ }w}2 @w P H@k P N für beliebige Orthonormalsystem

tununPN in H. Diese Ungleichung heißt (abstrakte) Bessel-Ungleichung.

Bemerkung 23.5.

Th.23.4 (b)-(c) sagt, dass ein Orthonormalsystem genau dann eine Orthonormalbasis ist,

wenn die Bessel-Ungleichung für jedes w P H ein Parseval-Gleichung wird.

Bemerkung 23.6.

Seien N ¤ 8 und rN ¤ 8. Wenn tunuNn�1 und trunu rN
n�1 zwei Orthonormalbasen (oder

sogar zwei Schauder-Basen) im Hilbertraum H sind, gilt N � rN und diese Zahl ist die

Dimensionalität des Hilbertraums H.

Beispiel 23.4 (Sägezahnfunktion).

Sei F : R Ñ R die 2π-periodische Funktion, so dass fptq � t für t P r�π, πq. Betrachten
wir die Einschränkung f � F |r�π,πs auf r�π, πs. Dann f P L2r�π, πs in dem Sinne, dass

f P rL2r�π, πs und f generiert eine Äquivalenzklasse rf s in L2r�π, πs, die wir mit f

identifizieren (nicht total streng).

Finden wir Fourierkoeffizienten von f bezüglich der Orthonormalbasis"
1?
2π

*
Y
"
cospntq?

π

*
nPN

Y
"
sinpntq?

π

*
nPN

des Theorems 23.3.

Schritt 1. f ist eine ungerade Funktion auf p�π, πq (zwei Punkte �π spielen keine

Rolle für Lebesgue-Integralen) ñññ

0 � αn � 1?
π
xf, cospntqyL2r�π,πs � 1?

π

π»
�π

t cospntq dt,

0 � α0 � 1?
π
xf, 1yL2r�π,πs � 1?

π

π»
�π

t dt.

Schritt 2.

βn :� 1?
π
xf, sinpntqyL2r�π,πs � 1?

π

π»
�π

t sinpntq dt

� � 1

n
?
π

π»
�π

t d cospntq � � 1

n
?
π

��rt cospntqsπ�π � π»
�π

cospntqdt
�

� �p�1q
nπ � p�1qnp�πq

n
?
π

� p�1qn�12
?
π

n
.
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Zusammenfassung. Wegen Th.23.3 konvergiert die Fourierreihe von f

α0?
2π

�
¸
nPN

αn
cospntq?

π
�
¸
nPN

βn
sinpntq?

π
� 2

¸
nPN

p�1qn�1

n
sinpntq (1)

gegen f im quadratischen Mittel (das heißt, bezüglich der L2-Norm).

Theorem 23.5 (Umformulierung des Theorems 23.3 über Fourierbasen).(a) Sei f P L2
Cr�π, πs.

Dann konvergiert die Fourierreihe von f

¸
nPZ

pfpnq eint?
2π

mit den Fourierkoeffizienten pfpnq � 1?
2π

π³
�π

fe�int dµ1ptq gegen f bezüglich der L2-

Norm.

(b) Sei f P L2
Cr�π, πs. Dann konvergiert die Fourierreihe

α0
1?
2π

�
¸
nPN

αn
cospntq?

π
�
¸
nPN

βn
sinpntq?

π

von f gegen f bezüglich der L2-Norm, wobei die entsprechenden Fourierkoeffizienten

durch α0 � 1?
2π

π³
�π

fptq dµ1ptq, αn � 1?
π

π³
�π

fptq cospntq dµ1ptq, βn � 1?
π

π³
�π

fptq sinpntq dµ1ptq
definiert werden.
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