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1 Ubersicht des Kurses: mehrdimensionale Analysis

1.1 Ubersicht des Themas 1: die Topologie der metrischen Riumen.

Definition 1.1 (metrischer Raum).
Ein metrischer Raum (X,d) besteht aus einer Menge X und einer Abstand-Funktion
d: X x X — [0,+0), die die folgenden Eigenschaften Vx,y, z € X hat:

(a) d(z,y) =0 (d ist positiv semidefinit)
(b) d(z,y) =0<z=y ((a)+(b) < d ist positive definit)
(c) Symmetrie: d(z,y) = d(y, )
(d) Dreiecksungleichung: d(z, z) < d(z,y) + d(y, z).
Die Funktion d(-,-) heifit auch der Abstand / die Metrik.

Hier ist A x B = {{a,b} : a€ A,be B} das kartesische Produkt/Mengenprodukt der
Mengen A und B.
Wir meinen mit K immer den Koérper K = R oder K = C.

Beispiel 1.1 (metrische Rédume). (a) (K,d) und (Q, d) mit d(z,y) = |« — y| sind metri-
sche Réume.

(b) (K™, ds) mit da(x,y) = (X, |z — yj|2)1/2 ist ein metrischer Raum. Hierbei sind
x=(r1,...,%ym) und y = (y1,...,Ym) Vektoren in K™ = K x K x --- x K (m Mal),
wobei me N ={1,2,...}.

Wir bezeichnen als |z] = (3L, |:Bj|2)1/ ? die euklidische Norm (den euklidischen Be-
trag) in K. Damit gilt dao(z,y) = |x — y|.

Satz 1.1 (normierte Rdume sind metrische Rédume).
Sei (V| -|]) ein normierter Raum. Mit d(v,u) = ||v — u| ist (V,d) ein metrischer Raum.

Definition 1.2 (normierter Raum).
Ein Vektorraum V iiber K heifit normierter (Vektor-)Raum, wenn V mit einer Norm | - |
ausgeriistet wird. In diesem Fall schreibt man den normierten Raum auch als (V, || - |).

Definition 1.3 (Erinnerung an den Norm-Begriff).
Sei V' ein Vektorraum. Eine Funktion | - | : V' — R heit Norm, wenn sie die folgenden
Figenschaften Yu,v € V besitzt:

(a) |ul| = 0 (positive Semidefinitheit)

(b) [lu| = 0 genau dann, wenn w = 0, wobei 0 = Oy der Nullvektor von V ist (hier
bedeuten (a)+(b) zusammen positive Definitheit).

(©) fou| =laf [u]  VaekK



(d) Dreieckungleichung : |u + v| < |jul| + |v||

Aufgabe 1.1.
Man beweise Satz 2.1 durch Definitionen 1.1 und 2.2.

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Sei M < X.

Definition 1.4 (die e-d-Definition der Stetigkeit).

Man sagt, dass eine Funktion (Abbildung) f : M — Y an der Stelle p € M stetig ist,
falls es Ve > 0 ein Zahl 6 > 0 gibt, so dass dy (f(x), f(p)) < € fiir alle x € M mit der
Eigenschaft dx(x,p) < d. Ist f stetig an allen Punkten p € M, so heifit f stetig auf M.

Beispiel 1.2 (Stetigkeit der Norm).
Sei (V,| - |) ein normierter Raum. Dann ist die Norm-Funktion v — |v| eine stetige
Funktion von M nach R.

Aufgabe 1.2.
Beweisen Sie die Aussage des Beispiels 1.2 durch die Dreieckungleichung.

Man sagt, dass limg_,,, f(z) = y, falls es Ve > 0 ein Zahl § > 0 gibt, so dass
dy (f(z),y) < e Yx € M mit (der Eigenschaft) dx(z,xo) < d.

Die Topologie betrachtet offene, abgeschlossene, kompakte Mengen, Hiufungspunkte,
Rénder der Mengen und Konvergenz der Folgen und Teilfolgen. Wir betrachten sie nur in
metrischen Rdumen und benutzen allgemeinere topologische Rdume nicht.

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 1.5 (offene Kugel).
Eine offene Kugel (in (X,d)) mit Radius » > 0 und Mittelpunkt/Zentrum z € X ist die
Menge

K (z):={re X :d(z,z) <r}.

Die Bezeichnung := bedeutet hier “ist definitionsgemdfs gleich”.
Der Doppelpunkt ”: ” in {z € X : d(z,x) < r} bedeutet auch “so dass”. Also, “die
Menge aller x € X, so dass d(z,z) < r*.

Definition 1.6 (offene und abgeschlossene Mengen). (a) Ein Punkt z € M heifit innerer
Punkt von M, wenn es eine offene Kugel K, (z) gibt, so dass K,(z) & M.

(b) Eine Teilmenge M < X heifit offen, falls jedes z € M ein innerer Punkt von M ist.
(c¢) Eine Teilmenge M < X heiit abgeschlossen, wenn ihr Komplement X\M offen ist.

Aufgabe 1.3.
Jede offene Kugel ist eine offene Menge.

Beispiel 1.3 (offene und abgeschlossene Mengen in R).
Sei (X, d) die reelle Zahlengerade R mit d(x,y) = d2(z,y) = |z — y|. Seien a,b,¢,d € R, so
dass a < b.



(a) Das offene Intervall (a,b) ist eine offene Kugel Kb;a(“TH’) in (R,|-]) und so auch
2

eine offene (Teil)menge vom R.

(b) Die unendlichen Intervalle (—o0, ¢), (d, +0), und ihre Vereinigung (—o0, ¢) u (d, +0)
sind offene Mengen. (Warum?)

(c) Das abgeschlossene Intervall |a,b] ist eine abgeschlossene Menge. Das gilt auch fiir
das degenerierte abgeschlossene Intervall [a,a] = {a}. (Warum?)

Aufgabe 1.4 (triviale offene und abgeschlossene Mengen).
Fiir einen beliebigen metrischen Raum (X, d) sind die Mengen X und @ gleichzeitig offen
und abgeschlossen.

Satz 1.2.
Falls {Mu}aea eine Familie von abgeschlossenen Mengen M, ist, dann ist die Menge
Noes Ma auch abgeschlossen.

Die Menge A aller Indizes « heifit Indexmenge.
Zum Beispiel, A = N, M, = [—1/a, 1/a], dann ist die Menge [),,ey Mo = [aen[—1/@, 1/a] =
{0} abgeschlossen.

Definition 1.7 (Der Abschluss und der Rand). (a) Sei {My}aea die Familie aller abge-
schlossenen Teilmengen vom (X, d) mit der Eigenschaft M < M,. Dann heifit die
abgeschlossene Menge M := (") ,c, Mo Abschluss (abgeschlossene Hiille) von M.

(b) Die abgeschlossene Menge M = M n (X\M) heifit Rand von M.
Die Definitionen der Kompaktheit kommt spéter.

Theorem 1.1 (Kriterium der Kompaktheit von Mengen im K™).
Eine Teilmenge M des normierten Raum K™ ist genau dann kompakt, wenn M abge-
schlossen und beschrdankt in K™ ist.

Definition 1.8 (beschrinkte Menge).
Eine Teilmenge M eines metrischen Raums (X, d) heifit beschrinkt, wenn M < K,.(z) fiir
eine offene Kugel K, (z) im X.

Theorem 1.2 (Der Satz vom Minimum und Maximum).

Sei E eine kompakte Teilmenge vom (X, d). Sei f : E — R stetig. Bezeichnen wir m :=
inf,ep f(x) und M := sup,cp f(z). Dann:

—0<m < M < 40, und ITmin, Tmax € E, s0 dass f(Tmin) = m und f(Xmax) = M. Das
bedeutet, dass [ ihr Minimum m und ihr Maximum M auf E annimmt.

Beispiel 1.4 (Satz vom Minimum und Maximum).
Sei S" 1 = {z € R" : |z| = 1} die (n-1)-dimensionale Einheitssphire im R™. Sei A =
(ajk)7 =1 € R™" eine reell symmetrische n x n-Matrix. Sei @ : R" — R,

Q(x) := Az, x)pn = (Ax) -2 = Z aj KT;iTh
k=1



die entsprechende quadratische Form. Hier sind {(z,y)rn = 2 -y = >, _, Txyr stan-
dardméfige Skalarprodukte des R™; R™*" ist die Abkiirzung fiir den Matrizen-Vektorraum
Mat(n x n,R).

Da Q auf S™ ! stetig ist und S™ ! in R™ kompakt ist, impliziert der Satz vom Mi-
nimum und Maximum, dass @ auf $™~! ihr Minimum m und ihr Maximum M annimmt.
Eigentlich ist m = Ay der kleinste Figenwert und M = X\, der grifite Figenwert von A.

Man kann durch dieses Beispiel den Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen (Haupt-
achsentransformation) beweisen (s. Linear Algebra).

1.2 Ubersicht des Themas 2: mehrdimensionale Differentialrechnung.

Seien n,m € N. Sei (2 € K" eine offene Menge. Sei f : 0 — K" eine Funktion.

Definition 1.9 (Differenzierbarkeit und Ableitung im R™).
Die Funktion f heifst (Fréchet/total) differenzierbar an der Stelle y € €2, wenn es einen
linearern Operator (Homomorphismus) A = A, € L(K",K™) gibt, so dass

. 1
lim —— (f(z) = f(y) — Az —y)) = 0. (1.1)
w=y |z —y|
Der lineare Operator A = A, in (17.1) ist eindeutig bestimmt und heiit Ableitung von
f in y. Man bezeichnet A, als 0f(y) oder D f(y).

Hier bezeichnen wir als L(K", K™) den Vektorraum der linearen Operatoren (Homo-
morphismen) H : K" — K™,

Man kann die Ableitung D f(y) durch partielle Ableitungen 0; f(y)
darstellen. Sei e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0...,0), ..., e, = (0,...,0
sis 1m K",

= 0z, fy) = a%(y)
, 1) die Standardba-

Definition 1.10 (partielle Ableitungen).
Sei j € N, 1 < j < n. Die partielle Ableitung 0;f(y) € K™ von f an der Stelle y ist der
folgende Limes in K™

ﬁ(y) := lim 1(f(y + Cej) — f(y)) (falls dieser Limes existiert).
€

Wenn m =1, ist d; f(y) eine Zahl (das heifit 0; f(y) € R oder 0;f(y) € C).

Satz 1.3. (a) Fulls die totale Ableitung A, = D f(y) existiert, dann existieren auch alle
partiellen Ableitungen in y.

(b) Seien m = 1 und f : Q@ — K. Dann kénnen wir Df(y) mit dem Zeilenvektor
(1 f(y), 02f(Y),...,0nf(y)) identifizieren.

10



Beweis. In der Tat, falls A = Df(y) existiert, ist A € L(K", K) ein linerarer Operator,
der mit einer 1 x n-Matrix identifiziert werden kann, das heifit, mit einem Zeilenvektor

(a1,a2,...,a,).
Definitionsgeméfl
1 —4
F@) = fy) = (ar, a2, oan) | 27 2 [ = o(jz - y]), wenn o —y (1.2)
Tn = Yn

wobei g(z) = o(h(z)), wenn  — y bedeutet, dass lim,_,, Wlx)'g(m) = 0 (klein o-Landau-
Symbol := “ die Funktion g ist asymptotisch gegeniiber h vernachlissigbar”).
Man kann durch die Definition von ¢; f(y) zeigen, dass a; = 0;f(y) (Aufgabe). O

Definition 1.11 (Gradient).
Sei m = 1. Sei f in y € Q € K" differenzierbar. Dann kann man den Gradient V f(y) von
f in y als den Spaltenvektor

(DfW)" = (01f(), 2 (¥),--.,0nf(y) e K"

definieren. Die Bezeichnungen fiir den Gradient sind V f(y) und grad f(y).

Der Gradient V f(y) zeigt in K™ die Richtung des gréfiten Hohenanstiegs von f. Mit
Hilfe des Gradients kann man lokale Extrema bestimmen.

Satz 1.4 (notwendige Bedingung lokaler Extrema).
Sei Q€ R™. Sei f:Q — R an der Stelle y € Q differenzierbar.
Falls y ein lokales Extremum ist, gilt V f(y) = Ogn.

Definition 1.12 (kritische Punkte).
Sei € R™. Sei f:Q — R. Falls Vf(y) = Ogrn, sagt man, dass f einen kritischen Punkt
in y hat.

Seien n,m € N. Sei K = R oder K = C. Sei {2 € K" eine offene Menge. Sei f : @ —» K™
eine Funktion.

Definition 1.13 (Differenzierbarkeit auf einer offenen Menge).

Ist eine Funktion f : Q@ — K" an jeder Stelle z € () differenzierbar, sagt man, dass f in
Q differenzierbar ist. Dann definiert (Df)(x) = A, x € Q eine Abbildung (Ableitungs-
Funktion) Df : Q@ - L(K", K™), Df : x — A,.

Um die 2-te Ableitung von f als die Ableitung D(Df) von der Ableitungs-Funktion
D f(-) zu definieren, braucht man die Definition von Konvergenz im Vektorraum L(K", K™).

11



Satz 1.5.
Der Vektorraum der linearen Operatoren L(K™,K™) ist ein normierter Raum mit der
Norm A
x
|Al = [Alygngmy := sup =
ek {Ogn} |71
Jetzt kann man hohere Ableitungen

D’f = D(Df) e L(K", L(K",K™)),

D3f = D(D?*f) e L (K", L (K", L(K", K™))),...,

definieren (bis zur Ordnung k, fiir die diese Ableitungen existieren).
Sei m = 1. Die Operatoren des Raums LL(K", K) heiflen Linearformen. Man kann

e den Raum L (K*, L(K",KK)) mit dem Vektorraum L?(K",K) der bilinearen Formen
B : K" x K" — K identifizieren,

e den Raum L (K", L (K", L(K", K))) mit dem Vektorraum L3(K", K) der trilinearen
Formen B : K"® x K" x K" — K identifizieren, ...

Beispiel 1.5 (Hessematrix).

Sei m = 1 und sei K = R. Sei f 2-mal differenzierbar in 2. Dann existiert fiir je-
des p € Q die Hessematriz Hy(p) = (0;0kf (p));tk:l. Die entsprechende bilineare Forme
b(z,y) = CHy(p)z,yrn = 25521 00k f(P)rry;, b : R® x R” — R kann man mit der
2-ten Ableitung D?f(y) identifizieren.

Die Taylor-Formel der 2-te Ordnung

f@) = J) + (Viwhe = pre + 5 — 1), = wme + ol — yP),

wenn x — y, kann man benutzen um die Existenz eines lokalen Maximum/Minimum zu
beweisen.

Hier bezeichnet das klein o-Landau-Symbol o(|x — y|?) eine Funktion g der Form
g(x) = a(z)|z — y|? mit a(x) — 0, wenn = — y.

Falls y ein kritischer Punkt ist, das heif3t, falls

Vi) = (01f(y),0f(y),....0nf(y)" =0,

haben wir
f(z) = fly) = %<Hf(y)($ —y), (& —y)re + o[z — y[?) fiir 2 — y.

Also liefert die Hessematrix fiir kritische Punkte y die Approximation von f(x)— f(y).

Hz) = fly) = %<Hf(y)($ =), (@ = y)rr + o(jz —yf*), wenn z — y.
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Theorem 1.3 (hinreichende Bedingungen lokaler Extrema).
Sei 2 € R™ offen. Nehmen wir an, dass die 2-mal differezirbare Funktion f : Q) — R einen

kritischen Punkt y € Q0 hat. Dann gilt:

(a) Der Punkt y ist eine lokale Minimumstelle, wenn die Hessematriz Hy(y) positiv
definit ist (das heif$t, alle Eigenwerte von Hy(y) sind > 0).

(b) Der Punkt y ist eine lokale Maximumstelle, wenn Hy(y) negativ definit ist (das
heifst, alle Eigenwerte von Hy(y) sind <0).

(¢) Falls Hy(y) mindestens einen negativen Eigenwert A1 < 0 und mindestens einen
positiven Eigenwert A, > 0 hat, ist y keine Extremstelle.

Wenn H¢(y) nur positiv oder negativ semidefinit, aber nicht definit, kénnen wir Th.
1.8 nicht anwenden. Taylor-Formeln 3-ter Ordnung, 4-ter Ordnung, .... , konnen doch

manchmal helfen.
Um mit hoheren Ableitungen zu arbeiten, brauchen wir die funktionalen (Vektor)rdume

der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit k € Ng u {+0o0}, wobei Ny := {0} U N.
Eine Funktion f : © — K™ heifit C°-Funktion, falls f stetig ist.Also ist C(Q2) =
C(,K™) = C°(Q,K™) der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : Q — K™.

Definition 1.14 (C*-Vektorriume). (a) Sei k = 1. Der Vektorraum C(92, K™) der ste-
tig differenzierbaren Funktionen ist der Raum aller Funktionen f : 2 — K™, so dass
f differenzierbar in Q ist und Df € C (2, L(K",K™)).

(b) Sei k € N. Der Vektorraum C*(Q, K™) ist der Raum aller Funktionen f : Q — K™,
so dass f k-mal differenzierbar in € ist und die k-te Ableitung D* f ist eine stetige
Funktion (mit Werten im Raum der k-lineare Abbildungen L* (K" K™)).

(c) Sei k = (+)o0. Der Vektorraum C*(€2,K™) ist definitionsgeméf
+o0
C™(Q,K™) = [ CHQK™).
(=1
Das bedeutet, C®-Funktionen sind unendlich oft differenzierbar (glatt).

Man nennt manchmal C*-Funktionen C*-glatte Funktionen.

Sei 2 c K" eine offene beschrinkte Menge. Dann ist der Abschluss €2 eine abgeschlos-
sene Menge, und sogar eine kompakte Menge (Aufgabe, benutzen Sie Th. 1.1).

Sei C(Q,K™) der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : Q — K™.

Satz 1.6 (Supremums-Norm).
C(Q, K™) ist ein normierter Raum mit der Norm

Iflo@) = 1fle = sup|f(2)] = max|f(z)| (5. Th 1.2)

€ z€

Die Konvergenz bzgl. | - || heifit gleichmdifSige Konvergenz.
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1.3 Ubersicht des Themas 4: Vektoranalysis, grad-, div-, rot-Operatoren.
Die Abbildung grad : C}(Q,K) — C(Q,K"),
grad f(z) = Vf(z) = (01f(z),. .., 0nf(2))

ist ein linearer Operator vom Raum der skalaren (K-wertigen) Funktionen C(2,K) in
den Raum C(Q,K") der stetigen Vektorfelder.

Definition 1.15 (Vektorfelder).
Sei M € K" (oder manchmal M < K"*1). Eine Funktion u : M — K" heit ein Vektorfeld
auf der Menge M.

Vektorfelder (besonders vom Typ u : R — R3 und w : R? x R — R3) spielen sehr
wichtige Rolle in der Physik:

e Geschwindigkeitsfelder von Gasen und Fliissigkeiten,

e Kraftfelder, Gravitationsfelder,

e clektrische und magnetische Felder,

e Gradienten von skalarwertigen Funktionen (von Skalarfeldern).

Bemerkung 1.1.
Normalweise benutzen wir den Fall K = R und Vektorfelder vom Typ u(z), w(z,t),

u: M — R", w: M x [0,40) - R",

wobei x in einer offenen Menge M = 2 € R" oder in einer abgeschlossenen Menge M =
Q C R" mit n = 2 oder n = 3 ist.

Normalerweise nehmen wir an, dass Vektorfelder stetige oder C*-Funktionen sind
(C*-Vektorfelder).

Sei u(z) = (u1(x),ua(x),uz(z))’ ein C'-Vektorfeld auf @ < R3. Das heifit, u €
C1(©,R?). Man kann dann die linearen Operatoren div (Divergenz) und rot (Rotation)
definieren:

div(u) = V-u = dyu; + doug + d3uz,  div: C1(Q,R?) — C(Q,R),

e 01 u
rot(u) =V xu=|es 0y wusl, rot : C1(Q,R?) - C(Q,R?),
€3 53 us

hier ist 7 x” ein (formales) Vektorprodukt/Kreuzprodukt, und so gilt
rot(u) = (82u3 — 53UQ)61 + (63u1 — 61U3)62 + (61u2 — 82u1)e3.

Man kann mit div und rot die Mazwell-Gleichungen kurz schreiben.
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Seien E : R? x [0, +00) — R? die elektrische und H : R? x [0, +00) — R? die magne-
tische Feldstérken, g9 die Permittivitdt und po magnetische Permeabilitdt des Vakuums.
Dann kann man das einfachste Mazwell-Gleichungssystem (ohne elektrischen Strom und
im Vakuum) schreiben als

1 1
OE(z,t) = %V x H(x,t), oH(z,t) = —%V x E(z,t),

divE(z,t) =0, divH(z,t) =0

1.4 TUbersicht des Themas 3: mehrdimensionale Integralrechnung.

Betrachten wir das Anfangfswertproblem
E(z,0) = E°(z), H(z,0) = H(z), z € R3,
fiir das Maxwell-Gleichungssystem
0:E(x,t) = iV x H(x,t), O:H(z,t) = —iV x E(z,t),

€0 Mo
divE(x,t) =0, divH(z,t) =0,

mit zusitzlichen Bedingungen 0 = divE’(z) = div H’(x), x € R3. Die gesamte elektro-
magnetische Energie (EM-Energie) zum Zeitpunkt ¢ ist

1

&0 =5 | ColBe.OF + polH(e. ) do

wobei die nichtnegative Funktion
(550|E(nr:,t)|2 + MO|H(ac,t)|2)

die elektromagnetische Energiedichte (im Vakuum) ist.
Sei das 3-dimensionale Riemann-Integral £(0) endlich

e0) =5 | B @F + ol @) dr < 2,

dann ist es moglich die Losung {E(x,t), H(z,t)} in solcher Weise zu definieren, dass sie
existiert und eindeutig ist. Auflerdem &(t) = £(0) fiir alle t > 0. Mit anderen Worten, die
EM-Energie im R3-Vakuum ist eine Erhaltungsgrofse.

Leider ist das 3-dim. Riemann-Integral fiir solche mathematischen Theorien nicht hin-
reichend. Partielle Differentialgleichungen haben oft eine gute Theorie in L?(£2)-Réumen
(oder genereller im LP(2)-Réumen), die durch Lebesgue-Mafl und Lebesgue-Integral defi-
niert werden.

Zusatzlich zum 3-dim. Riemann-Integral brauchen wir auch

o skalare und vektorielle Kurven-Integrale und
e Oberflichenintegrale,

um den physikalische Sinn von div u und rot u zu verstehen (GaufS-Integralsatz, Zirkula-
tion, 3-dim. Stokes-Satz).
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2 Metrische und normierte Rdume. Innenproduktriume.

2.1 Metrische und normierte Riumen.

Definition 2.1 (metrischer Raum).
Ein metrischer Raum (X,d) besteht aus einer Menge X und einer Abstand-Funktion
d: X x X — [0,+0), die die folgenden Eigenschaften Vx,y, z € X hat:

(a) d(z,y) =0 (d ist positiv semidefinit)

(b) d(z,y) =0z =y
(zusammen mit (a) bedeutet es, dass d positiv definit ist)

(c) Symmetrie: d(z,y) = d(y, z)
(d) Dreiecksungleichung: d(z, z) < d(z,y) + d(y, z).
Die Funktion d(-,-) heifit auch der Abstand / die Metrik.
Wir bezeichnen als K immer den Koérper K = R oder K = C.

Definition 2.2 (Norm).
Sei V' ein Vektorraum. Eine Funktion | - | : V' — R heifit Norm, wenn sie die folgenden
Eigenschaften Yu,v € V' besitzt:

(a) |u| = 0 (positive Semidefinitheit)

(b) [lul| = 0 genau wenn u = Oy
(zusammen mit (a) bedeutet es positive Definitheit).

(©) loul =l Jul ~ VaeK
(d) Dreieckungleichung : |u + v| < |Jul + ||v|

Definition 2.3 (normierter Raum).
Ein Vektorraum V iiber K heifit normierter Raum, wenn V mit einer Norm |- | ausgeriistet
ist. In diesem Fall schreibt man den normierten Raum als (V.|| - |).

Satz 2.1 (normierte Rédume sind metrische Rédume).

Sei (V.| -|) ein normierter Raum. Mit d(v,u) = |v — u| ist (V,d) dann ein metrischer
Raum.

Sei n e N.
Beispiel 2.1 (Euklidische Réaume iiber K).
Der Vektorraum K" mit der Betrags-Norm |z| = (37_; |2;]?)1/? ist ein normierter Vek-
torraum.

Und so ist K™ auch ein metrischer Raum (K", d2) mit dem Abstand da(z,y) = |z —y|.
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Satz 2.2.
Sei M eine Teilmenge des metrischen Raums (X, d). Dann ist (M,d) auch ein metrischer
Raum.

Bemerkung 2.1 (induzierter Abstand und Einschrinkung).

Dieser Satz ist nicht komplett mathematisch streng geschrieben. Streng ist: (M, p) mit p =
d|prxar st ein metrischer Raum, wobei p = d|prxar die Einschriankung von d: X x X — R
auf M x M ist.

“Einschrankung” bedeutet, dass p(z,y) = d(x,y) Vzx,y e M, aber der Definitionsbe-
reich M x M von p = d|pxn “kleiner” als der Definitionsbereich X x X von d ist. Der
Abstand p heiit induzierter Abstand (durch den Abstand d).

Man sagt auch, dass die Betrags-Norm | - | den Abstand do(x,y) = |z — y| in K"
induziert.

Beispiel 2.2 (metrischer Raum, der kein Vektorraum ist).
Sei S = 0K1(0) die Einheitssphire in (R3,ds), da(x,y) := |z — y|. Dann ist (S?,ds) =
(82, dy|g24g2) der metrische Raum mit dem induzierten Abstand da|g2 g2.

Beispiel 2.3 (/2-Raum).

Sei 2 = (?(N) = (%(N) die Menge aller Folgen (unendlicher Tupel) z = (x1,x2,...) mit
den Komponenten (Koordinaten) z; € K Vj, so dass iji |zj|* < +00. Das bedeutet,
= {x = (zj)f, € KN Z;’;l |zj> < +o0}, wobei KN = K x K x ... (abzihlbar
unendlichmal). Dann ist ¢ ein Vektorraum und ein normierter Raum mit der Norm |z]s =

(Z;Ozl |$j|2)1/2'

Bemerkung 2.2 (unendliche Dimensionalitiit vom ¢2-Raum).(a) Der ¢?(N)-Raum ist ei-
ne unendlich-dimensionale Version des euklidischen Raums K". Die Betrags-Norm

1/2
|z| = (2?:1 |asj|2) in K" nennt man manchmal #2-Norm. Man benutzt oft auch
den Raum (%(Z) = {x = (z;)jez € KZ : ;”:Oofoo |zj|* < +o0}, der isomorph mit ¢£2(N)
ist.

(b) Ein Vektorraum V iiber K ist unendlich-dimensional, wenn V' keine endliche Basis
besitzt (eine Basis im Sinne von “Math I” heifit auch Hamelbasis).

(c) Sei U ein Untervektorraum des Vektorraums V. Dann ist die Dimensionalitidt von U
< der Dimensionalitit von V.

Aufgabe 2.1.
Beweisen Sie, dass £% ein unendlich-dimensionaler Vektorraum ist.

Der ¢?-Raum ist ein Vektorraum iiber K, weil Vz,y € ¢? und Vo, € K die Linear-
kombination
oz + By = (axy + By1, axy + fy2, ... ) zu £2 gehort,
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das heift, z,y € (> = Y2 |ox; + By;|* < +o0.
Diese Aussage folgt z.B. aus der folgenden Ungleichung.

Satz 2.3 (£?(N)-Dreieckungleichung).

0 ()7

© 1/2 © 1/2 0 1/2
(2 |; + yj|2> < (Z |37j|2) + (Z ij|2> :
=1

Jj=1 J=1

Fiir beliebige Folgen (x;) von komplexen Zahlen gilt

wobei

(+00)* = 40 fira >0, 400 +c=+0w VeceR U {+wx}, und +0 < +00. (2.1)

Der Beweis der ¢2(N)-Dreieckungleichung kann man aus der (C", |-|)-Dreiecksungleichung
erhalten, oder aus der £2(N)-Version der Cauchy-(Bunjakowski-Schwarz)-Ungleichung.

Satz 2.4.

/
Der £%-Vektorraum ist ein normierter Raum mit der Norm ||z|2 = (Z;Ozl |£L'j|2) .

Beweis. Die Eigenschaft (d) der Norm ist Satz 2.3 (¢£2-Dreieckungleichung). Die restlichen
Eigenschaften der Norm beweist man genauso wie fiir (K", |- |) im “Math I”.
U

2.2 Innenproduktriume.

Beispiel 2.4 (Skalarprodukt des £2.-Raums).
Der /2-Raum ist ein Beispiel eines Innenproduktraums mit dem inneren Produkt (Skalar-
produkt)

e 0}
(@, Y2 = 2 Z;jYs-
j=1

Das innere Produkt induziert die Norm |z|2 = +/{z,x)s2, und so auch den Abstand
|z = ylla-

Definition 2.4 (inneres Produkt/Skalarprodukt).
Sei V' ein Vektorraum iiber K. Ein inneres Produkt/Skalarprodukt auf V' ist eine Abbildung
oy =,y V x V — K mit der folgenden Eigenschaften Vz,y,z € V:

(a) (z,y) =y, ),

(b) {ax + By, z) = alx, z) + By, z) Yo, € K (Linearitét bzgl. der 1. Variable),

(¢) (z,z) =0,

(d) (x,z) =0 genau wenn = = Oy .

Definition 2.5 (Innenproduktraum und Halbhilbertraum).(a) Ein Vektorraum (V, (-, -»)

mit einem inneren Produkt heifit Innenproduktraum (manchmal auch Prahilbertraum).
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(b) Wenn die Abbildung (-, -) die Eigenschaften (a)-(c) der Def. 2.4 besitzt (und wir haben
keine Information iiber Eigenschaft (d)), heifit (V,{-,-)) Halbhilbertraum.

Bemerkung 2.3 (Symmetrie-Eigenschaft im Fall K = R).

Im Fall K = R ist das Skalarprodukt reellwertig, und so, (a) <= (a’) (z,y) = {y,x)
(Symmetrie). Dann (b) = (b°) (z,ax + By) = alz,z) + {z,y) VYa,BeK.

(b) und (b’) zusammen bedeuten, dass {:,-) eine bilineare Form ist, und (a’) bedeutet,
dass diese bilineare Form symmetrisch ist.

Bemerkung 2.4 (hermitesche Symmetrie im Fall K = C).

ImFall K =C, (a) + (b) =

(b7) {z,azx + By) = &Kz, x) + B{z,y) Va,BeK.

(b”) bedeutet, dass {(z,y) konjugiert linear bzgl. der 2. Variabel ist. In diesem Fall ist {-,-)
eine Sesquilinearform.

Satz 2.5 (Skalarprodukt induziert eine Norm).
Sei (V,{-,)v) ein Innenproduktraum. Dann ist |z| := 4/{x,x) eine Norm auf V.

Der Beweis benutzt die folgende Ungleichung.

Theorem 2.1 (Cauchy-(Bunjakowski)-Schwarz-Ungl., CBS-Ungl.).
Sei (V,{-,-)v) ein Halbhilbertraum. Dann

Kz, vl < lzlviylv, wobei |z]y = /{z,z)v.

Beweis des Satzes 2.5 (Skalarprodukt induziert eine Norm). Sei (V,{-,-)) ein Innenproduk-
traum. Sei |z| := 4/{x, x). Wir sollen beweisen, dass | -|| die Eigenschaften der Norm erfiillt.
(d) Die Dreieckungleichung folgt aus CBS-Ungleichung:

|z +yl? =+ y.z+y) = 2]* + o,y + o) + [y =

= |z|? + 2Re{x,y) + |y|?, wobei Re ( der Realteil von ¢ € C ist.

Weil |Re (| < |¢], haben wir aus der CBS-Ungleichung

2+ 4P < Jal? + 2Kz, )] + I < lal® + 2zllyl + Iyl = (el + I])2.

(a) |z = 0, weil {x,z) = 0.

) |z =0 & {z,z) =0 < z=0y.

(©) o] = v/, azy = /a-ae,2) = /[l 75 = laly/@ ) = lallz]. =

Die Eigenschaften des inneren Produkts sind fiir {(z,y), = 2;021 x;y; offenbar. Die

£2-Dreieckungleichung folgt aus der CBS-Ungleichung fiir 2.

Beispiel 2.5 (L?-Skalarprodukt).

Seien —o0 < a < b < +00. Die Menge Cl|a,b] = Ck|a, b] der stetigen K-wertigen Funktio-
nen auf |a, b| ist ein Vektorraum bzgl. der Addition der Funktionen und der Multiplikation
der Funktionen mit den Zahlen. Mit dem inneren Produkt

b
@@p:ff@M@M, f.9 € Cila, b,

ist Ck|a, b] ein Innenproduktraum.
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1)-

Satz 2.6 (L2-Skalarprodukt in Cla,b
= SZf(:U)g(m)dm definiert ein inneres Produkt im Vektor-

Die Sesquilinearform {f,g)r2 :
raum Cla,b] = Ccla, b].

Beweis. Der Beweis der Eigenschaften (a)-(c) der Def. 2.4 ist offenbar.
Beweisen wir (d): {f, f)r2 = 0 genau wenn f = 0. f = 0 = O¢[,p) bedeutet, dass f =0,
das heifit, f(x) =0 Vx € [a,b]. In diesem Fall, klar (f, f);2 = SZ |f|?dz = 0.
Umgekehrt, sei f #£ 0. Wir beweisen, dass {f, f) > 0.

Weil f #£ 0, 3z € [a,b], so dass f(zo) # 0. Da f stetig ist, ist | f| auch stetig, und 3
hinreichend kleine €, > 0, so dass

|f(z)] >0 fir x € Ic = (x0 — €,z0 + €) N [a,b].

Dann {f, f) = §, |f]?dz + S[a,b]\[e [fIPdz = §, |fPPdz = 6 §, dz = & vi(l)> 0, wobei
vi(le) = |I¢] > 0 die Lénge (1-dim. Jordan-Ma8) des Intervalls I, ist. O

3 Topologie metrischer Ridume. Konvergenz und Cauchy-
Folgen, Vollstiandigkeit.

3.1 Topologie metrischer Rdumen.

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei F < X.

Definition 3.1 (offene Kugel und punktierte offene Kugel). (a) Eine offene Kugel mit
Radius r > 0 und Mittelpunkt/Zentrum z € X ist definitiongeméf die Menge

K (z):={re X :d(z,z) <r}.

(b) Dann heifit die Menge
K)z):={reX: :0<d(z,z) <r} =K (2)\{z}
die punktierte offene Kugel.

Definition 3.2 (innere, Hiufungs-, isolierte Punkte). (a) Ein Punkt p € E heifit innerer
Punkt von E, wenn es eine offene Kugel K, (p) gibt, so dass K,(p) € E.
Die Menge aller inneren Punkte von E bezeichnen wir als E°.

(b) Ein Punkt p € X heit Haufungspunkt von E, wenn E n K (p) # @ Vr > 0.
Die Menge aller Hiufungspunkt von E bezeichnen wir als E'.

(c) Falls pe E und p ¢ E', wird p ein isolierter Punkt von E genannt.

Definition 3.3 (offene und abgeschlossene Mengen). (a) Eine Menge E € X heifit of-
fen, falls E = E°.
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(b) Eine Menge E € X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement X¢ := X\E offen

1st.

Satz 3.1 (Kriterien von Abgeschlossenheit und Offenheit). (a) Eine Menge E ist genau
dann abgeschlossen, wenn E' C E.

(b) FEine Menge E ist genau dann offen, wenn ihr Komplement X¢ = X\ E abgeschlossen
181.

Aufgabe 3.1.
Beweisen Sie Satz 3.1. Fir (b) benutzen Sie (E€)¢ = E.

Beispiel 3.1.

In (C,|-|)=(R2,|-|) betrachten wir die offene Kreisscheibe (2-dim. Kugel) K;(0) = {|z| <
1}. Dann(K(0))° = K;(0), und so ist K7(0) offen.

(K1(0)) = {|]z] <1} = K1(0) & K1(0) = K;1(0) nicht abgeschlossen.

Die Menge der isolierten Punkten von K7(0) ist die leere Menge &.

Das Komplement K;(0)¢ = C\K;(0) = {z € C : |z| > 1} ist abgeschlossen, und
(CK1(0)) = C\K (0).

Satz 3.2.
Wenn p € E', gibt es in jeder K,(p) unendlich viele Punkte von E.

Beweis. pe E' = 3p1 € En K (p).
Sei 0 < rg < d(p,p1), dann Ip2 € E n K (p). Klar pa # pr1.
Sei 0 < r3 < d(p,p2), dann ... O

Korollar 3.1 (endliche Mengen).
Sei B = {p;}j_; eine Menge mit endlich vielen n € N Punkten. Dann:

(a) E hat keine Héiufungspunkte.
(b) E ist abgeschlossen.
(¢) Jedes p;j € E ist ein isolierter Punkt von E.
Bilden wir ein Beispiel der unendlichen Menge F mit E' = &.

Beispiel 3.2.
In (R,]|-|) hat Z keine Haufungspunkte, Z' = &. Jeder Punkt = € Z ist isoliert. Z ist
abgeschlossen. Z° = @.

Beispiel 3.3 (E°, E’, E° hiingen vom metrischen Raum X ab). (a) In (R, |-|) ist R gleich-
zeitig abgeschlossen und offen. (Errinnerung: im (X, d) sind X und @ gleichzeitig
abgeschlossen und offen.) R’ = R = R°, R® = @.

(b) In (C,|-]) ist R abgeschlossenen, aber nicht offen. R’ = R # R° = &, R = C\R =
{z€ C:Imz # 0}, wobei Im 2z Imaginérteil von z € C ist.
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Aufgabe 3.2 (Abgeschlossenheit hingt vom metrischen Raum X ab).
Bilden Sie ein Beispiel mit zwei Teilmengen E und M im (R,|-|), so dass alle folgenden
Aussagen wahr sind:

e FC M,
e E ist abgeschlossen im induzierten metrischen Raum (M, ds),
o E ist nicht abgeschlossen im (R,|-]).

Satz 3.3 (Vereinigungen und Schnitte offener Mengen).(a) Fiir jede Familie {Gq}aen of-
fener Mengen G, ist ihre Vereinigung | J,ep Ga offen.

(b) Fiir jede (endliche) Familie {G;}7_; offener Mengen G ist ihre Schnittmenge ()7_; G
offen.

(U Ea) =) £, (ﬂ Ea> = |JE: = (Dualitat)

aeh aeh aeh ael

Korollar 3.2 (Vereinigungen & Schnitte abgeschlossener Mengen).(a) Fir jede Familie
{Fa}aen abgeschlossener Mengen Fy, ist ihre Schnittmenge ﬂaeA F, abgeschlossen.

(b) Fir jede (endliche) Familie {F;}7_; abgeschlossener Mengen Fj ist ihre Vereinigung
U1 Fj abgeschlossen.

3.2 Konvergenz und Cauchy-Folgen.
Sei (X,d) ein metrischer Raum.

Definition 3.4 (Konvergenz).

Eine Folge {pn}> 1 S X konvergiert gegen p € X, wenn lim,,_,o d(pn,p) = 0. In diesem
Fall sagt man, dass p der Grenzwert (oder der Limes) von {py} ; ist.

Bezeichnungen: p,, — p, wenn n — o0, oder lim p,, = p.

Definition 3.5 (dquivalente “c-d Definition”).
Eine Folge {pn}>_; S X konvergiert gegen p € X, wenn es Ve > 0 eine Nummer N, € N
gibt, so dass d(pn,p) < € fiir alle n > N..

Diese zwei Definitionen sind offenbar dquivalent.

Definition 3.6 (Cauchy-Folgen).
Eine Folge {p,}>_; € X heifit Cauchy-Folge, wenn es Ve > 0 eine Nummer N, € N gibt,

n=1 —
so dass d(pn, pm) < € fiir alle n,m > N..

Satz 3.4.
Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Der Beweis ist wie im Kurs “Math 17.
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(Gegen)beispiel 3.4 (Cauchy-Folge = konvergente Folge).

Die Folge der rationalen Zahlen {p,}?; mit p; = 2 und p, = 25+ + pnl_l’ n=23...,

im metrischen Raum (Q, d2) ist eine Cauchy-Folge, aber {p,} konvergiert nicht im Raum
Q.

Die Folge {p,};>_, konvergiert im (R, |- |) gegen die positive Wurzel der Gleichung = =
r/2+1/z (Aufgabe). Also |p, — /2| — 0, und so ist {p,}>°_; eine Cauchy-Folge im (R, |- |)
und im (Q, ds).

Als Q bezeichnen wir den Korper aller rationalen Zahlen.

3.3 Vollsténdigkeit.

Definition 3.7 (vollstdndige Rdume).(a) Falls jede Cauchy-Folge im metrischen Raum
(X, d) konvergiert, sagt man, dass (X, d) vollstindig ist.

(b) Ein normierter Raum (V, | - |) heiit vollsténdig, wenn V' mit dem induzierten Abstand
d(u,v) = ||lu — v| vollstandig ist.

(¢) Ein Innenproduktraum (V,{-, -)) heifit vollstéindig, wenn der induzierte normierte Raum

(V| - ) mit [Jul| = 4/<u, u) vollstandig ist.

Beispiel 3.5 (vollstdndige und nicht vollstdndige Rédume). (a) (Q, d2) ist nicht vollstindig,
s. Beispiel 3.4.

(b) (K,|-|) ist vollstandig (K = R oder K = C).
(¢) £%(N) und ¢%(Z) sind vollstiindige Innenproduktriume.

Definition 3.8 (Banachridume und Hilbertrdume).(a) Ein vollstdndiger normierter Vek-
torraum heifit Banachraum.

(b) Ein vollsténdiger Innenproduktraum heiit Hilbertraum.

Theorem 3.1.
(2(N) und €%(Z) sind Hilbertriume.

Sei —o0 < a < b< +00.

Theorem 3.2.
Der Innenproduktraum (Cx[a,b], (-, -)12) ist nicht vollstindig und damit kein Hilbertraum.

Bemerkung 3.1 (die 1. Definition vom Raum L?[a,b]). (a) Der Lebesgue-Raum L% |a, b]
kann als die Vervollstdndigung des Raums (Ck|a, ], (,-)12) definiert werden.
L%[a,b] ist ein Hilbertraum.

(b) Die Hilbertriumen ¢ (N), ¢2(Z), und L%[a,b] sind isometrisch isomorph.
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4 Konvergenz, Rand, Vervollstindigung und Kompaktheit.

4.1 Konvergenz, Abschluss und Rand.

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei F < X.

Definition 4.1 (Umgebung [AE1],[W2]).
Fine Menge U € X heifit Umgebung von p € X, wenn p € U°. Das bedeutet, U ist genau
dann eine Umgebung von p, wenn es ein r > 0 gibt, so dass K,(p) € U.

Bemerkung 4.1 ([R], [H1]).
Die r-Umgebung von p ist gleichbedeutend mit der Kugel K, (p).

Bemerkung 4.2.
In manchen Biichern ist eine Umgebung immer offen (und manchmal soll die Umgebung
sogar eine zusétzliche Bedingung erfiillen [FK1]).

Definition 4.2 (dquivalente 3. Definition der Konvergenz).
Eine Folge {p,}> ; < X konvergiert gegen p € X, wenn es fiir jede Umgebung U von p
eine Nummer N = N(U) gibt, so dass p, e U Vn > N.

Diese Definition ist dquivalent mit der 1. und 2. Definitionen der Konvergenz.

Satz 4.1 (Grenzwert im metrischen Raum ist eindeutig).
Wenn {z,}>_1 € X gegen p1 konvergiert und gegen py konvergiert, dann p; = pa.

Definition 4.3.

Wenn eine Folge ein Grenzwert hat, sagt man, dass die Folge konvergiert (oder konvergent
ist).

Wenn eine Folge keinen Grenzwert in (X, d) hat, sagt man, dass die Folge divergent ist
(in (X, d)).

Korollar 4.1.

Betrachten wir E ¢ X als einen metrischen Unterraum (E,d) von (X,d) (das heifst, der
Abstand d induziert den Abstand d|pxg in E). Nehmen wir an, dass I{pn},c_; < E mit
solchem (X, d)-Grenzwert limp,, = p, so dass p ¢ E. Dann:

(a) In (E,d) ist {pn}>_, nicht konvergent, aber eine Cauchy-Folge;
(b) Der metrische Unterraum (E,d) ist nicht vollstindig.
Sei K =R oder K = C. Sei m € N.

Satz 4.2 (Konvergenz im K" ist komponentenweise).
Sei {x[M}® | mit 2" = ( En],xgn], . .,.CCLZ]) e K™ eine Folge in (K™, |-|). Dann sind die

folgenden Aussagen dquivalent:

(a) {x"}* | konvergiert in K™ gegen x = (z1,...,Tm);
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[n]

(b) {x[M}*_| konvergiert gegen x komponentenweise, das heift, lim, o z;

= x; im
Sinne von K fiir jedes j mit 1 < j < m.

Der Beweis ist eine Aufgabe.

Satz 4.2 ist nicht wahr in £? (in £? setzen wir m = o0). In £2 haben wir: (a) = (b),
aber (b) = (a).

Satz 4.3 (Cauchy-Folgen in K™).
Sei {x[M}*_| < K™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent
(a) {x"}® | ist eine Cauchy-Folge in K™;

n=1

(b) jede Folge {.%‘J[n] ©_ . ist eine Cauchy-Folge in K.

Der Beweis des Satzes 4.3 ist eine Aufgabe.

Bemerkung 4.3 (Beweis der Vollstindigkeit von K™).
Satz 4.2 + Satz 4.3 + die Vollstindigkeit von K == die Vollstindigkeit von K.

Die Menge aller Hiufungspunkt von E bezeichnen wir als E’.

Satz 4.4 (Konvergenz und Haufungspunkten).
p € E' genau dann, wenn I{p,};°_; < E\{p}, so dass limp, = p.

Der Beweis folgt direkt aus der Definition von Haufungspunkten (Aufgabe).

Definition 4.4 (Erinnerung von Vorlesung 1: Abschluss und Rand).(a) Sei {Eq}aea die
Familie aller abgeschlossenen Teilmengen von (X, d) mit der Eigenschaft £ < E,.
Dann heiit die abgeschlossene Menge E := () ., Fa Abschluss (abgeschlossene Hiille)

von E.
(b) Die Menge 0E = E n E¢ heifit Rand von E. (Errinerung: E€:= X\E.)
Satz 4.5 (Abschluss und Rand durch Dualitét).(a) E = ((E)°)C,
(b) OE = ((E°)° U E°)¢ = E\E°

Bemerkung 4.4.(a) Als Schnittmengen von abgeschlossenen Mengen sind ein Rand und
ein Abschluss immer abgeschlossen.

(b) Der Abschluss E ist die “kleinste” abgeschlossene Menge M mit der Eigenschaft E <
M.

(c) E ist genau dann abgeschlossen, wenn E = E.

Korollar 4.2.
Sei (X, d) vollstindig. Betrachten wir E < X als einen metrischen Unterraum (E,d) von
(X,d). Dann ist (E,d) genau dann vollstindig, wenn E in (X,d) abgeschlossen ist.
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Der Beweis ist eine Aufgabe.

Satz 4.6 (Abschluss und Rand durch Konvergenz).(a) p € E genau dann, wenn 3{p,}®_, <
FE, so dass limp, = p.

(b) p € OF genau dann, wenn IH{x,}e_; < E und I{y,}o_, < E, so dass limz, = p =
lim y,, .

Satz 4.7 (Verbindung zwischen E, E' und 0F).
E=EUE =FEuUdFE

4.2 Vervollstindigung, dichte Mengen und Isometrie.
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Definition 4.5 (dichte Mengen).
Eine Menge E € X heifit dicht in X, wenn E = X.

Bemerkung 4.5.

Sei (X, d) vollsténdig. Sei F € X und sei (E,d) der induzierte metrische Raum. Dann ist
(E,d) eine Vervollstindigung von (E, d).

Falls zusitzlich E dicht in X ist, ist (X, d) eine Vervollstindigung von (F,d) (z.B. ist
X = R die Vervollstandigung von E' = Q). Eine Vervollsténdigung ist wesentlich eindeutig.

Definition 4.6 (Isometrie und isometrische Isomorphie).
Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdumen.

(a) Eine Abbildung (Funktion) ¢ : X — Y heifit Isometrie, wenn dy (¢(x1), o(x2)) =
dX(fL’l,xg) Vxl,xg e X.

(b) Eine Isometrie ¢ heifit isometrischer Isomorphismus (von metrischen Rdumen), wenn
 surjektiv ist.

Aufgabe 4.1.(a) Jede Isometrie ist injektiv.
(b) Und damit ist jeder isometrische Isomorphismus bijektiv.

(¢) Die Umkehrabbildung o~' einer Isometrie ist eine Isometrie von (p(X),dy) nach
(X,dx).

(d) Die Umkehrabbildung ¢! : Y — X eines isometrischen Isomorphismus ¢ : X — Y
st auch ein isometrischer Isomorphismus.

Definition 4.7 (Errinerung: Bild und Umkehrabbildung).(a) Die Menge p(X) = {¢(x) :
x € X} heifit Bild von X unter ¢.

(b) Sei ¢ : X — Y injektiv. Dann existiert die Abbildung ¢ ! : ©(X) — X mit der
Eigenschaft ¢~!(p(x)) = 2 Vz € X. Diese Abbildung ¢! heifit Umkehrabbildung
von .
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Definition 4.8 (Vervollsténdigung).
Ein vollstédndiger metrischer Raum (X, d) heifit Vervollstindigung von (X, d), wenn es eine
solche Isometrie ¢ : X — X gibt, so dass das Bild ¢(X) = {¢(z) : x € X} dicht in X ist.

Theorem 4.1.
Jeder metrische Raum kann vervollstindigt werden.

Z.B. ist (L*[a,b],{-,-)12) eine Vervollstindigung von (C[a,b], (-, Yp2).

Bemerkung 4.6.

Eine Vervollstéandigung ist wesentlich eindeutig, in dem Sinn, dass zwei Vervollstdndigungen
)Afl, )A(Q immer isometrisch isomorph sind (das heifit, 3 ein isometrischer Isomorphismus
w . )21 i )22)

4.3 Teilfolgen und kompakte Mengen.
Sei {pn},; eine Folge im metrischen Raum (X, d).

Definition 4.9 (Teilfolgen und Teilfolgengrenzwerte).(a) Betrachten wir eine streng mo-
noton steigende Folge {n;}72; < N (das heifit, ny < nyq1 Vk). Dann heifit die Folge
{Pny tno1 eine Teilfolge von {pn},_;.

(b) Wenn {py, };_, gegen p € X konvergiert, heifit p Teilfolgengrenzwert von {p,};_;.

Beispiel 4.1 (mehrere Teilfolgengrenzwerte fiir eine Folge).

Fir die Folge z,, = (—=1)" +1/2", n e N, in R gibt es genau zwei Teilfolgengrenzwerte +1
(das heifit, die Teilfolgengrenzwerte sind 1 und (—1)). Die Folge {x,} ist divergent. Die
Teilfolgen {xog+1}keny und {zox }ren sind konvergente Teilfolgen mit den Grenzwerten (—1)
und 1.

Satz 4.8.
limy»opn =p <= jede Teilfolge {pn, };7_1 konvergiert gegen p.

Definition 4.10 (Folgenkompaktheit).
Eine Menge K < X heifit folgenkompakt, wenn jede Folge {p,}:>; < K einen Teilfolgen-
grenzwert in K hat.

Die Definition vom Kompaktheit kommt spéter.

Theorem 4.2.
In einem metrischen Raum (X,d) ist eine Menge K genau dann kompakt, wenn K fol-
genkompakt ist.

Es gibt topologische Rdume, in denen Th.4.2 nicht wahr ist.
Wir arbeiten fast immer mit metrischen Rdumen und verstehen so Kompaktheit mei-
stens als Folgenkompaktheit.
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Theorem 4.3 (dquival. mit dem Satz von Bolzano-Weierstraf).
Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] in R ist kompakt.

Beispiel 4.2 (archimedische Spirale A).

Betrachten wir im C die Menge A = {re!¥ :r = ¢,¢ > 0}. Wir benutzen hier Polar-
koordinaten in C: jedes z = (z,y) € C\{0} hat eine Darstellung z = re'¥ = rexp(ip) =
(rcosp,rsing) mit r > 0 und ‘Winkel’ ¢ € R. Der Radius r = |z| ist hier eindeutig, aber
das (komplexe) Argument ¢ ist nicht eindeutig, el¥ = el(¥+27) vy e 7.

Unter einer zusétzliche Bedingung ¢ € (¢, ¢+ 27] (mit einer fixierten Konstante c € R)
wird ¢ eindeutig.

Das komplexe Argument ¢ mit ¢ € (—m, 7| heiffit normalisiertes Argument von z. Die
entsprechende Funktion

arg : C\{0} — (=, 7], so dass z = |z|e'*8(*)vz e C\{0},

heifit Hauptzweig des (komplexen) Argument. Die archimedische Spirale A ist nicht kom-
pakt.

(Manchmal benutzt man ¢ € [0, 27) fiir die Normierung und den Hauptzweig [AE1]).
Die archimedische Spirale A ist nicht kompakt, weil sie nicht beschrankt ist.

Definition 4.11 (beschriankte Menge).
Eine Teilmenge E eines metrischen Raums (X, d) heifit beschrinkt, wenn F € K, (z) fiir
eine offene Kugel K, (z) im X.

Theorem 4.4 (notwendige Bedingung der Kompaktheit).
Jede kompakte Menge ist abgeschlossen und beschrankt.

Sei K =R oder K = C.
Beispiel 4.3. (a) R und C sind nicht kompakt (nicht beschrinkt).

(b) K,(0) in K™ ist nicht kompakt (nicht abgeschlossen).

(c) In R” sind K1(0) = {|z| < 1} und 0K;(0) = S*~! kompakt.

Theorem 4.5 (Kriterium des Kompaktheit der Mengen im K™).
Eine Teilmenge M des normierten Raum K™ ist genau dann kompakt, wenn M abge-
schlossen und beschrankt in K™ ist.

In unendlich dimensionalen Hilbertraumen ist Th.4.5 nicht wahr.

Beispiel 4.4.
Im /2 ist die abgeschlossene Einheitskugel K1(0) abgeschlossen und beschrinkt, aber nicht
kompakt. (Warum?)
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Definition 4.12 (Uberdeckungen und Teiliiberdeckungen).

Eine offene Uberdeckung der Menge E ist eine Familie {G}aea von offenen Mengen G,
so dass £ S | J,en Ga-

Wenn zusétzlich £ | . 4, Ga fiir eine Teilindexmenge A; S A, sagt man, dass {Gataea,
eine Teiliiberdeckung ist.

Falls die Indexmenge A (oder A;) endlich ist, sagt man, dass {Ga}aea eine endliche
Uberdeckung (bzw. Teiliiberdeckung) ist.

Definition 4.13 (Kompaktheit).
Eine Menge K heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung
enthilt.

Definition 4.14 (beschrinkte Folge).
Eine Folge {p,};~_; heiit beschrankt, wenn die Menge {p,}_; beschrankt ist.

Satz 4.9.(a) Fiir jede in (X, d) konvergente Folge {py}y_; ist die Menge {py,}o_, kompakt.
(b) Jede in (X,d) konvergente Folge {pn}o_, ist beschrinkt.

Satz 4.10.
Sei K eine kompakte Teilmenge von (X, d).

(a) Sei F' < X abgeschlossen. Dann ist F' n K kompakt.
(b) Sei FF < K abgeschlossen. Dann ist F' kompakt.

Bemerkung 4.7.
Es ist moglich, dass in (X, d) der ganze Raum X kompakt ist. Dann sagt man, dass (X, d)
ein kompakter metrischer Raum ist.

Z.B. nehmen wir wie im Satz 4.10 eine kompakte Teilmenge S™~! des R™. Dann ist
(8", dy) ein kompakter metrischer Raum.

5 Erweiterte Zahlengerade, oberer/unterer Limes

5.1 Erweiterte reelle Zahlengerade, lim sup und lim inf.

Sei R = {—00} UR U {+o0} und sei arctan(+o0) := +7. Definieren wir darctan(,y) =
|arctan(z) — arctan(y)|, z,y€R.

Satz 5.1.
(R, darctan) st ein kompakter metrischer Raum.

Beweis. Die Abbildung arctan : R — [—Z, %] ist ein isometrischer Isomorphismus von

¢ 22
(R, darctan) nach [—F, 5] (mit dem Betrag-Abstand dz). Da [—7, 5] kompakt ist (Satz von
Bolzano-Weierstra$}), ist (R, darctan) auch kompakt. O
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Bemerkung 5.1.
(R, darctan) ist eine Vervollstandigung von (R, darctan), denn [—F, 5] ist eine Vervollsténdigung

von (=73, 5), und (=3, 5) ist isometrisch isomorph mit (R, darctan)-

Bemerkung 5.2.

Nehmen wir an, dass —o0 <z < +0 Vr € R. Dann kann man sagen, dass (I@, darctan)
eine Kompaktifizierung von R mit vollstindiger Totalordnung ist. (f&, darctan) oder einfach
R heiBt die erweiterte reelle Zahlengerade.

Wir benutzen auch die strikte Ungleichungen —o0 <z < 400 Vz e R.

Definition 5.1 (unendliche Grenzwerte +0).
Fiir eine reelle Folge {z,}>_; < R bedeutet der Limes lim, , oz, = F00 definitions-
geméf, dass {z,}_; gegen +oo im metrischen Raum (R, daretan) konvergiert.

Die Definition vom Limes lim,_, 4 ©;, = 00 durch einen metrischen Raum (stereogra-
fische Projektion) kommt spéter. Jetzt machen wir das einfacher, aber dquivalent.

Definition 5.2 (unendlicher Grenzwert o).
Fiir eine reelle oder komplexe Folge {a,}s; < C bedeutet der Limes lim, ;o a, = o
definitionsgeméB, dass lim, e |an| = +00.

Man kann diese Definition auch in K™ benutzen.

5.2 Obere und untere Grenzwerte.

Satz 5.2.
Fiir jede Folge {xy}neny S R ist die Menge T aller Teilfolgengrenzwerte nicht leer.

Beweis. T # @, weil R kompakt (eigentlich folgenkompakt) ist. O

Definition 5.3 (obere und untere Grenzwerte).
Sei T' die Menge T aller Teilfolgengrenzwerte von {z,}neny € R. Dann:

(a) liminf,, o, := inf T" heifft unterer Grenzwert von {x,},en;
(b) limsup,,_,o, Tn := sup T heiit oberer Grenzwert von {z,}nen.

Man benutzt auch die Bezeichnungen liminf,,_, 2, = lim, , 2, und limsup,,_,,, &n =

lim,, 0 n,.

Beispiel 5.1. (a) Fiir die Folge {z,,} = {(—1)"+1/2"},en, liminf,, o0 2, = —1, limsup,,_,, T, =
1, aber lim,, .o x,, existiert in R nicht.

(b) Fiir {z,} = {(—1)"n}nen, liminf,, o x, = —o0, limsup,, ,,, ©, = +20. In R und in
R existiert lim,, o 2, nicht (die Folge divergiert), aber lim, ,o z, = o (im Sinne
der Definition 5.2).
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(c) Die Folge {z,} = {(=1)"n + n?},en divergiert in R, aber konvergiert in R mit
limy, oo xp, = liminf,_,o 2z, = limsup,,_,o, xn = +00.

Zur Beachtung: lim,, ,q x, = o0 ist auch wahr.

Satz 5.3. (a) Eine Folge {xy}pen S R konvergiert genau dann in @, wenn liminf, o T, =
limsup,,_,o Tn- In diesem Fall, limy,_o ,, = liminf,_ o 2, = limsup,,_, o, Tn.-

(b) FEine Folge {xy}nen S R konvergiert genau dann in R, wenn die obere und untere
Grenzwerte gleich und endlich sind.

Theorem 5.1 (Konvergenzradius der Potenzreihe, s. Math 1).

Fiir jede Potenzreihe
Z ar(z — 20)¥, mit ap € C  Vk, (5.1)
keN

gibt es eine Zahl p € [0, +0], die Konvergenzradius heifit, so dass:
(a) die Reihe (5.1) konvergiert fir alle z € K,(29) (zudem konvergiert sie absolut);

(b) die Reihe (5.1) divergiert (in C) fir alle z€ {z € C: |z — 29| > p};

(c) p= S S wobei p = 0, if thUP|an|1/n =+
p= hmsup|an|1/n7 p= +OO, lf limsup|an|1/n -0 .

Die Kreisscheibe K,(z0) S C heifit “Konvergenzkreis”.

6 Stetigkeit. Aquivalenzrelation und #quivalente Normen.

6.1 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen auf metrischen Riumen.

Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Ridume. Sei £ € X. Sei f : E — Y eine Funktion
mit dem Definitionbereich £ und mit der Zielmenge/dem Zielraum Y.

Definition 6.1 (Grenzwert einer Funktion).
Sei p € E'. Die Funktion f hat einen Grenzwert/Limes ¢ an der Stelle p, wenn

lim f(z,) = q fiir jede Folge {z,,}ney € E mit limz, = p.

n—aoo

In diesem Fall schreiben wir lim,_,, f(z) = ¢, oder f(z) — ¢, wenn z — p.

Bemerkung 6.1.
Man kann eine dquivalente € — ¢ Definition von lim,, o, f(2,,) = ¢ geben (Aufgabe).

Korollar 6.1.
Hat f einen Grenzwert an der Stelle p € E', ist dieser Grenzwert eindeutig.

Der Beweis folgt aus Satz 5.1 (Eindeutigkeit vom Limes einer Folge).
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Definition 6.2 (Stetigkeit durch Umgebungen).
Eine Funktion f : E — Y heifit stetig an der Stelle zp € F (in xg € E), falls es zu jeder
Umgebung W € Y von f(zg) eine Umgebung U < X von x( gibt, so dass f(U) € W.

Bemerkung 6.2 (dquivalente ¢ — ¢ Definition).

Man kann in Def. 6.2 “Umgebung W” mit e-Umgebung K.(f(x¢)) und “Umgebung U”
mit 0-Umgebung Kjs(xg) ersetzen.

Das produziert die dquivalente ¢ — § Definition: Eine Funktion f : F — Y heifit stetig an
xo € B, falls es zu jedem € > 0 eine Zahl 6 = §(¢) > 0 gibt, so dass dy (f(z), f(z0)) <
e Vze Ks(xo).

Definition 6.3 ( Folgenstetigkeit < Def. 6.2 in metrischen Rédumen).
Eine Funktion f : E — Y heifit stetig an xg € E, wenn lim, o f(z,) = f(xo) fiir jede
Folge {xy}neny mit lim z,, = xg.

Bemerkung 6.3.
In metrischen Réumen sind Stetigkeit und Folgenstetigkeit dquivalent. Die gilt in topolo-
gischen R&dumen nicht allgemein.

Bemerkung 6.4.(a) Falls z( ein isolierter Punkt des Definitionbereichs F ist, ist f an

xo immer stetig (gemé&f unsere Definitionen).
(b) Falls zg € F’, ist f und x¢ genau dann stetig, wenn lim,_,,, f(z) = f(zo).

Definition 6.4.
Falls f an der Stelle xq stetig ist, heiit =y eine Stetigkeitsstelle (von f). Wenn f an der
Stelle o unstetig ist, heiit z¢ eine Unstetigkeitsstelle (von f).

Wir brauchen Beispiele von (Un)stetigkeitsstellen.

Beispiel 6.1 (Dirichletfunktion ohne Stetigkeitsstellen).
Die Funktion fp :[0,1] = R,

1, rzeQ
fp(z) = {07 ve[0,1]\Q (6.1)

hat keine Stetigkeitsstellen. Sie ist unstetig an jede Stelle des Definitionsbereichs [0, 1].

Ist das moglich, dass eine (nichttriviale) Funktion nur eine einzige Stetigkeitsstelle
hat?

Beispiel 6.2 (Funktion mit einzelner Stetigkeitsstelle).
Die Funktion f:[-1,1] - R,

fla) = {g’ el e (6.2)

hat nur eine Stetigkeitsstelle xp = 0. Sie ist unstetig an jedem Punkt x € [-1,0) u (0, 1].
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Beispiel 6.3 ((Un)stetigkeit des Hauptzweigs des komplexen Arguments).
Erinnerung: Die Funktion arg : C\{0} — (—m, 7] heifit der Hauptzweig des (komplexen)
Argument und wird definiert durch

z = |z|e¥82) v 2 e C\{0}. (6.3)

Sie hat den Definitionsbereich C\{0} und den Zielraum R (oder die Zielmenge (—m, 7]
R). Die Menge der Stetigkeitstellen ist C\R_, wobei R_ = (—o0,0). Die Menge der Unste-
tigkeitstellen ist R_.

Beispiel 6.4 (Stetigkeit der Norm).

Sei (V,||-|) ein normierter Raum. Die Norm |- | : V' — [0, +o0) hat den Definitionsbereich
V und die Zielmenge [0, 400) < R. Alle Vektoren u € V sind Stetigkeitstellen von | - ||. In
der Tat, | |u| — |uo| | < |lu — uo| (aus der Dreieckungleichung). Daher |u| — |ug|, wenn

u — up (Folgenstetigkeit <  Stetigkeit).

Definition 6.5 (Stetigkeit auf eine Menge).
Ist eine Funktion f stetig fiir jedes x € M € E, so heifit f stetig auf der Menge M.

Falls hier M = FE der Definitionsbereich ist, sagt man einfach, dass f eine stetige
Funktion ist (z.B., | - | : V — [0, +0) ist stetig).

Theorem 6.1 (topologische Stetigkeit).
Seien X undY zwei metrische Riume. Sei f : X — Y. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) f ist stetig (auf X );

(b) fiir jede offene Menge G €'Y st ihr Urbild f~1(G) := {vr € X : f(z) € G} eine offene
Menge (in X );

(c) fiir jede abgeschlossene Menge F €'Y ist f~Y(F) abgeschlossen.
Die Aussage (b) ist die Definition der Stetigkeit in topologischen Rdumen.

Definition 6.6.

Seien f : E — Y und g : M — Z, wobei f(E) € M < Y. Dann ist die Kompositi-
on/Verkniipfung von f mit g die Funktion h : E — Z, die durch h(z) = g(f(x)), x € E,
definiert wird. Die Bezeichnung fiir die Komposition ist h = g o f.

Satz 6.1 (Stetigkeit der Komposition von stetigen Funktionen).(a) Ist f stetig an © € E
und g stetig an f(x) € M, so ist h = go f stetig an x.
(b) Ist f stetig auf E und ist g stetig auf f(F), dann ist h = go f stetig auf E.

Beispiel 6.5 (Stetigkeit der quadratischen Form (u,u)).

Sei (V,{u,u)) ein Innenproduktraum iiber K. Dann ist die Funktion ¢ : V' — R, ¢(u) =
(u,u) stetig (auf V). In der Tat, |u] = 4/{u,u). So ist q(u) = |ul?* die Komposition der
stetigen Funktion || - || mit der stetigen Funktion g(y) = y?, g : R — R. Wegen Satz 6.1 ist
die quadratische Form ¢ stetig.

Was ist mit der Stetigkeit des Skalarprodukts (u, w), u,w € V'?
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6.2 Komponentenweise Stetigkeit.

Sei (X, dx) ein metrischer Raum. Sei E € X. Sei m € N. Sei K = R oder K = C.
Eine Funktion f : F — K™ kann man komponentenweise darstellen

f(:E) = (fl(x)v f2($)¢ R fm(x))a reE,
wobei f; : E — K die j-te Komponentenfunktion von f heifit.

Satz 6.2 (Komponentenweise Stetigkeit).
Sei f: E— K™ und f(z) = (fi(z), fo(z),..., fm(x)), v € E, fj : E — K. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist stetig an der Stelle x € E;
(b) alle f; , j =1,...,m, sind stetig an der Stelle z € E.
Man kann hier “an der Stelle x € E”7 mit “auf E” ersetzen.

Beweis. Wir verbinden die Folgenstetigkeit mit Satz 5.2.
Satz 5.2. Sei {#"}2° | mit 2" = (z,...,2],) € K™ eine Folge in K. Dann sind die

folgenden Aussagen dquivalent:

(a) {z"}2, konvergiert in K™ gegen z = (z1,...,Tn);

n:

7 = x; fur jedes

(b) {z"};°_; konvergiert gegen = komponentenweise, das heifit, lim,, o =

J-

Folgenstetigkeit. Eine Funktion f : E — K™ heifit stetig an x € F, wenn lim,, o, f(z") =
f(z) fiir jede Folge {2"},eny mit limz" = x. O
6.3 Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variablen. Aquivalente Nor-

men.
Sei (H,{-,*)pr) ein Innenproduktraum. Wie kénnen wir die Stetigkeit des Skalarprodukts
flur,uz) = Cur,ug), f: Hx H— K, definieren?

Sei m € N. Seien (V},| - |v;) normierte Réume, j = 1,...,m. Betrachten wir den
Vektorraum V' = Vi x Vo x - - - x Vj,, der Produktvektorraum heifit. Das bedeutet V = {u =
(Ui, ..., um) * ujeVy, j=1,...,m}, zB., wenn V; = K Vj, haben wir V= K".

Die Linearstruktur eines Vektoraums ist auf V' durch

au + fw = (auy + Pwi,. .., Quy, + fwy,) Yu,w e VundVea, 8 € K
definiert.

V=VixVox- - xVyp={u=(u,...,un) : ujeVj, j=1,...,m}.
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Satz 6.3 (¢’-Produktnormen).(a) Die Funktion ||e : V' — [0, +00), |u(4)0 1= maxi<jem llug]v;,
ist eine Norm im Produktvektorraum V = Vi x --- x V.

1/p
(b) Sei 1 < p < +00. Die Funktion |- |, : V — [0,+00), |ul, := (z;?”;l Hujnf;j) st
eine Norm im V.

Sei (X,dx) ein metrischer Raum. Sei E € V =V} x --- x V. Sei f : E — X eine
Funktion f(ui,...,un), die fir die Kombinationen der Variablen u; € Vi, ..., uy, € Vi,
mit der Eigenschaft (uq,...,u,) € F definiert ist.

Definition 6.7 (Stetigkeit im Produktvektorraum).
Sei 1 < p < 4+ (hier p = +o0 bedeutet p = o in der Normbezeichnung). Sei f : F — X.
Dann:

(a) Die Funktion f heift stetig an der Stelle v = (v1,...,v,,) € E, wenn sie stetig an der
Stelle v im Sinne des Produktvektorraum (V| - |,) ist, das heifit, wenn es zu jedem
e > 0 eine Zahl § = 6(e) > 0 gibt, so dass dx(f(u), f(v)) <eVue E: |u—o|, < 9.

(b) Die Funktion f heifit stetig in (auf) F, wenn f stetig an jeder Stelle v € F ist.
Z.B. ist das Skalarprodukt (-, *)y stetig (auf dem Produktraum H x H).

Bemerkung 6.5.
Die Stetigkeit der Funktion in der Def. 6.7 ist unabhéngig von dem Wert des Parameters
p € [0, +00], weil alle Produktnormen | - |, mit verschiedenen p einander &quivalent sind.

Definition 6.8 (dquivalente Normen).
Die Normen |- |, und |- | auf einem Vektorraum W sind équivalent, wenn es Konstanten
c1,co > 0 gibt, so dass

clwle < lw|g < clwle Ywe W.

Bemerkung 6.6.
Aquivalente Normen generieren die gleiche Topologie (und gleiche Systeme der Umgebun-
gen). Das impliziert Bem.6.5.

Satz 6.4.

Das Skalarprodukt f(uy,us) = {u1,ug)p ist stetig, das heifit, stetig auf dem Produktraum
V = H x H beziglich einer der Produktnormen | - |, (und damit beziglich aller Produkt-
normen | - |, ).

Beweis. Wir beweisen die Stetigkeit von f(u1,us) = {ui,ue)g an u = (u1,u2) € H x H,
wobei H der Innenproduktraum mit der Norm ||h| = 4/<{h, h) ist.
Sei w = (wy,wsz) € Ks(u). Dann |w —ul, < 6 = |w; — u;|| < 9.

|f(w) = f(u)] = Kwi, w2y — Cur, ug)| = [{wi — ur + ur, wa) — Cur, ug)l
= |<w1 — U, Wy — U + U2> + <u1,w2 — ’LL2>|

< Kwy —up, we — ug)| + [{wr — ug, ug)| + [(ur, wa — uz)l
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Mit der CBS-Ungleichung

[f(w) = f(w)] < [wr —w|[lwg — o] + w1 —wa]Juz] + [ui][|ws — ual
<8+ 0(Juall + Juzl) < 6(5 + 2Jul,) <e,

wenn 6 < min{l, m} (fiir beliebige p € [1, +]). Also ist f stetig an u, und das ist
wahr fiir beliebige ue H x H. O

Sei (X, dx) ein metrischer Raum. Sei EC V =V} x --- x V5.
Sei f: E — X eine Funktion f(ui,...,uy), die fir die Werte der Variablen u; € Vi,
ey Up € Vi mit (ug, ..., uy) € F definiert ist.

Definition 6.9 (Stetigkeit beziiglich einer der Variablen).
Die Funktion f heifit stetig beziiglich der Variable u; an der Stelle v = (v1,...,vp) € E,
wenn die Funktion

g(Uj) = f(vl, ey U1, U5, Vjg1y - e e ,’Um)

von der Variable u; stetig an der Stelle u; = v; ist (hier sind alle vy, mit k # j fixiert und
somit keine Variablen fiir g).

Satz 6.5.
Wenn f an der Stelle v = (vi,...,v,) € E stetig (im Sinne des Produkraums) ist, ist f
stetig an der Stelle v beziiglich jeder Variable uj, j =1,...,m.

Der Beweis ist eine Aufgabe (Hinweis: Folgenstetigkeit).

Bemerkung 6.7.
Generell impliziert die Stetigkeit beziiglich jeder Variable nicht die Stetigkeit (im Sinne
des Produkraums).

Beispiel 6.6 (Stetigkeit beziiglich jeder Variable =&  Stetigkeit).
Sei
L (@) # (0,0)
0, (iL', y) = (07 0)
Die Funktion g,,(x) = f(x,yo) von der Variable x ist stetig auf R fiir jedes fixierte
yo € R. (Wenn yo = 0, go = 0).
Die Funktion hg,(y) = f(zo,y) von der Variable y ist stetig auf R fiir jedes fixierte
o € R.
Die Funktion f ist unstetig an (zo,yo) = (0,0).

[R5 R, fz,y) :{

Dies sieht man so: Betrachten wir f auf der Gerade G, = {y = ax} mit einem
Parameter a € R,
_a 0
Fala) = f(z,az) = { T 7
0, z=0

Wenn a # 0, ist F,, unstetig an x¢g =0
= f ist unstetig auf G, an (0, 0)
= f ist unstetig an (0,0) (z.B., wir benutzen die Folgenstetigkeit-Def.).
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6.4 Stetigkeit von Einschrinkungen.

Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Sei E € X. Sei f: E —> Y.
Im Beispiel 6.6 haben wir die folgende Aussage benutzt.

Satz 6.6.

Falls f : E —'Y stetig (auf E) und M < E, ist die Einschrinkung f|pr : M — Y auch
stetig (auf M ).

Erinnerung: g = f|ar ist die Funktion g : M — Y, so dass g(z) = f(x) Vze M.

Beweis. Der Satz folgt aus der Folgenstetigkeitsdefinition. O

Bemerkung 6.8.
Sei M, = {z} mit z € E. Dann ist f|y, stetig fiir beliebige Funktion f. Das ist nicht
verbunden mit der Stetigkeit von f an der Stelle x.

In der Tat, x ist ein isolierter Punkt der einpunktigen Menge M,. Somit ist f|as,
immer stetig in einem isolierten Punkt ihres Definitionsbereichs M,.

Bemerkung 6.9.
Sei £ = |Jpes Eo und sei f|g, stetig Yo € A. Das impliziert nicht, dass f stetig auf E
ist. Fiir ein Gegenbeispiel kann man z.B. Bemerkung 6.8 und E = | J,cz M, benutzen,

0 <0
r , betrachten. Hier

oder auf R = R_ U R, die Heaviside-Funktion H(z) := 1 >0
, T =z

R_ := (_0070)7 R+ = (07 +OO)7 E = [0’ +OO)'

6.5 Abschweifung: Aquivalenzrelation und fquivalente Normen.

Bemerkung 6.10.
Def.6.8 (iiquivalente Normen) definiert eine Aquivalenzrelation ~ auf der Familie aller
Normen in W.

Def.6.8. Normen |- |, und |- |3 auf einem Vektorraum W sind dquivalent, wenn es
Konstanten ¢y, cz > 0 gibt, so dass ca2|w|a < |w|g < ci|lw|la Ywe W.

Definition 6.10 (Aquivalenzrelation).
Eine Relation ~ auf einer abstrakten Mengen M heiBt Aquivalenzrelation, wenn ~ die
folgenden Eigenschaften hat

(a) x ~z VYae M (das heifit, ~ ist reflexiv);
(b) Falls z ~ y und y ~ z, dann x ~ z (Transitivitét);
(c) Falls z ~ y, dann y ~ x (Symmetrie).

Beweis von Bemerkung 6.10. (a) Reflexivitat: calw|a < |w|a < c1|w]q mit ¢ = g =1 ist
wahr Vw e W.
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(b) Transitivitét: |- |o ~ |- |gund |-|g ~ |- ]y
= lwl. < |wlg < alwle und bo|w|g < Jwly < bi|w|g Yw
= cfwla <3 wl, und b7 wl; < crfwla

=  bolwle < |wly <bialwle = | o~y
(c) Symmetrie: |- |o ~ || = lwa < |wlg < alwla Yo = twls < ||y
und Jwla <oyt |wls = [-|s~ ] a-

O
Theorem 6.2. (a) Auf K™ sind alle Normen dquivalent.
(b) Auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum V sind alle Normen dquivalent.

Beispiel 6.7 (nicht #quivalente Normen).

Auf C[a,b] sind die Normen | f|c[a5] = SUPge[ap) [/ ()| und [f]z2 = (XZ | £|2d)"/? nicht
dquivalent.

Das sieht man so: (Cla,b], | - |c[ap)) ist vollsténdig. (C[a,b], | - |r2) ist nicht vollsténdig.
Also sind diese zwei Normen nicht dquivalent.

Cla, b] ist unendlichdimensional.

7 Lipschitz-Stetigkeit. Operationen mit Grenzwerten und
stetigen Funktionen. Beschrinkte Lineare Operatoren.

7.1 Lipschitz-Stetigkeit.
Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rédume. Sei £ € X.

Definition 7.1 (Lipschitz-Stetigkeit).
Eine Abbildung/Funktion f : E — Y heifit Lipschitz-stetig, wenn Ja > 0, so dass

dy (f(p), f(q)) < adx(p,q)¥p.q € E.
In diesem Fall, heifit @ Lipschitz-Konstante von f.

Beispiel 7.1.
Jede Isometrie f ist Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstante o = 1, weil dy (f(p), f(q)) =

Beispiel 7.2.
Die Konjugationsabbildung K : C —» C, K(z) = Z, ist eine Isometrie von C in sich selbst,
K ist Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstante a = 1.

Erinnerung: z = (z,y) = (2, —y), z € C. Mit Polarkoordinaten z = re'¥, r >0, p € R:

Z = rel? = re'? =re ¥,

Satz 7.1 (Lipschitz-Stetigkeit —=>  Stetigkeit).
Jede Lipschitz-stetige Funktion ist stetig auf ihrem Definitionsbereich.
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Der Beweis ist offenbar von den Definitionen der Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit.

Beispiel 7.3 (Lipschitz-Stetigkeit des Abstands zu einer Menge).
Sei @ # E < X. Definieren wir die Funktion distg : X — R durch distg(p) = in}fE dx(p,x).
xe

Der Abstand distg(-) zu E ist eine Lipschitz-stetige (und so stetige) Funktion auf X.
Aufgabe 7.1.

Finden Sie eine Lipschitz-Konstante fiir distg(-).

7.2 Operationen mit stetigen Funktionen.

Sei K = C oder K = R.

Satz 7.2.
Sei (V)| -|]) ein normierter Raum, z.B. V.= K™ mit m € N. Definieren wir

(a) A:V xV >V, Alu,w) =u+w;
(b)) M:KxV >V, A(a,u) = au.
(c) K : C" > C™, Kp:(21,-.y2m) = ZL,. -, Zm)-
Die Abbildungen A, M und K, sind stetig.
Beweis. (a) folgt aus der Dreieckungleichung.
(b) kann man &hnlich wie die Stetigkeit des Skalarprodukts beweisen.

(c) folgt, weil K(z) = Z eine Isometrie ist.

Bemerkung 7.1.

Eigentlich ist ICp, @ (21, .., 2m) ¥ (Z1,. .., Zm) ein isometrischer Isomorphismus vom me-
trischen Raum (C™, | - |,) in sich selbst fiir jedes p € [1, +00] (Aufgabe).

Achtung:

Ky, ist kein Isomorphismus im Sinne von Vektorrdumen tber C (kein Endomorphismus),

weil K (au) = @l (u) # alp(u) fir @ € C\R und u € C™\{0}.

Definition 7.2.
Sei M eine beliebige Menge. Sei V' ein Vektorraum iiber K (z.B., V' = K™). Dann ist die
Menge VM = Abb(M, V) aller Abbildungen f : M — V ein Vektorraum mit der folgenden

Linearstruktur:

(a) Fiir f,g € Abb(M,V) wird h = f + g € Abb(M, V) durch h(z) = f(x) + g(z), z € M,
definiert.

(b) Fir f : M -V, o € K wird ¢ = af € Abb(M,V) durch ¢g(z) = af(z), x € M,
definiert.

39



Sei E eine Teilmenge des metrischen Raums X. Sei (V, | -|) ein normierter Raum iiber
K (z.B., V.= K™ mit m € N).

Satz 7.3 (lineare Kombinationen von stetigen Funktionen sind stetig).

Die Menge C(E,V) aller stetigen Abbildungen f : E — V ist ein Untervektorraum des
Vektorraums aller Abbildungen Abb(E, V).

Das bedeutet: falls o, p € K und f,g € C(E,V) (das heifst, falls Funktionen f und g stetig
sind), gilt af + Bg e C(E,V) (das heifst, die Funktion af + g ist auch stetig).

Beweis. Funktionen F(z) = (f(x),g(z)) mit Werten im Produktvektorrdumen V x V
(oder K x V) sind genau dann stetig, wenn sie komponentenweise stetig sind.

Die Additionsoperation - + * von V' x V nach V und die Multiplikationsoperation mit
einem Skalar von K x V nach V sind stetig (Satz 7.2).

Eine Komposition von stetigen Abbildungen ist stetig (Satz 6.4). O

Satz 7.4 (Produkte von stetigen Funktionen sind stetig).
Seien o € C(E,K) und f € C(E,V). Dann ist die Funktion h = of, die durch h(x) =
a(x) f(x) definiert wird, auch stetig (das heifst, af € C(E,V)).

Satz 7.5 (Skalarprodukt von stetigen Funktionen ist stetig).

Sei (H,{-,*)) ein Innenproduktraum iber K. Seien f,g € Abb(E, H). Dann wird die Ab-
bildung h = {f,g), h: E - K, definiert durch h(zx) = {f(x),g(z)), v € E.

Falls f,g € C(E,H), ist h = {f,g) eine stetige Abbildung von E nach K, das heifst,
h e C(E,K).

Die Beweise sind ahnlich zum Beweis des Satzes 7.3.

Satz 7.6.

Sei fe C(E,V). Sei a« € C(E,K) und a(x) # 0 Vx € E. Dann:

(a) Die Funktion g(x) = ﬁ ist stetig, das heifst g € C(E,K).

(b) Die Funktion h(x) = ﬁf(x) ist stetig, das heifst h € C(E,V).

Beweis. Die Funktion z — 1/z ist stetig auf C\{0} (s. Math 1). Dann benutzen wir den
Satz iiber die Komposition von stetigen Funktionen. O

7.3 Stetige lineare Operatoren.

Seien V und W zwei Vektorraume iiber K.

Definition 7.3 (Erinnerung: lineare Operatoren).
Eine Abbildung A : V' — W heifit linearer Operator (Homomorphismus) falls

o A(auy + Bug) = aA(ur) + SA(u2) (= aAuy + fAug)

e Yuj,us € V und Vo, 8 € K.
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Seien (V.| - |v) und (W, | - |w) zwei normierte Réume iiber K.

Definition 7.4 (beschrinkte Funktionen und lineare Operatoren).(a) Eine Funktion f :
E — 'Y heifit beschrinkt, wenn ihre Bild f(F) beschrinkt ist.
Eine Funktion f heift beschrankt auf M < E, wenn f(M) beschrénkt ist.

(b) Ein linearer Operator A : V. — W heifit beschriankt, wenn A auf der FEinheitskugel
K1(0) € V beschrinkt ist.

Bemerkung 7.2.
Ein linearer Operator kann beschrinkt sein (als ein linearer Operator), und gleichzeitig
unbeschrinkt als eine Funktion. (Eigentlich passiert das fast immer).

Sei der normierte Vektorraum V' zusétzlich nicht trivial (das heifit, V' # {0}).

Beispiel 7.4. (a) Betrachten wir den Null-Operator 0 = Oy, : V —» W, Oy ,w(u) =
Ow VYu € V. Der Operator A = Oy _,i ist beschrankt als Operator und als eine
Funktion, A(V) = {Ow} = A(K1(0y)).

(b) Sei B :V — W ein beschrinkter linearer Operator, so dass B # Oy _y. Dann ist B

unbeschrankt als eine Funktion von V nach W.

In der Tat, 3u € V, so dass Bu = w # Ow. Dann B(V) 2 {oaw : «a € K}. Die
Menge {aw : « € K} ist unbeschrankt. = B(V) ist unbeschrinkt. = B ist
unbeschrankt als eine Funktion.

Satz 7.7 (Raum der beschrénkten linearen Operatoren).
Die Menge IL(V, W) aller beschrdinkten linearen Operatoren A :' V. — W ist ein Vektorraum
mat der natirlichen Vektorraumstruktur

(aA + BB)(u) = «Au + SBu, o, € K;

L(V,W) ist ein normierter Raum mit der Norm

[Al:= sup [Aulw-.

Jullv <1

Ein linearer Operator A : V' — W ist genau dann beschrinkt, wenn |A|| < +oc0.

Satz 7.8 (dquivalente Formen der Norm in L(V, W)).

Aullw
|A| = sup |Au|w = sup |Au|w = sup |Aullw = su | A .
Julv<1 luly <1 Jully=1 wroy  ulv
Beispiel 7.5 (Einheitsoperator).
Sei V=W (2.B., V =W = K™). Betrachten wir den Finheitsoperator I = Iy, : V — V|

- — Hulv _ lulv —
Iu=wu VYueV.Dann |I|= sup . = Sup s = 1
u#0y, u#0y
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Theorem 7.1 (fiir lineare Operatoren ist beschrinkt <&  stetig).
Die folgenden Aussagen fiir einen linearen Operator A : V — W sind dquivalent:

(a) A ist beschrankt.
(b) A ist stetig (auf V).
(c) A ist stetig in einem Punkt ue V.

(d) A ist stetig im Nullvektor u = Oy .

Also kann man den Raum L(V, W) der beschrénkten linearen Operatoren von V' nach
W dquivalent auch den Raum L(V, W) der stetigen linearen Operatoren von V nach W
nennen.

Sei n,m € N.

Theorem 7.2.(a) Jeder linearer Operator A : K™ — K" ist stetig (und damit beschrdnkt).

(b) Sei V' endlichdimensional. Dann ist jeder linearer Operator A : V. — W beschrdinkt
(und damit stetig).

Betrachten wir den Fall, dass W = K eindimensional ist.

Definition 7.5 (Linearform).
Ein linearer Operator L : V — K heifit Linearform.

Beispiel 7.6.

Sei V=K"= {z = (z1,...,2m) : ©j €K Vj}. Sei ke {1,2,...,m}. Betrachten wir die
k-te Koordinatenfunktion/Projektion pry(z) = xj. Die Funktion prj, : K™ — K ist eine
Linearform, stetig und beschrankt.

7.4 Polynome mehrerer Variablen.
Sei V=K"={z = (21,...,2m) : zj €K Vj}. SeiceK. Sei ke {1,2,...,m}.

Beispiel 7.7 (verschiedene Monome).
Die folgenden Funktionen f : K™ — K sind stetig:

(a) f(z1,...,2m) =c VreK™ (konstante Funktion);

(b) f(z1,...,om) = cxg, (das heifit, f = cpr; ist eine Linearform);

(C) f(xla s 7xm) = CX1T3;

(d) f(z1,...,7m) = cx3zom3;

Definition 7.6 (Monom).

Generell heiit f(z1,...,2m) = Z™ 1= Cny no,.mn @1 T2 -+ -z mit nj € Ng = Nu
{0} Vy, f:K™— K, Monom.

Hier heifit n = (n1,n2, ..., ny) Multiindex. Die Konstante ¢, = ¢y, no,....n. € K heifit ein

Koeffizient. Falls ¢, # 0, heiBt die Summe der Exponenten |[n|; = >77" n; der Grad des
Monoms.
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Bemerkung 7.3.
Falls ¢, = 0, kann man c,z" als 0070’...’0$(1)£L'8 ... l’?n schreiben mit ¢y, 0 = 0. Ein solches

Monom ist eine Konstante und hat definitionsgeméafl Grad 0.
Sei N € No.

Definition 7.7 (Polynom).
Eine Summe von Monomen
P(z) = 2 cpr”, P: K™ - K,
Inl<N
heifit Polynom.
Der Grad vom Polynom P ist deg P = max{|n|; : ¢, # 0}, andere Bezeichnung deg P =
Grad P.

Satz 7.9.
Jedes Polynom ist stetig.

7.5 Operationen mit Grenzwerten der Funktionen.

Sei E eine Teilmenge des metrischen Raums X. Sei p € E’.

Satz 7.10.
Seien f,g e Abb(E,C), so dass

lim f(z) = a € C und lim g(z) =be C.

Dann:
(a) lim,_,,(f +g)(z) =a+0b;
(b) limgp(fg)(x) = ab;

(¢) Falls zusdtzlich b # 0 und p ein Haufungspunkt von g~1(C\{0}) = {x € E : g(z) # 0}
ist, dann

lim ()(@) = 3

Satz 7.11.

Sei (V,| - |) ein normierter Raum iber K (2.B., V.= K™ mit m € N). Seien f,g €
Abb(E,V), a € Abb(E,K), so dass lim,—,, f(z) = v € V, limy,pg(z) = w € V,
lim,_,, a(x) = a € K. Dann:

(a) limg—p(f + 9)(z) = u +w;

(b) limg,,(af)(x) = au;

(c) Falls zusitzlich a # 0 und p ein Hiufungspunkt von o 1(C\{0}) = {x € E : a(z) # 0}

ist, dann
1 1
lim (—f)(z) = —u.

T—p Y a

(d) Wenn (V,{:,*x)) ein Innenproduktraum ist, gilt lim,_,,{f, g) = {u,w).
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7.6 Links-/rechtsseitige Grenzwerte und
obere/untere Grenzwerte von Funktionen

Sei (Y, dy) ein metrischer Raume.

Definition 7.8 (Links-/rechtsseitige Grenzwerte).
Seienae R, M S Rund f: M —>Y.

(a) Falls a ein Hiufungspunkt von M, := M n(—0o0, a) ist, definieren wir lim,_,,_¢ f(z) :=
limz_,a f|Ma7 .
Andere Bezeichnungen sind f(a—0) = limg—q— f(x) = lim,_,,~ f(z) = limy—q—0 f(x).

(b) Falls a ein Haufungspunkt von M, := M n(a, +0) ist, definieren wir lim, 440 f(z) :=

limg—q fla,, s
Andere Bezeichnungen sind f(a+0) = limy o1 f(x) = lim,_,,+ f(z) = limy_q+0 f(x).

Sei (X, dx) ein metrischer Raum. Sei F < X.

Definition 7.9.
Seipe E'.Sei f: E — R.

(a) liminf,_,, f(x) := 625&0 %ELHI{;(;(}?) f(x);

b) limsup,_,, f(x) := lim sup  f(x).
(b) PI= i, s )

Erinnerung: K3 (p) = K5(p)\{p} = {r € X : 0 < dx(x,p) < 6}.

Aufgabe 7.2.

(a) Formulieren Sie die Def. 7.9 in Anlehnung an die Folgenstetigkeit um.

(b) Formulieren Sie fiir Folgen {x,}nen die Definitionen von liminf x,, und limsup z, in
Anlehnung an Def. 7.9 um.

8 Stetigkeit und Kompaktheit

8.1 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen.

Theorem 8.1 (Erinnerung: 1-dim. Satz vom Minimum & Maximum).
Sei f : [a,b] — R stetig, wobei [a,b] € R mit a < b. Sei m := infyeq ) f(x) und M :=
SUPgefq,5) (7). Dann:

(a) —0 <m< M < 4w ;
(b) IZmin, Tmax € [a,0], so dass f(xmin) = m und f(zmax) = M.

Das bedeutet, die Funktion f nimmt ihr Minimum m und ihr Mazimum M an.
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Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rédume. Sei £ € X.

Theorem 8.2.
Sei E eine kompakte Teilmenge von X . Sei f : E — 'Y stetig. Dann ist f(E) eine kompakte
Teilmenge von Y .

Beweis. Betrachten wir (E, dx) als induzierter metrischer Raum und benutzen wir topo-
logische Stetigkeit. Sei {Uq}aea eine offene Uberdeckung von f(E). Dann ist {f~(Us)}aea
eine offene Uberdeckung von E im Sinne von (E, dy). Da E kompakt in X ist, ist (E,dx)
ein kompakter metrischer Raum. => 3 endliche Teiliiberdeckung {f(U,) 7_1.neN,
von . = {Uaj };.L:l ist eine endliche Teilitberdeckung der Uberdeckung {Us }aea von

F(E). O

Aufgabe 8.1.
Geben Sie den Beweis des Thm. 8.2 durch Folgenkompaktheit/-stetigkeit.

Korollar 8.1.
Sei E eine kompakte Teilmenge von X. Sei f: E — Y stetig. Dann:

(a) f(E) ist abgeschlossen und beschrinkt.
(b) Die Funktion f ist beschrinkt.

Errinerung. Eine Funktion f : F — Y heifit beschrinkt, wenn ihr Bild f(E) =
{f(z) : z € E} beschrénkt ist.

Sei m e N.

Korollar 8.2 (mehrdimensionaler Satz vom Minimum & Maximum).
Sei E kompakt (2.B., E < K™ abgeschlossen und beschrinkt). Sei f : E — R stetig. Sei
m = infyep f(x) und M := sup,ep f(z). Dann:

(a) —0 <m < M < 40w ;
(b) IZmin, Tmax € E, so dass f(xmin) = m und f(Tmax) = M.

Das bedeutet, dass jede stetige reellwertige Funktion f ihr globales Minimum m und ihr
globales Maximum M auf kompakten Mengen annimmd.

Beweis. f(E) ist kompakt. = f(F) ist beschrinkt und abgeschlossen. = —o0 <
m < M < + und {m,M} € f(E), wobei m := inf,ep f(z) und M := sup,.p f(x).
=  JZmin € fﬁl(m) und dzpax € fﬁl(M)- O
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8.2 Spektralsatz fiir selbstadjungierte Matrizen (Hauptachsentransfor-
mation)

Sei m,n € N. Sei K"*™ = Mat (m x n, K) die Menge aller m x n-Matrizen A = (aak)iﬁégz
mit Eintrdgen a;; € K.

Dann ist K™*™ ein Vektorraum iiber K mit der gewonlichen Addition und der Multipli-
kation mit Skalaren v € K,

A+ B = (aj,k + bj7k)1<k<n ’}/A = (’yaj7k)1<k<n A, B e K™*™,

1<j<m? 1<j<m’
Sei jetzt n = m € N.

Definition 8.1 (Adjungierte und selbstadjungierte quadratische Matrizen).
Fine quadratische Matrix B = (bj,k)?,k-:l e C™*™ heifit adjungierte Matriz von A € C™*"
falls

(Ax,y) = {x, By) Vr,ye C"?

(mit (-, x) = (-, *)cn). In diesem Fall schreibt man B = A*, und das ist dquivalent mit
(adjungierte = transponiert-konjugierte).

A= (%’Jf)?k:l e C™*™ heifit selbstadjungierte Matriz falls A = A*, das heifit, falls
ajk = @VJ, k.

Beispiel 8.1.
Sei A = (a;k)}p—1 € C"*" eine selbstadjungierte Matriz.
Betrachten wir die entsprechende quadratische Form Vz € C™:

al ... ain T n
ga(z) ={(Az,x) = (1, ..., Tp) | ... ... ... = a; K TRT;-
pi ... GQpn Tn Jk=1

Die quadratische Form ¢4 : C* — R ist stetig, denn die Stetigkeit folgt aus der
Stetigkeit der Komposition von stetigen Funktionen.

Zeigen wir, dass qa(z) € RVz € C™.
Da A = A*, gilt Vo € C™

qga(z) = (Azx,x) = (x, A%y = (&, Ax) = (Axz,x) = qa(z) = qa(z)€eR.

Betrachten wir g4 auf der kompakten Kugel F = K;(0) = {x € C" : |z| < 1}. Wegen des
Satzes vom Minimum & Maximum gibt es Zmin, Tmax € K1(0), so dass ga(xmin) = m =
min\x|<1 QA(x)v QA(xmax) =M= maxX|z|<1 QA(x)~

Wie kénnen wir m und M finden?
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Bemerkung 8.1.

Es ist einfach zu sehen, dass man solche globalen Extrema xp,i, und zpax auf K7(0) und
sogar auf 0K1(0) = {x € C" : |z| = 1} finden kann.

Theorem 8.3 (Spektralsatz/Hauptachsentransformation).
Sei A = (aj,k)?,kﬂ e C™*" selfstadjungiert. Dann gibt es eine Orthonormalbasis {uk}};:1
des Raums C", so dass

(a) AuF = M\ou®  VE, das heift, u* sind Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten Ay,

(b) \p € R Yk, und {\} ist die Menge aller Eigenwerte von A mit den entsprechenden
Vielfachheiten.

Bemerkung 8.2.
Man kann {uf}?_, in solcher Weise umordnen, dass

AL S <K A,
Im Folgenden, nehmen wir an, dass A1 < Ao < --- < Ay,

Bemerkung 8.3 (Hauptachsen fiir symmetrische A € R"*" Math 1).

Falls alle aj; € R, ist A = A" dquivalent mit ajr = ax; Vj, k. Das heiit, A € R"*"
stellt in (C", (-, *)) genau dann einen selbstadjungierten linearen Operator dar, wenn A
symmetrisch ist.

In diesem Fall sind fiir jeden Eigenvektor u* = (uf, uk, ... uF)T zum )\;, auch o* =
(Re(u¥), Re(ub), ..., Re(uf)T und w* = (Im(u¥),Im(ub), ..., Im(uk))T Eigenvektoren
von A zum Ay, (das folgt aus Ay, € R und a;, € R Vj, k).

Man kann zeigen, dass man in diesem Fall eine Orthonormalbasis {u*}?_, der Eigenvekto-

ren auf solche Weise wahlen kann, dass uf eR Vy,k (fir alle Koordinaten der Vektoren
k

Satz 8.1.
Sei A = (ach);‘k:l e C™"*™ selbstadjungiert. Seien A1 < Ay < -+ < A, die Eigenwerte von
A und sei {uk}Z:1 die entsprechende Orthonormalbasis der Eigenvektoren. Betrachten wir

qa(z) = (Az, x)cn als eine R-wertige Funktion auf K1(0) = {z € C" : |z| < 1}. Dann:
(a) m =minp, <1 qa(x) = A1, M = max ;<1 qa(x) = An;

(b) u' und u" sind globale Minimum- bzw. Mazimum-Stellen von qA|m, das heifst,
ga(u') = A1 und ga(u™) = \p.

Beweis. Jedes x € K1(0) hat eine Darstellung
n .
xr = Z c;u’

j=1
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in der Basis {u/}7_; mit >} |¢;|* = |z|* < 1. Daher

qga(x) = <A(Z cjuj), Z cjuj> = <2 ch(uj), Z cjuj> = <2 cj)\juj, 2 cjuj> = Z /\j|cj|2.
j=1 j=1 j=1 j=1 Jj=1 Jj=1

j=1

Also, A\ = M 2T lej? < qa(z) < A\, pI |c|? = A\Vz € K1(0).

Zeigen wir, dass ¢ A|m wirklich die Werte A\; und \,, annimmt.
Das folgt aus ga(u’) = (Auw /) = \jud ,w) = N ) = Ay
Also ist u! eine Minimumstelle von QA|W und u" ist eine Maximumstelle von qA|m.
(Sind sie die einzigen Extremstellen?) O

Sei (X, dx) ein metrischer Raum. Sei

dist(E, M) = ing dx(z,y)
yer
der Abstand zwischen den Mengen £, M < X.
Falls E = {z} schreiben wir dist(z, M) = dist({z}, M) = distps(x).

Satz 8.2.(a) Der Abstand von einem p € X zu einer kompakten Menge K < X wird
angenommen, das heifit, v € K mit dx (x,p) = dist(p, K).

(b) Sei X = K™. Dann wird der Abstand von beliebigen p € K™ und einer abgeschlossenen
Menge E € K™ angenommen.

(c) Seien E, K < K™, so dass E # @ # K und En K = @. Falls K kompakt ist und E
abgeschlossen ist, gilt dist(K, E) > 0.

Der Beweis folgt aus dem Satz von Minimum und Maximum und der Folgenkompakt-
heit (Aufgabe).

9 Stetige Funktionen auf wegzusammenhingenden und zu-
sammenhingenden Mengen.

9.1 Wegzusammenhingende Mengen und stetige Funktionen

Theorem 9.1 (Zwischenwertsatz von Bolzano).

Sei I € R ein Intervall. Sei f : I — R stetig. Dann ist f(I) ein Intervall. Im Besonderen,
falls f(x1) < y < f(x2) fiir manche x1,x9 € I, dann besitzt die Gleichung f(x) = y
mindestens eine Losung x € I.

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rédume. Sei £ € X.
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Definition 9.1 (Wege).

Sei —o0 < a < b < +0o0. Jede stetige Funktion w € C([a, b], X) heit Weg (in X). Dieser
Weg hat den Anfangspunkt w(a) und den Endpunkt w(b). Die Spur Spur(w) = w([a,b]) =
{w(t) : tela,b]} des Weges w ist definitionsgemiB sein Bild (somit ist die Spur(w) eine
Teilmenge von Y).

Der Anfangspunkt w(a) und der Endpunkt w(b) werden zusammen Endpunkte des
Weges w genannt.

Definition 9.2 (wegzusammenhingende Mengen).
Eine Menge E heifit wegzusammenhdingend, falls es zu jedem Paar x,y € E ein Weg
w : [a,b] > E gibt mit 2 = w(a) und y = w(b). (In diesem Fall Spur(w) € E.)

Sei V ein normierter Raum.

Beispiel 9.1.
Jede Spur eines Weges ist wegzusammenhingend. Eine einpunktige Menge ist wegzusam-
menhéingend. (Formell ist @ auch wegzusammenhéngend).

Beispiel 9.2 (eine Strecke im abstrakten normierten Raum).
Seien u,v € V. Die Strecke [u,v] = {(1 —t)u+tv :te[0,1]} = V ist die Spur des Weges
w:[0,1] >V, w(t) = (1—t)u+tv, t € [0,1]. Die Strecke [u, v] ist wegzusammenhéngend.

Definition 9.3 (konvexe Mengen).
Eine Menge M < V heifit konvexz, falls fiir jede Strecke [u,v] = {(1 —t)u +tv :t € [0,1]}
mit Endpunkten u,v € M gilt

[u,v] € M.

Die letzte Bemerkung und Definition implizieren den folgenden Satz.

Satz 9.1 (konvex = wegzusammenhéngend).
Jede konvexe Teilmenge M eines normierten Raums ist wegzusammenhdngend.

Beispiel 9.3.
Seime Nund m = 2. Sei z € K™.

(a) Die Mengen K, (x) und K,(x) sind konvex, und somit wegzusammenhéngend.
(b) Die Menge 0K, (x) ist nicht konvex, aber wegzusammenhéngend.

Theorem 9.2.
Sei E € X wegzusammenhingend und sei f : E — 'Y stetig. Dann ist f(F) wegzusanm-
menhdngend.

Beispiel 9.4.
SeimeNundm=>=2.Seize K" =V.

(a) Die Mengen K,(x) und K,(x) sind konvex, und so wegzusammenhéngend.
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(b) Die Menge 0K, (x) ist nicht konvex, aber wegzusammenhéngend.
Was passiert, wenn m = 17

Satz 9.2 (1-dim. konvexe/wegzusammenhéngende Mengen).
Sei E € R. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) E ist ein Intervall.
(b) E ist konvez.
(c) E ist wegzusammenhdngend.

Beispiel 9.5.
Seim=1und V = K™ = K.

(a) Sei K = R. Dann ist K,(z) c V das Intervall (x —r, x +r). Alle Intervalle sind konvex
und wegzusammenhéngend. Betrachten wir in R den Rand 0K, (z) = {x —r,z +r}.
Die zweipunktige Menge {x —r, z +r} ist nicht konvex (wegen der Def. der konvexen
Menge), {x — 7,z + r} ist nicht wegzusammenhdingend (z.B., wegen Thm. 9.3).

(b) Seim =1 und K= C. Dann ist in V = C 0K;(0) = {z € C : |z| = 1} isometrisch
isomorph mit S < R2. 0K1(0) = {w(t) : t € [0,27]} ist die Spur des Weges w(t) =
elt, t € [0,27] und somit wegzusammenhiingend. Aber {z € C : |z| = 1} ist nicht

konvex.

3-dim. Kugelkoordinaten/Polarkoordinaten
Betrachten wir die stetige Abbildung

F3 : [07 +OO) X (_7T7 —7T] X [O,TI’] - Rsv F3 : (T7 2 9) = ($1,$2,$3),

x1 = rcos(p) sin(f), xo = rsin(p) sin(f), xs = rcos(f).

Der Winkel ¢ € (—7, —] heifit Azimutwinkel, 6 € [0, 7] heiit Polarwinkel. Eine graphische
Darstellung sieht man in Abbildung 1.

F3 ist surjektiv, aber nicht injektiv. Die Einschréinkung von F3 auf (0, +o0) x (—m, —7] X
(0, 7) ist injektiv und hat das Bild R*\{z € R® : x1 = x5 = 0}.

Beispiel 9.6.
Eine 2-dim. Sphire 0K,(p) < R? ist wegzusammenhingend, denn die 2-dim. Einheits-
sphire S% = 0K1(0)  R? ist das Bild von P = {1} x (-7, —7] x [0, 7] unter Fj.

Das Rechteck P ist konvex und somit wegzusammenhéngend. Es ist 6K7(0) = F3(P)

wegzusammenhingend wegen Th. 9.5. 0K, (p) ist das Bild von ¢K7(0) unter der stetigen
Abbildung z +— rz + p, und somit ist K, (p) wegzusammenhingend.
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Abbildung 1: 3-dimensionale Polarkoordinaten

m-dim. Kugelkoordinaten
Sei m € N, m = 3. Betrachten wir die stetige Abbildung
Fp i [0, +0) x (=7, —7] x [0,7]™72 5 R™, (r,0,01,...,0m 2) = &= (T1,...,Zm),
r=0,¢€(—m—n|,0;€(0,7], j=1,...,m—2,
x1 = rcos(yp) sin(f) sin(fs) . . . sin(0,,—2),
x9 = rsin(y) sin(61) sin(hs) . . . sin(0p,—2),
xr3 = rcos(61) sin(fz) . . . sin(fp,—2),

T4 = rcos(f2) . ..sin(0,,-2),

T = 17 COS(Op—2).

Aufgabe 9.1.
Beweisen Sie, dass jede (m-1)-dim. Sphdire 0K, (p) € R™ wegzusammenhingend ist.

Satz 9.2 und Theorem 9.5 implizieren den folgenden mehrdimensionalen Zwischen-
wertsatz.

Theorem 9.3 (mehrdimensionaler Zwischenwertsatz).
Sei E € X wegzusammenhdingend und sei f : E — R stetig. Dann:

(a) f(E) ist ein Intervall.

(b) Wenn es x1,x2 € E gibt, so dass, f(x1) <y < f(x2) fir ein y € R, dann hat die
Gleichung f(x) =y mindestens eine Losung x € E.

Beispiel 9.7.
Finden Sie die Werte des Parameters a > 0, so dass das Gleichungsysteme

|x1|* + |x2|® — |z3]|Y + T129 + 2123 + 2223 = 0, ZL'% + :U% + xg =1
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eine Losung x = (21, 72, 23) € R? hat.

Losung. Die Funktion f,(z) = |z1]|* + |x2|® — |23]|* + z129 + 2123 + 223 ist stetig
auf R3 fiir jedes o > 0. Die Menge S? = {2? + 23 + 22 = 1} ist wegzusammenhiingend.
Weil f,(1,0,0) = 1 und f,(0,0,1) = —1Va > 0, hat die Gleichung |z1|* + |z2|* — |z3|* +
2102 + 123 + Tow3 = 0 mindestens eine Losung x € S? fiir alle o > 0.

9.2 Zusammenhingende Mengen.

Definition 9.4 (zusammenhingende Rdumen und Mengen).(a) Ein metrischer Raum (X, dx)
heifft zusammenhéngend, wenn X nicht als eine Vereinigung von zwei offenen nichtlee-
ren disjunkten Teilmengen dargestellt werden kann. Das bedeutet, (X, dx) ist genau
dann nicht zusammenhdngend, wenn 1 offene A, B c X,sodass X = AuB, AnB =9
und A # @ # B.

(b) Eine Teilmenge E eines metrisches Raums (Y, dy') heiit zusammenhéngend, wenn der
induzierte metrische Raum (F, dy) zusammenhingend ist.

Der Abstand (oder genereller, die Topologie) spielt eine wesentliche Rolle fiir die De-
finitionen von zusammenhéngenden und wegzusammenhidngenden Mengen.

Beispiel 9.8 (Beispiel mit pathologischem metrischen Raum). (a) Die Menge [0,1] ist
im (R, dy) zusammenhingend und wegzusammenhéngend. Hier do(x,y) = |z — y|.

(b) Betrachten wir (R, dgisc) mit der diskrete Metrik (Abstand)

1, T £y

ddisc($7y) = {

0, ‘%‘:y.

Im (R, dgjsc) ist [0, 1] nicht zusammenhéngend, denn im (R, dgjsc) sind {0} und (0, 1]
offene nichtleere disjunkte Menge, und [0, 1] = {0} u (0, 1].

Aufgabe 9.2.
Im (R, dgisc) st |0, 1] auch nicht wegzusammenhdingend.
Hinweis: beschreiben Sie alle Wege im (R, dgisc)-

Beispiel 9.9.
Die Menge E = [0,1] u [2,3] ist im (R, d2) nicht zusammenhéngend, denn im induzierten
Raum (F,d2) sind [0, 1] und [2, 3] offene nichtleere disjunkte Menge.

Die Menge E = [0,1] u [2,3] ist im (R, d2) auch nicht wegzusammenhéngend.

Bemerkung 9.1.
Die Begriffe “zusammenhéngende Menge” und “wegzusammenhéngende Menge” sind ver-
bunden aber nicht dquivalent.

Satz 9.3.

Jede wegzusammenhdngende Menge ist zusammenhdngend.
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Beispiel 9.10 (zusammenhiingend =&  wegzusammenhéingend).
Betrachten wir die Sinus-Kurve Tyn < R2 der Topologlnnen: Ty, = {(:E,sin%) : x €

(0, 1)} v {(0,0)}-

Die Menge Ty, ist zusammenhéngend, aber nicht wegzusammenhéingend.

Beispiel 9.11.
Die Menge @ aller rationaler Zahlen ist nicht zusammenhéngend (und so nicht wegzusam-
menhéngend) in (R, |- |).

Sei (V,| - |) ein normierter Raum.

Theorem 9.4.
Eine offene Menge E C 'V ist genau dann wegzusammenhdngend, wenn E zusammenhdngend
15t.

Definition 9.5.(a) Ein Weg w : [a,b] — V heiit (stetiger) Streckenzug, falls es eine
Zerlegung Z :a =ty <ty <---<t, =bgibt,sodassV j=0,...,n
w((1 —s)t; + stjp1) = (1 — s)w(tj) + sw(tjy1), se]0,1]. (9.1)
(b) Wir sagen, dass ein Streckenzug w ein Streckenzug in F € V ist, falls Spur(w) € E.
(c) Die Lénge L(w) des Streckenzuges w ist definitionsgemaf L(w) := 3, [w(t;) —
w(tj-1)|-
Theorem 9.5.

Sei EE € V eine offene, nichtleere und zusammenhdngende Menge. Dann lassen sich je
zwei Punkte x,y € E durch einen Streckenzug in E verbinden.

Dieses Theorem zusammen mit dem Satz 9.3 = Theorem 9.4.

10 Das mehrfache Riemann-Integral auf Zellen.

10.1 Die n-Zellen und ihre Zerlegungen.

Definition 10.1 (kompakte & offene Zellen und ihr Inhalt).(a) Eine kompakte n-Zelle Z c
R™ ist ein Mengenprodukt Z = I x- - - x I;, von n kompakten Intervallen I; = [a;, b;]
R mit a; < bj. Das bedeutet, Z = {(x1,...,2,) €R" : a; <z; <bj, j=1,...,n}.

(b) Eine offene n-Zelle Z < R™ ist ein Mengenprodukt Z = I x --- x I, von n offenen
Intervallen I; = (a;,b;) € R mit a; < b; (hier Z = @ ist moglich).
(c) In beiden Fillen (a) und (b) wird der (n-dim.) Inhalt |Z| = v,(Z) von Z als

n

2] = [ [(b; — a5) (10.1)

J=1

definiert. Der n-dim. Inhalt |Z| = v,(Z) wird auch als n-dim. Volumen oder n-dim.
Jordan-Maf$ bezeichnet.
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Bemerkung 10.1 (z.B., s. [H2] Hildebrandt, Analysis 2).(a) Eine 1-Zelle I ist ein be-
schrianktes Intervall [a,b], [a,b), (a,b], oder (a,b). In diesem Fall ist der I-dim. Inhalt
(das 1-dim. Jordan-MaB}) |I| = v1(I) = b — a die Linge von I.

(b) Dann kénnen wir v,,(Z) in Def.10.1 als v,(Z) = [[}_; |I;| schreiben.

(¢) Eine n-Zelle/n-Quader/n-Intervall Z < R™ ist ein Mengenprodukt Z = I; x --- x I,
von n beschrinkten 1-dim. Intervallen. In diesem allgemeinen Fall gilt die Formel
vn(Z) = [1;_; |1;| auch.

(d) Fiir eine kompakte n-Zelle Z ist Z° eine offene n-Zelle und |Z| = |Z°|. In diesem
Fall ist die kompakte Menge E = Z\Z° eine Vereinigung von endlich vielen n-Zellen

zUl = 7l mit |ZUl| = 0, und E ist ein nichttriviales Beispiel der Menge mit dem
Inhalt Null.

Sei Z = I} x -+ x I, eine kompakte n-Zelle wie in Def.10.1 (a). Sei ¢tV : a; <
10 < 1,1 < +++ < T, = by eine Zerlegung von Iy = [ay,b1] mit der Feinheit Ag(l) =
lmai (1,5 — x1,5—1). Sei §(2) tay < 220 < T2 < -or < Ty, = by eine Zerlegung von
<g<k
Iy = [ag, b2], mit der Feinheit AC(Q) = max (x2; — 2j—1) und so weiter ...

1<j<ks ’

Das bedeutet, ¢@) : aj < xjo < xj1 < -+ < xjg, = b; ist eine Zerlegung von

I; = |a;,b;|, mit der Feinheit A,y = max (x;¢p —z;9_1), 7 =1,...,n.
;= la, bj] ¢ 1<£<kj( gL 0-1)s J
Als o = (a1, ..., ap) bezeichnen wir einen Multiinder mit 1 < a; <kj, j=1,...,n,

und als A die Familie aller solcher Multiindices.
Sei [jo; = { Tja;—1 € Tj < Tja,} das aj-te Intervall der Zerlegung ¢,
Fiir jeden Multiindex « € A betrachten wir die n-Zelle

Zo =Ty X I2ay X+ X Ipg,.

Definition 10.2 (n-Zerlegung und ihre Feinheit).(a) Man sagt, dass soeben beschriebe-
ner Prozess eine n-Zerlegung ¢ = ¢ x -+ x (™ der kompakten n-Zelle Z in Teilzellen
Za, a € A liefert.

(b) Die Feinheit der n-Zerlegung ( ist
AC = maX{AC(l), ce 7A((")}'

Satz 10.1 (Additivitét des Inhalts im einfachsten Fall).
Fiir eine n-Zerlegung von Z in Teilzellen Zy, gilt |Z| = Y ep | Zal-

10.2 Das mehrfache Riemann-Integral auf Zellen.

Sei V ein normierter Raum iiber K.

Satz 10.2 (normierter Raum der beschrénkten Funktionen).
Sei 2 # & eine abstrakte Menge.
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(a) Die Menge B(E,V') aller beschrinkten Funktionen f : E — V ist ein Untervektorraum
des Vektorraums Abb(E, V') aller Abbildungen von X nach V.

(b) B(E,V) ist ein normierter Raum mit der Norm | f|p = sup,eg || f(z)|v-

Bemerkung 10.2.
Im Fall V' = R bezeichnen wir B(E) := B(E,R). Wir arbeiten meistens mit dem Raum
B(E,K™), wobei m € N und E € R™.

Sei Z eine kompakte n-Zelle. Sei f : Z — K™.

Definition 10.3 (Riemann-Zwischensumme).
Wiéhlen wir aus jeder Teilzelle Z,, der n-Zerlegung ¢ einen Zwischenpunkt &, € Z,, so wird

Sc = Scelf) = D f(€a)lZal

a€ch

eine (Riemann)-Zwischensumme genannt. (Ihr Wert S¢ ¢(f) héngt von der Auswahl der
Familie § = {{a}aen der Zwischenpunkte ab.)

Definition 10.4 (Riemann-Summendefinition).
Sei f € B(Z,K™) eine beschrénkte Funktion.

(a) Die Funktion f heifit Riemann-Integrierbar, wenn ein Vektor w = Zg;(f) € K™ mit
der folgenden Eigenschaft existiert:
Fiir jede Folge {(x}5., von Zerlegungen von Z mit limy_, A¢, = 0 (und beliebige
entsprechende Riemann-Zwischensummen S¢, ) gilt

S¢, = Iri(f) wenn k — co.

(b) In diesem Fall, nennt man den Vektor w = Zg;(f) € K™ das Riemann-Integral von f
auf Z und benutzt auch die folgenden Bezeichnungen:

Fens() = | f)dvua) = | £ = | fapde = |
- L f(2)daidas ... dz, = JZ Fav.

Warum fordern wir f € B(Z,K™) in der Riemann-Summendefinition?

Beispiel 10.1.(a) Sei f € C(Z,K™). Dann ist f auf der kompakten n-Zelle Z Riemann-
Integrierbar. (Wie kénnten wir solches §, fdv, berechnen?)

(b) Sei m = 1. Sei Z1 € Z eine n-Zelle und sei

1, =ze Z[l],

die charakteristische Funktion von Z[. Dann ist Xz auf Z Riemann-Integrierbar
und SZ Xz (x)dvy, = |Z[1]|.
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Was passiert, wenn ZI ¢ 27

Definition 10.5.
Die charakteristische Funktion/Indikatorfunktion einer Menge £ € V ist

(z) = 1, =zek,
XEVE=00, zeV\E

10.3 Vektorraum der Riemann-Integrierbaren Funktionen

Satz 10.3 (Vektorraum der Riemann-Integrierbaren Funktionen).(a) Die Menge R(Z,K™)
aller Riemann-Integrierbaren Funktionen f : Z — K™ ist ein abgeschlossener Unter-
raum des normierten Raum (B(Z,K™),| - |B) der beschrinkten Funktionen.

(b) Das Riemann-Integral Ig; : R(Z,K™) — K™ ist ein stetiger linearer Operator.

Im Besonderen, §, (af(z)+8g(x))dv, = af, f(x)dv,+8§, g(x)dv,, Vf, g € R(Z,K™), Vo, B €
K.
Fiir n-Zellen Z!1! und Z!2!

J ax 2 (x)do,(z) = a J X zi21 (z)dvy, = alzM A~ 712,
zI1] AR
Im Fall a = 0, SZ O0dv,, = 0.

Bemerkung 10.3 (Theorem iiber gleichméfige Konvergenz).
Die Konvergenz beziiglich ||f|p = sup,ey | f(z)] ist die gleichmiBige Konvergenz mit der
Bezeichnung fr 3 f auf Z wenn k — 0. Das heifit, fr 3 f <  lim, o Sup,ey |f(x)—

fal(z)| =0.
Die Abgeschlossenheit von R(Z,K™) und die Stetigkeit von Zg; in Satz 10.3 bedeuten die
folgende Aussage:
Falls { f}ken € R(Z,K™) und f, 3 f, gilt f € R(Z,K™) und § fdv, = klim § fndoy,.
Z vz

Definition 10.6 (Treppenfunktion).
Eine Treppenfunktion f : R™ — R ist definitionsgeméf eine Liniearkombination

k
f = Z OdeZ[j] (10.2)
j=1
von charakteristischen Funktionen x ,;; von k < 00 n-Zellen Z ] mit Koeffizienten aj € R,
j=1,...,k

Aus der Definition folgt, dass jede Treppenfunktion in B(R™,R) ist.
Aus Beispiel 10.1 und Satz 10.3 folgt der folgende Satz.

Satz 10.4.
Sei eine Treppenfunktion f wie in (10.2) dargestellt. Dann:
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(a) Es gibt eine kompakte n-Zelle Z, so dass Z > U;?:l zll,

(b) Friir jede solche kompakte n-Zelle Z gilt
k

ffdvn = 3 oyl 21,
7

J=1

Theorem 10.1.
Sei f e C(Z,R). Dann:
(a) Es gibt eine Folge {fr} von Treppenfunktionen, so dass fr 3 f auf Z, das heift,
If— kaB(Z,R) = Sup,ey | f(z) — fu(x)]| = 0, wenn k — o (gleichmdifige Konvergenz).
(b) § fdv, = lim § frdo,.
Z k=00 7
Manchmal benutzt man dieses Theorem als die Definition vom Riemann-Integral einer
stetigen Funktion (s. [FK1]).

Satz 10.5 (Eigenschaften des Riemann-Integrals der skalarwertigen Funktionen).
Sei m = 1. Dann besitzt das Riemann-Integral Ig; : R(Z,K) — K die folgenden FEigen-
schaften:

(a) Igi : [ — §, f(x)dv, ist eine stetige Linearform auf (R(Z,K),| - |B).
(b) Falls g, f € R(Z,R) und g(z) < f(z) Vre Z, gilt

Jgdvn < devn (Monotonie).
Z Z

Im Besonderen, 0 < {, fdv, falls 0 < f(z) Vre Z.

(c) ‘SZ fdvn‘ < | flB |1Z| (Integralabschitzung). (Hier |f|B |Z] = supgez |f(x)| vn(Z).)

Bemerkung 10.4.
Die Integralabschéitzung [§, fdv,| < sup,ey|f(2)] |Z] gilt fiir jede f € R(Z,K™). Das
folgt aus der Dreieckungleichung in K™.

10.4 Riemann-Integral durch Darboux-Obersummen & Untersummen
Sei f € B(Z,R).

Definition 10.7 (Obersumme und Untersumme).
Sei ( eine Zerlegung von Z in Teilzellen Z,, o € A. Fiir jede Teilzelle Z, setzen wir

m,, = inf f(z), M 1= sup f(z).

TEL 2€Zy,

Dann heiflen

Se(f) =Y my|Za| und Se(f) =) Mal|Zal

acA a€cA
Untersumme und Obersumme von f zur Zerlegung (.
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Satz 10.6.
Fiir zwei beliebige Zerlegungen (1 und (o (von Z) gilt

S¢, (f) < 5¢(f)-

Definition 10.8 (Oberintegral und Unterintegral).
Fiir f € B(Z,R) definieren wir das Unterintegral

Z(f) = sup{S¢(f) : ( ist eine Zerlegung von Z},
und das Oberintegral
Z(f) = inf{S¢(f) : ( ist eine Zerlegung von Z}.
Satz 10.6 =

Satz 10.7.
Fiir jede Zerlegung ¢ gilt

Sc(f) SZ(f) S I(f) < Sc(f).

Definition 10.9 (Darboux-Integrierbarkeit).
Eine Funktion f € B(Z,R) heifit Darboux-Integrierbar, wenn Z(f) = Z(f).

Bemerkung 10.5.
Falls f Darboux-Integrierbar ist, gilt Zr;(f) = Z(f) = Z(f). Das ist die Darboux-Definition
des Riemann-Integrals.

Theorem 10.2 (Integrabilitéatskriterien).
Sei f € B(Z,R). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist Riemann-Integrierbar.
(b) f ist Darbouz-Integrierbar.
(¢) zu jedem e > 0 gibt es eine Zerlegung ¢ mit S¢(f) — S.(f) <e.

(d) zu jedem e > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fir jede Zerlegung ¢ mit A; < & die
Ungleichung S¢(f) — S¢(f) < e gilt.

11 Iterierte und komponentenweise Integration. Integration
auf quadrierbaren Mengen.

11.1 Sukzessive Integration auf n-Zellen.

Beispiel 11.1 (Iterierte Integration auf einer 2-Zelle).
Sei die kompakte 2-Zelle Z = [0,1]? = [0,1] x [0, 1] = R2. Die Funktion f(x,y) = zye®’,
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f : R? - R, ist stetig auf R?, und so Riemann-Integrierbar auf Z. Es ist moglich das
mehrfache Integral SZ fdvg zu 1-dim. Integralen zu reduzieren:

e [ ([ [ ([ ]

1 z=1 1
1 1 1
=J [ery] dy = J [eY —1]dy = e — 1.
o |2 =0 2 Jo 2

Theorem 11.1 (Iterierte Integration auf 2-dim. Zellen).
Sei Z = [a1,b1] x [ag, b2] eine 2-Zelle. Dann:

(a) Fir fe C(Z,R) gilt

b2 b1 bl b2
devz = f J f(z,y)dzdy = J J f(z,y)dydx
Z az ay ai az
(b) Fiir f € R(Z,R) gilt
bg b1 bl b2
| rave = [ [ spasdy = [ [* £y,
Z az ay ai a2
b
wobei man bei §* das Obereintegral so wie das Untereintegral wéihlen kann.
aj

Dieses Theorem kann auf den n-dim. Fall generalisiert werden.

Beispiel 11.2 (Integration mit 2-dim. rationalen Unstetigkeitsstellen).
Fiir jedes x € Q gibt es eine eindeutige Darstellung durch einen vollsténdig gekiirzten
Bruch z = Z—;” mit dem Nenner ¢, € N und dem Zahler p, € Z.
Sei Z = [0, 1]?. Betrachten wir die Funktion
1 1
—+ —, fallszeQundyeQ
fiZoR floy) =44 .
0, falls x ¢ Q oder y ¢ Q

Die Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist {(z,y) € Z : x € Q und y € Q}, und damit
abzihlbar (Aufgabe). Zudem ist f € R(Z,R) (Aufgabe). (Hinweis: fiir beide Aufgaben kann
man einfach die Definitionen benutzen).

Die Formel in Th. 11.1 (a) macht keinen Sinn, weil fir x € Q das Riemann-Integral
b2 bl
§ f(x,y)dy nicht existiert, und fiir y € Q das Riemann-Integral { f(z,y)dz nicht existiert.

a al
Aber die Formel in Th. 11.1 (b) macht Sinn und ist wahr. (Die Formel in Th. 11.1 (a) ist
wahr auch im Sinne des Lebesgue-Integral).
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Definition 11.1 (Symmetrische Gruppe S;,).
Die symmetrische Gruppe S,, des Grades n wird definiert als die Menge aller bijektiven
Abbildungen o : {1,...,n} — {1,...,n} ausgeriistet mit der Kompositionsgruppenopera-
tion.

Die bijektiven Abbildungen o : {1,...,n} — {1,...,n} heien Permutationen.

Theorem 11.2 (Iterierte Integration auf n-dim. Zellen).
Sei Z = [a1,b1] x -+ x [an, by]. Sei 0 €S, eine Permutation. Dann:

Fir f e C(Z,K") gilt

o'(n) brr(n 1) bo-(l)

Jf(xl, ooy p)doy, = J J J (1, 20)dT o) - - AT (n—1)dTo(r).-
A

Og(n) Ao(n—1) as(1)

Fir f e R(Z,R) gilt

bo(n) bo(n-1) bo(1)
Jf Lly.--5L d’l}n = J J* ‘e J* f(xl, ey xn)dl‘g(l) ce dxa(n,l)dxa(n),

A5 (n) bo(n—1) Qo(1)
b
wobei man bei §* das Obereintegral so wie das Untereintegral wihlen kann.
a;
11.2 Komponentenweise Integration der vektorwertigen Funktionen

Sei Z < R™ eine n-Zelle. Sei f € B(Z,K™),

f(ﬂj) = (f1($)7f2($)’ - '7fm(33))T; TEZL.

Satz 11.1 (Komponentenweise Integration).(a) f € R(Z,K™) < alle f; € R(Z,K),
j=1....m

(b) In diesem Fall,

L F(@)dv, = ( L f1(2)don, L fo(@)dvn, . ., L fn()den) T

Beispiel 11.3.
Sei Z = [0,T] € R, T > 0. Betrachten wir die Funktion f : [0,7] — C, f(t) = e’
Identifizieren wir C =~ R2. Dann f(t) = (ggg) = (51,

Bestimmen wir das Integral

T T T T
_ f1(t) _ (o A®dt N [ §ycos(®)dt ) o g
L f()d _fo <f2(t)>dt - (S%b(t)dt) - (SZTsin(t)dt) o (1—005T)’
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oder
T T ' '
J fH)dt = J dtdt = —ie|I = —i(e” —1) = "2 41
T—m/2 sin
= <z?r?((T—7r;2))> +(9) = (500
Aufgabe 11.1.

Integrale von komplezwertigen Funktionen kann man mit Hilfe der Identifikation C =~ R?
als Intergrale von R%-wertigen Funktionen interpretieren.

11.3 Quadrierbare Mengen und Jordan-Maf

Definition 11.2 (quadrierbare Mengen und ihre n-dim. Inhalte).
Sei E < R™ beschrinkt. Dann existiert eine kompakte n-Zelle Z, so dass E < Z°.

(a) E heifit quadrierbar/Jordan-mefibar, wenn xg € R(Z,R) (das heifit, wenn die charak-
teristische Funktion yp auf Z Riemann-integrierbar ist).

(b) In diesem Fall heiBt |E| = v,(E) := {, xpdv, n-dim. Inhalt/Volumen/Jordan-Maf
der Menge E.

(c) Die Familie aller quadrierbaren Mengen E — R™ bezeichnen wir als Q,,.

Bemerkung 11.1 (Jordan-Ma#f als eine wohldefinierte Funktion).(a) Wenn x g auf einer
kompakten n-Zelle Z mit der Eigenschaft E < Z° integrierbar ist, ist g integrierbar
auf jeder kompakten n-Zelle Z, mit der selben Eigenschaft E < Z2.

(b) In disem Fall gilt SZ xedv, = SZ* xedvy,.

(c) Jede n-Zelle ist Z = I x ...I, quadrierbar, und der entsprechende Wert von v, (Z)
in Def. 11.2 ist gleich mit [[;_; |Z;].

(d) Zusammenfassung. Das Jordan-Ma8l |E| = v, (E) ist wohldefiniert als eine Funktion
Up : Qn — [0, +00).

(e) Die Bezeichnung dv,, in SZ xedvy, heiit n-dim. Volumenelement.

Beispiel 11.4. (a) Jede Kugel K, (x) < R" ist quadrierbar, das heifit K,(z) € Q,,. Fiir
jede (n-1)-dim. Sphére 0K, (x) gilt

0K, (z) € Qpund v, (0K, (x)) = 0.

(b) Wenn eine beschrinkte Menge E in einer Hyperebene {x = (z1,...,2,) : = = ¢}
liegt (wobei k € {1,...,n} und ¢ € R eine fixierte Zahl), ist E quadrierbar und
v (E) = 0.

(c) Falls k€ Nund By, By, ..., By € Q, gilt [Jj_, Ej € Qu, (i_1 Ej € Qn, E1\E2 € Q.

61



11.4 Riemann-Integral auf quadrierbaren Mengen

Definition 11.3.
Sei M < R"™ und sei f: M — K™.
Die kanonische Fortsetzung f von f (auf R™) ist die Funktion

iy _ f((L‘), reM
flz) = {Oij RO

Definition 11.4.
Sei K€ Q. Sei f: E— K™.

(a) Wir sagen, dass f auf E Riemann-Integrierbar ist und schreiben F € R(E,K™), wenn
die kanonische Fortsetzung f Riemann-integrierbar ist (auf einer abgeschlossenen n-
Zelle Z mit Z° o E).

(b) In diesem Fall definieren wir das entsprechende Riemann-Integral als
j fdv, = f fdvn.
E Z

Wenn die kanonische Fortsetzung f auf einer kompakten n-Zelle Z mit £ — Z° Riemann-

Bemerkung 11.2.

Integrierbar ist, ist f auf jeder kompakten n-Zelle Z, mit E ¢ Z¢ Riemann-Integrierbar,

L fdv, = L* fdo,.

Zusammenfassung. Fiir £ € Q,, und f € R(E,K™) ist { fdv, wohldefiniert.

und

11.5 Cavalierisches Prinzip: iterierte Integration auf Normalbereichen.

Definition 11.5 (Normalbereich beziiglich der z;-Achse).
Eine Menge £ < R™ heifit Normalbereich (beziiglich der z;-Achse), wenn

E= {($1,...,I’n) Y= (1'17"'7xj717$j+17' . 'a:En) € K’ @*(y) < Ly < QOJr(y)}

mit einer kompakten Menge K € Q, 1 und ¢_, ¢, € C(K,R), so dass p_ < .
(Die Bezeichnung ¢_ < ¢, hier bedeutet ¢_(y) < ¢4 (y) Vye K.)

Theorem 11.3 (Cavalierisches Prinzip).
Ist E ¢ R™ ein Normalbereich wie in Def. 11.5 und ist f € C(E,K™), so gilt

[RECEN < f(()) f(:c)d:cj) dvn 1 (y),

wobei dvy,_1(y) das (n-1)-dim. Volumenelement auf K < R"~! ist.
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Beispiel 11.5 (Volumen einer 3-dim. Kugel).
Sei E = K, (Ogs) = {x = (21,22, 23) : 23 + 23 + 23 < r?}. Dann vs3(E) = Zr3.

Dies sieht man so: Sei D = {y = (z1,72) € R? : 22 + 22 < 7?}. Dann E =
{(x1,72,23) € R3S : y = (v1,72) € D, ¢ (y) < 23 < 4 (y)} mit stetigen Funktionen
o1 (1,22) = FA/r2 — 22 — 23. Also ist E ein Normalbereich in R? beziiglich der x3-Achse.
Wegen des Cavalierischen Prinzip gilt

+()
w(E) = [ 14w = | ( [ dws) dna(s) = [ [o4) = - lda(y)

E o-(y)
=2J /72— 23 — 23dua(y).
D

Hier ist D = {(x1,22) : 71 € [-R, R], —p(x1) < 22 < p(z1)} ein Normalbereich in R? mit

1) = V= .

v3(E) = QJD A/ P2 (1) — 23dva(y) = 2 J f p?(x1) — 23dwy |day.

—p(z1)

R [ p(z1)
R

Fiir ¢t € [—p, p] finden wir {+/p? — t2d¢.

Mit der Substitutionsformel ¢t = psin(s) haben wir,

J\/mdt = f\/p2 — p?sin?(s) d(psin(s))

= p? J[l — sin2(s)]1/2 cos(s) ds = 0> (;SQ + isin(Qs) + C'1>

2 2
t
= % arcsin; + % sin(s) cos(s) + Ca

2
t t
= % arcsin — + SV p? — 12 + Cs.
)

Daher

R
2 p(z1)
v3(K,(Ogs)) = v3(E) =2 f [p (z1) arcsin —2— + -2 p*(x1) — 22 dzy
R 2 p(l’l) 2 —p(z1)

R
= f p?(x1) [arcsin(1) — arcsin(—1)] da;

-R
4
= J(T‘Q — o)rday = n[rizy — 23/3]", = w[2r® — 203/3] = gTs-
“R
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12 Jordan-Maf} als eine Erweiterung. Eigenschaften des Jordan-
Maf3 und der quadrierbaren Mengen.

12.1 Elementarmengen und ihre (n-dim.) Inhalte.

Erinnerung.

Fiir jede n-Zelle Z = I x ... I, wird der Inhalt |Z| = v, (Z) durch v,(Z) := [}_, |I;]
definiert. Hier sind I; beschriankte Intervalle und |I;| = v1(/;) ihre Léngen.

Unser Ziel ist es, die Funktion v, (-) von der Familie aller n-Zellen auf eine grifiere Men-
genfamilie C~2 zu erweitern, so dass die folgenden Anforderungen erfiillt werden:

(VO) jede n-Zelle Z = Iy x ...I, ist ein Element von Q und v,(Z) := [T 5] (Brweite-

rung).
(V1) 0 < wvn(E) VE € Q (Positivitit).
(V2) Fiir disjunkte Mengen E; € Q, j = 1,...,k, k€ N, gilt
k

k k
|J Ej e Qundw, (U Ej> =) vn(E;) (Additivitit).
j=1 j=1

j=1

Erinnerung. Man sagt, dass {Ey}aea eine Familie von disjunkten Mengen ist, wenn
EaﬁEﬁ=® VO[#,@.
Der 1. Kandidat fiir @ ist der Ring £ der Elementarmengen.

~

Definition 12.1 (Elementarmengen und ihre Inhalte).(a) Wir sagen, dass M < R™ eine
Elementarmenge (in R"™) ist, und schreiben M € £, wenn sie mindestens eine Darstel-
lung

k
M=]2z

j=1

als eine Vereinigung einer endlichen Anzahl k € N von disjunkten n-Zellen hat.
(b) In diesem Fall wird der Inhalt |M| = v, (M) von M durch
un(M) := Y vn(Z))

j=1

definiert.

Bemerkung 12.1 (Inhalt der Elementarmengen ist wohldefiniert).

Gibt es zwei Darstellungen M = U?:l Zj = U§=1 Z- von M € £ durch Vereinigungen
endlicher Anzahlen £, k € N von disjunkten n-Zellen, liefern diese Darstellungen denselben
Wert von v, (M) € R, das heifit Z?Zl wn(Z;) = Z§:1 vn(éj).
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Definition 12.2 (Ring von Mengen).
Fine Familie @ von Mengen heifit Mengen-Ring, wenn VM1, Ms € Q es gilt

MluMQGQ,Ml\MQEQ,MlﬁMQEQ.

Theorem 12.1.

Die Familie £ der Elementarmengen ist ein Mengen-Ring.

Bemerkung 12.2. (a) @ = (a,a)” € & spielt die Rolle vom neutralen Element, also
duM=DM.

(b) Der Begriff des Mengen-Ringes unterscheidet sich von dem eines Rings im Sinne der
Algebra. Beide stehen aber in gewissem Zusammenhang.

Satz 12.1 (Positivitat & Additivitdt des Inhalts auf Elementarmengen).
Fir die Inhaltsfunktion vy, () auf den Elementarmengen sind die Positivitit- und Additi-
vitdt-Figenschaften wahr. Das bedeutet

e 0 <v,(M) VM e& (Positivitiit).
o [ir disjunkte Mengen M; € £, 5 =1,...,k, ke N, gilt
k k
U (U Mj> = ) vn(M;) (Additivitit).
j=1 J=1

Beispiel 12.1 (Menge mit dem Inhalt Null).
Sei Z = [ay1,b1] % -+ - x [an, by] eine kompakte n-Zelle. Dann 07 € £ und v, (0Z) = 0, denn

7,7°€¢€ = 0Z=2\2°=2\Z°€&,

weil £ ein Ring von Mengen ist.
Da Z = Z° 0 0Z und Z° n 0Z = @, die Additivitdt = |Z| = |Z°| + |0Z]. Aber
1Z] = 12°] = [T;—1(bj — a;). Also, |0Z]| = 0.

Theorem 12.2 (o-Subadditivitidt des Inhalts auf Elementarmengen).
Sei M € £. Falls M < Ujvzl M;, wobei N < oo und {Mj}év:l c & eine endliche oder
abzahlbare Familie von Elementarmengen ist, so gilt

N
un(M) <) vn(M;).
Jj=1

Bemerkung 12.3 (o-Subadditivitdt und Monotonie). (a) Die Eigenschaft, die in Th.
12.2 beschrieben ist, heiit o-Subadditivitit (abzihlbare Subadditivitit). Also sagt Th.
12.2, dass die Inhaltsfunktion v, (-) auf £ o-subadditiv ist.

(b) Th. 12.2 impliziert auch die Monotonie, das heifit, fiir My, My € £ folgt aus M; < M,
dass vp(M1) < v, (Ms).
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Aus der o-Subadditivitét von v, (-) auf € folgt das folgende Theorem:

Theorem 12.3 (o-Additivitét des Inhalts auf Elementarmengen).
Set M € £. Seien M; € £, jeN, so dass Mj n My =@ Vj#k. Falls M = U;Ozl M;,
gilt v, (M) = T2, 0, (M).

Bemerkung 12.4 (o-Additivitét).

Die Eigenschaft, die in Th. 12.3 beschrieben ist, heiit o-Additivitit (abzihlbare Additi-
vitdt). Also ist die Inhaltsfunktion v, (-) auf dem Mengen-Ring £ eine o-additive Erweite-
rung des Inhalts vom Semiring aller n-Zellen, [Kolmogorov A.N., Fomin S.V., Introductory
real analysis|, [W2],[R].

Wenn n > 2, ist K, (Ogn) keine Elementarmenge.
Wir brauchen eine griffere Familie messbarer Mengen.

12.2 Jordan-Erweiterung des Inhalts auf quadrierbare Mengen

Sei M < R™ eine beliebige beschrinkte Menge. Dann 35,7 € £, so dass S € M < T. (Als
S kann man S = @ wéhlen).

Definition 12.3 (Archimedische Kompressionsmethode).(a) Der innere Inhalt von M wird
durch
|M|; := sup{v,(S) : Se&, S< M}

definiert.
(b) Der dufere Inhalt von M wird durch
|M|g :=inf{v,(T) : Te&, M < T}
definiert.

(c) Eine beschrinkte Menge M heifit Jordan-messbar, wenn |M|; = |M|,. In diesem Fall
heifit |M| := |M|; = |M|, Jordan-Mafl von M.

Bemerkung 12.5. (a) Sei M € £. Dann ist M Jordan-messbar und v, (M) = |M|; =
| M.

(b) Also ist das Jordan-Maf} eine Erweiterung der Inhaltsfunktion v,(-) von &£ auf die
Familie aller Jordan-messbaren Mengen. Im Folgenden bezeichnen wir das Jordan-
Ma$f einer Jordan-messbaren Menge M als v, (M) = |M|.

(c) Fiir jede Jordan-messbare Menge M gilt v, (M) = 0 (Positivitdt).

(d) Wenn |M|, =0, gilt M € Q,, und v, (M) = 0. In diesem Fall sagt man, dass M eine
Jordan-Nullmenge ist.

Theorem 12.4 (iquivalente Umformulierungen der Jordan-Messbarkeit).
Sei M € R™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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(a) M € Q,, das heifit, M ist quadrierbar (xp € R(Z,R) fiir n-Zellen Z = Z mit
Z°2>M).

(b) M ist Jordan-messbar (im Sinne der Def. 12.3).

(¢c) M ist beschrinkt und der Rand 0M ist eine Jordan-Nullmenge.

(d) Ye > 035, T €&, so dass S M =T und |T\S| < e.

(e) Ve > 035, T €&, sodass SS M < T und |T| —|S| <e.

Wenn (a)-(e) wahr sind, ist das Jordan-Maf$ in Def.12.3 gleich mit dem n-dim. Inhalt in

Def. 12.2, das heift, v, (M) = § xum.
Z

Seien M und Mj, j € N beschrénkte Teilmengen von R".

Bemerkung 12.6 (zusitzliche Eigenschaften von |- |, | |, und v, (-) = |- ].).(a) Q, ist ein
Mengen-Ring.

(b) Sei My < My. Dann |M;|; < |Ma|; und |Mi|, < |Mal,. Falls zusétzlich My, My € Q,,
dann v, (M7) < v,(Ms2) (Monotonie).

c) Del € O,. delen k € un ity < 9y, Falls - L i, gllt vy, <
Sei M € Q. Seien k € N und {M;}*_; = Q,. Falls M " M, gilt v, (M
S vn(M;) (Subadditivitit).

d) Sei M € Q,,. Seien k € N und {M;}*_, < Q,, so dass M; n M, = & Vj # £. Falls
155=1 J
M = U§=1 M gilt vy (M) = 352, va(M;) (Additivitat).

() [M°]; =Ml < Mo = [Ml,.

(f) Sei M € Q,. Dann M°, M € Q, und |M°| = |M| = |[M|. AuBerdem gilt fiir jedes E
mit M° € E € M, dass E € Q,, und |E| = |M]|.

Beispiel 12.2 (offene Kugeln sind quadrierbar).
K, (Ogn) € Qp und |K,(On)| = | K (Opn)| = 403,

Satz 12.2 (Produktregel).
Seien A€ Q, und B € Q,,. Dann:

(a) Ax B€ Qnim
(b) Un-i—m(A X B) = Un(A) Um(B)

Beispiel 12.3 (Sphéren sind Jordan-Nullmengen).
|0K,(Ogn)| = 0.
Beweis 1. K, (Ogn) € Q, = |0K,(Ogn)| =0.
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Beweis 2 fiir n > 2. 0K, (Ogn) = {z eR": || =7z, =20} U{zeR" : |z| =r,x, <
0}. Die Mengen M. = {z € R" : |z| = r, +x,, > 0} sind Normalbereiche beziiglich der
Zn-Achse. Wegen des Cavalierischen Prinzip,

Vr2—y?
|Mi| = J J dzpdvp—1(y) = J 0dvp—1(y) = 0.
Kr(Ogn—1) 4/72—y?2 K (Ogn—1)
In &hnlicher Weise, |M_| = 0. Positivitdit + Subaddivitit = 0 < |0K,(Orn)| <
M|+ |M,] = 0.
Satz 12.3.

Sei K < R™! cine kompakte Menge. Sei f : K — R eine stetige Funktion. Dann ist der
Graph von f

Grf:={zeR" : (z1,...,2p1) € K, z, = f(z1,...,2n-1)}
eine Jordan-Nullmenge.

Der Beweis folgt aus dem Cavalierischen Prinzip.

Sei O(R™) = O(n) die orthogonale Gruppe von R", das heifit, die Gruppe aller or-
thogonalen linearen Operatoren. Beziiglich der Standardbasis bedeutet A € O(n) fur die
entsprechende Matrix A, dass A = (A~1)T = (A7)~}

Bemerkung 12.7.
O(n) ist die Menge aller isometrischen Isomorphismen vom normierten Raum (R”,] - )
nach (R™,]-]).

Satz 12.4 (Jordan-Maf ist bewegungs- und spiegelungsinvariant).
Sei 1p : R™ — R™ gegeben durch ¥(x) = Uz + u, wobei U € O(n) und u € R™. Dann:

(a) MeQ, <& Y(M)eQ,.
(b) In diesem Fall, |M| = |p(M)].

Satz 12.5.
Seien % R™ — R™ gegeben durch j(x) = Ujx + uj, wobei U; € O(n) und u; € R",
j = ,N, und N € N. Seien f; € C(K;,R), wobei K; < R"! kompakt sind und

j= 1, . ,N. Sei M < R™ eine beschrinkte Menge, so dass

N
M = ¢;(Gr fy).
j=1

Dann:
(a) OM ist eine Jordan-Nullmenge.
(b) M e Q,.
Wir brauchen ein Beispiel einer beschrinkten und nicht Jordan-messbaren Menge.

Beispiel 12.4 (beschriankte und nicht Jordan-messbare Menge).
M =Q n[0,1] ist nicht Jordan-messbar in R. (Warum?)
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13 Lebesgue-Maf}, Lebesgue-Nullmengen und Riemann-Integrierbarkei:

13.1 Erweiterung des Inhalts auf einem o-Ring.

Wir haben die Inhaltsfunktion v, : £ — [0, +0) als die additive Erweiterung der Inhalts-
funktion von der Familie von n-Zellen definiert. Diese Erweiterung ist eindeutig und sogar

o-additiv im folgenden Sinn:

Th.13.3. Seien M € £, M; e &, jeN,sodass Mjn M, =@ Vj+#kund M = U;’;l M;.
Dann v, (M) = 250:1 vn (Mj).

Unser Ziel ist es nun eine solche Erweiterung ju,,(+) von vy, (+) auf dem grofleren Mengen-
Ring £ zu konstruieren, so dass zusétzlich zu den gewdhnlichen Eigenschaften von Posi-
tivitéit, Monotonie und Additivitat die folgende Figenschaft des Maf auf einem o-Rings
auch wahr ist:

Wenn M; € L, j € N, so dass M; n My, = @Vj # k und M = U;’;l M;, dann gilt M € L
und py (M) = 2?:1 fin(Mj).

Bemerkung 13.1. (a) Eine solche Erweiterung soll den Wert i, (M) = +c0 annehmen
fiir manche M € L, z.B. fiir Vereinigungen M = U;-Ozl Zj von disjunkten n-Zellen
Zj, so dass Z;’;l vn(Z;) = +c0.

(b) im 2. Schritt wollen wir p, (M) = +00 vermeiden. Wir fizieren eine kompakte n-Zelle
E =|a,b]™ mit a < b und betrachten nur Teilmengen von E.
Im 3. Schritt betrachten wir auch unbeschréinkte M < R™ mit p,(M) = 4o und
mit g, (M) < 4o0.

(c) Ahnlich fordern wir von quadrierbaren Mengen M € Q,, immer Beschrinktheit.
Aber der Mengen-Ring Q,, besitzt die o-Ring-Eigenschaft nicht, auch wenn wir nur
Q,-Teilmengen von E = [a, b]™ betrachten.

Gegenbeispiele: Q n [a,b] in R, oder Q" n E in R™ sind abzéhlbare Vereinigungen
von einpunktigen Mengen, die beschrénkt, aber nicht quadrierbar sind. Die Familie Q,,
ist nicht groff genug fir “gute Integration”.

Schritt 1. AuBeres Lebesgue-Ma8. Der dufiere Inhalt von M wird durch
|M|g :=inf{|T| : Te&, McT}
definiert.

Definition 13.1.
Sei M < R™. Das dufiere Lebesque-Maf pq(M) € [0, +00] von M wird durch

o0 o0
(M) :zinf{Zvn(Mj) M < UMJ’ M;e&Vj }
j=1 j=1

definiert.
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0 0
L 1nf{2 ) s Mc M, Mjesvj'}

j=1
Beispiel 13.1.(a) Sei M € Q,,. Dann pq(M) = v,(M). Das folgt aus der Definitionen
von |- |a, | - |; und der o-Subadditivitdt vom Jordan-Maf v, (+).

(b) Jede abzéhlbare Menge M hat p,(M) = 0. Z.B., 1a(Q™) = 0 = p,(Q™ n [0, 1]™).
(©) pa(2) = 0.
(d) pa(R") = +oo.

Aufgabe 13.1.
Sei n = 2. Wir identifizieren R? = C und betrachten 2-dim. pq(+) in C. Was ist der Wert
von pq(R)?

Satz 13.1 (Eigenschaften des dufleren Lebesgue-Ma8).(a) pq(M) ist definiert YM < R™
und 0 < pg(M) < +o0.

() ta (Ujozl Mj) <32 na(Mj) (o-Subadditivitit,).
(c) My My = po(My) < pa(My) (Monotonie).
(d) |M|; € puo(M) < |M|, fiir jedes beschrinkte M.

(e) pq(:) ist bewegungs- und spiegelungs-invariant. Das bedeutet fir ¢ : R™ — R™ mit
P(x) =Ux 4+ u, Ue O(n) und u € R™ gilt pg(M) = pa(p(M)).

Bemerkung 13.2 (generell ist o-Addivitdt von u, nicht wahr).
Die o-Addivitit von u, ist nicht fir alle Mengen wahr. Das bedeutet, es gibt eine Folge
{M;}72, von disjunkten Mengen M;, so dass

0
a (U > Z fta(M
(s. die verbundenen Beispiele von nicht Lebesgue-messbaren Mengen in [W2],[KF]).

Schritt 2. Inneres Lebesgue Mafl und messbare beschrinkte Mengen.
Fixieren wir eine kompakte n-Zelle E mit v,(E) > 0, z.B., E = [0,1)" mit v,(E) =
1= pq(E).

Definition 13.2 (Inneres Lebesgue-Mas8).
Sei M € E. Dann definieren wir das innere Lebesque-Maf$ p;(M) als

pi(M) := vn(E) = pa(E\M).

Definition 13.3 (Lebesgue-messbare Teilmengen von E).
Sei M € E.
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(a) Wir sagen, dass M Lebesgue-messbar ist, und schreiben M € Lg, wenn u;(M) =
ta(M).

(b) In diesem Fall definieren wir das (n-dim.) Lebesque-Mafs p, (M) von M als pu,(M) =
:U’Z(M) = Ha(M)'

Definition 13.4 (o-Algebra von Mengen).
Sei L ein abstrakter Mengen-Ring.

(a) Der Mengen-Ring £ heifit o-Ring, wenn fiir beliebige M; € £, j € N,und M = U;Ozl M;
gilt, dass M € L.

(b) Der Mengen-Ring £ heifit Mengen-Algebra, wenn es eine Menge Eer gibt, so dass
M~ E = MVM € L. Eine solche Menge E heifit Finselement der Mengen-Algebra L.

(Aufgabe: Einselement ist immer eindeutig).

(c) Wenn eine Familie £ von Mengen o-Ring und Mengen-Algebra gleichzeitig ist, heifit
L o-Algebra.

Satz 13.2.
Sei L eine abstrakte o-Algebra. Dann gilt fiir beliebige Mj € L, j € N, und M = ﬂ;ozl M;,
dass M € L.

Theorem 13.1 (o-additives Maf auf Lebesgue-o-Algebra Lg).(a) Die Familie Lg aller
Lebesgue-messbaren Teilmengen von E = |a,b]™ ist eine o-Algebra (mit dem Einsele-
ment E). Im Besonderen gilt fiir beliebige M; € LE, j €N, dass

o) 0
UMjeﬁEundﬂMjeﬁE

j=1 Jj=1

(b) Das Lebesgue-Map pi, : Lg — [0, +00) ist o-additiv. Das bedeutet, fiir beliebige M; €
Lg, jeN, sodass M; n My, = @Vj # k, gilt

Hn (U Mj) = 2 Nn(Mj)'
j=1 j=1

Bemerkung 13.3.
Die Familie der quadrierbaren Teilmengen von E ist keine o-Algebra. Fiir alle x € R™ gilt

{z} € Qp,aber [ {z}=Q"nE ¢ Q,.

zeQ"NE

Beispiel 13.2 (Lebesgue-Maf} auf E ist eine Erweiterung von v,(-)).(a) Sei M € Q,, und
M < E. Dann M € Lg und p, (M) = v, (M).

(b) Sei My = Q" n E. Dann M; ¢ Q,, und fv,(M;).
Aber M € LE mit p,(M;) = 0. (Warum?)
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(c) Sei My = E\Q". Dann M, ¢ Q,, und fv,, (M>).
Aber My € Lg mit p,(Mz) = vy (E) = (b—a)”. (Warum?)

Schritt 3. Lebesgue-Maf} auf R™.
Sei a = (a1, a2,...,a,) € Z™ ein Multiindex mit Komponenten «; € Z. Betrachten
wir die folgende disjunkte- Vereinigung-Darstellung von R™:

R™ = U E,,

QEZL™
wobei E, = [a1,a1 + 1) X [ag, 0 + 1) X -+ X [, iy + 1).

Definition 13.5 (Lebesgue-Mafl und Messbarkeit auf R™).(a) Wir sagen, dass M < R"
Lebesgue-messbar ist, und schreiben M € Lrn, wenn M N E, € L Vo € Z™.

(b) In diesem Fall definieren wir das (n-dim.) Lebesque-Maf8 pu, (M) € [0, +o0] von M als

fin (M) = 2 pin(M 0 Ep).
a€Zm™
Theorem 13.2 (o-additives Maf auf Lebesgue-o-Algebra Lgn).(a) Die Familie Lgn al-

ler Lebesgue-messbaren Teilmengen von R™ ist eine o-Algebra (mit dem FEinselement

R").

(b) Das Lebesgue-Map iy, : Lrn — |0, +0] ist o-additiv im Sinn, dass fiir beliebige M; €
Lgrn, j €N, so dass M; n My, = @Vj # k, gilt

fin (U Mj) = > tn(Mj).
j=1 1

Hier (400) + Z;Ozl ¢;j 1= 400 fiir beliebige c; € [0, +o0].

Theorem 13.3 (zusitzliche Eigenschaften des Lebesgue-Ma8).(a) Sei My, My € Lgn und
M, c My. Dann pun, (M) < pn(Ma) (Monotonie). Falls zusétzlich pu,(M;) < +o0, gilt
pin(M2\M1) = pin(Mz) — pin(My).

(b) Sei {M;}jen < Lrn eine monoton fallende Folge von Lebesgue-messbaren Mengen im
Sinn, dass My 2 My 2 Mz 2 .... Sei M ein Limes von {M;}jen im Sinn, dass
M = (Vjey Mj. Dann
pn(M) = Hm py, (M;).
J—0
(c) Sei {M;}jen < Lrn eine monoton steigende Folge von Lebesgue-messbaren Mengen
im Sinn, dass My € My € M3z < .... Sei M ein Limes von {M;}jen im Sinn, dass
M = Jjey Mj. Dann
pn (M) = 1im pu, (M)

j—0

(d) pn () ist bewegungs- und spiegelungs-invariant.
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Satz 13.3.(a) Alle offenen Mengen U € R™ und alle abgeschlossenen Mengen F < R"™
sind Lebesgue-messbar.

(b) Abzihlbare Vereinigungen und abzihlbare Schnittmengen wvon offenen oder abge-
schlossene Mengen sind Lebesgue-messbar.
Beispiel 13.3.
1
Die Menge M, = {(w,y) eR? : a<z, 0<y< Fy}e L2 fiir alle ¢ > 0 und v € R

x
als eine abgeschlossene Menge, und

Wir priifen nach: Im Fall v # 1, p1,, (M, ) = bhrf SZ z%da? = ﬁxlfﬂg = ﬁ bhrf bl—7—
—+00 —+0
ﬁal”’. (Der Fall v = 1 ist eine Aufgabe.)

Bemerkung 13.4 (uneigentliche Integrale auf halbunendlichen Intervallen).
Sei f € R([a,b],R) V¥be (a,+00). Dann heift
+o0

f(x)dz

a

uneigentliches (Riemann-)Integral.
+00 i~ : : +o0
Man sagt, dass § f(z)dz gegen ¢ € R = [—o0, +00] konvergiert und schreibt § ™ f(z)dz =
¢, wenn lim SZ f(z)dz = c.
b—+00

Ahnlich kann man das uneigentliche Integral Sli o s lim SZ definieren.
a——o0

13.2 Anwendungen des Lebesgues-Mafles.

Die Hauptanwendungen des Lebesgue-Mafles und der Methode von der Lebesgue-Erweiterung
sind:

e Axiomatischer Aufbau der Wahrscheinlichkeitstheorie und des Wahrscheinlichkeits-
maf (Felix Hausdorff 1923, Andrei Kolmogorow 1933).

e Lebesgue-Integral.

e Lebesgue-LP-Riume, insbesondere der L?-Raum.

13.3 Anwendung der Lebesgue-Nullmengen zur Riemann-Integrierbarkeit.

Definition 13.6.
Eine Menge M < R™ heifit eine (Lebesgue-) Nullmenge (in R™), wenn (M) = 0 (das
heifit, wenn das n-dim. duflere Lebesgue-Mafl von M null ist).
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Theorem 13.4.

Sei M < R™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) M ist eine Lebesgue-Nullmenge.
(b) M € Lgn und pn,(M) = 0.
(c) Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Folge {Z;}jen von n-Zellen, so dass M < UNZj und
je
Y jer (7)) < = J

(d) Fiir jedes € > 0 gibt es eine Folge {Z;}jen von offenen (oder von abgeschlossenen)

n-Zellen, so dass M < |J Z;j und Y ey vn(Z;) <e.
JEN

Beispiel 13.4.(a) Jede Jordan-Nullmenge ist eine Lebesgue-Nullmenge (aber nicht jede
Lebesgue-Nullmenge ist eine Jordan-Nullmenge).

(b) Endliche Mengen und abzihlbare Mengen sind Lebesgue-Nullmengen.
(c) Qin R ist eine Lebesgue-Nullmenge.

(d) Q™ in R™ ist eine Lebesgue-Nullmenge.

(e) R in C = R? ist eine Lebesgue-Nullmenge.

(f) Eine kompakte n-Zelle Z = [a1,b1] x [a2,b2] X -+ X [an,by] ist genau dann eine
Lebesgue-Nullmenge, wenn es mindestens ein Index j € {1,...,n} gibt, so dass a; = b;.

Beispiel 13.5.(a) Jede M € Q, mit v,(M) > 0 ist keine Lebesgue-Nullmenge, weil
pn (M) = v, (M) > 0.

(b) R\Q ist keine Lebesgue- Nullmenge in R, aber R\Q ist eine Lebesgue- Nullmenge in
C =~ R2%

(c) C\Q? ist keine Lebesgue-Nullmenge in C.

Theorem 13.5 (Lebesgue-Kriterium der Riemann-Integrierbarkeit).(a) Sei f : [a,b] —
K™. Dann f € R(|a,b],K™) <&  f ist beschrinkt und die Menge der Unstetigkeit-
stellen von f ist eine Lebesgue-Nullmenge (in R ).

(b) Sei M € Q,, und f: M — K™. Dann f € R(M,K™) <« f ist beschrinkt und die
Menge der Unstetigkeitstellen von f ist eine Lebesgue-Nullmenge (in R™).

(c) Sei M € Q,, und f: M — K™. Dann f € R(M,K™) <« f ist beschrinkt und die
Menge {x € M° : f ist unstetig in x} ist eine Lebesgue-Nullmenge.

Theorem 13.6 (dquivalente Umformulierungen der Jordan-Messbarkeit).
Sei M € R™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) M € Q,, das heifit, M ist quadrierbar.
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(b) M ist Jordan-messbar.
(¢) M ist beschrinkt und ihr Rand 0M ist eine Jordan-Nullmenge.

(d) M ist beschréinkt und 0M ist eine Lebesgue-Nullmenge.

Beispiel 13.6 (Funktion, die nicht Riemann-integrierbar, aber Lebesque-integrierbar ist).
xo ¢ R([0,1],R), weil [0, 1] die Menge der Unstetigkeitstellen der Einschréinkung f =
X@ljo,17 ist, und so p1([0,1]) = 1 # 0.

Aber die Funktion xq ist Lebesgue—integrierbar auf [0, 1].

(Was ist der Wert des Lebesgue-Integrals So xo(z)dp (z)?)

14 Lebesgue-Integral. Fast iiberall definierte Funktionen.

14.1 Beispiel einer Lebesgue-integrierbaren Funktion, die nicht Riemann-
integrierbar ist.

Die charakteristische Funktion xq ist nicht Riemann-integrierbar auf I = [0,1] (und auch
auf beliebigen [a, b] mit a < b). Dies ist so, da I = [0, 1] die Menge der Unstetigkeitstellen
der Einschrénkung f = xqljo,1] ist- Weil pu1(I) = 1 # 0, ist I keine Lebesgue-Nullmenge.
Also,

f ¢ R(0, 1], R)

wegen des Lebesgue-Kriteriums der Riemann-Integrierbarkeit (Th. 14.5).

Beispiel 14.1.
Die Funktion xq ist Lebesgue-integrierbar auf [0, 1].

fl f(@)dpn (x j yola)dyn () + f Yo(@)du ()
0

[0,1]~Q [0,1NQ
= ldp() + | 0du(x)
[0,1]~Q [0,1N\Q
—M1([0 1]m@)+0=0+0=0.

(Warum dirfen wir diesen Vorgang nicht fir das Riemann-Integral durchfithren?)

Die Funktion f = X@|[0,1] hat zwei Werte, 0 und 1. Es ist hier wichtig, dass die Urbil-
der f~1(0) und f~1(1) Lebesgue-messbar sind.

Dies ist mit der Jordan-Messbarkeit nicht wahr,

F10) ¢ Qu, F1(1) ¢ Qu.

Schritt 1. Messbare Funktionen.
Sei M € Lrn (das heifit, M < R™ ist eine Lebesgue-messbare Menge). Sei f : M — R.
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Definition 14.1.
Eine Funktion f : M — R heiit messbar (auf M), wenn f~!(I) € Lgn fiir jedes Intervall
I € R, (das heifit, wenn alle Urbilder von Intervallen Lebesgue-messbar sind).

Wir brauchen Beispiele messbarer Funktionen.

Satz 14.1.
Jedes f e C(M,R) ist messbar.

Aufgabe 14.1.
Seienn =1 und M € Lg. Dann ist jede monotone Funktion f: M — R messbar.

Bemerkung 14.1.

(1) Es ist nicht notwendig f1(I) € Lgn fiir alle Intervalle zu verifizieren.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) f ist messbar.

(b) f(x) > a} € LrnVaeR.
(c) {xeM : f(x) <a}e€ LraVaeR.
(d) f(z) = a} € LraVa € R.
(e) f(z) < a} € LrnVa e R.

(2) Es ist auch moglich fiir die Funktionen f: M — R=Ru {+o0} die Messbarkeit
zu definieren, z.B. durch (1.b). In diesem Fall sind die Aquivalenzen (1.b) & (lc) <
(1.d) < (l.e) auch wahr.

Satz 14.2.
Seien f: M — R und g : M — R messbar. Sei F'€ C(R% R). Dann:

(a) h(z) = F(f(x),g(x)) ist messbar auf M. Insbesondere sind f+g, fg und Fog messbar.
(b) ho(z) = min{f(z),g(z)} und hi(z) = max{f(z),g(z)} sind messbar auf M.

(¢) Der Positivteil f* := max{0, f} und der Negativteil f~ := —min{0, f} von f sind
messbar auf M.

(d) |f| ist messbar.

Bemerkung 14.2.
Der Negativteil f~ von f erfiillt f~ > 0 ( Vx € M). Auch, f* > 0. Jede R-wertige
Funktion f hat die Darstellung f = f* — f~ mit f* > 0. Fiir diese Darstellung gilt auch

fl=f"+f
Satz 14.3.
Seien fj : M — R messbar, j € N. Dann:
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(a) h(z) = sup fj(z) und g(x) = i‘nI£I fi(x) sind messbar auf M.
je

je

(b) H(z) = lim sNup fi(x) und G(z) = hrjréll\]nf [j(x) sind messbar auf M.
je

(¢) Falls f; — F punktweise auf M wenn j — oo (das heifit, Vo € M 3}323 filx) =:
F(x)), dann ist F' messbar auf M.

Bemerkung 14.3.
Es gibt f € C]0,1] und messbare g : R — R, so dass (g o f)(x) = ¢g(f(z)) nicht messbar
ist.

Schritt 2. Lebesgue-Integral fiir nichtnegative messbare Funktionen.

Fiir jede nichtnegative messbare Funktion f : M — [0, +00) kann man das Lebesgue-
Integral in folgender Weise definieren:

Fiir jedes m € N betrachten wir die unendliche Partition (das heift, disjunkte-Vereinigung-
Darstellung) von [0, +w0)
. 1
[0, 4+00) = U I, j mit Intervallen I, ; = [‘72m, 2‘;) ,
jeN
die Urbilder A, ; = f'(I,;) und ihre Lebesgue-Mafe fi, (A, ;). Dann ist fiir jedes
meN

—1
S1o(f,m) : ZLM (Amj) €0, +0].
JjeN

die entsprechende Lebesgue- Untersumme im Sinne, dass

J—1 J
2T§f(:c)<2—m Vo e Ap
C[i-1 o J—1 -1
I = om0 om ySpe(fym) = Z Tom tin(f (Im5)) € [0, +o0].
JeN

Die Folge {S1.(f, m)}men ist monoton nicht-fallend (Aufgabe), und besitzt somit einen
Grenzwert T1(f) € [0, +0].

Definition 14.2 (Lebesgue-Integral positiver messbarer Funktionen).
Sei M € Lgn. Sei f: M — [0, +00) nichtnegativ und messbar. Dann wird das Lebesgue-
Integral Z1e(f) = Sf )dpn(z) € [0, 4+00] als

ILe(f) = rr%i—r}looﬁ]“e(f, m)

definiert.

Aufgabe 14.2.
1

Verwenden Sie diese Definition fiir das Lebesgue-Integral § xodu1 und iberprifen Sie das
0

Ergebnis des Beipiels 1.

7



Bemerkung 14.4.
Man kann andere unendliche disjunkte-Vereinigung-Darstellungen

[0, +00) UI m,j
jeN

betrachten mit der Bedingung, dass fiir die Feinheiten A,,, = sup |I,,, ;| gilt, dass hm Ay =

jeN
0. Dann produziert die Prozedur das selbe Ergebnis lim S;.(f,m) = Zrc(f), (vergl. mit
m—>o0

[W2], [KF], und mit dem Lebesgue-Satz von der dominierten Konvergenz).
Schritt 3. Lebesgue-Integrierbarkeit messbarer Funktionen.

Definition 14.3 (Lebesgue-Integrierbarkeit).
Sei M € Lgn. Sei f : M — R messbar. Dann sind die Lebesgue-Integrale Zpo(f*) € [0, +o0]
fiir den Positivteil f* = max{0, f} und Negativteil f~ = —min{0, f} von f wohldefiniert.

(a) Wenn mindestens eines der Integrale Tre(f) und Z1e(f7) endlich ist, definieren wir
das Lebesque-Integral Tio(f) = S f(z)dpn(x) € R als

ILe(f) = ILe(f+) - ILe(f_)'
(Wir vermeiden die Situation (+00) — (+0).)

€ [0, +0)),

(b) Wenn beide Tro(f*) und Zre(f~) endlich sind (das heiBt, wenn Zp.(f*) €
L(M;R).

sagt man, dass f Lebesque-integrierbar ist und schreibt f e L(M) =

Bemerkung 14.5.
Seien M € Lg» und f: M — R. Dann f e L(M) < [ ist messbar und {,, fdu, € R.

Beispiel 14.2.
Betrachten wir f = xg — 1 auf verschiedenen Intervallen I < R.

(a) Sei I kompakt. Dann f € L(I) und {; fdu1 = —|I| e R.

(b) Sei das Intervall I unendlich (z.B. I = R). Dann f ¢ L(I), aber das Lebesgue-Integral
§; fdp existiert (im Sinne von R) und §; fdu; = —oo.

Theorem 14.1 (Lebesgue-Integral als Erweiterung des Riemann-Integrals).
Seien M € Q,, und f € R(M). Dann

feL(M) und Zr;(f) = Zre(f)-

Theorem 14.2 (Monotonie und Hauptabschéitzung).
Sei M € Lgn. Seien f: M - R, g: M — R mit f < g messbare Funktionen. Dann:

(a) Wenn § f dpyn und § g dp, existieren, gilt § f dp, < §,, g dpn.
M M M
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(b) Falls zusdtzlich pn(M) < +00 und f beschrankt ist, gilt f e L(M) und

(M) inf f(z ffdun\ (M) s1p f().

xe]V[ zeM

Wir benutzen, dass fiir eine Konstante ¢ € R und M € Lgn mit p,(M) < +oo gilt,
dass §,, ¢ dpn = ¢ pn(M).

Beispiel 14.3.
Betrachten wir die Vorzeichen-Funktion (Signum-Funktion)

: _ Ja/lzl, @ e R\{0}
sign(z) = {O, 0

auf verschiedenen Intervallen I € R.

(a) Sei I kompakt. Dann f € L(I) und SSlgn Jdupr(z) = I nRy|— [T nR_|.
(b) Sei I = R. In diesem Fall,

sign(+) ¢ L(I) und fsign(w)dul(a:)

R
existiert nicht (sogar in HAQ)

(c) Sei I = (a,+) mit a € R. Dann sign(-) ¢ L(I) und
+a0
J sign(z)dp; (x) = +oo.
(d) Sei I = (—o0,b) mit b e R. Dann sign(-) ¢ L(I) und

b
J sign(z)dpq (x) = —o0.

14.2 Komponentenweise Lebesgue-Integration.

Definition 14.4.
Sei M € Lgn. Sei f: M — R™, f(z) = (fi(z), fo(x), ..., fm(x)), x€ M.

(a) f ist messbar, wenn die f; messbar Vj sind.

(b) Wenn f; € L(M)Vj, definiert man das Lebesgue-Integral Z1(f) = § fdu, € R™ als
M

ffdﬂn = Jf1dﬂn, ff2dﬂna ceey medun
M M M
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Bemerkung 14.6 (Integration der komplexwertigen Funktionen).
Sei M € Lgn. Sei f : M — C. Dann identifizieren wir, um die Messbarkeit und das
Lebesgue-Integral von f zu definieren, C =~ R? und betrachten f als eine RZ-wertige

_ (Ref(x)
flx) = (Imf(m))’ x € M.

Funktion

14.3 Lebesgue-Integral fiir fast iiberall definierte Funktionen.

Sei fo = sign(z)|z|* mit dem Parameter a € R.
Fall 1. Sei a > 0. Dann ist f, definiert fiir alle x € R.

1
0

1 1 1 0
J1 fadun = fl Fdu — fl Fdu = | () - fl 2]y () = 0.
Aber f, ¢ L(R) und 3 {5 fadu (Aufgabe).

Fall 2. Sei o < 0. Dann ist f, nur fiir z # 0 definiert.
Betrachten wir eine Erweiterung f, von f, auf R mit einem Wert

~

f(0)=ceR.

Fall 2 (a). Sei o € (—1,0). Dann gilt f, € L(M) fiir kompakte M. Z.B., fir M =
[—1,2],

2
f Fadpr = j fadulJchdm: j Fadpin + cun ({0}) = f Fadpir.
-1

[—1,2]\{0} {0} [-1,2]\{0} [—1,2]\{0}

~

Der Wert von f(0) = c spielt keine Rolle. In einem solchem Fall schreibt man einfach

2
f fa dpy statt 82_1 fadpy oder statt §  fadp, und integriert fo ‘ohne den Wert’
~1

[—1,21\{0}
an x = 0.
2 2 2 2 0
| ot = [ i = [ 7 = @) - [ (=2)dm ),
1 1 1 0 2
( 2 I iape
1o _ . o _ . o
0
1+a 1+«
_ 2 - lim 't = 2 ,
l+a 1+ «aes0+0 1+«

£

0
f(—:z)adul(a:)z lim | (—z)%z = lim ! (=), = !
1

e—0—-0 e-0-01+ « 1+ a’
—1
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Nun haben wir

21+a 1 1 1+
d = —_ = 2 Oé_l.
Jfa #1 l+a 1+« 1+a( )

Fall 2 (b). Sei a € (—o0, —1]. Dann erweitern wir f, = sign(x)|z|* wie frither als Ja
auf R mit einem Wert f(0) = ce R.
~ b oo ~
Seien a < 0 < b. Dann f, ¢ L([a,b]) und ﬂg foa dp1. Damit spielt der Wert von f(0) =
a

auch keine Rolle.
Das sieht man so:

b b b
J i du = J i du f i du > J 2®daVe € (0, b].
a 0 0,b] €
1 1 _ b1+a
J %z = —— gt = < 0 +o0, wenn € — 0 + 0.
1+ 11+ af

£

b ~
Daher § fF du = Sm dpy = +oo.

) b 0 b
Ahnlich § fodpy = § (—2)® duy = +oo. Zusammenfassend, § § fo dpi.

Definition 14.5.
Sei M € Lrn. Man sagt, dass eine Eigenschaft fast iberall (f.4.) auf M erfiillt ist, wenn es
eine Nullmenge N gibt, so dass diese Eigenschaft auf M\N erfiillt ist.

Bemerkung 14.7.

Z.B.sei M € Q, und sei F': M — R beschrénkt. Dann folgt aus dem Lebesgue-Kriterium
der Riemann-Integrierbarkeit (Th. 14.5), dass F' genau dann auf M Riemann-integrierbar
ist, wenn F f.d. auf M stetig ist.

Definition 14.6.
Sei M € Lgn. Sei eine R-wertige Funktion f f.i. auf M definiert. Das bedeutet, es gibt
eine Nullmenge N, so dass f auf M\N definiert ist.

(a) f heift messbar auf M, wenn f : M\N — R messbar ist.

b) § fEdpn:= § f* dun
M M\N

) § f dp, existiert definitionsgeméf genau dann, wenn  {  f dp, existiert. In diesem
M M\N

Fall, { fdun,:= § [ dun.
M M\N

(d) fe L(M) definitionsgeméf genau dann, wenn f € L(M\N).
Diese Definition ist unabhdngig von der Wahl der Nullmenge N mit der Eigenschaft, dass
f auf M\N definiert ist.
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15 Verbindung zwischen uneigentlichem Riemann-Integral
und Lebesgue-Integral.

15.1 Uneigentliche Riemann-Integrale.

Sei K =R oder K = C. Sei m € N.

Definition 15.1 (uneigentliches Riemann-Integral).
Es sei eine Funktion f : (a,b) — K™, so dass f € R(|«, 5],K™) fur alle kompakten
Intervalle |, 8] < (a,b). Dann:

b b—0
(a) §fdz = § fdz heiBt uneigentliches (Riemann-)Integral.
a a+0

(b) Die Funktion f heifit uneigentlich (Riemann-)integrierbar auf (a,b), wenn es ¢ €

c c b—0
(a,b) gibt, so dass die beiden Grenzwerte § fdz := limH]Sfdx und  { fdz:=
a+0 a7V a ¢

lim § fdz in K™ ezistieren. In diesem Fall sagt man, dass das uneigentliche Integral
(&

B—b-0

b b c b—0

§ fdz konvergiert, und definiert seinen Wert durch § fdz:= § fdz + { fdz.
a a a+0 c

Bemerkung 15.1 (uneigentliches Integral ist wohldefiniert).
b

Die Definition und der Wert des uneigentlichen Integrals { f dz sind unabhingig von der
a

Wahl der Konstante c € (a,b).

b k
Man kann § f dz auch als lim { f dz definieren.
a ap—a o
Br—b “k
1
Die Definition des uneigentlichen Integrals kann man auch auf Félle wie § |z|7 dz
-1
erweitern, und auch auf die Funktionen f : E — K™ und £ € R"” mit E n K,.(0) € Q,

durch erschipfende Folgen der Teilmengen (s. [W2, § 7.20]).

Bemerkung 15.2.
Es sei eine Funktion f : (a,b) — R, so dass f € R(|a, 8]) = R(|e, 8], R) fiir alle kompak-
ten Intervalle [a, 8] < (a,b).

b ~
Man kann den Wert des uneigentlichen Integral { f dz im erweiterten Sinne von R =
a

b c b—0
Ru{tw}als| fde:= { fdx+ § fdzauchin den folgenden Fillen definieren:
a a+0 c
c b—0
(a) § fdze(—o,40]und § f dze (—o0,+0w] (wie im Beispiel 1).
a+0 c
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(b) § fdue[—oo+o)und § f dze[—o,400).
a+0 c

Beispiel 15.1.
: sign(z — 1) i}
Sei f(x) = ————, z € R;. Dann f € R([a, f]) fur alle kompakte Intervalle [a, 8] <
x
+00 R
Ry, aber das uneigentliche Integral { fdz existiert nicht, auch nicht im Sinne von R,
0

1 +00

denn § fdz = —oo und { f dz = +oo, und (—o0) + (4+0) ist ein unbestimmter
0+0 1

Ausdruck.

15.2 Verbindung der Lebesgue- und uneigentlichen Riemann-Integrale.

Definition 15.2 (uneigentliche absolute Integrierbarkeit).
Es sei eine Funktion f : (a,b) — K™, so dass f € R(|«a, 5], K™) fiir alle kompakten

Intervalle [«, 5] < (a,b). Die Funktion f heifit uneigentlich absolut (Riemann-)integrierbar
b b

auf (a,b), wenn { |f] dz < +oo0 (das heifit, wenn das uneigentliche Integral § |f| dz
a a

konvergiert).

Theorem 15.1.
Sei f uneigentlich absolut Riemann-integrierbar auf (a,b). Dann:
(a) f ist uneigentlich Riemann-integrierbar auf (a,b). (In diesem Fall sagt man, dass

b
§ f dx absolut konvergiert.)

b b
(b) f ist Lebesgue-integrierbar auf (a,b) und § fdu; = § fdz.

Bemerkung 15.3.
Aus der (nicht absoluten) uneigentlichen Integrierbarkeit folgt nicht die Lebesgue-Integrierbarkeit.

Beispiel 15.2 (uneigentliches Dirichlet-Integral).

sin x t®sinz
Sei f(x) = ;2> 0.Dann § ——dz = g als ein uneigentliches Riemann-Integral.
b

+oo
Aber das Lebesgue-Integral { f(z)dpi(z) existiert nicht, weil
0
f fr dpi(z) = 400 = f fdpi(z).
Ry R

Theorem 15.2 (Majorantenkriterium absoluter Integrierbarkeit).
Es seien zwei Funktionen f, g auf (a,b), so dass f,g € R([a, 5], K™) fiir alle [, ] < (a, b)
und

[f@) < lg(@)] Ve (a,b).



Falls g uneigentlich absolut Riemann-Integrierbar ist auf (a,b) (oder falls g Lebesque-
b

integrierbar ist auf (a,b)), dann konvergiert das uneigentliche Integral § f dz absolut, und
a

b
§ [flde<{ gl da.

Q ey o

15.3 Anwendung auf den Integralvergleichsatz fiir Reihen

Theorem 15.3 (Integralvergleichsatz fiir Reihen).
Es sei f: [1,+00) — R fallend (das heifit f(a) = f(b), wenn a < b) und f(z) = 0Vx. In

+00 +00
diesem Fall konvergiert ) f(n) genau dann, wenn § f(z) konvergiert.
k=1 1

Beispiel 15.3.

1
SeiaeR.DannZ—<+oo s a>1.
ka

keN

16 Eigenschaften der Riemann- und Lebesgue-Integrale. Kon-
vergenz von Lebesgue-Integralen. Satz von Fubini.

16.1 Eigenschaften von Riemann- und Lebesgue- Integralen.

Satz 16.1 (Riemann-Integral und Operationen mit skalarwertigen Funktionen).
Seien n € N und M € Q,,. Seien f,g € R(M,K) und o € K. Dann:

(a) fge R(M,K), f+geR(M,K), af e R(M,K).

() § (f+g)dv, =7§ fdv, + § gdv,, § af dv, =a § f du,, § 1dv, = v, (M).
M M M M M M

(c) |fl € R(M,R) und‘g f do,
M

< { If] dos.
M

m Fall, dass f,g € , un < g, gqult Uy < g dvuy,.
d) Im Fall, dass f R(M,R df 1 fd d
M M

@ 1§ fau,

< sup |(2)] va(M) und\x Fg dva| < sup|f@)] T gl don.
xeM M xeM M

(f) Wenn |g| = ¢ > 0 mit einer Konstante ¢ > 0, gilt f € R(M,K).
g

Der Beweis ist dhnlich mit dem 1-dim. Fall von “Math I”. Man kann auch das Lebesgue-

Kriterium der Riemann-Integrierbarkeit benutzen.

Satz 16.2.
Seien n,m € N und M € Q,. Sei f: M — E < R™, so dass f € R(M,R™). Sei E
abgeschlossen und g € C(E,K). Dann go f € R(M,K).
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Vergleichen wir jetzt mit dem Lebesgue-Integral.

Satz 16.3 (Lebesgue-Integral und Operationen).
Seien n € N und M € Lgn. Seien f,g € L(M,K) und o € K. Dann:

(a) f+geL(MK), af € L(M,K).

(b) S (f+g)dun: S denJrS 9dfin, S af dup :aS S dpn, Sld,un :Mn(M)'
M M M M M M

(©) € LOM.E) und | § 1

< § 171 dun.
M

(d) Im Fall, dass f,g € L(M,R) und f <g, gilt § fdu, < § g dun.
M M

(e) \ § 1 | < sup £l (), wobei sup |1(0)] € [0, +<c].

zeM
Bemerkung 16.1. (a) fe L(M,K") <= |f|e L(M,K™). (Fir Riemann-Integrierbare

Funktionen ist hier “«<” nicht wahr).

(b) Sei f e L(M,K™). Sei g : M — K eine messbare Funktion, so dass |g| < |f] f.ii.
(fast iiberall) auf M. Dann g € L(M,K").

Bemerkung 16.2.
f,9€ LIMK) == fge L(M,K). ZB., f(z) = g(z) =

L((0,1), R) (s. Beispiel 1 (b) und Thm 15.1), aber (fg)(x)
Beispiel 1 (b) mit Thm.15.2).

. Dann f,g € L(0,1) =

N

8|~

¢ L(0,1) (vergleiche

Seien n,m € N. Sei K = R oder K = C.

Satz 16.4 (Lebesgue-Integral des Produkts).
Sei M € Lgn. Sei g e L(M,K). Sei f: M — K messbar und sei f wesentlich beschrinkt
im folgenden Sinne:

AN mit pp(N) =0, so dass sup |f(x)] < +co.
zeM\N

Dann fge L(M,K) und

[ s am| < sw 1@l [ 1ol am.
M M

xeM\N

Korollar 16.1.

Sei fe L(M,K). Sei g : M — K eine messbare Funktion auf M, so dass |g| = ¢ > 0 fast

iiberall auf M mit einer Konstante ¢ > 0. Dann f € L(M,K).
g
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Definition 16.1.

Sei M € Lgn. Sei f: M — R messbar. Das wesentliche Supremum esssup f von f auf

xeM
M definiert man als

esssup f := inf sup
TeEM f N1 (N)=0 xeM\Nf( )

Eine Funktion f ist also genau dann wesentlich beschrdinkt, wenn esssup | f| < +o0.
zeM

Satz 16.5 (Riemann-Integral und Operationen mit vektorwertigen Funktionen).
Sei M € Q. Seien f,g € R(M,K™) und o € K. Dann:

(a) {f,g)xm € R(M,K), f+geR(MK™), af e R(M,K™).

(b) S (f+g)dvn:S fdvn+g g dup, S O‘fdvn:ag [ dop.
M M M M M

(c) |fl € R(M,R) und‘g f duy,
M

< § 1fl dvy < sup |f(2)] va(M).
M zeM

(d) ‘]Sw {fygyrm dvy| < suplf S lg| du,.

1 1
(e) Seien p,q € (1,4+), so dass — + — = 1. Dann
p q

1/p 1/q
J <f7 g>Km dvn < (A\Af |f|p dvn (Al |g|q dvn
M

(Holdersche Ungleichung fiir das Riemann-Integral; im Fall p = q = 2 heifit sie
Cauchy-Bunjakowski-Schwarz-(CBS-) Ungleichung).

Satz 16.6.
Sei M € Q,,. Seien f € R(M,K™) und h € R(M,K). Dann:

(a) hf e R(M,K™)

(b) ‘]‘S/[ hf dv,| < sup |h(x)] S |f] dvy,

| § af du,

< sup|f )| S |h| dvy,

1 1
(d) Seien p,q € (1,400), so dass — + — = 1. Dann
p q

1/p 1/q

f Wi de| < J 1P du, f F1% du,

M

(Hoéldersche Ungleichung, im Fall p = ¢ = 2 CBS-Ungleichung).
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Vergleichen wir mit dem Lebesgue-Integral von vektorwertigen Funktionen.

Satz 16.7.
Sei M € Lgn. Seien f,g€ L(M,K™) und o € K. Dann:

(a) f+ge L(M,K™) und af € L(M,K™).

) § (f+9)dun="F fdun+ § gdpn, § af dun=af f du,.
M M M M M

(¢) |f| € LOM,R) und \ § 7,

< § 1/ dun.
M

(d) Wenn 0 < esssup |f(x)| < 400 oder 0 < pn (M) < 400, gilt
zeM

xeM

| 1 | < esssupl ()] )
M

(wenn esssup |f(z)| = +0 oder pn (M) = +00, wird diese Ungleichung im Sinne von
reM

R verstanden,).

Satz 16.8.
Sei M € Lgn. Seien f e L(M,K™) und a € L(M,K). Seien g: M — K™ und 5: M — K
messbare und wesentlich beschrinkte Funktionen. Dann:

(a) Bf € L(M,R) und \ § 51 d

<esssup|B(x)] § |f] dpn.
xeM M

(b) ag € L(M,R) und‘g ag duy,
M

<esssuplg(z)| § [of dun.
xeM M

Satz 16.9 (Lebesgue-Integral des Skalarprodukts).
Sei M e ,CRn .

(a) Sei g € L(M,K™) und sei f : M — K™ messbar und wesentlich beschrdinkt. Dann
(Fradien & LOMLR) und |§ <F.g)en
M
R).

< esssup|f(z)| § |g| dun (im Sinne von
xeM M

1 1

(b) Seienp,q € (1,40), so dass —+— = 1. Seien f : M — K™ und g : M — K™ messbare
P q

Funktionen, so dass |f|P € L(M,R) und |g|? € L(M,R). Dann {f, gyxm € L(M, R) und

1

/p
f G, gem dpin| < f P dpim f 1917 du,
\M

1/q

(Holdersche Ungleichung, im Fall p = ¢ = 2 heifit sie CBS-Ungleichung).
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Satz 16.10 (Additivitdt des Riemann-Integrals. Teil 1.).
Sei M € Q,. Seien Mje Q,, j=1,...,J, JeN. Sei f e R(M,K™). Dann:

(a) Wenn v,(M) =0, gilt § f dv, = Ogm.
M

J
(b) Wenn M = |J M; und vy,(M; n My) = 0Vj # k, dann f € R(M;,K™) Vj, und es
i=1

J
Al f do, :éﬂi f do,.

Satz 16.11 (Additivitdt des Riemann-Integrals. Teil 2.).
Seien Mj € Q,, j =1,...,J, J < 4w, so dass vp(M; n M) = OVj # k. Sei f €

J
R(M;,K™) und M = ) M;. Dann M € Q,, f € R(M,K™) und
=1

gilt

f f dou, ZJZJ;M{ f dou,.

M

Satz 16.12 (o-Additivitit des Lebesgue-Integrals. Teil 1.).
Sei M € Lgn. Seien M; € Lrn Vj € N. Sei f e L(M,K"™). Dann:

(a) Wenn pn(M) =0, gilt § f dpn = Ogm.
M

+00
(b) Wenn M = | J M; und p,(M; n My) = 0Yj # k, dann f e L(M;,K™) VjeN, und
j=1

es gilt
40
J fdvnzZJ f dpn.
M I=lay,
+0 J
(Hier ist M; = @ mdglich, und damit kann 'U1 M; tatsdichlich Ul M; mit J < 40
= =
sein).

Satz 16.13 (o-Additivitit des Lebesgue-Integrals. Teil 2.).
Seien M € Lrn, j € N, so dass pn(M; n M) = 0Vj # k. Sei f € L(M;,K™) und

+a0
M = |J M;. Dann:
=1

(a) M € Lgn und f ist auf M messbar.

(b) Falls mindestens eine von den Summen

D0 BRI o A

jeN jeN
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endlich ist, dann gilt

me:zifwm

wobei das Integral und die Summe im Sinne von R existieren.

(c) f e L(IM,K™) < ZjeNSMj f~du, < 40 und ZjeNSMj ftdu, < +o0. In

diesem Fuall,
+00
| ram=3 [ 1.
M I=1p;

wobei das Integral im Sinne von R existiert und die Summe absolut konvergiert.

16.2 Majorisierte und monotone Konvergenzen von Lebesgue-Integralen.

Theorem 16.1 (Stetigkeit des Riemann-Integrals beziiglich gleichmifliger Konvergenz).
Seit M € Q,. Seien f; € R(M,K™), j € N, so dass f; 3 f auf M fir eine Funktion
£ M = K™ (das heift, |f — 5|5z = Suserr | F() — £3()] = 0 als k — ).
Dann f € R{(M,K™) und § f dv, = lim § f; dv,.

M I N

e Dieses Theorem ist nicht anwendbar fiir mehrere wichtige Félle.

e Im Fall des Riemann-Integrals ist es nicht leicht die Bedingung von der gleichméfigen
Konvergenz zu lockern.

Beispiel 16.1.

1

Seien fi(0) = 0 und fi(z) = W(X{,C (z) — x.(x)) fir x € R\{0} mit dem Parameter
x

v > 0 und Folgen {I;}ken, {Jk}ren von Intervallen.

1
(a) Seien v € (0,1), I, = [+,1] und Jy = @, k € N. Dann klim fr(z) = — auf (0,1]
—0
punktweise (das heiflt, fiir jeden z € (0, 1]), und

1 1 1
. . dx
Jim | fi dz = J (Ich_)ﬂgo fk(fb“)) do =) —,
0 0 0

1
wobei S—x als das uneigentliche Riemann-Integral (oder als das Lebesgue-Integral)
0T
verstanden wird.

1
Aber, fi B — auf (0,1].
7 1
Seien f(0) = 0 und fi(z) = W(X]k () — xJ, (z)) fiir z € R\{0} mit dem Parameter
x
~v > 0 und Folgen {Ix}ken, {Ji}ren von Intervallen.
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(b) Seien v =1, I = [4,1] und J = [-1,—7], k € N. Dann fi(z) — punkt-

X
| |'y+1

1
weise auf [0,1) n (0,1], wenn k — o0, fx(0) = 0 Vk und § frdx = 0 Vk. Aber
-1

1
das Integral § H%dx 3 sowohl als uneigentliches Riemann-Integral, als auch als
1z

Lebesgue-Integral.
. 1 ..
Seien fr(0) = 0 und fr(z) = E |7(x1k( x) — xJ,(2)) fir z e R\{0}, ke N.

(c) Seien v € (0,1), Ji = [—ak, —k], I = |k, Br] und klim o = klim Br = +00 mit
——+00 ——+00
ag, B, > k Yk € N. Dann f;, 3 0 auf R.

Aber fiir jedes G € R existieren Folgen {a }ken, {Br }ken, so dass hm o = khm B =
—+00

400, ay, B, > k Vke N, und lim S fr dz — G.
k—+o0

Zusammenfassung von (c): Fir unezgentlzche Riemann-Integrale ist das Thm.16.1
iiber die gleichméBige Konvergenz generell nicht wahr.

Die Losung wird durch den Satz von Lebesgue iiber majorisierte/dominierte Konver-
genz gegeben.

Theorem 16.2 (majorisierte Konvergenz von Lebesgue-Integralen).
Sei M € Lgn. Seien fj : M — K™, j e N, messbare Funktionen, so dass fj(x) — f(z)
f-ii. (fast iiberall) auf M. Nehmen wir auch an, dass

[fi(2)| < p(2) fi. VjeN
fiir manche p € L(M,R) gilt .
Dann f e L(M,K™) und
J f dpy = lim f fi dpm.
J—00
M M

Bemerkung 16.3.
Die Lebesgue-integrierbare Funktion ¢ im Theorem heifit Majorante.

Beispiel 16.2 (Fortsetzung des Beispiels 16.1 (a)).

1
Seien v € (0,1), fi(x) = EXIk(x) mit I = [£,1], k € N. Dann fi(z) - f(z) = —
(punktweise) f.i. auf [0,1], wenn k — o0,

fre = |fu| < f(z) f.i. auf [0,1]
und f € L([0,1],R) (siehe Vorlesung 15 oder 16).

1 1
Wegen des Satzes von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz gilt { fi dpus — § —dpy =
0 0T

%, wenn k — o0.
-
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Bemerkung 16.4.
In den Féllen (b) und (c) vom Beispiels 16.1 kann man den Satz von der majorisierten
Konvergenz nicht verwenden. (Warum?)

Auf das Beispiel 16.2 kann man auch das folgende Theorem anwenden.

Theorem 16.3 (Satz von B. Levi iiber die monotone Konvergenz).
Sei M € Lgn. Seien fj € L(M,R), j €N, so dass

filz) << fiz) < fima(@) < ...

fiir alle j € N fast diberall auf M und

supjfjdun < +00.
jeN
M

Dann ezistiert der Grenzwert f(x) := 'lirf fi(x) fai. auf M (im Sinne von R), die Funk-
J—+00

tion f ist Lebesque-integrierbar auf M und

de,un = lim ijd,uw
J—0
M

M

Aufgabe 16.1.
Reformulieren Sie den Satz von B. Levi fir die Summe Y,y § g von nichinegativen
M

Funktionen gi, € L(M,R).

Theorem 16.4 (Lemma von Fatou).
Set M € Lgn. Seien fj € L(M,R), jeN, so dass

L Au, .
eréIl\Ianfde < +w
M
Dann ist f(z) := limJirnffj(m) endlich f.i. auf M, die Funktion f ist Lebesque-
J—+0

integrierbar auf M, und

JeN
M M

16.3 [Iterierte Integration und Satz von Fubini.

Betrachten wir die iterierte Integration fiir das Lebesgue-Integral.
Man kann die Lebesgue-Integration auf Lebesgue-messbaren Mengen M < R"™ auf den Fall
M = R" reduzieren.

Erinnerung. Sei M < R"™ und sei f : M — K™. Die kanonische Fortsetzung fvon f

(auf R™) ist die Funktion
7 f(.'lf), reM
fz) = :
Ogm, z€RMNM
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Satz 16.14.

Seien M € Lgn und f € L(M,K™). Dann f~€ LR, K™) und § f dp, = § de,un.
M Rn

Seien m,n € N. Sei f : R™*" — K’ Wir schreiben f(2) als f(z,y), wobei 2z = (z,9) €
R™*" € R™ und ye R"™.

Theorem 16.5 (Satz von Fubini auf R™).
Sei f € L(R™*" K*). Dann:

| 16 diniae) = | | 100 di@din@) = | | 1) dun(2)ina ).
Rm+n R™ Rn Rn Rm

Bemerkung 16.5 (Erkldrung zum Satz von Fubini).

Fiir ein fixiertes y € R" sei gy(z) := f(x,y) die Funktion von z. Fiir ein fixiertes z € R™,
sei h;(y) := f(z,y) die Funktion von y. Der Satz von Fubini ist eine kurze Schreibweise
der folgenden Aussagen.

Sei f e L(R™™ K*). Dann:
(a) gy(-) = f(-,y) € L(R™ K) fiir fast alle y € R" (beziiglich yy,).

(b) hi(-) = f(x,-) € L(R™, K) fiir fast alle z € R™ (beziiglich fi,).

(¢) Die Funktion Z(x) = {5, f(z,y) dun(y) ist fiir fast alle 2 € R™ definiert und 7, €
L(R™ K.

(d) Die Funktion Z5(y) = {pm f(2,y) dpm(z) ist fiir fast alle y € R™ definiert und Z, €
L(R™, K.

(€ § f(2) dpmin(z) = S Ti(z) dpm(z) = § Ta(y) dpn(y)-
]Rm+n Rn

Bemerkung 16.6 (Querschnitte von Lebesgue-messbaren Mengen).
Seien n =m = 1. Sei M € L2 mit pz(M) < +00. Dann xps € L(R% R) und der Satz von
Fubini ist anwendbar. Fiir jedes py = (x0,%0) € R? bezeichnen wir

My, :={yeR : (zo,y) e M} SR, My, :={xeR : (z,y0) e M} = R.
Dann folgt aus dem Satz von Fubini
(a) Fiir fast alle z € R, M, € L.

(b) Fiir fast alle y € R, M, € L.

(¢) Die Funktion Z;(z) = {3 xar(x,y) dui(y) = pi(M,) ist fiir fast alle y € R™ definiert
und Z; € L(R, R).
(d) Die Funktion Zy(y) = §z f(z,y) dui(z) ist fiir fast alle y € R definiert und 7, €
L(R,R).
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(e) pa(M) = § xar dpe Zﬂi Zi(z) dpa(z) = S Io(y) dpal(y).
R2

Man kann die Aussagen (a) und (b) fiir M € Lg2 mit pa(M) = +oo mit Hilfe der
o-Additivitat erreichen.

Man kann die Bemerkung tber Querschnitte fiir den Fall M € Lgm+n zusammen mit
der Definitionen von M,, x € R™, und M,, y € R" generalisieren.

Man kann den Satz von Fubini fiir drei oder mehrere iterierte Integralen generalisieren.

Bemerkung 16.7 (Satz von Fubini auf Lebesgue-messbaren Mengen).
Sei M € Lgm+n. Sei f € L(M,K’). Dann:

(a) Fiir fast alle y € R ist M, € Lgm und f(-,y) € L(M,,K*) (wenn M, = &, nehmen
wir an, dass jede Kf-wertige Funktion g Lebesgue-integrierbar auf @ ist).

(b) Fiir fast alle z € R™ ist M, € Lgn und f(z,-) € L(M,,K").
(c) Die Funktion 7y (x) = §,,  f(x,y) dun(y) ist auf R™ Lebesgue-integrierbar.

(d) Die Funktion Zy(y SM f(z,y) dun(y) ist auf R™ Lebesgue-integrierbar.

(e)
deﬂm-&-n—fffmydﬂn )dpim (z Jffwy dpim () dpin(y).

M R™ M, R™ M,

Theorem 16.6 (Satz von Fubini-Tonelli).
Sei M € Lgm+n. Sei f: M — K¢ messbar. Nehmen wir an, dass mindestens eins von den
Integralen

| [ i@ wma | [ 1) )i )
R™ M, R™ M,

im Sinne von R existiert (das heifit existiert und ist endlich), dann:

(a) Das andere Integral existiert auch im Sinne von R.

(b) fe L(M,K"

(c) X fdpman = § § fl@,9)dpn(y)dum(z) = § § f(2,9) dpm(@)dp.(y).

R™ M, R™ M,
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17 Richtungsableitungen, partielle Ableitungen und Jacobi-
matrix. Kriterium der stetigen Differenzierbarkeit. Jaco-
bideterminate. Transformationssatz.

17.1 Richtungsableitungen, partielle Ableitungen und Jacobimatrix.

Seien n,m € N. Sei V' ein Banachraum iiber R, z.B., V = (R™, |- |). Sei Q € R" eine offene
Menge. Sei f: ) — V eine Funktion.

Def. 1.9. (Erinnerung)

Die Funktion f heifit (Fréchet/total) differenzierbar an der Stelle p € €2, wenn es einen
linearen Operator (Homomorphismus) A = A, € L(R", V) gibt, so dass

(f(z) = f(p) — A(z —p)) = 0. (17.1)

im

T

Der lineare Operator A = A, in (17.1) ist eindeutig bestimmt und heiit (Fréchet)
Ableitung von f in p (an der Stelle p). Man bezeichnet A, als 0f(p) oder D f(p).

Satz 17.1 (Differenzierbarkeit = Stetigkeit). (a) Wenn f an der Stelle p Fréchet-
differenzierbar ist, ist f an p stetig.

(b) Wenn f : Q — V auf Q Fréchet-differenzierbar ist, ist f auf Q0 stetig (das heifst,
feCc(Q,V)).

Seien w € R” und p € 2 < R™. Betrachten wir die Funktion ¢(¢) := f(p + (w), wobei
¢ € (—&,e) < R mit hinreichend kleinem & > 0.

Definition 17.1 (Richtungsableitung).
Ist die Funktion ¢(¢) := f(p + (w) an {y = 0 differenzierbar, so heifit ihre (1-dim.)
d
Ableitung d—g(O) Richtungsableitung von f an der Stelle p €  in der Richtung w € R,
und wird mit D,, f(p) bezeichnet.
o1
Dufp) i= lim =(f(p + Cw) = f(p) € V.

Beispiel 17.1 (Erinnerung: partielle Ableitungen).

Sei {e;}7_; die Standardbasis in R", das heifit, e; = (1,0,...,0) , e2 =(0,1,0...,0), ...,
en = (0,...,0,1). Sei j € {1,...,n}. Die Richtungsableitung D, (p) an der Stelle p in der
Richtung e; heiflt partielle Ableitung nach x; von f an der Stelle p, und wird bezeichnet
als

Also
0 J(p) = lim =(f(p + Gej) = S(P)) €V

(falls dieser Limes existiert).

94



Satz 17.2.
Sei f Fréchet-differenzierbar an p € Q mit der Ableitung A, € L(R", V). Dann:

(a) Fiir jedes w € R" existiert die Richtungsableitung D,, f(p) und D, f(p) = Apw. Statt
Ap(w) = Apw schreibt man normalerweise Dy, f(p) = (D f(a)) w = D f(a)|w].

(b) Insbesondere existieren an p alle partiellen Ableitungen
af(p) = Df(a)lerl, .-, dnf(p) = Df(a)len].
Man kann die Ableitung D f(p) durch partielle Ableitungen

5]- f(p),j=1,...,’rl

darstellen. Sei V' = R™. Sei f(x) = = (fi(x), fa(x),..., fm(x))T die komponen-

fm(2)
tenweise Darstellung der Funktion f bzgl. der Standardbasis von R™. Sei {2 < R". Sei

pe .

Satz 17.3.
Falls die totale Ableitung A, = Df(p) von f : Q — R™ ezistiert, besitzt der lineare
Operator A, die folgende Darstellung bzgl. Standartbasen von R"™ und R™:

oifilp)  filp) ... Onfi(p) of of1
wins) | BP0 ahG) o dpw) | [P

) e o 0 o o o ) afi”n %

O fn(@) Oafn(D) .. nfm(p)) Nem P e G (P)

Definition 17.2 (Jacobimatrix).

Die darstellende Matrix lN)f(p) vom Satz 17.3 heift Jacobimatriz von f an der Stelle p
(oder, in p).

Man bezeichnet die Jacobimatrix D f(p) oft als D f(p) oder f'(p) (sehr selten auch J #(p),
aber wir benutzen diese Bezeichnung nicht).

Beispiel 17.2 (Transformationsformeln fiir Zylinderkoordinaten).
Die kartesische Koordinaten (z,y, z) in R? und die Zylinderkoordinaten um den Ursprung
sind durch Transformationsformeln verbunden:
T =TCcosy
y=rsing ,7=0, pe(—m, x| (oder p €[0,27)), zeR.
z=z
Man kann diese Transformationsformeln als eine Einschriankung der entsprechenden total

differenzierbaren Abbildung F : [0,40) x R xR — R3 | F : (r,0,2)" — (z,y,2)"
schreiben.
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x = Fi(r,¢,z) =rcosp
Y= FQ(T7§052) = rsingo
< =F3(7",<,0,Z) =z

Die Jacobimatrix (Jacobimatrix-Funktion) Dy : (0, 490) x R x R — R3 — R3*3 von F ist

Jdz  dr Oz : 0
N gr gso gz cosp (—r)sing
Dp(r.p,2) = |5 55 o |=|sing rcosp 0
0z 0z 0z

Die entsprechende Determinante ist

det DF(r, ¢, z) = Azy.2) _

o(r, ¢, 2)

Sei Q € R". Sein =m. Sei f:Q — R"” eine total differenzierbare Funktion. Dann ist

die Jacobimatrix D f (p) eine quadratische n x n-Matrix,
Df(p) e R™"™.

Definition 17.3 (Jacobideterminante/Funktionaldeterminate).
Sei n = m. Dann heifit die Determinante det D f(p) der quadratischen Jacobimatrix D f
Jacobideterminante. Man bezeichnet die Jacobideterminate als

a(flv 7fn)
detDf = ——— "~
¢ f a(IL‘l,...,ZL‘n)
(und auch als Jy).

Sei Q € R™, neN. Seim = 1.

Beispiel 17.3 (Jakobmatrix skalarwertiger Funktion und Gradient).

Sei eine skalarwertige Funktion f : @ — R Fréchet-differenzierbar an p € €. In diesem Fall,
identifiziert man manchmal die Jacobimatriz D f(p) mit dem Gradient V f(p) = grad f(p)
von f und schreibt den Gradient als Zeilenvektor

(01f (), O2f(P)s-- -, Onf (D))

Fiir eine vektorwertige Fréchet-differenzierbare Abbildung
F:Q— RK,F(.%') = (F1($)7 s ,Fg(.ﬁU))T,

benutzt man dann diese Bezeichnung in der folgenden Weise

o ok

N grad F oo 0 oo
DF = e =|... ... ...
o OF;

grad F) orr o one
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Bemerkung 17.1 (geometrischer Sinn des Gradients).

In anderen Quellen schreibt man den Gradienten einer skalarwertigen Funktion als einen
Spaltenvektor. Dann grad f = (5 nr.

Dies ist mit dem geometrischen Sinn des Gradients verbunden: Falls grad f(p) # Ogn,

{ grad f(p) }

‘grad f(p)] = argmax Dy, f(p).

weR™
w|=1

Diese Formel bedeutet, dass der Vektor w, = % die eindeutige Lisung des folgen-

den Maximierungsproblem ist:
Seien p und eine an p differenzierbare Funktion f : 0 — R fixiert. Maximiere den Wert
der Richtungsableitung D, f — max unter der Nebenbedingung |w| = 1 (wobei w € R™).

17.2 Stetig differenzierbare Funktionen.

Seien n,m € N. Sei V' ein Banachraum iiber R, z.B., V = (R™, |- |). Sei Q € R" eine offene

Menge.

Def. (Erinnerung: C'-Funktionen, s. Def.2.4.) Die Funktion f : Q — V heifit stetig
differenzierbar auf Q (oder C*(Q, V)-Funktion), wenn f auf Q total differenzierbar ist und
die Ableitungsfunktion D f(-) stetig als die Funktion D f : Q@ — L(R", V) ist.

Definition 17.4 (stetige partielle Differenzierbarkeit).(a) Die Funktion heifit partiell dif-
ferenzierbar an p € Q (auf ), wenn alle partiellen Ableitungen 0y f(p), ..., dnf(p) an
p (auf ) existieren.

(b) Die Funktion heif3t stetig partiell differenzierbar auf €2, wenn alle partiellen Ableitun-
gen auf {2 existieren und stetig sind.

Theorem 17.1 (stetige Differenzierbarkeit < stetige partielle Differenzierbarkeit).
f e CHQR™) genau dann, wenn f stetig partiell differenzierbar ist.

Bemerkung 17.2.

Man kann Thm.17.1 in der folgenden Weise umformulieren: f : 0 — R™ ist genau dann
stetig differenzierbar auf 2, wenn die Jacobimatriz D f(p) an jeder Stelle p € Q existiert
und jede ihrer Komponenten 0y f;(+) auf Q stetig ist.

Beispiel 17.4 (stetige Differenzierbarkeit von Zylinderkoordinaten).
Sei Q = (0, +m) x R x R — R3. Die Einschriinkung F|q der Abbildung

x = Fi(r,¢,z) =rcosp
F:[0,40) xR xR —R3, y=Fy(r,p,z) =rsing
Z=F3(7“79073) =z
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die die Zylinderkoordinaten definiert, ist stetig partiell differenzierbar. Das heif3t,

cosp (—r)sinp 0
DF = |sing rcosp 0
0 0 1

existiert an jedem p = (r, p, z) € Q und alle Komponenten der Jacobimatrix-Funktion sind
stetig auf €2.
Thm.17.1 = F ist auf Q Fréchet-differenzierbar und
DF e C (Q,L(R* L)) = C (Q,R**?%).

Also gilt F e C1(Q,R?) (tatsichlich gibt es mehr: F € C®(Q,R?)).

17.3 Transformation von Integralen (Substitutionsregel)

Substitutionsregel (Erinnerung von Math 1.).
Seien f € R([a,b],R™) und ¥ € C[a, B]. Sei p([a, 5]) S [a,b]. Dann

»(B) B
J f(a)da = J Fb(s))0 (s)ds
P(a) a

Wir brauchen eine mehrdimensionale Verallgemeinerung.

Erinnerung: det Dy(p) = H
1y-v-y Ty

Theorem 17.2 (Transformationssatz fiir Riemann-Integrale, [W2]).
Sei Q € Q, offen. Sei 1 € C1(Q,R") injektiv und Lipschitz-stetig. Dann:

(a) Die Menge Q. = (Q) ist quadrierbar.

(p) ist die Jacobideterminate von .

(b) feR(EW,R™) & (foy)|det Dy e R(Q2,R™)
(c) Wenn f € R(Q,R™), gilt

Jf ) dug (z ff ‘ (Y1, -, ¥n)

dvn (y
Y1, yn) )

Theorem 17.3 (Transformationssatz fiir Lebesgue-Integrale, [W2]).
Sei Q offen. Sei eine injektive C1(Q, R™)-Abbildung, so dass die Jakobideterminate keine
Nullstellen in Q hat (das heifst, det Dip(p) # OVp € Q). Sei Q. = (). Dann:

(a) Eine nichtnegative Funktion f : Q, — |0, +00) ist genau dann messbar, wenn (f o
)| det Dvp| messbar ist. In diesem Fall (im Sinne von R),

ff Qn(a ff e

dpn(y
yl?"‘7yn) ( )
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(b) fe L(Q,R™) genau dann, wenn (f o) det Dy| € L(Q,R™). In diesem Fall gilt auch

die Transformationsgleichung von (a) (im Sinne von R).

Erinnerung: 3-dim. Kugelkoordinaten Betrachten wir die Abbildung

x1 = rcos(yp) sin(f)
U [0,400) x (—m,7] x [0,7] = R, F: (r,p,0) = (x1,22,73), { x9 = rsin(p)sin(f)
x3 = rcos(f)

¢ € (—m, 7] Azimutwinkel, 6 € [0, 7] Polarwinkel.
Die Ableitung ist

cos(p)sin() (—r)sin(p)sin(d) rcos(yp) cos(6)
DV = | sin(p)sin(d)  rcos(p)sin(d)  rsin(p) cos(6)
cos(6) 0 (—r)sin(0)

Damit gilt
(901,962,963)| = |(=r
o(r, ,9)

Die Funktion W ist surjektiv, aber nicht injektiv. Wenn r = 0, § = 0 oder 0 = m,
gilt det DU = 0. Die Einschrinkung von F' auf offene Q = (0,+00) x (—m,7) x (0, 7)
ist injektiv und hat das Bild R3\({x1 = 22 = 0} U {21 < 0,29 = 0}). Aber { 21 = 22 =
0}u{zy < 0,29 = 0} ist eine Lebesgue-Nullmenge und spielt keine Rolle fiir die Integration.

| det DY| = | 2)sin(0)| = r*sin(6).

Sei f(z) = g(|z|) = g(r) stetig auf R*\{0}. Sei 0 < p < R < +00. Dann

Rnmm R
x) dup(z f f f g(r)r?sin@ df dy dr = 47rf g(r)r? dr.
Kr(0)\K,(0) p =m0 P

Beispiel 17.5.

1
Betrachten wir jetzt den Fall p = 1, R = 40, f(x) = W, und benutzen ein Lebesgue-
x
1 1
Integral. Wegen |z| = r und —— = — haben wir
| |7 =
. +a0 2 +a0 b, 4 <3
J ——dup(z) = 4r J — dr =4n f P2V dr =< 4rx .
|| al ;>3
R3\K1(0) 1 1 =3
17.4 Erklirungen zum Transformationssatz.
. . n s . . ) _5(1/)17 7wn)
Sei Q € Q,, (das heifit, 2 < R™ ist quadrierbar). Sei  offen. Als det D) (p) = Aar o am)
Tlye-osTp

bezeichnen wir die Jacobideterminate von ¢ € C1(2, R™).
Wir erinnern uns an den Transformationssatz:
Sei ¢ € CY(Q, R"™) injektiv und Lipschitz-stetig. Dann:
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(a) Die Menge Q, = () ist quadrierbar.
(b) feR(QwR™) &  (fotp)|det Dip| e R(Q,R™)
(¢) Wenn f e R(Q,R™), gilt

a(wb cee awn)
5(y1> cee 7yn)

[ 7@ dw = [ s \ dun(y)
Q

oY1, .. ,¥n) 9

Warum erscheint hier der Betrag der Jacobideterminate
a(ylv sty yn)

Bemerkung 17.3.
Sei p : 2 — [0, +00) eine nichtnegative Lebesgue-integrierbare Funktion. Dann kann man
ein neves Maff (MaB-Funktion) A\, : Lo — [0, +00] fiir Lebesgue-messbare Teilmengen
M < Q durch
Ap(M) := Jp(y)dun(y)
M

definieren. Generell ist das Mafl A\, nicht bewegungsinvariant und ist nicht gleich mit der
Inhaltsfunktion (Jordan-Maf) v(M) fiir M € Q,,.

Aber A, hat viele gute Eigenschaften des Lebesgue-Mafes: o-Additivitiat, Monotonie,
Stetigkeit beziiglich monotoner Mengenfolgen und A,(M) = 0 fiir Lebesgue-Nullmengen
M (absolute Stetigkeit beziiglich des Lebesgue-Mafles). Die Funktion p heifit die Dichte-
funktion des Mafles \,.

Sei jetzt p = ‘1@17;5;) . Dann sagt der Transformationssatz
J f(@) dpn(z J f ()
()
Zusammenfassung Wenn p(y) = ‘%(Z/) , entspricht das neue Maf§ A\, : M —

S p(y)dun(y) beziiglich der y-Variable dem Lebesgue-Mafl p,, beziiglich der Variable x =

w(y)-
Warum ist ‘M;liyfsl) die richtige Dichtefunktion hier?

Sei der Einfachheit halber 2 = Z eine offene n-Zelle.
Betrachten wir die Frage vom Standpunkt der Zwischensummen. Eine Zerlegung ¢ von Z
in Teilzellen Z,, € A generiert die folgende ‘gekrimmte’ Zerlegung Qy = |J,ep ¥(Za)
von €, = () und die Gleichung fiir die ‘Zwischensummen’:

2 f@®)vn (¥ Zf ) ba v (Za),

ael
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Zo
WAy, )

)

Abbildung 2: Modified from ’'Jacobian determinant and distortion.svg’,
https://en.wikipedia.org/wiki/User:Blacklemon67, license (CC BY-SA 3.0),
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0

wobei % = ¥(y®) und y“ € Z, Zwischenpunkten sind. Die Konstanten b, verbinden
Jordan-Mafle beziiglich z- und y-Variablen:

n(Y(Za)) = bavn(Za).

Betrachten wir diese Verbindung fiir eine n-Zelle

Zo = [y1, 11 + Apn] % [y2,y2 + Aya] X -+« X [Yn, Yn + Ayn]

mit kleinen Léngen Ay; der Seiten [y;,y; + Ay;].
Sei x = (x1,...,25) = (V1(y), ..., ¥n(y)) das Bild der ‘Ecke’ y = (y1,...,Yyn) von Z,.
Sei Ay = Dy (y). Dann

wenn y — .

Das n-Parallelogramm {z + Ay(u —y) :u € Z,} approzimiert das Bild ¢(Z,), und
vn({Ay(u —y) : u e Zy}) = v,(¥(Za)). Das n-Parallelogramm IT = {Ay(u —y) : u € Z,}
wird von Vektoren

w1 = Ay(AyhO)' . 70)T = Ayl Ayel’
wa 1= Ay (0, Ays,...,0)" = Ay Ayes,

..y

wy, = Ay(0,0,... ,Ayn)T = Ay, Aye,

aufgespannt.

Erinnerung von ‘Math 1’: v,(II) = |det(w;,w2,...,w;)| (das Volumen ist der
geometrische Sinn der Determinate).
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Die Vektorspalten A,eq, Ayes, ..., Aye, sind Vektorspalten der Jacobimatrix A, = D (y)
von . Also

v ~ |de - - a(¢1aa¢n) v
H(0(22) > 4t Do [ 2 il 2,),
Zusammenfassung: : )
LR
o ‘ W) (y)‘

und

S F@)on(b(Za) = 3 F @@ bara(Ze) ~ 3 FW(™) \Mm on(Za)

aeA «a o sy Yn

5(1/11, e 71/}71)

dv,(y), wenn die Feinheit der Zerlegung gegen

konvergiert gegen S F@W(y)) ‘
Q
0 geht.

oW1, - Yn)

18 Umkehrsatz und Kettenregel. C'-Diffeomorphismen.

18.1 Der Umbkehrsatz.
Sei 2 € R" offen.

Theorem 18.1 (Umkehrsatz fiir C1-Abbildungen).

Sei W € CY(Q,R"™) mit der Ableitungsfunktion DU (y) = A,, y € Q. Sei die Ableitung
A, = D¥(p) an p € Q invertierbar (das ist dquivalent mit det D¥(p) # 0, s. "Math 1°).
Dann existiert eine offene Umgebung U < Q von p mit folgenden FEigenschaften:

(a) Uy = W(U) ist offen.
(b) Die Einschrinkung v = V| ist eine bijektive Abbildung von U auf U,.

(c) Die Umkehrfunktion (inverse Funktion) ¢ = ¢~ : Uy — U ist eine C*(Uy,U)-
Abbildung.

In diesem Fall ist die Ableitung B, = Dy(x) der Umkehrfunktion an x = 1 (y) invertierbar
mit (Bz)™l = A, Va € Q. (im Besonderen gilt fiir Jacobimatrizen (D(y))~! = De(x)).

Bezeichnen wir als y die Variable in € und, fiir ¢ € C1(,R"?), als z = ¥(y) die
Variable in Q, = 1(£2). Dann det Dy(y) # 0 in Q impliziert fiir y = = (2) = ¢()
det Dy(y) = (det Dp(x)) "y € Q

(oder Vo = ¢ (y) € Q).
Manchmal bezeichnet man diese Jacobideterminanten auch als

6($1, s 7$n)

et DY) = o)
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und

a(yb s 7yn)
det D _—
¢ SO( ) 8($17"'>xn)
-1
Dann gilt (M> = M Das entspricht auch gut der Leibnitz-
oY1y Yn) oz, ..., xn)
Notation fiir die Differential- und Integral-Rechnung. Den Transformationssatz kann man
als
ml, Aar, .. 7m)
f(z) dzidas .. f dy1dyz ... dyn
Oy, Yn)
schreiben.

18.2 Mehrdimensionale Kettenregel.

Bezeichnen wir als y die Variable in Q und, fiir ¢ € C*(Q,R"), als x = (y) die Variable
in Q, = (). Dann det Dy (y) # 0 in Q impliziert fiir y = v ~(z) = ¢(x)

(DY(y) ™" = Dy().
Das kann man durch die folgende Kettenregel beweisen (Aufgabe).

Theorem 18.2 (mehrdimensionale Kettenregel).
Seien U, < RY und U < R" offene Mengen. Seien ¢ : U, — U und f : U — R™
C'-Abbildungen. Dann
g=fo pEe CI(U*7Rm)
und
Dg(x) = [(Df){¢(x))] [(De)(z)]
(die Jacobimatriz der Verkniipfung f o ¢ ist das Produkt der Jacobimatrizen von f und

®).

Beispiel 18.1.
Sei f e CH,R). Sei ¢ : [a,b] — Q ein Weg, der an der Stelle t € (a,b) differenzierbar
ist. Dann ist die Funktion g(t) = f(p(t)) an ¢y differenzierbar und

dg(to)
dt

= (V£(e(to)), ¢ (to)rn = D, ;£ ((to)) dgoéito).
-1

Bemerkung 18.1.
Fiir differenzierbare Wege ¢(t),t € [a, b], interpretiert man oft ¢ als die Zeit-Variable, und

. . . d
schreibt H(tp) fiir die Ableitung ¢'(tg) = agp(tg).
Die Formel in Beispiel 18.1 schreibt man z.B. oft als

ag(to) = V f(e(to)) - (to)-
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18.3 Homéomorphismen und C!-Diffeomorphismen.

Im Umkehrsatz haben wir eine bijektive C'-Abbildung 1 : U — U, mit det D1 (y) # 0 fiir
alle y € Q. Dann ist ¢ ein CY(U, U,)-Diffeomorphismus.

Definition 18.1 (Homoomorphismen und C*!-Diffeomorphismen).
Seien Mengen U, U, < R" offen.

(a) Eine bijektive Abbildung v : U — U, heiBt Homdomorphismus, wenn v und !
stetig sind. Die Familie aller Homdomorphismen von U auf U, bezeichnet man als
Diff"(U, U,.).

(b) Ein Homéomorphismus 1 : U — Uy heifit C'-Diffeomorphismus, wenn ¢ € C*(U, U*)
und ¢y~ ! € CY(Uy, U). Die Familie aller C!-Diffeomorphismen von U auf U, bezeichnet
man als Diff! (U, U,).

Bemerkung 18.2 (Verbindung zwischen det Dy (y) # 0 und Injektivitét).

Die Bedingungen 1 € C'(€2,R™) und det D¢ (y) # 0 im Umkehrsatz (und im Transforma-
tionssatz fiir Lebesgue-Integralle) implizieren, dass v ein lokaler C-Diffeomorphismus ist
(und so lokal injektiv ist). “Lokaler” bedeutet hier, dass v ein C!-Diffeomorphismus in
einer (moglicherweise sehr kleinen) offenen Umgebung U von y ist (s. [AE2]).

Generell kann eine Abbildung ein lokaler C*-Diffeomorphismus in einer offenen Umgebung
jedes Punktes y € € sein und gleichzeitig global in 2 nicht injektiv sein (und so, global
kein C1(£2)-Diffeomorphismus).

Aufgabe 18.1.
Finden Sie ein Beispiel zur Bemerkung 18.2.

18.4 ('(Q)-Abbildungen und Lipschitz-Stetigkeit.
Sei M < R".

Def. (Erinnerung. Lipschitz-Stetigkeit, s. Def 8.1)
Eine Abbildung f: M — R™ heifit Lipschitz-stetig, wenn da = 0, so dass

|f(p) — flq)| < alp—q|¥p, g € M.

In diesem Fall, heiflt a eine Lipschitz-Konstante von f. Die Familie aller Lipschitz-
stetigen Abbildungen f : M — R™ bezeichnet man Lip(M) oder Lip(M,R™).

Theorem 18.3 ( Verbindung zwischen ¢ € C*(Q) und Lipschitz-Stetigkeit).
Seien 2 < R™ offen und f € C*(Q,R™). Dann f € Lip(M) fir jede kompakte Menge
M c Q.

Der Beweis von Th.18.3 wird auf dem folgenden Satz gegriindet.
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Satz 18.1 (Hadamards Lemma und Mittelwertabschétzung).
Sei f e CY(Q,R™). Seien p,q €, so dass [p,q] = Q, wobei

[p.q] ={p+tlag—p) : 0<t<1}
die Verbindungsstrecke zwischen p und ¢ ist. Dann:
1
(a) Es gilt f(p) — f(q) = A(p —q), wobei A:=T{ Df(p+t(qg—p))dt.
0
(b) |f(p) = f@ <Ip—d| max IDf(p+tlg—p)l-

te[0

Teil (a) (Hadamards Lemma) folgt aus der Kettenregel des Beispiels 18.1 (Aufgabe).
Teil (b) aus (a) und der Hauptabschétzung fiir Integrale.
Sei M < R™.

Definition 18.2 (C!(Q)-Funktionen).
Eine Abbildung f : M — R™ heiBt von der Klasse C'(M,R™), wenn es eine offene Menge
U € R" und eine Funktion F € C1(U,R™) gibt, so dass M < U und f = F|y; (das heifit,

wenn f eine C'!(Q)-Erweiterung auf dem offenen Q hat).

Beispiel 18.2 (C'[a, b]-Wege und links-/rechtsseitige Ableitungen).
Sei M = [a,b] = R. Sei f : [a,b] — R™ ein Weg. Es gilt f € Cl[a,b] = C([a,b],R™)
genau dann, wenn

feC'(a,0),R™),

die einseitigen Ableitungen

O+ f(a) := lim fO) = f(a) O_f(b) := lim ft) — f(b)

t—a+0 t—a t—b—0 t—0>
existieren, und

04f(a) = lim f(t).0-f(b) = lim f(t).

Korollar 18.1 (Verbindung zwischen 1 € C*(Q) und Lipschitz-Stetigkeit).
Sei 2 € R™ offen und beschrinkt. Sei f € CY(Q,R™). Dann f € Lip(Q2).

19 Wegintegrale. Linge eines Weges. Umparametrisierun-
gen.

19.1 Totale Variation und Linge eines Weges
19.2 Wegintegrale.

Erinnerung. Ein Weg v in R" ist eine stetige Funktion ~ : [a,b] — R" (die als eine
Trajektorie des Punkts v(¢) € R",t € |a,b] interpretiert wird). Der Weg v hat den An-
fangspunkt ~v(a) und Endpunkt v(b), die zusammen Endpunkten des Weges w genannt
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werden.
Die Spur
Spur(w) = w([a,b]) = {w(t) : tea,b]} cR"

des Weges w ist definitionsgeméf sein Bild.

Definition 19.1.(a) Ein Weg 7 : [a,b] — R™ heifit stiickweise-C', wenn es eine Zerlegung
a=1ty <ty <--- <t =0bmit k € N gibt, so dass

’}/EC[J 1, J]Vlﬁjﬁk‘

(b) Ein Weg ~ heifit doppelpunktfrei, wenn v : [a,b] — R™ injektiv ist.
(c) ve C([a,b],R™) heiBt geschlossener Weg (oder Schieife) falls vy(a) = ~(b).

(d) Eine Schleife v : [a,b] — R™ heifit geschlossener Jordan-Weg, wenn aus t; < to
und (t1) = 7(t2) folgt, dass t1 = a und t2 = b (das heiit v(a) = ~(b) ist einziger
Doppelpunkt von ~.)

Bemerkung 19.1.

Generell ist es fiir einen stiickweise-C'-Weg v mdglich, dass v ¢ C[a,b], weil 0_~(t;) #
0+7(t;) fiir manche t; (das heifit, die linksseitige Ableitung 0_~(¢;) kann nicht gleich mit
der rechtsseitigen Ableitung 0;v(t;) sein).

Definition 19.2 (Wegintegral beziiglich skalarem Bogenelement).

Sei 7y : [a,b] — R™ ein stiickweise-C'-Weg. Sei f : Spur(y) — R™ eine Funktion auf der
Spur mit der Eigenschaft, dass f o~y € R(|a,b], R™). Dann wird das Wegintegral beziiglich
der Bogenlinge (oder des skalaren Bogenelements) durch

jfds—ff

definiert. Hier heifit ds = |Y(t)| dt skalares Bogenelement.

(t)] dt

Bemerkung 19.2.
Das Wegintegral beziiglich skalarem Bogenelement { f ds heift oft skalares Kurvenintegral

5
(skalares Wegintegral). Merken wir an, dass fiir f : Spur(y) —» R™

ffds—ff

ein Vektor ist, sofern m = 2. Deswegen benutzen wir den Name “skalares Wegintegral”

(t)| dt e R™

sehr selten.
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Bezeichnen wir als  die Variable im Vektorraum R™.

Definition 19.3 (Wegintegral beziiglich vektoriellem Bogenelement dx).

Sei v : [a,b] — R" ein stiickweise-C'-Weg. Sei f : Spur(y) — R eine R™-wertige Funktion
mit der Eigenschaft, dass f o~ € R([a,b],R™). Dann wird das Wegintegral beziiglich des
vektoriellen Bogenelement durch

b b
Jf -dx = Jf’)/(t) dt = J<f(7(t))7:)’(t)>lkn dt
Y a p

definiert. Hier heiflt dx = (t) dt das vektorielle Bogenelement.

Bemerkung 19.3.
Sei n = 3. Nehmen wir an, dass das Vektorfeld f(x) ein Kraftfeld beschreibt, und ein
Massenpunkt P sich unter dem Einfluss dieses Kraftfelds bewegt. Dann stellt A = { f(x)-

5
dx die Arbeit dar, die das Feld bei der Verschiebung von P lings des Weges -y leistet.

Bemerkung 19.4.

Das Wegintegral beziiglich des vektoriellen Bogenelement § f - da heiit oft vektorielles
v
Kurvenintegral (vektorielles Wegintegral).

Merken wir an, dass das Ergebnis

b
J fode= J<f(7(t))a:)’(t)>R" dte R
R a

immer ein Skalar ist. Deswegen benutzen wir den Name vektorielles Wegintegral sehr
selten.

Def. 10.2 (Erinnerung.) Streckenziige in R".

(a) Ein Weg w : [a,b] — R™ heifit Streckenzug, falls es eine Zerlegung Z : a = tg < t; <
e <tp=0bgibt,s.dVj=0,...,k

w (1 —s)t; + stjr1) = (1 — s)w(t;) + sw(tjr1),s € [0,1].

(b) Wir sagen, dass ein Streckenzug w ein Streckenzug in 2 € R" ist, falls Spur(w) < 2
(das heiBt, w(t) € Q Vt € [a,b]).

(c) Die Liange £(w) des Streckenzuges w ist definitionsgemifl £(w) := 2521 lw(t;) —
w(tj-1)] -

Fiir ein Streckenzug w : [a,b] — R™ gibt es eine Zerlegung Z :a =ty <t; < --- <ty = b,
so dass

w((1 = 8)t; + stis) = (1 — s)w(ty) + sw(tj1), s € [0,1]. (19.1)
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Definition 19.4 (totale Variation).
Betrachten wir eine (nicht obligatorisch stetige) Funktion f : [a,b] — R™.

(a) Der Streckenzug wz ¢, der mit f und eine Zerleqgung Z :a = tg <t < -+ <tp =b
assoziiert ist, wird als der Streckenzug der Form (19.1) mit

w(t]) = w27f(tj): f(tj)?] = 07 cee k)

definiert. Die Lange des Streckenzuges wz 5 bezeichnen wir als Lz(f), das heift,
k
e2(f) = ), If(ty) = F(tj-1)l-
j=1

(b) Var(f) = Var(f, [a,b]) := sup{L€z(f) : Z ist eine Zerlegung von [a, b]} heifit (totale)
Variation der Funktion f iiber [a,b].

Definition 19.5.
Sei f : [a,b] = R™. Man sagt, dass die Funktion f wvon beschrinkter Variation ist, falls
Var(f, [a,b]) < +o0.

Beispiel 19.1.(a) Wenn f € C*([a,b], R") (das heifit f ist C'-Weg), ist f von beschriinkter
Variation.

(b) Var(xq,[0,1]) = +oo (Bemerkung: xqljo,1] ist kein Weg).
(c) Var(sign(-),[—a,a]) =2 Ya > 0.

(d) Fiir beliebige n € N, gibt es stetige Funktionen (Wege) 7 : [a,b] — R™ mit Var(y) =
+00.

Wir brauchen Beispiele von Typ (d) mit n = 1 und n = 2.

Definition 19.6.
Sei 7 : [a,b] = R™ ein Weg (das heiit, v € C([a, b], R™)).

(a) Dann nennt man die Variation Var(y,[a,b]) die Linge vom Weg v und bezeichnet
diese Léange als

£(v) := Var(y, [a,b]).
(b) Wenn £(v) < 400, sagt man, dass der Weg v rektifizierbar ist.

Beispiel 19.2.
Betrachten wir 7 : [-1,1] — R2,

t
, —1,0) u (0,
v(t) = <|t|asin( )) rel )< 1].
Ogz, t=0

|
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(a) Fiir a < 0 ist v kein Weg, weil v ¢ C([0, 1], R?).

(b) Fiir 0 < o < 1 ist «y ein nicht rektifizierbarer Weg, das heifit, v € C([—1, 1], R?), aber
£() = +o0.

(c) Fiir a > 1 ist y ein rektifizierbarer Weg, das heiit, v € C([—1,1],R?) und £(y) =

1
§ [7(t)|dt < +c0.
—1

Theorem 19.1.
Es sei vy : [a,b] — R" ein stickweise-C* Weg. Dann ist v rektifizierbar mit der Linge

b
£(y) = §I@®)de.

Bemerkung 19.5 (Linge als ein Wegintegral beziiglich der Bogenlénge).

b
Das bedeutet, dass das Wegintegral { 1 ds := {|¥(t)|dt von f =1 beziiglich der Bogenlinge
5y a
die Linge £(v) des Weges ~ ist.

Bemerkung 19.6 (iiber den Beweis Thm-s 19.1).
Die Rektifizierbarkeit vom stiickweise-C'' Weg ~ folgt aus der folgenden Aussagen:

(a) Falls v € Lip([a,b],R™) mit der Lipschitz-Konstante A gilt es die Rektifizierbarkeit
und £(y) < A(b—a) < 4o0.

(b) Jeder stiickweise-C' Weg  ist Lipschitz-stetig.

Den Beweis von £(v) = {|(¢)|d¢ kann man in, z.B., [H1, §2.1] finden.

Q ey O

Aufgabe 19.1.

Qo

Beweisen Sie £(v) = {|Y(t)|dt fiir Streckenziige .

Bemerkung 19.7 (Geschwindigkeit und die Lange der Trajektorie).
Falls wir einen stiickweise-C' Weg v : [a,b] — R"™ komponentweise schreiben

¥(t) = (v )

Y

bedeutet Th.19.1, dass

20) = | (MOF +- + ha@P) " a

Y S

Die Ableitung ¥(t) ist der momentane Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢. Die skalar-
wertige Funktion |¥(¢)| gibt die momentane (skalare) Geschwindigkeit als ihren Werte.
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Beispiel 19.2 (c¢) (Fortsetzung)
Sei
(\t|"‘s€n(%)>? te[-1,0) v (0,1]
Oge, t=0

~(t) = ,a > 1.

Fiir ¢ € (~1, 1) gilt
Mt =1=0:m(=1) = 0 7(1)}, also y € C'[-1,1].

. t%sin($)—0 ) a1 . 1
0+72(0) = tilg}rof = tllé&ot sm(;) =0 = d_72(0).

=

1 1
Fiir t > 0 gilt v5(t) = at* Lsin T t*2 cos T

(c.1) Fir o> 2 gilt tli(}gr}ro Yo (t) = 0 = 0172(0) = d_2(0) = tligno'yé(t) und auch offenbar
N /
Ory2(F1) = lim ‘95(t)
Daraus folgt
veCl-1,1] = ~eC'[-1,1]

rektifizierbar. Das heif3t

(c2) Firl<a<2 ﬂt li(r)r}ro Y4(t). Es ist fiir 1 < o < 2 also 7 ein Beispiel der Funktion,

die auf [-1,1] differenzierbar ist, aber nicht stiickweise-C'! Funktion ist. Doch fiir
1 < a < 2 ist v rektifizierbar.
Das kann man aus der uneigentlichen absoluten Konvergenz von

1
J4/1 - ()2t < 40
0

erhalten (es braucht eine zusétzliche Begriindung).

Zusammenfassung: Fiir 1 < o < 2 ist 7 ein Beispiel fiir einen Weg, der auf [—1,1]
rektifizierbar ist, aber kein stickweise-C' Weg ist.

Satz 19.1.
Sei f : [a,b] — R eine stiickweise-C' Funktion. Dann:

(a) v(t) = (¢, f(t)), te]a,b], ist ein stickweise-C' Weg in R?, so dass Spur~ mit dem
Graph Gr f der Funktion f tbereinstimmit.
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(b) £(v g«/ (F1)2 dt.

Satz 19.2 (Linge des Weges in zylindrischen Koordinaten).
Seien r : [a,b] — [0,+0),¢ : [a,b] = R und z : [a,b] — R stickweise-C' Funktionen.
Dann:
r(t) cos ¢(t)
(a) v(t) = | r(t)sing(t) | definiert einen stiickweise-C1 Weg in R3.
z(t)

(b) £y w Y .

Beweis. v} = 1" cos p—rsin(p)¢’, ¥4 = r'sin o+rcos(p)¢’, v3 = 2. |Y? = (r') 2 +r2(¢)2 +
(2")2. O

19.3 Beispiel der physikalischen Anwendung des Wegintegral beziiglich
der Bogenlinge.

Sei v : [a,b] — R3 ein stiickweise-C' Weg mit endlich vielen Doppelpunkten, der ein Draht
mit Lebesgue-integrierbarer linearer Massendichte p : Spur~y — [0, +00) modelliert (die
lineare Massendichte ist Masse pro Léngeneinheit). Dann:

(a) Die Gesamtmasse M des Drahts ist

M=Jp( fﬂ 7)| dr.
5 3

(b) Der Radiusvektor S des Schwerpunkts vom Draht ist

MJ‘” 1%

a

(7)| dr.

(c) Wenn wir komponentenweise S = (S, S2,S3) " schreiben, gilt

j MJ Z']p 7] )|d7—7

—
@%@

wobei @ = (21, z2,23) .
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19.4 Umparametrisierung von Wegintegralen.

Sei v : [a,b] — R™ ein stiickweise-C' Weg. Dann existiert die Ableitung (¢) fiir alle
t € [a,b] ohne moglicherweise endlich viele . An den Endpunkten a und b verstehen wir
die Ableitung als ¥(a) := d1~(a) und ¥(b) := d_~(b).

Definition 19.7.(a) Falls (¢) existiert und 4(t) # Ogn, heiit T(t) = T~(t) := der
Tangeteneinheitsvektor an v im Punkt ~(t).

(b) In diesem Fall, heifit die Gerade
G =~(t) + RT(t) = {v(t) + aT(t) : a € R}
die Tangente an ~ im Punkt ~(¢).

Bemerkung 19.8. (a) In Doppelpunkten ~(t1) = ~(t2) kann « mehrere Tangenten be-
sitzen, die verschiedene Zeitpunkten ¢; entsprechen.

(b) In Zeitpunkten ¢, so dass 3%(t) aber 01~(t) existieren, kann ~ verschiedene linkssei-
tige und rechtsseitige Tangenteneinheitsvektoren haben.

Bemerkung 19.9 ( Verbindung zwischen beiden Typen der Wegintegrale).

Sei « : [a,b] — R™ ein stiickweise-C' Weg mit endlich vielen Doppelpunkten und endlich
vielen Zeitpunkten t mit der Eigenschaft y(t) = Ogn. Sei f : Spur(y) — R™ eine R"-wertige
Funktion mit der Eigenschaft, dass f oy € R([a, b], R™).

Wegintegrale beziiglich des vektoriellen Bogenelements { fda und beziiglich der Bo-
v

genlinge § gds sind verbunden durch
v

b b
| #de = [ 50 at = [0 T 00 B0 = [ oo ds
¥ a a ¥
wobei g(z) = (f(x), Ty(y (z)))r~ fiir alle & ohne mdglicherweise endlich viele Punkte

a wohldefiniert ist und g(7(-)) € R([a, b],R). Deswegen sind Figenschaften von Weginte-
gralen beider Type verbunden (aber manchmal nichttrivial verbunden).

Definition 19.8 (CY-Parameterwechsel).
Seien I; und I Intervalle in R.

(a) Man sagt, dass eine Abbildung v : I — I ein Homdéomorphismus ist, und schreibt ¢ €
Diff%(I}), wenn 1 eine bijektive stetige Abbildung ist und die umgekehrte Abbildung
¢ = 1~! auch stetig ist. (Dann ist ¢ : Iy — I; auch ein Homomorphismus).

(b) Man sagt, dass ¢ : I} — I ein C'-Diffeomorphismus ist und schreibt ¢ € Diff!(Iy),
wenn ¢ € Diff’(I1),+ € C'(I}) und ¢ := ¢! € C'(I5). (Dann gilt auch ¢ € Diff(I)).
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(c) Sei ¢ = 0 oder ¢ = 1. Man sagt, dass ¢ : I; — Iy ein (orientierungserhaltender)
C4-Parameterwechsel ist, wenn ¢ € Diff?(1;) und ¢ strikt wachsend sind. (Dann ist
¢ = 1! auch ein C%-Parameterwechsel). Eine Funktion ¢ : I; — R heifit (monoton)
wachsend, falls 1 (t1) < (ta) fiir alle ¢ < to gilt.

Definition 19.9 (CY9-Umparametrisierung).

Sei ¢ = 0 oder ¢ = 1. Ein Weg & : [ag,b2] — R™ heifit (orientierungserhaltende) C'7-
Umparametrisierung vom Weg ~ : [a1,b1] — R"™, wenn es einen orientierungserhaltenden
C%-Parameterwechsel 9 : [a1,b1] — [a2, b2] gibt mit & = 7 o 4. In diesem Fall sagen wir,
dass £ und vy dquivalente C'1-Parametrisierungen sind, und schreiben & ~ ~.

Satz 19.3.
Seien v : a1, b1] = R™ und & : [ag, ba] = R™ zwei Wege in R™, so dass & ~ . Dann:

(a) £(7) = £(§) und Spur~y = Spuré.
(b) v(ar) = &(az), v(b1) = &(b2).
(c) ~y ist stiickweise-C' genau dann, wenn ¢ stickweise-C" ist.

(d) Seien v und & stiickweise-C* Wege. Dann ist g : Spur(y) — R™ eine Funktion mit der
Figenschaft goy € R([a1,b1],R™) genau dann, wenn go& € R([az, b2],R™). In diesem
Fall, § gds = { gds.

¥ 3

(e) Seien~y und ¢ stickweise-Ct Wege. Falls foy € R([a1,b1], R") und fof € R([az, ba], R™)

fiir ein R™-wertiges Vektorfeld f : Spur(y) — R", dann gilt § f -de = § f - de.
¥ 3

Aufgabe 19.2.
Seien Iy und I Intervalle in R, so dass 3¢ € Diff’(Iy, I). Dann:

e [ ist genau dann kompakt, wenn Iy kompakt ist.
e [ ist genau dann offen, wenn Iy offen ist.

Bemerkung 19.10.

Um zu sagen, dass v und ¢ #quivalente C'-Parametrisierungen sind, braucht man die
zusitzliche Bedingungen, dass v und ¢ C'-Wege sind. Némlich, sei 7 : [a1,b1] — R™ und
¢ : [ag, ba] — R" zwei Wege in R™, so dass v € C'[ay,b1] und & = 7 o ¢ mit einem ori-
entierungserhaltenden C'-Parameterwechsel v : [ag,bs] — [a1,b1]. Dann & € Cl[ag, bo]
und man sagt, dass & und v dquivalente C'-Parametrisierungen sind. Die entsprechen-
de Bezeichnung ist die selbe Bezeichnung & ~ =, aber jetzt & ~ v im Sinne der C'-
Parametrisierungen (im C'-Sinne).

Bemerkung 19.11 (Bezeichnung mit der Pfaffschen Form/Differentialform vom Grad 1).
Fiir das Wegintegral beziiglich des vektoriellen Bogenelements dx = < dt gibt es noch eine
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Bezeichnung:

b
J fdx = J fidzy + fodao + - - + frda, = Z f fj(t)yé-(t) dt,
j=1

vy vy T oa

wobei f(x) = (fi(x), fo(x),..., fu(x)) und

da(t) = dy(t) = (1 (D), .., ¥4(8) Tdt.

Beispiel 19.3.
Seien () = (cost,sint) ', t € [—m, 7],

(a)

£(t) = (cos(nt),sin(nt)) T, t € [-1,1].

Dann sind 7 und ¢ geschlossene C''-Wege (Schleifen), und v ~ ¢ als C*-Parametrisierungen
des Einheitskreises

St = 0K1(0) = Spury = Spuré < R

Sei jetzt ((t) = ( cos(nt?),sin(rt®) )T, t € [~1,1]. ¢ ist ein geschlossener C'-
Weg, der S' = Spur( parametrisiert, ¢ # ¢ im Sinne von C'-Parametrisierungen,
aber ¢ ~ £ im Sinne von C°-Parametrisierungen. In der Tat, ¢(t) = £(x(t)) mit
V) = 3t € [-1,1], ¥ : [-1,1] » [-1,1], ¥ € CY~-1,1], aber ¢ = ¥t €
C[-1,1\C'[~1,1], weil @(t) = t'/3 an tg = 0 nicht differenzierbar ist. Wir be-
nutzen hier, dass v und £ nur einen einzigen Doppelpunkt (—1 0) haben. Und so ist
die CO-Umparametrisierung 1 eindeutig.

ga(t) = (cost,sint)",t € [-m, 7],
£(t) = (cos(mt),sin(nt)) T, t e [-1,1],
C(t) = (cos(mt®),sin(nt3) )T, t € [-1,1].

¢ # v im Sinne von C'-Parametrisierungen, aber ¢ ~ 7 im Sinne von C%-Parametrisierungen.
Das kann man in zwei Weisen zeigen.

(c.1) Man kann das direkt zeigen: ((t) = v(o(t)) mit o(t) = 7t3, 0 € CY([-1,1], [-7, 7])
do(0)

und ist bijektiv. Aber = 0, und so ist o~ an der Stelle o(0) = 0 nicht diffe-
renzierbar. Also o ¢ Diff!([—1,1],[—=, 7]), obwohl o € Diff®([—1,1], [-=, 7]).

(c.2) Der zweite Beweis: ~ im Sinne der C''-Parametrisierungen ist eine A quivalenzrelation,
und ~ im Sinne der CO-Parametrisierungen ist eine A quivalenzrelation. Also, ¢ ~ &
und &€ ~ vim C%-Sinne = ( ~ v im C°-Sinne. Und ¢ # £ und € ~ v im C'-Sinne

= (%7 im C'-Sinne.

Definition 19.10 (Aquivalenzklassen).
Sei ~ eine abstrakte Aquivalenzrelation, die auf einer abstrakten Menge X definiert wird.
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(a) Dann definiert man fiir jedes z € X die Aquivalenzklasse [x] von = (beziiglich ~) als
[z] ={ye X : y~x}.

(b) Jedes y € [x] heiBt Reprisentant der Aquivalenzklasse [x].
(c) Man bezeichnet X/ ~ als die Familie aller Aquivalenzklassen beziiglich ~.
Bemerkung 19.12.(a) ye [z] = [y] =[z].

(b) = ist offenbar ein Reprisentant der Aquivalenzklasse [x].

(¢) X=U[z]= U o und fiir jedes y gibt es genau eine Aquivalenzklasse o € X/ ~,
X oeX /[~

so dass y ein Reprisentant von dieser Aquivalenzklasse o ist. Also X = J «aist
aeX [~

eine Zerlequng von X in disjunkte Aquivalenzklassen.

Satz 19.4. (a) Die Aquivalenz ~ im Sinne der C'-Parametrisierungen ist eine Aquivalenzrelation
auf der Familie aller Wege.

(b) Die Aquivalenz ~ im Sinne der C°-Parametrisierungen ist eine Aquivalenzrelation

auf der Familie aller Wege.

Bemerkung 19.13.

Die entsprechende Aquivalenzklassen I' = [y] von C'-Wegen und bzw. (C°-)Wegen heifien
kompakte C1-Kurven, bzw. kompakte (C °-)Kurven (s. [AE2)).

Sie heien kompakte Kurven, weil die Wege « : [a,b] — R"™ auf kompakten Intervallen
[a, b] definiert sind. (Das impliziert auch, dass SpurI' := Spur+y eine kompakte Menge
ist.)

Gibt es fiir eine kompakte Kurve I' = [7] eine besonders bequeme Parametrisierung?

Definition 19.11 (Parametrisierung nach Bogenlidnge).
Ist der Weg 7 : [a,b] — R" eine C!'-Parametrisierung einer kompakten C'-Kurve I' = [7]
mit der Eigenschaft

5(0)] = ¥t € [a, 1],

sagt man, dass die Kurve I durch v nach Bogenlinge parametrisiert wird.

Bemerkung 19.14 (Existenz der Parametrisierung nach Bogenlinge, [AE2]). (a) Ein C!-
Weg v : [a,b] — R™ heifit regulir, wenn ¥(t) # 0Vt € [a, b].

(b) Jeder regulirer C*-Weg ~ : [a,b] — R™ hat eine C'-Umparametrisierung nach der
¢

Bogenlinge. In der Tat, sei s(t) =

Y(7)|dr die Linge von Teilweg v|f,4. Dann

definiert ¢ : t — s(t) ein C'-Diffeomorphismus ¢ : [a,b] — [0,£(7)], ¥ = ¢!
ist der umkehrte C'-Diffeomorphismus auf [0, £()], und ist £(s) = (1(s)) eine

115



C'-Umparametrisierung von v nach Bogenlinge. Die neue Variabel s = s(t) hat die
Ableitung s'(t) = |¥(t)]. Das erklédrt die Bezeichnung ds = |¥(¢)|dt im Wegintegral
beziiglich der Bogenlénge:

£(v) b
f gds = j g(E(s)) ds = J 9(2() 13(8)] dt.
Y 0 a

Bemerkung 19.15. (a) Man kann dhnlich allgemeinere (nicht obligatorisch kompakte)
Kurven I' = [v] definieren, wenn man die stetige Abbildungen v : J — R™ auf
allgemeineren Intervallen J — R betrachtet (ohne die Bedingung, dass J kompakt
ist, s. [AE2]).

(b) C?%-Wege, C?-Kurven, und C?-Umparametrisierungen ¢ € Diff?(J) kann mann fiir
beliebige g € Nu{oo} betrachte (s. Vorlesung 2 fiir die Definition von C'?-Abbildungen
und [AE2]). Z.B. sind

y(t) = (cost,sint) ', t € [—m, ],

und
£(t) = (cos(nt),sin(nt)) T, t e [-1,1],

dquivalente C'9-Parametrisierungen Vg € N U {c0}.
Jede Differenzierbarkeitsklasse C9 entspricht einer eigenen Aquivalenzrelation ~.

Beispiel 19.4.
Seien

ga(t) = (cost,sint) ', t € [—m, 7],
£(t) = (cos(2t),sin(2t)) T, t € [—m, 7],
C(t) = (cos(—t),sin(—t) ), t e [-m, 7]

(a) Dann 7 # ¢ im C%-Sinne (und folglich, in beliebigem C?-Sinne), weil jeder Punkt
von der Spuré ein Doppelpunkt ist, und Spur+y nur einen einzigen Doppelpunkt
+(=) = 5(r) hat.

(b) Spur ¢ hat auch nur einen einzigen Doppelpunkt v(—7) = () und Spur ¢ = Spur~.
Aber ¢ # v, weil ((t) = v(¥(t)) mit ¥ (t) = —t. Eigentlich ¢ € Dift?(|—=, 7|, [—m, 7])Vq €
N U {0, 0}, aber v ist keine orientierungserhaltende C?%-Umparametrisierung, weil
¥ eine orientierungsumkehrende C1-Umparametrisierung ist.

Definition 19.12 (orientierungsumkehrender C'?-Parameterwechsel).

Man sagt, dass @ : I1 — I orientierungsumkehrender C'?-Parameterwechsel ist, wenn 1 €
Diff?(I;) und ¢ strikt fallend sind. (Dann ist ¢ = 1! auch ein orientierungsumkehrender
C%-Parameterwechsel).
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Satz 19.5 (Wegintegrale mit orientierungsumkehrendem C%-Parameterwechsel).
Sei~ : [a1,b1] — R" ein stickweise C*-Weg. Sei ) : [az, ba] — [a1,b1] ein orientierungs-
umkehrender C'-Parameterwechsel und & = ~ o). Dann:

(a) & ist ein stiickweise-C' Weg.

(b) FEine Funktion g : Spur(y) — R besitzt die Eigenschaft g o~y € R([a1,b1],R™) genau
dann, wenn g o & € R([az,b2],R™). In diesem Fall,

Jgds = Jgds.
v 3

(c) Eine Funktion f : Spur(y) — R" besitzt die Eigenschaft f oy € R([a1,b1],R") genau
dann, wenn f o & € R([az, b2],R™). In diesem Fall,

Jf-d:nz—!f-da:.

Der Beweis folgt aus der 1-dim. Substitutionregel (Aufgabe).

19.5 Andere Eigenschaften von Wegintegralen.

Seien v! : [a1,b1] — R™ und 42 : [ag,ba] — R™ zwei Wege (hier 1 und 2 in 4!, ~? sind
Indizes).

Definition 19.13 (Konkatenation der Wege).
Wenn v!(b1) = 7?(az2) entsteht ein Weg v := v' @ v? durch die stetige Funktion
71(7’ - 01), TE [a1 +c1,b1 + Cl]
V(1) =

Yo (T — ¢c2), T € [az+ c2,b2 + ¢

definiert, wobei ¢; € R ein Parameter ist und c3 = ¢ + by — as. Der Weg 7 := v! @ ~?
heifit Konkatenation/Aneinanderreihung.

Bemerkung 19.16.
Ahnlich kann man

Yooy =0'e)er =1 o0’ o)
definieren, und auch

k

j=1
fir k e N.

Satz 19.6 (Eigenschaften der Konkatenation).
Seien Wege 77 : [a;,bj] = R™, j =1,...,k, so dass v = Ve @A, v [a,b] - R?,
wohldefiniert ist.
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(a) Spur(y! @ - ®~*) = Spur(y!) U - -+ U Spur(7¥);
(b) L@ @) = (v + - + L(vF);
(¢) Falls 47 stiickweise-C" Wege sind, ist v auch ein stickweise-C - Weg.

(d) Seien 49 stiickweise-C' Wege und f o’ € R([a;,b;],R™),j =1,...,k. Dann fo~y€
R([a,b],R™) und

(e) Seien 47 stiickweise-C1-Wege und f o v/ € R([aj,b;],R"), j =1,...,k. Dann foye
R([a,b],R™) und

k
Jf-dmzjzllf-dm.

Satz 19.7.
Sei 7y : [a,b] — R™ ein stickweise C'-Weg. Seien Funktionen f : Spur(y) — R™ und
g : Spur(y) = R™, so dass f o~y e R(|la,b],R™) und g o~y € R(|a,b],R™), j =1,2. Dann:

(a) Fiir alle o, BeR gilt § (ag + Bf) ds=a§ g ds+ S f ds (Linearitét).
v % v

(b) |§ gds| <§ |9l ds < £(y) sup |g(x)| (Hauptabschitzung).
~ ~ xESpur vy

Satz 19.8.
Sei v : [a,b] — R™ ein stiickweise C'-Weg. Seien Funktionen f : Spur(y) — R™ und
g : Spur(y) —» R™, so dass f o~ € R(|a,b],R™) und go~y € R(|a,b],R™), j = 1,2. Dann:

(a) Fiir alle o, 5 € R gilt

J(ag-l-ﬁf)- dw:af g-dm—i—ﬂf f-dx
¥

vy vy

(Linearitét ).
(b)

TESpuUr -y

|ff-dw|<f Flds<e() s |[F@)
Y Y

(Hauptabschitzung).
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20 (%Funktionen. Bewegung in einem Kraftfeld. Gradien-
tenfelder, Stammfunktionen und Integrabilitidtsbedingungen.

20.1 (C%Funktionen und partielle Ableitungen héherer Ordnung.
Sei Q2 € R" offen. Seien 1 < j1, jo, - - - < n (moglicherweise jx = jy fiir manche k # ¢).

Definition 20.1 (partielle Ableitung 2-ter Ordnung).
Sei f: Q — R eine in  partiell differenzierbare Funktion.
% f

(a) Eine partielle Ableitung 2-ter Ordnung 0;,0;, f(a) =
&UanIL‘jl

(a) an der Stelle a € Q

definiert man als
2f _dg
a$j28$j1 N 5$]’2

(a),

0 0

/ (x), falls die partielle Ableitung J (a) an der Stelle a existiert.
Lj1 Lja
G
6xj2 5$j1
1 < j1,j2 € n existieren, sagt man, dass f 2-mal partiell differenzierbar in € ist.

wobei g(z) =

(b) Falls die partielle Ableitung 2-ter Ordnung (x) fir alle z € Q und alle

Definition 20.2 (partielle Ableitung 3-ter Ordnung).
Sei f: € — R eine in 2 2-mal partiell differenzierbare Funktion.
>3 f

(a) Eine partielle Ableitung 3-ter Ordnung 0;,0;,0j, f(a) = m

(a) an a € Q

definiert man als

o f g

— < (a) =
al‘j3 8% 8le 6%

(a),
o2 f

0
wobei g(z) = m(m), falls die partielle Ableitung axis (a) existiert.
: : : >f N
(b) Falls die partielle Ableitung 3-ter Ordnung fiir alle x € © und alle
0% 45 0 j, 0 j,

1 < j1, 42,43 < n existieren, sagt man, dass f 3-mal partiell differenzierbar in €2 ist.
Und so weiter ... bis zur partiellen Ableitungen g-ter Ordnung, g € N.

Bemerkung 20.1. (a) Es gibt Funktionen f : Q — R, so dass f ¢ C%(Q,R), aber f
2-mal partiell differenzierbar in 2 ist (s. Beispiel 20.1).

(b) Die g-mal partielle Differenzierbarkeit ist nicht hinreichend fiir mehrere Anwendun-
gen, wenn wir keine Information tber die Stetigkeit von partiellen Ableitungen der
entsprechenden Ordnungen haben.

Theorem 20.1.
f:Q — R ist genau dann g-mal stetig differenzierbar (das heifit f € C1(2,R)), wenn die
beiden folgenden Bedingungen erfillt sind:
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e f:Q — R g-mal partiell differenzierbar in §2

e und alle partiellen Ableitungen bis Ordnung q einschliefSlich sind stetig
auf .

Theorem 20.2 (Satz von H.A. Schwarz).
Sei f € C%(Q,R). Dann
?f ?f

:L‘_
aaﬁzaaﬁl a5‘73'189%2

fiir alle x € Q und alle 1 < j1,j2 < n.

Bemerkung 20.2. (a) Der Satz von H.A. Schwarz impliziert den folgenden Satz:
Seien ¢ € N und f € C4(Q,R). Wenn k < ¢, sind die Werte der k-ten partiellen
Ableitungen unabhéngig von der Ordnung, in welcher wir k sukzessive partielle Ab-
leitungen 1-ter Ordnung nehmen.

4 a3f
ZB. falls f e CHQR), 7
J3Y 4 32Y 41

3
(x) = 'J (z), fur alle z € 2 und alle
al‘jl al‘jg a$j3

1< jlaj27j3 < n.
(b) feCIHYQLR) = feCUQ,R), das heibt, C7+(Q,R) c C9(Q, R).

(c) f € CUQ,R™) genau dann, wenn fiir alle Komponenten f; von f alle partielle
Ableitungen bis zur Ordnung ¢ einschliefilich stetig auf €2 sind.

Wir geben ein Gegenbeispiel zum ” Pseudosatz von H.A. Schwarz ohne die Stetigkeit
der partiellen Ableitungen”.

Beispiel 20.1 (2-mal partiell differenzierbare Funktion, die keine C2-Funkt. ist).
Betrachten wir auf R? die Funktion

z122(2% — a3)
DT (g, 29) # (0,0
fana = Arag o @) # 00

0, (x1,22) = (0,0)

Dann ist die Funktion 2-mal partiell differenzierbar an jedem (z,y) € R%. Aber 0201 f(0,0) =
—1#1 = 0102£(0,0).

Mit dem Satz von H.A. Schwarz folgt, dass f ¢ C?(R?), das heifit, f ist keine 2-mal
stetig differenzierbare Funktion. Tatsichlich f ¢ C2(K,(Og2)) fiir beliebige r > 0.

20.2 Vektorfelder auf Gebieten. Kraftfelder und Arbeit.

Definition 20.3 (Gebiet).
Eine nichtleere offene wegzusammenhdingende Menge G € R™ heifit Gebiet (in R™).
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Bemerkung 20.3 (Umformulierung der Definition vom Gebiet).

Th 10.2 sagt, dass eine offene Menge (2 € R™ genau dann wegzusammenhéngend ist, wenn
Q) zusammenhéngend ist. Das liefert die dquivalente Umformulierung der Definition vom
Gebiet:

Eine nichtleere offene zusammenhingende Menge G < R™ heifit Gebiet (in R™).

Aufgabe 20.1.
Konstruieren sie ein Beispiel einer offenen Menge, die kein Gebiet ist.

Sei G € R" ein Gebiet. In dieser Vorlesung verstehen wir Vektorfelde f in  als
R™-wertige Funktionen auf G. Kraftfelder f sind wichtige Beispiele von Vektorfeldern in
G € R™ mit n = 2 oder n = 3. Nehmen wir an, dass ein Massenpunkt P sich unter dem
Einflufl des Kraftfelds f bewegt. Das Integral

AzJ f-dx

beziiglich des vektoriellen Bogenelement stellt die Arbeit A dar, die das Feld bei der
Verschiebung vom Massenpunkt P lings des Weges = : [a,b] — G leistet.

Beispiel 20.2.

Sei das Kraftfeld f konstant, das heifit, f(x) = foVx € G. (Z.B., kann man das Schwerefeld
(0,0,—g)" im Gebiet G = {x € R® : x3 > 0} betrachten). Dann hdngt fiir ein stiickweise-
C! Weg ~ : [a,b] — G die geleistete Arbeit

A= ffo-dm = fo- (v(b) = v(a))
Y

nur vom Anfangspunkt v(a) und Endpunkt v(b) ab (das konstante Kraftfeld ist fixiert).

Das sieht man so: Sei Z : a = tgp < t; < -+- < t;, = b eine Zerlegung vom [a, b].
Betrachten wir eine beliebige Riemann-Summe

k k
Sz =D F(Y(&)) - (V) = (tjm1)) = <f0 ;D (v(y) —’Y(tj—l))>
j:l R3

j=1
={fo, 7(b) —v(a))gs

(Teleskopsumme). Also,

A= [ fo-dei= Jim Sz = fo- (r0) = 7(0)).
y

20.3 Wegunabhingigkeit, Gradientfelder und Stammfunktionen.
Sei G < R" ein Gebiet. Sei f € C(G,R") ein Vektorfeld.
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Definition 20.4 (Wegunabhingigkeit der “vektoriellen” Wegintegrale).

Jf-dw

wegunabhingig sind, wenn fiir jede zwei stiickweise-C' Wege v; :laj,b] = G, j = 1,2, mit

Man sagt, dass Wegintegrale von f

gleichem Anfangspunkt p = «,(a1) = v,(az) und gleichem Endpunkt g = «;(b1) = v5(b2)

Jf-dwzj f-dz

Y1 Y2

gilt

(das heifit, wenn { f - dx nur vom Anfangspunkt v(a) und Endpunkt v (b) abhingt). In
¥

q

diesem Fall schreibt man § f-da statt { f-da fiir Wege v : [a,b] — G mit p = v(a) und
P ¥

q=(b).

Definition 20.5 (Gradientenfeld/Potentialfeld).

Sei 2 < R” offen. Ein Vektorfeld f : @ — R™ heifit Gradientenfeld, wenn eine R-wertige
Funktion U € C(©,R) mit der Eigenschaft VU = f existiert (das heifit, f(z) = VU =
gradU = (01U (x),...,0,U(z))" Vz € G).

In diesem Fall heifit U Stammfunktion in G von f, und V = —U heifit Potential von f.

Bemerkung 20.4.

Manchmal heifit in mathematischen Biicher U Potential statt (—U). Gradientenfelder f
nennt man auch manchmal konservative Felder oder Potentialfelder. Stammfunktionen U
werden manchmal auch Potentialfunktionen genannt [H2].

Sei G € R ein Gebiet. Sei f € C(G,R") ein Vektorfeld.

Theorem 20.3. (a) Wegintegrale § f-da sind genau dann im Gebiet G wegunabhéingig,

5
wenn f ein Gradientenfeld ist.

(b) Falls U eine Stammfunktion in G vom Gradientenfeld f ist, gilt fiir jeden stiickweise-
Cl Weg ~ : [a,b] — G, dass

| #-dz =00 = UG - U ta):
)

(¢) Falls Wegintegrale § f-da auf G wegunabhingig sind, ist fir jeden fizierten Anfangs-
v

punkt p die Funktion U(Z) =\ f -da von der Variable Z € G eine Stammfunktion

D e 82

von f.

Offenbar, (b) 4+ (¢) = (a).
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Bemerkung 20.5 (Erkldrungen zum Th. 20.3 ).(a) Th. 20.3 ist die n-dimensionale Ver-
allgemeinerung des Hauptsatzes (der Differential- und Integral- Rechnung).

(b) Der Beweis von Th. 20.3 (b) folgt aus dem Hauptsatz und der Kettenregel.
Sei v = (71,...,7)" und sei U eine Stammfunktion von f. Da

gU = Z §(t) = (VU(Y(0), ¥ (#))mn = {F(v(1)), Y (t))rr,

gilt
b

J<ren emnat - jb

a

Uly@®))dt = U(y(b)) = U(v(a)).

&)~

(¢) Fiir den Beweis von Th. 20.3 (c) berechnet man alle partiellen Ableitungen 5% § f-dx
i p

mit Hilfe des Hauptsazes s. z.B. [FK1].
Aus Th. 20.3 (c) folgt

Korollar 20.1.
Wenn Uy und Us zwei Stammfunktionen vom Vektorfeld f in einem Gebiet G sind, dann
existiert eine Konstante C, so dass Us(x) = Uy(z) + C Vx € G.

Aus Th. 20.3 folgt

Korollar 20.2.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Wegintegrale § f -dx sind im Gebiet G wegunabhingig.
¥

(b) f ist ein Gradientenfeld.

(c) Fiir jeden geschlossenen stiickweise-C* Weg & gilt
J f-dx=0.
3

20.4 Integrabilitidtsbedingungen.

Sei € R” offen. Sei f = (f1,..., fn)" ein Vektorfeld in Q.

Gibt es eine Moglichkeit zu uberprifen, ob f ein Gradientfeld ist?
Anders gesagt, gibt es Losungen U zur partiellen Differentialgleichung VU (z) = f(x)Vx €
Q7
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Satz 20.1 (notwendige Bedingungen fiir Gradientenfelder).
Wenn f € CH(Q,R") ein Gradientenfeld ist, gilt

i _ O
a$k 6xj

Der Beweis folgt aus dem Satz von H.A. Schwarz.

Bemerkung 20.6 (Integrabilitdtsbedingungen fiir Gradientenfelder).

Falls k = j ist die Bedingung gfk = % trivial und immer erfiillt. Die Familie aller
Tk Tk
nichttrivialen notwendigen Bedingungen im Satz 20.1
Of.
i:&)ﬁj;«fék,l<j<n,1<k:<n,
8xk 8xj

heiflt die Integrabilititsbedingung.

Bemerkung 20.7 (rotationsfrei Felder).

Im Fall n = 3 (und auch n = 2) heifit ein Vektorfeld, das die Integrabilititsbedingungen
erfiillt, rotationsfrei/wirbelfrei. In der Tat gilt, dass die Integrabilitdtsbedingungen dquivalent
ist zu 0 = rot f(x) Va € Q, wobei

el 01 fi
rot f:=Vxf=les 02 fo
e3 03 f3

die Rotation des Feldes f ist.

Bemerkung 20.8.
Sei f ein C'-Vektorfeld in einem Gebiet G. Generell sind die Integrabilitéitsbedingungen
nicht hinreichend fiir die Existenz einer Stammfunktion in G.

Beispiel 20.3 (wirbelfreies Feld in R?\{0}, das kein Gradientenfeld ist).
Wir betrachten das R2-Vektorfeld

—Io

= (?) [ Ve = e

z? + 23
im Gebiet G = R?\{Op2}.
(a) Die Integrabilitdtsbedingungen fiir f sind erfiillt.

(b) Sei v :[0,27] = G,~(t) = (cos(t),sin(¢)). Dann

2
ff ~dx = J ((—sint)(—sint) 4 cos(t) cos(t)) dt = 2w+ 0.
vy 0
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(c) ~ ist ein geschlossener C'-Weg. Korollar 20.2 = f ist kein Gradientenfeld in G.

(d) Aber in einer beliebigen 2-dim Kugel K, (p), so dass p # Og2 und K,(p) c G, ist f
ein Gradientenfeld (Aufgabe). Hinweis: man kann das Poincaré-Lemma benutzen.

Theorem 20.4 (Poincaré-Lemma).
Sei G < R™ ein einfach zusammenhingendes Gebiet. Sei f € CY(G,R"™) ein Vektorfeld.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Die Integrabilititsbedingungen fir f sind erfillt.
(b) f ist ein Gradientenfeld.
Das Poincaré-Lemma + Beispiel 20.3 =
Beispiel 20.4.(a) R*\{0g2} ist nicht einfach zusammenhdingend.

(b) Kr(Og2)\{Or2} ist nicht einfach zusammenhdingend VR > 0. Fiir R > 1 folgt es direkt
aus Beispiel 20.3. Fiir 0 < R < 1 modifiziert man Beispiel 20.3 mit einem Kreis-Weg
~(t) = (rcos(t), rsin(t)), der den Radius r < R hat.

Theorem 20.5.
Sei n = 2. Ein beschrinktes Gebiet G < R? ist genau dann einfach zusammenhingend,

wenn der Rand 0G zusammenhdngend ist.

Bemerkung 20.9. (a) Fiir nicht beschrinkte Gebiete in R? ist dieses Theorem allgemein
nicht wahr.
Gegenbeispiel: das nicht einfach zusammenhiingende Gebiet G = R?*\{Og2} hat den
zusammenhéingenden Rand 0G = {Op2}.

(b) Es ist moglich dieses Theorem fiir Gebiete in C=Cu {oo} zu modifizieren.

20.5 Einfach zusammenhingende Mengen und Homotopie.

Sei (X,dx) ein wegzusammenhéngender metrischer Raum, so dass X # @&. Geschlossene
Wege in X heiflen Schleifen. Das bedeutet, v € C([a, b], X) ist eine Schleife, wenn y(a) =

v(b).

Definition 20.6.
Zwei Schleifen vg : [a,b] — X und 71 : [a,b] — X heiflen homotop, wenn es eine Abbildung
H e C([a,b] x [0,1], X) mit der folgenden Eigenschaften gibt:

(a‘) H(ta 0) = VO(t)7H(ta 1) = ’Yl(t) Vte [aa b]7
(b) ~s(t) = H(t,s),t € [a,b], definiert eine Schleife 75 : [a,b] — X fiir alle s € [0, 1].

Die Abbildung H heifit (Schleifen-) Homotopie.
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Definition 20.7 (nullhomotope Schleifen).(a) Eine Schleife v : [a,b] — X heifit Punkt-
schleife, wenn v : [a,b] — X eine konstante Funktion ist, das heifit, wenn ~(¢) = z €
XVt € [a,b].

In diesem Fall bezeichnen wir diese Punktschleife als v{#}.

(b) Jede Schleife in X, die zu einer Punktschleife homotop ist, heifit nullhomotop.

Definition 20.8 (einfach zusammenhingende Riume und Mengen).(a) Ein wegzusammenhéngender
metrischer Raum (X, dx) heiit einfach zusammenhdngend, wenn jede Schleife in X
nullhomotop ist.

(b) Eine wegusammenhéingende Teilmenge M € X heift einfach zusammenhdingend, wenn
M einfach zusammenhéngend als der induzierte metrische Raum (M, dx) ist.

Bemerkung 20.10 (einfach zusammenhéngende Gebiete).

Also, ein Gebiet G € R™ heifit einfach zusammenhdingend, wenn jede Schleife o : [a, b] —
G zu einer Punktschleife 41#} mit z € G homotop ist mit einer Homotopie H € C([a,b] x
[0,1],G).

Hier betrachten wir den induzierten metrischen Unterraum (G, dgn) vom normierten

Raum (R™,] - ).

21 Satz von der impliziten Funktion. Flichestiicke, Flicheninhalt
und Fliachenintegrale.

21.1 Zwel Weisen eine Fliache darzustellen.

Beispiel 21.1.
(a) Betrachten wir die Einheitsspire im 3-dim. Vektorraum R?

§% = 0K1(Ops) = {€ = (£1,62,83) € R? 6] + |&af + &) = 1},

die eine 2-dim. Fliche (die 2-dim. Mannigfaltigkeit) ist. Man kann sagen, dass die Glei-
chung

6 + 16 + &1 =1 (21.1)

die Einheitsspire S? definiert.

Es gibt eine andere Moglichkeit ein Fliachenstiick von S? im einer R-Umgebung Kg(e3) <
R? vom Punkt e3 = (0,0,1) € S? zu beschreiben, wenn der Radius R hinreichend klein
ist.

(b) Es gibt eine Umgebung W < R? von Ogz, so dass

S? A Kp(es) = {€ € Kgles) : (61,&) e W, &% = (1— & —€3)/2).
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Das gilt z.B. sofern R < v/2 und W = K, (Og2) mit 7 = R4/1 — R2/4.

Wir haben das lokale Flichenstiick S? n Kr(e3) von S? in der Nithe von ez = (0,0, 1)
als Graph &3 = g(&1,&2) der Funktion

g(&1,69) = /1 — &F — a3

dargestellt. Oder man kann sagen, dass die Funktion g(&1, &) = 4/1 — & — a5 die Auflésung
der Gleichung (21.1) nach &3 (als Funktion von &; und &) lokal in der Ndhe von eg ist.
Man kann auch sagen, dass die Funktion g durch (21.1) lokal in der N#he von es implizit
definiert ist.

Es ist moglich die Gleichung (21.1) lokal in der Nihe von anderen Punkten p € S?
aufzuldsen, aber nicht fiir alle Punkten p € S2.

(c) Sei p ein Punkt vom Kreis Q = {£ € R? : & + &5 = 1,8 = 0}. Dann gibt es
fiir beliebige Umgebung U < R? von p Punkte & = (£1, &, £3) € S2 N U mit &3 # 0, so dass
auch (&1,&2,—&3) € 82 N U. Also ist die eindeutige lokale Auflésung von (21.1) nach &3 in
der Nihe von solchen p unmdglich. Man kann nicht sagen, dass (21.1) lokal in der Nihe
von p eine Funktion von &; und & implizit definiert.

(d) Doch fiir beliebige Punkt p vom Kreis @ gibt es eine eindeutige lokale Auflésung
von (21.1) entweder nach &2, oder nach &;.
Sei 2 < RY offen. Wie und unter welchen Bedingungen konnen wir eine Gleichung

F(&) = Orn

mit f : Q@ - R” und n < N in der Nihe von £° € Q nach Variablen auflisen und die
entsprechende implizite Funktion von den restlichen N —n Variablen definieren?

Klar, fiir stetige Funktionen f soll der Punkt £° selbst ein Lisung sein (andererseits
impliziert f(£°) # Ogn, dass f(€) # Ogn in einer kleinen Umgebung von £°, und es
gibt keine Losungen in dieser Umgebung). Fiir C!'-Funktionen ist die Antwort mit der
Ableitung/Jacobimatriz verbunden und wird durch den Satz von der impliziten Funktion
geliefert.

21.2 Satz von der impliziten Funktion.

Die Hauptidee ist, dass die Gleichung f(£) = Orn in der N#he von ‘guten Punkten’
als * = g(y) aufgelost werden kann, wobei ¢ = (x1,...,2,) und y = (y1,...,Yn) mit
n +m = N eine Sortierung der Variablen &1, ..., £y nach zwei Typen liefert.

Diese Auflosung ist nach Variablen = (x4, ..., x,) beziiglich Variablen y = (y1, ..., ym)-
Die ‘guten Punkte’ (oder ‘die gute Sortierung’ nach den Variablen  und y) wird durch

die folgende Bedingung bestimmt.

127



Man ordnet £ als & = (x,y) um und teilt die Jacobimatriz A = ﬁf(ﬁo) in zwei Teile:

e Ein Teil A, = 593(50) entspricht den partiellen Ableitungen beziiglich der Variablen

L1y .- Tp,

e Der andere Teil 2, = ZNDy(SO) entspricht den partiellen Ableitungen beziiglich der
Variablen y1, ... Ym.

Die Auflosbarkeitsbedingung fir f(x,y) = Orn ist, dass man die lineare Approzimation
A(Z,y) = Opn eindeutig nach T = (Z1,...,T,) beziiglich ¥ = (71,...,Um) auflosen kann.
Das passiert, wenn die quadratische n x n-Matrix A, invertierbar ist.

In der Tat, es gilt
Orn = A(Z,7) = AT + Ay Y.
Im Fall, wenn 21, invertierbar, liefert & = —2A, 20,7 die eindeutige Lésung von A(Z,y) =

On.
Sei ) € R*™™ offen.

Theorem 21.1 (Satz von der impliziten Funktion).

Sei f € CY(Q,R™). Sei (#°,9") € Q, so dass f(3&°, %) = Orn und die nxn-Jacobiuntermatrix
Ay 1= ﬁmf(%o, 7°) invertierbar ist. Dann gibt es eine Umgebung U < R"™ yon (&°,3°)
und eine Umgebung W < R™ von 7°, so dass die folgenden Aussagen wahr sind:

(a) jedem y € W entspricht genau ein @ = g(y), so dass (Z,y) € U und f(Z,y) = Ogn.
(b) die Aussage (a) definiert eine Funktion g € C*(W,R™) mit der Eigenschaften
£(9(®),9) = 0z, g(F°) = 2°, Dg(3°) = —(Au) 7'y,

Der Beweis wird durch den Umkehrsatz fiir die Abbildung F(x,y) = (f(x,y),y)
begriindet.

Bemerkung 21.1.

Die Bedingung, dass die n x n-Jacobiuntermatrix A, := Dy f (%O,QO) invertierbar ist,
kann man in folgender Weise umformulieren:

det A, # 0.

Folglich ist der Rang rank®l der Jacobimatrix 2 = D f in diesem Fall rank2l = n , das
heift, der mazimal mdgliche Rang fiir n x (n+m)-Jacobimatrizen, und der lineare Operator
Df(E°, §°) e L(R"™ R") ist surjektiv.

Bemerkung 21.2.

Seien Q € R™™ offen, f € CH(Q,R"), £° € Q und f(£°) = Ogn. Falls rank D F(E® =n
(der maximal mogliche Rang), kann man in solcher Weise n Variablen z1, ..., x, von
&1, ..., &aam wahlen, dass fiir die entsprechende n x n-Jacobiuntermatrix 2, gilt, dass
detA; # 0 und 2, invertierbar ist. Also kann man wegen des Satzes von der impliziten
Funktion die Gleichung f(&) = 0 nach den Variablen z1, ..., x, auflésen.
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Seien ) € R™*™ offen und f € C1(Q,R").

Definition 21.1.
Ein Punkt & € Q heifit requlirer Punkt von f, falls der lineare Operator D f(§) € L(R™*™ R™)
surjektiv ist.

Bemerkung 21.3.
Sei a = f(£°) fiir £° € Q. Die folgenden Aussagen sind #quivalent:

(a) Der Punkt £° ist regulir fiir f.
(b) rank D f(£°) = n (der maximal mogliche Rang).

(c) Die Gleichung f(€) = a kann nach n Variablen aufgelost werden.

21.3 Flachenstiicke und Flicheninhalt.

Wir haben gesehen, dass eine ‘m-dimensionale Fliche’ im &-Raum R™*" durch eine Glei-
chung f(§) = Oge mit f € C*(R™™ R") definiert werden kann. Wenn man f kom-
ponentenweise schreibt (&) = (f1(€),..., fu(€)) ", ist (&) = Orn dquivalent mit dem
(moglicherweise nichtlineare) Gleichungssystem

fl(é-la'” v§n+m) = 07

fn(fla s a‘fn+m) = 0.

Wenn ein Punkt £€° der Fliiche f (&) = Ogrn regulir ist, kann man ein ‘lokales Flichenstiick’
von f(&€) = Ogn in einer anderen Weise definieren, als den Graph

{(g(y),y) : yeW}

der implizite Funktion g : W — R", W < R™. In diesem Fall parametrisiert die Abbildung
F:y — (g(y),y) dieses lokale Flichenstiick und y = (y1,...,¥m) ist der entsprechende
(m-)Parameter.

Mann kann generell durch ‘gute’ parametrisierende Abbildungen F': W — R™*™ mit
W < R™ Flichenstiicke definieren.

Definition 21.2 (C9(2)-Abbildungen).

Sei M < R™. Sei ¢ € N u {0,0}. Eine Abbildung F : M — RY heiBt C9-Funktion (mit
der Bezeichnung F € C9(M,RY)), wenn es eine offene Menge 2 € R™ und eine Funktion
H e C1Q,RYN) gibt, so dass M € Q und F = H|y,.

Definition 21.3 (Fliachenstiick [H2]).
Seien G € R™ ein Gebiet und F € C4(G,RY) mit ¢ = 1 und m < N (oder genereller
m < N). Dann:

(a) Wir sagen, dass F' ein m-dimensionales C%-Flichenstiick in R ist.

129



(b) Das Bild F = F(G) = Spur(F) heit Spur vom Flichenstiick F.

(c) Die Einschrinkung F|sg : 0G — RY heifit die Berandung des Flischenstiicks F. Thr

Bild F(0G) heifit die Berandung der Spur F(G).

Bemerkung 21.4. (a) Offenbar ist die Berandung der Spur F'(0G) fast immer kein Rand

der Spur F(G).

(b) Man kann eine #hnliche Definition vom Fléchenstiick F' € C9(G, RY) ohne den Rand
0G und ohne die Berandung betrachten. Dann ist Spur(F) = F(G) das Bild der
offenen Menge (Gebiet) G.

Bemerkung 21.5.
In anderen Quellen [FK1], [AE2] sind ein Fldchenstiick (oder eine Fliche) mit dem Bild
F(G) identifiziert. In diesem Fall, sagt man, dass

e die Abbildung F € C9(G,RY) eine C% Parametrisierung der Fliche F(G) ist,
e (G der Parameterbereich ist, und

e die Variable u = (uy,...,un) € G m-Parameter des Fléchenstiicks ist.

Im Fall der Identifikation vom Flichenstiick mit der Spur F(G) erfordert man jedoch
zusétzliche Bedingungen und unter diesen Bedingungen heifit F' zuldssige oder reguldire
Parametrisierung. Beispiele von zusétzlichen Bedingungen:

e die Injektivitit von F und die Stetigkeit von F~! (s. [FK1]);

e die Injektivitdt von DF(u) Vu € G (eine solche Abbildung F' heiit Immersion von
G nach RV, s. [AE2)).

Die Injektivitéit von DF(u) fiir eine C*(G, RY)-Abbildung ist dquivalent mit rank DF (u) =
m (mazimaler Rang). Diese Injektivitét impliziert auch lokale Injektivitit von F und die
lokale Existenz der Umkehrabbildung.

Wir verbinden diese zusétzlichen Bedingungen mit den Einstellungen von [H2]. Seien
q¢=1,m < N,G S R™ ein Gebiet und F € C4(G,R"N) ein m-dim. Flichenstiick.

Definition 21.4.(a) Ein m-dim. C%Flachenstiick F' heifit reguldr, wenn F auf G eine
Immersion ist (das heifit, wenn rank DF'(u) = m VYue G).

(b) Ein reguléres m-dim. C%-Fléchenstiick F' heifit m-dim. C'?-Finbettung (oder eingebet-
tete Fliache), wenn F injektiv ist und

F~1: Spur(F) - R™

stetig ist. (In diesem Fall ist F' ein Homdomorphismus).

130



Beispiel 21.2 (Parametrisierung einer Sphére mit dem Radius R ).
Seien x1 = 7 cos(p) sin(f), x2 = rsin(p)sin(d), 3 = rcos(f) die Kugelkoordinaten.

Die Sphire Sp = 0 Kr(Ops) kann man durch die Gleichung :L'%-i—il?%-i—l‘% = R? definieren,
die in Kugelkoordinaten r» = R geschrieben wird. Man kann Si durch ein C9-Fldchenstiick
F in folgender Weise parametrisieren:

B R cos(¢p) sin(6)
F:G—R3F(p,0) = | Rsin(¢)sin(9) |, G = (—m,7) x (0,7).
Rcos(6)

Hier kann man als die Glattheit q beliebige q € N wihlen, der Abschluss G = [—, 7] x [0, 7]
vom Gebiet G ist der Parameterbereich. Der Azimutwinkel u; = ¢ € [—m, 7| und der
Polarwinkel ug = 6 € [0, 7] sind die Parameter und bilden zusammen den 2-Parameter

u = (ug,us). Die Spur F(G) ist genau die Sphire F(G) = Skg.
F ist regulir. Aber auf G ist F keine Einbettung, weil
F((,D, 0) = (07 0, 1)TV907 F((Pa 77) = (07 0, _1)TV907 F(_Wa 9) = F(7T7 H)VH

Bemerkung 21.6 (C%Untermannigfaltigkeiten des R™V).(a) Sei I eine m-dim. C9-Einbettung,
dann ist F(G) eine m-dimensionale C9-Untermannigfaltigkeit des RN [AE2, Satz
VI1.9.10].

(b) Jede m-dimensionale C9-Untermannigfaltigkeit des RY ist lokal ein Bild F(G) vom
Gebiet G fiir eine m-dim. C%Einbettung F : G — RY [AE2, Th VI1.9.12] (In diesem

Fall ist die Spur F'(G) fast die Definition einer m-dimensionalen C9- Untermannigfaltigkeit
mit Rand.)

Die Parametrisierungen F liefern die Moglichkeit auf m-dim. Fléchen (und auf m-dim.
C?-Untermannigfaltigkeiten) die Differnetial- und Integral-Rechnung einzufiihren dhnlich
wie im 1-dim. Fall von Wegen (und Kurven).

Sei G € R™ ein beschranktes Gebiet.

Definition 21.5 (Flidcheninhalt).(a) Der (m-dimensionale) Flicheninhalt A(F') eines m-
dim. beschrinkten C!-Flichenstiick F' : G — RY wird definiert durch das m-dim.

Riemann-Integral

A(F) = J\/det |(DF@)T DFW)] du ()
G

(b) Fiir die m-dim. C?-FEinbettung F mit der Spur F = F(G) schreibt man auch A(F) =
Hm (F) := A(F) und nennt A(F) (m-dimensionalen) Flicheninhalt der Spur F (oder
m-dim. Hausdorff-Maf§ #,,,(F) der C9-Untermannigfaltigkeit F'(G)).

Sei G € R™ ein beschranktes Gebiet.
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Beispiel 21.3 (Flicheninhalt einer Sphire im R? mit dem Radius R).

Sei © = rcos(p)sin(f), y = rsin(p)sin(f), z = rcos(d) die Kugelkoordinaten. Die
Sphére S, = 0K, (Ogs) kann man mit dem 2-dim. C*-Fldchenstiick F in der folgenden
Weise parametrisieren:

B r cos(¢) sin(6)
F:G—R3 F(u) = F(p,0) = | rsin(e)sin() |, G = (=n,7) x (0,7).
r cos(f)

Der Abschluss G = [, 7] x [0, 7] vom Gebiet G ist der Parameterbereich. Der Azimut-

Az
1
1

Abbildung 3: Von Ag2gaeh, CC BY-SA 4.0, htt-
ps://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=41627945

winkel u; = ¢ € [—m, 7] und der Polarwinkel us = 6 € [0, 7] sind die Parameter und
bilden zusammen den 2-Parameter u = (Ul,UQ). Die Spur F(G) ist genau die Sphire

F(G) = Sg. Der 2-dim. Flicheninhalt A(F g det[ (u)T f)F(u)] dva(u). Die

Rechnung ist dann folgendermafen:

—rsin(p)sin(0) rcos(p) cos(h)
wtDF(p,0) = | rcos(p)sin(d)  rsin(yp) cos()
0 —rsin(0)

—rsin(p)sin(f) rcos(yp) sin(h) 0 )

T _
(DF(¢,0))" = rcos(p) cos(d)  rsin(p) cos(d) —rsin(6)

0 T

2

~ T o~ _ r2sin?(f) 0 ~ T _ A2
(DF(u))' DF(u) 5 | ,det[(DF(u))" DF(u)] = r”sin®(0)
r*sin(0) dva(u r2sin(f) dedd = 2772 | sin(6) d = 4mr?.
([ J JTr J
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Da F|g injektiv ist, ist A(Spur F) = A(S,) = 4nr? der Flicheninhalt der Sphdire S,.

Seien G = R™ ein beschrinktes Gebiet und f € C1(G,R). Dann kann man den Graph
Grf = {(u, f(u)) e R™* : ue G} von f mit dem m-dim Flichenstiick F : u + (u, f(u))
parametrisieren.

Theorem 21.2 (Flacheninhalt des Graphs ).
Sei f € CY(Q,R). Dann gilt fir den m-dim. Flicheninhalt des Graphs

A(Cr f) = f VIV dup(u),
G

wobei Vf(u) = (01f,...,0mf) " der Gradient von f an der Stelle u ist.

Der Beweis fiir m = 2 und m = 3 ist eine einfache Aufgabe. Dann wird klar, wie der
Beweis fiir beliebige m € N funktioniert.

21.4 Flichenintegral beziiglich des skalaren Flichenelements d.A(u).

Seien m < N,G < R™ ein beschriinktes Gebiet und F € C'(G,R") ein m-dim C*-
Flichenstiick in RY mit der Spur F = F(G).

Definition 21.6 (Flichenintegral beziiglich skalaren Flichenelements).(a) Sei f € C(F,R"™).
Dann wird das Flichenintegral beziiglich des skalaren Flichenelements d.A(u) definiert
als

| aa= [ 1P Vo) duw,
F G
wobei g(u) = det [(INDF(u))—r EF(u)] die Gramsche Determinante von DF (u) ist.
(b) dA = dA(u) = 4/g(u) dvp,(u) heiit skalares Flichenelement.

(c) Im besonderen Fall einer skalarwertige stetigen Funktion f : F — R heifit
| 7 aaw = | £ Vot du(w e R
F G

skalares (Ober-)Flichenintegral.

Bemerkung 21.7 (Parameterinvarianz).
Es folgt aus dem Trasformationssatz, dass

| 7w = [ 1 aa@
F

Fy

wobei Fy(x) = F(3(x)) mit einem C'-Diffeomorphismus ¢ : G, — G, ¥ : z — u.
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21.5 Integrale iiber 2-dim Flichen in R3.

Erinnerung. Vektorprodukt (Kreuzprodukt).

Seien m = 3 und a = (a1, az,a3)' € R3, b= (by,by,b3)" € R3, ¢ = (c1,c2,c3)" € R3.

Man kann das Vektorprodukt/Kreuzprodukt ax b € R3 durch die symbolische Determinante

schreiben
el a by
az bo ar by ar by
axb=les ay byl = e; — ey + es.
az b3 a3 b3 az b
e3 az b3

Satz 21.1 (Eigenschaften des Vektorprodukts).(a) a x b= —b x a

c1 a1 b a1 b1
(b) ¢-(a xb) ={c,axbps =|ca az ba| =l|az by 2| = a-(bxc)=:det(a,b,c)
c3 az b3 az by c3

heif$t Spatprodukt (gemischtes Produkt).

(c) |a-(bxc)| ist das Volumen v3(Il(a, b, c)) des 3-dim. Parallelogramms I1(a, b, c), das
von den Vektoren a,b, c aufgespannt ist.

(d) a Ll (axb)undb L (axb), das heifst, {a,a x byps =0 = (b,a x b)ps.

(e) det(a,b,axb) =|axb|> =0 und |axb| = va(Il(a, b)) mit von a und b aufgespannten
Parallelogramm I1(a, b).

Def.vona xb = (a), (b), (¢). Dann (b) + (¢) = (d) und (e).

Bemerkung 21.8.

Falls @ und b linear unabhéngig sind und ¢ = a x b, dann bilden a, b, c ein positiv
ortentiertes Dreibein. Das heifit, sie liegen im 3-dim. Raum wie Daumen, Zeigefinger, und
Mittelfinger der rechten Hand (Dreifingerregel).

Seien G < R? ein beschrinktes Gebiet und F € C1(G,R3) ein 2-dim C!-Flichenstiick
in R? mit der Spur F = F(G).

Satz 21.2 (‘skalares’ Flichenintegral auf 2-dim. Fléchen).
Sei f € C(F,R™). Dann gilt fir das Flachenintegral beziiglich des skalaren Flidchenelements
dA(u)

0F(u) y 0F(u)

dA := F d
[ £ [ rery [0« 200 ),
F G
wobei man die partiellen Ableitungen OF (u) und OF(u) mit die Spalten
uj u9
6‘F1(u)
JF(u J
515, ) = | 9jF2(u)
/ 0jF3(u)
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der Jacobimatriz DF (u) identifizieren kann.

Bemerkung 21.9 (Erklarung des Integrals beziiglich des skalaren Flichenelements).(a)
Im Fall m = 2 < 3 = N gilt fiir das skalaren Flichenelement

dA = /g(w) dus(u) = ‘aF(“) i OF(w)

6u1 a’LLQ

dv2 (u),

~

weil die Gramsche Determinante g(u) = det [(DF(u))T ]_N)F(u)] von DF(u) gleich
0F(u) und 0F (u)
aU1 QUQ

(b) Generell ist fir 1 < m < N die Gramsche Determinante von einer N x m Matrix A

mit dem Quadrat des 2-dim. Inhalts des von aufgespannten Par-

allelogramm, das heif}t

ist.

das Quadrat des m-dim. Inhalts des m-Parallelotop, das ‘von den Spaltenvektoren der

Matrix A aufgespannt ist’. Das heifit,
det [AT A] = [Um(H(aol) Ae2, .. -, a°m))]2 )
wobel A = (@1, @e2, . .., Q) und a,; die j-te Spalte der Matrix A ist.

(¢) Das und die linearen Approximationen erkldren die Definition des Flichenintegrals
beziiglich des skalaren Flachenelements.

Seien G = R? ein beschrinktes Gebiet und F' € C1(G,R3) ein 2-dim. reguliires C*-
Flichenstiick in R3, und sei zusitzlich F injektiv. Sei F = F(G) die Spur.

Definition 21.7.
Fiir u € G heiflen die Vektoren
1 OF (%) oF(u)
0
=+
n+(W) = £ 5Ea0) L OFQO)| ou T dug
6u1 6U2

positiv orientierte und negativ orientierte normale Finheitsvektoren an die Fliche F' im
Punkt « = F(u) € F(G) c F.

Seien G = R? ein beschrinktes Gebiet und F' € C1(G,R3) ein 2-dim. regulires C*-
Flichenstiick in R3, und zusitzlich F injektiv. Sei F = F(G) die Spur.

Definition 21.8 ( ‘vektorielles’ Fldchenintegral auf 2-dim. Flichen).
Sei f € C(F,R3). Das Fldchenintegral beziiglich des positiv orientierten (bzw. negativ
orientierten) vektoriellen (Ober-)Flichenelements dO(u) definiert man durch

| £:00= [ (#:na)ad= | (@) £AFw@ x BF @) o),
F G

f
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22 Divergenz. Gauf3scher Integralsatz in R3. Rotation. Sto-
kesscher Satz in R3. Lagrange-Multiplikatoren.

22.1 Beispiele von Fliachenintegralen beziiglich skalaren und vektoriellen
Flichenelementen auf einer Sphiire in R3.

Die Sphire Sp = 0Kpr(Ogs) kann man mit einem 2-dim. C®-Flichenstiick F in der fol-

genden Weise parametrisieren:

B Fy R cos(¢p) sin(6)
F:Go5R3F(u)=F(p,0) = | Iy | = | Rsin(p)sin(9) |,G = (==, 7) x (0, 7).
F; R cos(6)

Die Spur F = F(G) ist genau die Sphire F(G) = Sg. Die Abbildung F ist auf G
injektiv. Mit Hilfe der Gramschen Determinate haben wir berechnet, dass A(Sg) = 47 R>
der Flicheninhalt der Sphire Sg ist (s. Vorlesung 24).

Erinnerung. Das skalare Flichenelement d.A(u) durch das Vektorprodukt der Tan-

gentialvektoren ist:

OF (u) < O0F (u)

dA = T, s dvs(u).
Berechne dies fiir die Parametrisierung F":
oF —Rsin(yp) ?111(0)
— = | Rcos(p)sin(d) |,
0p
0
oF Rc.os(ga) cos(0)
20 Rsin(¢p) cos(6)
—Rsin(6)
e; —Rsin(p)sin(f) Rcos(p)cos(d) —R? cos(y) sin?(6)
oF OF ) ) 9 . . 9
20 Z a0 T e Rcos(p)sin(f)  Rsin(p)cos(d)| = | —R*sin(p)sin®(6)
4 e3 0 —Rsin(0) —R? sin(yp) cos(6)
8F oF 9 2 -4 2 4 102 2
6(,0 ¥ =R \/cos () sin*(0) + sin”(¢) sin*(0) + sin®(0) cos?(0)

— R?\/sin?(6) + sin?(9) cos2(6) = R?/sin?(6)(sin®(8) + cos?(9))
= R?|sinf| = R?sind, fiir (p,6) € (—m,7) x (0,7).
Zusammenfassung: dA(p,0) = R?sin() dvz(u) = R?sin(6)dpdd.

Beispiel 22.1.
Sei f(x) = e3 Va € Sg. Dann

J ezdA = fegR sin(f)dedf = egj R%sin(6)dpdf = e3 A(Sg) = 47 R%es,
0 —

Sgr

4 —x
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wobei G = (—m,m) x (0, 7).
Erinnerung. Positiv orientiertes vektorielles Fldchenelements dO

_ 0F(u) y 0F (u)

dO
6u1 aUQ

dvs(u)

Beispiel 22.2.
Fiir die obengenannte Parametrisierung F(p, ) von Sy ist das positiv orientierte vekto-
rielle Flachenelement

cos(¢) sin?(0)
a0 = °F « B u,(p.0) =~ | sin(p) sin?(6) | dva(i. ).
dp 00 .
sin(p) cos(6)

Berechnen wir { g - dO fiir g(z) = e3,x € Sg:

F
oF OF
Je3 -dO = J<e3, % X 59>R3 dva (e, 0)
F

oF OF
<e3, % X 89>R3 dva(ip, 0)

Qe— Q

™

f(—R2) cos(f) J sin(p)de |df = 0.
0

— T

Erinnerung. Das positiv orientierte normale Einheitsvektorfeld an die Fliche F ist

1
"+ (W) = 5 B ) < BF ()]

81F(u) X 62F(u).

Das negativ orientierte normale Einheitsvektorfeld an die Flidche F ist

1
|01 F(u) x 02F(u)|

n_(u) = —ny(u) = 01F(u) x 02 F (u).

Bemerkung 22.1.
Fiir beliebige g € C(Spur F,R3) werden die Integrale beziiglich des positiv orientierten
und negativ orientierten vektoriellen Flachenelements mit dem Minuszeichen verbunden:

| tgn)dd= [tg. i dd = - [(g.no)da = - [ g- 0.
F F F F

Beispiel 22.3.

Fiir die obengenannte Parametrisierung F'(p,#) von Sgi gilt fiir das negativ orientierte
vektorielle Fldchenelement

cos(¢p) sin?()
(—l)f;f;1 X %1; dvy(p,0) = R? | sin(y) sin?(#) |dwa(p, 0).
sin(¢) cos(6)
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Fiir das entsprechende Integral von g(x) = es beziiglich dem negativ orientierten vektori-

ellen Flichenelement gilt

J(g,n_)RS dA = —J(g,n+>R3 dA = —Je3-d0 =0
F F F

wegen des Beispiels 22.2.

22.2 Divergenz und Gauflscher Integralsatz

Beispiel 22.4. (a) Fiir die obengenannte Parametrisierung F'(p, #) von Si und das po-
sitiv orientierte vektorielle Flichenelement dO gilt

fej -dO = f(ej,nJr}deA =0,j=1,2,3
F SR

(s. Beispiel 22.2). Also gilt wegen der Linearitit des Integrals § g-dO = 0 fiir ein
F

beliebiges konstantes R3-Vektorfeld g auf Sg.

(b) Der Gaufsche Integralsatz impliziert §{g,mn4)psdA = 0 fiir beschréinkte Gebiete
oG

G < R? mit C'-Rand dG und Vektorfelder g € C'(G,R?) mit der Eigenschaft
V-g(x) =0 Va € G, wobei fiir g = (91,92,93) "

V-g=divg:= 0191 + 0292 + 0393
die Divergenz des Vektorfelds g (s. auch Vorlesung 2) ist.

Theorem 22.1 (3-dimensionaler Gaufischer Integralsatz ).

Sei G < R3? ein beschrinktes Gebiet mit C'-Rand 0G, den wir als eine 2-dim. C'-
Untermannigfaltigkeit 0G von R3 betrachten und der mit dem #uBeren Einheitsnormal-
vektorfeld m : 0G — R? orientiert wird.

Dann

J div f dus :al; {(f,m)ps dA

G
fiir jedes Vektorfeld f € C1(G,R3?).

Sei ¢ € N. Sei G  R? ein beschrinktes Gebiet.

Definition 22.1 (beschrianktes Gebiet mit dem CY9-Rand).

Der Rand 0G des beschriinkten Gebiets G heifit C'?-Rand, wenn es fiir jeden Punkt o € 0G
eine Umgebung U < R3 und ein maoglicherweise neues orthogonales Koordinatensystem
&€ = (&1,&,&3) (mit neuem Ursprung) mit folgenden Eigenschaften gibt:

(a) es gibt a1, as,a3 > 0, so dass U = {€ € R3 . —a; <& <aj, j=1,2,3}
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(b) es gibt eine C7-Funktion ¢ : U — R mit dem Definitionsbereich U = {(&1,&) € R? -
—a; <& <aj, j=1,2}, so dass

(&8 < TV &) €T,

GnU={€eU : &<p(,8&)}, wnd 0GnU ={{eU : & =p(£1,8)}-

Bemerkung 22.2 (Gebiete mit Lipschitz-stetigen Réndern). (a) Man kann beschriankte
Gebiete G mit Lipschitz-stetigen Réndern 0G definieren, wenn man C9-Funktionen
@ in der Def.22.1 mit Lipschitz-stetigen Funktionen ¢ ersetzt.

(b) Der Gaufischer Integralsatz gilt auch in beschrénkten Gebieten G mit Lipschitz-
stetigen Rdindern 0G. In diesem Fall ist das duflere Einheitsnormalvektorfeld n :
0G — R3 nur fast iberall auf 0G definiert und ist messbar beziiglich des Lebesgue-
Oberflichenmafl (2-dim. Hausdorffma§ [H2]). In § (f,n)gs dA soll man dann dA

oG

als das Lebesgue-Oberflichenmaf} interpretieren.

(c) Z.B., der Rand 07 einer offenen 3-Zelle Z = (0,1)3 ist ein Lipschitz-stetiger Rand,
aber kein C''-Rand.

Aufgabe 22.1.

Es sei G die offene beschrdnkte Menge, deren Rand vollstindig in der Vereinigung der xy-,
rz- und der yz-Ebenen sowie der Ebene {(x,y,z) € R® : 2z +3y+6z = 12} enthalten ist.
Berechnen sie § (f,mdgs dA fir das Vektorfeld f = (2%/2,y,2)", wobei n die dufere

oG
Normale auf 0G ist.

Losung. Da G ein beschrinktes Gebiet G mit Lipschitz-stetigem Rand oG ist, darf
man den GauBscher Integralsatz benutzen:

divf=2+1+1 :m+2,J {f,n)ps dAzJ(x+2) dvs(x,y, 2),
oG G

6 4-22/3 2—x/3—y/2
f (x +2) dvg = J(:L‘ +2) f J 1 dzdydz
G 0 0 0
6 4-2x/3
_ J(m +9) f (2= 2/3 — y/2)dydz

0

0
6
J(x 1 2)[(2 - 2/3)(4 — 20/3) — (4 — 20/3)2/4] da

0

r 1 10 4 1 10 2

3 2 4 3 2

= —x° - — = 8)dr=—6"— —=6 -6 8-6 = 28.

J(gx 93: —|—3a:—|—> T 36 97 +3 +
0
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Theorem 22.2 (koordinatenfreie Definition der Divergenz).
Seien Q2 € R3 offen und f € CY(Q,R3). Dann gilt fiir die Divergenz div f(x) des Vektor-
felds f an beliebiger Stelle x € Q)

div f(x) := lim

.3
@) f-ndA|=lim-— f f-do |,

r—0 473
0K (x) Kr(x)
wobei die Sphire 0K (z) mit dem duferen Einheitsnormalenvektorfeld n : 0K, (x) — R3
orientiert wird.

Bemerkung 22.3 (physikalische Deutung der Divergenz).

Das Skalarprodukt f-n = (f(y),n(y))rs liefert den Wert des Flusses durch das Einheits-

fliichenstiick auf 0G an der Stelle y € dG. Falls 0 # { div f dvs = § (f,n)rs dA, so
G oG

miissen im Gebiet G Quellen oder Senken vorhanden sein (man kann eine Senke als eine
‘negative Quelle’ betrachten).

Th.22.2 bedeutet, dass die Divergenz-Funktion div f(x) die Quelldichte an der Stelle x
ist.

22.3 Die Rotation eines Vektorfelds.

Seien Q € R? offen und f e CH(Q,R3), f = (f1 f2 f3)".

Definition 22.2 (Rotation).
Die Rotation des Vektorfelds f kann man durch eine symbolische Determinate schreiben

2
0 B fi
rot f =V x f=lex ;L fo| = (0afs — O3fo)er + (03f1 — 01 f3)ea + (01 f2 — Dafr)es.
o
LR f3

Man benutzt auch die Bezeichnung curl f =rot f =V x f.

Beispiel 22.5. (a) Im Beispiel 22.4 haben wir gesehen, dass

J<ej,n+>R3dA =0,j=1,2,3.
Sr

Eigentlich kann man jedes konstante Vektorfeld e; als ein Rotations- Vektorfeld V x g
eines C1(R3,R3) Vektorfelds g darstellen.

Z.B. nehmen wir g(x) = (—wxs,wz1,h(z3))’ mit einer Konstanten w € R und
beliebigem h € C'(R,R). Dann V x g = (0,0,2w)" = 2wes (die Funktion g(x3)
spielt hier keine Rolle fiir V x g).

Also,

T

0= J2 wez -dO = J (V x g,nps dA.
F Sr
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(b) Fiir jedes C?(£2, R3)-Vektorfeld g gilt div(rotg) = V- (V x g) = 0.

(c) Aus (b) und dem Gaufischen Integralsatz folgt, dass

J<V X g,n4 ypsdA =0
oG

fiir bechrinkte Gebiete G < R? mit C'-Rand G und C?(G,R3)-Vektorfelder g,
denn {(Vxg,niypdAd=1{ V-(Vxg)dvs=7{ 0dus=0.
G G G

22.4 Jordanscher Kurvensatz und positiv orientierte geschlossene Jordan-
Wege.

Errinerung.
(a) v e C(]a,b],R™) heifit geschlossener Weg falls y(a) = ~(b).

(b) Ein geschlossener Weg v : [a,b] — R™ heifit geschlossener Jordan-Weg, wenn aus
t1 <ty und y(t1) = v(t2) folgt, dass t; = a und to = b (das heiit, wenn y(a) = v(b)
der einzige Doppelpunkt ist von ~.)

Theorem 22.3 (Jordanscher Kurvensatz fiir Jordankurven in R?).
Sei T' = Spury < R? fiir einen geschlossenen Jordan-Weg ~v. Dann:

(a) Die Menge R*\I' besteht aus genau zwei disjunkten Gebieten Q und €., wobei ein
Gebiet ) beschrénkt ist (es heifft Innengebiet von I') und das andere Gebiet ), un-
beschriankt ist (es heiffit AuBengebiet von I').

(b) Q=T = 6Q,

Definition 22.3 (positiv orientierte geschlossene Jordan-Wege in R?).

Ein stiickweise-C! geschlossener Jordan-Weg 7 : [a, b] — R? heifit positiv orientiert (oder
entgegen dem Uhrzeigersinn orientiert), falls fiir I' = Spur~ das Innengebiet 2 links von
I" liegt, wenn wir (¢) in Richtung wachsender Parameterwerte ¢ durchlaufen.

22.5 Satz von Stokes.

Sei © = R? ein beschriinktes Gebiet, so dass 0 = Spur~y fiir einen stiickweise-C'! ge-
schlossenen Jordan-Weg ~ : [a, b] — R2, der positiv orientiert ist.

Sei F' e CY(Q,R3) eine 2-dim. regulire Einbettung (eingebettetes Flichenstiick) mit
F =Spur F c E, wobei E € R? eine offene Menge ist.

Dann ist J(s) = F(v(s)),s € [a,b], ein stiickweise-C! geschlossener Jordan-Weg im
E c R3.

141



Theorem 22.4 (3-dimensionaler Stokesscher Satz).

Sei g e CY(E,R3). Sei
1

- |51F X 52F|

das positiv orientierte normale FEinheitsvektorfeld an dem Fldchenstiick F'. Dann

n, 01 F x 0o F

f(ng)-dOng-d:B,

F

2

wobei
j (Vxg)-dO = J (V x g,n;yps dA
F F

das Flachenintegral beziiglich des vektoriellen Flichenelements ist und

b ~
[9-02 = [apisn. T as

5

das Wegintegral beziiglich des vektoriellen Bogenelements ist.
Bemerkung 22.4.(a) Dabei heifit F'(0€2) = F(Spur+y) positiv orientiert.

(b) Die Orientierungen vom Flidchenstiick F' und der Berandung F'(052) soll im Stokesscher
Satz iibereinstimmend sein.

Bemerkung 22.5 (physikalische Deutung).

Im Stokesscher Satz ist § g - da die Zirkulation des Vektorfeldes g lings des orientierten

5
geschlossenen Jordan-Weges 4.

Dann lautet der Stokesscher Satz:

Die Zirkulation des Vektorfeldes g entlang der orientierten geschlossenen Jordan-Kurve 4
ist gleich mit dem Flufl der Rotation V x g von g durch ein in die Kurve eingespanntes
Flachenstiick.

Lagrangesche Multiplikatoren.
Seien Q < R" offen und ¢ < n, wobei £,n € N. Betrachten wir die Funktionen
F,hy,...,hge CY(Q,R) und definieren h(x) = (hi(x),...,he(x)), h: Q — RE

Ferner sei
M:={wxeQ:h(x)=0}={ze : h)=0, ..., hz) =0}
nichtleer.

Theorem 22.5 (Lagrangesche Multiplikatorenregel).
Seien die Gradienten Vhi(y),...,Vhe(y) linear unabhingig fir alle y € M (das heifst,
dass h regulir ist).
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Ist pe M ein Extremalpunkt (lokale Minimum- oder Mazimumstelle) von F|p (das heif$t
unter den Nebenbedingungen hi(p) = 0,...,hs(p) = 0), so gibt es eindeutig bestimmte
reelle Zahlen A1, ..., \; (Lagrangesche Multiplikatoren ), sodass p ein kritischer Punkt der
Funktion

’
G(m) = F(x) = Y \jhy(@)
j=1
18t.

Bemerkung 22.6.

Durch die Lagrangesche Multiplikatorenregel wird die Aufgabe, Fxtrema von F unter den
Nebenbedingungen h(x) = 0 zu bestimmen, zuriickgefiihrt auf das Problem, kritische Punk-
te der Funktion G ohne Nebenbedingungen zu suchen.

Die kritischen Punkte und die Lagrangeschen Multiplikatoren werden durch Auflésen der
. , 0

¢ + n Gleichungen hj(z) = 0,1 < j < £ und Er (F(x) - 2?21 /\jhj(x)> =0,1<k<n

nach den ¢ + n Unbekannten x1,...,x,, A1,..., Ar bestimmt. Dabei ist folgendes zu be-

achten:

(i) Nach Berechnung der kritischen Punkte von G, muss iiberpriift werden, welche dieser
tatséchlich Extrema von F' realisieren.

(ii) Die Punkte x € M, fiir die Vhi(x),...,Vh¢(x) linear abhéngig ist, miissen separat
betrachtet werden.

Siehe: [Amann, Escher: Analysis II, Birkhduser Verlag, 2006, pp.282-283].

Aufgabe 22.2 ( Lagrangesch Multiplikatoren mit zwei Nebenbedingungen).
Seien
M={x=(x1,...,24) eRY : 2 + 23 =123 +2 =1}

und
F(z) =214+ 22+ 23 + 24,2 € RY

Bestimmen sie inf F(x) und sup F(x).
zeM zeM

Lésung. Wir definieren hy(x) = 22 + 23 — 1 und ha(x) = 23 + 23 — 1. Dann
M ={zeR* : hi(z) =0, ha(x) = 0}.

Da F € CY(R?Y), ist F auch stetig auf M. So besitzt F|yr ein Minimum und ein Mazimum.
Wir kénnen mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatoren alle mdogliche Punkten fiir lokale
Extremumstellen zu finden.
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Schritt 1.
Untersuchen wir die Bedingung von lineare Unabhéngigkeit von Vh; und Vha:

Vhi(x) = (2x1,222,0,0) T, Vhyi(x) = (0,0, 2x3,224) .

Somit sind Vhj(x) und Vhi(z) nur dann linear anhéngig, wenn x = Oga. Weil Ops ¢ M,
kann dieser Punkt keine Extremstelle von F'|js sein.

Schritt 2.
4
G :Za}j—)\l(l'%—i-x%—l)—/\2(33:%4-.%421—1).
7j=1
aG =1- 2/\1171, aG =1- 2)\1(]32, aﬁ =1- 2)\21’3, aﬁ =1- 2)\23}4.
N 0o o3 0xy

Als eine notwendige Bedingung fiir Extremstellen und die entsprechenden Lagrangeschen
Multiplikatoren erhélt man das folgende System:

x% + :B% =1
xg +ai=1
1—2M\z1 =0
1—2M\z2 =0
1—2Xox3=0
1—2Xz4 =0
Jetzt (3)-(6) = A # 0und Ay # 0. Dann 27 = 1 X9, X3 = 1 xq. Mit (1)
2)\ 2
und (2) kommt man auf
1 1 1 1
Also, \1 = i\;i und Ay = i\}i, wobei zwei + unabhéngig sind. Folglich 1 = z9 = iﬁ
und 3 = x4 = iﬁ’ wobei zwei + unabhéngig sind.
Schritt 3.
Wir sehen, dass es 4 mogliche Punkte gibt, an denen Extremstellen sein kénnen:
1 1 1 1 .+ 1 1 1 1 +,1 1 1 1 1 1 1 7
B E v e

Um diese Punkte zu tiberpriifen, berechnen wir die Werte von F' daran. Das impliziert,
—,—— )T eine Minimumstelle mit dem Wert F(p) = —24/2 ist,
\/7 \/7

1 1
V2 /2

Y

dassp = (—

E\H

und dass ¢ = ( )T eine Maximumstelle mit dem Wert F(q) = 2+/2 ist.

%\ -
Sl
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Antwort.

inf F(x) = min F(x) = —2+/2 und sup F(x) = max F(x) = 21/2.
zeM zeM zeM TeM

23 L2-Hilbertraum. Orthonormalbasen in Hilbertriumen. Fou-
rierreihen.

23.1 Innenproduktraum. Hilbertraum. Halbhilbertraum.
Erinnerung. Hilberrdume (s. Vorlesung 3). Sei K = R oder K = C.
Def.3.4 (inneres Produkt/Skalarprodukt).

Sei V ein Vektorraum iiber K. Ein inneres Produkt/Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung
oy =, op : V x V — K mit den folgenden Eigenschaften V,y,z € V:

(a) (z,y) =<y, ),
(b) {ax + By, z) = alx, z) + By, z) Yo, € K (Linearitét beziiglich 1. Variable),
(c) {z,z) >0,

(d) {x,z) =0 genau wenn z = Oy .

Def 3.5. (Innenproduktraum/Prihilbertraum und Halbhilbertraum).

(a) Ein Vektorraum (V,{-,-)) mit einem inneren Produkt heifit Innenproduktraum (manch-
mal auch Préhilbertraum).

(b) Wenn (-, -) die Eigenschaften (a)—(c) der Definition 3.4 besitzt (und wir haben keine
Information tiber Eigenschaft (d)), heit (V,{:,-)) Halbhilbertraum.

In this corrected version, I made the following changes:
Th. 3.1. (Cauchy-(Bunjakowski)-Schwarz-Ungl., CS-Ungl.)
Sei (V,{-,-)v) ein Halbhilbertraum. Dann

Kz, vl < lzlv ylv,

wobei ||z|y := 4/{x, z)v.

Bemerkung 23.1.
Sei V' zusétzlich ein Innenproduktraum. Dann:

(a) |- |v ist eine Norm in V', die vom Skalarprodukt induzierte Norm. Also sind Innenpro-
duktrdume auch normierte Raume.

(b) Die Gleichung [{z,y)v| = |z|v|yllv in der CS-Ungleichung gilt genau dann, wenn x
und y linear abhdngig sind.
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Beispiel 23.1.
Der Vektorraum (2(Z) = {(z)jez € KZ : 3} |z;]* < o0} mit dem Skalarprodukt (z, ), =
JEZ
>, x;y; ist ein Hilbertraum.
JEZ
Def. 4.8 (Hilbertraum) Ein Innenproduktraum V heifit Hilbertraum, wenn (V, | - |v)
ein Banachraum ist (das heifit, wenn der normierte Raum (V|| - |v) vollsténdig ist).

Beispiel 23.2 (Halbhilbertraum L2(M)).
Sei M eine nichtleere Lebesgue-messbare Menge in R™. Betrachten wir die Familie L?(M) =

ZNL]%((M ) aller messbaren Funktionen f : M — K mit der Eigenschaft { |f|*> dum, < oo (das
M

heifit |f|?> € L(M)). Fiir f,g € L2(M) definiert man (f, ¢dpe := § f G dum. Hier ist

M
{f,g>12 eine nichnegative sequilineare Form im Fall K = C, und im Fall K = R {f, g)r2
eine nichnegative bilineare Form. Das bedeutet,

(a) {f. 12 =9, P12,
(b) {af +Bg,hyr2 = oLf, hyrz + B9, )2 Va,B €K
(c) {f, for2 = 0.
Die FEigenschaft (d) “(f, f) = 0 genau wenn f = 0" ist nicht wahr.
Also ist L2(M) ein Halbhibertraum, aber kein Innenproduktraum, weil (-, -Yr» kein Ska-

larprodukt in L2(M) ist und | - |2 keine Norm in L2(M) ist. (| - || z2 ist eine Halbnorm).

Untersuchen wir die Familie A aller Funktionen f € L2(M), so dass | f|z2 = 0. Das
heifit,

feN <« fistauf M messbar und J|f|2dum =0.
M

Betrachten wir den punktweise Triger supp, f := {ve€ M : f(z) # 0} von f.
Dann

0= [1Pdmn = [ IfPan=Y [ 1Pl
M

supp,, f TEL 195 <| f(a)| <2i+1)

>3 P (2 < 1f@) <P™)) = pm(supp, ) = 0.
JEZ

Und umgekehrt, falls f messbar und s, (supp, f) = 0, gilt

f|f|2dum= f Pdim =0 = fEN.
M

supp,, f

146



Also besteht die Familie N' aus allen messbare Funktionen, deren punktweise Triger
Lebesgue-Nullmengen sind.

Anders gesagt, f e N < f =0 fast iberall (f.4i) auf M. Falls f € N, ist der ‘Quasi-
Abstand’ |g — § ;2 zwischen g € L2(M) und § = g + f gleich |lg — §||;2 = || f]z2 = 0. Um
einen Hilbertraum aus L2(M) zu produzieren, betrachtet man aller Elemente g € L2(M)
und § € L2(M) mit dem ‘Null-Quasi-Abstand’ |g — §| ;2 = 0 als ein Element vom Raum.

Satz 23.1.
Die Gleichung f = g fast iiberall auf M definiert eine L?-Aquivalenzrelation f ~ g auf
L2(M).

23.2 [?-Hilbertraum.

Definition 23.1.
Den Vektorraum L*(M) = L% (M) definiert man als den Vektorraum LZ(M)/ ~ aller
Aquivalenzklassen fiir die L2-Aquivalenzrelation f ~ g auf L (M).

Theorem 23.1 (Hilbertraum L?(M)).(a) Die Abbildung {-,->r2 : L>(M) x L*(M) — K,

<fag>L2 ::J f?d,um

M

ist auf dem Vektorraum L*(M) = LZ(M) (von Aquivalenzklassen) wohldefiniert im
Sinne, dass fir f ~ f und g ~ ¢ gilt, dass

<f7 g>L2 = <f~7 §>L2'

(b) {-,>p2 ist ein Skalarprodukt in L?>(M) (im Besonderen ist die Eigenschaft (d) wahr
in L*(M)).

(c) Folglich ist | f||lp2 := A/{f, f)r2 eine Norm im L*(M).

(d) Der normierte Raum (L*(M),| - |12) ist vollstindig.
Zusammenfassung: L?(M) ist ein Hilbertraum.

Bemerkung 23.2.
Sei M = [a,b] = R ein Intervall. Dann kann man L?[a,b] := L?(M) mit der Ver-
vollstindigung des Innenproduktraums (C|a,b], (-, -)12) identifizieren.

Definition 23.2 (Konvergenz in L?(M)).

Man sagt, dass eine Folge f, € L?(M),n € N, von L?-Funktionen im quadratischen
Mittel (oder beziiglich der L2-Norm) konvergiert, wenn die Folge der entsprechenden
Aquivalenzklassen {[f,,]}ney im Raum L2?(M) konvergiert, das heiBt, wenn 3[f] € L?(M),

so dass
1/2

LU = U e = j e fl dim | =0,

wenn n — +ao0.
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Normalweise schreibt man f,, statt [f,] fiir Elemente von L?(M) und spricht iiber
L?-Funktionen als Elemente von L?(M) (aber streng genommen sind diese Elemente in
Wirklichkeit Aquivalenzklassen).

Bemerkung 23.3.(a) L?-Konvergenz ||f, — f[;2 — 0 =& “fast iiberall’-Konvergenz
fn — f fast iiberall.

(b) fn — f fast iiberall = L2*Konvergenz ||f — fu|2 — 0.

Theorem 23.2.
Falls | fn — flr2 — 0, dann existiert eine Teilfolge {fn, }ren der Funktionenfolge { fn}ren,
50 dass fn;, — [ fast diberall.

23.3 Abstrakte Fourierreihen in Hilbertriumen und
Fourierreihen im L?-Hilbertraum.

Definition 23.3 (Schauder-Basis).

Eine abzihlbares oder endliches System von Vektoren {w,}

=1,V < o0 in einem Banach-

raum V iiber K heifit Schauder-Basis, falls jeder Vektor w € V eine eindeutige Darstellung
als eine konvergente Reihe w = 21]1\7:1 apw, mit a, € K hat.

Beispiel 23.3.
Das System {e;, }nen < £2(N) mit e; = (1,0,0,...),e2 = (0,1,0,...),e3 = (0,0,1,...), ...,
ist eine Schauder-Basis im Hilbertraum ¢2(N).

Eigentlich ist {e,}nen eine Orthonormalbasis in ¢2(N). Ahnlich kann man eine Orthonor-
malbasis {e,}nez in £2(Z) bilden.

Sei (H,{-,-)) ein Hilbertraum iiber K mit der induzierten Norm | - |.

Definition 23.4.(a) Ein System {uq}aes © H (das heifit, eine indexierte Teilmenge von
H) heifit Orthogonalsystem, falls u,, L ugVa # B (das heifit, falls (uq, ug) = OV # f3).

(b) Das Orthogonalsystem {uq}qea heifit orthonormal falls |u,| = 1Va € A.

(c) Ein System {uq}aes © H heifit Orthonormalbasis, wenn {u,}aea Orthonormalsystem
und Schauder-Basis gleichzeitig ist.

Theorem 23.3 (Fourier-Orthonormalbasen in L2[—x,7]).(a) Seien e, (t) = ¢, te

[—7, 7). Dann ist {en(-)}nez eine Orthonormalbasis in L[—m, 7].

e R e Bl e

ist eine Orthonormalbasis sowohl in Li[—m, «r| als auch in Li[—m, 7.

(b) Das System

Definition 23.5.
Sei {up}nen ein Orthonormalsystem im abstrakten Hilbertraum H und sei w € H ein
beliebiger Vektor in H.
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(a) Die skalaren Zahlen
w(n) = (w,u),

die wir fiir alle n € N betrachten, heilen (abstrakte) Fourierkoeffizienten vom Vektor
w beziiglich des Systems {uy, }nen-

(b) Die Reihe >} w(n)uy, heiBit (abstrakte) Fourierreihe vom Vektor w beziiglich {uy, }nen.

neN

(c) Eine endliche Summe Pyw := Y, @W(n)u, heiBlt die k-te Fourier-Partialsumme von w.

1

ﬁMw

Aufgabe. P, : w — w(n)u, sind stetige lineare Operatoren im H Vk € N.

1

Theorem 23.4 (abstrakte Parseval-Gleichung).
Sei {un}N_, wobei N < oo ein Orthonormalsystem im Hilbertraum H ist. Dann sind die

ﬁMw

folgenden Aussagen dquivalent:
(a) Fiir jeden Vektor w € H gilt w = 25:1 W(n) .

(b) {un(-)})_; ist eine Orthonormalbasis in H.

N
(c) |w|?= 21 |@(n)|? (abstrakte Parseval-Gleichung)

(d) Die lineare Hiille

k
Spann{un},]lvzl = {Z apty @ keNESN, ap€ K}

n=1

ist dicht i H.

Bemerkung 23.4.(a) (w — Pyw) L Spann{u,}*_, und der Operator
k
P:w— 2 w(n)uy
n=1

heiit Orthogonalprojektion auf Spann{u,}*_,.

(b) Fiir jedes w € H ist Pyw die beste Approximation von w im endlich-dimensionalen
Unterraum Spann{u,}*_, im Sinne

|w — Pyw| = dist(w, Spann{u,}t_,) = min |w— h
heSpann{Un}ﬁ=1

(die Methode der kleinsten Quadrate).

k
(c) (a)+(b) = X |©(n)|]? < ||w|]*> Yw e HYk € N,k < N, fiir beliebige Orthonormal-
n=1

system {u,}_, in H.
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(d) Falls N = o0, gilt Z |@(n)|? < |w|? Yw € HYK € N fiir beliebige Orthonormalsystem

{un}nen in H. Dlese Unglelchung heifit (abstrakte) Bessel-Ungleichung.

Bemerkung 23.5.
Th.23.4 (b)-(c) sagt, dass ein Orthonormalsystem genau dann eine Orthonormalbasis ist,
wenn die Bessel-Ungleichung fiir jedes w € H ein Parseval-Gleichung wird.

Bemerkung 23.6. ~

Seien N < oo und N < 0. Wenn {u,}Y_, und {@,}"_, zwei Orthonormalbasen (oder
sogar zwei Schauder-Basen) im Hilbertraum H sind, gilt N = N und diese Zahl ist die
Dimensionalitit des Hilbertraums H.

Beispiel 23.4 (Ségezahnfunktion).
Sei F': R — R die 2w-periodische Funktion, so dass f(t) = ¢ fur ¢ € [—m, 7). Betrachten
wir die Einschrinkung f = F|[_, - auf [-7,7]. Dann f € L*[—m, «] in dem Sinne, dass
f € L[—m,7] und f generiert eine Aquivalenzklasse [f] in L2[—m, 7], die wir mit f
identifizieren (nicht total streng).

Finden wir Fourierkoeffizienten von f beziiglich der Orthonormalbasis

e R e Bl e

des Theorems 23.3.

Schritt 1. f ist eine ungerade Funktion auf (—m,7) (zwei Punkte +7 spielen keine
Rolle fiir Lebesgue-Integralen) =

1

1
0=a,= %U, cos(nt))r2[—nx = ﬁ t cos(nt) dt,

L e—x

1 1 r
0:0[0: ﬁ<f’ 1>L2[77r,7r] ﬂ_f tdt
Schritt 2.
Ba = ——(f,sin(nt)) 1fts'<t>dt
n = —={f,sin(n T in(n
ﬁ L2[ 7] T
U deostn) = —— { freostu® f (nt)dt
= nﬁ COS| N = nﬁ COS(n —r COS| N

(=)"r — (=1)"(=m) _ (=)"*"2y7
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Zusammenfassung. Wegen Th.23.3 konvergiert die Fourierreihe von f

n+1

m 2 cos(n Z Bn, sin(n =2 2 sin(nt) (1)

neN neN neN

gegen f im quadratischen Mittel (das heifit, beziiglich der L2-Norm).

Theorem 23.5 (Umformulierung des Theorems 23.3 iiber Fourierbasen).(a) Sei f € L[—m, 7).
Dann konvergiert die Fourierreihe von f

> Fm)

nez

mit den Fourierkoeffizienten f(n) “int quy(t) gegen f beziiglich der L?-

1 s
=l e

Norm.

(b) Sei f € LL[—m,x]. Dann konvergiert die Fourierreihe

0407 I Z COS Z /Bn bln

neN neN

von f gegen f beziiglich der L*>-Norm, wobez’ die entsprechenden Fourierk’oeﬂizienten
s

durch ag = \/12?S F@) dps(t), oy = X f(t)cos(nt) dui(t), Bn = \/» S F(t) sin(nt) duq(t)

definiert werden.
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