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[1: 14.10.2025]

Notation. Wir werden folgende Notationen verwenden:
N:{l,Q,...}, NOZ{O,1,2,...}, R+:R>0:(0,00), REOZ[O,OO).

Wir werden die Notation C fiir eine Teilmenge und C fiir eine strikte Teilmenge verwenden.

1 Wahrscheinlichkeiten modellieren

1.1 Einleitung

Um ein Zufallsexperiment zu modellieren, brauchen wir drei Zutaten: Die Menge 2 der moglichen
Ergebnisse, das Mengensystem der moglichen Ereignisse Er und eine Funktion P: Er — [0, 1],
die jedem Ereignis E eEr die Wahrscheinlichkeit IP’(E) zuordnet.

Das Mengensystem der moglichen Ereignisse muss u.a. folgende Eigenschaften haben:

e () :="cin beliebiges w € Q tritt ein” und & :="kein w € Q tritt ein” miissen in Er liegen.

o Falls ~E1, E’l € Er gilt, dann gilt E’l A El € Er, wobei El A El genau dann eintritt, wenn El
und FE» eingetreten sind.

o Falls E’l, El € Er gilt, dann gilt El \Y, E’l € Er, wobei El Y El genau dann eintritt, wenn El
oder FEs eingetreten ist.

e Falls E €Er gilt, dann gilt ~E €Er, wobei =E genau dann eintritt, wenn E nicht einge-
treten ist.

Man kann Ereignisse durch Teilmengen von 2 wie folgt darstellen: Fiir E €Er definieren wir
E(E) = {w € Q] falls w eintritt, dann ist £ eingetreten }.

Das Mengensystem der moglichen Ereignissen Fr wird damit eine Familie von Teilmengen F C
P(2). Insbesondere gilt

E(EyNE))=E UE,, E(E,VE)=ENE, E(-E)=E=Q\E.

Die obigen Eigenschaften sind durch das Konzept der o—Algebra kodiert (siehe Definition .

Das Wahrscheinlichkeitmaf8 muss also eine Funktion P: F — [0,1] sein, die jedem E € F die
Wahrscheinlichkeit P(E) zuordnet. Diese Funktion muss u.a. folgende Eigenschaften haben:

e P(Q2) =1 (das Ereignis "irgendein w € € tritt” ist sicher),
e P(@) =0 (das Ereignis "kein w € € tritt ein” ist unmoglich),

e Falls £; und Es unvereinbar (disjunkt) (d.h. By N By = @) sind, gilt P(E; U Ey) =
P(Ey) + P(E?).
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Beispiel. Wie werfen zwei fairen Miinzen. Der Spieler 1 (bzw. 2) gewinnt, falls zwei Mal Kopf
(bzw. Zahl) geworfen wird. Die Ergebnismenge (2 hat daher vier Elemente,

Q={(K,K),(K,Z2),(Z,K),(Z,Z)}.
Mogliche Ereignisse sind z.B.
A = “Spieler 1 gewinnt”, B = “Spieler 2 gewinnt”, C := “niemand gewinnt”.

e Falls das Ergebnis des Zufallsexperiments w = (K, K) ist, dann sagen wir, dass A einge-
treten ist (B, C sind nicht eingetreten)

e Falls das Ergebnis des Zufallsexperiments w = (Z, Z) ist, dann sagen wir, dass B eingetre-
ten ist (A, C sind nicht eingetreten)

e Falls das Ergebnis des Zufallsexperiments w € {(K,Z),(Z, K)} erfiillt, dann sagen wir,
dass C eingetreten ist (A, B sind nicht eingetreten).

Da die Miinzen fair sind, kénnen wir annehmen, dass alle Ergebnisse gleichwahrscheinlich sind,

d.h. . .

Daher rechnen wir

P(A) =P({(K, K)}) = % =P({(Z,2)}) =P(B).
Da {(K,Z)} und {(Z, K)} unvereinbar sind, gilt auch

P(C) = PU(K, 2), (2, K)}) = PU(K, 2))) + PU(Z K))) = 3.

1.2 Endliche Ergebnismenge: wichtige Beispiele

Beispiel I. Wir verteilen K > 1 Kugeln auf N > 1 Fécher.
Firi=1,..., K, setzen wir w; = j, falls Kugel 7 im Fach j liegt. Eine Konfiguration (Ergebnis)
ist also ein K—Tupel w = (wy,...,wg) € {1,..., N}K und die Ergebnismenge ist

Q= Q(N,K) = {w=(w1,...,wg) € {1,..., N}

Es gilt |Q;(N, K)| = NX.

Im Beispiel von zwei Miinzen oben kann man die zwei Miinzen durch zwei Kugeln und die Werte
K,Z durch zwei Féacher darstellen. Dann entspricht z.B. das Ergebnis (K, K) dem Ergebnis
(wl,WQ) = (1, 1).

Beispiel II. Wir verteilen K > 1 Kugeln auf N > 1 Fécher unter der Bedingung, dass jedes
Fach mazimal eine Kugel enthalten darf.
Die Ergebnismenge ist

Qi = (N, K) = {w € Qp | wi # w; Vi # j}.

Falls K > N, gilt Q[[(N,K) = @ und ‘Q[[(N, K)‘ = 0.
Falls K < N ist Q77(N, K) nicht leer und

N!

1Q7(N, K)| :N(N—l)-~(N—K+1):m.
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Im Spezialfall N = K haben wir genau eine Kugel pro Fach und
|Q7(N,N)| = N,

was der Anzahl von Permutationen von N Elementen entspricht.

Beispiel I1I. Wir verteilen K > 1 Kugeln auf N > 1 Fécher.

Jedes Fach darf mazimal eine Kugel enthalten. Die Kugeln sind ununterscheidbar.

In diesem Fall sind z.B. die Konfigurationen (1,2, 3,4) und (2,1, 3,4) ununterscheidbar.

Um den Ergebnisraum Q zu beschreiben, definieren wir die Aquivalenzrelation ~ auf Q, sodass
w ~ ', falls eine Permutation o € Sk existiert, sodass wj = wey(;) fiir alle i € {1,..., K}. Damit
definieren wir

Qrrr = QN K) = {[w] | w € Qr1}.
Jede Aquivalenzklasse enthilt K! Elemente und es folgt

Qi (N, K)| N! <N)

Qrir(N, K)| = = = )

Beispiel IV. Wir verteilen K > 1 Kugeln auf N > 1 Fécher.

Die Kugel sind unterscheidbar und die Anzahl der Kugeln pro Fach ist gegeben.

Fiir jede Konfiguration w € €; definieren wir N;(w) als die Anzahl der Kugeln, welche im Fach
l=1,...,N liegen. Es gilt

N
0< Nw) <Kund > Nw) =K.
=1

Seien ni,...,ny € {0,1,..., N}, sodass Zf\il n; = K. Wir definieren
Qry = Q]\/(N,K,nl,...,n]v) = {OJ € Qy | Nl(w) =n VIl = 1,...,N}.

Es gilt

K K—-—m K—(?’L1+"'—|—RN_1) K! K
Q| = =—p—= ,
ny n2 nN [, ! Ny, M2, N

wobel (K — (n1 +---+ny))! = (K — K)! = 0! = 1 angewendet wurde.

Beispiel V. Wir verteilen K > 1 Kugeln auf N > 1 Fécher.

Die Kugel sind unterscheidbar und die Kugeln tm Fach sind auch geordnet.

Um ein Ergebnis zu beschreiben, ist es nicht genug zu sagen, in welchem Fach die Kugel ¢ liegt.
Wir brauchen auch eine Ordnung, welche die Anordnung der N;(w) Kugeln im Fach [ beschreibt.
Eine Konfiguration ist eindeutig durch das Paar (o, s) beschrieben, wobei:

e 0= (0(l),...0(K)) € Sk ist eine Permutation der Kugeln, also eine Ordnung,

e s=(s0,...,5nN) ist eine Familie von Schranken, sodass

0=s5p<s1<sp<---<sy1<sy=N.
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Das Fach Fj, 1 =1,... N enthélt die geordneten Kugeln (o(s;_1+1),0(s;-14+2)...,0(s;)). Falls
S;—1 = i, so ist das Fach Fj leer. Die Ergebnismenge ist

Qy =Qu(N,K) :={(0,s) | 0 € Sk,0=50<s51 <9<+ <sy_1 <sy=K}.

Es gilt
(K+ N —-1)!

(N -1~

wobei (K + N — 1)! der Anzahl der Permutationen von (K 4+ N — 1) Symbolen entspricht und
wir teilen durch (N — 1)!, da die N — 1 Schranken sy,...,sy—1 durch die Bedingung 0 < s; <
s9 < --- < sy_1 < N geordnet sind.

Wir merken, dass

Qv | =

K+ N-1)!
K-1 K -2
=NE(1+— ) (1+—=)--1>NE =19
( +— ) ( +— ) > €|
[1: 14.10.2025]
[2: 17.10.2025)]
1.3 Messbare Mengen und Wahrscheinlichkeitsmafle
1.3.1 o—Algebra
Definition 1.1 (o-Algebra). Sei § eine nichtleere Menge.
Eine Menge F C P(Q2) heifsit eine o-Algebra diber 2, falls folgendes gilt:
(i) F ist nichtleer;
(i) Fir alle Ae F gilt A =X \AeF;
(iii) Fiir jede Folge A: N — F gilt
UJAnerF. (1.1)

neN

Bemerkung 1. Die Elemente in F werden Ereignisse oder “messbare Mengen” genannt.

Bemerkung 2. Die Potenzmenge P((2) ist eine o —Algebra. Fiir unendliche (iiberabzéhlbare)
Mengen €2 ist diese aber oftmals zu grofl, um verniinftige Wahrscheinlichkeitverteilungen zu
definieren.

Lemma 1.2 (Wichtige Eigenschaften). Sei Q0 eine nichtleere Menge.
(i) Sei F eine o-Algebra iiber . Folgendes gilt:

(a) Falls A,B € F, so folgt: AUB und A\ B € F;
(b) Q, @€ F;
(¢) Falls Aj € F Vj € N gilt, so folgt: (\;en Aj € F.
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(i) Sei I eine beliebige Indexmenge und fir jedes o € I sei Fo C P(QQ) eine o-Algebra.
Folgendes gilt:

(a) Der Durchschnitt F :=(\,c; Fa ist eine o-Algebra.
(b) Die Vereinigung | 1 Fa ist im Allgemeinen keine o-Algebra.

Beweis. Ubung,. O
Definition 1.3. Sei Q eine nichtleere Menge und € C P(Q) ein Mengensystem.
(i) Die von &€ erzeugte o— Algebra iber Q) ist die kleinste o— Algebra, die £ enthdlt und definiert
durch
o(&) = N F.

F D&, F o-Algebra
o (&) ist eine o—Algebra nach Lemma (7i)(a).

(ii) Sei F eine o— Algebra iiber Q. Das Mengensystem & ist ein Erzeuger (Generator) von F,
falls F =o(E).
Beispiel Sei Q={1,...,N}, N > 2 und F = P(Q).
(i) Das Mengensystem &; := {{1},...,{N}} erzeugt F, d.h. 0(&) = F.
(73) Sei & = {A, B} wobei
A={je{l,...,N}| j gerade}, B :={je{l1,...,N}| j ungerade}.
Dann gilt 0(&2) ={A4,B,Q, 0} C F.

1.3.2 Maf}

Definition 1.4 (Maf}). Sei Q) # @ eine Menge und F eine o-Algebra iber Q.
Eine Funktion p: F — [0, 00] heifit ein Ma8l auf F, falls

(i) (@) =0 und
(it) p ist o-additiv, das heifit, fir alle Folge A: N — F mit A; N A = @ Vj # k gilt

w( U] =X u4y). (1.2)

jeN jeN
e Das Tripel (X, F,u) heifft Maraum.
e Das Maf$ pu heifit endlich, falls u(Q) < oco.

o Das Mafl p heifit o—endlich, falls eine Folge A: N — F existiert, sodass ) = UpenAnp,
wu(Ay) < oo und A, C Apy1 Vo > 1.

e Das Majf$ p heifst Wahrscheinlichkeitsmafi (oder Wahrscheinlichkeitsverteilung), falls gilt
w(2) = 1. In diesem Fall heifit das Tripel (X, F, ;) Wahrscheinlichkeitsraum.

e Fine Menge N C  heifit u-Nullmenge (oder auch einfach Nullmenge), falls N € F und
u(N) = 0.

Wir werden meist die Notation P statt p fir ein Wahrscheinlichkeitsmafl anwenden.
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Bemerkungen

1. Aus der o —Additivitét folgt unmittelbar, dass p auch additiv ist. Das heifit, fiir alle Ag, ..., Ax €
F paarweise disjunkte Teilmenge gilt

k k
pl U =D nAy).
=0 §=0

2. Die Funktion y ist monoton: A, B € F, mit A C B = u(A) < u(B). (Ubungsblatt)

3. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsma$, d.h. P(Q2) = 1.
o VA € Fgilt A C Q und deshalb (da P monoton ist) gilt 0 < P(A) <P(Q) =1
o VA: N — Fmit A;NA, =2 Vj #k gilt

0<> PA)=P||J4] <1 (1.3)

jeN JEN

Beispiele

1. Sei @ = N und F = P(Q). Wir definieren VA C N p(A) = |A| = #A. Dann ist p ein Mafl
(das ZahlmaB). p ist o—endlich, aber nicht endlich.

2. Sei 2 eine endliche Menge || = # < 0o, und F = P(Q2). Wir definieren VA C Q u(A) = %.
Insbesondere gilt u({w}) = ﬁ Vw € Q. Dann ist u ein Wahrscheinlichkeitsmaf (die Gleichver-
teilung).

Satz 1.5 (MaB als Grenzwert).
Sei (Q, F, u) ein Mafraum, und sei A: N — F eine Folge messbarer Mengen. Folgende Aussagen
gelten.

(i) Falls die Folge monoton wachsend ist (A; C Aj41 V5 € N), dann folgt
Jj—00

1 U A; | = lim p(A4;). (1.4)
j=1

(it) Falls die Folge monoton fallend ist, (A; D Aj41 Vj € N), und
(A1) < oo, dann folgt

o0

w4 ] = lim u(ay). (L5)

Beweis. Ubungsblatt O
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Bemerkung. Die Annahme p(A;) < oo gilt automatisch, falls p endlich ist.

Lemma 1.6 (Subadditivitét). Sei (Q,F, u) ein Mafsraum.
Fiir alle Folgen A: N — F gilt

neN neN

Beweis. Da F eine o—Algebra ist, gilt ey An €, F also ist (U, ey An) wohldefiniert. Wir
konstruieren eine neue Folge B: N — F wie folgt:

Bl = Al, Bn = An \ U Aj vn > 2.

Folgendes gilt.
e B, € F ¥n folgt aus Lemma (a) und Def.
e BiNB, =2 Vj+#kund J,cn An = Upen Bn (Ubung).

e Wir rechnen

_Add. p monot.
" (U “‘") " (U B”) D DTES R WIS}
neN neN neN neN
Damit ist der Beweis beendet. O
[2: 17.10.2025]
[3: 21.10.2025]

1.3.3 Wahrscheinlichkeitsrdume: wichtige Beispiele

1. Dirac Ma#$. Sei 2 beliebig und a € 2 ein festes Element. Das Dirac-Maj$ in a ist die durch

1 fallsa € A,

0 sonst,

SalA] = Ia(a) = { VA CQ

definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P = 4, auf der o-Algebra F = P(Q2). Dirac-MaBle sind
,deterministische Verteilungen” — es gilt

dal{a}] =1, da[{a}]=0.

2. Konvexkombinationen von Dirac-Maflen. Ist C' eine abzéhlbare Teilmenge von €2, und
p: C — [0, 1] eine Gewichtsfunktion mit ) - p(w) = 1, dann ist durch

PlA= 3 pla)= 3 pla)d[A] VACQ

aceANC aeC
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ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl P auf der Potenzmenge F = P(£2) gegeben. Die Vertei-
lung P ist ,rein atomar”, d.h. die Masse sitzt auf abzéhlbaren vielen ,Atomen” (den Elementen
von C). Jede diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist von dieser Form.

Beispiel. Wir werfen n faire Miinzen. Wir stellen das Ergebnis "Kopf’ mit 0 und "Zahl’ mit 1
dar. Die Ergebnismenge ist also

Q={w=(wi1,...,wpn) €{0,1}"}.
Insbesondere gilt |Q2] = 2". Sei F = P(Q2). Die Gleichverteilung P(A) := 1Al st eine Konvexkom-

[¥]
bination von Dirac-Maflen: 1
P = — 071
Z I8 {w}

weN

In diesem Fall gibt es [Q| = 2™ Atome (C' = Q) und die Gewichtsfunktion ist durch p({w}) = ﬁ
definiert.

3. Unendliches Produktmodell (z.B. Miinzwurffolge). Im einfachsten Fall méchten wir
eine Folge unabhéngiger, fairer Miinzwiirfe (0-1-Experimente) modellieren. Die Ergebnismenge
ist also

Q = {w = (CUl,LUQ,...) S {O,l}N}.

Q ist tiberabzéhlbar!
Wir suchen eine o-Algebra F und ein Wahrscheinlichkeitsmafl P, sodass Folgendes gilt:
Vn € Nund x1,...,x, € {0,1}

e ist die Menge (das Ergebnis fiir die ersten n Miinzwurfen ist gegeben)
A(xy, ... zn) ={w € Q| (wi,...,wp) = (T1,...,2n)}
messbar und es gilt
o P(A(z1,...,zn)) = 5+ (Gleichverteilung fiir die ersten n Miinzen).
Fiir n > 1 und A € P({0,1}") sei
Cpa={weQ| (wi,...,wy) € A} (1.6)
Chn,a heifit Zylindermenge. Sei
C={Cpha|n>1,AcP{0,1}")} (1.7)

die Menge der Zylindermengen. Wir setzen F = o(C). F heifit Produkt-c—Algebra und es gilt
F CP(Q).

Wir werden im Abschnitt sehen, dass genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl P: o(C) — [0, 1]
existiert, sodass P(Cy 4) = % Vn >1,A € P({0,1}") gilt.

Definition 1.7 (Produkt-c—Algebra). Sei I eine beliebige Indexmenge und fir jedes i € I
sei Q; nichtleer und F; C P(€;) eine o-Algebra iber Q;. Wir betrachten die Ergebnismenge

Q=[] ={w= (wics| wi € X}
el
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Sei C die Kollektion aller Zylindermengen von der Form
{w = (wi)ier € Q| wi, € 4j,,wiy € Aiy,...,wi, €A },

mitn € Nyiy,...,ip €1, undA“ 6.7:1'1,...,141‘" e Fi,,
Die Produkt-o—Algebra &),.; F; ist die von C erzeugte o-Algebra auf

®]:i =0(C).

il

4. Kontinuierliche Gleichverteilung. Sei Q = (a,b) oder 2 = [a,b], mit —oco < a < b < occ.
Wir suchen eine o-Algebra F und ein Wahrscheinlichkeitsmafl P, sodass Va < ¢ < d < b
Folgendes gilt:

e Die Intervalle (¢,d) und [c,d] liegen in F und

e Pl(c,d)] = Plle,d]] = ? (Gleichverteilung).

Fiir F miissen wir die Borel o-Algebra B((a, b)) einfithren. Wir werden spéter sehen, dass genau
d—
ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P: B((a,b)) — [0, 1] existiert, sodass P|[(c,d)] = P[[c,d]] = 2 <

gilt.

—a

1.3.4 Borel 0—Algebra

Definition 1.8. Sei X ein topologischer Raum und
T={AC X | A offen}
seine Topologie. Die Borel o-Algebra B(X) ist die kleinste o-Algebra auf X, die T enthilt,

B(X):=0o(T) = N F.
F DT, F o-Algebra

Die Mengen in B(X) werden Borel-Mengen genannt.
Bemerkung 1. Beachte, dass wir fiir X = R stets die euklidische Topologie nutzen.

Bemerkung 2. Die Borel o-Algebra B(R) enthélt alle fiir uns relevanten Teilmengen. Insbe-
sondere enthélt B(R)

e alle offene und abgeschlossene Mengen (zB alle kompakte Intervalle [a, b]),
e alle cinzelne Punkte {z} = € R,

e alle Intervalle der Form [a, b) oder (a,b].

Bemerkung 3. B(R) C P(R) (siche Analysis 3).
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Erzeugende Mengensysteme fiir B(R). Wir betrachten folgende Mengensysteme

Ji = {(—OO,CL) ’ a € ]R}7 Fa = {(—OO,CL] ’ CLG]R},
Fs:={(a,0) | a eR},  Fy:={[a,0)]|acR}.

Es gilt B(R) = o(F;) Vi=1,...,4 (Ubung).

1.3.5 Eindeutigkeitssatz, Carathéodory und Verteilungsfunktion

Sei 2 eine nichtleere Menge und F eine o—Algebra iiber 2. In der Regel sind die Wahrschein-
lichkeiten P(A) zunéchst nur fiir Ereignisse A aus einer Teilmenge £ C F gegeben, z.B. fiir
Intervalle bei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R. Es stellt sich die Frage, ob hierdurch be-
reits die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse in F eindeutig festgelegt sind, und ob sich P
zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf F fortsetzen lidsst. Wir werden sehen, dass folgende
Eigenschaften geniigen: o(£) = F und & ist durchschnittstabil.

Definition 1.9 (Durchschnittsstabiles Mengensystem, Mengenalgebra).
Sei Q) eine nichtleere Menge, A C P(Q2) ein Mengensystem.

(i) A heifst durchschnittsstabil (N-stabil), falls

A, Be A = AnBecA

(ii) A heifst Mengenalgebra (‘Algebra), falls

(a) A nichtleer ist,
(b)) Ac A = A€ A,
(c) ABe A = AUBEcA

Bemerkung Folgendes gilt.

e A Algebra = Q, 0 € A.

e A o—Algebra = A Algebra.
Die andere Richtung gilt nicht.

o F o—Algebra = F durchschnittsstabil.

Die andere Richtung gilt nicht. Die Menge U(R) := {I C R| I offen} ist durchschnittsstabil,
aber keine Algebra.

Satz 1.10 (Eindeutigkeitssatz).
Sei Q eine nichtleere Menge, F eine o— Algebra iber Q und P1,Py: F — [0, 1] zwei Wahrschein-
lichkeitsmafe. Sei € C P(2) ein Mengensystem, sodass

o F=0(&) und
o & ist durchschnittsstabil.
Falls P1(E) = Po(E) VE € € gilt, dann gilt auch P; = Ps.
Beweis. siehe Abschnitt [[.3.6] O
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[3: 21.10.2025)]
[4: 24.10.2025)]

Satz 1.11 (Fortsetzungssatz von Carathéodory). Sei Q eine nichtleere Menge, £ C P(Q2) eine
Algebra iiber Q und fi: € — [0,00] eine Funktion, sodass Folgendes gilt:

e () =0 und
e [i ist o-additiv, d.h. VA: N — &, sodass A, N Ay = @ YN # m und UpenAy € E gilt
i (U An> =D ilAn).
neN neN

In diesem Fall heiffit i ein Pramaf.

Dann besitzt i eine Fortsetzung zu einem Maf auf o(E), d.h. 3u: o(E) — [0,00] Maf, sodass
w(E) = p(E) VE € €.

Falls i o—endlich ist (d.h. 3A: N — &, sodass fi(A,) < oo Vn gilt und UpenAyn, = ), dann ist
das Maf$ i o—endlich und eindeutiq.

Beweis. Der Beweis dieser Aussage findet sich in fast jedem Lehrbuch der Mafitheorie, z.B. Satz
5.3 (Existenz) und Satz 5.4 (Eindeutigkeit) in Mass und Integrationstheorie von Heinz Bauer.

[ Dieser Teil wurde nicht in der Vorlesung besprochen.

Beweis der Eindeutigkeit: Sei € C P(£2) eine Algebra iiber Q, ji: £ — [0,00] ein o—endliches Préama$,
p1, p2: o(E) — [0,00] zwei MaBe, die /i fortsetzen i1 = pio)e = fi.

Da fi c—endlich ist, existiert eine Folge E: N — & sodass E,, C Fp41, UnenErn = Qund p1(E) = po(E) =
G(Ey) < oo Vn gilt. Wir betrachten das Mengensystem

D={A€ca(&) | m(ANE,)=p(ANE,) Ym e N} Ca(€).

D ist ein Dynkin-System (siehe Def.unten) und & C D. £ ist eine Algebra, also auch N—stabil. Daraus

folgt (Lemma [1.19 unten), dass o(£) = D(£) C D, und deshalb ¢(£) = D. Die Folge n — A,, = (ANE,)

ist monoton steigend und U, enA, = A. Aus dem Satz [1.5] folgt dann, dass fiir alle A € o(€) = D,
p(A) = lim (AN E,) = Tim p12(AN Ey) = pia(A).|

O

Wahrscheinlichkeitsmafle konstruieren. Sei () eine nichtleere Menge. Man kann ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf iiber (€2, ) konstruieren wie folgt:

1. Wir suchen ein N—stabil Mengensystem & C P(£2), sodass F = o(€) und konstruieren eine
o-additive Abbildung fi: £ — [0, 1].

2. Sei A(€) =1 4> &, A Algebra A die von € erzeugte Algebra. Insbesondere gilt 2, & €
A(€). Wir konstruieren eine o-additive Fortsetzung fi1: A(E) — [0,1] fiye = fi, sodass
f1(2) =0und a1(Q2) = 1.

e Aus dem Fortsetzungssatz [1.11] (A(E) ist eine Algebra, 4 (@) = 0, 11(Q2) = 1 und iy
ist o-additiv) folgt, dass genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf p: F — [0, 1] existiert, sodass
H(A) = il (A) VA € A(E).
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e Aus dem Eindeutigkeitssatz (p ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, £ N-stabil) folgt, dass
p das einzige Wahrscheinlichkeitsmafl mit ye = i ist.

Beispiel. Im Fall der Miinzwurffolge oben ist das Mengensystem (siehe (1.6) und (1.7]))
E=C

eine Algebra (Ubung). Wir definieren ji: £ — [0,1] durch
. _ 4] .
i(Cna) = ¥n=1,A€P({0,1}").

Diese Funktion ist wohldefiniert, o-additiv und f(A(z1,...,2,)) = 3= (Ubung). Nach Satz

folgt, dass genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 P: o(C) — [0, 1], existiert, sodass P(Cy, 4) := |2in

fir Cp 4 € C gilt.
Wahrscheinlichkeitsmaflen auf (R, B(R)). Wir zeigen jetzt, dass ein Wahrscheinlichkeits-
maf auf (R, B(R)) durch seine Verteilungsfunktion eindeutig charakterisiert ist.
Satz 1.12.
(i) Sei F': R — R monoton wachsend und rechtsstetig.
Dann 3! o—endliches Maf$ pu: B(R) — [0, 00], sodass
w((s,t]) = F(t) — F(s) Vs <teR. (1.8)

Falls F(00) — F(—o00) = 1, wobei F(+00) = limy_y100 F(t), dann ist p ein Wahrschein-
lichkeitsmayfs.

(ii) Sei p: B(R) — [0, 00| ein o—endliches Maj$. Dann existiert eine monoton wachsende und
rechtsstetige Funktion F: R — [—o0,00], sodass (1.8)) gilt. F ist bis auf eine additive
Konstante festgelegt.

Beweis. siche Abschnitt [1.3.7] O

Erinnerung: F: R — R ist monoton wachsend, falls ¢t < ¢ = F(t) < F(t') gilt.
F: R — R ist rechtsstetig, falls lim. o F'(t +¢) = F'(t) Vt € R gilt.

Korollar 1.13 (Lebesgue-Maf}). Es existiert genau ein o—endliches Mafs L: B(R) — [0, 0], ,
sodass
L((s,t]) =t—s Vs <t eR. (1.9)

Insbesondere gilt
L((s,t)) = L([s,t]) = L([s,t)) =t —s Vs<teR und L({z})=0 VreR
Dieses Maj$ heifit das Lebesgue-Maf.

Beweis. Wir wihlen F(t) = t. Dann ist F' monoton wachsend und stetig. Aus dem Satz m
folgt, dass ein eindeutiges o—endliches Mafl £: B(R) — [0, co] existiert, sodass L((s,t]) =t —s
Vs <teR.
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Aus [s,t] =, (s — %,t] und Satz (die Folge n + A, = (s — 1,¢] ist monoton fallend und
L(A1) < 00) folgt

L([s,t]) =L (ﬂ (s—i,t]) = lim £ <(s— ;t]) = lim_ <t—s+i> =t—s.

n

Die andere Fille werden analog bewiesen (Ubung). Z.B. folgt £({z}) = 0 aus {z} = () (z — 1, 2]
und Satz [LL5

d

Bemerkung. Man kann das Lebesgue-Maf auf einer grofieren o— Algebra (die Lebesgue o—Algebra
M) definieren durch

L(A) := inf Zvol(lj)|A C U I, I; Intervall Vj VA e M,
neN JEN

wobei I; ein (moglicherwise leeres) Intervall I; = [aj, bj], (aj,b5), [a;, b;), oder (aj,b;] mit a; < b;
ist. Zudem gilt vol(1;) = b; — a;.

Es gilt B(R) € M C P(R) (siehe Analysis 3).

Definition 1.14 (Verteilungsfunktion). Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (R, B(R)).
Die Funktion F: R — [0,1] definiert durch

heif$t Verteilungsfunktion von P.

Lemma 1.15 (Eigenschaften der Verteilungsfunktion). Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(R, B(R)). Die Verteilungsfunktion F': R — [0, 1] von P hat folgende FEigenschaften:

(i) F ist monoton wachsend,

(i) lim F(c) =0 und lim F(c) =1,

c——00 c—00

(iii) F ist rechtsstetig, d.h. F(c) = li{n F(y) fir alle c € R,
Y\

(iv) F(e) = lim F(y) + P[{c}].

Insbesondere ist F' genau dann stetig in ¢, wenn P[{c}] = 0 gilt.

Beweis. Ubung. O

Bemerkung. Ausdem Satz folgt, dass die Verteilungsfunktion eindeutig das Wahrschein-
lichkeitsmaf} charakterisiert.
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1.3.6 Beweis vom Eindeutigkeitssatz

Wir beweisen jetzt Satz Sei 2 eine nichtleere Menge, F eine o—Algebra iiber 2 und
Py, Py: F — [0, 1] zwei Wahrscheinlichkeitsmafien. Sei £ C P(2) ein Mengensystem, sodass

e F=0(€) und
o & ist durchschnittsstabil.

Wir nehmen an, dass P1(E) = Py(F) VE € &, und definieren
Dy == {A e F ’ Pl(A) = ]PQ(A)} C F.

Unser Ziel ist zu beweisen, dass F C Dy und deshalb Dy = F gilt. Es gilt £ C Dy.
Dazu stellen wir fest, dass Dy folgende Eigenschaften hat:

e Qe Dy,
e AcDy = A° €Dy,

e Fiir jede Folge A: N — Dy mit A, N A, = @ Vn #m gilt |J, .y An € Do.

neN

Also ist Dy ein Dynkin-System (siehe Def. unten). Aus Lemma unten folgt, dass
D(E) = N D
D D &, D Dynkin-System

ein Dynkin-System ist (das kleinste Dynkin-System, das &€ enthélt). Da & C Dy gilt und Dy ein
Dynkin-System ist, folgern wir, dass D(£) C Dy gilt.

Behauptung: £ ist N—stabil = ¢(&) = D(E). (Beweis in Lemma unten)

Aus der Behauptung, zusammen mit der Annahme o(&) = F, folgt
F=0(&)=DE)CDyCF.

Deshalb gilt F = Dy und damit ist der Beweis beendet. O

Definition 1.16 (Dynkin-System). Ein Mengensystem D C P(S2) heifst Dynkin-System, falls
Folgendes gilt:

(i) Qe D,
(ii)) Ac D = A°eD,
(iii) Ist A: N — D eine Folge mit A, N Ay = @ Vn # m, dann gilt auch |J,cy An € D.

Lemma 1.17. Sei Q) eine nichtleere Menge, I eine beliebige Indexmenge und fiir jedes o € 1
sei Do, C P(Q) ein Dynkin-System.

Der Durchschnitt D == (,c; Sa ist ein Dynkin-System.
Beweis. D ist ein Dynkin-System, falls es (i) — (¢ii) aus Def. erfiillt.
(i) Da D, ein Dynkin-System Vo € [ ist, gilt Q € D, Ya € I und deshalb gilt auch 2 € D.

(74) und (7i7) werden analog bewiesen.
O
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Bemerkung 1. Q€D (Z:Q g eD.
Daraus folgt, dass VAi,..., A, € D, mit A;NA; = Vi# jauch A;UAU---UA, € Dgilt
(wir nehmen die Folge k — By, welche durch By == A fir k= 1,...,nund By == @ Vk > n

definiert ist).

Bemerkung 2. Anders als in der Definition von o—Algebra kénnen wir nicht () durch "D ist
nicht leer’ ersetzen, denn ohne @ € D haben wir keine Additivitét.

Bemerkung 3. A, Be€Dmit AC B= A\BecD.

Beweis. Es gilt B\ A = BN A® = (B°U A)°. Es gilt B € D = B¢ € D. Zudem folgt aus
A C B= AN B°= @ und Bemerkung 1, dass B°U A € D.

Die Aussage folgt jetzt aus (7). O

Bemerkung 4. Eine 0—Algebra ist auch ein Dynkin-System. Ein Dynkin-System D ist eine
o—Algebra nur dann, wenn D auch N—stabil ist (siche Lemma unten).

[4: 24.10.2025]
[5: 28.10.2025]
Lemma 1.18. Sei Q eine nichtleere Menge, D C P(2) ein Dynkin-System.
Falls D N-stabil ist, dann ist D eine o— Algebra.
Beweis. Ubungsblatt
O

Lemma 1.19. Sei Q eine nichtleere Menge, £ C P(£2) ein N—stabiles Mengensystem und sei
D(E) = N D (1.10)
D D &, D Dynkin-System

das kleinste Dynkin-System, das € enthilt (D(E) ist ein Dynkin-System nach Lemma [1.18).
Dann gilt
D) =0a(E).

Beweis. Wir zeigen, dass D(E) C o(€) und o(€) C D(E) gilt.

D) C (&) : o(€) ist eine o—Algebra, also ist o(€) ein Dynkin-System, welches £ enthélt. Die
Aussage folgt aus (1.10).

o(E) C D(E) : Behauptung. £ N—stabil = D(E) o—Algebra.

Aus der Behauptung folgt o(£) C D(E), da o(&) die kleinste o—Algebra ist, welche &
enthalt.

Beweis der Behauptung. Nach Lemma m geniigt es zu zeigen, dass D(E) N—stabil ist.
Fiir A € D(E) definieren wir

Dy ={BeDE)| ANBeDE)}CDE).
Es gilt

D(E)N—stabil <« Dy=DE) VAeDE) & DE)CDy VAeDE),
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wobeil Dy C D(E) verwendet wurde. Wir zeigen jetzt, dass D(E) C Da VA € D(E) gilt.
Schritt 1. D4 ist ein Dynkin-System (Ubung).

Schritt 2. Wir zeigen, dass D(E) C Dy VA € & gilt. Sei A € £ fest. Da £ N —stabil ist,
folgt ANB € & C D(E) VB € €. Dies impliziert £ C Dy. Also ist D4 ein Dynkin-System,
das & enthilt. Daraus folgt, dass D(E) C D4 gilt.

Schritt 3. Wir zeigen, dass D(E) C Da VA € D(E). Sei A € D(E) fest. Aus Schritt 2 folgt,
dass A € Dg VE € & gilt. Daraus folgt ANE € D(E) VE € £ und daher £ C Dy.

Also ist D4 ein Dynkin-System, das £ enthélt. Daraus folgt, dass D(€) C Dy gilt.
Damit ist der Beweis der Behauptung beendet.

Die beiden Inklusionen implizieren D(E) = o(&). O

1.3.7 Beweis vom Eindeutigkeitssatz auf R

Beweis von Satz[1.13.

(7i) Sei p: B(R) — [0,00] ein o—endliches MaBl. Unser Ziel ist zu zeigen, dass eine monoton
wachsende und rechtsstetige Funktion F': R — [—o00, 00| existiert, sodass

w((s,t]) = F(t) — F(s) Vs<teR (1.11)

gilt. Wir setzen
w((0,¢])  falls ¢t >0,

F(t)=<0 falls t = 0,
—u((t,0]) fallst < 0.
Diese Funktion ist monton wachsend und rechtsstetig (Ubung). Falls p((a,b]) < oo Va < b, gilt

auch F': R — R. Das ist z.B. der Fall fiir das Lebesgue Maf. Sei jetzt F': R — R eine andere
monton wachsende und rechtsstetige Funktion, sodass u((s,t]) = F(t) — F(s) gilt. Dann gilt

F(t)— F(t) = F(s) — F(s) Vs < t.
Daraus folgt, dass eine Konstante C' € R existiert, sodass F = F + C.

(i) Sei F': R — R monoton wachsend und rechtsstetig. Unser Ziel ist zu zeigen, dass genau ein
o—endliches Mafl : B(R) — [0, oo] existiert, sodass gilt. Wir betrachten das Mengensys-
tem

E={(s,t] | —c0<s<t<oo}U{(s,00)| —o0<s<o0}.

Sei A(E) die von & erzeugte Algebra

AE) = N A.
ADE, A Algebra
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Das Mengensystem A(&) ist eine Algebra und VA € A(E) 314, ..., 1, € £, n > 1 disjunkt, sodass
A=Ul,1; (Ubung). Wir definieren ji: £ — [0, 0o] durch

a((s,t]) = F(t)— F(s) Vs, teR
f((—o0,t]) == F(t) — F(—o0) VteR
f((s,00) == F(oc0) — F(s) VseR
(=00, 00)) i= F(00) = F(—c0)
a(@) =0

Mit A = U7_,I; wird fi auf A(E) fortgesetzt. Die Funktion fi: A(E) — [0, 00] ist wohldefiniert,
erfiillt fi(@) = 0 und ist additiv, d.h. fiir jede Folge Ai,..., 4, € A(E) mit A, NA; =2 Vi#j

gilt i (U5 4;) = S5 al4y).

Behauptung. i ist 0 —additiv und o—endlich.

Aus der Behauptung, zusammen mit o(A(€)) = o(£) = B(R) und Satz folgt, dass genau
ein o—endliches Mafl p: B(R) — [0, 00| existiert, sodass (|1.11)) gilt. Falls F'(co) — F(—o0) = 1,
so ist u auch ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

Beweisstrategie fiir die Behauptung.

Schritt 1. Wir zeigen, dass i c—nullstetig (stetig bei der leeren Menge) ist, d.h. fiir jede Folge
A:N = A(E) mit fi(A;) < ocound A, | @ (dh. Apy1 C Ay und (), An = @) gilt
limy, 00 1(Ap) = 0.

Schritt 2. Wir zeigen, dass entweder i(R) < oo gilt oder fiir jedes A € A(E) existiert eine Folge
B: N — A(E), sodass

(i) Bn 1T A (dh. B, C Byy1 und (J,, ey Bn = 4),
(ii) (Bp) < oo Vn,

(iii) limy—o0 1(Bp) = 1(A).

Insbesondere ist i o—endlich.

e Schritt 1 und 2 implizieren, dass i o—stetig von unten ist, d.h. fiir jede Folge A: N — A(E)
mit A, T A € A(E) gilt limy, o0 f1(Apn) = f(A4).

[ Dieser Teil wurde nicht in der Vorlesung besprochen.

Um diese Implikation zu beweisen, sei A: N — A(£) mit A, T A € A(E) gegeben. Dann gilt B, =
(A\ A,) | @ (Ubung).

Falls i(A) < oo, gilt i(B1) < oo und aus der Additivitit von g auf A(E) sowie der o—Nullstetigkeit folgt
(A) — il(An) = U(B,) "=7 0.

Falls fi(A) = oo, gilt auch fi(R) = co und aus Schritt 2 folgt, dass eine Folge E: N — A(€) existiert, ,
sodass En, T A, i(Ep,) < oo Vm, und lim,, o0 i(Ey,) = i(A). Fiir jedes m gilt G(ANE,,) = f(Ep) < 00
und (A, N Ey) T (AN Ey,). Die o—Nullstetigkeit impliziert erneut

lim fi(An N Ep) = G(AN En) = i(Em).

n—oo
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Wir rechnen jetzt

A(A) > lim fi(A,) > lim ji(Ay O Ep) = i(Ey)  Ym €N,

n—oo
Die Aussage folgt aus lim, o0 i(Er) = fi(A). ]

e o—Additivitéit folgt jetzt aus der o—Stetigkeit von unten (siehe Ubungsblatt 2).

Beweisidee fiir Schritt 1. Sei A: N — A(E) mit ji(A;) < co und A, | &.

Die Funktion /i ist monoton (Ubung), also ist die Folge n ~ fi(A,,) monoton fallend und daher existiert
der Grenzwert. Wir argumentieren durch Widerspruch, wir nehmen also an, dass lim,, o i(4,) = a > 0.
Daraus folgt, dass eine Folge n — K, existiert, sodass

e K, C R kompakt ist, K41 C K, und K,, C A, Vn € N und
e KiN---NK, # 3 Vn.

Aus K1 N---NK, # & Vn folgt, dass (Resultat aus der Topologie) N,enK,, # @ und da K,, C A,Vn,
gilt auch NpenA, # J, was der Annahme A,, | @ widerspricht.

Beweisidee fir Schritt 2. Fir A € A(E) gilt auch B,, := AN [—n,n] € A(E). Die Eigenschaften (i), (ii)

und (iii) folgen aus der Definition von f. O

[5: 28.10.2025]
[6: 31.10.2025]

1.4 Zufallsvariablen und Integration
1.4.1 Zufallsvariablen

Informell ist eine Zufallsvariable eine Funktion X : 2 — R. Um die Wahrscheinlichkeit fiir das
FEreignis
(X (w) € [a,b]) = X '([a,b]) == {w € Q| X(w) € [a,b]}

zu definieren, muss X ~!([a,b]) eine messbare Menge sein. Das motiviert folgende Definition.

Definition 1.20.
(i) Sei Q # & eine Menge und F eine o-Algebra iber Q. Das Paar (Q, F) heifit Messraum.
(ii) Sei (2, F) ein Messraum. Eine Funktion f: Q — R heif$t messbar, falls
BeBR) = fYB)eF, wobei f1(B)={weQ| f(w)eBeF.

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fine messbare Funktion X : Q — R heifst re-
ellwertige Zufallsvariable (oder nur Zufallsvariable).

(iii) Seien (Q, F) und (Q, F) Messriume. Eine Funktion f: Q — Q heifft messbar, falls
BeF = fY(B)eF.

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine messbare Funktion X: Q — Q heift
Q—wertige Zufallsvariable.

Notation. Man schreibt manchmal f: (2, F) — (Q, F), um die 0—Algebren zu betonen.
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Beispiel. Sei (2, F) ein Messraum.
Fir A € F ist die Indikatorfunktion 14: © — R definiert durch 14(w) := 1, falls w € A und
14(w) =0, falls w € A°. Diese Funktion ist messbar, da fiir B € B(R) gilt

Q falls0,1e€ B
o falls0,1¢ B
A falls1e€ B,0¢ B
A¢ fallsOe B,1¢B.

fH(B) =

Analog ist fiir alle zq,...,z, € R, Aj,..., A, € F die Funktion f: Q@ — R definiert durch
f=377_1 7;14; messbar (Ubung).

Messbare Funktionen erkennen

Lemma 1.21. Sei (2, F) ein Messraum, Q eine nichleere Menge und f: Q — Q eine Funktion.
Wir betrachten das Mengensystem

U ={AcCQ fHA) e F} CPQ).
Dann ist Uy eine o— Algebra tiber Q.
Beweis. Ubung 0

Korollar 1.22. Seien (€2, F) (Q, F) zwei Messriume, und f: € — Q eine Funktion.
Sei £ C P(Q) eine erzeugendes Mengensystem, also o(E) = F.

Falls f~Y(A) € F YA € & gilt, so ist f messbar.

Beweis. Das Mengensystem Uy == {A C Q| f~1(A) € F} C P(Q) ist eine o—Algebra (Lemma
T.21).

Es gilt £ C Uy, denn VE € € gilt f~!(E) € F.

Uy ist also eine o—Algebra iiber 2, die £ enthélt. Daraus folgt, dass

F=0 (g ) C Uy
gilt und damit ist der Beweis beendet. O

Korollar 1.23. Sei f: (R,B(R)) — (R, B(R)) eine Funktion.

Falls f stetig ist, dann ist f auch messbar.

Beweis. f stetig = VA C R offen ist f~1(A4) C R auch offen. Da die offene Teilmengen von R
die Borel o—Algebra B(R) erzeugen, folgt die Aussage aus Korollar m O

Bemerkung. Esgilt: f: (2, F) — (R, B(R)) ist messbar
& fY(~00,a)) € FVaeR

& fY(~o00,a]) € FVa eR

< f1((a,0)) € FVa €R

& f~Y(a,00)) € F Va € R.
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Lemma 1.24. Sei (2, F) ein Messraum und f: Q — R eine messbare Funktion.
Wir definieren

fr(w) = max{f(w), 0} = f(w)1o,00)(f(w)) = F(W)Lfw)>0
f-(w) = —min{f(w), 0} = = f(w)L(—o0,0)(f (W) = = (@)L f(w)<o-

Die Funktionen f+: Q — R sind messbar und

fw)=frw) = f-(w), |fw)]=/frw)+[-(w) Voe
Auferdem gilt f+(w) > 0= fx(w)=0.
Beweis. Ubung O

Definition 1.25. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R eine Zufallsvaria-
ble. Die Funktion

Fx: R— [0,1]
t—  Fx(t) =P(X 1(~00,t]) = P(X(w) <)

heifst Verteilungsfunktion von X.
Die Funktion Fy ist wohldefiniert, da X messbar ist und deshalb X ~((—oo,t]) € F Vt € R gilt.

Lemma 1.26. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine Zufallsvariable.
Die Verteilungsfunktion Fx: R — [0,1] von X hat folgende Eigenschaften:

(i) Fx ist monoton wachsend,
(ii) lim_ Fx(t) =0 und lim Fx(t) =1,

(iii) Fx ist rechtsstetig, d.h. F(t) = lig% Fx(y) fir allet € R,
y

(i) Fx(t) = lim Fx(y) + P(XH({t})).
Insbesondere ist Fx genau dann stetig in t, wenn P~1({t}) =0 gilt.

Beweis. Ubung ]

1.4.2 Integration

Definition 1.27. Sei (2, F) ein Messraum.
Eine Funktion f: Q — R heifst einfach (oder elementare Zufallsvariable), wenn f messbar und
f(2) endlich ist.

Wir definieren S(Q2) == {f: Q — R| f einfach} und S+(2) = {f: Q@ = [0,00)| f einfach}.
Lemma 1.28. Sei (2, F) ein Messraum und f:  — R eine Funktion.

(i) feSQ) e dei,...,cn e Rund Ay,..., Ay € F mit ¢; # ¢ und AN A; = @ Vi # j,,
sodass .
f:ZleAj.
j=1
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(ii) Fir f,g € S(Q) gilt
(a) af +bg € S(Q) Va,b e R

(b) fg€8(Q)
(c) max{f,g} € S(Q) und min{f, g} € S(N).

Beweis. Ubung. O
Definition 1.29. Sei (2, F, ) ein Mafraum.
(i) Firo=73%_cjla; € S+(Q) definieren wir
/«pdurz >y e {yh) chﬂ o).
Q
yep(Q)

(i) Fir f: Q — [0,00) messbar definieren wir
/ fdu = sup / © du € [0, 00].
9) PESL(Q),p<fJQ

Die Funktion f heif$t p—integrierbar (oder integrierbar), falls [, f du < oo.

(iii) Eine messbare Funktion f: Q — R heifit p—integrierbar (oder integrierbar), falls fi und
f— integrierbar sind. In diesem Fall definieren wir

/Qfdu:/wau - /Qf—du-

(iv) Wir definieren L' (2, F, ) = LY (Q, p) = {f: Q — R| f integrierbar}.

Notation. Folgende Notationen sind dquivalent:

|1 an= [ 1) due) = [ 1) u

Falls (Q,F,pn) = (R,B(R), L) bekommen wir das Lebesgue Integral [, f d£. Wir werden oft
folgende Notationen anwenden

/fdﬁ /f ) dL(x /f

Bemerkung 1. Fiir p =37 | ¢;14; € S(Q) mit u(A;) <ocoVji=1,...,n gilt

n

/Q pdp= 3 yule () =S e ).

yEp(Q) J=1
Bemerkung 2. Die Funktion f: © — R ist integrierbar < |f| ist integrierbar und es gilt

’/Qfd,u:‘Af-i—dH_/Qf—dll‘§/§2f+du+/§lf_dﬂz/9|f’du'

[6: 31.10.2025]
[7: 04.11.2025]
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Bemerkung 3. Das Lebesgue Integral verallgemeinert das Riemann Integral insofern, dass
deutlich Lebesgue-integrierbare Funktionen weniger regulér sein miissen als Riemann-integrierbare
Funktionen. Andererseits gilt, dass jede Riemann integrierbare Funktion auch Lebesgue integrier-
bar ist, und dass in diesem Fall beide Integrale iibereinstimmen.

Bemerkung 4. In der Definition kann man f: (Q,F) — (R,B(R)) mit f: (Q,F) —
(R, B(R)) ersetzen, wobei B
R :=RU{—00,00} = [—00, 0].

Die Topologie auf R ist erzeugt durch die offenen Mengen (a,b) C R, a < b € R sowie die
Mengen (a, oo] und [—o0,a), a € R.

Satz 1.30 (Beppo Levi, Monotone Konvergenz). Sei (2, F, u) ein Maffraum.
Sei f: Q — [0, 00] eine messbare Funktion und n — f,: Q — [0, 00] eine Funktionenfolge, sodass

o f, messbar ist und fn, < fn1 < f Vn €N,
o [, "= f punktweise, d.h. limy,_,eo fo(w) = f(w) Yw € Q.
Dann gilt
J 7= [ Lt 5] du= i [ 5o
Beweis. Analysis 3. m

Anwendungsbeispiel: Integrale rechnen. Sei f: 2 — [0, 00| eine messbare Funktion. Aus

Def. folgt, dass [, f dp = sup,es, (),p<f Jo ¥ div € [0,00]. Anstatt ein solches Supremum
iiber alle einfachen Funktionen zu betrachten, reicht es, geeignete Folgen simpler Funktionen zu

konstruieren, welche gegen das Supremum konvergieren.

n—oo

1. Es gibt wenigstens eine Folge ¢p: N — S, (Q), sodass ¢, < vpt1 < f Ynund ¢, — f
punktweise.
Z.B. die folgende Folge funktioniert:
n2"—1
k ) _ E k+1
k=0

Dabei sind I messbar, da f messbar ist.

2. Aus der monotone Konvergenz folgt, dass

n2"—1 L
dp = lim —u(1Iy).
/Qfﬂ ”kazﬂ"”(k)

Folgende Resultate sind weitere Anwendungen der monotone Konvergenz.

Lemma 1.31. Sei (2, F, u) ein Mafraum.
(i) f: Q2 — R und g: Q — R messbar = af + bg messbar Va,b € R.
(ii) Fiir alle f,g € LY(Q, 1) und a,b € R gilt af + bg € L*(Q, ) und

/Q(af+bg)du = a/QfdMer/diu.
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Beweis. Analysis 3. O

Lemma 1.32. Sei (2, F, ) ein Mafraum.

(i) Fiir alle f,g € L*(Q, 1) mit 0 < f < g punktweise (d.h. 0 < f(w) < g(w) Yw € Q) gilt

og/fws/gw.
Q Q

(ii) Sei f € L'(Q,p) und n — fn, € LY ), sodass f,fn > 0 und f(w) = 3, cn fo(w)
Yw € Q. Dann gilt
fndp = foldp= [ fdp.
5 Jytn= [ lan= ],

Beweis.
(7) Aus der Linearitit (Lemma [1.31) folgt

/gdu /fdu /g f)dp

Da g — f > 0 gilt, folgt die Aussage aus der Definition M(zz)
(77) Seil F = ZT]Y:I fn. Aus Lemma folgt, dass Fy messbar und

N
Fydp=Y" [ fudn.

Die Folge N — Fly ist monoton wachsend 0 < Fy < Fy41 und konvergiert punktweise gegen f.
Aus der monotonen Konvergenz folgt, dass

Z/fnd,tt— lim Z/fnd,,u— lim /FNdu /[@OOFN} du:/gfdu.

neN

O]

Satz 1.33. (Lemma von Fatou) Sei (0, F,u) ein MafSraum.
Sei f: Q — [0, 00] eine messbare Funktion und n — f,:  — [0, 00| eine Funktionenfolge, sodass

o f ist messbar Vn € N und
o f=liminf, , fn punktweise, d.h. liminf, - fn(w) = f(w) Yw € Q.
Dann gilt
/ fdu= / hmlnf fn} du < hmlnf/ fndu.

Beweis. Es gilt liminf,,_, f, = lim,_ o infy>, fr. Die Funktion F,, = inf;>, fi ist messbar
(Ubung) und nicht-negativ, also F,, > 0. Dazu ist die Folge n — F,, monoton wachsend und
lim,,_, o F, = f punktweise. Monotone Konvergenz ergibt

/Q [limin f,| dys = /Q | lim B, dp = lim [ o
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Es gilt F,(w) < fr Vk > n und aus Lemma [1.32(¢) folgt

/Fndus/fkdu vk,
Q Q

und deshalb

< 1 .
Da.her glll;

Definition 1.34 (fast iiberall). Sei (Q, F, ) ein Mafraum und w — A(w) eine Aussage.
Die Aussage A gilt p—fast iiberall, falls eine messbare Menge N € F existiert, sodass

o u(N)=0 (N ist eine Nullmenge),
o A(w) gilt Vw € Q\ N.
Lemma 1.35. Sei (2, F, u) ein Mafraum.

(i) Sei f: Q — R eine messbare Funktion.
Falls f =0 p—fast tberall, dann ist f integrierbar und fQ fdp=0.

(ii) Seien f,g: Q — R zwei integrierbare Funktionen.
Falls f = g u—fast diberall, dann gilt fQ fdu= ngd,u.

Beweis. (i) Sei f =0 u—fast iiberall, also AN € F, sodass p(N) =0 und f(w) =0 Vw ¢ N.

e Sei f einfach. In diesem Fall f = 2?21 rjlys,, wobei z1,...x, € R, Ay,... Ay € F,
zj#xr#0und A;NAL, =2 V) #Ek.

Aus f(w) =0 Vw ¢ N folgt, dass A; C N Vj und deshalb 0 < pu(A4;) < p(N) = 0 gilt. Wir
rechnen
/fd,u, Z:Uj,u Zﬂvj 0=0.

° [ Dieser Teil wurde nicht in der Vorlesung besprochen.

Sei f: Q — [0, 00] eine nichtnegative messbare Funktion. Es gibt eine Folge einfacher Funktionen
n— o, € S4+(Q), sodass 0 < ¢, < Ypy1 < f und limy, 00 0 = f. Aus 0 < ¢, < f folgt, dass
on(w) =0 Vw € N und deshalb

/fdu:hrn pndp = lim 0=0.
Q n—oo Q n—oo

e Sei f: Q — R eine messbare Funktion. Dann gilt f = f, — f_ mit fi nichtnegative messbare
Funktionen. Aus fi(w) > 0= f+(w) = 0 folgt, dass fi(w) =0 Vw ¢ N und deshalb

/Qfdu=/ﬂf+du—/ﬂffdu:0—0=0.
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(i) Folgt aus [, fdu— [ g9dp= [o(f —g)dp und (7). } O

Satz 1.36 (dominierte Konvergenz). Sei (2, F, u) ein Mafraum.
Sei f: Q1 — R eine messbare Funktion und n — f,: Q — R eine Funktionenfolge, sodass

e f, messbar ist,

o fo "= f p—fast diberall, d.h. AN € F, sodass p(N) = 0 und lim, e fo(w) = f(w)
Yw € Q\ N.

Sei g: Q — [0,00] eine messbare Funktion, sodass
e [og9du < oo,
o |fn] < g p—fast iberall.

Dann sind f, und f integrierbar und
/ fdp = lim fndu.
Q n—oo 0
Beweis. Analysis 3. m

Beispiel Sei (2, F,u) = (R,B(R), £). Wir betrachten die Folge f, = 1j, ,41)- Die Funktion
fn ist messbar und [; fn dC = L([n,n + 1]) = 1 Vn. Die Folge konvergiert punktweise gegen 0
limy, 00 frn = 0, weswegen

/[hm fn} dﬁz/OdﬁzO;«él: lim | f,dL.

Dies widerspricht nicht Satz da die kleinste Majorante fiir die Folge f,, die Funktion 1jg
ist, welche allerdings nicht integrierbar ist:

/1[Ooo)d£— lim /1[0n dL = lim n = cc.

n—o0

Satz 1.37 (Satz von Fubini (Version 1)). Seien (1, F1, 1) (Qa, Fa, p2) zwei Mafrdaume, mit
o—endlichen Mafen.
Sei f: Q1 x Qo — R eine Fi @ Fy — B( )—messbare Funktion. (siehe auch Deﬁmtwn
Fiir wq € Qq, wo € Q9 betrachten wir die Funktionen
fori Q2 — R fws: Q1 — R
wa = fuy (w2) = fwr,w2), wi = fup(w1) = fwr,we).
(i) Die Funktion f,, ist Fo — B(R) messbar Vw; € €.
Analog ist die Funktion f.,, F1 — B(R) messbar Vwy € Q.
(i) Sei f > 0.
Dann ist die Funktion
Ff71 : Ql — R
wi = Fri(w) fQ2 fundpo = fQ2 (w1, w2)dpa(w2)
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wohldefiniert und F; — B(R)—messbar. Die analog definierte Funktion Fro: Qg — R ist
auch wohldefiniert und Fo — B(R)—messbar.

Weiter gilt

/Q1 ( o, f(w1,w2)du2(w2)> dpy(w1) = /92 ( Qlf(wl,wQ)dm(wl)) dpg(wz)  (1.13)

Insbesondere ist Fy 1 integrierbar genau dann, wenn FYo integrierbar ist und in diesem
Fall stimmen die zwei Integrale iberein.

(ii1) Sei f: Q x Qg — R, sodass [, (fQ2 | f (w1, w2)] d,u,g(wQ)> dpi(wy) < oco.
Dann 3Ny € F1, No € Fy Nullmengen, also p;(N;) = 0,i = 1,2, sodass

| f (w1, w2)|dpe(wa) < 0o Ywy € Q1 \ My
Q2

/ |f(w1,w2)\d,u1(w1) < 0 \V/OJQ (S QQ \ NQ,
1951

gilt und die Funktionen

Ff71: Ql - R
wi s F (wl) _ fﬂg fwld,ug fQ wl,WQ d,ug(u)g) falls w1 € Ql \Nl,
Rt falls wy € N,
Ff72: QQ — R

wy > Frolwy) = le fundpn = [o fwr,w2)dpn(wr)  falls wy € Q2 \ No,
falls wo € Ny,
sind wohldefiniert und integrierbar. In diesem Fall gilt auch (1.13]).

Beweis. Wir werden den Beweis im Fall von Wahrscheinlichkeitsmafen im Abschnitt [2.4] zeigen
(siehe Satz [2.11]). Der Beweis im allgemeinen Fall ist fast identisch. O

Folgende Resultate iiber das Lebesgue Integral werden sehr niitzlich sein.

Lemma 1.38 (partielle Integration). Sei f € C*(R;R). Falls f, f' € L*(R, L), dann gilt

/f ) dL(z) = 0.

Beweis. Analysis 3. O

Satz 1.39 (Transformationssatz in R). Sei U,V C R offene Mengen und ¢: U — V ein
Cl— Diffeomorphismus (d.h. p € CY(U;V), ¢ ist invertierbar mit ¢=1 € CY(U;V)).
Sei f: V — R eine B(V) — B(R)—messbare Funktion.

Die Funktion f: V — R ist genau dann integrierbar, wenn die Funktion (f o p)-¢': U — R

integrierbar ist.
In diesem Fall gilt
| t@ac@ = [ roetw ¢ ac.
Beweis. Analysis 3. O
[7: 04.11.2025]
[8: 07.11.2025]
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1.4.3 Abbildungen von Maflen

Definition 1.40. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Q, F) ein Messraum und f: Q —
Q eine F — F—messbare Funktion. Die Funktion

Py F — 10,1]
A = PpA) =Po fTHA) =P(f~1(A))

heifit das von f auf (Q,F) induzierte Ma§ oder das BildmaB von P unter f. Falls (Q, F) =
(R,B(R)), so heifst Py die Verteilung des Zufallsvariable f.

Lemma 1.41. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (0, F) ein Messraum.

(i) Fiir jede F — F—messbare Funktion f: Q — Q ist die Funktion Py wohldefiniert und ein
Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2, F).

(i) Sei (Q, F) = (R, B(R)) und f € L'(Q,P).

(a) Es gilt [, f(w)dP(w) = [z dPs(z).
(b) Sei g: R — R eine B(R) — B(R)-messbare Funktion mit go f € L'(Q,P). Dann gilt

[ 90 fw)a2@) = [ gla) abs(o)
Q R
Notation: Fiir g: R — R messbar mit go X € L'(£,P) schreiben wir
E[g(X)] = /ngXd]P’ - /Rg(x) dP;(z). (1.14)

Beweis. (i) Ubung.
(7i) (a) folgt aus (b) mit g(z) = x.
(i) (b) Fiir g = 15 mit B € B(R) ist go f(w) = 1;-1(p)(w) die Indikatorfunktion der messbaren
Menge f~1(B). Wir rechnen
[ 90 1) d2@) = [ 17105)(w) dB) =B (B) = Py(B) = [ 1n(e) Py (o)
Q Q R
— [ g(a) 2y o).
R

Die andere Fille werden durch maBtheoretische Induktion bewiesen (Ubung):
e Fiir einfache Funktionen wendet man direkte Rechnung an;

e Nichtnegative Funktionen kénnen immer als monoton steigend punktweise Grenzwert
nichtnegativer einfachen Funktionen (siehe (|1.12])) dargestellt und damit durch monotone
Konvergenz behandelt werden, siehe Satz [1.30}

e Schlieflich wird der Fall einer allgemeinen Funktion f durch die Darstellung f = f — f—
und den Resultaten fiir nichtnegative Funktionen behandelt.

O]
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Wichtige Beispiele von diskrete Verteilungen Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und X :  — R eine Zufallsvariable.

Bernoulli Verteilung: Ber(p) mit p € [0, 1].
Die Zufallsvariable heift Bernoulli verteilt, geschrieben X ~ Ber(p), falls

Px = pé1 + (1 — p)do. (1.15)

Die mogliche Werte (mit Wahrscheinlichkeit 1) sind also X € {0,1} und wir rechnen Px(R) =
Px(1) +Px(0)=p+(1—p) =1.

Die Verteilungsfunktion Fx(t) = P(X(w) < t) = |, 1dPx ist gegeben durch

(7oovt}
0 falls t < 0
Fx(t)=9(1—-p) falls0<t<l1
1 falls 1 < ¢.

Z.B. gilt fiir X :=14 mit A € F, X ~ Ber(P(A4)).

Binomial Verteilung: Bin(n,p) = B, mit n € N und p € [0, 1].
Die Zufallsvariable heifit binomial verteilt, geschrieben X ~ Bin(n,p), falls

— (n k n—k
Px = — . .
=Y <k>p (1 - p)y*6y (1.16)
k=0
Die mégliche Werte sind also X € {0,1,...,n} und wir rechnen
_ - ny K n—k __ n o__
Px(R)—kZO<k>p 1=p)"F=@p@+(1-p)" =1

Die Verteilungsfunktion Fx(t) = P(X (w) <t) = |, | 1dPx ist gegeben durch

(—o0,t
0 falls t < 0
Fx(t) =<3 (pf(1—p)»" fallsg<t<g+1,¢=0,...,n—1
1 falls n < t.

Betrachten wir z.B. n unabhingige (wird spéter definiert) Miinzwiirfe, modelliert durch w €
Q := {Kopf, Zahl}". Hierbei sei p € [0,1] die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Wurf Kopf
eintritt. X (w) ist definiert als die Anzahl der aufgetretenen Kopfe in einer Wurffolge w. Dann
gilt X ~ Bin(n,p).

Poisson Verteilung: Poi(A) mit A > 0.
Die Zufallsvariable heifit Poisson-verteilt, geschrieben X ~ Poi()\), falls

Px = Zﬁe_kék. (1.17)
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0 falls t < 0
Fx(t) = e A fllsp<t<n+l neN
k=0 &I = ’ '

Die Verteilungsfunktion Fx(t) = P(X(w) <t) = f(ioo j 1dPx ist gegeben durch

Es gilt 0 < Fx(t) <1Vt >0 und lim_,o Fx(t) = 1.
Diese Verteilung kommt z.B. in Nuklearzerfall vor.

Geometrische Verteilung: Geo(q) mit ¢ € [0, 1).
Die Zufallsvariable heif3t geometrisch verteilt, geschrieben X ~ Geo(q), falls

o0

Px =Y (1-q)¢". (1.18)
k=0

Es gilt also auch hier X € N mit Wahrscheinlichkeit 1. Wir rechnen

- 1
Px(R)=(1-¢)> ¢ =(1-q) =1
— (1-q)
Die Verteilungsfunktion Fx(t) = P(X(w) <t) = f(ioo j 1dPx ist gegeben durch

0 fallst <0
Fx(t) = {

1—g¢g"t! fallsn<t<n+1, neN

Es gilt 0 < Fx(t) <1Vt >0 und lim_,o Fx(t) = 1.

Betrachten wir z.B. abzihlbar viele unabhéingige (wird spiiter definiert) Miinzwiirfe, modelliert
durch w € Q = {Kopf, Zahl} = {(w1,ws,...)| w; € {Kopf, Zahl} Vi € N}. Hierbei sei p € [0, 1]
die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Wurf Kopf eintritt. X (w) ist definiert durch

X (w) = sup{j € N| w; = Kopf V1 <i < j}.

mit der Konvention X (w) = 0, falls w; = Zahl. Dann gilt X ~ Bin(n,p) und insbesondere
P(X(w) = c0) = 0.

Stetige Verteilungen

Definition 1.42. Sei P: B(R) — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (R, B(R)).
P heifit absolut stetig beziiglich des Lebesque Mafles L, falls eine integrierbare Funktion
p: R —[0,00) existiert, sodass

P(B):/pdﬁz/lgpdﬁ
B R

gilt VB € B(R). Insbesondere gilt [, pdL = 1.
Die Funktion p heifit Dichte von P.

Notation. Folgende Notationen werden oft verwendet:

P=pL, dP(z)=p(x)dl(x), P(dz)= p(x)L(dx).
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Bemerkungen.

o VB € B(R) gilt £(B) =0=P(B)=0:

P(B) = / 1gpdL =0
R
da 1p(x)p(x) = 0 L—fast iiberall gilt.

e p ist nicht eindeutig: Vp: 2 — [0, 00) messbar, sodass p = p L—fast iiberall, gilt
/,odﬁ:/ pdL VB € B(R).
B B
e Da L({t}) =0Vt e R gilt
/ pdL = pdL = pdL = pdL.
[a,b] [a,b) (a,b] (a,b)

Wir werden also oft ff pdL statt f[a b pdL schreiben. Insbesondere gilt

t
F(t):IP’(XSt):/ pdﬁz/ pd,C:/ pdL.
(—o0,t] (—o0,t) —00

Wichtige Beispiele von stetige Verteilungen Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und X : 2 — R eine Zufallsvariable.

Gleichverteilung: U([a,b]) mit a < b€ R.
Die Zufallsvariable heifit gleichverteilt, geschrieben X ~ U([a, b)), falls Px = pL mit Dichte

1
p(r) = b al[a,b} (). (119)
Wir rechnen 1 L([a,b])
a, o
Px(R) _/M ——dL= S

Die Verteilungsfunktion Fx(t) = P(X(w) <t) = f(ioo j 1dPx ist gegeben durch

0 falls t < a
Fx(t)=qF2 fallsa<t<b
1 falls 1 < ¢.

Diese Funktion ist stetig.

Exponentialverteilung: Fzp()\) mit A > 0.
Die Zufallsvariable heifit exponential verteilt, geschrieben X ~ Exzp(\), falls Px = pL£ mit Dichte

p(x) = Lo (z)Ae . (1.20)

Wir rechnen

Px(R) = A / e MdL(z) = lim A e dL(z) = lim (1 —e M) =1.
[0,00) N—=oo  Jio,N] N—oo
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Die Verteilungsfunktion ist

0 falls t <0
Fx(t) =
x(t) {1 e falls 0 < 1.
Diese Funktion ist stetig und erfiillt 0 < Fx(t) < 1 Vt > 0.
[8: 07.11.2025]
[9: 11.11.2025]

GauBverteilung (Normalverteilung): N (m,0?) mit m € R, 02 > 0.
Die Zufallsvariable heifit Gauflverteilt (oder normal verteilt), geschrieben X ~ A (m,o?), falls

Px = pL mit Dichte
1 _(a=m)®

) = € 202 . 121
pla) = == (1.21)
Wir rechnen mithilfe der Transformation (siehe Lemma [1.39) & = =
Px(R) = 1 [ 5 drm) = L [ e 5dl() = -1 lim e T dL(z) = V2Z — |
X T Vare? [ T Ver T Vam Neso iy =~ Ver

Die Verteilungsfunktion ist

t a2
Fx(t) = \/2;7/_006 2% dL(x).
Diese Funktion ist glatt und erfiillt 0 < Fix(t) < 1Vt € R.
Cauchy Verteilung: Cauchy(a) mit a > 0.

Die Zufallsvariable heiit Cauchy verteilt, geschrieben X ~ Cauchy(a), falls Px = p£ mit Dichte

a 1
T2 4 a?’

p(z) =

Wir rechnen mithilfe der Transformation (siche Lemma [1.39) & = £

a’

(1.22)

a 1 1 1
Px(R) = % /R a2t =z /R 21194
1
— 1 5im ———dL(z) = % lim [arctan N — arctan(—N)] = 1.
™ N—oo [-N,N] T +1 N—oo

Die Verteilungsfunktion ist

Fx(t):;/t 1d£(x):71r/2 L ac()

o T2 + a2 o T2 +1

0 1 t 7
_ 1 _ 1
=1 ]\}E)noo /N mdﬁ(x) =z [arctana + 2} .
Diese Funktion ist glatt und erfiillt 0 < Fx(t) < 1 Vt € R.
Lemma 1.43. (Absolute Stetigkeit der Verteilungsfunktion) Sei P: B(R) — [0,1] ein Wahr-
scheinlichkeitsmafs auf (R, B(R)).
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(i) Falls P = pL mit p: R — [0,00) integrierbar, dann ist die Verteilungsfunktion F(t) =
P(X < t) absolut stetig. F ist differenzierbar L—fast dberall und es gilt F'(t) = p(t)
L—fast iberall. 0

(ii) Falls die Verteilungsfunktion F(t) = P(X < t) absolut stetig ist, dann ezistiert eine inte-
grierbare Funktion p: R — [0,00), , sodass P = pL und (1.23)) gilt.

Erinnerung: f: [a,b] — Rist absolut stetig, falls Folgendes gilt: Es existiert eine integrierbare
Funktion g: [a,b] — R, sodass fiir alle ¢ € [a, b]

f(t):f(a)+/ gdcL. (1.23)

Insbesondere ist f stetig und fiir L—fast alle ¢t € R ist f in ¢ differenzierbar und f'(t) = g(t)
(diese Resultat wird in Funktional Analysis bewiesen).

Beweis. { Dieser Teil wurde nicht in der Vorlesung besprochen.
(1) Falls P = pL, dann gilt, fir alle a < b € R,

b
F(a)—F(b):/ pdLl = pdﬁz/ pdL.
(avb] (a,b) a
Dann ist die Funktion differenzierbar £—fast iiberall mit F’(¢) = p(t) (siehe Erinnerung).
(7i) Folgt aus der Definition von absolut Stetigkeit und Verteilungsfunktion. ] O
Definition 1.44. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X :  — R eine Zufallsvariable.
(i) Fiir p > 1 heifst X p—fach integrierbar, geschrieben X € LP(Q,P), falls | X|P € L'(Q,P).
(ii) Sei X € L'(Q,P). Der Erwartungswert von X ist definiert durch (siehe auch (1.14))

E[X] = /Q X (w) dP(w).

(iii) Sei X € LY*(Q,P)NL%(Q,P) (also X ist integrierbar und 2-fach integrierbar). Die Varianz
von X ist definiert durch

var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X? — 2XE[X] + E[X]?]
= E[X?] - 2E[X]? + E[X]? = E[X?] - E[X]*.

Lemma 1.45. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q — R eine Zufallsvariable.
Fir X € LP(Q,P) gilt

E[|XP] = /Q IXJP(w) dP(w) = /R 2P dPx (z).

Insbesondere gilt
var(X) = E[(X — E[X])?] = /R(x _E[X])2 dPx (z).

Beweis. Folgt direkt aus Lemma
O
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Beispiele
Fiir X ~ Ber(p) rechnen wir

E[X]=1-P(X =1)+0-P(X =0) = p.
Fir X ~ U([a,b]) rechnen wir

1 b 1 1

E[X] rdLl(x) =

“b—al,

Fiir X ~ Cauchy(1) gilt X ¢ LY(Q,P), da

L[ el 1 [ Jaf
X P = — > —
[ x@iare =~ [ Hace = < [T )
1 [ =z . 1 N
~ /0 T3 20k = lim = /0 T3 20@)

lim — In[1 + 2]]N
= 1m —1n X
N—oo 27 0 N—oo 27

Die Cauchy Verteilung hat also keinen Erwartungswert.

2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Unabhingigkeit, Produktma-
e

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir alle A, B € F gilt P(AN B) < min{P(A),P(B)}.
Was uns nun interessiert, ist wie Information iiber das Ereignis B unsere Annahmen iiber das
Ereignis A beeinflussen. Dazu definieren wir die bedingte Wahrscheinlichkeit.

Definition 2.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und A, B € F mit P(B) > 0. Dann
heifst
P(AN B)

P(A|B) == 2.1
(A1) = ~5 (2.1)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.
Satz 2.2. Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und B € F mit P(B) > 0.
(i) Das Mengensystem
FNB:={ANB|Ae F} (2.2)

ist eine o— Algebra tiber B.

(ii) Die durch (2.1) definierte Funktion P(-|B): F — [0, 1] ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf
(B,FNB).

(iii) Sei B, € F n € N, eine paarweise disjunkte Folge von Mengen, so dass UpenBy, = Q2 und
P(B,,) > 0 Vn € N gilt. Dann gilt VA € F

P(A) = Y P(A|B,)B(B,).

neN
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Beweis. (i) Ubung.

(1) Es gilt P(@|B) = 57} = 0 und P(B|B) = 57} = 1. Um o—Additivitat zu beweisen, sci
A, e Fn B, n € N, eine paarweise disjunkte Folge von Mengen. Aus der Definition von 7 N B
folgt, dass A, = A, N B C B mit A,, € F gilt und die o—Additivitét von P impliziert

1 o P(B N UnENAn) _ P(UnENAn) _ P(An) _ A ﬁ B
P(UnendnlB) = =—5 75— = — 55 _% ) —Z}N %M n|B).
(4ii) Ubung.
O

Korollar 2.3 (Formel von Bayes). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und A, B € F
mit P(A) > 0 und P(B) > 0. Dann gilt

P(B)

P(B|A) = (A\B)T

Beweis. Folgt direkt aus der Formel ([2.1]). O

~—

2.2 Unabhingige Ereignisse
Definition 2.4. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
(i) A, B € F heiffen unabhingig beziiglich P, falls
P(AN B) = P(A)P(B).

(ii) Sei A= {A1,...,An} CF ein endliches Mengensystem.

(a) Die Mengen in A heiffen paarweise unabhingig beziglich P, falls A; und A; Yi # j
unabhdngig sind.

(b) Die Mengen in A heiffen unabhingig beziglich P, falls fir alle k € {1,...,n} und
1§i1<i2<...<ik§ngilt

k k
ﬂ Aj = H P(AJ)
j=1 j=1

(iii) Seien Fi,...,F, Unter-o—Algebren von F (also F; C F und F; ist eine o-Algebra).
Dann heiffen Fi, ..., F, unabhingig beziiglich P, falls VA1 € F1,..., A, € F, die Mengen
Ay, ..., A, unabhdngig sind.

Bemerkung 1. Falls P(A) > 0 und P(B) > 0, dann gilt

A und B unabhéngig & P(A|B)=P(4) <« P(BJA)=P(B).

Bemerkung 2. A und B sind unabhéngig < A° und B¢ sind unabhéngig.

Beweis:

P(A°NB®) =P((AUB)°) =1 -P(AUB) = 1 — [P(A) + P(B) — P(AN B)]
=1-[P(4) +P(B) - P(AP(B)] = (1 - P(A))(1 — P(B)) = P(A")P(B°).
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Bemerkung 3. Es gilt A unabhéngig = A paarweise unabhéngig.
Die andere Richtung gilt allgemein nicht.

Beispiel. Ein Test auf eine Krankheit liefert mit Wahrscheinlichkeit y € (0,1) ein korrektes
Ergebnis. Die Wahrscheinlichkeit, krank zu sein, ist € (0,1). Nehmen wir an, dass y = 0.99.
Was ist die Wahrscheinlichkeit krank zu sein, gegeben, dass der Test positiv ist?

Wir schreiben K fiir das Ergebnis, krank zu sein, T'P fiir das Ergebnis "Test positiv’ und TR
fiir das Ergebnis 'Test richtig’. Es gilt also P(K) = 2 und P(T'R) = y = 0.99.

Wir nehmen an, dass die Ergebnisse K und T'R unabhéngig sind.

Unser Ziel ist es, P(K|T'P) zu finden.

Wir merken, dass TPNK = TRN K und TP N K¢ = TR N K° gilt (Ubung). Daher gilt

P(TP) =P(TPNK)+P(TPNK) =P(TRNK) +P(TR° N K°)
= P(TR)P(K) + P(TRO)P(K®) = yz + (1 — y)(1 — ).

Daraus folgt

_ P(KNTP) P(KNTR) Ty B z-0.99
P(K|TP) = P(TP)  P(TP)  azy+(1-z)(1-y) 2-099+(1—=x)-0.01

Falls die Wahrscheinlichkeit, krank zu sein, sehr klein ist (z.B. x = 10’4), gilt auch
P(K|TP) ~100 -z =10"2 <« 1.

Der Test hat eigentlich keine neue Information gebracht, bzw. fast alle positiv getesteten erweisen
sich im Nachhinein als gesund.

2.3 Unabhingige Zufallsvariablen

Definition 2.5. Sei (Q, F) ein Messraum und f: Q — R F—B(R)—messbar. Die von f erzeugte
o—Algebra ist definert durch

o(f) = ﬂ F.
FCF, sodass
F o—Algebra, und f ist ]}—B(R)—messbar
Lemma 2.6. Sei (2, F) ein Messraum und f: Q — R F — B(R)—messbar.
(i) Das Mengensystem f~1(B(R)) :={f~Y(B)| B € B(R)} ist eine o— Algebra iiber Q.
(ii) B gilt o(f) = £~ (B(R)).
Beweis. Ubungsblatt. O

Definition 2.7. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) Seien X1, X5: Q — R Zufallsvariablen.

(a) X1 und Xo heiffen unabhéngig, falls 0(X1) und o(Xs) unabhdingig sind.
(b) Nehmen wir an, dass X1, Xs € L*(Q,P) und X1 - Xo € LY(Q,P) gilt.
Dann heiffen X1 und Xo unkorreliert, falls E[X1Xs] = E[X;]|E[X2] gilt.
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(ii) Seien Xy, Xo,...X,: Q — R Zufallsvariablen.

(a) Xq,...,X, heiffen unabhingig, falls 0(X1),...,0(X,) unabhdingig sind.
(b) Nehmen wir an X; € L*(Q,P) Vj =1,...,n und X; - X; € LY(Q,P) Vi # j gilt.
Dann heifen X1, ..., X, unkorreliert, falls E[X;X;] = E[X;]E[X;] Vi # j gilt.

[9: 11.11.2025]
[10: 14.11.2025]

Lemma 2.8. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X1, Xa, ..., X,: Q@ — R Zufallsvaria-
blen. Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i) X1, Xo,..., X, sind unabhingig.
(ZZ) VB1,Bs,...B, € B(R) gilt
IP’({X1 GBI}O{XQGBQ}D---H{XneBn}> [[ecx; € B)
J=1

(iii) Ygi,...,9n: R = R B(R) — B(R)—messbare Fuktionen gilt

J s e =11 [ a0 deco)

solange alle Integrale wohldefiniert sind.

Beweis. Wir betrachten hier nur den Fall n = 2. Der Fall n > 2 wird analog bewiesen.
(1) = (¢9) aus der Definition von Unabhéngigkeit.

(ii) = (i) Aus Lemma . 2.6/ folgt, dass o(X;) = X; (B(R)). Fiir alle Aj, Ay € o(X;) gilt also
A; = X;1(B;) mit B; € B(R). Wir rechnen

P(A; N Ag) = P(Xl‘l(Bl) N X;1(32)> - IP’({Xl €Bi}N{Xse Bg}>
Wp(x, € B)) P(X; € By) = P(A;) P(Ay),
also sind X; und X, unabhéngig.
(13i) = (i) Fiir By, By € B(R) definieren wir g; == 1p, ¢ = 1,2. Dann gilt
gio Xi(w) =1p,(Xi(w)) = lXi_l(Bi)(w) (2.3)
91(X1(w))g2(X2(w)) = 1Xf1(Bl)mX;1(Bg)(w)’ (2.4)
und daher

P({Xl €Bi}n{Xs € Bg}) = /Q ]'Xl_l(Bl)ﬂXQ_I(Bg)(w) dP(w) = /le(Xl(LL)))QQ(XQ((JJ)) dP(w)
(@Am@MWWMAwMMWWM

_ /Q 1y 1) (@) dB(w) /Q 1y (@) dB()
= P(Xl S Bl) ]P(XQ S BQ).
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(i1) = (i4i) Falls g; == 1p, i = 1,2, mit B; € B(R), rechnen wir
/ 91(X1(w))g2(X2(w)) dP(w) = / 1y s () (@) dB(w) = P({X1 € B} N {X; € By})
Q Q
@ p(x, € By) P(Xs € By) = / 01 (X1 (@) dP(w) / 0o(Xo () dP(w).
Q Q

Die andere Fille (g; einfach, g; > 0, g; allgemein) werden durch maftheoretische Induktion
bewiesen (Ubung).
O]

Bemerkung 1. Seien Xj, Xs unabhingige Zufallsvariablen und f: R — R eine messbare
Funktion. Dann sind f(X7), f(X2) unabhéngige Zufallsvariablen. (Ubung)

Bemerkung 2. X, Xo unabhingig = X, X5 unkorreliert.
Die andere Richtung gilt nicht, aufler im Falle von Gaufiverteilungen.

Beispiel. Seien X,Y ~ Ber(%) unabhéngige Zufallsvariablen. Die Funktionen Z = X +Y
definieren ebenso Zufallsvariablen.
Die Zufallsvariablen Z,, Z_ sind unkorreliert, da

E[Z,Z_ | =E[(X*-Y?)] =E[X* —E[Y? =0.
Sie sind aber nicht unabhéngig:

P(Z, =2) =P({ _1}m{y_1}) P(X = 1)P(Y =1) =

(x |
IP’({ _l}ﬁ{Y—l})+IP’<{X_0}D{Y_O}>

I
=

(X = DB(Y = 1) + B(X = 0)B(Y =0) = |
1 1

P({ze =2 n{z =0)) =p((X=1}n{y =1}) = ; # ;- % P(Z, = 2)B(Z_ = 0).

2.4 Unabhingige Zufallsvariablen konstruieren: Produktriume.

Seien (1, F1), (Q2, F2) zwei Messrdume. Die Produkt-o—Algebra F; ® Fo ist definiert durch

(siehe Def.

F1Q Fy = U(C),

wobei
C={C=AxB|Ac F,Bc F}. (2.5)

Bemerkung 1. Es gilt B(R) ® B(R) = B(R?), weil B(R?) = 0(Qs) wobei
Qs = {Q = (a1,b1) x (az,b2) | a; < b; € R} das Mengensystem aller offenen Quader ist.

Es gilt aber M(R) ® M(R) # M(R?) (wobei M(R?) die Lebesgue o—Algebra iiber R? ist): die
Menge A = {0} x M, mit M die Vitali Menge, erfiillt A € M(R?)\ M(R)® M(R) weil M nicht
Lebesgue-messbar ist.
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Bemerkung 2. Seien (4, F1,Py1), (Q2, F2,Py) zwei Wahrscheinlichkeitrdume. Die Mengensys-
teme F7 X 9 und 27 X Fs sind Unter-oc—Algebren von F; ® Fo. Wir suchen ein Wahrschein-
lichkeitmafl auf F; ® Fa,, sodass die o—Algebren F; x s und §2; x F5 unabhingig sind.

In diesem Fall sind alle messbare Funktionen X7, X5: Q1 x Q9 — R, sodass X1 (w1, w2) = X1(w1)

und X (wi,w2) = Xo(ws), unabhingige Zufallsvariablen.
Fir C C Q1 x Qg definieren wir die Mengen
Cwl = {WQ €y | (OJl,WQ) S C} C o,
CwQ = {(,UQ €y | (wl,(,c)Q) S C} C Ql,

Cy, hieit der w;—Schnitt von C.
Fir f: Q1 x Q9 — R definieren wir die Funktionen

fwl : QQ — R
wa > fu (w2) = f(wi,w2)
wa : Ql — R

w1 = fu,(w1) = f(wi,ws)

Lemma 2.9. Seien (1, F1), (2, F2) Messrdume.

(i) Sei C € Fi @ Fo.

Ywi € Ql, (26)
Ywsy € Q.
Ywy € Ql, (27)
Ywy € Q.

Dann gilt C,,, € Fa und Cy, € F1 fir alle w; € Q1,ws € Qo.

(ii) Sei f: Q1 x Qo = R F1 ® Fy — B(R)—messbar.

Dann ist die Funktion f,, Fa2 — B(R)—messbar fir alle wy € Q.
Analog ist die Funktion f., F1 — B(R)—messbar fir alle wy € Qa.

Bewezs.

(1) Sei wy € Q) gegeben. Wir zeigen, dass C,,, € Fa VC € F; ® Fo gilt.

Dafiir definieren wir das Mengensystem

Ay, ={C e FLF | C, € Fo} C F1® Fa.

Das Mengensystem A, ist eine o—Algebra (Ubung) und enthilt C (siehe (2.5))), also C C A,

da fiir C = A x Bmit A € F,B € F5 gilt

w1

B falls w; € A.

Daraus folgt

_{@mm w e\ A

f1®f2:U(C)CAw1Cf1®.F2.

Also gilt C,,,, € F2 VC € F; @ Fa.

Die Aussage fiir C,,, wird analog bewiesen.

(7i) Sei f: Q1 x Qo — R F; ® Fo — B(R)—messbar und w; € Q; gegeben. Wir zeigen, dass f,,,

Fo — B(R)—messbar ist.

Sei B € B(R). Aus der Messbarkeit von f folgt, dass f~!(B) € F; ® F» gilt, und daher, mit (4)

gilt auch (J”*l(B))w1 € Fa. Aus

(wi,ws2) € fTH(B) < f(wi,w2) € B fu(w2) € B ws € (fu,) ' (B),

41

[9. FEBRUAR 2026]



folgt

(fo)TH(B) = {w2 € Q2| w2 € (fur) ' (B)} = {w2 € D | (wr,w2) € FH(B)} = (F71(B)),, € Fa

wi
Also ist f,,, messbar.

Die Aussage fiir f,,, wird analog bewiesen.
O

Bemerkung. Die Aussage gilt nicht fiir M(R?), da die Menge A = {0} x M (wobei M erneut
eine Vitali-Menge ist) erfiillt

_JoeMR) falls x#0
Tl MEMR) falls z=0.

Das widerspricht allerdings nicht Lemma da M(R?) nicht eine Produkt-o—Algebra ist.

[10: 14.11.2025]
[T1: 18.11.2025]

Satz 2.10. Seien (21, F1,P1), (Qo, F2,Py) zwei Wahrscheinlichkeitrdume.
(i) 3! Wahrscheinlichkeitsmafs P =P @ Py: F1 @ Fo — [0, 1], sodass
P(Al X Ag) = Pl(Al) ]P)Q(AQ) VAl S .7:1, A2 € .7:2 (28)

gilt.
(i) VC € Fi1 ® Fy gilt

P<C):A P2(0w1)dpl(w1):/ﬂ Pl(CwZ)dPQ(wg), (29)

wobei C,,, der w;—Schnitt von C' ist (siehe ([2.6)) ).

Bemerkung. Dasselbe Resultat (mit fast demselben Beweis) gilt, wenn P, Py durch zwei
o-endliche Mafle 1, o ersetzt werden. Z.B. gilt das Resultat fir £ ® L.

Beweis.
Eindeutigkeit. Seien P, P zwei WahrscheinlichkeitsmaBe, die (2.8) erfiillen.
Dann gilt Pic = P, wobei

C = {C:AXB | Ay 6.7:1,1426.7:2}. (2.10)

Das Mengensystem C ist N—stabil und erzeugt 1 ® F2. Aus dem Eindeutigkeitssatz Satz
folgt, dass P = P.

Existenz. Fir C € F; ® Fo definiert man

P(C) = /Q Py(Cl, )P (w1).
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o Wir zeigen, dass P wohldefiniert ist.

Fir C € Fi ® Fy sei
fC: Q1 — [07 1]
w1 — fC(wl) = ]P’Q(Cwl).

Diese Funktion ist wohldefiniert, da C,,, € F2 Yw; € Q1 (Lemma .
fc ist auch F; — B(R)—messbar: Sei

E={C e FL ®F | fc ist messbar}.
Das Mengensystem & ist ein Dynkin-System (Ubung). Weiter gilt fir C = A x B € C

o fallsw; € O\ A

(A% B),, =
B fallsw; € A

und daher ist die Funktion faxp = P3(B)14 messbar. Daraus folgt, dass C C & gilt. Das
Mengensystem C ist N—stabil und erzeugt F; ® F2. Aus Lemma folgt, dass

Fi©F=0a(C)=DC) CE.

Die Funktion fo ist also messbar und nichtnegativ VC' € F; ® Fa. Daher ist das Integral
le fo dPy € [0, 00] wohldefiniert. Schliellich folgt aus fo < 1, dass 0 < le fodPy <1
gilt.

o Wir zeigen, dass P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

Es gilt

P(@) :/Q ]P)Q(gwl)d]P)]_(W]_) :/Q PQ(@)dPl(wl) =0
und

P(Ql X Qg) :/Q PQ(QQ)dPl((,Ul) = A 1dP1(wl) =1.

P ist zudem o—additiv (Ubung).

e Wir zeigen, dass (12.8)) gilt.
Fir C = A x B mit A € Fi, B € F» rechnen wir, mit Pa((A x B)y,) = Pa(B)14(w1) und
folglich gilt

M@zPMxBﬁi/

o Pg((A X B)wl)d]P)l(wl) = PQ(B)/ ]_Ad]P)l = PQ(B)Pl(A)

Q1

o Wir zeigen, dass zusitzlich P(C) = [, P1(Cl,)dP2(w2) gilt.

Sei P durch P(C) = fQQ P1(C.,,)dPs(ws). Dann ist P auch ein Wahrscheinlichkeitsmaf,
welches (2.8) erfiillt (die obigen Schritte wiederholen). Aus der Eindeutigkeit folgt, dass
P = P gilt.

O]
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Satz 2.11 (Satz von Fubini). Seien (21, F1,P1), (22, Fa,P2) zwei Wahrscheinlichkeitrdume.
Sei f: Q1 x Qy — R eine F1 ® Fa — B(R)—messbare Funktion.
Fiir wy € Qq, wy € Qg betrachten wir die Funktionen

forr 22— R fuor: Q21— R
wy = fu (w2) = flwr,w2), wi = fup(W1) = flwr,wa).
(i) Die Funktion f,, ist Fo — B(R) messbar Yw; € Q.
Analog ist die Funktion f,, F1 — B(R) messbar Ywy € Qo.
(ii) Sei f > 0. Dann ist die Funktion
Ff71: Ql — R
w1 — Ffl w1 fQ fwldPQ fQ wl,wg dPQ UJ2 fQ wl, d]P)Q

wohldefiniert und Fy — B(R)—messbar. Die analog definierte Funktion Fro: Q9 — R ist
auch wohldefiniert und Fo — B(R)—messbar.

Weiter gilt
/leggf APy @ Py) = /Q1 ( o, f(wl,wg)dPg(w2)> Py (w)

Insbesondere ist Fyq integrierbar genau dann, wenn Fyo integrierbar ist und in diesem
Fall stimmen die zwei Integrale iiberein.

(iii) Sei f >0 und f € L*( x Q2,P; ® Py), d.h., f91><92 fd(P ®Pg) < 0.

Dann ANy € Fi, N2 € Fo Nullmengen, also P;(N;) = 0,i = 1,2, sodass Fy;(w;) € R
VwiGQi\Ni,i:LQ.

Wir definieren B
Ff7i : Qi — R

iy JFrilwd) falls i € 0\ Ny
0 falls w; € N;.

Dann gilt Fy; = Ff’i P; —fast diberall und 0 < fQ FyidP; = fﬂ Fﬁi dP; < .
(’L’U) Sei f c Ll(Ql X QQ,Pl &® IPQ), d.h., leXQQ ’f’ d(]P)l ®]P>2) < 0.
Dann 3N, € F1, N € Fy Nullmengen, also P;(N;) = 0,i = 1,2, sodass
|f(w1, )|dP2 <oo Ywy €y \Nl, |f(-,w2)|dIP’1 < oo Ywy €8y \ Ny
Qo

gilt und die Funktionen
Ff71 : Ql — R

)dP l O\ N
oo Fpywn) = fQ (wi,-)dPs  falls wy € Q1 \ Ny,
falls w1 € Ny,

Ff}gi QQ-) R

)Py falls w € O\ No,
W Fo(ws) = {fg -, wo)dPy  falls wy 2\ Vo

falls wy € N,
sind wohldefiniert und integrierbar. In diesem Fall gilt auch (2.11]).
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Bemerkung. Dasselbe Resultat (mit fast demselben Beweis) gilt, wenn P;,Py durch zwei
o-endlichen Mafle 1, o ersetzt werden. Z.B. gilt das Resultat fiir £L ® L.

Bewess.
(i) gilt nach Lemma

(#) Die Funktion f,, ist nichtnegativ und F» — B(R)—messbar, also ist die Funktion Fy; wohl-
definiert. Wir zeigen, dass Fy; Fi — B(R)—messbar ist:
Sei f =1¢ fiir C € F1 @ F. Es gilt f(wi,ws) = 1o(w1,w2) = 1¢,, (w2) und daher

Fri(w) = f (w1, w2)dPa(we) = / 1lc,, (w2)dPy(ws) = Py(Clyy ).
Qz Q2

Die Funktion w; — P2(C,,) ist messbar (siche Beweis von Satz [2.10). Die anderen Félle (f

einfach, nichtnegativ, allgemein) werden durch maBtheoretische Induktion bewiesen (Ubung).

Wir zeigen jetzt, dass (2.11)) gilt.
Sei f =1¢ fiir C € F; ® Fa. Wir rechnen, mit Satz [2.10)),

[ rieer)=rmero0 = [
Q1 %o

%@mwmz/wmwmmx
Q1

Qo

Die Aussage folgt aus P2(Cy,) = Fri1(w1), Pi(Cu,) = Ffa(w2). Die andere Félle (f einfach,
nichtnegativ, allgemein) werden durch mafitheoretische Induktion bewiesen (Ubung).

(Z’LZ) Sei f > 0 und f S Ll(Ql X QQ,]P)l ®P2)

Aus f91x92 f d(P; ® Py) < oo und ([2.11)) folgt 0 < le Fy1dPy < oo.
Sei A € Fi, sodass P1(A) > 0 und Fj ¢(w1) = oo Vw; € A gilt. Wir rechnen

OO>/Q Fl,f(wl)dpl(wl)E/AFLf(Wl)d}Pl(Wl)Zooa
1

was einen Widerspruch ergibt.

(iv) Falls f € LY(Q x Q9,P; ® Py), dann gilt f = f, — f_ mit fr € L' (Q1 x Q2,P; ® Po) und
f+ > 0. Die Aussage folgt aus (#) und (i77) (Ubung).
O

Unser néchste Ziel ist es, eine dquivalente Definition von Unabhéngigkeit durch Produktmafe
zu definieren.
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X7, Xo: Q@ — R zwei Zufallsvariablen. Wir definieren

X: Q— R?

2.12

wr X(w) = (X1(w), Xao(w)). (2.12)

Die Funktion X ist F — B(R) ® B(R)—messbar: VC = A x B mit A, B € B(R) gilt
XY AxB)=X;'(A)nX,YB) e F,

da die Funktionen X7, X5 messbar sind.

Die Messbarkeit folgt jetzt aus B(R) @ B(R) = o(C' = A x B| A, B € B(R)) und Korollar [1.22]
Die Funktion X ist also eine R?—wertige Zufallsvariable. Thr Bildma8 ist Px = Po X~ !: B(R)®
B(R) — [0,1].
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Definition 2.12 (gemeinsame Verteilung).
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X1, Xo: Q — R zwei Zufallsvariablen und X : Q —
R? die in ([2.12)) definierte Zufallsvariable.

Die Verteilung Px, x, = Px =Po X~ heifit gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X,
und Xo.

Satz 2.13.
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X1, Xo: Q — R zwei Zufallsvariablen. Folgende Aus-

sagen sind dquivalent.
(i) X1 und X sind unabhdingig.

(it) Px, x, ist ein Produktmaf$, d.h. 3 p1,pe: B(R) — [0,1] Wahrscheinlichkeitsmafle, sodass
Px, x, = p1 @ pa.

(iii) PXl,XQ =Px, ®Px,.
Beweis.
(1) = (#i1) Fiir C = A x B mit A, B € B(R) rechnen wir
PXl,Xz(A X B) = P({Xl S A} N {XQ S B}) (2 P(Xl S A)]P)(XQ S B) = PX1 (A)[PXQ(B).
Die Aussage folgt aus Satz [2.10] (iii) = (i) Fiir A, B € B(R) rechnen wir

P({X; € A} N {Xs € B}) = Px, x,(A x B) @ Py (A)Py,(B) = P(X, € A)P(X; € B).

(791) = (77) automatisch.
(13) = (iii) Fir A, B € B(R) rechnen wir

Px, (4 x B) 2 (A)a(B).
Die Aussage folgt aus

:ul(A) = :ul(A)MQ(R) =Px, x, (A X R)
p2(B) = p1(R)p2(B) = Px, x,(R X B)

P({X; € A} N {Xs € R}) = P(X; € A) = Py, (A),
P({X, € R} N {Xs € B}) = P(X, € B) = Py, (B).

O]

[11: 18.11.2025]
[12: 21.11.2025]

2.5 Summe von Zufallsvariablen: Faltung

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X1, Xo: Q — R zwei Zufallsvariablen mit Verteilun-
gen Px,,Px,. Wir suchen die Verteilung von X; + X». Fiir jede messbare Funktion f: R? — R,
sodass f o (X1, X2) € LY(Q,P), gilt

E[f (X1, X2)] = /erf(x’y) dPx, x5 (,9),

wobei Px, x, die gemeinsame Verteilung von X1, X5 ist. Insbesondere gilt

Px+x,(4) = /

. 1a(z +y) dPx, x,(7,y).
R
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Lemma 2.14. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X1, Xo: Q@ — R zwei unabhingige
Zufallsvariablen.

(i) VA € B(R) gilt
Pxiexa(4) = [ Px,(4=9)dPry(9) = [ Py (d = o) dBx, (o)
wobei A —y={z—y|z€ A} CR.
(i) Vit € R gilt
P = [ Pt =0)dPx() = | F(t = a)dPx, (o)
(iii) Falls Px, = px, L und Px, = px, L, dann gilt Px,+x, = px,+x,L mit Dichte

P33 () = /R o2 (5 — )px, (W)L (y) = /R pxa(s — @), (2)dL(2).

Beweis. Da X1, X2 unabhingig sind, gilt Px, x, = Px, ® Px,. Fiir jede messbare Funktion
f:R? = R, sodass f o (X1, X2) € LY(Q,P), gilt also

[ ) P, o) /(/f £,) dPx, ( >> 0P, (y —/ (/f 2,1) dPx, (y )) 0Py, (z).

(i) Wir rechnen, mit 14(z +y) = 1a_y(x),

P = [ ([ Lale+) Py (@)) 2,0

R

- /]R < /R 14y (2) dIP’Xl(a:)> dPx, (y) = /R Px, (A —y) dPx,(y).

Die andere Gleichung wird analog bewiesen.

(4i) Fiir t € R rechnen wir, mit 1(_o (2 +y) = 1(—01—y)(2),

Fxyix,(t) = Pxy x5 ((—00,1]) = /R Py, ((—00,t — 4]) dPx, (y) = /R Fy, (t — y) dPx, (y).

Die andere Gleichung wird analog bewiesen.

(791) Wir rechnen
P = [ ([ 1ale+0) (@) )

—A(A 1a(z+9) pxl(w)dﬁ($)> px5 (Y)dL(Y).

Wir ersetzen x mit x = & — y. Aus dem Transformationssatz [1.39| und Fubini folgt

P4 = [ ([ 4@ (- y)dﬁ(aa) o3, W)AL()

—/R1A(az) (/ pxl(fc—y)pxz(y)dﬁ(y)> dL(z),

und daher gilt Py, x, = px,+x, £ mit Dichte px, x,(s) = [z px;(s—¥)px,(y)dL(y). Die andere
Gleichung wir analog bewiesen. O
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Definition 2.15 (Faltung).

(i) Seien Py, Py zwei Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R, B(R)) mit Verteilungsfuktionen Fp, , Fp,.
Die Faltung von Py mit Py ist das Wahrscheinlichkeitsmafi P1 x Py auf (R, B(R)) mit Ver-
teilungsfuktion

F (1) = /R Fo, (t - y) dPx, (1),

(ii) Seien p1, p2 zwei Wahrscheinlichkeitsdichten. Die Faltung (convolution) der Funktionen p;
und p2 ist die Funktion

p1 * pa(t) = /Rpxl(s —Y)px,(y)dL(y).

Bemerkung. Die Faltung ist kommutativ: P; x Py = Py x P; und py * p2(t) = p2 * p1(t).

Man kann sich die Frage stellen, ob es Typen von Verteilungen gibt, die unter der Faltungs-
operation invariant bleiben. Solche Verteilungen nennt man stabil. Wir werden diese Frage hier
nicht im Allgemeinen untersuchen, sondern nur ein wichtiges Beispiel betrachten.

Satz 2.16 (Stabilitit der Gaufiverteilung). Seien X1 ~ N(mq,0?) und Xo ~ N(ma,02) zwei
unabhdingige Gaufverteilte Zufallsvariablen. Dann gilt X1 + Xo ~ N (m1 + ma, 0% + 03).

Beweis. Es gilt X ~ N(m,0?) & X —m ~ N(0,0?) (Ubung). Wir kénnen also nur den Fall
m1 = ma = 0 betrachten. Aus Lemma folgt, dass Px, +x, = px,+x,L mit Dichte

2

1 1 )
PX1+X2 (t) = / PX1 (5 - y)pX2 (y)d'C(y) = 3 3 / e 208 € 23 dﬁ(y)
R 2woy \/2mo; JR

Sei 3 := 0} + 0. Wir rechnen,

Daher gilt, mit der Formel

und dem Transformationssatz [1.39

2

_y? R 2 1 QEQ(y,ﬁ)Q 2 L1E e
/e 207 e 293 dﬁ(y):e_m/e o193 > dﬁ(y):e_m/e 2oi93” dL(y)
R R R

Daher gilt
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Andere Beispiele. Folgende Verteilungen sind stabil:

Xq ~ POi()\l),XQ ~ PO'L()\Q) unabhéngig = X1+ X9~ POi()\l + )\2),
X1 ~ Bin(ny,p), Xo ~ Bin(n2,p) unabhingig = X1+ X9 ~ Bin(ny + na,p),
X1 ~ Cauchy(ay), X9 ~ Cauchy(az) unabhingig = X1+ Xy ~ Cauchy(ai + a2).

Die Exponentialverteilung ist nicht stabil: Seien X1 ~ Exp(A1), Xo ~ Exp(A2) unabhéngig. Die
Zufallsvariable X7 + X5 ist nicht exponentialverteilt.

2.6 Unendliche Produkte

Erinnerung: Sei (;, F;)ien eine Folge von Messrdumen, und sei

Q =t X;en8); = HQ’ = {w = (wi)ieN ‘ w; €Q; Vi € N}
€N

Die Produkt-o—Algebra auf €2 ist ®,enFy, == 0(C), wobei

C:=qC=]]A]]% | firein I CNendlich, A; € F; Vi €
iel  igl

- U U  {w=(ien |wi€AViel}

ICN endlich A;€F; Viel
die Menge der Zylindermengen ist.

Definition 2.17. Sei (2, Fi,Pi)ien eine Folge von Wahrscheinlichkeitsrdumen. Das Produkt-
mafl QienP; ist das (eindeutige) Wahrscheinlichkeitsmafl auf @penFn, sodass

®ienPs [ [T A% | = [[Pi(A) (2.13)
el gl i€l
fiir alle Zylindermengen.

Definition 2.18. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) Eine Funktion X : Q — RN, die F — ®,enB(R)—messbar ist, heifit Zufallsfolge oder sto-
chastischer Prozess (mit diskreter Zeit).

(ii) Eine Zufallsfolge X heifit eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen, wenn die Verteilung
Px von X ein Produktmaf ist, also von der Form (2.13)) ist.

Bemerkung X = (X, )nen ist eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen < ¥n € N und
hi,...,hy,: R — R messbare Funktionen gilt

E[[]rx)| = ]ER(X)],
j=1 7j=1
solange die Integrale wohldefiniert sind.
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Definition 2.19 (Irrfahrt). Sei X = (Xy)nen eine Folge unabhingiger, identisch verteilter
Zufallsvariablen mit

Px, =pd1 + (1 —p)o_; Vn € N.
Dann heifit die Folge n +— S, = 2?21 X, die einfache Irrfahrt auf Z (simple random walk).
Falls p = % heif$t S, symmetrische Irrfahrt.

[12: 21.11.2025]
[13: 25.11.2025]

Die Irrfahrt erfiillt, unter anderem,
P(Sp+1=k| Sn=q) =P(S), + Xpt1=k| Sn=q¢) =P(Xpt1 =k —q| Sn =9q)
=P(Xpy1=k—q) =1 g=1p+ 1 =1(1-p) VYneN

Hier gilt P(X,41 =k —¢q| Sp, = q) = P(Xpy1 = k—¢q), weil {X1,..., X, } und X,,+1 unabhéngig
sind. Man rechnet auch

n n

E[S.]=E | X;| =) E[X;] = nE[X|]
j=1 j=1
var(Sy) = B[SZ] ~ES,* = 3" B[X;Xe - 3 BGIELX]
k=1 k=1
= (B[] - )+ (BIX; Xi] — E[X;]E[X4])
Jj=1 J#k
=n var(Xy),

wobei E[X;X;] = E[X;]E[X}] gilt, da X; und X}, Vj # k unabhéngig sind. Es gilt also

E [S"} = E[Sh] =E[X;] und var <Sn> = var(;S’n) = var(Xy) "0,
n n n n n

Wir werden spater sehen, dass S "2 B[X1] fast sicher gilt (Gesetz der grofien Zahlen).
Sei jetzt p = 5,, sodass E[X;] = 0 und var(X;) =1 gilt. Wir rechnen

E [j’%} = E\[}%] =0 und var (j%) = Varf") = 1.

Wir werden spéter sehen, dass % "IN (0,1) in Verteilung gilt (zentraler Grenzwertsatz).
Diese Konvergenzbegriffe werden im néchsten Kapitel eingefiihrt.

277

3 Konvergenzbegriffe

3.1 Konvergenz von Verteilungsfunktionen
Erinnerung:
e Eine Funktion F': R — [0, 1] ist eine Verteilungsfunktion, falls /' monoton wachsend und

rechtsstetig ist und zuséitzlich limy_,_ o F'(t) = 0 sowie lim;_, o F'(t) = 1 erfiillt.
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e F'ist eine Verteilungsfunktion < 3!P: B(R) — [0, 1] Wahrscheinlichkeitsmaf}, sodass F'(t) =
P((—OO, t] ) :

Definition 3.1.

(i) Sein — F, eine Folge von Verteilungsfunktionen, und F eine Verteilungsfunktion.

Die Folge F,, konvergiert schwach gegen F, falls Folgendes gilt:

lim F,(t) = F(t) vVt € R, wo die Funktion F stetig ist.

n—oo
(i) Sei Q ein topologischer Raum, n — P, : B(Q2) — [0, 1] eine Folge von Wahrscheinlichkeits-
mafSen und P: B(QY) — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmapf.

Die Folge P,, konvergiert schwach gegen P, falls fiir alle beschrinkten, stetigen Funktionen
g € Cyp(R) Folgendes gilt:

lim g(w)dIP’n:/Qg(w)d]P’.

n—o0 Q

Bemerkung. Die Anforderung, dass F' in t¢ stetig ist in (i) wirkt zunéchst unnatiirlich, ist
aber wichtig. Zum Beispiel konvergiert die Folge von Verteilungsfunktionen

1+ tanh(nt) 1
F”(t> = 2 - 1+ e 2nt
gegen eine nicht-rechtstetige Funktion
1 fallst>0
lim F,(t) =43 fallst=0
n—oo
0 fallst <O.

Wir wollen jedoch dennoch die rechtsstetige Variante 1jg ) als schwachen Limes akzeptieren
wollen, d.h. F}, konvergiert schwach gegen F' = 1y ).

Satz 3.2. Sein+— P,: B(R) — [0,1] eine Folge von WahrscheinlichkeitsmafSen und n — F,, die
Folge der zugehorigen Verteilungsfunktionen. Sei P: B(R) — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf
und F' seine Verteilungsfunktion.

Folgende Aussagen sind dquivalent.
(i) P, konvergiert schwach gegen P.

(ii) F, konvergiert schwach gegen F.
Beweis.
(1) = (i) Es gilt

Fn(t) - Pn((_ooﬂt]) - /Rl(oo,t}dpn-

Da 1(_ beschriinkt, aber nicht stetig ist, konnen wir nicht (i) direkt anwenden.
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Sei e > 0. Es gibt eine Funktion g. € Cy(R), sodass 1(_s 4 < ge < 1(_ oo t4¢) gilt. Zum Beispiel
funktioniert die Funktion

1 falls x < t
ge(x) = q1— (z;t) fallst <z <t+e
0 falls t + ¢ < z.

Wir rechnen

Fo(t) = /R 1oy Py < /R gedP, B [ gedP < /R 1(CoorsegdP = F(t + ).

Dabher gilt
limsup F,,(t) < F(t +¢).

n—o0

Analog gibt es eine Funktion g. € Cy(R), sodass 1(_ ;] < Je < 1(_ooy gilt, und daher

F(t—¢e) <liminf F,,(¢t) < limsup F,,(t) < F(t+¢) vt € R.
n—o0

n—oo

Sei jetzt t € R einer Stetigkeitspunkt fiir F. Die Aussage folgt dann aus lim._,o F'(t £¢) = F(t).
(i1) = (i) Wir nehmen an, dass F;, schwach gegen F' konvergiert. Sei g € Cy(R) mit sup,cg |9(x)| =

M < oo fest. Wir miissen zeigen, dass
lim /gdPn—/gdP‘:O

gilt.

o Wir ersetzen fR durch f(a b] wie folgt.

Aus limy_, o F(t) = 0,limy_,o F'(t) = 1 folgt, dass Ve > 0 zwei Punkte a = a.,b =b. € R
existieren, sodass a < b, F(a) < € und F(b) > 1 — ¢ gilt. Da F maximal abzéihlbare
Unstetigkeitspunkte besitzt, konnen wir auch a, b wihlen, sodass F' stetig in a, b ist.

Sei sup,ep |g(x)| < M. Wir rechnen

/ g(w)dP
(b,00)

/ g(w)dP
(_Oova]

Aus der Stetigkeit von F in a, b folgt, dass lim, o Fy,(a) = F(a) und lim, . F,(b) = F(b)
gilt. Es gibt also n = n. € N, sodass Fj,(a) < 2¢ und F,(b) > 1 — 2¢ ¥n > n, gilt. Daraus
folgt, dass

< / lg| dP < MP((b, 00)) = M(1 — F(b)) < Me
b,00

§/ lg| dP < MP((—o00,a]) = MF(a) < Me.
(—o0,a

< M2e und

/ g(w)dPy,
(b,00)

/ g(w)dPy,
(—OO,CL}
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gilt. Insbesondere ist

/gdPn—/gdP'g / gdPn—/ g dP
R R (a,b] (a,b]

e Wir zeigen jetzt, dass ‘f(a 0 9 APy — f(a b ngF" klein ist.

+ 6Me.

Die Funktion g ist stetig und daher auf dem kompaktem Intervall [a, b] gleichmé&Big stetig.
Fiir jedes 6 > 0 konnen wir daher ein N = N(J) und Stetigkeitsstellen von F, a = a; <
ag < --- < an =b, finden, sodass Sup,c(q,_, q, [9(z) — g(ax)| < 0. Definiere

N
hs == Z g(ak)l(ak—hak}'
=2

Es gilt also |g(x) — hs(z)| < § Vo € [a,b]. Wir rechnen

/ gdPn—/ ha dPy /(g—hwdm
(a,b] (a,b] (a,b]

Analog gilt ‘f(a,b] gdP — f(a,b] hs dIP" < 4§ und daher

/gd}P’n—/gdP’§ / hgd]Pn—/ hs dP
R R (a,b] (a,b]

= / lg — hs| dPy, < 6Py ((a,b]) < 6.
(a.b]

+20 4+ 6Me.

Wir rechnen

N
/( 9 B = an P (041,

Jj=2

N N
= Zg(ak)(Fn(ak) — Fo(ag—1)) e Zg(ak)(F(ak) — F(ag—1)) = / hs dP.
=2 =2 (a.]

/gd]P’n—/ngP’
R R

fiir alle £, > 0. Daraus folgt die gewiinschte Konvergenz.

Also gilt

lim sup <20+ 6Me

n—o0

3.2 Konvergenz von Zufallsvariablen
3.2.1 Konvergenz in Verteilung und in Wahrscheinlichkeit

Definition 3.3 (Konvergenz in Verteilung). Sei n — X,, eine Folge von (reellen) Zufallsva-
riablen, wobei X, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Qy,, Fn,Pn) definiert ist. Sei X eine
Zufallsvariable definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F,P).

X, konvergiert in Verteilung (distribution) gegen X, geschrieben X, 2N X, falls Fx, schwach
gegen Fx konvergiert.
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Bemerkung. Die schwache Konvergenz einer Folge von Zufallsvariablen erfordert nicht, dass
diese auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind.

Definition 3.4 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit). Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
n— X,: Q — R eine Folge von Zufallsvariablen und X : Q@ — R eine Zufallsvariable.

X,, konvergiert in Wahrscheinlichkeit (probability) gegen X, geschrieben X, B x , falls
lim P(| X, —X|>¢)=0 Ve > 0.

n—oo

[13: 25.11.2025]
[14: 28.11.2025]

Lemma 3.5. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n — X,: Q@ — R eine Folge von
Zufallsvariablen und X : Q — R eine Zufallsvariable.

Es gilt
X, > X = X, = X.

Die andere Richtung stimmt nicht.

Beweis. b,
Wir nehmen an, dass X,, — X gilt. Wir rechnen

[Fy, () — Fx ()] = [B(X, < t) — P(X < 1)
- ‘P({Xn <t n{x > t}) - IP({X <t N{X, > t})}
< P({Xn <tin{X > t}) +IP>({X <t n{X,> t})
=P(An) + P(By),

wobei A, = {X, <t} N{X >t}, und B, = {X <t} n{X, > t}. Es gilt
P(An) = P(A, N {1X = Xo| <2}) + P40 0 {1X = X, | > €})
< IP’(An N{X - X,| < 5}) FP(X — X, > <)

Analog gilt P(B,,) < ]P’(Bn N{X - X,| < 6}) +P(|X — X,| > ¢). Daraus folgt

[Fx,(8) = Fx (O] < P(An 1 {1X = Xal < 2}) + P(Bo N {1X = Xp| < €}) + 2P(1X — Xo| > o).
Wir merken, dass

An{IX —Xp| <e} = {Xp < N{X > N{X - Xo|<e}C{t< X <t+e)
Ban{|X —Xp|<e} = {X <t} n{Xp, >t N{|X — Xn| <e} C{t—e< X <t}

gilt und daher

IP’(Anﬂ{|X—Xn| < g}> +P<Bnm{|X—Xn| < g}) <P(t—c< X <t+e)+2P(X — Xn| > €).

54 [9. FEBRUAR 2026



Aus der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit folgt, dass limsup, ., P(|X — X,,| > ¢) = 0 und
daher V¢ € R und Ve > 0

limsup |Fx, (t) — Fx(t)| <Pt—e < X <t+¢e)=Fx(t+¢e)— Fx(t—¢)

n—oo

gilt. Sei jetzt t ein Stetigkeitspunkt von Fx. Aus dem Grenzwert ¢ — 0 folgt

lim |Fx, (t) — Fx(t)| = limsup |Fx, (t) — Fx(t)| = 0.

n—o0 n—00

Damit ist der Beweis von X, 2> X beendet.

Um zu zeigen, dass die andere Richtung nicht gilt, geniigt es, ein Gegenbeispiel zu finden
(Ubungsblatt).
O

3.2.2 Konvergenz in LP

Erinnerung: Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, p > 1, f: Q@ — R eine messbare
Funktion. Die Funktion ist p—fach integrierbar, geschrieben f € LP(Q,P), falls |f|P € L'(Q,P)

gilt. Wir definieren
1
P
I = ( [ 1rvae)”
Q

Dann gilt f € LP(Q,P) < || f||zr < co. Die Funktion |- ||z» definiert eine Seminorm auf LP($2, P).

Dieser Teil wurde nicht in der Vorlesung besprochen.

Mit der Aquivalenzrelation f ~ g fiir f, g € LP(Q,P), falls f(w) = g(w) fiir P-fast alle w € Q, wird
WAL = f e, [f] € LP(QL,P)/ ~

zu einer Norm auf LP(Q,P)/ ~, dem Raum der Aquivalenzklassen beziiglich ~. In der Literatur wird
typischerweise mit diesem Raum gearbeitet, die Notation L, (€2, P) fiir die Menge der p—fach integrier-
baren Funktionen und LP(Q,P) fiir den Raum der Aquivalenzklassen angewendet. Fiir unsere Zwecke
ist dieser Unterschied aber nicht von Belang und wir werden der Einfachheit halber weiter ohne diese

Aquivalenzrelation arbeiten. }

Definition 3.6 (Konvergenz in LP). Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, p > 1, n —
X, € LP(Q,P) eine Folge von Zufallsvariablen und X € LP(Q,P) eine Zufallsvariable. X,

konvergiert in LP gegen X, geschrieben X, = X, falls

lim || X, — X||» = 0.

n—o0

Lemma 3.7. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, p > 1, n+— X,, € LP(Q,P) eine Folge
von Zufallsvariablen und X € LP(Q,P) eine Zufallsvariable.

FEs gilt
Lp P
X,=> X = X, = X.

Die andere Richtung stimmt nicht.
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Beweis. »
Sei € > 0. Wir rechnen, mit der Abschétzung 1,-. < (%) Vz € R,

P(|X — X, >5):/91XXn|>€(w)dIP’(w)§/Q‘X_E;<n|de(w)

1
= S IX = Xl

Aus X, I x folgt, dass lim, o [|[X — Xp|lzr = 0 und daher lim, o P(|X — X,,| > &) =0
Ve > 0. Damit ist die Konvergenz X, 2 X bewiesen.

Um zu zeigen, dass die andere Richtung nicht gilt, geniigt es, ein Gegenbeispiel zu finden
(Ubungsblatt).
O

3.2.3 Fast sichere Konvergenz

Definition 3.8 (fast sichere Konvergenz). Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n
X, Q — R eine Folge von Zufallsvariablen und X : @ — R eine Zufallsvariable.

X, konvergiert fast sicher (oder punktweise P-fast iberall) gegen X, geschrieben X, ]3 X, falls

P ({w Q| lim X,(w)= X(w)}) ~ 1.

n—oo

Bemerkung 1. Die Menge {w € Q| lim, 00 Xp(w) = X (w)} ist messbar: Es gilt

{ lim X, (w) = X(w)} = {liminf(Xn - X)(w) = 0} N {limsup(Xn - X)(w) = 0}

= (lminf(X, — X))~ ({0}) N (limsup(X,, — X))~ ({0}).

n—oo n—00

Die Funktion X, — X ist messbar, und daher ist auch lim inf,, o, (X;, — X)) und lim sup,, , .. (X, —
X) messbar (sieche Ubungsblatt). Da {0} eine Borel Menge ist, gilt

(liminf(X, — X))"1({0}) € F, (limsup(X, — X))~ *({0}) € F.

n—00 n—00

Also gilt {limy, 00 Xp(w) = X(w)} € F.

Bemerkung 2. X, Is x genau dann, wenn eine Menge N € F existiert, sodass P(N) = 0
und limg, o Xp(w) = X(w) Vw € Q\ N gilt.

Lemma 3.9. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n +— X,,: Q@ — R eine Folge von
Zufallsvariablen und X : Q0 — R eine Zufallsvariable. Folgendes gilt.

(i) Falls X, 25 X, dann gilt auch X, 5 X.

(ii) Falls X, % X und sup,, | Xn|P € LY(Q,P) gilt, dann gilt auch X,,, X € LP und X, &S'e
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Beweis.
(i) Sei e > 0. Wir rechnen

P(X - Xo| > €) = /ﬂ 1y, e () dP(w) = /Q gn (@) dP(w).

Die Funktion g, erfiillt
lgnl < 1€ LY(Q,P)  VneN.

Aus X, JE) X folgt, dass eine Menge N € F existiert, sodass P(N) = 0 und lim,,_,o X, (w) =
X (w) Yw € Q\ N gilt. Daraus folgt, dass fiir jedes w € Q\ N ein n,, . existiert, sodass | X, (w) —
X(w)| < e Vn>mny,. gilt und daher

lim g,(w)=0  Vwe Q\N.

n—oo

Aus der dominierter Konvergenz folgt

lim [ gp(w)dP(w) = / lim g,(w)dP(w) = 0.

Da ¢ > 0 beliebig ist, gilt X, 5 X.
(i1) Ubungsblatt.
O

Definition 3.10. Sei (2, F) ein Messraum, n — A, € F eine Folge messbaren Mengen. Wir
definieren

limsup A, := ﬂ U A |,

n—oo

neN \ k>n
liminf A,, == U ﬂ Ay,
n—00
neN \ k>n

Bemerkung. Die Mengen limsup,,_,., An,liminf,,_, A, sind messbar, da sie aus abzidhlbaren
Durchschnitten (Vereinigungen) messbaren Mengen kontruiert werden. Folgendes gilt:

(i) w € limsup,,_,, An © Vn 3k = ky, > n, sodass w € Ay < w liegt in unendlichen vielen
Mengen Ag.

(ii) w € liminf, o A, < In, € N, sodass w € A, Vk > ny, < w liegt in allen A; ab einem
bestimmten n, welches aber von w abhéngt.

(iii) (limsup,,_,o An)¢ = liminf,,_, AS.

Beispiel. Sei (X,)nen eine Folge unabhéngigen Zufallsvariablen, mit X,, ~ Ber(p) Vn € N.
Sei A, == {X,, = 1}. Dann gilt

e limsup,,_,., A, =1 tritt unendlich oft ein’,

e liminf,, ,,, A, = ’ab einem zufilligen n gilt X, = 1Vk > n’.
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Lemma 3.11. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n — X,: Q — R eine Folge von
Zufallsvariablen und X : Q — R eine Zufallsvariable. Dann gilt

n3x s P(limsup{\Xn—X]>%}>:O vk € N.

n—oo

Beweis. Sei w € Q gegeben. Es gilt lim,, o | Xp(w) — X(w)| =0 & Vk € N dng,, € N, sodass
X0 (W) = X(w)] < L Vn > g,y © w € liminf, o {\Xn _X|< %} Vk € N.
Daraus folgt, dass

{wel lm X,() = X()} = (Y timint {|X, - X| < %}
keN

gilt. Wir rechnen, mit (limsup,,_,., 4,)¢ = liminf, _, AS,

P(nlggoxn :X) :P(kgliggioréf{Xn—X\ < %}) —1 —]P’( U hmsup{yxn—X\ > %})

keN n—oo

Also gilt IP’(limn_)OO X, = X) = 1 genau dann, wenn ]P’(UkeN lim sup,,_, {\Xn - X| > %}) =
0.
Aus

sup P(Ay) < IP’( U An) <Y P(4,)

neN neN neN
folgt

IP’(UAn> —0 & P(4,)=0¥neN.
neN

Daher gilt ]P’(UkeN lim sup,,_, {\Xn - X| > %}) = 0 genau dann, wenn

P(limsup{|Xn—X\ > %}) —0 VkeN

n—oo

gilt. Damit ist der Beweis beendet.

3.2.4 Beispiel: Der Satz von de Moivre-Laplace.

Folgendes Resultat ist unsere erste Version des zentralen Grenzwertsatzes, wie er im 17. Jahr-
hundert zuerst von de Moivre bewiesen wurde.

Satz 3.12 (Der Satz von de Moivre-Laplace). Seien n — X, eine Folge von unabhingigen
Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit Parameter 0 < p < 1. Sei Z,, := ﬁ > i-1(Xj —p).

Dann gilt Z, 3 Z ~ N(0,p(1 — p)).

Bemerkung. Esgilt E[X,,] = p und var[X,,| = p(1—p) Vn, also gilt Z,, = ﬁ > i1 (X —E[X;])
und Z ~ N (0, var[X}]).
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Beweis. Da Fy glatt ist, muss man zeigen, dass lim,,_,~ Fz, (t) = Fz(t) Vt € R gilt, d.h.

t 2
lim P(Z, <t)=P(Z <t)= / e mip ——L__dL(y).

n—o00 —00 vV 27p(1—p)

Wir zeigen hier nur den einfacheren Grenzwert

2

b
nan;oP(a <Z,<b)=Pa<Z<bh)= /a ¢ TP \/ﬁdﬁ(y), Va <beR.

Das Beweisverfahren fiir den Fall a = —oo ist dhnlich.
Sei jetzt S, = Z?Zl X;. Esgilt 0< S,, <n, S, ~ Bin(n,p) und Z,, = ‘9"7\/}:”’.
Wir rechnen, mit p, (k) = (Z)pk(l —p)"F,

Pla < Z, <b) =P(np+ vna < S, <np++/nb) = E pn(k) = g pn(zn).
keN 2el
np+v/na<k<np+/nb p—i—%ﬁxﬁp—i—%

Aus Stirling’s Formel (Stirlings Formel besagt, dass n! = v/27mn (%)n (1 + 0 (%)) fiir n — o0)
folgt

1 1
1 e 1
pne) = o il (1 0 <n>> ’

I(z) =z (i) +(1-2)n G:i) .

Diese Funktion ist glatt und erfiillt I,(p) = 0 = I,(p), I (p) = p(lil_p). Die Taylorentwicklung
um x = p ergibt also

wobei, fiir 0 < z < 1,

o
~ 2p(1—p)

wobei C' > 0 ist eine Konstante. Daraus folgt, fiir n > 1,

1 _n(zfp)2 _1 1
_ 1 p—p) 0N 2 -
Pla < Z, <b) = > T 7 =y O 2) <1 +0 <n>>

> V\x—p!ﬁg

1
3 \/ﬁ’

n2

I(2) @240

= Z ée_ﬁz—p) 1+0 1 n2 /be_%(limldﬁ( )
n 2mp(1—p) n u 2mp(—p)

wo im letzten Schritt die Konvergenz der Riemann Summe ﬁ >oyet f(y) e [ f(y)dL(y)
v
fiir Riemann-integrierbare Funktionen f angewendet wurde. O

[14: 28.11.2025]

[15: 02.12.2025]

Lemma 3.13 (Borel-Cantelli). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
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(i) Sein— A, € F eine Folge von Ereignissen.
Falls 3, cnP(Ay) < 00, dann gilt P (limsup,, ., A,) = 0.
(ii) Sein— A, € F eine Folge von unabhingigen Ereignisse.

Falls ), .y P(A,) = oo, dann gilt P (limsup,, ., A,) = 1.

Beweis.
(i) Die Folge n + By, = Uy, Ak ist monoton fallend und daher gilt mit dem Satz

IP’(limsupAn>:IP’ N | U A4k = lim P U 4

N0 neN \ k>n k>n

Wir rechnen
P Ar] <D P(AR).
k>n k>n

Aus ZnGN ]P)(An) < o0 f01gt7 dass hmn—>oo Zkzn ]P)(Ak) = 0 und daher

lim P UAk = 0.

Nn—00
k>n

Damit ist der Beweis von (i) beendet.

(i1) Es gilt

P <lim sup An> =1 < 0="P <<lim sup An> ) =P (lim inf Afl) .

n—00 n—+00 n—oo

Die Folge n +— By, = [;,>,, 47, ist monoton wachsend und daher gilt mit dem Satz

Piminrar) = { U { N 47) ] = Jim P | )4

neN \ k>n k>n

Aus Nisn 4% = Nysn (ﬂngkgz\f Az) und dem Satz folgt

P c| — 1 c
(1Ai) =iz ( ] A
k>n n<k<N

Da die Ereignisse unabhéngig sind, gilt, mit der Abschitzung (1 —x) < e * Vx € R,

N

N N
Pl () 4| = []Pg) = [ -PAw) < [[ e B = e Zikn ),
k=n

n<k<N k=n k=n

und daher, mit ) P(A,) = oo,

limsupP ﬂ Aj | <limsupe™ Thon PAR) = o= Tin P(AR) = ¢~ = ),
N—00 n<k<N N—o00
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Daraus folgt
(A5 | =0,
k>n

und damit ist der Beweis von (ii) beendet. O

Folgendes Lemma sagt, dass Konvergenz in Wahrscheinlichkeit fast sichere Konvergenz impli-
ziert, wenn die Wahrscheinlichkeit P (|X — X,,| > ¢) schnell genug gegen 0 konvergiert.

Lemma 3.14. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n — X,: Q@ — R eine Folge von
Zufallsvariablen und X : Q — R eine Zufallsvariable.

f

(i) Falls ), cnP (| X — Xp| > €) < 00 Ve > 0 dann gilt X, 3 X,

(ii) Wir nehmen an, die Zufallsvariablen (X, — X )nen sind unabhingig.
f-s. .
Falls X,, = X, dann gilt ), P (| X — Xp| > €) < o0.
Beweis.

(1) Aus Y, P (| X — Xy| > €) < 00 Ve > 0 folgt, mit dem Lemma von Borel-Cantelli, Lemma
313 (4),

P (limsup{|X — X > 5}) =0 Ve>0.

n—o0

Die Aussage folgt jetzt aus dem Lemma [3.11

(74) Durch Widerspruch nehmen wir an, dass es ein €9 > 0 gibt, sodass
> P(X - Xp| > e0) =
neN

Aus dem Lemma von Borel-Cantelli (i7) folgt, dass P (limsup,,_, . {|X — X,| > e0}) = 1. Also

gilt lim,, 00 (X, — X) # 0 P—fast iiberall, was X, f—5> X widerspricht.
O

Lemma 3.15. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n — X,: Q — R eine Folge von
Zufallsvariablen und X : QQ — R eine Zufallsvariable.

Falls X, B X und X P—fast tiberall konstant ist, dann gilt X, = x.
Beweis. Da X P—fast iiberall konstant ist, existiert eine Konstante ¢ € R, sodass
P(X =¢)=1.

Insbesondere gilt P(AN{X # ¢}) <P(X # ¢) =0 fiir alle A € F. Sei nun £ > 0 gegeben. Wir
rechnen

P(|X — X,| > ¢) :IP’< ]Xn—X\>s}ﬂ{X:c})+]P’({\Xn—X|>5}ﬂ{X7éc}>

:]P’({|X X\>s}ﬂ{X—c}) ({\Xn—c\>s}ﬂ{X:c})

— P(|X —c|>5)—IP’({|Xn—c|>5}O{X7éc}>:IP’(|Xn—c|>e)

Xn >c+6)+IP’(X <c—e)<PX,>c+e)+P(X,<c—¢)
X, (c+¢))+ Fx,(c—e).

(
:[P(
=(1-
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X = c fast iiberall, also gilt

0 t<ec
FX(t)_{l t>c

und daher ist die Verteilungsfunktion Fx stetig in ¢ # c¢. Aus der Konvergenz in Verteilung dann
folgt
lim Fxn(C-i-E) = Fx(c+8) =1, lim FXn(C—€) = Fx(C—é) =0,

n—oo n—o0

und daher
lim P(|X — X,,| >¢)=0.

n—o0

O]

Lemma 3.16. Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, n — X, : Q — R eine Folge von
Zufallsvariablen und X : Q — R eine Zufallsvariable.

Falls X, L X, dann existiert eine Teilfolge j — nj, sodass Xy, JE) X.

Beweis. Ubungsblatt O
nSx = x.5%x = x,8x
Teilfolge X =c fi.
N\

sup,, | Xn|PeL?

4 Momente, Ungleichungen

Definition 4.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q — R eine Zufallsvariable.

(i) Seip € N und X € LP(Q,P), mit p > 1. Das p—te Moment von X ist definiert durch

M, = E[X7].

(ii) Die Momenterzeugende Funktion von X ist definiert durch

M: R— [0,00]
te  M(t) = E[e!X].

Bemerkungen.

e Falls X € LP(Q2,P), dann gilt E[|X|’] und daher ist M,, wohldefiniert.

e Die Funktion ¢ — M(t) ist messbar und nichtnegativ. Das integral E[e'X] = [, e'*dP ist
also immer wohldefiniert, darf aber den Wert +o00 nehmen.

e Es gilt M(0) = E[1] = 1.

e M(t) heiBBt auch Laplace Transformierte des MaBes P.
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Lemma 4.2. Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q@ — R eine Zufallsvariable.
Wir nehmen an, es gibt h > 0, sodass M (h) + M(—h) < oo gilt. Dann gilt Folgendes.

(i) M(t) < oo Vt € [~h, h],
(ii) M € C>®((—h,h)),
(iii) X € L"(Q,P) Vn € N und M, = 4=],—oM(2).

Beweis. Es gilt, fiir |t| < h,
eltX] < X < GhX | =hX

Daraus folgt
e < e + [ e = + —n) < oo
/'tX|dIP’_/ hX qp / hX AP = M(h) + M(—h) :
Q Q Q

und daher ist M (t) < oo fiir alle [¢| < h. Wir rechnen, mit Lemma [1.32]

16X | > 129 el n
/Qe dIP_/<Z dIP’_Zn! Q|X| dP.
neN

Aus M(t) < oo folgt, dass [, |[X|™ dP < oo und daher X € L™(Q,P) ¥n € N gilt. Wir rechnen

M(t):/ﬂethIP):/Q<A}i_r>noofN> dP

wobei fy = Zgzo X" Aus Hmpyeo fyv = e und |fy| < elXI € LY(Q,P) folgt, durch

n!
dominierte Konvergenz,

N%oo

— lim / =S TRxn v <
nEN n
M (t) ist also eine Potenzreihe und daher gilt M € C°°((—h, h)) und M, = Lo|,_(M(t).
0

[15: 02.12.2025]
[16: 05.12.2025]

Beispiele.

02 2
e Falls X ~ N(m,0?), dann gilt M(t) = eT2 Tt
e Falls X ~ Bin(n,p), dann gilt M (t) = ZZ:O (Z)pk(l — p)”_ket”C = ((etp) +(1- p))n
e Falls X ~ Cauchy(a), dann gilt M (t) = 400 Vt # 0 :

a et® a [ eltle
Mit)=— | ——=d > — ) > d
®) 7T/R(I2+33‘2 £(x)_7r/0 a2+m2 C/ Ll

fiir eine Konstante C, > 0.
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Satz 4.3. Sei (Q, F, p) ein Massraum.
(i) (Cauchy-Schwarz) f,g € L*(Q,p) = f-g € LY(Q, p) und

gl < [1fll2llgll 2,

(i) (Holder) Seien 1 < p,q < oo mit % + % =1, oder seip=1,q = oo.

Dann gilt f € LP(Q, 1), g € LY(Q, ) = f-g € LY (Q, p) und
Ifglly < [ fllzellgllza,
(iii) (Minkowski) f,g € LP(Q,pu) = f+ g € LP(Q, u) und

1f +glle <[ fllze + llgllze-

(iv) (Jensen) Sei pn =P ein Wahrscheinlichkeitsmafl, ®: R — R eine konvexe Funktion (also

Otz + (1 —t)y) <t®(x) + (1 —t)®(y) fir alle z, y € R und t € [0,1]).
Falls f € LY(Q,P), dann ist (P o f), messbar, (o f)_ € L'(Q,P) und

@(/Qfdp>§/ﬂq>ofdp.

Beweis. Analysis 3.

O]

Korollar 4.4. Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Falls f € LP(Q,P), dann gilt f €

Li(Q,P) V1 < g <p.

Beweis. Ubungsblatt.

O]

Satz 4.5 (allgemeine Markov-Ungleichung). Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Sei h: R — [0,00) monoton wachsend und messbar, X : Q@ — R eine Zufallsvariable.

Dann gilt V6 € R, sodass h(d) > 0,

P(X > 6) <

Beweis. Es gilt P(X > 0) = [ 1x>5(w)dP(w) = [ 1[5,00)(x)dPx ().

Sei f(x) = %. Diese Funktion ist monoton wachsend und erfiillt

L5,00) () < f(2),

daher

POX>0) < [ fa)dPx(a) = =

64

[9. FEBRUAR 2026]



Wichtige Speziallfille.

(i) Markov Ungleichung: Es gilt Vo > 0

E[1X]
—

Beweis. Setze Y = | X| und h(r) = 21} )(z). Dann gilt

P(X] > 0) <

P(X| > 8) = PY > §) < 2O _ BV oo (V)] _ E[X])

h(9) o d
O
(ii) Polynomiale Markov (oder Tschebishev) Ungleichung: Es gilt V6 > 0,n € N
Beweis. Setze Y = |X| und h(x) = 2"1[p o) (7). Dann gilt
ER(Y)] _ El1ped)] _ E[lX|"]
> = > < = - = .
P(|X|>d) =P >¢) < 6] 5 5
O
(iii) Tschebishev Ungleichung: Es gilt ¥§ > 0
var(X
P(X ~E[X]| > 5) < X,
Beweis. Setze Y := | X — E[X]| und h(z) := 2*1}y ,y(z). Dann gilt
ER(Y)] E[Y*1p.)(Y)] E[(X —E[X])?
P(|X —E[X]| > 6) =P(Y >6) < [h((d))]: [52 (I Ef( 52[ D]
O

(iv) Ezponentielle Tschebishev (oder Markov, oder Chernov) Ungleichung: Es gilt V§ € R
P(X > 6) < e ME[e"X] Vu > 0.

Insebesondere gilt

P(X > 6) < inf e HOE[e*X].
n>0

Die Ungleichung folgt aus dem Satz mit h(z) = el*.

Beispiel 1. Sei X ~ N(0,0?) und § > 0. Aus dem exponentiellen Tschebishev Ungleichung
folgt, fiir u > 0,
IP(X > 5) < efuéE[e,uX} — 67u5+%02uz

und daher

>
[N/

1
P(X > 6) < inf e #0+37% = ¢7207,

pn>0
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Beispiel 2. Seien Xi,..., X, unabhingige Zufallsvariablen, § € R. Aus der exponentiellen
Tschebishev Ungleichung folgt, fiir p > 0,

"X n n L
P (Z]nl !> 5) =P ZXj >nd | < e*“”‘s]E[e“Zi:lXj} = H e MO [erXd].
j=1 Jj=1

Falls die Zufallsvariablen auch identisch verteilt sind, gilt

e n
P (Zjl !> 5) < <inf(’)e“6E[e“X1]> )

n n>

5 Gesetze der groflen Zahlen

Unser Ziel ist es, das empirische Mittel %2?21 X; im Grenzwert n — oo zu studieren. Dafiir
brauchen wir den Begriff von Covarianz.

Definition 5.1 (Covarianz). Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X,Y: Q@ — R zwei
2-fach integrierbar Zufallsvariablen.
Die Covarianz von X,Y ist definiert durch

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].

Bemerkung 1. Aus X,Y € L%(Q,P) folgt, dass X,Y € L'(Q,P) und XY € L'(Q,P) gelten
und daher ist die Covarianz wohldefiniert.

Bemerkung 2. Es gilt Cov(X,Y) = Cov(Y, X) und Cov(X, X) = var(X). Im Gegensatz zu
der Varianz darf die Covarianz auch negative Werte annehmen.

Bemerkung 3 Falls X, Y unkorreliert sind gilt E[XY] = E[X]E[Y] und daher gilt
Cov(X,Y) =0.

Lemma 5.2. Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X1,..., X, € L*(Q,P) Zufallsvaria-
blen. Wir setzen Sy, =3 7_| Xj.

(i) Sp, € L*(Q,P),
(it) B["7 1 X5] =377 B[],
(i1i) var(Sy) = >71_y var(X;) + 37,4, Cov(Xy, Xi) = D20 var(X;) + 23,4, Cov(Xj, Xi).

Beweis. (i) folgt aus Minkowski Ungleichung. (ii) folgt aus der Linearitidt des Erwartungswert.
(747) Wir rechnen

var(Sy,) = E [S2] —E[S,)? = E [(Sn — E[Sa])?]

n 2 n
_E (Z(Xj - E[Xm) = 3" E[(X; — E[X;)(Xk — E[Xy])

=1 jk=1

=Y E[(X; - E[X;))?] + > E[(X; — E[X;])(Xi — E[X)])]
j=1 i#k

= Zvar(Xj) + ZCOV(Xj,Xk) = Zvar(Xj) +2 Z Cov (X, Xi).
j=1 j=1

j#k j<k
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Bemerkung. Falls die Zufallsvariablen unkorreliert sind, gilt
n
var(Sy,) = Zvar(Xj).
j=1

5.1 Schwache Version

Satz 5.3 (Schwaches Gesetz der grofen Zahlen, L? Version). Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, und (X,)nen eine Folge Zufallsvariablen mit X,, € L*(Q,P), Vn € N.
Wir nehmen an, es gibt eine Folge (cn)n>0 € [0,00)N, sodass

e C=3 cn,Cn < 00,
. COV(Xj,Xk) < Clj—k| Vi, k e N.
Sei Sy, =37y Xj. Folgendes gilt.

(i) var (5r) < 22,
(i1) Falls m € R und E[X;] =m Vj € N, dann gilt %” L—2> m und deshalb auch %” Eom.

Beweis.
(4) Wir rechnen, mit 3 ¢ cx—j < D277, ek,

Su) _ 1 _ 1y | .
var (> = —var(S,) = o jz:;var(X]) + 2ZCOV(X],Xk)

n n? ,
i<k

n n n

1 1 20
nQQELMZXMﬂf%wm:n. (5.1)
]:

j=1k=j

IN

(73) Wir rechnen
1
2 3 1
_ (/ (5 ) dp) e (B2’ L V20 oo
.2 0 n n \/ﬁ

[16: 05.12.2025]
[17: 09.12.2025]

O]

Erinnerung: Letztes Mal haben wir die schwache L2-Version vom Gesetz der grofien Zahlen
besprochen, Satz Falls (X,,)nen eine Folge von Zufallsvariablen ist, sodass X,, € L?(Q,P)
vn € N und es eine Folge (¢,)n>0 € [0,00)Y gibt, sodass

e C=3 cn,Cn <00,

(] COV(Xj,Xk) < Clj—k| Vi k €N,
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dann gilt Folgendes fiir die empirischen Mittel S,, == Z;‘:l Xj:
(i) var () < 3%,

(ii) Falls m € R und E[X};] = m Vj € N, dann gilt == 52 L% 1 und deshalb auch S" 5 m.

Anwendungsbeispiele: Konzentration von Produktmafien in hoher Dimension. Sei-
en X; : Q@ — R, j € {1,...,n} unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen und X =
(X1,...,X,). Die gemeinsame Verteilung Px = Px, . x, ist gegeben durch

]P)X:IP)X1®...®]P)Xn :Pg’(l
Wir nehmen an, dass X; € L4(Q,P) mit
E[X?] =1, 1< M;=E[X{]< oo

Sei || X3 = Z?’:l XJZ. Dann gilt

M
Va>0: P(||X]3-n|>ay/n) < —

Z.B. gilt fiir a = 10/My — 1 auch P (||| X||3 — n| > 10/My — 1/n) < %5

Beweis. Sei Y; :== X2. Y1,...,Y, sind unabhiingig und identisch verteilt mit
ElY] =E[X]] =1, E[]=E[X]]= M,

Somit gilt var(Y;) = My — 1 und

n n
Sni=) Yj=) X7 =|X|3
j=1 j=1

mit E[S,,] = nE[Y1] = n. Nach der Tschebishev-Ungleichung gilt

P (|| X|[3 — n| > ayv/n) = ( IX ) jﬁ)
P<(3)E[i} o)

n

Es gilt aufgrund der Unabhéngigkeit der Y; und (j5.1])

M4—1
var (n) nQZm :

Es folgt daher
My—1

P (X3 —n| > avn) <
O
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Wir wollen als nichstes die LP-Konvergenz im Gesetz der groflen Zahlen verbessern zu fast
sicherer Konvergenz. Es gilt nach Borel-Cantelli

> (|2

neN

Sh f.s.
>5><oo Ve >0 = —Nf—swn
n

Das schwache Gesetz der groflen Zahlen impliziert

"

Da), % = 00, ist dies nicht genug, um die fast sichere Konvergenz zu folgern und wir brauchen
eine stiarkere Abschéitzung.

S,
S var ( 2z C
2 ml > e SMgi
n g2 ne?’

Satz 5.4 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen, L* Version). Seien (X,),en unabhiingige, identisch
verteilte Zufallsvariablen mit X1 € L*(Q,P). Dann gilt

ZZ lX Is.

Sp = = E[X;].

Beweis. Wir konnen annehmen, dass E[X;] = 0. Ansonsten beweisen wir das Theorem zuerst
fir X; .= X; — E[X;]. Es gilt nach der polynomialen Markov-Ungleichung

*EC)

E[Sy] = > E[X5, Xi, Xiy Xiy -
(i1,02,i3,i4)€{1,...,n}*
Falls i1 ¢ {i2, 43,14}, so folgt aus der Unabhéngigkeit E[X;, X;, X;,X;,] = 0. Es bleiben also nur
zwei Fille iibrig. Entweder gilt i1 = i9 = i3 = i4 oder i1 = iy # i3 = i4 sowie Permutationen
dieser Félle. Insgesamt folgt

1
et T pigd

n

p(|
n

—FE[S2].

Auflerdem gilt

E(Sp] =Y E[X}|+3 > E[X]IE[X]] = nM, + 3n(n — 1)M;.
i=1 1700

Somit .
n 1 C1
P< > >Sns (nMy 4 3n(n — 1)M3) < 12
und
Sn
Z Pl|—|>¢ = Z — < oo Ve>0.
neN " nEN
Mit Borel-Cantelli folgt nun % I, O

Satz 5.5 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen, L? Version). Seien (X, )nen Zufallsvariablen mit
e X, € L*(Q,P) Vn € N und sup,, var(X,,) = Cp < oo,

o (Xy)nen sind unkorreliert, also Cov(X;, X;) =0 fir i # j.
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Sei Sy, =37y Xj. Dann gilt

Sn E[Sh] 1.5 =0 fiirn— oo.
n n

fs

Insbesondere gilt: Falls E[X;] = m Vj, dann folgt %" = m.

Beweis. Wir nehmen erneut an, dass E[X;] = 0 Vi, und somit E[S,] = 0 Vn.

Schritt 1.

Schritt 2.

Wir zeigen fast sichere Konvergenz der Teilfolge %:

Da die X; unkorelliert sind, folgt

var (.S Z var(X;) <n ?lelg var(X;) = Con.

Sei ng = k2. Nach Tschebishev gilt

S

p(
N

S,
ng
NG _am_an
- g2 _52ni 2 k2’

Daher gilt

(S

keN

Somit existiert Ny € F, sodass P(N;) = 0 und S%Q(W) F29° 0 Vuw Z Ny.

Wir betrachten Fluktuationen der Folge S,, um S)2:

Sei Dy, = maxy2<j<(p41)2 |51 — Sp2|. Es gilt

(k+1)2-1
2L = - k>
{15 8l > 2 = U 5= Sl > 82
und somit
(k+1)2-1 (k+1)2-1
Dy, var(S; — S.2
P(m >5):P<'Dk'>5k2>§ > R(ssel>ety s 3 WSS
I=k? I=k?

Da Sl—SkQ = Zé‘:k2+1 Xj, gﬂt VaI'(Sl—Sk2) = Zé‘:k2+1 V&I‘(Xj) < Co(l—k‘z) < 2]€Co.
Es folgt
(k+1)2-1

- 2kCy 2kCy  4Cy
>5> < Z 224 =2k 254 2p2
1=k2

k

D
Pl|=E
(17

2

Es folgt also mit Borel-Cantelli die fast sichere Konvergenz der Mittel % gegen 0,
namlich

e (| >

keN

Dy, koo

k‘2 0 Yw Q N2.

><oo Ve >0 = dN, € F, P(Ny) =0,
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Schritt 3. Fiir alle n € N existiert genau ein k,, € N, sodass k2 <n < (k, + 1)2. Zudem ist

Sn(w) = Sy (w) + [Sn(w) — Sz (W)]-

Es folgt fiir w &€ N1 U No

Sn(w 1 1 1 1
POl L @)+ 219.0) — Sig (@) < TS (@) + 1Dk, (@)
]. 1 n o0
< %]Sk%(w)\ + @’Dkn (w)| "= 0.

Daher folgt % — 0 fast sicher.
O

[17: 09.12.2025]
[18: 12.12.2025]

5.2 Starke Version
Satz 5.6 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen, L!-Version). Sei (Q2, F,P) ein Wahrscheinlich-

keitsraum. Sei (Xp)nen eine Folge von Zufallsvariablen, sodass

e X, € LY(Q,P) Vn €N,

e X, sind paarweise unabhéngig und identisch verteilt mit E[X;] = E[X ] = m.

Dann gilt 1 > i1 X L% .

Beweis. Wir beweisen den Satz zuerst im Falle, dass X,, > 0 Vn € N.

Schritt 1. Wir schneiden die X; bei Hohe j ab, um spéter L?-Abschiitzungen nutzen zu konnen:

Wir definieren

X, falls X, <n,
Yn(w) = Xn(w)an(w)gn = {
0 sonst.

Es gilt 0 <Y, <n,also Y, € L*(Q,P) Yn € N. Da Y, = f,(X,) fir f,(x)
x1y<n, sind (Y, )nen paarweise unabhingige Zufallsvariablen (siehe Bemerkung 1 nach

Lemma . Sie sind allerdings nicht identisch verteilt. Es gilt
R

Xp 1.V,
:1V /xl(oo,n] d]PXl = E[Xl]-Xlgn] S E[Xl] =1m.
R

lim sup{X,, # Yn}> =0. (5.2)

n—oo

Wir zeigen
#(
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Beweis von (5.2): Es gilt X; # Y} genau dann, wenn X; > j und daher

S OP(X; £Y;) =Y P(X; > j)
j=1

J=1

Weiterhin ist die Funktion x — P(X; > x) monoton fallend. Wir rechnen

Z]PX1>j Z/ P(X; > j) dL(x Z/ P(X) > x) dL(x)

:/OOOIP(X1>3: ) dL(e /[OOO/ (r00) (X1 () dP(w) dL(2)

oxuw»()
:/Q (/[O’oo)l[o,xl(w))(fﬁ) dﬁ(@) dP(w)
:/QXl(w) dP(w) = E[X1] < oo.

Dabei haben wir im vorletzten Schritt Fubini verwendet. Nach Borel-Cantelli gilt also

52). 0
Es gibt also N7 € F mit P(N;) = 0, sodass Vw ¢ Nj3n, € N, sodass X, (w) =
Y, (w) Vn > n,. Wir folgern jetzt

l & s 1 & s
—Engm@}—nggm. (5.3)
n n

j=1 j=1

Beweis von (5.3): Es gilt fiir w ¢ N1 und n > ny,

n ney—1 n ny—1
1 < 1'%
~Y Xi(w) = ZX ZX = S W)+ 3 1K) Vi)
j=1 z Nw *Y( ) 1=1 1=1
Es gilt fiir w &€ Ny fest
1 ne—1
i 23 X = ¥iw)] =0
Somit folgt
1 n n
nh_{rolo - Z;Xz(w) =m <= nh—>HOl<> - ;K(w) =m
O
Schritt 2. Sei S, = Z?Zl Y;. Nach Schritt 1 reicht es also zu zeigen, dass % JE) m. Wir zeigen
zunéchst
E[Sy,
lim [Sn] =m. (5.4)
n—oo n
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Beweis von ((5.4): Sei a; = E[Y}]. Dann gilt
Sa] 1 1 ¢
E|l—|=-) E}Y;]=—- .
)= Em= Y.
7j=1 7j=1
Es gilt also 0 < a; < m Vj. Mit monotoner Konvergenz folgt auch

aj = E[X11x, <] = /[

0,00)

xl(foo,j] d]P)Xl(JZ) — /Rx dIP)Xl = E[Xl] =m

(5.4) folgt nun aus Analysis 1. O
B.4) folg y

Als néchstes beweisen wir die fast sichere Konvergenz von bestimmten Teilfolgen: Sei
a>1, k, =k =|a"]. Wir zeigen
Sk, — E[S, 5.
Skw ~BlSt] 15 (5.5)
Ky,

Beweis von (5.5)): Nach Borel-Cantelli geniigt es zu zeigen, dass

So(jsze

Es gilt nach Tschebishev und der paarweisen Unabhingigkeit der Y

>€><OO Ve > 0.

k
Sk, — E[Sk,,] 1 Sk 1 1 i
P (‘]{n > € S ?Var kn = %Var(»s'kn) = 6216721;\7&1'(}/})
Es gilt
Sk:n Skn 1 & =1
ZP(‘ )55 S ) = 5 Y ) 3 o
n=1 j=1 7=1 neN
kn>j
Sei n; so, dass k, > j <= n >n;. Dann ist
o (o) .
1 —2n; 1 1
Zk2 ﬁzla_i—caa%jgca?zv
neN n>nJ n>n; a?

kn>j

wobei C,, von « abhéngt. Es folgt

S E[S Co 1
ZP(’ kn — E[Sk,] >g> gE—QZVar(Yj),—Q.

Zudem ist

0 < var(Y;) = E[Y?] - E[Y;]* <E[Yj]* = E[X; 1x,<;] = E[X{1x, <]

J
=Y EBX{Liex<) <) PP(X € (1-1,1)).
=1 =1
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Es gilt also

J

><Zvar %g%iz —IPP(Xy € (I - 1,1))

11=1

Skn Skn]

>

o
1
2
= Zszle (1—1,1) Z]—Q
7=l
——
<7
Co Cy
< 7251@ Xie(-11)=— ZEZ 11 1x,<i
=1 =1
Co Ca
< S SR+ D] = 2EXG +1] < o0
1=1
Fiir alle o > 1 existiert also N, € F, sodass lim,,_, L (L‘g;f[sk”’a] =0 VYw & Ng,,
was (5.5 ist. O
Aus (5.4) und (5.5) folgt, dass fiir alle & > 1 ein N, € F existiert, sodass
S w S w) — E[S, E[S -
i Sne @) ke @) Z Bk L) Bl Yw & No. (5.6)
n—00 no N—00 k;n,a n—00 n,o

Wir kénnen nun 2= % m beweisen. Sei ag =1+ % fir ¢ € Nund N = {J,en Naq.
Dann ist P(N) =0 und Vw ¢ N, Vg € N gilt

S w
i @) (5.7)

n—o00 kn,aq
Sei o = g fest. Fiir [ € N gibt es genau ein n, sodass k, <[ < k,, 1. Da Y; > 0, gilt

kn+1

NE R

Da k, <l = %Sﬁundl<kn+1 == %>ﬁ,folgt

kn, Skn Skn < Skn < S < Skn+1 Sk'n+1 < Skn+1 knJrl

knJrl kn knJrl Y A l o kn o knJrl kn
Es gilt mit (5.7)
1 1
lim P =— und lim %—m Vay=1+—,w ¢ N.
n—o0 kn+1 [0 n—00 Kp q

Wir folgern

— < hmmfE < hmsupi <mag, VgeN.
Oyq l=oo 1 l—oo |

Da limgy o0 g = 1, folgt

hmi—m Vw & N.

l—oo0 [
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Das beweist Satz im Falle, dass X,, > 0 fiir alle n € N. Es verbleibt, den Fall X,, € R
zu betrachten. Wir zerlegen X,, = X, — X,,—, X,,+ > 0. Da X,, paarweise unabhéngig und
identisch verteilt sind, folgt, dass X,,4+ paarweise unabhéngig und identisch verteilt sind. Aus
dem ersten Fall folgt, dass 3N, N_ € F mit P(N1) = 0, sodass

1 n
- > Xjr(w) & me =E[X14] Vw & Ni.

Es folgt Vw & (N UN_)

1 X; 157" 0 X;
Syx= R SRR -
n n n

O]

Bemerkung: Die paarweise Unabhingigkeit der X,, wird benétigt, um zu zeigen, dass die Y,,
immer noch unabhingig sind, was bendtigt wird, um var(} ;" ,Y;) = >, var(Y;) zu folgern.
Sind die X,, nur paarweise unkorreliert, so folgt nicht, dass die Y;, ebenfalls unkorreliert sind,
auch im Fall wenn E[X;X;] wohldefiniert ist.

Satz 5.7 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen im Falle ohne Integrierbarkeit). Seien (X, )nen
Zufallsvariablen, sodass X, > 0 Vn € N und (X,,) sind unabhingig und identisch verteilt. Dann
gilt

—ZX %EXl

Beweis. Es gilt 0 < E[X;], da X7 > 0. Falls E[X;] < oo, kénnen wir Satz anwenden.

Sei E[X1] = oco. Fiir £ € N sei Z; := min(Xj, k). Es gilt 0 < Z; < k, und daher Z; € L*. Die
Zufallsvariablen Z; sind auch paarweise unabhéngig und identisch verteilt. Nach Satz gilt
also, fiir fast alle w € Q

lﬂgf;X > hmlnfmem X, k) = hm fZZ = E[Z,].
=7
Es existieren also Ny € F mit P(Ny) = 0, sodass
hmlnf—ZX ) > E[Z1] Yw & Np.

n—oo

Es gilt
k
E[Z1] = E[X11x,<] + kP(X1 > k) > E[X11x,<1] "=~ 00
nach monotoner Konvergenz. Es folgt also Vw & [,y Nk, dass

oo

> Xj(w) = 0o = E[X].

j=1

1
n
O

[18: 12.12.2025]
[19: 16.12.2025]
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6 Charakteristische Funktion ¢x

6.1 Definition und Eigenschaften

Definition 6.1 (Charakteristische Funktion). Sei (Q2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
X: Q — R eine Zufallsvariable.
Die Funktion

gbxi R— C
t—  ¢x(t) =E [e"] = E[cos(tX)] + iE [sin(tX)]

heifit charakteristische Funktion von X.

Bemerkung. Aus |cos(tX)| < 1 und |sin(tX)| < 1 folgt, dass das komplexwertige Integral
E [eitX ] wohldefiniert ist. Auflerdem gilt, mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung,

lox| = \/E [cos(tX)]? + E [sin(tX)]? < /E [cos(tX)2 + sin(tX)2] = /E [1]

Falls Px = pxdL, dann ist ¢ x die Fourier Transformierte der Funktion px bis auf eine multi-
plikative Konstante (siche unten).

Definition 6.2 (Fourier Transformation). Sei f € L'(R, £). Die Fourier Transformierte von f
ist fiir k € R definiert durch

1 .

k) =F(f)(k ::/e““f x) dL(z).
f(k) = F(f)(k) N f(x)dL(z)
Wichtige Eigenschaften (siehe Analysis 3):

(i) Die Funktion k — f(k) ist stetig und beschriinkt: | f(k)| < \/%HfHLu
(i) Falls f, f € LY(R, L), dann gilt

@) = FH(a) = o= / e~ (k) dL(k) = F(f) (),

(ili) Falls z > |z f(z)| € L*(R, £), dann gilt f € C*(R;C) und
fi(k) = F(f) (k) = F(ix f(x))(k);
(iv) Falls f € LY(R, £) N CY(R;C) und f’' € LY(R, £), dann gilt
F(f)(k) = —ikF(f)(k).

Lemma 6.3 (Fourier Transformierte der Gaul Funktion). Fir o > 0 sei p,: R — [0,00)

definiert durch py(z) = ———=e" 252 . Folgendes gilt:

2mo?

T

(i) x — |z|"ps(z) € LY(R, L) Vg > 1,n € Ny.

p1(k) Vk € R.

qw

(it) po(k) = ﬁe*%ﬁ? —

b1
o
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242

(iii) Falls X ~ N(0,02) dann gilt px(t) = e 27

Beweis. Da p, die Dichte fiir eine Zufallsvariable X ~ N(0,0?) ist, gilt
/pgdﬁzl Yo > 0.
R

(i) Wir rechnen fiir y > 0, e¥ =3~ v o> %) Vjo > 0 und daher

on(e) = | (55) " )] o < g o) 2
= [\/5 pgﬁ(m)] n! (20)".

Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung erhalten wir

|2"po ()| dL(x) 2 < | 2*po(x)dL(x) | po(x)dL(x)
(] ) </ i
_ /R 22 py () dL(z) < V2l (20)™ /R Py 5L = V2 nl (20)2" < oo,

Damit gilt 2"p,(x) € L'. Die Aussage 2"p,(x) € L? wird analog bewiesen.
(71) Wir zeigen, dass p, eine ODG erfiillt.
Aus (i) folgt, dass |$‘67%:% € L' gilt und daher p, is stetig differenzierbar mit
Do (k) = F(iz po(x)) (k).
Wir rechnen = p,(x) = —o?p)(x). Aus p), € L! folgt, dass
F(pg) (k) = —ik po (k).
Wir erhalten also
B (k) = F(iz po(2)) (k) = —io® F(p) (k) = —0*k po (k).
Die Funktion p, muss also folgende Form haben
Polk) = C e 27F.

Um die Konstante C' zu bestimmen, rechnen wir

Sy L D L) —
cz%@—¢%4@4ma> N
(7i1) Es gilt
bx(t) = /R ¢ Py () = / ¢t () dL(x) = VI o(t).

R

Wir kénnen p, anwenden, um andere Verteilungen zu studieren.

Satz 6.4. Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X, Yy : Q — R zwei unabhingige Zufalls-
variablen, mit Y, ~ N(0,02), 0 > 0. Sei P, == Px.y, = Py, x Px. Dann gilt Folgendes:
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(i) Py = po L mit
po(2) = /Rpg(z—:n) dPx (x).

(ii) Die Dichte p, ist von ¢x bestimmt wie folgt

11 . 1
po(2) = ——= | e p (k) ox (k) dL(k) = —F (p1 o) (~2).
21 Jr o o o
(iii) Wenn o — 0, gilt P, schwpch p
Beweis. Spéter. 0

Korollar 6.5. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q — R eine Zufallsvariable.

Die charakteristiche Funktion ¢x bestimmt die Verteilung von X eindeutig.

Beweis. Sei t € R. Dann fiir alle € > 0 gibt es eine Funktion g. € Cy(R), sodass g-(z) = 1 fiir
x <t, ge(x) =0 fiir v >t+eund |g-(z)| <1 Vz € R. Dann, via dominierte Konvergenz, gilt

FX(t) = PX((_OOat]) = lim ge dPx.

e—0+ R

Um die Verteilung von X zu bestimmen, geniigt es also, E[g(X)] fur alle g € Cy(R) zu kennen.
Aus dem Satz [6.4] folgt, fiir alle g € Cy(R),

Elg(X)] = / g dPx = lim / 9 podL,
R o—0 R
wobei p,(2) = LF (p 1 qu) (—z) und deshalb eindeutig durch ¢x bestimmt wird. O

Bemerkung. Die momenterzeugende Funktion My (t) := E[e*X] bestimmt, im Allgemeinen,
die Verteilung von X nicht!

Beweis von Satz[6.4)
(7) Fiir jede A € B(R) gilt

Pxiry(4) = [ 1ale+ )Py, (1)dPx(z) = / La(a + 9o (y) AL () dPx (1)

:/R(/RIA(H?JPJ )
:/R</R1A()paz—x )d
:/RlA(z) </pg(z—x ) dPx (z ) A( )po(2) dL(2).

Hier konnten wir die Integrationsordnung vertauchen, da alle Funktionen nicht-negativ sind.
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(74) Wir rechnen, mit Lemma

pol2) = / pole =) dex(e) = [ (= [ 5,000 a2 ) dex(o)

m 5 ( e, ) dew)) dex(o)

e~k < /R ¢k dIPx(x)) dL(k) = \/W e "opy (k) ox (k) dL (k).

\/ 27ra2

Hier konnten wir die Integrationsordnung vertauchen, da

/R</R‘e—ik(z—x)p;(k)’ dﬁ(k)> dPx(z) Z/p;(k)dﬁ(k) /Rd[PX(x) —1 < 0.

(#ii) Sei g € Cyp(R). Unser Ziel ist zu zeigen, dass lim, o [ g dPs = [ g dPx.
Wir schreiben

[odte= [ o010 = [ o) ( [ pate - ahapxto)) acce)
—/]R</Rg(z)pa(z—x) dﬁ(z)) dPx (z) —/Rga(m) dPx (z)

wobei, mit p,(z — 2) = po(z — ),

00 (&) = Po # pol() = /R 9(2)poz — x) dL(z) = / Pol — 2)g(2) dL(2).

R

Oben konnten wir die Integrationsordnung vertauchen, da

L ([ 1slnatc = 0)ac)) et < lall [ ([ ote = 01a2(:)) apxta)

= [lgll Lo /Rpa(z) dL(z) /}Rd]P’x(x) = |lgllpe < oco.

Behauptung. Es gilt
(1) lgo(@)] < llgllz=> € L'(R,Px) ¥z € R,
(il) limy—0 g95(z) = g(z) Vo € R.

Aus der Behauptung folgt, mit dominierter Konvergenz,

lim | g, dPx = / g dPx
R

o—0 R

und damit ist der Beweis des Satzes beendet.

[19: 16.12.2025]

[20: 19.12.2025]

Beweis der Behauptung.
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(i) Wir rechnen
|90 (2)] < /Rpa(ﬂr — 2)g(2)| dL(2) < |lgllL~ /Rpa(ﬂf —2) dL(z) = |lgllze-

(73) Da fR po(2)dL(z) = 1 gilt, konnen wir schreiben
9o(x) — g(x) = /Rpo(:v —2)9(2) — Rpa(z 9(x + 2) — g(x)] dL(2)

=/ Po(2)g(x + 2) — g(x)] dL Z)+/ Po(2)g(x + 2) — g(2)] dL(2).
|z|<M |z|>M

Es gilt

‘ / Po(2)g(x + 2) — g(a)] dL(2)| <
|| <M

/ Po(2) ol + 2) — g(z)] dL(2)
et

< max |g(x + 2 T Po(2)dL(z
ma oo +2) — @) [ pel20ae ()
< max lo(o + ) — g(z) / Pol)L() = max lo(a + 2) — g(o).

Weiter gilt

‘ / Po(D)lg(a + 2) — g(2)] dL(2)
|z|>M

(2 z+z)—g(x)| dL(z
S/z|> Po(2) 19( ) —g(z)] (2)
< QHQHLOO/I>MPJ<Z) dﬁ(z).

Wir rechnen, fiir |z| > M,

und daher
1 M2 1
/ pole) dL(z) < €T V2 / Pys(2) dL(2) < €107 V2 /pm/g(z) dL(z) = e 127 V2.
|z|>M |2|>M R

Also gilt, fiir alle M,o > 0

3 _1M2
|90 (2) — g(x)] < e l9(z +2) —g(x)] + 22||gllpee * .
Wir setzen M = M, := /o. Dann gilt
M,
lim M, =0, lim —Z = oo.
oc—0 oc—=0 O
Die Aussage folgt jetzt aus der Stetigkeit von g. O

Lemma 6.6 (Eigenschaften von ¢x). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
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(i) Fir alle Zufallsvariablen X : Q@ — R mit a # 0 und b € R gilt
daxb(t) = e™¢x (at).

(ii) Seien Xi,...,Xpn: Q — R unabhingige Zufallsvariablen und Sy, == 2;21 X, so gilt

=[] ¢x,®
j=1

Falls die Zufallsvariablen auch identisch verteilt sind, gilt

s, (1) = ox, (8)".

Beweis.
(i) Wir rechnen ¢,x4(t) = E[e?(@X+0)] = R [t ()X = ¢itbgy (at).
(i) Wir rechnen E[e?*5»] = EI—, e Xi] = J E[e¥i], wo der letzter Schritt wegen Un-
abhingigkeit gilt. Falls die Zufallsvariablen auch identisch verteilt sind, gilt E[e?Xi] = E[e?X1]
Vji=2,...,n. O
Beispiele:
e Falls X ~ Bin(n,p), dann gilt ¢x (t) = (1 — p + pe’)"
n n n . .
< > n k zkt — Z <k> (1 7p)n—k(pezt)k — (1 7p+pezt)n.
=1 k=1

2t2 .

e Falls X ~ A (u,0?), dann gilt ¢x(t) = eitte 20
Ox (1) = Px—py4u(t) = e ox_u(t).

Da X — u ~ N(0,0%), die Aussage folgt aus Lemma
e Falls X ~ Cauchy(a), dann gilt ¢x(t) = e~ (Ubungsblatt).

6.2 ¢x erzeugt die Momente
Lemma 6.7. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine Zufallsvariable.
Die charakteristische Funktion ¢x ist gleichmdfig stetig auf R.

Beweis. Sei ¢ > 0. Wir suchen § = . > 0, sodass
t—s|<d = |ox(t)—ox(s)| <e.
Wir nehmen an, dass [t — s| < §, wobei § > 0 spéter bestimmt wird, und rechnen
lox(t) — dx(s)| = /l (€™ — )| dPx ()
:/] ') dP x () /\/2 1 —cos(s —t)x)dPx(x)
R

= / V2(1 — cos(s — t)z) dPx () + V2(1 — cos(s — t)z) dPx (x).
|z| <M |x|>M

(eit:v_ 15T d]P;X
R
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Aus 1 — cos pu < p? folgt

/| M\/2(1—cos(s—t)x)dPX( x) < max V2(1 — cos(s — t)z) < V2|(t — s)|M < V2 M.

|z[<M

Weiter gilt, mit 1 — cosu < 2,

/||>M \/2(1 —cos(s —t)z)dPx(z) <2 P(|X| > M).

Aus limp; 00 P(|X| > M) = 0 folgt, dass ein M = M, > 0 existiert, sodass

P(|X| > M;) <

| ™

Damit gilt
5
lox(t) — dx(s)| < V2 M. + 5

Sei jetzt 0. == 72361\4 , dann gilt |¢x (t) — Px(s)| < e.
2 1>
O

Satz 6.8. Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine Zufallsvariable, mit
X e L™(Q,P), meN.

Dann gilt px € C™(R;C) und
©(1) = FEXME] Vh=1,...,n, Vi€ R,

Insbesondere gilt E[X*] = (—i)k(ﬁg];)(O).
Beweis. Wir argumentieren duch Induktion in n.

Im Fall n = 1 rechnen wir
bx(t) =E[e™] =K [1 + /0 t(iX)eiSXdE(s)}
—1+E [ /O t(iX)eiSXdE(s)] .
Aus E[|X|] = [ 2] dPx(z) < oo folgt

/(/ (i)e™*|dL(s) )le’x /I:c! aPx (z /Otdﬁ(s):/R]x| dPx () < o0

und daher, mit Fubini,

E [/0 (i X)X dL(s) ] i </ Yl (s )> 0Py (2)
/Ot </ iz leIP’X(a:)> dL(s) = /OtE[(iX)eisX] dc(s).

(z‘X)eiSXdz(s)] — 6x(0) + /0 E[(iX)e*X] dL(s).

Schliefflich erreichen wir

¢X(t)—1+E[/O

+

82 [9. FEBRUAR 2026



Da E[|X|] < oo gilt, ist die Funktion s — E[(iX)e®X] gleichmifig stetig auf R (siche Beweis
von Lemma . Daraus folgt, dass ¢y stetig differenzierbar ist mit ¢y (t) = E[(iX)e®X].

Wir nehmen jetzt an, die Aussage gilt fiir n und betrachten den Fall E[|X|"*1] < co.

Aus E[|X|"] < oo folgt, mit der Induktionhypothese, ¢x € C™ mit d)g?) (t) = E[(iX)"e"X]. Wir
rechnen

(1) = B[(iX)"e"X] = E [(iX)” + /0 (iX)”*leiSXdE(s)]

= oP(0)+E [ /0 t(iX)”“e"SXdﬁ(s)} .

Da E[|X|*"!] < oo, kénnen wir wieder Fubini anwenden

Wty = (0) + / 'E [(iX)™ e X] dL(s).
0

Da E[|X|"*!] < oo gilt, ist die Funktion s +— E[(iX)"le?*X] gleichmiBig stetig auf R (sie-
he Beweis von Lemma . Daraus folgt, dass qbg?) stetig differenzierbar ist mit ((bg?))’ (t) =
E[(iX)"“e“X]. ]

6.3 Charakteristische Funktion und Konvergenz
Satz 6.9. Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, )nen eine Folge von Zufallsvaria-
blen, X eine Zufallsvariable. Dann gilt

punktweise
_>

Xn 2> X <— ox,

bx-

Beweis. 5
= Wir nehmen an, dass X,, = X. Dann gilt

/ngP)Xn —>/gdPX Vg € Cb(R).
R R

Die Aussage folgt, da die Funktion z + e%® (

stetig und beschrankt ist.

aufgeteilt in reelle und imaginidre Komponente)

20: 19.12.2025]
[21: 23.12.2025]

< Wir nehmen an, dass ¢x, punktweise gegen ¢x konvergiert.
Unser Ziel ist zu zeigen, dass [, g dPx, — [p 9dPx Vg € Cy(R) gilt.

Schritt 1. Sei g € C.(R) stetig mit kompaktem Triiger gegeben.
Wir zeigen, dass lim, o0 [ 9 dPx, = [p gdPx gilt.

Es gilt, fiir alle 0 > 0,

/ngPXn - /gdﬁ”x'é/lg—po*gl dPx,
R R R

/pa*g dIPxn—/pa*g dPx‘
R R

+/ lg — po * g| dPx,
R

+
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wobei

po % g(z) = /R Pol — 2)g(2) dL(2).

Wir rechnen

/ lg — po * g| dPx,, < sup|g(z) — po * g(z)] / 1dPx, = sup|g(z) — po * g(x)]
R z€ER x€ER

/R\g—pa*g\ dPx < sup |g(z) — po * ()| /1dPX—su§|g<> po % 9(2)],
xER Tre

/gd]P)Xn - /ngF’X‘
R R

< 2suplg(x) — py * g(x)| + lim sup

zeR n—00

und daher

lim sup
n—oo

/pa*g dIP’Xn—/pa*g le’x‘-
R R

Behauptung. Es gilt

n—o0

Falls (6.1)) gilt, erhalten wir

lim ‘/pg*g dIP’Xn—/pg*g dIP’X':O (6.1)
R R

lim sup
n—oo

/ngPXn — /gd]P’X‘< 2sup |g(z) — po * g(z)|.
R zeR

Im Beweis von Satz[6.4] haben wir die folgende Abschéitzung fiir alle z € R und o > 0 bewiesen:

3 _1
9(z) = po* g(x)| < max |g(x+2) —g(x)] + 22]g[L~e 5.
lz|<vo

Da g € C.(R) gilt, ist g gleichmiBig stetig auf R und daher gilt
lim | sup g(z+2) - g(a)] + 22 |gllree i [ =0,
o0 z€R,|z|\/o

und damit ist der Beweis von Schritt 1 beendet.

Beweis der Behauptung.
Im Beweis von Satz [6.4] haben wir folgende Identitéit bewiesen

[omrades = [ o@arce) = [ o6) (- [y toxact ) ace)

Analog gilt

[oneg = [ o) (o= [ *pywon, mac ) dcie),
und daher

_ 1 —ikz _ P
/Rpo*g dIP)Xn—/Rpo*g dPx = gy RQ(Z) (/Re p1(k) [ox, (k) — ox (k)] dﬁ(’f)) dL(z).
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Aus g € C.(R) folgt, dass g € L' (R, £) gilt. Mit |¢x, (k) — ¢x (k)| < 2 erhalten wir

L 16 2y () o (B=ox (D] A (L) <2 [ laGILE) [ pydet) =2 [ lo()lde) <.

Daher, mithilfe von Fubini, kénnen wir die Integrationsordnung im Integral oben tauschen:

[oneg e~ [porgdx =2 [ oo, ®-ox) (o= [ o(1ac) act

_1 / p1(R)G(—F) [bx, (k) — ox (k)] dL(k),
Py

o
wobei § wohldefiniert ist, weil g € L'(R, £). Es gilt

o [p2(K)3(—) [ox, (k) — bx (k)] | < 24 lgllzn pa (k) € LI (R, £), und

o limy 00 p1 (K)§(=F) [ox, (k) = ¢x (k)] = 0 da lim,, 00 ¢, (k) = ¢x (F).
Die Aussage jetzt folgt aus dominierter Konvergenz.

Schritt 2. Sei g € Cy(R) gegeben. Wir zeigen, dass limy, o0 [p 9 dPx, = [z 9 dPx gilt.

Wir approximieren g durch eine stetige Funktion mit kompaktem Trager wie folgt:
Sei x: R — [0, 1] definiert durch

1 falls |z| <1

0 falls |z| > 2

2—z fallsx e (1,2)
2+ fallsz e (-2,-1),

x(z) =

und fiir k& € N sei gi(z) = g(z)xi(z), wobei xx(z) = x(¥). Dann gilt g € Cc(R) mit
gr(x) = g(x) V|z| < k und gi(z) = 0 V|z| > 2k.
Es gilt, fiir alle k € N,

/gdPXn - /gdPX‘ S/!9—9k|dpxn+’/gk dIPXn_/gk dPX“”/’g_gMdPX
R R R R R R

Da gi € C.(R) folgt aus Schritt 1 lim, o ‘fR gr dPx, — fR Gk d]P’X| = 0 und daher

lim sup
n—oo

/ngP’xn - /gdPx‘ <hmsup/|g—gk| dIF’Xn+/ lg — gi| dPx.
R R

n—o0

Es gilt
9(z) = gr()] = |9(x)[(1 = xx(2)) < lgllzee (1 = xk(2)),
und daher, mit (1 — x%) =0 fir |z| <k

/R 19— gl dPx < lglli= /R (1= xe) dPx < |lgllie / (1— xi) dPx < [lg|z=P(IX] > k).

lz|>k
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Weiter rechnen wir

[l9- 0 @@, < Nl [ (1= xa) @B, = gl [1 [ dPXn]
R R R

< |lgll e /Xk dPx,, _/Xk dPx +1_/Xk dPX:|
R R R

— gz / xi dPx, — / xe dPx | + / (1— x) dn»X]
LIJR R R

< llgllze= /RXk dPXn—/RXk dPx |+ P(|X]| >k)}

Da i € C.(R), folgt aus dem Schritt 1 lim,, o0 UR Xk dPx, — [p Xk dIP’X’ = 0 und daher

lim sup
n—oo

/gdPXn — /gdPX' < 2||g|lp=P(|X| > k) vk € N.
R R
Die Aussage folgt aus limy_, . P(|X| > k) = 0. O

Bemerkung. Um Konvergenz in Verteilung zu beweisen, geniigt es, punktweise Konvergenz
fast tiberall der charakteristischen Funktionen zu haben (da wir dominierte Konvergenz anwen-
den). Aus der Konvergenz in Verteilung folgt aber punktweise Konvergenz der charakteristischen
Funktionen.

7 Der zentrale Grenzwertsatz

7.1 Der zentrale Grenzwertsatz im Fall L?

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,),en eine Folge von unabhéngigen, identisch
verteilten und integrierbaren (d.h. X; € L'(£2,P)) Zufallsvariablen.
Aus dem Gesetz der grofien Zahlen (Satz folgt

Sy — E[S)] I
n

0 fir n — oo.

Frage 1: wie schnell ist die Konvergenz gegen 07 Gibt es ein a > 0, sodass
Sn — E[Sy]
n

wobei Z eine nicht-triviale Zufallsvariable ist? Z ist trivial falls Z € {0, o0} f.ii.

D ..
n® = Z fiir n — oo,

Frage 2: Falls « existiert, was ist die Verteilung von Z7

Beispiel. Sei (X,)nen eine Folge von unabhiingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
X1~ Ber(p) 0<p< 1
Es gilt E[X1] = p, var(X1) = p(1 — p) und S, = >, X;j ~ Bin(n, p).

— .S. .
% fﬁ 0 fiir n — oo.

Aus dem Gesetz der grofien Zahlen folgt

Aus dem Satz von de Moivre-Laplace folgt 5"7\/%”” Bz~N (0,p(1 — p)).
1

In diesem Fall gilt also o = 5 und Z ist normalverteilt. Der zentrale Grenzwertsatz sagt, dass

dieses Resultat immer gilt, wenn die Zufallsvariablen zweifach integrierbar sind.
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Satz 7.1 (Der zentrale Grenzwertsatz (central limit theorem)).

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, )nen eine Folge von unabhdngigen, identisch
verteilte und zweifach integrierbaren (d.h. X1 € L*(0,P)) Zufallsvariablen.

Sei = E[X1], 02 == var(X;) und Z, = ﬁ > (X — ).

Dann gilt Zn 2 7 ~ N(0,0?) fiir n — oo.

Beweis. Wegen Satz geniigt es zu zeigen, dass lim, o ¢z, (t) = ¢z(t) gilt vVt € R.
Da Z ~ N(0,0?), gilt (sieche Lemma oz(t) = e=27"* Da die Zufallsvariables (X5 — )
unabhiingig identisch verteilt sind, folgt aus Lemma

t n
¢z, (t) = dx1—p (\/ﬁ) :
Da (X1 — p) € L?(Q,P), folgt aus dem Satz dass ¢ = ¢x,—, € C*(R,C) mit

o0)=1,  ¢(0) =iE[(X;—p)] =0,  ¢"(0) = E[(X, — p)? = —0”.

NG

Daraus folgt, dass In [¢ <ﬁ>} € C wohldefiniert ist. Wir kénnen also schreiben

Sei t € R gegeben. Fiir n > 1 gilt le < 1 und daher gilt |¢ (ﬁ) -1« 1

¢z, (t) = ¢ (%)n = enf(ﬁ) wobei f(x) = In[¢(z)].

Aus ¢ € C? folgt f € C? mit

/ 7 / 2
£(0) = n[g(0)] = 0, f’(O):jé(?;:o, f~<0>:q; (g))>_<¢<0>> _ 2

AuBerdem gilt, fiir x klein (sodass die Funktion f wohldefiniert ist),

1 1
F(z) = £(0) + F/(0)z + 22 /0 (1= ) f"(ws)dL(s) = 2 /0 (1= ) " (ws)dL(s).

nf <\;ﬁ) = t2/01(1 —s8)f" <\j%> dL(s).

Aus dominierter Konvergenz und der Stetigkeit von f” folgt

Wir erhalten

im n i =¢? 1 —s)f” s) = —o’t? 1 —s s——1022
1 f<f>_t/o(1 ) f7(0)dL(s) = t/o(l )dL(s) = 5 te.

n—00 n

O]

[21: 23.12.2025]
[22: 09.01.2026]

Bemerkung 1:
Im Falle, dass o0 = 0, ist X;, = p f.s. und gilt S”;\/%m = 0 f.s. . Das stimmt iiberein mit ¢ s, —un (t) —

eV =1Vt € R. Es gilt somit Pz = §y und wir schreiben A/(0,0) = do.
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Bemerkung 2:
Falls X; € L? und o # 0, so gilt fiir v > 0

g 0 falls v > %
— un
% B N(0,0?) falls v = 3
nicht definiert falls v < %
Beweis. Es gilt
n o2 42 3 _ o2 42 3
D5 (1) = Bx, <rfv> _ es(i i 10 () — s (1 +0 (i),

Es gilt

|
S
~
no

2 42 3
t t
n*"log (1 B %ﬁ +0 (m)) =

=1 fallsy>

und somit folgt

n—oo

02
Gsupn (t) "= 47T falls y =
1{0} (t) falls v <

[T ST T

0'2
Es galt 1 = ¢z(t) fiir Z = 0 und e Tt = ¢z(t) fiir Z ~ N(0,0?). Da 1) (t) nicht stetig ist,
ist dies somit nicht die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen. O

Bemerkung 3:
Die Voraussetzung X; € L? ist notwendig. Seien zum Beispiel (X,,),en unabhingige, identisch
verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ Cauchy(a), wobei a > 0, so gilt X; ¢ L' D L? und

Z ~ Cauchy(a) fallsy=1

Sn D
povs =10 falls v > 1
nicht definiert  falls v < 1.
Beweis. Siehe Bemerkung 2 und Ubung. O

Bemerkung 4:
Falls X1,..., X, ~ N(u,0?) unabhingige Zufallsvariablen sind, so gilt

Sp — un 9
T ~ N(O, g )
Beweis.
t " _éﬁ n _LtQ
¢sn¢—%m (t) = ¢x1—u N =e 2" =¢z(1)
fir Z ~ N(0,02). O
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Allgemein: Ist (X,),en eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
mit X; € L', p=E[X4], S, = > 1., X; und v > 0, dann gilt

Sn —
on KR Do (7.1)
nYy

falls

i) ¢sn—un — ¢ punktweise, wobei ¢ : R — C, und
nY

ii) ¢ = ¢z, d.h. ¢ ist die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable.

Dementsprechend ist es wichtig, zu verstehen, welche Funktionen als charakteristische Funktion
einer Zufallsvariable darstellbar sind. Ein Kriterium bietet der Satz von Bochner.

Satz 7.2 (Bochner). Sei ¢ : R — C. Folgende Aussagen sind dquivalent:

i) ¢ ist die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable.
ii) ¢ erfillt

a) $(0) =1,
b) ¢ ist gleichmdflig stetig,
c) ¢ ist nicht-negativ definit, d.h. Vn € N, t1,...,t, € R und Vz1,...,2, € C gilt

n

>zt —t5)z > 0.

4,j=1

Beweis. Wir beweisen nur i) = 7). Fiir den vollstindigen Beweis, siche Feller Vol 11, Kapitel
XIX 2. Sei ¢ = ¢x. Wir haben bereits gesehen, dass a) und b) gelten, es bleibt also ¢) zu zeigen.
Es gilt

2
n n n
Z Zip(ti —tj)z; =E Z Z'ei(ti*tj)xzj =F Zeitini > 0.
1,7=1 i,j=1 i=1

7.2 Mogliche Grenzverteilungen

Wir sind interessiert and den Verteilungen, die als Grenzwert in (7.1]) auftreten kénnen. Eine
solche Verteilung muss stabil sein, d.h. es muss gelten fiir unabhéngige, gleichverteilte Z1, ..., Z,
mit Pz, = Pz, dass

Pzit.tzq =Py
nY

Beispiele: Fiir v = 3 erfiillt Pz = N(0,0?) dies. Fiir v = 1 erfiillt P; = Cauchy(a) dies.
Lemma 7.3. Sei ¢ : R — C, ¢(t) = e~ wobei ¢ > 0 und a € (0,2].

i) ¢ ist die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable mit Verteilung vq c.

ii) Fir Xi,..., X, unabhdngig und identisch verteilt mit Verteilung ve . gilt

Xi+...+ X,

nt/a ™ Vae
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Beweis. i) | Dieser Teil wurde nicht in der Vorlesung besprochen.

Das Ziel ist zu zeigen, dass die Funktion e~ !*” nicht-negativ definit ist fiir a € (0,2]. Der Fall
eltl” folgt durch Skalierung von t.

Wir sagen, dass f : R — C nicht-negativ definit ist, falls f(t) = f(—t) und Vn € N, ty,...,t, € R,
die Matrix M = (Mj) definert durch Mjj, = f(t; — tx) — f(t;) — f(tx) nicht-negativ definit (als
quadratische Form) ist, d.h. Veyq, ..., ¢, € C, gilt

n

> (5t = ta) = £(t5) = (@) ) e > 0. (7.2)

Jk=1

Diese Bedingung ist wohldefiniert, weil M hermitesch ist (das folgt aus f(t) = f(—t)) und daher
ist die Summe eine reelle Zahl. Wir zeigen zuerst:

Ist f nicht-negativ definit, so ist die Funktion e/ nicht-negativ definit im Sinne von Bochner.

Beweis: Das Schur-Produkt zweier Matrizen A = (a;jx) und B = (bjx) ist die n x n-Matrix C' =
(ajrbjk). Falls A und B nicht-negativ definite hermitesche Matrizen sind, so ist auch C nicht-negativ
definit hermitisch. Um dies zu sehen, schreiben wir mithilfe des Spektralsatzes B = PP*, wobei
P = (pjx) € C**"™ und P* = (py;) ist die adjungierte Matrix von P. Dann gilt fiir ¢;,...,¢, € C

Y agbjeier =Y Y aj(pic;)(pck) = 0.

Gk=1 =1 j,k=1

Y
Falls A = (a;i) also nicht-negativ definit hermitesch ist, so ist auch (Z;L:o (ajlf) ) nicht-negativ

hermitesch und daher auch (e%*). Wir wenden dies auf die nicht-negativ definite hermitesche
Matrix M = (M;i) mit M, = f(t; —tx) — f(t;) — f(tx) an, es gilt also, dass die Matrix (e**);
ebenfalls nicht-negativ hermitesch ist. Es folgt

n

Z ef (i _tk)cj7 —

ef(tj_tk)—f(tj)_f(tk)ef(tj)ef(tk)cja

jk=1 jk=1
n [
= Z ef(tj_tk)_f(tj)_f(tk)rij >0,
k=1
wobei «; = cjef(tj) e C. O
Es bleibt zu zeigen, dass f(t) == —|t|* nicht-negativ definit fiir « € (0,2] im Sinne von ([7.2) ist.

) :
Dazu schreiben wir fiir « € (0, 2)

/0 (1 —cos(ts))s™ ~“ds = \t|a/o (1 —cos(u))u™"~%du (7.3)

=:Cy>0

mithilfe von w = |t|s. Hierbei ist a € (0, 2) notwendig, damit das Integral wohldefiniert ist. Es gilt
also

£6) = —|tl* = Cia /Ooo(cos@s) ~1)s1mogs.

Wir zeigen nun, dass fiir fixes s die Funktion f,(¢) := cos(¢s) — 1 nicht-negativ definit im Sinne
von ([7.2)) ist. Da fs reellwertig ist, reicht es nach Aufspaltung von Real- und Imaginérteil, (7.2)) fur
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reellwertige c; zu priifen.

n
_ § : Re<eis(tj—tk) — e isth _ ist; + 1)Cjck
g k=1

S

o
IA

(€ —1)¢

s
Il
_

(cos(s(t; — tr)) — cos(sty) — cos(st;) + 1)cjck

<
—

(fs(t; —ti) = fs(t;) — fs(tr))cicr.

M= 7=

<
=

Somit ist fs nicht-negativ definit. Mit (7.3 folgt nun, dass auch —[t|* = C%l IS fs(t)s™ds
nicht-negativ definit ist (Ubung).

Fiir o = 2 ldsst sich direkt priifen, dass —|t|? nicht-negativ definit ist. Somit erfiillt e~/*1" die

Voraussetzungen im Satz von Bochner fir o € (0, 2].
ii)
n «@
1) = 3 _ —cltZ, _—c|t|®
Sxiroixn (B) = 6xy | gz ) =€ T =

nl/a

O

Sowohl die Normalverteilung NV (0, 2¢) (o = 2) als auch die Cauchy-Verteilung Cauchy(c) (o = 1)
sind hierbei Beispiele.

Definition 7.4. Sei ¢(t) == e™e " fir m € R, a € (0,2] und ¢ > 0. Die Wahrscheinlich-
keitsverteilung mit charakteristischer Funktion ¢ heifit symmetrische a-stabile Verteilung (mit
Mittelwert m). Fir m =0 wird die Verteilung mit v, . notiert.

Bemerkung. ¢ ist eine charakteristische Funktion (Ubung). Fiir a > 1 ist ¢ € C'(R). In
diesem Falle ist m = E[X] wohldefiniert.

7.3 Der zentrale Grenzwertsatz fiir heavy tails

Als niichstes formulieren wir eine Version des zentralen Grenzwertsatzes fiir X; € L? (heavy
tail). Dazu bendtigen wir folgende Asymptotik:

Lemma 7.5. Sei X eine Zufallsvariable mit Px = px L. Wir nehmen an, dass r > 0 existiert
sowie o € (0,2), sodass

1
p(z) = [o[Fa Y|z| > 7.
i) Falls o € (1,2), so gilt
ox(t) =1 +imt — c[t|* + O(?), t—0,
wobei m = E[X] und ¢ = [p {757 du.

ii) Falls o € (0,1), so gilt
ox(t) =1—c|t|*+0(t), t—0,

wobei ¢ = [ 1‘;|‘i(fa“du.
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ii1) Falls o =1, so gilt
bx(t) =1 +imt —c|t| + O(t?), t—0,

wobei m = |, ap(a)de und ¢ = f, 555 du,

T
1
pd:v:/ pdx—i—/ —dz,
/R —r |z|>r |x|1+a
|
<o

weswegen Px wohldefiniert ist.

Beweis. Fiir o > 0 ist

(i) Sei o € (1,2). Es gilt [, |z[p(x)dz < co, wonach m = E[X] < co wohldefiniert ist. Es gilt
ox(t) —1—imt = /(eim — 1 —itx)p(x)dx
R

:/‘R(eﬂfm_1_Zt$)’x1+adx+/R(eth‘_1_th |:p x‘1+a:| dx

=R

Dabei ist das erste Integral wohldefiniert, da e®* —1—itx = O((tx)?) fiir * — 0 und e* —1—itx =
O(tx) fiir © — oco. Daher gilt mit u = |t|z

U
—1
:tlo‘/edu—i—R
R

1 [ —1—iute ™ —1+iu
= t]O‘Z/ |u|1+°‘ du+ R
cos( ) —

WV
=—c

Desweiteren gilt fiir R

a V( -1t [oo) e

S CtQ |:7"2/ pda:—i—/ $2|x‘1+adf13:| S CtZ
R -r

(43) und (i7i) Ubung. O
Satz 7.6 (zentrale Grenzwertsatz fiir heavy tails). Sei (X)), eine Folge von unabhdngigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen mit X1 ~ pL, wobei p(x) = mﬁvm > r. Sei S, =
> X
i) Falls a € (1,2), so gilt
Sn—nE[X1] D
B g,

wobei ¢z (1) = =" und ¢ = [ {7 du.
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ii) Falls o € (0,1), so gilt
Sn D

i = 7~ Vac,
wobei ¢z (t) = et
it1) Falls o =1, so gilt
Sn_# Bz~ v1,c = Cauchy(c),
wobei m = " xp(x)dr und c = [, 1_‘zfgsudu.

Beweis.
(i) Es gilt mit p = E[X/]

t n
ng;zl—/'gH (t) - ¢X1—,u (nl/a>

_ |t|°‘ t2 n
= <1 — CT + O n2/04

_ 6n ln(l—c#—i—()(n;ja ))

— et

(4i) und (i77) Ubung.
0

[22: 09.01.2026]
[23: 13.01.2026]

8 Markov Prozesse

8.1 Definition: zeitlich homogene Markov-Ketten

Erinnerung: die einfache Irrfahrt auf Z ist die Folge n — S,, wobei S,, = 2?21 X; und (Xj)jen
eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit Px, = pd; + (1 — p)d_; (siehe
Def. . S, beschreibt die Position des Fahrers an der Zeit n.

Allgemein nehmen die mogliche Zeiten Werte in einer Indexmenge I (abzéhlbar oder iiberabzéhl-
bar) und die Position des Fahrers liegt in einer Menge S, die Zustandsraum genannt wird.

In dieser Vorlesung werden wir nur diskrete Markov Prozesse mit Indexmenge I = Ny betrachten.

Definition 8.1. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und S ein topologischer Raum.
Eine Funktion X : Q — SN0 die F — ®pen,B(S) —messbar ist, heif$it stochastischer Prozess mit
Zustandsraum S und Indexmenge Ny.

Wir schreiben auch X = (Xp)nen,-
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Bemerkung. Ein stochastischer Prozess mit Zustandsraum S und Indexmenge Ny ist auch
eine Folge von Zufallsvariablen X = (X;,)neng, Xn: @ — S.

Definition 8.2. Sei X: Q — SNo ein stochastischer Prozess mit endlichem Zustandsraum S.

(i) X heifst Markov-Kette, fallsVn € No, xq,...,xz, € S, sodass P (X,, = zp, ..., Xo =x0) >0
gilt

P(XnJrl = Tn+1 | Xn = Tny- .- ,Xo = SUQ) =P (XnJrl = Tn+1 | Xn = .Tn) . (81)
Diese Gleichung heifit Markov Eigenschaft.
(ii) Sei X eine Markov-Kette.

e Die Anfangsverteilung ist die Funktion mo: S — [0, 1] definiert durch
mo(z) = P(Xo = x).
e Firn > 0 und x € S, sodass P(X, = x) > 0, ist die Ubergangswahrschein-

lichkeit an der Zeit n die Funktion p,(z,-): S — [0,1] definiert durch p,(z,y) =
P(Xpt1=y| Xp=1).

Bemerkungen.

e m ist ein Vektor my € RS, sodass mo(z) € [0,1] Vo € S und Y, g mo(z) = 1.
e Falls P(X,, = 2) > 0, dann ist p,(z,y) € [0,1] Vy € Sund > g pn(z,y) = 1.

e Falls P(X,, = z) = 0, dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P (X,,11 =y | X, = )
nicht definiert.

In diesem Fall kénnen wie eine Funktion py(z, -): S — [0, 1] frei wéhlen, sodass ), c s pn(z,y) =
1 gilt.

Die so konstruierte Matrix p,, € [0,1]°* hei$t Ubergangsmatriz an der Zeit n.

e Eine Matrix M € RNXN heifit stochastisch, falls M;; € [0,1) Vi,j = 1,...,N und
Z;.V:l M;; =1Vi=1,...,N gilt. Die Ubergangsmatrix ist also immer eine stochastische
Matrix.

e Sei M € [0,1]V*N eine stochastische Matrix. Dann gilt (Ubung)

Mly = 1y, wobei 14 == (1,...,1). (8.2)

e Die Anfangsverteilung einer Markov-Kette ist eindeutig bestimmt. Die Ubergangsmatrix
hingegen ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Satz 8.3. Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und S eine endliche Menge.

(i) Sei X: Q — SN0 eine Markov-Kette mit Anfangsverteilung o und Ubergangsmatrizen
(Pn)neny- Dann ist die Verteilung von X eindeutig durch o und (pp)nen, bestimmit.

Insbesondere gilt Yn > 0 und xg, -+ ,x, € S

P (Xn =Tn,-.- ,Xo = .TU0> = ’R’o(xo)po(wo, 1'1) < -pn_l(xn_l, xn) (8.3)
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(ii) Seimy: S —[0,1], sodass Y, .qgmo(x) =1, und sei (pp)nen, eine Folge von stochastischen
Matrizen p, € [0,1]5*5. Dann existiert eine Markov-Kette X : Q — SN0 mit Anfangsver-
teilung mo und Ubergangsmatrizen (pp)nen, -

Beweis.

(i) Die Zylindermengen sind ein durchschnitt-stabiles Mengensystem, das ®yen,B(S) erzeugt.
Nach Satz [I.10] geniigt es also zu zeigen, dass ¥n > 0 und g --- ,z, € S die Wahrscheinlich-
keit P (X,, = n, ..., Xo = 20) eindeutig durch 7o und die Ubergangsmatrizen (py,)}, bestimmt
wird.

Wir werden ({8.3) durch Induktion in n beweisen.
Fiir n = 0 gilt P(Xy = z¢) = mo(x0).
Fiir n = 1 und mo(x0) = P(Xo = x¢) >0 gilt

P(X) =21, X0 = x0) = P(X1 = 21| X0 = 20)P(Xo = x0) = po(x0, x1)m0(20).
Fiir n =1 und mp(xg) = P(Xog = x0) = 0 gilt
P(X) = x1, X0 = x0) = 0 = po(z0,21)0 = po(x0, x1)m0(T0).
Wir nehmen jetzt P({X; = xj}?zl) = mo(x0)po(xo, 1) -+ * Pn—1(Tn-1,n) Vro,...,x, € S an.
Falls P <{Xj = »’Uj}?zl) > 0, dann gilt Va,11 € S,

P({X) = 2135 ) = P (Xwr = 2 | {XG = 210) P{X; = 25)0)
P(Xny1 = 2ng1 | X =25) P ({X] = 517]‘}?:1)

IH
= pn(Tn, Tn1)P ({X; = $j}?:1) = mo(zo)po(zo, 1) - Pr-1(Tn—1, Zn)Pn(Tn, Trni1)-

(73) Wir definieren P (X, = xy,..., X0 = z¢) via (8.3). Dann gilt P = Px fiir eine Markov-
Kette mit Anfangsverteilung mp und Ubergangsmatrizen (py,)n>0. Dies wird aber spéter in der
Vorlesung Stochastische Prozesse bewiesen. O

Bemerkung. Die Verteilung an der Zeit n ist definiert durch m,(z) := P(X,, = ). Aus (8.3)
folgt

mn(z) =P(Xn =2) = Z P(Xn =2, Xn-1=2p-1,..., X0 = 20)
20, Tn €S

= Z 70(20)po(T0, 1) -+ Pn—1(Tn—1,7) = (Topop1 - Pn_1) (). (8.4)

0y yTp—1ES

Definition 8.4. Eine Markov-Kette heift zeitlich homogen (oder hat stationire Ubergagns-
wahrscheinlichkeiten), falls die Ubergangsmatrizen nicht von der Zeit abhdingen.

Beispiel. Sei mp € [0,1]Y mit Z;VZI m(j) = 1, X = (Xp)nen, eine Familie unabhéngigen
identisch verteilten Zufallsvariablen mit Werte in {1,..., N} und X¢ ~ mp.

Dann ist X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix p € [0, 1]V definiert
durch

mo(1) mo(2) -+ mo(N)

mo(1) mo(2) -+ mo(N)
p= . .

mo(l) m(2) -+ me(N)
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Lemma 8.5. Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum S, Anfangsvertei-
lung mg und Ubergangsmatriz p. Dann ist die Verteilung an der Zeit n > 1 m, bestimmt durch

mt = whp™. (8.5)

Beweis. Folgt aus (8.4) mit p; =p Vj > 0. O

Bemerkung. Sei p eine stochastische Matrix. Dann ist die Matrix p” auch eine stochastische
Matrix, fiir alle n € N.

Beweis durch Induktion in n :

Fiir n = 1 ist die Aussage wahr. Wir nehmen an, dass p" auch eine stochastische Matrix ist.

Wir rechnen
P, y) = p(x, 2)p" (2, ).
z€S

Aus p(z,2) > 0 und p™(z,y) > 0 folgt, dass p"*1(x,y) > 0. Weiter gilt

S @ y) = Y p,2)p"(zy) =D D 0"(zy)| plzz) =) plx,z) =1L

yeS y,z€8 zeS |yeSs z€eS

n+1

Dabher ist p eine stochastische Matrix. O

8.2 Invariante Verteilungen und Ergodensatz

Definition 8.6. Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum S, Ubergangs-
matriz p. Fine Anfangsverteilung mg: S — [0, 1] heifft invariante Verteilung fir X, falls m, = mo
Vn > 1.

Lemma 8.7. Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum S und Ubergagns-
matriz p. Eine Anfangsverteilung mo: S — [0, 1] ist eine invariante Verteilung fir X genau dann
wenn,

op = mh, (8.6)
d.h. der Vektor my ist ein links-Figenvektor von p (dquivalent dazu ein rechts-FEigenvektor von
pt) zum Eigenwert 1.

Beweis. Aus (8.5) gilt 7, = wfp™ Vn > 1.
Die Verteilung 7 ist also invariant < whp" = 7, Vn > 1 & wfp = 7. O

Beispiel. Sei 7 € [0, 1]V mit Z;Vﬂ m0(7) =1, X = (Xy)nen, eine Familie von unabhéngigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen mit Werten in {1,..., N} und Xy ~ my. Dann ist mg eine
invariante Verteilung.

Satz 8.8. [Ezistenz und Eindeutigkeit/ Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zu-
standsraum S und Ubergangsmatriz p.

(i) Die Zahl 1 ist ein Eigenwert der Matriz p' und es gibt wenigstens einen Vektor p € [0,1]%,
sodass p'p = p und Y, o p(x) = 1. Weiter gilt fir alle Eigenwerte X € C\ {1} von p',
dass |\| < 1.

Insbesondere besizt X wenigstens eine invariante Verteilung.
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(ii) Falls 3k € N,, sodass p*(x,y) > 0 Va,y € S, dann ist 1 ein einfacher Eigenwert fiir pt und
es gibt einen Vektor p € (0,1]%, sodass p'p = p und Y ores i(x) = 1. Weiter gilt fir alle
Eigenwerte X € C\ {1} von pt, dass |\ < 1.

Insbesondere besizt X genau eine invariante Verteilung p. Dazu gilt p(z) > 0 Vo € S.

Um diese Resultat zu beweisen, brauchen wir die folgende zwei Versionen des Satzes von Perron-
Frobenius.

Satz 8.9. [Perron-Frobenius 1] Sei A € RN*N N > 1, eine Matriz mit A;; > 0Vi,j=1,...N.
Dann existiert ein Ao > 0, sodass

(i) Ao ist ein einfacher Eigenwert von A,
(ii) Jvg € RY, sodass Avg = Agvg und vo(5) >0Vj =1,...,N,
(iii) YA € C\ {\o} Eigenwert von A gilt |A| < Ao.
Beweis. Siehe z.B. die Vorlesungsnotizen von Prof. Bovier. O

[23: 13.01.2026]
[24: 16.01.2026]

Satz 8.10. [Perron-Frobenius 2] Sei A € RN*N_ N > 1, eine Matriz mit A;; > 0Vi,j =1,...N.
Sei

N
Ao =sup{ A>0| Fv e [0,1]V s.d. Zvj =1und (Av); > \v;Vj=1,...N
j=1

Dann gilt A\g > 0 und
(i) Ao ist ein Eigenwert von A,
(ii) vy € RN \ {0}, sodass Avg = Agvg und vo(j) >0Vj=1,...,N,
(iii) YA € C\ {\o} Eigenwert von A gilt |A| < Ao.
Beweis. Siehe z.B. die Vorlesungsnotizen von Prof. Bovier. O

Beweis von Satz[8.8. Tm Fall |S| = 1 gelten die Aussage automatisch (Ubung). Wir nehmen an
|S] > 1. mp ist eine invariante Verteilung genau dann, wenn p‘my = 7o (siche Lemma .

(i) Da p'(x,y) > 0 folgt, mit Satz dass A\g > 0 und v € [0,1]° existiert, sodass p'v = \gv
und ) gv(z) = 1. Weiter gilt: Fiir A € C\ {A\o} Eigenwert von p gilt |A| < Ag.

Es gentigt also zu zeigen, dass A\g = 1.

Aus (p'v)(z) = Aov(x) Yo € S und Y gv(x) = 1, folgt

S0 (@) =X Y v(z) = Xo.

TE€S €S

Wir rechnen, mit ) gv(z) =1und > _¢p(y,x) =1 (p ist eine stochastiche Matrix),

Ao =Y (o)) = D ply,x)ly) = [Zp(y,x)] v(y) =Y o(y) = 1.

€S T,yeS yeS LzesS yeSs
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(43) Aus (p*)t(y, ) = p¥(z,y) > 0 Va,y € S folgt, mit dem Satz dass Ao > 0 und vp € (0, 1]°
existieren, sodass (p*)'vg = Agvg und > zes vo(r) = 1. Weiter ist Ag ein einfacher Eigenwert von
(p¥)t und es gilt: Fiir A € C\ {\o} Eigenwert von (p¥)* gilt || < Ao.

Da p” eine stochastische Matrix ist (siche Bemerkung nach Lemma , gilt

Ao = Ao Zvo(ﬂf) = Z((pk)tvo)(fﬂ) = Z [Z(Pk)(yal“)] vo(y) = Zvo(y) = 1.

zeS zeS yeSsS LxeS yeS
Die Zahl 1 ist also ein einfacher Eigenwert fiir (p¥)¢, d.h.:
(PF)' =o' = v =awy fiir ein a € C\ {0}.

Sei v € R\ {0}. Falls p‘v = v, dann gilt (p*)*v = (p*)'v = v, und daher v = awy fiir ein o € C.
Die Zahl 1 ist also ein einfacher Eigenwert fiir p’.
Aus (i) existiert p = awp, sodass p'p = pund Y, ¢ pu(z) = 1. Wir rechnen

1 :Zu(x) :aZvo(:c) = q,

zeS zes

daher gilt u = vg. Insbesondere ist die invariante Verteilung u eindeutig und erfiillt p(x) > 0
Vr e S.

Sei jetzt A € C\ {1} Eigenwert von pt. Dann ist \¥ Eigenwert von (p')* und daher gilt || < 1.
Damit ist der Beweis beendet. O

Satz 8.11 (Ergodensatz). Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum S und
Ubergangsmatriz p, sodass ein k € N existiert mit p*(z,y) > 0 Va,y € S. Sei p die eindeutige
invariante Verteilung. Dann gilt

li =
S o = 1
fiir jede Anfangsverteilung mg.
Bemerkung. Markovketten, die eine einzige invariante Verteilung besitzen, gegen welche die

Verteilung 7, fiir jede Anfangsverteilung my konvergiert, nennt man auch ergodisch.

Beweis. Im Fall |S| = 1 gelten die Aussage automatisch (Ubung). Wir nehmen an |S| > 1

also S = {z1,...,2y}, mit N > 1. Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir hier S =
{1,...,N}.
Sei jetzt P, € [0,1]V*Y die Matrix definiert durch
p(l) pw2) f(N)
n(1)  p(2) 1(N)
P, =
n(1)  p(2) n(N)

Behauptung: Es gilt:

(a) P, ist eine stochastische Matrix. Auflerdem gilt Pﬁ = P, und Vv € CV mit Z;VZI v; =1,

vtPM =ul.
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(B) limpso0 [|(p™) — PLlop = 0, wobei

|Mllop = sup |Mv| VM € CV*V,

veCN, |v|=1

Konsequenz: Aus (b) folgt limy, oo p™(i,7) = Pu(i,7) Vi,j =1,..., N und daher

nh_)rrgown(z) = nh_}n;o mp™) ZT(Q hm p (4,7) Zﬂ'o = (mpP) (1) = u(d).

Beweis der Behauptung:
(a) P, ist eine stochastiche Matrix, da P,(i,j) = p(j) > 0 und Zjvzl P,(i,j) = Zjvzl wu(y) = 1.
Weiter gilt

P2(i,j) ZP i, k) Pu(k,j) = Y p(k)u(j) = p(j) = Pali,j)

und (v'P,); = Zf\;l vip(j) = p(j) Yo mit Ej vj = 1.

(b) Sei A := p'. Da 1 ein einfacher Eigenwert fiir A ist und |A\| < 1 fiir alle andere Eigenwerte,
existiert eine invertierbare Matrix U € CN*V | sodass A = UA ;U wobei

1 0
1=(o o)
und @ eine blockdiagonale Matrix ist (die Jordan-Normalform). Jeder Block B in @ ist entweder
diagonal B = Ald, oder der Form

A1 00 0
0 A 10 0
00 A1 0

0 )
: 1
0 0 0 0 A

wobei A # 1 ein Eigenwert von A ist und daher |\| < 1. Wir schreiben

(1 0\, 0 0\, 1
A_U<O O)U +U<0 Q)U = Ag + A

Es gilt Ag = P! und AgA; = 0 = A; Ay (Ubung). Daraus folgt, mit (P})? = P!,
(p")" = A" = (Ao + A))" = A + AT = P\ + AT
Unser Ziel ist also, zu beweisen, dass lim, . || A7 ||op = 0.

[24: 16.01.2026]
[25: 20.01.2026]

A € C ist ein Eigenwert von A; < det(A; —ANldy) =0 A-det(Q — ANldy_1) =0 A =0
oder \ ist ein Eigenwert von p' mit A # 1. Daher gilt

r = sup{|A| € C | X Eigenwert von A;} < 1.
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Insbesondere 30 < € < 1,, sodass 7 + € < 1. Es gilt (Beweis unten)

1
limsup || ATy = 7. (8.7)

n—o0

1
Daher Jng € N, sodass Vn > ng gilt ||AT || < 7+ ¢ < 1 und daher auch
[ATllop < (7 +€)" —nso0 0.

Daraus folgt, dass lim,_,« ||A}||op = 0 und damit ist die Behauptung bewiesen.

Um (8.7) zu beweisen, zeigen wir zwei Ungleichungen.
Es gilt

1 n
AT [|6p = ( C]SVUI|) ‘ |A7fv|> > A VA Eigenwert von A;
(IS , v|=1

1 1
und daher ||A}||& > r Vn € N. Daraus folgt die untere Schranke limsup,,_, ||AT|& > 7. Wir

1
zeigen jetzt die obere Schranke limsup,, . [|A}||ep < r. Wir zerlegen jeden Jordanblock in @
wie folgt:

A1 00 0 01 00 0
0O A 10 0 0010 0
0 0 X1 0 00 0 1 0

0 = Ad + 0
: 1 1
0O 0 00 A 00 0 0 0

Daraus folgt
0 0
(0 Q) =(D+N)

wobei D diagonal und N nilpotent ist (d.h. 3k € N mit N*+1 = 0). Weiter gilt DN = ND
(Ubung). Wir rechnen, mit N*+1 =0,

n

k
=UD+N"U=U |3 <”> DN | U =U |} <”> D'INI| UL, Wn >k
: J : J

Die Norm || - [[op erfiillt |My + Mallop < [[Millop + [|[Mallop und || M1 Mallep < || Mil|opl| Mzl[op
VMq, My € CN*N_ Wir rechnen also, zusammen mit

<n><n]< ’“v <k, |D| d Z T >0
= j =T, patl > -5 — € T = U,
J ]' ] P ]' ]l
" /n o k
1A lop < 11U llop || < .>D"_]N” 1T lop < 1T lop T Hlop > ( )llDl 7|INI2
-1\ 1 J
j= op Jj=
k .
_ 1 [|IN J B IN lop
< N1l Z i <r|rp”op> < (UllopllU lop e TPTer
=/ op
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Die gesuchte Ungleichung folgt aus

. 1 kon HgHop n
Tim (Ul U el )™ = v

8.3 Irreduzible Markov-Ketten

Wir fragen uns, wann p*(z,y) > 0 Va,y € S gilt. Dafiir brauchen wir eine Darstellung durch
gerichtete Graphen.

Definition 8.12. Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum S und Uber-
gangsmatriz p. Sei Gx = (S, E) der gerichtete Graph mit Knotenmenge S und Kantenmenge
E C S xS, wobei e = (x,y) € E genau dann, wenn p(z,y) > 0.

(i) Sei xz,y € S. Ein Pfad auf G von x nach y ist eine Familie von Kanten v = (e1,...,€p)
wobei ej = (T5,y;), 1 =2, Yyn =y und y; = 41 Vj =1,...,n— 1. Wir nennen I'y, die
Menge aller Pfade auf G von x nach y. Wir schreiben |y| = n fiir die Linge von .

(ii) Wir sagen, dass zwei unterschiedliche Knoten x # y € S ’kommunizieren’, x ~ y, falls
Lyy # @ und T'yy # @ (d.h., es gibt einen Pfad auf G von x nach y und einen Pfad auf G
von y nach x).

Wir sagen, dass x immer mit sich selbst kommuniziert, x ~ x.

Lemma 8.13. ~ definiert eine Aquivalenzrelazion auf S.
Beweis. Ubung. O

Definition 8.14. Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum S und Uber-
gangsmatrix p.

(i) Die Aquivalenzklassen von (S,~) heifen kommunizierende Klassen (oder Klassen).

(ii) Die Markov-Kette X heifft irreduzibel, falls S nur eine Klasse besitzt.
Beispiel 1 Sei S = {1,2,3} und

p:

[« NI
O NN =

1

Dann ist Gx nicht zusammenhéngend und es gibt zwei Klassen {1,2},{3}. X ist also nicht
irreduzibel.

Beispiel 2 Sei S = {1,2,3} und

010
1 1
= (L L o
! i1
2 2

Dann ist Gx zusammenhéngend aber es gibt zwei Klassen {1, 2}, {3}. X ist also nicht irreduzibel.
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Beispiel 2 Sei S = {1,2,3} und

010
0 01
1 00

Dann ist Gx zusammenhéngend und es gibt nur eine Klasse {1,2,3}. X ist also irreduzibel.

p:

Lemma 8.15. Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum S und Ubergangs-
matriz p.

(i) Seix,y € S und k € N. Es gilt
P(x,y) >0 < Iy €Ty, mit |y| = k.

(ii) Seix #y € S. Dann gilt
T~y & Tk=kyy k' = k;x €N, sodass p*(z,y) > 0 und pkl(y,aﬁ) > 0.

(iii) X ist irreduzibel < Va,y € S Ik = kyy € N, sodass p*(z,y) > 0.
Beweis. Im Fall |S| =1 gelten die Aussagen trivial. Wir nehmen jetzt an |[S| > 1.

(7) Wir rechnen

PPy = > plao,z)pl@r,ze) - p(zn-1,y)

Z1,0Tp—1E€S
= Z Hp(xea ye) >0
’YEFI‘U’Wl:k ecy
&3y € T'yy mit |y = k.

(it) Seiz #y. Esgilt t ~y & Iy elyy,v €lys & p(z,5) > 0 und pw‘(y,x) > 0.

(7i1) = Sei X irreduzibel. Dann gilt z ~ y Vz,y € S.
Aus (i1) folgt, dass fiir Vo # y Ik, k' € N, sodass p*(z,y) > 0 und p¥ (y, z) > 0. Weiter gilt
P (0, 2) = (0 ) (1) = 3 (@, 200 () 2 0 ) (9,) > 0
z€S
und

PP () = PN wy) =D 0 (1 2)pb (2, 2) = pM (1, 2)pF (2 y) > 0.
z€eS

(i4i) < Wir nehmen an Vr,y € S 3k = kyy € N, sodass p*(z,y) > 0. Daher gilt, mit (i),
Ve #y € ST,y # 9 und I'y, # 9 d.h. x ~ y. Also ist X irreduzibel.
O

Oben ist die Potenz k = k;, von z,y abhéngig. Wir suchen aber ein Kriterium, um die Existenz
einer Potenz k unabhéngig von x,y zu garantieren. Dafiir brauchen wir folgende Definition.

Definition 8.16. Sei X eine zeitlich homogene und irreduzibel Markov-Kette mit Zustandsraum
S und Ubergangsmatriz p.
Firx e S sei

d(x) == ggT{n € N| p"(z,z) > 0}.

(i) Der Zustand x heifit aperiodisch, falls d(x) = 1.
(ii) Die Markov-Kette X heiffit aperiodisch, falls d(x) =1 Vx € S.
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Bemerkung X ist irreduzibel und daher ist die Menge {n € N| p"(x,z) > 0} nicht leer.

Lemma 8.17. Sei X eine zeitlich homogene und irreduzible Markov-Kette mit Zustandsraum
S und Ubergangsmatriz p.

(i) Seix #y € S. Falls x ~ y, dann gilt d(x) = d(y).
(i) Yo € S Im = m, € N, sodass p"®) (z,2) > 0 Yn > my.

Beweis. Im Fall |S| =1 gelten die Aussagen trivial. Wir nehmen jetzt an |[S| > 1.

(i) Sei x # y € S mit © ~ y. Aus Lemma folgt, dass k, k', 1 € N existieren sodass p*(z,y) > 0
und p¥' (y, ) > 0 und p(x, z) > 0. Wir rechnen

Py = > " (2P (2, ) (2 y) = P (v, 2)p! (@, 2)pF (2 y) > 0,

zz'eS
) = 3P (e, 0) > P, o)l (a,2) > 0,
z€S
PPy y) = Y (2™ (2 2 () = P (v, 2)p™ (a, 2)p" (2, y) > 0.
zz'€S

Dann teilt d(y) k + &' + 1 und k + k' + 2. Daher teilt d(y) auch I VI € N, sodass p'(z,z) > 0.
Aus der Definition von d(x) folgt d(y) < d(z). Da wir das Argument auch umdrehen kénnen,
folgt genauso gut, dass d(z) < d(y) und mithin die Behauptung.

(77) siehe zB. das Skript von Prof. Bovier.

Beispiel Sei S ={1,2,...,6} und

SO~ O OO
— O O O O
eoNeoNoNel ™
OO O = OO
O OO O o
o= OO OO

Dann ist X irreduzibel. Weiter gilt pl(l, 1) > 0 genau dann, wenn [ = n14 + n26 ny1,ne € N und
daher d(1) = 2 und m; = 2, aber p?(1,1) = 0.
[25: 20.01.2026]
[26: 23.01.2026]

Bemerkung Falls p(x,z) > 0, dann gilt d(z) =1 und p"(x,z) > 0 Vn € N.
Falls X irreduzibel ist und p(z,z) > 0 Vo € S gilt, dann ist X auch aperiodisch.

Lemma 8.18. Sei X eine zeitlich homogene, irreduzible und aperiodische Markov-Kette mit
Zustandsraum S und Ubergangsmatriz p.
Dann 3k € N, sodass p*(z,y) > 0 Y,y € S.
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Beweis. Da X aperiodisch ist, gilt Vo € S 3m, € N, sodass p"(z,z) > 0 Vn > m, (siche Lemma
8.17(i7)). Wir definieren

m = max my.
zeS

Aus |S| < oo folgt, dass m € N wohldefiniert ist.
Da X irreduzibel ist, existiert Vo # y € S kyy € N, sodass p*=¥ (z,y) > 0. Wir definieren

m = max Kkgy.
T£YyeSs Y

Aus |S] < oo folgt, dass m € N wohldefiniert ist. Sei jetzt
k =m+ m.

Wir zeigen, dass p*(z,y) > 0 Vz,y € S.
Falls « # y gilt
p*(x,y) = (Frpt R (@, y) > ptor (@, y)ph e (y, y).
Aus k — kyy > m > my, folgt pF~Fev(y,y) > 0 und daher p¥(z,y) > 0. Falls z = y, gilt
k > m > m, und daher
p*(z,z) > 0.

O
Bemerkung X irreduzibel und aperiodisch = Jk € N, sodass pk(:c,y) >0 Ve,y € S = 3!

invariante Verteilung p und X ist ergodisch m, — u.
Falls X nicht aperiodisch ist, dann konvergiert m, im Allgemeinen nicht gegen u.

(0 1
P=11 0/
Dann ist X irreduzibel. Weiter gilt

om _ (10 omt1 _ (01

Also gilt d(1) = d(2) = 2 und X ist nicht aperiodisch. Die Matrix besitzt genau eine invariante
Verteilung (Ubung)

Beispiel Sei S = {1,2} und

und es gilt pu(z) = 5 > 0 Vo € S. Die Folge p" hat aber kein Grenzwert, also ist X nicht
ergodisch.

Irreduzibilitat garantiert Eindeutigkeit der invarianten Verteilung auch ohne Aperiodizitit.

Satz 8.19. Sei X eine zeitlich homogene und irreduzible Markov-Kette mit Zustandsraum S
und Ubergangsmatrix p.
Dann besizt X genau eine invariante Verteilung p. Dazu gilt u(x) > 0 Vo € S.

Beweis. Fiir 0 < € < 1 betrachten wir die Markov-Kette X, mit Zustandsraum S und Uber-
gangsmatrix p. definiert durch
pe = eld 4 (1 —&)p.

Es gilt
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o p(z,x) =ec+ (1 —¢)p(zx,z) >0Vr €S,
* pe(z,y) = (1 —¢e)p(a,y) 20 Vr £y €S,
o > pe(ry)=ec+(1—¢g) ), play)=c+(l—-¢)=1

Daher ist p. eine stochastische Matrix mit p.(z,z) > 0 Vo € S.

Weiter gilt p(x,y) > 0 = p:(x,y) > 0 und daher ist die Markov-Kette X, irreduzibel.

Daraus folgt, mit p.(z,z) > 0, dass X. eine aperiodische irreduzibel Markov-Kette ist und daher
besitzt X. genau eine invariante Verteilung pu.. Dazu gilt u.(z) > 0 Va € S. Sei jetzt p eine
invariante Verteilung fiir X. Wir rechnen

pp=p & I-eup=>01-ep' & ep'+ (1 —e)u'p=cp'+ (1 —e)u' = 4’
& ppe=pt & p=pe.

Daraus folgt 4 = p. V < € < 1. Insbesondere ist p. unabhéngig von . Die invariante Verteilung
 ist also eindeutig und erfiillt pu(z) > 0 Va € S. O

8.4 Wesentliche und unwesentliche Klassen

Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix p. Wir
haben bis jetzt folgende Resultaten bewiesen:

(A) 3 wenigstens eine invariante Verteilung .
(B) Falls X irreduzibel ist, dann ist die invariante Verteilung eindeutig und u(x) > 0 Vx € S.

(C) Falls X irreduzibel und aperiodisch ist, dann ist X auch ergodisch lim, o 75 = f.

Falls X nicht irreduzibel ist, gibt es mehrere invariante Verteilungen. Um diese zu klassifizieren
brauchen wir folgende Definition.

Definition 8.20. Sei X eine zeitlich homogene nicht irreduzible Markov-Kette mit Zustands-
raum S und Ubergangsmatriz p. Seien {C’j}é\f:l die Aquivalenzklassen von S, d.h., S = Ujvzl Cj.
Da X nicht irreduzibel ist, gilt N > 2.

(1) Die Klasse C; heifit wesentlich, falls T'y, = @ Vo € Cj,y &€ C; (d.h., es gibt keinen Pfad
von Cj nach C5.)

(11) Die Klasse C; heifst unwesentlich, falls sie nicht wesentlich ist.
Bemerkung Im Fall endlichen Zustandsraums kénnen wir wesentliche Klassen auch als re-
kurrent, unwesentliche als transient bezeichnen. Im Fall von unendlichem Zustandsraum (den

Fall haben wir aber nicht betrachtet) sind diese Begriffe aber zu unterscheiden.

Beispiel Sei S ={1,2,3}

01 0
2 2 0

Es gibt zwei Klassen C; = {1,2},Cy = {3}. Die Klasse C; ist wesentlich, die Klasse Cs ist
unwesentlich.
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Satz 8.21. Sei X eine zeitlich homogene, nicht irreduzible Markov-Kette mit Zustandsraum S
und Ubergangsmatriz p. Seien {Cj}é\f:l die wesentlichen Aquivalenzklassen von S und {Dj}j»v:ll

die unwesentlichen Aquivalenzklassen von S, d.h., S = (Ujvzl Cj) U(Uj\/:/1 D;).
(i) Sei C = U;\le Cj und D = U;V:/I D;. DannVx € D 3y € C sodass I'y, # .

(it) Es gibt fir jedes j = 1,...,N genau eine invariante Verteilungen i, sodass pj(x) > 0
sz € Cj (d.h., p; hat Trager auf C;).

(iii) Falls p eine invariante Verteilung ist, dann gibt es eine Konvexkombination a1, ...,an €
[0, 1], sodass Z;Vﬂ a; =1 und

N
p= .
=1

[26: 23.01.2026]
[27: 27.01.2026]

Beweis.
(i) | Dieser Teil wurde nicht in der Vorlesung besprochen.

Sei € D;. Die Klasse D ist unwesentlich, also Jy; ¢ Di, sodass I'y,, # @. Falls y; € C, sind wir
fertig. Falls y1 ¢ C, gilt y1 € Dy, mit I; # 1. Die Klasse Dy, ist unwesentlich, also Jyo ¢ Dy, , sodass
L'y y, # @. Der Knoten y, darf nicht in D, liegen, sonst wére Dy U Dy, eine Aquivalenzklasse, daher gilt

Y2 € CU (Ujx14, Dj)- Falls yo € C, sind wir fertig. Sonst gilt y» € Dy, mit l» # 1,1;. Wir wiederholen

dies endlich oft (da nur endlich viele Aquivalenzklassen existieren), bis wir einen Punkt in C' finden.

(41) Sei p; € [0,1]9%% definiert durch p;(z,y) = p(x,y) Va,y € C;. Wir zeigen, dass p; eine stochastische
Matrix ist: Da C; eine wesentliche Klasse ist, gilt p(z,y) = 0 Vo € C;,y ¢ C; und daher, fiir alle z € C;

1= Zp(xay) = Z p(x,y) = Z pj(ar,y).

yeS yeCj yeCj

Sei jetzt X U) eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum C; und Ubergangsmatrix p;- Diese
Markov-Kette ist irreduzibel. Aus dem Satz folgt, dass 3! ji; € [0,1]%, sodass >owec, Hi(x) =1,

fij(x) >0 Vz € Cj und filp = ;. Wir definieren

pi(z) = {gj(x) i Z gj

Dann gilt 11;(z) > 0 und 3, o 11j(2) = 3=, cc, Ay () = 1. Wir zeigen, dass pip = pj.
Falls x ¢ C}, rechnen wir

(hp)(@) = > Iy, x) = > i )p(y, #) = 0 = p;(),

yeS yeCj

da p(y,z) =0 Vy € Cj,z ¢ C;. Falls z € C}, rechnen wir

(i) (@) = > Iy x) = D i )ps(y, ) = fi(x) = p(x).

yeSs yeCy

pt; ist also eine invariante Verteilung fiir X mit Tréger auf C;.
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Wir zeigen, dass u; die einzige invariante Verteilung fir X mit Tréger auf C; ist. Sei p eine invariante
Verteilung fiir X mit Tréger auf C;, d.h. p(z) >0 < z € Cj.
Wir rechnen, >, o u(®) =3 cc, p(@) =1 und, fiir z € Cj,

px) = wiWpy,x) = > wipy.2) = > ujw)p;(y, ).

yes yeCj yeCy

pc; ist also eine invariante Verteilung fiir X () und daher (die invariante Verteilung fiir X () ist eindeutig)
wic, = fy- Es folgt p = py;.

(4i1) Sei pu € [0,1]° eine invariante Verteilung fiir X.

Wir zeigen dass p(z) =0 Ve € D = Ufil D;. Durch Widerspruch, sei zp € D; mit p(zo) > 0. Da D;
unwesentlich ist, folgt aus (i), dass yp € C und k = k,, € N existieren, sodass p*(z¢,y0) > 0. Da u eine
invariante Verteilung gilt auch pp* = pt. Wir rechnen Vy € D

py) = p@)p(@,y) =Y p@)pk(e,y).

€S z€D

Die zweite Gleichung gilt, weil p*(z,y) = 0 Vo € C,y € D. Daher

0< > uly)=> w@)d_ .y

yeD yeD yeD

Wir rechnen, fiir x = zg,

Zpk(‘r()vy) =1- Zpk(xo,y) < 1 _pk(anyO) <L
yeD yeC

Fiir alle anderen x € D gilt Zyerk(:c, y) < 1. Daher

0< > uly)=> w@)D_ .yl <D wa).

yeD yeD yeD yeD

Das ergibt den gesuchten Widerspruch.
Sei jetzt y € C;. Wir rechnen, mit p(z) =0 Vo € D,

ply) = w@p@,y) =Y pw@)p(z,y) = Y p@pi(y) + > Y p@)pl,y) =Y w@)p;(,y).

€S zeC zeCy J'#jxzeCy zeCy

Die letzte Gleichung gilt, weil p(z,y) = 0 Vx € Cjr,y & Cjr. pyc, ist also ein links-Eigenvektor fiir p; und
daher p o, = ajjij, mit o = ercj w(x). Daher gilt

N
pa) = ().
j=1
Weiter gilt

N
1= Z,u(x) :Zaj.

zeS

107 [9. FEBRUAR 2026



8.5 Markov Eigenschaft

Sei X eine Markov-Kette mit Zustandsraum S, Anfangsverteilung 79 und Ubergangsmatrizen
(Pn)nen,- Falls P(X,, = zp, ..., Xo = z9) > 0, gilt die Markov Eigenschaft (siehe (8.1)))

P(Xpt1 =@ng1 | Xn=2pn,..., Xo=20) =P (Xpnt1 =2pnt1 | Xn =2n).
Lemma 8.22. Sei X eine Markov-Kette mit Zustandsraum S, Anfangsverteilung mo und Uber-
gangsmatrizen (pp)nen,. Wir nehmen P (X, = xn, ..., Xo = z9) > 0 an. Folgendes gilt:
(i) Yk > 1,2p41,...,Zpyk € S gilt
P(Xny1 = Tna1,- - Xtk = Ty ’ Xn = Zn,...,Xo = w0)
=P (Xnt1 = Tng1 - Xngk = Tngk | Xnn = 2p)
= pn(ajna zn+1)pn+1(£n+1a mn+2) T pn—l—k—l(ajn—&—k—la :En+k)~
Insbesondere gilt Vk > 1,Zp, ..., Tpek €5

k

P (Xn =Ty, Xptk = wn+k) = Wn(-xn) Hpn+j—1(xn+j—17 xn+j)-
j=1

(ii) Yk > 1, f: S¥1 = R messbar gilt
Elf(Xn,. -, Xntk) | Xn=2n,.... Xo=20) =E[f(Xn,..., Xntk) | Xn = 4]
wobei, fir F': 0 — R messbar und integrierbar und A € F, definieren wir

E[F14]
E[14]

E[F|A] =

Beweis.

(i) Ubung
(73) Wir rechnen
E[f(Xn, . aXn—l—k) | Xn = $n,...,X0 = 170]

= Z f(xn;xn—l-la-'-7xn+k)]P)(Xn+1 = xn+1---7Xn+k = $n+k ‘ Xn = xn,...,XO :$0)
xn+1,...,wn+k65

= Z f(xnv LTn+1,--- ’$n+k)]P> (Xn-‘,-l =Tntl-- s Xntk = Tntk | Xn = fl:n)
zn+17-~~7wn+kes

=E[f(Xn, s Xog) | Xn = z0].
O

Lemma 8.23. Sei X eine Markov-Kette mit Zustandsraum S, Anfangsverteilung mo und Uber-
gangsmatrizen (pp)nen,- Folgendes gilt:

(i) Seik > 1, und f: S+ — R messbar. Dann gilt ¥Ym > 1
E[f (X, Ximsr)] =E™ [f(X0, .- X3)] (8.8)

wobei E™ ist der Erwartungswert beziiglich einer Markov-Kette mit Zustandsraum S, An-
fangsverteilung m(, == 7, und Ubergangsmatrizen pl, == ppiym,n > 0.

Fiir alle x € S, sodass P(X,,, = x) > 0, gilt
E[f(Xms oo, Xongr) | X =] = E™ [f(X), ..., X)X = 2] (8.9)
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(i5) Vf: SN0 — [0,00) messbar, gilt
E[f(Xm, Xmt1,--- )] = E™ [f(X), X1,...)]. (8.10)
Fiir alle x € S, sodass P(X,,, = x) > 0, gilt

E[f(Xm: Xmtts---) | Xon = 2] =E™ [f(X(, X1,...)| X =1] . (8.11)

Beweis.

(7) Um (8.8)) zu beweisen, rechnen wir

Elf(Xmy s Xmpe)] = D F@mre ey Zongt)P (X = Zons s Xk = k)

Ty s+ K ES

E

= Z f(mma merk 7Tm ITm Hpn—l—j 1 xn—i—] 17xn+j)

Im7~"7x7n+k€S Jj=1

=

= > f@me Tk (@m) [ [ P2 @ngio1s Tngs)

xm7""zm+kes Jj=1
=E" [f(X0,--.. Xp)] -
Der Beweis fiir ist analog.

(7i) Aus (i), folgt dass (8.10) gilt Vf =14 mit A € C Zylindermenge.
Wir zeigen jetzt, dass (8.10) gilt fiir alle f = 14 mit A € B(S)No. Wir betrachten das Mengen-

system
D= {A e B(S)N | (8.10) gilt fiir f =14}.

Insbesondere gilt C C D. D ist ein Dynkin-System (Ubung). Es folgt, da C N—stabil ist und
o(C) = B(S)N, dass D = B(S)No
Die Aussage fiir messbare nicht-negative Funktionen folgt durch mafitheoretische Induktion.

(8.11)) wird analog bewiesen.
O

Wir sind jetzt bereit die Markov-Eigenschaft allgemein anzugeben.

Satz 8.24 (Markov-Eigenschaft (Version 1)). Sei X eine Markov-Kette mit Zustandsraum S,
Anfangsverteilung mo und Ubergangsmatrizen (pp)nen,. Folgendes gilt:

(i) Fiirm >0 und k > 1 seien f: S™ — R und g: S¥*' — R messbare Funktionen.

Dann gilt

E[f(X0s- s Xm)9(Xoms - o> Xonin)] = E[f(Xo,- -+, Xon) BT [g(X0, .., X}) | X = Xn]]

(ii) Fiir m >0 seien f: S™1 —[0,00) und g: SN0 — [0, 00) messbare Funktionen.

Dann gilt

E[f(Xo,- -, Xm)9(Xm, Xint1, - )| =E [f(Xo, ..., Xm) E™ [9(X0, X5,...) | Xo=Xm]]
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Beweis.
(i) Wir rechnen mit E™ [g(X{, ..., Xp)| X = Tm] = h(xm)

E [f(Xo, e ,Xm)g<Xm, Xm+1a e )]

= > f@mr Tmgk) B9 X, X)) [ Xo = 20, .+, Xon = ] P(Xo =10,..., Xpm =

0y s Tm ES

= > f@mr Tmgk) B9 Ky X)) [ Xon = ] P(Xo =20, , Xin = Tn)

Ty, Tm ES

= Y f@meo Tmgr) BT [g(XG, - X)X = 2] P(Xo =10, ., Xon = T)

L0y, TmES

= Z f(@m, -y ek h(2m) P(Xo =z, ..., Xon = @)

L0,y TmES

=E[f(Xns- s Xnsr)h(Xi)] = E [f(Xo, ..., Xin) E™ [9(Xp, ..., X7) | Xg = X]] -

(4i) Ubung.

8.6 Starke Markov Eigenschaft

Wir formulieren jetzt die Markov Eigenschaft fiir zufillige Zeit m.
In diesem Abschnitt betrachten wir nur zeitlich homogene Markov-Ketten mit Angangsverteilung
mo = 0, fiir ein & € S. Die zugehorige Wahrscheinlichkeit/Erwartungswert werden mit Py, E,
notiert. Insbesondere gilt

Ee[f(X)] Xo = 2] = Ee[f(X)].

Erinnerung: Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

e Sei f: Q2 — R eine Funktion. Die aus f erzeugte o—Algebra ist o(f) = f~1(B(R)).
f ist F — B(R)—messbar < o(f) C F.

e Sei X: Q — SNo messbar. Dann ist die Funktion (Xo,..., X,): © — S™*! auch messbar.

Die Information, die iiber einen stochastischen Prozess (X, )nen, bis zur Zeit n vorliegt, wird
beschrieben durch die o—Algebra

Fn=0(Xo,..., Xn).
Damit kénnen wir die Markov-Eigenschaft ein bisschen abstrakter formulieren.

Satz 8.25 (Markov-Eigenschaft (Version 2)). Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit
Zustandsraum S, Anfangsverteilung mg = 0z, x € S und Ubergangsmatrixz p. Fir m € Ny
definieren wir den Shiftoperator O, : SN0 — SNo durch

Om (X0, X1,...) = (Xom, X 1. .. ).

Seien f: SNo — [0,00) und g: SN — [0, 00) messbare Funktionen.
Falls w — f(X(w)) Fn — B(R)—messbar ist, gilt

Eq [f(X)g(0m(X))] = Es [f(X) Ex,, [9(X")]]
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Beweis.

Aus w— f(X(w)) Fn — B(R)—messbar folgt, dass f(X) = F(Xo,...,X,). Wir rechnen

E; [f(X)g(0m(X))] = Ex [F(Xo, - - s Xin)9(Xom, Xint1, - )]
=E, [F(Xo,..., Xn)E™ [g(X")| X{ = Xn]]
=E, [F(Xo, .. ,Xm>E[ (X")| X§ = Xom)]
=E, [F(Xo,...,Xn)Ex,, [9(X")]],

wobei E™ = E, weil die Markov-Kette zeitliche homogen ist. O

[27: 27.01.2026]
[28: 30.01.2026]

Definition 8.26 (Stoppzeit). Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum S
und Ubergangsmatriz p. Fine messbare Funktion

T: Q2 — Nou {OO},
bzw. die Familie (Fp)nen,, heifst Stoppzeit, falls

{T'=n}={weQ Tw)=n}eF, Vn € No.
Beispiel Sei D C S.

1. Die erste Eintrittszeit (oder Riickkehrzeit) in D ist definiert durch
Tp(w) == min{n > 1| X,,(w) € D}

mit der Konvention min @ := +oc.
Fir n =0 gilt {Tp =0} = & € Fy.
Fiir n > 1 gilt {Tp = n} = {X, € D} N (m;?;ll{Xj ¢ D}) € Fo.
Fiir n = oo gilt {Tp = oo} = 2{X; € D} € F.
Die Funktion ist also messbar und eine Stoppzeit.
2. Die letzte Austrittstzeit aus D ist definiert durch
Lp(w) = sup{n > 0| X,(w) € D}
mit der Konvention sup @ := 0.
Fiir n = 0 gilt {Lp = 0} = (m;‘;l{xj ¢ D}) e F\ Fo.
Fiir n > 1 gilt {Lp =n} = {X, € D} N (m;’;nﬂ{xj ¢ D}) e F\ Fu.
Fiir n = oo gilt {Lp = oo} = (N2 Upsn{Xm € D} = limsup,_,{X, € D} € F.

Die Funktion ist also messbar aber keine Stoppzeit.
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Lemma 8.27. Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum S, und Uber-
gangsmatriz p, und sei T: Q — No U {co} eine Stoppzeit. Wir betrachten das Mengensystem

Fr={Ae F|VneNy gilt AN{T =n} e F,} C F. (8.12)
Folgendes gilt:
(i) Fr ist eine o— Algebra.
(ii) Eine Funktion f: Q — R ist Fr — B(R)—messbar < Vn € Ny, B € B(R) gilt {f(w) €
By {T(w) = n} € Fy

Fr ist also das Analog von F, fiir eine zufillige Zeit n.

Beweis.
(i) Ubung
(ii) f ist Fr — B(R)—messbar < VB € B(R) f~1(B) € Fr
& VB eBR),neNy f-H(B)N{T =n} € F,}
& VB eB(R),neNy {f(w) e BbN{T(w) =n} € Fp}
O

Satz 8.28 (starke Markov Eigenschaft). Sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zu-
standsraum S, Anfangsverteilung mo = 0, und Ubergangsmatriz p.
Sei T: Q — No U {oo} eine Stoppzeit.

Fiir alle Funktionen f,g: SN0 — [0, 00) messbar, sodass w + f(X(w)) Fr — B(R)—messbar ist,
gilt
Ea? [1T<oof(X)g(9T(X))] = Eﬂc [1T<oof<X) IEXT [g(XI)” .

Beweis. Wir rechnen

E, [17<o0f(X ZE 17— f(X)g(0m(X))].

meENy

Die Funktion w + 17()=m f(X (w)) ist F—B(R)—messbar, und daher 17—, f(X) = h(Xo, ..., Xp).
Daraus folgt, mit der Markov Eingeschaft,

B [17<o0f (X)g(0r(X))] = Y o [Lr—mf(X)g(0m(X))]

m&ENp
= ) E. [h(X)g( = ) E. [M(X)Ex, [9(X")]]
meNy me&Ny
= Z E 1T mf )EXm [ ( )H = EJJ [1T<oof(X) EXT [Q(XI)H :

meENy
O

Eine Anwendung der starken Markoveigenschaft liefert eine neue Interpretation der invarianten
Verteilung.

Satz 8.29. Sei X eine zeitlich homogene und irreduzibel Markov-Kette mit Zustandsraum S
und Ubergangsmatriz p. Sei p € (0,1)5 die eindeutige invariante Verteilung fir X.
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(i) Es gilt Vy € S 1 < E, [1,] < oo, wobei 1,: Q@ — No U {oo} die erste Riickkehrzeit nach y
18t:
y(w) = Ty (w) = min{n > 1| X,, = y}, mit min@ = +o00..

(i1) Vx,y € S gilt
E, [Znyzl 1Xn:m]
Ey [7y]

p(x) = (8.13)

Bemerkung Im Fall x # y die Summe /% 1x, —, ist der Anzahl von Besuchen in z vor den
ersten Riickkehr nach y.
Beweis. spiter. ]

Korollar 8.30. Sei X eine zeitlich homogene und irreduzibel Markov-Kette mit Zustandsraum
S und Ubergangsmatriz p. Sei p € (0,1)% die eindeutige invariante Verteilung fiir X.
Dann gilt

p(x) = Vo e S.

Beweis. Wir setzen y = x in (8.13|)

Ey [Z:f:l 1Xn:33]
E. [Tx] ’

plx) =
Aus der Definition von 7, folgt, dass " | 1x,—, = 1x, —, = lund daher gilt E, [>" ; 1x,—,] =
E.[1] =1.

Beweis von Satz[8.29.
(i) | Dieser Teil wurde nicht in der Vorlesung besprochen.

e Wir zeigen, dass ein k > 1 und 1 > ¢ > 0 existieren, sodass Py (1, > nk) < (1 —¢)" ¥n > 1.

Nehmen wir an, die MK ist aperiodisch. Dann 3k > 1, sodass p*(z,y) > 0 Vz,y. Insbesondere gilt

-k
= ,y) > 0.
¢ = minp"(z,y)

Wir rechnen
Py(ry > nk) =Py (X; #y,j=1,...,nk) <P, (Xix #y,l=1,...,n)
= > Pwa) ) = S PPwa) a2 1) (1= P (zao1,w)

Z1yeeey anS\{y} Z1yeens zn_1€S\{y}

<=0 > p'wa)Pem2zm) (1 -0
21,52n—1€S\{y}

Falls die MK nicht aperiodisch ist, gibt es trotzdem Vz € S ein k. > 1 sodass p*=(z,y) > 0. Dann gilt

: k
= *(z,y) >0
= minp' ()

Sei k := max,cg k,. Wir rechnen, fiir alle z € S,

Pz(Ty > k) :PZ(XJ #yaj = 1a7k) gpz(sz #y) = (1 _pkz<z7y)) S (1 _C)'
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Daraus folgt

Py(r, >nk)= Y Py(fy > (n— Dk, X1y = Z)PZ<XJ/» Ly i=1,.. k:)
zeS\{y}
(1-2c¢) Z P, (Ty > (n—1k, Xgoony, = z)
zeS\{y}
=1 —-c)Py(ry >(n—1k) < (1—-0)".

IN

o Wir zeigen, dass Py (7, = c0) = 0.
Die Aussage folgt aus Py (7, = 00) = lim,,—, oo Py (7, > nk) < lim,,_,oo(1 — ¢)” = 0.

e Aus Py (1, = 00) = 0 folgt, dass

(n+1)k
Ey[Ty]:ZJ Py(Ty:j):Z Z Jj Py(ry =)
j>1 n>0 \j=nk+1
< Z(n + 1)k P, (nk <1y < (n+ 1)k)
n>0
< Z(n + 1k Py(nk <7y) < k‘Z(n +1)(1—-0)" < 0.
n>0 n>0

}

(7) Wir definieren, fiir z,y € S,

vy(x) =E,

)3 1xn-m]  m) =g

n=1
Unser Ziel ist, zu zeigen, dass
o 0<vyy(x) <Ey[r,] und }_ g vy(x) = Ey[7,]. Somit ist p, eine Verteilung.
e vp = v, und deshalb ist y, eine invariante Verteilung.
Die Aussage dann folgt aus der Eindeutigkeit der invarianten Verteilung.

Aus P, (1, = c0) = 0 folgt, dass 7, < oo fast sicher. Die erste Aussage folgt aus Y _,* | 1x, —, < 7,. Weiter
gilt, mit }° o 1x,—» =1,

Ty
IR 3) b EENE)
€S n=1zeS
Wir zeigen jetzt, dass vy(x) = D, g vy (2)p(2,y) gilt.
Wir rechnen, mit 1 =5 _¢1x, =,
Ty 00
vy(z) = Ey lz 1Xn—r] = ZEy [1x,=aln<r, ]
n=1 n=1
= Z ZEy [1Xn,1:z1n§‘ry 1Xn:z] .

n=1z€S

Die Funktion f = 1x, ,=.1n<r, ist 7,1 — B(R)—messbar. Sei g(X) = 1x,—.
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Aus der Markov Eigenschaft folgt
Ey [1x, 1=ln<r, 1x,=2] = By [f(X)g(0n—1(X))] = Ey [f(X)Ex,_, [9(X")]]

=By [1x, ,=-ln<r Bz [1x,=]] =By [1x,_,=:1n<s,| p(2,2).

Daraus folgt

vy(w) = Z Zp(z,x) E, []'Xn—1=217lg7'y:| = Zp(z,x) Iy lz 1Xn1=Z‘| ‘
n=1

n=1z€S z€S

Die Aussage folgt jetzt aus

Ty
5 Yt
n=1

Ty—1

=E, | Y 1X,L_z] =0y (2) + By [Lxp=s] — By [1x,, =]
n=0

=vy(2) + 0.y — 02y = 1y(2).
O

[28: 30.01.2026]
[29: 03.02.2026]

9 Ein paar Anwendungen in der Statistik

9.1 Einleitung

In der Wahrscheinlichkeitstheorie erforscht man fiir einen gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P) die Eigenschaften von n Zufallsvariablen Xi,...,X,. In der Statistik hingegen ist
eine Folge von Beobachtungen (also Ausgéinge von Zufallsexperimenten) gegeben, z1,..., 2y,
die man als Realisierungen von n Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P),
interpretieren mochte. Das Ziel ist es, Informationen iiber die unbekannte gemeinsame Verteilung
der entsprechenden n Zufallsvariablen herauszufinden.

Beispiel 1. Der Wirkungsgrad eines neuen Medikament ist der Parameter 6 € [0, 1]. Um 6 zu

bestimmen, testen wir das Medikament auf n Patienten. Das Ergebnis sind n Zahlen z1,...,z, €
{0,1} wobei z; = 1, falls der Patient geheilt wird.
Wir machen folgende Modellannahme: 1, .. ., z, sind Realisierungen von n unabhéngigen, iden-

tisch verteilten Zufallsvariablen mit X; ~ Ber(0).

e Frage 1: Konnen wir 8 aus den Werten xi,...,z, schitzen? Dafiir brauchen wir eine
Funktion T, (x1,...,z,), die § “schitzt”.

e Frage 2: Wie grol muss n sein, sodass |Tp,(x1,...,2z,) — 0| klein genug ist? Wir miissen
einen Kompromiss zwischen den Kosten (Anzahl n von Messungen) und der Sicherheit
(wie sicher sind wir, eine gute Abschétzung fiir € zu haben?) finden.

Definition 9.1 (Schétzer). Sei S ein topologischer Raum, (2, F,P) ein (unbekannter) Wahr-
scheinlichkeitsraum, (X, )nen eine Folge von S—wertigen Zufallsvariablen, dessen Verteilungen
durch den RF-wertigen Parameter 8 € R¥ parametrisiert sind.

Fin Schitzer fir 0 ist eine Familie (T),)neny von messbaren Funktionen T,,: S™ — RF.
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Mit dieser Definition ist jede messbare Funktion ein Schéitzer. Im Beispiel 1 oben gilt S = {0, 1}
und folgende zwei Funktionen sind beide Schitzer fiir den Wirkungsgrad 6 € [0, 1]:

1 n
T (2, ..., 2p) = - ij
j=1

1

T (xy, ... 2) = =.

2
Die erste Funktion sieht verniinftig aus, da E[X;] = 6. Die zweite Funktion ist kein guter
Schétzer, da sie unabhéngig von (x1,...,z,) ist. Die minimale Bedingung, um einen guten

Schétzer zu haben, ist Konsistenz.

Definition 9.2 (Konsistenz). Sei S ein topologischer Raum, (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, (X,)nen eine Folge von S—wertigen Zufallsvariablen, und T,,: S™ — R¥, n € N ein
Schitzer fiir den Parameter 6 € RF.

Der Schiitzer Ty, heifit konsistent, falls die R¥—wertigen Zufallsvariablen w — T, (X1(w), ..., Xp(w))
folgende Bedingungen erfiillen:

lim 7, (X1 (w),...,Xn(w)) =06 P— f.s.

n—o0

Im Beispiel 1 oben gilt aufgrund des Gesetzes der grofien Zahlen
TW(Xy,..., X,) = ! zn:X- "IORX) =60 fs
n AR n n . J O
7j=1
und daher ist 7, ,(Ll) ein konsistenter Schétzer. T, 52) ist kein konsistenter Schétzer.
Folgende zusétzliche Bedingung ist oft erwiinscht.

Definition 9.3 (Erwartungtreue). Sei S ein topologischer Raum, (Q, F,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, (X, )nen eine Folge von S—wertigen Zufallsvariablen, und T, : S™ — R¥, n € N ein
Schitzer fiir den Parameter 6 € RF.

Der Schitzer Ty, heifit erwartungstreu, falls die R¥—wertigen Zufallsvariablen w +— Ty (X1(w), . .., Xp(w))

ET,(Xi(w),...,Xn(w))]=0 VneN
erfiillen.

Im Beispiel 1 oben ist der Schétzer Ty(Ll) erwartungstreu, da
1 n
E|— X;| =E[Xy] =6.
n ; J [ 1]

9.2 Schéatzer fiir Produktmaflien

Sei (Xp)nen eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit X; ~ v,
wobei das Wahrscheinlichkeitsmafl v auf (R, B(R)) unbekannt ist.

Sei A € B(R) gegeben. Die Wahrscheinlichkeit v(A) kann durch die Frequenz der Beobachtungen
in A geschéitzt werden. Wir definieren

1 n
Un(T1,. .., Tp) = ﬁZlA(xj) = / 1,4 dv,
: R
7=1
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wobei

1
Un(X1,...,2p) = —25%..

Insbesondere ist

1
Vn(Xl(w)v s 7Xn(w)) = Ez(sz(w)
j=1

ein zufélliges Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B(R)).
Un(X1(w), ..., Xn(w)) heifit empirische Verteilung von v.

Lemma 9.4. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X,)nen eine Folge von unabhingigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen mit X1 ~ v.
Fiir jedes A € B(R) ist die Funktionenfamilie (vn)nen definiert durch

1 n
— =— 1 -
(:1:17 7In) Vn(xlv 7«7371) TL]Z; A(x])

ein konsistenter und erwartungstreuer Schétzer fiir den Parameter v(A).

Beweis. Wir schreiben

Up(w) = vp(X1(w),..., Xpn(w))(A). (9.1)
e v, ist konsistent:
Die Funktion w — Z;(w) := 14(X;(w)) ist eine Zufallsvariable mit Werten in {0, 1} und E[Z;] =
E[14(X;)] = v(A). Weiter sind die Zufallsvariablen (Zi,...,Z,) unabhéngig und identisch
verteilt. Aus dem Gesetz der groflen Zahlen folgt

(X1 Xo)(A) = % S 2 EURL) = v(4)  fs
=1

e v, ist erwartungstreu:

n

E[vn(X1,. .., X)(A)] =E Z;j| =v(A)  VYneN,

1
n
J=1

Bemerkung Wir haben keine Annahme iiber die Integrierbarkeit von X; gebraucht.

Das Mafl v wird durch die Verteilungsfunktion t — F(t) := v(—o0, t]) bestimmt. Wegen Lemma
definiert, fiir jede t € R, die Zufallsvariable F’(t) := v, (w)((—00, t]) einen Schétzer fiir F(t).

Satz 9.5. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X, )nen eine Folge von unabhingigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen mit Verteilung X1 ~ v und Verteilungsfunktion F(t) =

v((—00,1]).
Fiir A € B(R) sei w— vp(w)(A) definiert wie in und F¥(t) = vp(w)((—o0,t]).

(i) 3Q C Q, sodass P(Q) = 1 und Yw € Q ist die Folge F¥ schwach konvergent gegen F (F,
ist ein konsistenter Schitzer fir F ).

(i) E[FY(t)] = F(t) Yn € NVt € R (F, ist erwartungstreu,).
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Beweis.

(i) Aus Lemma [9.4] folgt, dass Vt € R 3Q; C €, sodass P(Q;) = 1 und
Fe@) "B F(t)  Vwe Q.

Wir definieren

Dann gilt Q € F, P(Q) = 1 und, Vw € Q gegeben,
Fe) "= Ft) vteQ.

n— o0

Die Funktion ¢ — F¥(t) ist monoton wachsend und deshalb gilt F“(t) "= F(t) fiir alle t € R,
welche Stetigkeitspunkte von F' sind. Damit ist (i) bewiesen.

(1) folgt aus
E[Fy ()] = Elvn (=00, t])] = v((—00,t]) = F(1).

O]

Bemerkung Es ist leider nicht praktikabel, F'(t) = v((—o0,t]) fir alle t € Q zu schétzen,
aufler wir machen einige zusétzliche Annahmen iiber v, und daher iiber F.

Das néchste Resultat gibt eine Schétzung iiber den relativen Fehler W fiir eine ge-
gebene Borelmenge A.

Lemma 9.6. Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Xp)nen eine Folge von unabhdngigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen mit X1 ~ v. Fir A € B(R) sei w +— v,(w)(A) definiert wie

in (©1).
Falls v(A) > 0, dann gilt

(9.2)

Bemerkung nv(A) ist der erwartete Anzahl von Beobachtungen in A. Falls v(A) < 1, dann
brauchen wir viele Messungen, um nv(A) grof§ zu machen.

Beweis. Aus E [v,(A)] = v(A) und Tschebishev Ungleichung folgt

~—

v(A) > g> = P(\yn(w)(A) —E[vm(A)]] > v(A €> < w.

v(A)2e?
Wir rechnen i
var (v, (A)) = %Zvar(ZJ) = %V(A)(l —u(A)) < V(;:U
7=1
Daher ) 4) ) i) 1
P < n U(A) = ) < V(A;2€2 TLI/(A)52
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Bemerkung Sei 0 < 6 < 1 gegeben. Wir moéchten die Schranke anwenden, um n zu
identifizieren, sodass }P’(\I/n( J(A) —v(A)| > v(A)e ) <6 fir n > 7.

Die Schranke ( ENES héngt aber vom gesuchten Parameter v(A) ab. Falls v(A) > 0 gilt, setzen
wir R == V(A)€2. Die Funktion

1

(@1, 20) = Un(21,. .., 2p)(A)e?

n—oo

definiert einen Schétzer fiir R. Aus v,(w)(A) — v(A) > 0 fast sicher folgt

Rn<w) = — f.S.

und daher ist R,, konsistent.

Ein mogliches Verfahren wire Folgendes: Wir berechnen R,,, fiir ny Messungen. Falls n%Rnl (z1,...,

0, dann setzen wir m := nq. Falls iRn1 (1,...,@p,) > 0, machen wir noch mehr Messungen, bis
n1
wir ein nq + ng erreichen, sodass ﬁRnﬁm (1, Tpytny) < 0 und setzen 7 := ny + na.

9.3 Schitzer fiir Erwartungswert und Varianz

Sei (X, )nen eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit X; ~ v,
wobei das Wahrscheinlichkeitsmafl v auf (R, B(R)) unbekannt ist.

Wir nehmen jetztX; € L? an und daher sind p = E[X1] und o2 = var (X1) wohldefiniert.
Unser Ziel ist es, p und o? zu bestimmen.

Lemma 9.7. Sei (X,,)nen eine Folge von unabhdngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
mit X1 € L?, E[X1] = p und var (X1) = o2. Fiir n € N, betrachten wir die Funktionen

1 n
pn(Z1y .. Ty) = - ij, (9.3)
7j=1
I 2
Va1, ... xp) = ﬁz<xj—un(x1,...,ajn)> . (9.4)
j=1

(i) pn (bzw Vi) ist ein konsistenter Schétzer fiir u (bzw o).
(ii) pn ist erwartungstreu, Vi, ist nicht erwartungstreu.

Beweis.
(7) Aus dem Gesetz der groBen Zahlen (die X; sind unabhéngig, identisch verteilt und integrier-
bar) folgt

ZX VIR ([X] = f.s.

und daher ist u, konsistent. Wir zeigen jetzt dass V,, auch konsistent ist. Wir rechnen

Vo) = 237 (3,0~ (@)’ = LX) - (e
=1 =1
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Die Zufallsvariablen Z; := X]? sind unabhéingig, identisch verteilt und integrierbar (da X ]2 € LY.
Aus dem Gesetz der grofien Zahlen folgt dann

1 n
. ZXj(w)Q —n—oo E [X%] =o’+pu? fs.
j=1

Die Aussage folgt aus p2 nze p’f.s.

(73) Die erste Aussage folgt aus E [u,] = E [X;] = p. Wir rechnen jetzt

- n?—n
B3] = Y BIGX) = SB[ + T RGP,
jk=1
Daraus folgt
Bl = 23w [ -5 ) = ] - e gt - (1- D) mpnr = (12 D) ot

Lemma 9.8. Sei (X,,)nen eine Folge von unabhdngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
mit X1 € L?, E[X1] = pu und var (X1) = o2. Seien pin, Vs, die Funktionen definiert in (9.3) und
) 2

Dann ist die Funktion V7 == 5 V,, ein konsistenter und erwartungstreuer Schditzer von o=.

Beweis. Aus limy, o ;%7 = 1 und lim, oo Vi = o f.s folgt dass V,* ist konsistent. Weiter gilt
E[V;] = 5E[V,] = o2

O]

Bemerkung Mithilfe der Tschebishev Ungleichung (siehe Beweis von Lemma kann man

zeigen
. 2
P <\u<w>u! > E) <_“
0 ne?p

Sei 0 < § < 1 gegeben. Wir mochten diese Schranke anwenden um 7 zu identifizieren, sodass
P (|pin(w) — p| > pe) < 6 fir n = 7. Der Fehler héngt aber von den unbekannten Parametern

3"

und o2 ab. Wir setzen R := % Die Funktion

Vi
(xl,...,fn) — RTL = m
definiert einen Schiitzer fiir R. Aus j,, — p und V,, — o2 fast sicher folgt dass R, "2 R fast

sicher und daher ist R,, konsistent.

[29: 03.02.2026]
[30: 06.02.2026]

9.4 Das Maximum-Likelihood Prinzip

Es ist nicht immer klar, wie man einen guten Schétzer konstruiert.
Die Idee vom maximum-likelihood Prinzip (MLP) besteht darin, die Parameter so zu schiitzen,
dass den beobachteten Werten x1,...,x, die groite Wahrscheinlichkeit zukommt.
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Beispiel Wir haben n Messungen z1, ..., z, € {0,1}. Wir wollen diese modellieren als Realisie-
rung von unabhéngigen, identisch verteilten Bernoulli Zufallsvariablen, X1, ..., X,, mit Parame-
ter 0 < p < 1. Aus den Beobachtungen wollen wir nun den Wert von p schitzen. Da E[X;]| = p,

ist ein moglicher Schéitzer
n

1
On(21,...,2n) = - sz.
j=1

Dieser Schitzer ist konsistent (wegen des Gesetzes der grofien Zahlen) und erwartungstreu. Wir
konnen denselben Schétzer via MLP konstruieren wie folgt.

Das MLP sagt, man schéitze p,, = pn(z1,...,2n) so, dass die Wahrscheinlichkeit der Beobach-
tungen maximal wird.
Fiir z; = 0,1 gilt P(X; = z;) = p*(1 — p)* und daher
n
pn(p) = P<X1 =21,...,Xp = zn) = sz’b(l — p)zz — €(lnp) 2 Z.i+(1n(1_p))2?:1(1_zj).
j=1

Wir suchen p}, = p}(#1,...,2,) sodass

pn(Pn) = max pn(p).

Lemma 9.9. Die Funktion p, ist mazximal in

n

p::,:%zzj‘

J=1

Beweis. py, is maximal < f(p) = (Inp) 3%, 2; + (In(1 — p)) 377, (1 — 2;) maximal wird. Die
Aussage folgt aus

9.5 Schitzer fiir Funktionen

Sei f:]0,1] — R eine unbekannte Funktion. Fiir n Zeiten 0 < t; < t3 < --- < t,, < 1 messen
wir f(t;). Wir haben also n Beobachtungen zi,...,z, € R. Falls die Messung exakt ist, gilt
zj = f(t;). Durch Fehler ist aber diese Gleichung verfilscht und wir sollen annehmen, dass die
Differenz X; = z; — f(t;) eine Zufallsvariable ist.

Unser Ziel ist es, f zu bestimmen. Ohne weitere Vorabinformation ist dieses Problem praktisch
unlosbar, da es unendlich viele Parameter involviert. Wir miissen also vereinfachende Annahmen
machen. Wir werden jetzt Folgendes annehmen:

e Die Funktion ist linear f(t) = a + bt, mit unbekannte Parameter a,b € R,

e Die Variablen Xj,..., X, sind unabh#ngig und identisch verteilt mit X1 ~ N'(u,0?) fiir
unbekannte p und o2 (das folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz, wenn wir der Uberzeu-
gung sind, dass die Fehler X sich als Summen vieler kleiner “Elementarfehler”, die unseren
Messapparat beeinflussen, ergeben). Wir hoffen auch, dass unser Messapparat kein Bias
hat und wir kénnen daher p = 0 annehmen.

121 [9. FEBRUAR 2026



Wir versuchen also, drei Parameter durch MLP zu schiitzen: a,b,o?. Wegen der Stetigkeit der
Gauflverteilung ist die Wahrscheinlichkeit jeder Beobachtung null. Es liegt aber nahe, als “like-

lihood Funktion” statt der Wahrscheinlichkeit der Beobachtung die Wahrscheinlichkeitsdichte
zu wahlen, also

w(a,b,0?) :H 2(z5) :H (tj)):HhU2(zj—a—btj)
j=1 j=1 j=1

wobei x; = z; — f(t;) die Beobachtung j, und

1 o2
ho2(x) = e 202
(@) V2ro?
die Dichte der GauBverteilung N(0, 02) ist. Wir suchen a* = a*,b* = b*,0*? = 0*2, sodass
a*,b*,0"?) = max a,b,c?).
pn )= e e )

Lemma 9.10. Die Funktion p, ist maximal in

() - (%) (%)

b:f = 2 n 2
Xiati j=1%
n n
T.Li 24 ".17 t;
a: ::72 —b*tj (ZJ;L1 J>_b*( ]T_Ll ])
0,*2 — j:1(2j_‘z —b*t;)? )

Beweis. p, is maximal <

o2 ' o n ;
J=1
n Szt Sty S 2
1 L Nt . n Jj=173"3 j=1"J j=1%7
OF = OTQJZ;(Z] a—btj)t; = 2 [ - = b -
n n 2
1 (2j—a—bt;)? N Zj:l(zj 7a’7btj) 2
aazF—ﬁZ;w—;;rziz[ il
‘]:

Es gilt OF = 0,F = 0,:F =0 < a = a*,b=b*,0% = ¢*% (Ubung).
Weiter gilt 82 b2 F(a”, b, 0*?) < 0 (Ubung), also ist die Funtion maximal in a*, b*, o*2.
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Durch MLP wir haben also folgende Schétzer fiir a,b gefunden:

( =1 tm) B ( ?:1%‘) ( =1 Zj)
* . n n n
bn(Zl, PN ,Zn) =

Srat2 (27:1@)2

n n

n

ay (21, . 2n) = %Z (zj — b*t;j) = (#) —b* (#) .
j=1

Lemma 9.11. o, (bzw b}, ) ist ein erwartungstreuer Schdtzer fir a (bzw b).

Beweis. Die Funktion Z; = f(t;) + X; = a + bt; + X; ist eine Zufallsvariable mit E[Z;] =
a+ bt; = f(t;). Daher gilt

n Iy n ?:1’5?_(2}}:1%)2 n n n .
Analog rechnen wir
1 n
Bla} (21, Zu)] = — 3 (E[Z] ~EP)) =
j=1
O
Lemma 9.12. Wir nehmen an t; = %, 7=1,...,n.
Dann ist al (bzw b}, ) ist ein konsistenter Schitzer fir a (bzw b).
Bemerung Die Annahme t; = % heiflt, die Zeiten, wo wir f messen, miissen approximiert

gleichverteilt auf [0, 1] sein.

Beweis.
o Wir zeigen, dass b}, ist konsistent.
Es gilt
by (Z1,...,Zy) = by + Rp(X1,...,X,),
wobei

DIt Xg\ (Xt (X=X
=) - (25) (552

n n n

1] ( ?:1%'>2
n n
Unser Ziel ist, zu zeigen, dass lim;,, o R, = 0 fast sicher.
Aus t; = £ folgt

R, = R,(X1,...,X,) = (

"ootiq "2
lim 723_1 I = —, lim 723_1 =,
n—00 n 27 n—ooo n 3
Dabher gilt
2
DY SL Ny Y S LA R S S N
Das Gesetz der groBen Zahlen ergibt
n
C X
li 2221 =E[X,]=0 fs
n—o00 n
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Wir zeigen jetzt

n
lim M -0 £.s.
n—oo n ’

was den Beweis beendet.
Behauptung: Fir n € N0 < « sel A, :== {‘Z?Zl thj‘ < n%+a} . Es gilt
P (liminf An) — 1.
n—oo

Konsequenz: Wir wihlen o < % Aus der Behauptung 3N, € F Nullmenge, sodass:
Vw € 2\ N, Ing = np(w) € N mit

n

thXj(w) <nit® Yp > ng.

=1
Insbesondere gilt
‘ ’2?21 LX) e
lim sup < lim — =0.
n—00 n n—0 n3

Beweis der Behauptung Wegen Borel-Cantelli geniigt es, zu zeigen, dass ), .y P(45,) < oo gilt.
Wir kiirzen Z := 370 t;X;, 0 := n2+ Wir suchen eine Abschitzung von P(|Z] > 9).
Aus der exponentiellen Tschebishev Ungleichung folgt fiir alle ¢ > 0

P(|Z] > §) < e (E[e'?] + E[e~*4]).

Aus X; ~ N(0,0%) und t; > 0 folgt dass

n
Z~N(0,3%),  mit $?=02)
j=1

2
und daher E[e*t?] = e~z . Nach Minimierung in ¢ > 0 erhalten wir

9 T, mit o= Dt
P(|Z] >0) < 2e 222 =2¢ n, mit ¢, = S

Da lim,, oo ¢, = 1 dny € N, sodass
3 Y
n2a

P(AS) <2e 202 Vn>nyg,

daher

n2a

Z P(AS) <2 Z e 202 < 00.

n>n1 n>ni
Es gilt also ), P(Af) < oc.

e Wir zeigen, dass a;, konsistent ist.
Die Aussage folgt aus

a;(Zl, ceey Zn) =a+ (b _ b;)ZEL:l tj + Z;'lil tiX;

n n ’

1t

mit lim,, 00 b} = b und lim,, = 0 fast sicher. O
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