Prof. Dr. J. J. L. Velazquez

Dr. M. Zaal ' ""
Institut fiir Angewandte Mathematik . p .
universitatbonnl  iam

Universitat Bonn

Einfiihrung in die partiellen Differentialgleichungen
Aufgabenblatt

Aufgabe 1

Losen Sie die folgenden gewohnlichen Differentialgleichungen

(a) ¥'(z)+ zy(z) = 0 mit y(0) = (2m) 2

(b) ¥ (z)a® = 2y(x) mit y(1) =€

(¢) ¥'(x)+y(z) =e > mit y(0) = L.

(d) y'(z) =1+ Y2 mit >0 und y(1) = 0.

(&) ¢(x) = U2 4+ X8 y(wg) = yo mit 2o >0

(f) ¥'(z) = y(2)(1 — y(z)) mit y(0) = 1/2.

(&) ¥"'(x) —2y'(z) + 5y = 0 mit y(0) = y'(0) = 2.

Hinweise: Trennung der Verdnderlichen (a, b, f), Variation der Konstanten (c), Substitution (d,
e), charakteristische Gleichung (g).

Aufgabe 2

(a) Ein Teilchen y mit Masse 1 in einem Kraftfeld U erfiillt die Differentialgleichung
y' = -U'(y), y(0) =90 >0 und ¢'(0) = vo. (1)

Zeigen Sie: Eine Losung von (1) erhélt die Energie F, d.h. E(y(t)) = const, wobei E
gegeben ist durch
1 2
Ey®)= WO + UwE) - (2)

——

kinetische Energie potentielle Energie

(b) Ein Gravitationsfeld ist gegeben durch U(y) = —%, wobei M > 0 die Masse des Zentral-
korpers und v > 0 die Gravitationskonstante. Die Fluchtgeschwindigkeit vy > 0 ist der
kleinste Anfangswert vg > 0, sodass fiir eine Losung von (1) gilt y(¢) — oo fir t — oc.
Zeigen Sie mit Hilfe des Energiesatzes (2)

y(t) — oo & Ey=—|vp|"——>0 (3)

und berechnen Sie daraus vp.



(c) Berechnen Sie die Fluchttrajektorie, d.h. eine Losung von (1) mit vg = vp. Leiten Sie dazu
die folgende Differentialgleichung mit Hilfe des Energiesatzes (2) und (3) her und lésen

diese:
29M
y = \/7, y(0) = yo.

Beweisen Sie die beiden Greenschen Formeln mit Hilfe des Gausschen Integralssatzes.

Aufgabe 3

Fiir ¢, € C?(Q) mit 2 C R™ ein kompaktes Gebiet mit stiickweise glatten Rand gilt

/(¢Aso+w-vw) dxz/ Ve vdo
Q o0

und

/Q (VA — pAY) dz = / (YV v — Vi v) do.

15)9)
Hierbei bezeichnet v den Normalenvektor und o das Oberflachenelement auf 0f).

Aufgabe 4

Sei v : [a,b] — R2 mit t — v(t) = (r(t), 2(t)) eine geschlossene C! kurve, d.h. eine stetig
differentierbare Abbildung, sodass «y injektiv auf [a, b) ist und v(a) = v(b). Ferner gelte r(¢) > 0
fiir ¢t € [a,b]. Die Rotationsflache I' bei Rotation um die z-Achse ist gegeben durch

L= {(z(t,u),y(t,u),z(t)) : z(t,u) = r(t) cos(u), y(t,u) = r(t)sin(u),u € [0,27)}.

V bezeichne das eingeschlossene Volumen.

(a) Leiten Sie mit Hilfe des Gausschen Integralsatzes die Formel fiir das Volumen des Rotati-

onskorpers I' her
b
/// dxdydz = 7r/ r2(t)z’(t) dt.
Vv a

Hinweis: Suchen Sie ein einfaches Vektorfeld mit Divergenz 1 unter Beachtung der Sym-
metrie des Problems und wenden Sie den Gausschen Integralsatz auf dieses Vektorfeld
an.

(b) Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers gegeben durch

r(t) =cos(t) und z(t) =sin(2t) mit — g <t< g
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