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1 Einfiihrung

Zur Einfiihrung betrachten wir das folgende sehr einfache Problem der optimalen Steuerung
eines Raketenwagens: Zur Zeit t; befinde sich im Ursprung eines geeigneten eindimensionalen
Koordinatensystems ein Wagen, an dem vorn und hinten RiickstoBdiisen zum Beschleunigen
und Bremsen angebracht sind. Der Wagen habe zur Zeit ¢, die Geschwindigkeit Null und soll
in kiirzester Zeit T" an eine Stelle G € R gebracht werden und dort halten. Die durch das
Verbrennen des Kraftstoffes entstehende Riickstoflkraft u soll durch eine Konstante ¢ begrenzt
werden, um iiberméfiige Beschleunigungen zu vermeiden. Wir werden vernachléssigen, daf} die
Masse m des Wagens infolge der Verbrennung des Kraftstoffes von der Zeit ¢t abhingt. Auch
die Reibungskrifte werden vernachlissigt. Die mathematische Formulierung des Problems mit
Hilfe des Newtonschen Gesetzes Kraft=Masse-Beschleunigung lautet:

Gesucht ist die minimale Zahl 7' > 0 und Funktionen u: [ty, 7] = R, z: [to,T] — R, so da8

mi=u, —c<wu<cin [ty,T] und
z(ty) = z(to) = 2(T) =0, z(T)=G.

Wir konnen die Differentialgleichung auch als System erster Ordnung schreiben; dies fiihrt auf

das Problem

By =2y, 2=, —c <wu <cin [ty T],

z1(tg) = xa(to) = 22(T) =0, 2 (T) =G, T = min!

Dies ist ein Beispiel fiir ein einfaches sogenanntes zeitoptimales Steuerungsproblem (oder Kon-
trollproblem). Aus physikalischen Griinden ist es klar, dafi die optimale Wahl von u darin
besteht, den Wagen zunéchst so stark wie moglich zu beschleunigen, d.h. u = ¢ zu wéhlen, und
nach der Hilfte der Gesamtzeit T den Wagen so stark wie moglich zu bremsen, d.h. v = —c¢
zu wihlen. Die optimale Steuerung w ist daher eine unstetige Funktion. Die obige Funktion
9 muf} zwar stetig sein, kann aber im Schaltpunkt, an dem u von ¢ in —c {ibergeht, nicht im
klassischen Sinne differenzierbar sein; sie ist es nur fast iiberall (d.h. iiberall mit Ausnahme
einer Menge vom Mafi Null - in diesem Fall ein einzelner Punkt). Es ist daher mathematisch
wie praktisch angemessen, die Funktionen u in dem obigen Beispiel in der Klasse der mef$ha-
ren, beschriankten Funktionen zu suchen. Die Mafitheorie lehrt uns dann, dafl es Funktionen
(;;) gibt, welche die vorgegebene Anfangsbedingung erfiillen, absolutstetig sind und das obige
Differentialgleichungssystem iiberall bis auf eine Menge vom Maf§ Null erfiillen. Dies folgt un-
¢
mittelbar aus der Darstellung z,(t) = [ %u dt und dem Satz, da} das unbestimmte Integral
to

iiber eine Lebesgue-integrable Funktion eine absolutstetige Funktion definiert.

Definition 1.1 FEine Funktion f: [ty,T] — R heifit absolutstetig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein
N

d > 0 existiert, so daf fir jedes N € N und alle t;,t; € [to,T], i=1,...,N mit Y |[t;—t;| <6
i=1
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die Ungleichung
N
D OIf) - FE)l <e
i=1

stattfindet.

Jede absolutstetige Funktion ist fast {iberall differenzierbar.

Die hier im Falle des Raketenwagens dargestellte Situation gilt ganz allgemein, wenn wir beliebi-
ge lineare Systeme, sogenannte Kontrollsysteme, bei allgemeinen Anfangs- und Endbedingungen
sowie Restriktionen fiir die Steuerungen zugrunde legen. Dies fiihrt auf folgende Grundaufgabe
der linearen Kontrolltheorie:

Es seien ¢: R — R" eine Vektorfunktion sowie A eine n x n- und B eine n x m-Matrixfunktion
mit meBbaren und beschrinkten Koeffizienten. Ferner sei (2 eine kompakte Teilmenge des R™
sowie 1y € R und zg, r; € R”.

(0.1.) Gesucht ist die minimale Zahl (= Zeit) T > t; sowie eine mefibare Funktion
u: [to,T] — R™ und eine absolutstetige Funktion x: [ty, 7] — R", so dafl

Die (abhéngigen) Variablen u heiflen Steuerungs- oder Kontrollvariable, die Variablen z
Zustandsvariable. Die Menge 2 wird héufig durch Systeme von Ungleichungen gegeben sein,
z.B. Q = {u € R™| |u| < 1}. Aus der Theorie der gew6hnlichen Differentialgleichungen ergibt
sich, daB8 jeder zulidssigen Steuerung u (d.h. u ist mefibar, und es gilt u(t) € Q fast iiberall)
eine eindeutige sogenannte Antwort x, entspricht, welche absolutstetig ist, das Differentialglei-
chungssystem fast iiberall erfiillt und der Anfangsbedingung z,(to) = zo geniigt.

Die Aufgabe (0.1.) kann also so formuliert werden, eine zuléssige Steuerung u zu finden, so daf
die entsprechende Antwort x,, den Punkt z; in minimaler Zeit 7" erreicht. Man driickt dies auch
so aus: Man soll in minimaler Zeit den Punkt zy in den Punkt z; steuern.

Anstelle der Bedingung (0.1.iv) kann man auch die folgende Bedingung stellen:

(0.1iv") z(T) € G(T).



Hierbei ist G eine abgeschlossene Teilmenge des R™, welche eventuell von der Zeit abhéngt.
G wird auch als ,Ziel“ bezeichnet. Man stellt sich vor, dal man den Punkt z; in minimaler
Zeit mit Hilfe einer zuldssigen Steuerung in das Ziel G(T') steuern will. Statt (0.1.iii) kann man
allgemeiner die Bedingung

(0.1.iii") z(to) € Gy

mit einer abgeschlossenen Teilmenge Gy C R" stellen.
Weitere Verallgemeinerungsmaoglichkeiten ergeben sich, wenn man zulafit, dafl die Menge €2 von
t abhéngig ist, oder wenn man zusétzliche Restriktionen fiir die Zustandsvariablen stellt, etwa

z(t) € X(t) CR".
Hierauf werden wir im Folgenden jedoch nicht eingehen.

Es kann passieren, dafl es zu jedem T > ¢, kein zuldissiges Pérchen (z,,u) gibt, d.h. es gibt
keine mefibare Funktion v mit u(¢) € Q fast iiberall, deren Antwort z, den Punkt xy nach z;
steuert (oder allgemeiner in das Ziel G(T') steuert). In diesem Fall ist die Aufgabe (0.1.) nicht
losbar. Gibt es jedoch fiir ein T > £, ein zuléissiges Paar (z,, u), so ist die Aufgabe (0.1.) lésbar,
wie wir in Kapitel 2 zeigen werden.

Auch zur Frage, unter welchen Voraussetzungen man den Punkt zy nach z; steuern kann, gibt
es Untersuchungen, auf die wir spéter eingehen werden.

Die Aufgabe (0.1.) und ihre Verallgemeinerungen bezeichnet man als zeitoptimale Probleme.
Selbstverstéindlich spielen in den Anwendungen auch Probleme eine Rolle, bei denen die Endzeit
T fest gegeben ist und etwas anderes maximiert oder minimiert werden soll. Dies fiihrt auf die
folgende zweite Grundaufgabe der linearen Kontrolltheorie:

(0.2.) Es seien g: R* — R eine stetige Funktion und ¢4, o, 4, B, ¢, 2, G wie in (0.1.) gegeben,
sowie T'€ R, T >ty fest gegeben. Gesucht ist eine mefibare Funktion
u: [tog,T] — R™ und eine absolutstetige Funktion x: [ty,7] — R", so dafl

und ¢(z(T")) = max!

Als Beispiel stelle man sich wieder das Problem des Raketenwagens vor, bei dem man bei fester
Endzeit T die erste Komponente von z(7") maximieren méchte.
Anstelle der Grofie g(z(7')) kann man auch lineare Integrale
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(0.3.) f(d(t)as(t) + f(t)u(t)) dt

maximieren; dies kann jedoch durch Einfiihrung einer zusétzlichen Variablen x,,.; vermoge der
Gleichung

Inpr=d-z+ f-u, Tnt1(to) =0

auf den Fall (0.2.) zuriickgefiihrt werden.
Die Aufgabe (0.2.) kann auch mit variabler Endzeit gestellt werden.

Die lineare Kontrolltheorie beschéftigt sich mit dem Studium der Aufgaben (0.1.) und (0.2.),
etwa mit der Herleitung von Existenz- und Eindeutigkeitssidtzen, Eigenschaften der optima-
len Steuerungen wie dem Bang-Bang-Prinzip (im Fall des Raketenwagens ist dies die von uns
bereits beobachtete Eigenschaft, dafl die optimale Steuerung im Rand {—c} U {c} der Restrik-
tionsmenge [—c, ¢] fiir den Kontrollbereich verlduft und in unstetiger Weise von ¢ nach —c
springt). Ferner werden Methoden zur Berechnung optimaler Steuerungen bereitgestellt wie
das Pontryaginsche Maximumprinzip. Auflerdem beschiftigt sich die lineare Kontrolltheorie
damit, wie die Gesamtheit der Zustdnde aussieht, welche angesteuert werden kénnen.

Von grofler Bedeutung fiir Anwendungen ist der Fall, daf die Differentialgleichungsnebenbedin-
gungen nichtlinear sind, d.h. die Form & = f(.,x,u) haben. Hierauf gehen wir im Folgenden
nicht ein, doch dienen die Untersuchungen auch dem Zweck, durch das Studium des linearen
Falles eine bessere Grundlage zum Verstindnis der nichtlinearen Theorie zu liefern.



2 Die erreichbare Menge eines Kontrollsystems. Existenz
optimaler Steuerungen.

Wie in der Einfiihrung betrachten wir Kontrollsysteme der Gestalt
= Ax+ Bu+c, z(to) =xo oder allgemeiner z(ty) € Gy,

(2.1)
u(t) € Q fiir fast alle t € [ty,T].

Hierbei ist z: [to, T] — R™ absolutstetig und u: [ty,T] — R™ mefbar und beschriankt. Aufer-
dem soll wieder gelten:

A und B sind n x n- bzw. n x m~- Matrizen mit Koeffizienten aus L*[t, 7] . (2.2)
c ist eine Vektorfunktion mit Komponenten aus L*[ty,T]. '

Q2 C R™ und Gy C R” sind kompakt . (2.3)

Definition 2.1 Die erreichbare Menge Ky C R" des Kontrollsystems (2.1) ist die Menge
Ky ={z,(T)|z, ist Antwort auf eine zulissige Steuerung u}.

Soll betont werden, daf3 die Restriktionsmenge fiir die Steuerungen durch die Menge €2 gegeben
ist, so schreiben wir auch genauer Kr = Kr(Q).

Zur Beschreibung der erreichbaren Menge benotigen wir die Ldosungsformel aus der Theorie der
gewdhnlichen linearen Differentialgleichungen. Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
gewohnliche lineare Differentialgleichungen folgt die Existenz absolutstetiger Funktionen z()
mit 2 = AzWin [to,T], 29 () = e;, j = 1,...,n. Hierbei ist e; = (0,...,0,1,0,...,0)T
der j-te Einheitsvektor. Die 2\9) kénnen zu einer Matrix ® := (2™),... 2(") zusammenge-
fafit werden, welche wir als die Wronski-Matriz des Systems Z = Az bezeichnen. ® hat die
Eigenschaften

(P(t()) = _ld,
d=AD.

AuBerdem besitzt ®(t) fiir jedes ¢ € [ty, T] eine Inverse ®'(t), welche stetig von ¢ abhiingt.
Damit ergibt sich durch eine einfache Rechnung

Lemma 2.1 Die Lésung des Differentialgleichungssystems z = Az + g, z(ty) = zy mit
g € [L*|™ hat die Gestalt

t

2(t) = (1) %+/@4@m@

to



Fiir die erreichbare Menge K1 ergibt sich:

Lemma 2.2 Die erreichbare Menge Ky des Kontrollsystems (2.1) hat die Gestalt
Kr=Y+M

mit

T
Y=Ry=(T) |z +/<I>1(s)cds und
to
T

M=M%Q)=<z= (D(T)/(I)l(s)B(s)u(s) ds| u(s) € Q fast iberall ; u mefbar
to

Hierbei ist die Summe Y + M von Y und M wie Gblich erkldrt durch

Y+M={y+z2lyeY, ze€ M}.

Fiir die erreichbare Menge gelten die folgenden grundlegenden Sdtze 2.1 und 2.2, die im We-
sentlichen eine Folgerung aus dem Satz 3.4 bzw. seinen Korollaren sind.

Satz 2.1 Unter den Voraussetzungen (2.1)—(2.3) ist die erreichbare Menge Kr des Kontroll-
systems (2.1) kompakt. Besteht Gy nur aus einem Punkt oder ist Gy konvez, so ist Kt konvez.

Bemerkung: Man beachte, dal die Menge (2 nicht notwendig konvex sein mufl. Dennoch ist
Kr konvex! — Setzt man anstelle der Kompaktheit von Gy nur die Abgeschlossenheit von G
voraus, so ist Kt wenigstens abgeschlossen.

Beweis: Setzt man F = ® !B, so erkennt man mit Hilfe von Satz 3.4, Korollar 3.1, daf§ die
T

Menge {ffb_lBu ds| u(s) € Q, u meBbar } kompakt und konvex ist. Dasselbe trifft daher
¢

0
auch auf die Menge M zu. Weiterhin unterscheidet sich die Menge Y von der Menge ®(7T)G,
nur um einen konstanten Vektor. Y ist daher kompakt bzw. konvex, wenn Gy kompakt bzw.
konvex ist. Die Menge K ist als Summe von Y und M daher ebenfalls kompakt bzw. konvex.

O

Satz 2.2 (Bang-Bang-Prinzip) Unter den Voraussetzungen (2.1)-(2.3) gilt
Kr(Q) = Kr(H()).
Hierbei bezeichnet H(2) die konveze Hille von Q (Definition siehe Kapitel 6).
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Beweis: Aus Lemma 2.2 ergibt sich, daff man die Gleichheit M(Q2) = M (H(2)) nachweisen
mufB. Die folgt jedoch aus Satz 3.4. o

Satz 2.2 ist von groflem Interesse fiir die Kontrolltheorie, denn er besagt, dal man die Punkte
aus K7 (H(€2)) auch mit Hilfe der unter Umstidnden sehr viel kleineren Klasse von Steuerungen
u: [tg, T] — 2 aussteuern kann. Ist Q konvex, so gilt Kr(09Q2) = Kr(Q2), und ist die Menge
£(Q) der Extremalpunkte von Q kompakt, so gilt sogar K7(€(€2)) = K7(€2). In dem Falle, daf
Q= {u € R |u|] <1} ist, gilt 02 = {—1,1}, d.h. die Punkte von Kr(2) lassen sich durch
Kontrollen ansteuern, die nur die Werte —1 und 1 annehmen. Dies erkldrt die Bezeichnung
, Bang-Bang-Prinzip“.

Wir bendétigen einen Satz, der besagt, dafl die erreichbare Menge stetig von T beziiglich des
Hausdorff-Abstandes abhéngt. Dies wird fiir die sich anschliefenden Existenzaussagen gebraucht.
Der Hausdorff-Abstand d(M;, Ms) zweier Mengen M; und M, C R" ist hierbei durch die fol-
gende Zahl definiert:

d(My, My) := max{ sup d(z, My), sup d(z, M)}

TEM> xre My
mit
d(z, M;) = inf{|z —y| |y € M;}, i=1,2.

Wir sagen, dafl die Menge K stetig von 7" abhéingt, wenn zu jedem 7" > 0 und jedem ¢ > 0
ein § = 0(e,T) > 0 existiert, so dafl

d(Kr,Kr) <e  firalle 7,7 mit|T -7 <e.

Satz 2.3 Unter den Voraussetzungen (2.1)-(2.3) hingt die erreichbare Menge des Kontroll-
systems (2.1) stetig von T ab.

Beweis: Nach Lemma 2.2 gilt die Darstellung Ky = Yy + My mit Yy = {y = &(T)[zxo +

f<I> cds]} und My = {z = f@ 'Buds| u(s) € Q fast iiberall, v mefibar }

Mlt der Definition des Hausdorff—Abstands iiberlegt man sich leicht, da} K stetig von T
abhéingt, wenn dies fiir Y7 und Mr zutrifft. Ebenso einfach schliefit man unter Benutzung
der Stetigkeit von ®, daBl Y und My stetig von T abhédngen, wenn dies fiir die Mengen

T
& HT)Yr und & Y(T)Mr zutrifft. Fiir die Menge @ }(T)Yr = {:vo + [ @ leds |zo € GO}
to

ist dies trivial, da die Integration stetig von der oberen Grenze abhingt. Fiir die Menge
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T
o HT)My = {f@leu ds| u(s) € Q} ergibt sich die stetige Abhéngigkeit von T' durch
to
die folgende Uberlegung: Es sei tg < T < T" und T" — T < §. Zu & € ®~(T) My gibt es eine
T
zuléissige Steuerung v mit = [ ® 'Buds. Man setze u auf das Intervall [0,7”] durch einen
to

beliebigen Wert ~ aus Q zu einer Steuerung v fort. Es gilt dann z,(7") € & '(T") M7 mit
TI
z,(T") = [ ®'Bvds und

to
TI
& — 2y (T")] = / & 'Byds| < K(T'—T), (2.4)

T

wobei K von ||® Y|, ||Blleo und 2 abhiingt. Daraus folgt
d(x, @ (T"Mp) < K(T' - T)
fir alle z € ®~Y(T)My. Gilt y € ®1(T")Myp, so gibt es eine zuldissige Steuerung v mit

T/
y = [ ® 'Buvds. Wir restringieren v auf das kleinere Intervall [to, T]. Es gilt dann
to

T
z,(T) € YT)My , 3,(T) = [ &' Bvds und

to

ly — 2, (T)| < /<1>le ds| < K(T'-T)
oder
d(y, @~ (T)My) < K(T' = T). (2.5)

Aus (2.4) und (2.5) folgt
(@~ (T)Mr, @~ (T")Mp) < K(T' = T)

und damit die stetige Abhiingigkeit von ® ! (T) My beziiglich T. Der Satz ist damit bewiesen.

O
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Im Folgenden sei G(T') eine abgeschlossene Teilmenge des R” mit folgender Eigenschaft:

Fiir jedes Kompaktum G' C R" sei G N G(T) stetig in T

. . (2.6)
beziiglich der Hausdorff-Metrik.

Wir betrachten nun das Steuerungsproblem: Gesucht ist eine Steuerung u: [to, 7] — Q C R™,
welche den Punkt 2y € R” vermoge der Differentialgleichungen © = Ax + Bu + ¢ in minimaler
Zeit nach z; bzw. nach G(T) steuert oder allgemeiner von der Menge Gy C R" in minimaler
Zeit nach G(T) steuert. Ist Kp die erreichbare Menge des Kontrollsystems, so lifit sich kiirzer
schreiben:

Gesucht ist die minimale Zahl T > t; mit
G(T)N Ky # 0, sowie eine (2.7)
zuléssige Steuerung u mit z,(T) € G(T) N K.

Von Interesse sind auch nicht-zeitoptimale Probleme. Hierzu sei g: R* — R, und es gelte:
g: R* — R ist stetig. (2.8)

Es sei nun 7" > 0 fest vorgegeben, und wir suchen nach einer zuldssigen Steuerung u, wel-
che zg oder Gy in einen Punkt z,(7") steuert, so dafl ¢ maximiert wird. Dies ldfit sich auch
folgendermaflen ausdriicken:

Gesucht ist ein Punkt z € Ky mit

9(2) = max{g(y)|ly € Kr NG(T)}

2.9
sowie eine zuléssige Steuerung u: [to, T] — €, (29

welche von zy bzw. Gy nach z steuert.

Es gilt der folgende Existenzsatz:

Satz 2.4 Unter den Voraussetzungen (2.1)-(2.3), (2.6) und (2.8) sind die Probleme (2.7) und
(2.9) lésbar, falls G(T) N Ky # 0 fiir mindestens ein T im Fall (2.7) bzw. fir das gegebene T
im Fall (2.9).

Beweis: Zur Losbarkeit von Problem (2.7): Es sei T; eine Minimalfolge, d.h. T; > t,, G(T;) N
Kr, #0,T;, - T* := inf{T > t,|G(T) N Kr # 0}. Sei x; € G(T;) N Kr,. Wegen Voraussetzung
(2.6) und Satz 2.3 ist die Folge (z;) beschréinkt und hat einen Haufungspunkt z*. Angenommen,
es wire z* & G(T*)N K7«. Dann gébe es offene Umgebungen U 3 z* und V' D G(T*) N K7+ mit
UNV =0. Aus Satz 2.3 und 2.1 sowie Voraussetzung (2.6) folgt G(T;) N Kz, C V fiir fast alle
i und z; € U fiir unendlich viele i. Dies ist ein Widerspruch, da z; € G(T;) N Kr,; andererseits
UNV = 0. Es gilt daher z* € G(T*) N K+ und G(T*) N K7+ # (). Dies bedeutet, dal das
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Infimum 7* angenommen wird. Problem (2.7) ist daher lésbar.

Die Losbarkeit von Problem (2.9) folgt unmittelbar aus der Tatsache, daf die stetige Funktion
¢ ihr Maximum auf der nach Satz 2.1 kompakten Menge K7 annimmt. Der Satz ist damit
bewiesen. -

Eine wichtige Eigenschaft der Losungen zu den Steuerungsproblemen der Gestalt (2.7) gibt der
folgende Satz an:

Satz 2.5 Es sei T* der optimale Wert fiir das Problem (2.7). Unter den Voraussetzungen von
Satz 2.4 besitzt die Menge G(T*) N Ky« keine inneren Punkte.

Man kann dies auch so ausdriicken:

Satz 2.6 Optimale Steuerungen zeitoptimaler Probleme vom Typ (2.7) steuern immer in die
Randpunkte der erreichbaren Menge Kp« sowie des Ziels G(T*).

Beweis: Besifle G(T*) N Kr- einen inneren Punkt, so wire wegen der stetigen Abhéngigkeit
der Mengen G(T') und Kt von T der Schnitt G(T') N K nicht leer fiir T < T*, |T—T*| < ¢ bei
geniigend kleinem ¢. Dies ist ein Widerspruch, da 7* die minimale Zahl mit G(T*) N K« # ()
ist. O

Liegt die Anfangsbedingung x(ty) € G¢ vor, so ld8t sich mit einer &hnlichen Argumentation
zeigen, dafl optimale Zustandsfunktionen z immer vom Rand 0G| aus starten.

Ein dhnlicher Satz gilt fiir das Problem (2.9):

Satz 2.7 Die Menge G(T) sei abgeschlossen und konver, die Funktion g: R® — R linear.
Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4 steuert die optimale Steuerung fiir das Problem (2.9)
in mindestens einen Randpunkt (sogar Extremalpunkt) z,(T) der konveren Menge G(T) N Kr.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, daf reellwertige lineare Funktionen auf kom-
pakten konvexen Mengen ihr Maximum in Randpunkten annehmen. o

Die Tatsache, dafl optimale Steuerungen in die Randpunkte der erreichbaren Menge steuern,
hat bedeutsame Konsequenzen. Solche Steuerungen heiflen ertremal und geniigen dem Pon-
tryaginschen Maximumprinzip (s. Kapitel 4), welches zur Berechnung optimaler Steuerungen
dient.
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3 Der Satz von Ljapunoff.

Es sei [a,b] C R ein Intervall und f: [a,b] — R™ mefibar und beschrinkt. Wir setzen

b
M= /fudt|0§u§1, u € L*®][a, b] und

M,y = /fdt\E C [a,b] meBbar

E

Die Ungleichung 0 < uw < 1 fiir u € L* soll bis auf eine Ausnahmemenge vom Maf§ Null im
Intervall [a, b] gelten. Offenbar sind M und M, Teilmengen des R™, und es gilt My, C M, da
1 auf F

b
jedes Element gfdt von M, in der Form {fudt, u = { 0 auf [ab]—

> geschrieben

werden kann.

Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, treten diese Mengen beim Studium der erreichbaren
Mengen von Kontrollsystemen auf, die der Restriktion u(t) € [0, 1] bzw. u(t) € {0,1} = 9[0, 1]
im Kontrollbereich entsprechen. Zur Einfiihrung betrachten wir zunéchst nur diesen Fall.

Lemma 3.1 Die Menge M st eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge des R".
Beweis:

(i) Konvexitit: Die Konvexitidt von M folgt aus der Konvexitét der Menge
K = {u € L*®[a,b], 0 <u < 1}.

b
(ii) Abgeschlossenheit: Es sei z; € M, z; = 2z (1 = 00) und z; = [ fu;dt, u; € K Da
0 < u; < 1 auf [a,b] gilt, bilden die u; eine beschrinkte Folgea in dem Hilbertraum
L?[a,b]. Nach dem Satz iiber die schwache Folgenkompaktheit beschrinkter Mengen in
Hilbertschen Rdumen gibt es eine Teilfolge, die wir nach Umnumerierung ebenfalls mit (u;)
bezeichnen, welche schwach gegen ein Element u € L?[a, b] konvergiert. Da f € L?[a, b],
folgt aus der Definition der schwachen Konvergenz

b b
zj:/fujdt%/fudt:z (j — 00).

Wir zeigen, dafl v € K, d.h. 0 < u < 1 fast iiberall in [a,b] gilt. Nach dem Satz von
Banach-Saks (siehe Kapitel 6) gibt es eine Teilfolge (u;, )32, so daf die arithmetischen

N
Mittel vy = & Y u;, in L?[a,b] gegen den schwachen Limes u € L?[a,b] konvergieren:
k=1
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vy = uin L? (N — o00). Da 0 < u;, <1 auf [a, b], gilt auch fiir die arithmetischen Mittel
vy, daBB 0 < wy < 1 fast iiberall auf [a, b]. Das Gleiche trifft fiir den Limes u zu. Aus der
L?-Konvergenz vy — u folgt die Makonvergenz vy = v und nach dem Satz von Riesz
die Konvergenz vy, — u punktweise fast iiberall fiir eine Teilfolge vy,. Da 0 < vy, <1
fast iiberall auf [a, b], gilt dies auch fiir den punktweisen Limes, und wir erhalten v € K
und damit z € M.

Satz 3.1 M = Mo.

Da M abgeschlossen und konvex ist, folgt als Korollar der

Satz 3.2 (Satz von Ljapunoff) Der Wertebereich des Vektormafes I(E) = [ fdt, E C
E
[a, b] mefbar, ist abgeschlossen und konvez.

Unter einem Vektormafl versteht man eine o-additive Funktion eines Mafiraumes in den R".

Satz 3.2 ist die spezielle Form des folgenden allgemeinen Satzes von Ljapunoff iiber Werte von
nicht-atomaren Vektormaflen in endlichen Mafirdumen, der auch in der Wahrscheinlichkeits-
theorie/Statistik und anderen Gebieten (z.B. Theorie der konvexen Koérper) eine Rolle spielt.
Wir geben kurz eine Erlduterung der Begriffe:

Eine Familie ) von Teilmengen E einer Menge S heifit eine Algebra von Teilmengen, wenn

(i) s,
(i) fiir jedes F € ) ist auch das Komplement S — F € ),

(iii) sind E1, Ey € Y, so sind auch E; N Ey und E; U E, € Y.

Eine Algebra > von Teilmengen heifit o-Algebra, wenn fiir jede abzihlbare Familie
{E;€> |i=1,2,...} die Bezichungen (| E; € }_ und |J E; € Y_ folgen.
. ~

=1 %

Eine Abbildung p : Y — R" heifit additiv, wenn fiir jedes Paar Ey, E; € Y mit E;1 N Ey = ()
die Gleichung

p(Er U Es) = p(Er) + p(Es)
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gilt.
Eine Abbildung p : Y — R™ heifit o-additiv, wenn fiir jede abzéhlbare Familie
{E; e |i=1,2,...} mit E;NE, =0, i # k, die Gleichung

H (U Ez) = Z/’L(EZ)

gilt. p wird dann auch ,,Vektormafl“ genannt.
Das Tripel (p, S, ) nennt man auch einen endlichen ,Maffiraum®.

Ein Vektormaf} auf einer o-Algebra heifit nicht-atomar, wenn zu jedem E € ) mit u(E) # 0
ein E' C E, E' € ), existiert mit 0 # |u(E")| < |u(E)|.

Mit diesen Bezeichnungen lautet der allgemeine Satz von Ljapunoff:

Satz 3.3 Der Wertebereich eines nicht-atomaren Vektormafles auf einem Mafraum ist abge-
schlossen und konver.

Eine Beweisskizze findet sich in dem Buch von Lee-Markus [LM68]. Wir werden diesen allgemei-
nen Satz hier nicht benotigen und daher nur die Version 3.2 bzw. 3.1 mit Lebesgue-mefibaren
Mengen beweisen.

Beweis von 3.1:

Wir présentieren einen ,einfachen® Beweis, dessen Hauptidee auf J. Lindenstraufl zuriickgeht,
vgl. Hermes-Lasalle [HL69].

Fiir jedes u € K = {v € L*®[a,b], 0 < v <1 fast iiberall } sei T: K — R" definiert durch

b
Tu:/fudt.

Es sei nun z € M, d.h. es gibt ein u € K mit Tu = z. Wir miissen zeigen, daf} es eine mefibare
b

Menge E C [a,b] gibt, so daBl Txg = [ fxrdt = [ fdt = z gilt. Hierbei ist xz die sogenannte
a E

1 auf E

0 sonst ’

Essei C = {v € K| Tv = z}. Die Menge C ist nicht leer, da v € C, und konvex wegen der Linea-
ritdt von 7. Fassen wir C als eine Teilmenge von L?[a, b] auf, so ist die Menge C abgeschlossen
in der schwachen Topologie von L2. Man beweist dies wie in Lemma 3.1 mit Hilfe des Satzes von

charakteristische Funktion von F, d.h. xg = {

Banach-Saks, was wir jedoch nicht wiederholen wollen. Da C' auflerdem beschrénkt ist, folgt mit
dem Satz {iber schwache Kompaktheit beschrankter Mengen in Hilbertschen Rdumen die Kom-
paktheit der Menge C. Nach dem Satz von Krein-Milman hat jede konvexe schwachkompakte
Menge in einem Hilbertraum einen Extremalpunkt (siehe Kapitel 6). Dies gilt sogar in wesent-
lich allgemeineren Ridumen als in Hilbertschen, was hier jedoch nicht benétigt wird. Daraus
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folgt die Existenz einer Funktion u* € C mit der Eigenschaft ,,u* liegt nicht im Inneren irgend-
eines ganz in C liegenden Intervalls“, d.h. aus v* = au; + (1 — a)us, 0 < @ < 1, uj,us € C
folgt u* = uy oder u* = uy.

Wir zeigen, dafl der obige Extremalpunkt u* von C' die charakteristische Funktion einer Menge
E ist. Angenommen, dies wiire nicht der Fall. Dann gibt es eine mefibare Menge G' C [a, b]
mit |G| # 0, so daB8 0 < u* < 1 auf G gilt. Daraus folgt die Existenz einer Zahl ¢ > 0 und
einer mefibaren Menge Gy mit |Gy| # 0, so daBl ¢ < u* < 1 — ¢ auf Gy gilt. Zum Beweis sei

H; = {t € [a,}]| % <u*(t) <1-— %} Es gilt dann Ul H;| # 0, und damit existiert ein jo
J:

mit |Hj,| # 0. Setze Go = Hj,, ¢ = 5. Da |Go| # 0, enthélt Go (n + 1) disjunkte mefbare

Teilmengen G;, i = 1,...,n + 1, deren Maf} nicht verschwindet. (Hier wird ausgenutzt, daf

das Lebesgue-Maf nicht-atomar ist.)
n+1

Da (n + 1) Vektoren im R” stets linear abhéingig sind, gibt es Zahlen \; mit ) |\;| # 0 und
=1

(3

n+1

Z)\i/fdtz().
=1 G

Wir diirfen zusétzlich annehmen, daf |\;| <e,i=1,... ,n+ 1.
1 auf G,
0 auf [a,b]—G;

n+1 n+1 b
i=1 =1 "

Setztmanxz-:{ i=1,...,n+1,sogiltfiraeR

und fiir o € [—1,1]

n+1
OSU*+CYZ/\iXi§1 auf [a, ],
i=1
n+1 n+1
denn | > \ixi| < e auf |J G; = Gy, d.h. auf der Menge, wo ¢ < u* < 1 — ¢ ist.
i=1 =1
n+1
Damit ist gezeigt, daBl u* + a > A\;x; € C gilt, d.h. u* ist innerer Punkt eines in C' liegenden
i=1

Intervalls. u* kann daher kein Extremalpunkt sein, und die Annahme, dafl ©* verschieden von
0 oder 1 auf einer Menge nicht verschwindenden Mafles ist, ist zum Widerspruch gefiihrt. u* ist
daher die charakteristische Funktion einer mefbaren Menge F, und der Satz ist bewiesen. o

Der Satz 3.1 soll nun in eine fiir das allgemeine lineare Kontrollproblem brauchbare Fassung
gebracht werden. Hierzu sei F': [a,b] — R" X R™ eine Funktion von [a, b] in die Menge der n x m-
Matrizen mit mefbaren und beschrinkten Koeffizienten. Es sei {2 C R™ eine kompakte Menge
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b
und M(Q) = {[ Fudt € R"| u(t) € Q, u € [L*[a,b]]*}. Hierbei sei [L*[a, b]]* der Raum mit

Komponenten u; € L*, i = 1,... ,m, der Vektorfunktionen u. Die Inklusion u(t) € € ist hier
wie im Folgenden fiir alle ¢ € [a,b] bis auf eine mogliche Ausnahmemenge vom Maf3 Null zu
verstehen.

Lemma 3.2 Fs sei Q) eine konvexe kompakte Teilmenge des R™. Dann ist M (S2) eine kompakte
und konvezre Teilmenge des R™.

Der Beweis geschieht wie in Lemma 3.1 mit Hilfe des Satzes von Banach-Saks, was wir nicht
wiederholen wollen.

Fiir jede Menge 2 C R™ bezeichnen wir mit 7(€2) die kleinste konvexe abgeschlossene Menge,
die 2 enthélt. Ist 2 kompakt, so ist auch #(Q2) kompakt (siehe Kapitel 6).

Satz 3.4 Unter den obigen Voraussetzungen an €2 und F' gilt

Zum Beweis bendétigen wir zunéchst das folgende Lemma:

Lemma 3.3 Es sei u eine mefbare Vektorfunktion mit u(t) € H(Q) fir fast alle t € [a,b].
Dann gibt es eine Darstellung

m+1

u(t) = Z Ai(Hu®(t)

mit Funktionen u® € [L®[a,b]]", A\; € L*®[a,b] und der Eigenschaft u(t) € Q,
m+1

0< \(t) <1, > Ni(t) =1 fir fast alle t € [a, b)].
i=1

Beweis: Da u(t) € #(Q), gibt es nach dem Lemma von Caratheodory m+1 Vektoren @) (t) € Q
~ m+1 _
und Zahlen \;(t) € [0,1] mit > A;(t) =1, so dafl
i=1

(Beweis siehe Kapitel 6, ,,Lemma von Caratheodory“.)

Die \; und @ sind nicht notwendig mefbar. Die Existenz der entsprechenden mefibaren Funk-
tionen )\; und v wird mit Hilfe des Lemmas von Filippov (siche Kapitel 7) bewiesen. Hierzu
seien

[+ = = (u, . p )T € RID 0 € Qi =1, mt 1)
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m+1
Q.= {(ﬁ> € R™ x Rm(mﬂ)‘ pe QM 0<B=(p,...,0n41)" €R", Z/Bi N 1}

i=1

m+1

G(B,p) == Z Bin®,
i=1
B= B, ..., Bme) T € R™ = (uV, .. plm+HT ¢ Rmlm+l)
Die hierduch definierte Funktion
G: R™ x R(m+l) _, jm ist stetig .
Nach Konstruktion gilt

G(A®), A) =ult), (@), A1)" €9

fiir fast alle ¢ € [a, b], wobei A(t) = (A1(2), ... , Ayt (6))T und f(t) = (@M (2), ..., @™t (¢)T.
Da u meBbar und ) kompakt ist, gibt es nach dem Satz von Filippov meffbare Funktionen
A=Ay A1), o= (M u(mD) mit

Dies bedeutet jedoch gerade, daf die Forderungen des Lemmas von \; und u(® erfiillt werden.

O

Beweis von Satz 3.4: Die Inklusion M (Q2) C M(H(Q)) ist trivial, da Q C H(Q2). Zu zeigen ist
daher, daB} jedes x € M (H(S2)) auch in M () liegt. Zu x € M(H(Q2)) gibt es ein u € [L*[a, b]]™
mit u(t) € H(2), so daB

b

T = /F(t)u(t) dt .

a

Nach Lemma 3.3 gibt es mefbare Funktionen \; und v, i =1,... ,m+1, mit den Eigenschaf-
m+1 . m+1 .

ten 0 < \(t) <1, S N1) =1, u(t) € Q fiir fast alle ¢ € [a,b] und u(t) = > A(£)u®(¢).
i=1 i=1

Daraus folgt



Wir setzen

und

m+1

=3 / Bt
fir 8= (B1,---,Bms+1) € [L™®[a,b]]™"!. Zur Abkiirzung schreiben wir

m+1
= {ﬁ € [L®[a,b)]" | 0< B < 1, Zﬂi = 1 fast iiberall in [a, b]} .

=1

Es sei

C:={8eKTp==x}.

Offensichtlich ist C' # (), da die obige Funktion A € C. Die Menge C wird als Teilmenge von
[L?[a, b]]™*! aufgefaBt und ist dann abgeschlossen (und konvex) in [L?[a, b]]™"!. Wie zuvor kann
man dies mit Hilfe des Satzes von Banach-Saks beweisen. Nach dem Satz von Krein-Milman
(sieche Kapitel 6) besitzt die Menge C' daher einen Extremalpunkt A\* € C. Wir wollen zei-
gen, dafl die Komponenten A} von \* charakteristische Funktionen mefibarer Mengen sind, d.h.
Af:[a,b] — {0} U {1}. Angenommen, dies wire falsch fiir einen Index iy, 0.B.d.A. ip = 1. Es
gibt dann eine mefibare Menge E' C [a,b] mit |[E'| # 0 und ein ¢’ > 0,so dal e’ < \; <1 —¢'
auf E'. Da miél)\i =1 und 0 < )\; auf [a, b], gibt es eine meBbare Teilmenge E C E' mit |E| # 0
und ein ¢ >Z (1), e < &', so dafl (ggf. nach Umnumerierung) die Ungleichung ¢ < Ay < 1 —¢
auf F gilt. Wie beim Beweis von Satz 3.1 wihlen wir paarweise disjunkte mefbare Mengen
E;CE,i=1,...,n+1, mit |E;| # 0. Hierbei wird wieder ausgenutzt, dafl das Lebesgue-Maf}
nicht-atomar ist.

Wir setzen z; = [(h — he)dt (€ R*), i = 1,...,n+ 1. Da n + 1 Vektoren im R" linear

E;

abhéngig sind, gibt es Zahlen o; € R, i =1,... ,n+ 1, mit Z |a;| # 0 und Za zi = 0.

Wir diirfen annehmen, dafl |a;] < ¢ ist. Es sei 7: [a b] — ]Rmle deﬁnlert durch
n+1 n+1

doaix(Ej), => ajx(E;), 0,...,0 ). Hierbei ist x(E;) die charakteristische Funkti-
7j=1 7j=1
on von E;. Offensichtlich gilt fiir o € R

n+1
T(/\*+afy)—x+aT’y—m+aZ/h1 ho)dt =z

1
J= E;
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und

n+1 n+1

Z/\*—i-a% Z/\*_l
i=1

sowie 0 < Af 4+ ay; < 1, falls @ € [—1, 1]. Letzteres folgt, da v; =0, i > 3 sowie y3 = 1, =0
auferhalb U"+1E und || < ¢ auf der Menge U”+1 E; C E, wo )\1 und )\, strikt zwischen
e und 1 — ¢ liegen. Dies alles bedeutet jedoch, dal \* + ay € C, a € [-1,1], d.h. A* kann
kein Extremalpunkt sein. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme; die Komponenten A} von \*
miissen daher charakteristische Funktionen x(G;) geeigneter mefibarer Mengen G sein. Wir
m+1
setzen u* Z/\* @), Es gilt dann = = TA\* = fF Z)\*( Yud(t) dt. Da Z)\* = 1 und
AF = x(G)) gllt miissen die Mengen G; bis auf e1ne Menge Vom Maﬁ Null paarwelse disjunkt
sein, und ihre Vereinigung ist [a,b]. Dies bedeutet, dafi u* = Z Mu® = yU) auf G; gilt. Da
i=1

ul)(t) € Q fiir fast alle ¢ gilt, folgt u*(¢) € €, und wegen der Identitiit

b
p=TN = / Py (t) dt
ist der Satz damit bewiesen. O

Satz 3.4 hat zwei Folgerungen:

Korollar 3.1 (,,Satz von Ljapunoff*) Die Menge M(Q) C R" ist fiir jede komkpakte Teil-
menge 0 C R" kompakt und konver.

Beweis: Es gilt nach Satz 3.4, dafl M(Q2) = M(H(Q2)), andererseits ist M (H(2)) nach Lemma
3.3 kompakt und konvex. o

Korollar 3.2 (,,Bang-Bang-Prinzip*) FEs sei ) eine kompakte Teilmenge des R™ mit Rand
0. Dann gilt M(Q2) = M(092). Ist die Menge E(H(Y)) der Extremalpunkte von Q kompakt, so
gilt M(Q) = M(E(H(Q))).

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.4 und der Gleichheit H(Q2) = H(0N2) bzw.
H(Q) = H(E(H(Q2))). Letzteres ist eine Folgerung aus dem Satz von Minkowski: ,,Eine konvexe
kompakte Menge im R" ist die konvexe Hiille ihrer Extremalpunkte.” Ist etwa 7" ein Simplex
des R™ und ¢(T) die Menge der Ecken von T, so gilt M(T) = M(E(T)). Der Name ,Bang-
Bang-Prinzip“ oder ,, Schwarz-Wei3-Prinzip“ ist hier besonders anschaulich, da jedes Element
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von M(T) durch eine Steuerung u dargestellt werden kann, deren Werte in unstetiger Weise in
den Ecken von T ,hin- und herspringen®. o

Wegen Satz 2.6 sind diejenigen Steuerungen von besonderem Interesse, die in Randpunk-
te der erreichbaren Menge steuern. In Spezialfillen 1d8t sich zeigen, dafl diese Randpunkte
durch stiickweise konstante Steuerungen mit nur endlich vielen Schaltpunkten (=Unstetigkeits-
stellen) erreicht werden (bzw. nur durch diese). Wir geben ein Beispiel im Fall der Steuerungs-
beschrinkung Q = {u € R| |u| < 1}.

Satz 3.5 Es sei f: [to,T] — R™ reell analytisch (iber den Rand analytisch fortsetzbar) und
T T

z= [ furdt € OM, u*(t) € Q fast iberall, M = {ffudt\ u: [to, T] — Q meflbar } Dann
to to
stimmt u* fast dberall mit einer Funktion tberein, welche stickweise konstant auf [to,T| ist,

nur die Werte —1 und +1 annimmt und nur endlich viele Sprungstellen besitzt.

Beweis: Da M nach dem Satz von Ljapunoff konvex ist, gibt es nach Kapitel 6 eine Stiitzhy-
perebene zu M im Punkt z, d.h. es gibt ein @« € R" , a # 0 mit

a(z—y) >0 fiir alle y € M,

und es gilt

T

/af(u* —v)dt >0 fiir alle meBbaren v: [ty,T] — Q.

to

Hieraus ergibt sich
u* = sign(af) fast tiberall in [to, 7.

Andernfalls existierte (0.B.d.A.!) eine meBbare Menge E C [to,7] mit |E| # 0, so da8
u* < sign(af) auf E und sign(af) = 1 auf E gilt. Beachte, da} af nur endlich viele Null-
stellen haben kann (Identitétssatz fiir analytische Funktionen). Daraus folgt

afu® — |af| <0 auf £

und

/af(u* —sign(af))dt <O0.
E
Man setze nun
_Jow auf [to, T\ E,
| sign(af) auf E
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und erhélt den Widerspruch

T

/af(u*—v)dt<0.

to
Es gilt also u* = sign(af) fast iiberall in [ty, 7], und da af, wie oben bemerkt, nur endlich viele

Nullstellen hat, folgt die Aussage des Satzes. o

Literatur: Hermes-Lasalle [HL69] Lee-Markus [LM68]
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4 Das Pontryaginsche Maximumprinzip

Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, steuern die optimalen Steuerungen der dort betrach-
teten Probleme den Anfangspunkt in Randpunkte der erreichbaren Menge Kr. Steuerungen
mit dieser Eigenschaft heiflen extremal, und es ist eine auflerordentlich wichtige Eigenschaft
der extremalen Steuerungen, daf} sie sich durch das sogenannte Pontryaginsche Mazimum-
prinzip charakterisieren lassen, welches zur expliziten Berechnung optimaler Steuerungen die-
nen kann. Wir préizisieren daher die

Definition 4.1 FEs sei u: [to, T] — Q C R™ mefibar und x, die Antwort auf u bzgl. des Diffe-
rentialgleichungssystems © = Ax + Bu+ ¢ mit mefbaren und beschrinkten Koeffizientenfunktio-
nen und der Anfangsbedingung x(to) = xo € R™. Dann heifit u extremal, wenn x,(T) € 0Ky .

Wie ersichtlich, hingt die Definition der Extremalitdt einer Steuerung von A, B und 2 sowie
von xg, to, 1" ab. Es zeigt sich jedoch anschlieend, da3 die Definition weitgehend von xg, ty und
T unabhéngig ist. Es gilt der folgende grundlegende Satz:

Satz 4.1 (,,Pontryaginsches Maximumprinzip“) Man betrachte das Anfangswertproblem
(L) = Az + Bu+ c, u(t) € Q2 fast dberall in [to, T| mit der Anfangsbedingung x(to) = xo und
einer kompakten Restriktionsmenge Q C R™. Eine meflbare Steuerung u: [ty,T] — Q ist genau
dann extremal, wenn u(t) fir fast alle t € [ty, T] die Optimierungsaufgabe

n(t)B(t)u = max!, JIN<RY
lost, wober n nichttriviale Losung der adjungierten Gleichung
n=-n4
und n(T) eine nach auflen gerichtete Normale der erreichbaren Menge Kt an der Stelle
z,(T) € 0Ky ist.

Zum Beweis benétigen wir zunéchst

Lemma 4.1 Es sei A eine n x n-Matriz mit mefibaren und beschrinkten Koeffizienten, sowie
® die zum System © = Ax gehdrige Wronski-Matriz. Dann hat die Lésung der adjungierten
Gleichung n = —nA, n(t) Zeilenvektor, die Gestalt

bd (1), b=n(T)®(T). (4.1)

Beweis: Es gilt ®®~! = Id. Daraus folgt 4 (®)®~' + &L (d~') = 0. Wegen £ = AP ergibt

sich A + ®4(®7') = 0 oder 4(®7!) = —9'A und L(b®") = (—b® ')A, was zu (4.1)

dquivalent ist. -
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Lemma 4.2 FEs sei z, eine Lisung des Anfangswertproblems & = Ax + Bu + ¢, x(ty) = Zo,
mit mefbaren und beschrinkten Koeffizienten sowie n eine Ldésung des adjungierten Systems
n = —nA in [to, T|. Dann gilt die Darstellung

N(T)xy(T) = bxg + /n[Bu + c|ds

und b= n(T)®(T).

Beweis: z, hat die Darstellung
t
2o(t) = B(t) |0 + / & '[Bu + o ds
to
Mit Lemma 4.1 folgt daraus
t ¢
n(t)zy(t) = bxo + b/@_l[Bu +c|ds = bxy + /n[Bu +c]ds.

to to

Beweis von Satz 4.1: = Die Steuerung u sei extremal und daher z,(7T) € 0Ky. Da Ky
konvex ist, gibt es nach Lemma 6.1 (siehe Kapitel 6) eine Stiitzhyperebene von Kt durch z,(T).
Dies bedeutet analytisch, dafl ein von Null verschiedener Vektor a € R" existiert, so dafl

a-(z,(T)—2)>0 fiir alle z € K. (4.2)

(Der Vektor z,(T") — z schliefit mit dem dueren Normalenvektor a, welcher Stellungsvektor zu
der Stiitzhyperebene durch z,(T) ist, einen spitzen Winkel ein. Daher fillt das Skalarprodukt
von z,(T) — z mit @ > 0 aus. Beachte, dal a nicht eindeutig ist, falls K eine ,,Spitze“ bei
z,(T) hat.)

Jedes z € Kr hat die Darstellung z = z,(7T") mit einer zuldssigen Steuerung v: Aus (4.2) folgt
mit a = n(7T) unter Beriicksichtigung von Lemma 4.2

T
0< a- (2(T) — 2,(T)) = /nB(u o) ds (4.3)
to
oder
T
/ nBu ds = max!, u(t) € Q2 fast tiberall, u meBbar .

to
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Wir wollen zeigen, daf hieraus folgt, dafl u(t) fiir fast alle ¢ € [ty, T] eine Losung der Optimie-
rungsaufgabe

n(t)B(t)p = max!, u € 2, (4.4)
ist. Da Q kompakt ist, gibt es fiir jedes ¢ € [to, T] eine Losung fi(t) von (4.4). Wir setzen
M(t) = n(t) B(t)alt) - (4.5)

Wie im Anschlufl in Lemma 4.3 bewiesen wird, ist die Funktion M : [ty, T] — R mefbar. Nach
dem Satz von Filippov (siehe Kapitel 7) gibt es daher auch eine mefibare Funktion p: [to, 7] — Q
mit

veQ

ﬁﬂ®=n@B@Mﬂ(=mwn@B@W> (46)

fast iiberall in €.

Wir nehmen nun an, die extremale Steuerung v wiirde die Aussage des Pontryaginschen Ma-
ximumprinzips nicht erfiillen, d.h. es existierte eine meflbare Menge E C [ty,T] mit nicht
verschwindendem Ma#f, so daf}

n(t)B(t)u(t) < M(t) firt € E. (4.7)
Wir definieren dann die Steuerung v: [ty,T] — Q durch

_Jou(t) auf [t,T]\FE,
v(t) '_{ wu(t) auf FE.

Es gilt dann vermoge Lemma 4.2 und Ungleichung (4.7)

(T (xy(T) — z,(T)) = /nB(u —v)ds = /nB(u —p)ds <0.

Dies steht im Widerspruch zu Ungleichung (4.3), und die erste Beweisrichtung ist erledigt.

»,<="“ Es existiere eine nichttriviale Losung von 1 = —nA mit
N0 BEu(t) = M(t) == max () Bt (4.8)

Wir miissen zeigen, dal z,(t) € 0Kr gilt. Aus (4.8) folgt fiir alle zuléssigen Steuerungen
v: [to, T] =

[ 19BE @) - v(s) ds 0.
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und aus Lemma 4.2
N(T)(2u(T) — 2,(T)) > 0 (4.9)
oder
N(T)(zu(T)—2) >0 fiir alle z € Krp.

Wire x,(T') innerer Punkt von K, so wéire der Punkt z,(T") + en(T) fiir geniigend kleines
e > 0 ebenfalls in K7 enthalten, und es ergibt sich der Widerspruch —e|n(T)|? < 0. (Beachte:
n(T) # 0, da n nicht-trivial!) Es gilt daher z,(T") € 0K, und u ist extremal. Ungleichung (4.9)
besagt schlieBlich noch, dafi n(7T") &duflerer Normalenvektor zu 0Ky im Punkt z,(7) ist. Der
Satz ist damit bewiesen. o

Es bleibt zu zeigen:
Lemma 4.3 Die in (4.5) definierte Funktion M : [ty, T] — R ist mefSbar.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl zu jedem & > 0 eine mebare Menge F. mit |E,| < ¢ existiert,
so dal M auf [ty,T] — E. oberhalbstetig und damit mebar auf [¢y,T] — E. ist (vgl. den Beweis
des Satzes von Filippov, Kapitel 7). Sei ¢ > 0 vorgegeben. Nach dem Satz von Lusin gibt es
eine mebare Menge F. mit |E.| < ¢, so daB8 B auf Z. := [to, T] — E. stetig ist. Wir diirfen
annehmen, dal Z, abgeschlossen ist, da me3bare Mengen von innen ,approximiert* werden
koénnen. Zum Nachweis, da3 M oberhalbstetig auf Z ist, sei t; € Z. und t; — t € Z... ji(t;) € Q
seien Losungen der Optimierungsaufgabe (4.4). Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt
M(t;) — limsup M (t;) und fi(t;) = p* € Q (i = 00).
J—o0

Daraus folgt wegen der Stetigkeit von n und B auf Z,

M(t:) = n(t:) B(t:) i(t:) — n(6)B()u" < M(t)

und
limsup M(t;) < M(t),
j—o0
also die behauptete Oberhalbstetigkeit. o

Da das Pontryaginsche Maximumprinzip zur Berechnung der optimalen Steuerungen dient, wire
es wichtig, die Losung der adjungierten Gleichung genau zu kennen, was wiederum moglich wire,
wenn man die Endbedingung 7(7) kennen wiirde. Im Allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall,
da n(T) duBere Normale zu Kt im Punkt z,(7"), u optimal, ist, den man ja erst berechnen will.
In besonderen Fillen kann man jedoch eine Aussage iiber 1(7') machen:
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(i) Das Problem, eine konvexe Menge G(7') in minimaler Zeit zu erreichen. Da sich fiir die
minimale Zeit T* die Mengen G(T*) und K7+ im Punkt x, (7*) beriihren und beide konvex
sind, gibt es im Punkt z,(7*) eine gemeinsame trennende Hyperebene H, und der Vektor
n(T) kann so gew#hlt werden, dafi er zusétzlich innere Normale zu G(T') in z,(7™) ist,
wenn G(T') nichtleeres Inneres hat bzw. senkrecht auf H ist.

(ii) Das Problem, die lineare Funktion a-z auf Kp, T fest, zu minimieren. Die Losung z* liegt
dann in OKr, und es gilt

a-(z—y) <0 fiir alle y € Ky,

d.h. —a ist duBerer Normalenvektor zu Kp, und man kann 7(7) = —a wéhlen. In diesem
Fall ist n(T) also vollstéindig bekannt.

Die Bedingungen unter (i) und (ii) nennt man Transversalititsbedingungen.

Eine #hnliche Uberlegung kann man machen, wenn man eine konvexe Menge G als Anfangs-
bedingung anstelle eines einzelnen Punktes hat.

Von den vielen Feinheiten, die beim Studium des Pontryaginschen Maximumprinzips vorkom-
men konnen, erwihnen wir noch, daf§ der Fall eintreten kann, da§ die Grofle n(t) B(t)u fiir alle
@ € Q und alle t aus einer Menge E mit |E| # 0 verschwinden kann (z.B. in dem trivialen
Fall, dal B = 0 auf F ist. Das Maximumprinzip gibt daher keine Aussge iiber die optimale
Steuerung. Man spricht dann auch von einer singuldren Steuerung.

SchlieBlich erwdhnen wir noch den niitzlichen Satz, dafl im Fall, da} A, B und ¢ nicht von der
Zeit abhingen, die Funktion

M(t) = n(t)[Ax(t) — Bu(t) + ]

konstant ist (nach Korrektur auf einer Menge vom Maf} Null), sofern u eine extremale Steuerng
und z die Antwort auf u ist (siehe Lee-Markus, pp. 131 [LM68]).
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5 Eindeutigkeitsfragen und Steuerbarkeit

Im Folgenden betrachten wir das Anfangswertproblem

&t =Arx+Bu+c fast iiberall in [to, T7,
$(t0) =X € R"

(5.1)

mit der Steuerbeschrinkung
u(t) € Q fiir fast alle ¢ € [to, 1.

Wie bisher seien A: [tg, T] — R* xR", B: [ty, T] = R™ xR" sowie c: [ty,T] — R™ meBbar und
beschriankt. Die Menge {2 C R™ sei kompakt. Die zugehorige erreichbare Menge wird wieder
mit Kt bezeichnet.

Definition 5.1 Das Problem, welches durch die Daten ((5.1),Q,xq,t0,T) gegeben ist, heifit
normal, wenn jeder Randpunkt der erreichbaren Menge durch eine bis auf eine Menge vom
Maj Null eindeutige zuldissige Steuerung angesteuert wird.

Die Bedeutung des Begriffs der Normalitét liegt auf der Hand, da die optimalen Steuerungen
der in Kapitel 2 behandelten Probleme in Randpunkte der erreichbaren Menge steuern. Ist
das Problem normal, so besitzt die Aufgabe, eine optimale Steuerung zu suchen, hichstens eine
Losung. Aus diesem Grunde ist das folgende, leichter zu handhabende Kriterium fiir Normalitét
von Interesse.

Satz 5.1 Unter den obigen Voraussetzungen ist das Problem ((5.1), Q,xo,t9,T) genau dann
normal, wenn die folgende Findeutigkeitsaussage richtig ist: Fir jede nichttriviale Losung n der
adjungierten Gleichung n = —nA besitzt die Optimierungsaufgabe

n(t)B(t)p = max!, p € Q,
fiir fast alle t € [ty, T] hichstens eine Losung. Uberdies gilt: Ist das Problem ((5.1), Q, x0,t,T)

normal und enthdlt 2 mehr als einen Punkt, so ist die erreichbare Menge strikt konver.

Die Normalitédt ist also im Wesentlichen &quivalent zur eindeutigen Losbarkeit der bei Pon-
tryaginschen Maximumprinzip auftretenden endlichdimensionalen Optimierungsaufgabe, wel-
che zumeist einfacher festzustellen ist. Weiterhin sehen wir, dafl die Definition der Normalitit
von xg, tg, I" weitgehend unabhingig ist.

Beweis: Wie man sich leicht iiberlegt, ist der Satz trivial, wenn {2 nur aus einem Element
besteht. Wir nehmen daher an, €2 bestehe aus mindestens zwei Elementen.
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»,= Das Problem ((5.1), €, x¢,%y,7") sei normal. Wir zeigen zun#chst die strikte Konvexitét
der erreichbaren Menge K7 . Angenommen, dies wére falsch. Dann existierte eine Hyperebene
H mit HN (K7 — 0Kr) = 0, welche mit 0K7 zwei verschiedene Punkte und damit (wegen der
Konvexitit von K7) ein ganzes Segment [P,, P, gemein hat. Wir werden einen Widerspruch
erzeugen, indem wir die Mitte @ des Segments durch zwei verschiedene zuléssige Steuerun-
gen ansteuern.

Es sei u, (bzw. u,) die zuléssige Steuerung, welche P, (bzw. P,) ansteuert. Fiir jede mefibare
Menge E C [to,T] definieren wir:

[ @' Bu, ds
E

w(E) = e R™ .

J @' Bu, ds
B

® ist hierbei die Wronski-Matrix des Systems (5.1). Nach dem Satz von Ljapunoff ist die Menge
{w(E) € R’"| E C [to,T] meBbar }

konvex, und es gibt daher eine meibare Menge D C T := [ty,T] mit

w(D) = %(w(@) +w(T) = %w(I).

Da w additiv ist, gilt auch
1
w(Z - D) = §w(I) :

Da P, # B, gilt auch [ ® 'Bu,ds # [ ® 'Buyds, und w(Z) ist nicht der Nullvektor des R".
T A

Daher miissen D und Z — D ungleich der leeren Menge sein. Wir setzen nun

y = 4 Ya auf D,
" lu, auf T-D,

und

ug, auf ZT-—D,
Uo =
2 up, auf D.

Fiir die Antwort x; auf u; gilt

z1 = D(T)xo + D(T) /(I)_l[Bua +c]ds + ®(T) / &~ '[Buy + ] ds

D A

1 1
=®(T)xo + (7)) §/<I>_1Bua ds+§/<1>_1Bubd8 —|—<I>(T)/<I>_1cds
T T T
1 1
—_P,+-P,.
glat gl
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Dasselbe ergibt sich fiir die Antwort x5 auf us. Der Punkt %(Pa + Py) € 0K wird also von den
zwei zuléssigen Steuerungen u; und uy angesteuert. Wegen der Normalitét folgt daraus u; = ug
fast tiberall in [ty, 7] und damit u, = u, fast iiberall in [ty, T']. Daraus folgt P, = P,, was der
Annahme widerspricht. Damit ist die strikte Konvexitit der Menge K1 bewiesen.

Es sei nun 7 eine nichttriviale Lésung der adjungierten Gleichung. Dann ist (7)) # 0, und
wegen der strikten Konvexitit von K7 gibt es genau eine Stiitzhyperebene H zu Kr, welche
n(T) als ins AuBere von K gerichteten Stellungsvektor hat. Analytisch bedeutet dies: Es gibt
genau einen Punkt 2* € 0Ky, so daf n(T)(z* — z) > 0 fiir alle z € K.

Wir nehmen nun an, daf} die Optimierungsaufgabe
n(t)B(t)p = max = M(t), p € Q (5.2)

auf einer Menge F C Z mit |E| # 0 mehrdeutig lsbar sei. Es gibt dann zwei mefibare Funk-
tionen wuq, us: [to, T] — €2, welche nicht fast iiberall gleich sind, so daf ebenfalls gilt:

n(t)B(t)us(t) = n(t) B(t)ua(t) = M(2).

Dies folgt aus dem Satz und der Beweismethode von Filippov, indem wir u;(¢) als das lexiko-
graphische Minimum der Menge {u € Q|n(t)B(t)u = M (t)} und uo(t) als das lexikographische
Maximum dieser Menge definieren. Nach Kapitel 7 sind dann wu, us mefibar, es mufl jedoch
uy # uy fast iiberall gelten, da (5.2) nach unserer Annahme auf einer Menge nicht verschwin-
denden Mafles mehrdeutig losbar ist. Aus dem Pontryaginschen Maximumprinzip (Satz 4.1)
folgt, daf u; und us in einen Randpunkt z; bzw. z5 € 0Ky steuern, wobei n(7T') duflerer Norma-
lenvektor zur Stiitzhyperebene durch z; bzw. 2 ist. Aus der strikten Konvexitét folgt jedoch
z1 = 29 = x*, d.h. u; und us steuern in denselben Punkt. Dies ist ein Widerspruch dazu, daf}
uy und ug nicht fast iiberall gleich sind, wie eben hergeleitet wurde. Die Annahme, (5.2) wére
auf F C Z mit |E| # 0 nicht eindeutig losbar, fiihrt daher zum Widerspruch, und die erste
Richtung des Beweises ist erledigt.

»<=“ Wir nehmen an, daf§ (5.2) eindeutig losbar ist. Es seien uq,us: [to, T] — € Steuerungen,
die in den Punkt P € OKr steuern. Zu zeigen ist u; = uy fast iiberall. Sei a duflere Normale
zu Kp im Punkt P, d.h. es gilt a - (P — 2z) > 0 fiir alle z € K. Man 16se n = —nA, n(T) = a.
Nach dem Pontryaginschen Maximumprinzip gilt

n(t)B(t)ur(t) = n(t) B(t)us(t) = max n(t) B(t)p

fiir fast alle ¢ € [ty, T].
Da (5.2) eindeutig losbar ist, folgt u; = uy fast iiberall, d.h. das Problem ((5.1), 2, zg, to, T) ist
normal. o

Im Fall, daf} die Daten A, B, ¢ nicht von ¢ abhéingen, 148t sich das folgende explizite Kriterium
beweisen:
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Satz 5.2 FEs sei ) ein kompaktes, konveres Polyeder C R™ und xg,c € R*. A und B seien
n X n- bzw. n X m-Matrizen, welche die sogenannte Normalititsbedingung erfiillen mégen: Fiir
jeden Kantenvektor w von Q) sind die Vektoren Bw, ABw, ..., A" 'Bw linear unabhdngig. Mit
(L) bezeichnen wir die Differentialgleichung

T =Ax+ Bu+c.

Dann ist das Problem (L, ), xo,to, T) normal fir alle T > t,.

Beweis: Angenommen, das Problem wére nicht normal. Dann gébe es eine mefibare Menge
S C [ty, T] mit |S| # 0, so dafl die lineare Optimierungsaufgabe

n(t)Bu = max!, JIR<RY:

fiir t € S nicht eindeutig l6sbar wire. Hierbei ist n eine nichttriviale Losung der adjungierten
Gleichung 17 = —nA und hat daher die Darstellung n(t) = —noe=4*, 1o # 0, da A = const.
Nimmt eine lineare Funktion [ auf einem konvexen Polyeder ihr Maximum in mehr als einem
Punkt an, so gibt es auch zwei benachbarte Ecken P;, P, in denen sie ihr Maximum annimmt.
Dies impliziert die Existenz einer Kante w = P; — P, des Polyeders mit /(w) = 0. Auf die obige
Aufgabe angewandt ergibt dies die Existenz von Kanten w; von Q mit n(t)Bw; =0, t € S. Da
Q2 nur endlich viele Kanten besitzt, gibt es eine mefibare Teilmenge S; C S mit |S;| # 0, so daf
alle w, fiir t € S; gleich einer festen Kante w sind. Dies bedeutet

n(t)Bw = noe ¥Bw=0,te S, .

Da |Si| # 0 ist, folgt aus einem bekannten Satz aus der Mafitheorie, daf} dann auch die Ablei-
tungen von nye 4*Bw fast iiberall auf S; verschwinden miissen. Dies ergibt

me MABw = nye M A?Bw ... = noe A" ' Bw = 0

fast iiberall auf S;. Daraus folgt, da8 die Vektoren Bw, ABw, ..., A""!Bw alle orthogonal zu
dem Vektor mye 4! # 0 sind, d.h. sie miissen linear abhingig sein. Dies ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung des Satzes, und der Satz ist bewiesen. O

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich noch der

Satz 5.3 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.2 hat jede extremale Steuerung nur endlich
viele Sprungstellen.

Beweis: Siehe Lee-Markus, Foundations of Optimal Control, S. 133 [LM68]. o

Aus unseren vorherigen Uberlegungen wissen wir, daf unter der Voraussetzung der Normalitit
die erreichbare Menge strikt konvex ist. Unter den Voraussetzungen von Satz 5.2 besitzt die
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erreichbare Menge daher ein nichtleeres Inneres. Wie durch eine lineare Transformation der
Zeitvariablen (Ubergang von t zu at', a € R) wird die erreichbare Menge mit wachsender Zeit
stetig ,aufgeblasen“, d.h. insbesondere: Zu je zwei Punkten zy,x; € R" gibt es eine Zeit T
und eine Steuerung u, welche z( in der Zeit 1" nach z; steuert. Wenn eine solche Eigenschaft
erfiillt ist, nennt man das lineare Differentialgleichungssystem wvollstindig kontrollierbar. Diese
Eigenschaft ist von grofler Wichtigkeit, da damit bei zeitoptimalen Problemen {iberhaupt erst
einmal sichergestellt wird, daf} die zuléssige Menge nicht leer ist.

Aus Satz 5.2 folgt insbesondere, dafl autonome normale Systeme vollstindig kontrollierbar sind.
(Autonom bedeutet, dafl die Daten nicht von der Zeit abhéngig sind.)

Von den vielen Kontrollierbarkeitskriterien geben wir noch das bekannteste an:

Satz 5.4 Das autonome System & = Az + Bu ist genau dann vollstindig kontrollierbar, wenn
die sogenannte Kontrollierbarkeitsmatriz (eine n x nm-Matriz)

[B, AB, A’B,..., A" 'B]

den mazimalen Rang n hat.
Beweis:

(i) Das System sei kontrollierbar. Angenommen, rg[B, AB ..., A" 'B] < n. Dann existiert
ein nichttrivialer Zeilenvektor v mit

v[B, AB,... ,A""'B] =0,
oder
vB=vAB =...=vA"'B=0.
Nach dem Satz von Hamilton-Cayley erfiillt A ihre charakteristische Gleichung, d.h.
A" = AV 4 AP+ e
Daraus ergibt sich
vA"B =0,
und durch Induktion:

vA™B =0 fiir alle m > 0.
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Daraus folgt ve’B = v(I + At + 5;A%t* +...)B =0 und

v, (T) =0 fiir

2,(T) = " | e Bu(s)ds, u € L*[0,T].

Y~

Dies bedeutet, dal v senkrecht auf der erreichbaren Menge des Systems mit der Anfangs-
bedingung xq = 0 steht. Sie kann daher nicht n-dimensional sein im Widerspruch zur
Kontrollierbarkeit.

Die Kontrollierbarkeitsmatrix habe den Rang n. Es sei K die erreichbare Menge des
Systems bzgl. der Anfangsbedingung zo = 0 und der Steuerungsrestriktion ||u|. < 1. Ky
ist abgeschlossen und konvex.

Angenommen, K; wire nicht n-dimensional. Dann gébe es einen Vektor v # 0 mit v L Ky,
und daher:

T
veAT/eAsBu ds =0 fiir alle v mit |Ju|le < 1.
0

T
Daraus folgt [ ve %) By ds = 0 und
0

ve =9 B =0 fiir alle s € [0,7].
Durch m-malige Differentiation ergibt sich
e T A™B =0,
und mit s =T
vA"B =0, m=0,1,2,... ,n—1.

Dies widerspricht der Voraussetzung, dafl die Kontrollierbarkeitsmatrix den Rang n hat.
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6 Funktionalanalytische Grundlagen

Der Satz von Banach-Saks und die schwache Kompaktheit beschrink-
ter Mengen in Hilbertschen Riumen

Definition 6.1 FEin Skalarprodukt (-,-) auf einem reellen Vektorraum H ist eine Abbildung
von H X H nach R mit den folgenden Eigenschaften:

Linearitit: (au + Bv,w) = a(u,w) + B(v,w) fir u,v,w € H, «,B€R,
Symmetrie: (u,v) = (v,u) fir u,v € H |
Definitheit: (u,u) > 0 fir u € H und (u,u) =0 genau dann, wenn u = 0.

Mit Hilfe des Skalarproduktes 1a8t sich eine Norm ||.|| definieren:
llu|| = +v/ (u,u), u e H.
Es 148t sich leicht nachweisen, dafl die Norm den folgenden Ungleichungen geniigt:

Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung: |(u,v)| < ||ul| ||v]]
Dreiecksungleichung: lu + || <||u]| + ||v]

Definition 6.2 FEs sei (u;)°, eine Folge von Elementen u; aus einem Vektorraum H mit
Skalarprodukt und v € H. Wir sagen, dafi die Folge u; gegen u in H konvergiert, wenn
lui —u|| = 0 (i — oo) gilt. In Zeichen: u; — u in H (i — o0). Das Element u heifst
dann der ,Limes der Folge (u;)2,( in H)*“.
Die Folge (u;)32, heifit Cauchy-Folge in H, wenn zu jeden € > 0 ein ig existiert, so daf fir alle
i,j > 1o die Ungleichung ||u; — u,|| < e gilt.

FEin Element u € H heifit Hiufungspunkt einer Menge M C H, wenn eine Folge (u;) von
Elementen aus M existiert, welche gegen u konvergiert.
M heifst abgeschlossen, wenn M alle ihre Haufungspunkte enthdlt.

Definition 6.3 Ein Vektorraum H mit Skalarprodukt heiffit Hilbertraum oder Hilbertscher
Raum, wenn jede Cauchyfolge in H einen Limes besitzt. Diese Eigenschaft von H bezeichnet
man auch als Vollstindigkeit.

Satz 6.1 (,,Existenz von Lotpunkten“) Es sei M eine abgeschlossene konvexe Teilmenge
eines Hilbertraumes H. Sei w € H, uw# M. Dann gibt es ein v € M mit

|lu —v|| = inf{||lu — w|| | w e M}.
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Beweis: Es sei d = inf{||u — w|| | w € M}. Dann gibt es eine Folge (w,,) von Elementen aus
M, so daf} ||u — wy| — d (m = o0). ((wy,) ist eine ;Minimalfolge“.) Wir benutzen nun die
(leicht nachzurechnende) Parallelogrammidentitit

Iz +yl* + [lz = ylI* = 2(||=[* + ly]I*)
mit £ = u — Wy, , Yy = u — w, und erhalten

1
A||uw— =

5 (W + W) [* + [[wen = wal|* = 2(|u = winll* + [Ju — wnl*) = 4*. (6.1)

Da M konvex ist, gilt %(wm + wy,) € M, und aus der Definition von d folgt

1
4ju — §(wm +w,) || > 4d>.

Aus (6.1) folgt damit ||w,, — w,|| — 0, und wegen der Vollstéindigkeit von H gibt es ein v € H
mit w,, — v (m — o00). Da M abgeschlossen ist, gilt v € M, und wir schlieflen aus der
Dreiecksungleichung

l|lu — wm|| = ||lu — v]| (m = oo) und somit d = ||u — v]|.

Definition 6.4 Es sei M eine Teilmenge eines Hilbertschen Raumes H. Das Orthogonal-
komplement M+ von M ist die Menge M+ = {x € H|(x,y) = 0Vy € M}.

Satz 6.2 (,,Projektionssatz®) Es sei M ein linearer abgeschlossener Teilraum des Hilbert-
schen Raumes H. Dann besitzt jedes u € H eine Zerlequng u =v+w mitv € M, w € M+.

Beweis: Gilt u € M, so setzt man v = u, w = 0.
Sei daher u ¢ M. Nach Satz 6.1 gibt es ein v € M mit ||ju —v|| = d = inf{||u — w|| |lw € M}.
Fiir jedes z € M, A € R, gilt dann mit w=v+ Az € M

lu—ol* < flu—v = Azll® = [lu = vl* = 2M(u — v, 2) + X*||2|”
oder
2A(u — v, 2) < A?||2))*.
Damit ergibt sich

1 1
(u—wv,2) < 5)\||z|| fir A >0 bzw. (u—wv,2) > 5/\||z||2 fiir A <0.

35



Grenziibergang fiir A — 0 ergibt
(u —v,2) =0 fiir z € M und somit v —v € M*.

Die Zerlegung u = v + w mit w = u — v leistet das Gewiinschte. o

Definition 6.5 FEin beschrinktes lineares Funktional auf einem Hilbertschen Raum H ist eine
lineare Abbildung ¢: H — R, die der Ungleichung

lo(u)| < K ||u|| firuve H

mit einer von u unabhdngigen Konstante K gentigt.

Man kann zeigen, dafl die Beschrinktheit eines linearen Funktionals ¢ auf einem Hilbertschen
Raum &dquivalent zur Stetigkeit von ¢ ist.

Definition 6.6 Die Norm eines beschrankten linearen Funktionals ¢ auf einem Hilbertschen
Raum ist die Zahl

lell = sup{le(u)| ju € H, |[ul| =1}

Satz 6.3 (,,Rieszscher Darstellungssatz fiir beschrinkte lineare Funktionale auf
Hilbertschen Riumen“) Zu jedem beschrinkten linearen Funktional ¢ auf einem Hilbert-
schen Raum H gibt es ein eindeutig bestimmtes Element f € M, so dafs

o) = (fu) firue H  und ol = | f]-

Man driickt dies auch so aus: Der duale Raum H* eines Hilbertschen Raumes H kann mit
diesem identifiziert werden.

Beweis: Es sei N = {v € H|p(v) = 0}. Offensichtlich ist N ein linearer Teilraum von H.
Auflerdem ist NV abgeschlossen, denn aus v; € N, v; = v (i — o00) folgt |o(v)| = |p(v — v;)| <
K|lv — || = 0 (i - 00), also v € N.

Gilt nun N = H, so gilt die Behauptung mit f = 0.

Sei daher N # H. Dann gibt es ein z € H, z ¢ N, welches nach Satz 6.2 eine Zerlegung
z=v+w,vEN, we N, w0, besitzt. Wir behaupten, dafl das Element

s o(w)

= —tw
[[w]]?
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die gewiinschte Darstellung ¢(u) = (f, u) leistet.
Es gilt o(u — S((:)))w) = o(u) — (f((:f}))go(w) = 0. (Beachte, da w € N+, w # 0, und damit

o(w) # 0.) Somit besteht die Beziehung u — j((:f)))w € N, und, da w € N*, die Gleichung

Daraus ergibt sich wegen der Linearitéit des Skalarproduktes

(u, w) = p(u)
und somit

o) = %w,w) — (f.u).

was wir zeigen wollten.

Die Eindeutigkeit von f ergibt sich durch die folgende Uberlegung:

Es sei ¢(u) = (f,u) = (f',u). Dann gilt [[f = /2= (F= ', f =) = (F= ', )= (f = ', J') =
o(f = f)—(f = f)=0,also f— [

Es verbleibt der Nachweis der Gleichung ||¢|| = || f]l-

Es gilt |1 = (£.0) = [o(D| = 17 I () | < 171 Igll, £ # 0, nach Definition von [j¢|
und somit || f|| < ||¢]|-

Zum Nachweis der umgekehrten Ungleichung ||¢|| < ||f|| sei w; € H, |lw;]] = 1 und
o(w;) = |l¢||- Dann gilt o(w;) = (f, w;) < ||f|| ||ws|| = ||f]|, und nach Grenziibergang i — oo
schliefllich ||¢|| < || f||. Der Satz ist damit bewiesen. 0

Definition 6.7 FEine Folge (u;) von Elementen eines Hilbertschen Raumes H heif$t schwach
konvergent gegen ein u € H, in Zeichen u; — u (i — o0), wenn fir alle v € H

(uz, v) = (u,v) (1 — 0).

Man iiberlegt sich leicht, daf} die ,starke“ Konvergenz u; — u in H die schwache Konvergenz
u; — u impliziert, aber nicht umgekehrt.

Die grofie Bedeutung des Begriffes ,,schwach konvergent“ liegt darin, daf in unendlich dimen-
sionalen Hilbertrdumen das Analogon des Satzes von Bolzano-Weierstrafl bzgl. der starken
Konvergenz falsch, bzgl. der schwachen Konvergenz jedoch richtig ist. Letzteres wird durch den
folgenden Satz prézisiert:
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Satz 6.4 (Schwache Kompaktheit beschrinkter Mengen in Hilbertriumen) FEs sei
(u;) eine Folge von Elementen eines Hilbertschen Raumes H, so daff ||u;]| < K, i=1,2,...,
mit einer Konstante K. Dann gibt es eine Teilfolge (u,ﬂ) und ein u € H, so daf

Us; — U schwach in H (j — o0).
Man driickt dies auch folgendermafien aus: ,,Beschriankte Mengen in Hilbertschen Rdumen sind
schwach folgenkompakt.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Existenz einer schwachen Cauchyfolge, d.h. es gibt eine Teil-
folge u;;, so da8 (u;; — s, g) — 0 fiir j,k — oo und alle g € H.

Nach Voraussetzung ist die Zahlenmenge {(u;, ux)|i,k = 1,2, ...} gleichméBig beschrénkt. Nach
dem Cantorschen Diagonalverfahren, welches im Anschlufl an den Beweis erldutert wird, gibt
es eine Teilfolge (u;;), so dafB fiir jedes feste m = 1,2,..., die Folge ((u;;,un));2, konvergiert.
Daraus folgt die Konvergenz der Folge ((u;;,9))32, fiir jedes g € S := (ui,uy,...), d.h. S
besteht aus allen endlichen Linearkombinationen der u;. Fiir jedes g € S gilt daher

Dies gilt aber auch fiir alle g € S, wenn S die Abschliefung von S bedeutet. Ist nimlich ¢ > 0
vorgegeben, so gibt es zu g € S ein go € S mit [|g—go|| < 5% und ein jo, so daB (u;; —u;,, go) < 5
fiir j,k > jo. Daraus folgt
[(wg; — Uiy, 9)| < (ug; — ugy, go)| + | (us; — uiy, 9 — 9o)|
€ . .
<5 +2Kllg =gl <, g k> Jo -
Ist nun v € H beliebig vorgegeben, so gibt es nach dem Projektionssatz (Satz 6.2) eine Zerlegung
v=g1+9g2, g1 €S,g0 € S*+. Es gilt dann (uy,,g2) =0, m=1,2,..., und daher
(uij_uikav):(uij_uikagl)_)o (],k—)OO), dagles—"
Damit ist bewiesen, daf fiir jedes v € H der Limes
SO(U) = hm (uij’v)
j—o0

existiert. Offensichtlich ist ¢ : H — R eine lineare Abbildung. Aus der Ungleichung
[(ug;, v)| < Jug, || |Jv]] < K|lv]| folgt [p(v)| < K|[v]|, d.h. ¢ ist ein beschrénktes lineares Funktio-
nal. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (Satz 6.3) gibt es dann ein u € H mit p(v) = (u, v)
fiir alle v € H, und es gilt u;;, — u schwach in H. o

Der Name Diagonalverfahren erscheint einleuchtend, wenn man sich die Folge (a;) als recht-
eckiges Schema vorstellt und die Auswahl der Folgen A; durch sukzessives Wegstreichen der
Spalten (a;)ien darstellt, welche zu den Indizes k ¢ A; gehoren. Die Diagonalfolge in dem
Restschema ergibt dann die Folge A.
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Satz 6.5 (Satz von Banach-Saks) Es sei H ein Hilbertscher Raum sowie u,u; € H,
i =1,2,... und u; — u schwach in H (i — o00). Dann gibt es eine Teilfolge (us;)32,, so
daf$ die arithmetischen Mittel

| X
=5 Z
stark gegen u konvergieren: wy — u in H (N — 00).

Beweis: Es sei v; := u; — u. Es gilt dann v; — 0 schwach in H (j — oo0). Wir konstruieren mit
Hilfe vollstdndiger Induktion eine Teilfolge (v;;), so daf

1 1

|(Ui1>Uit+1)| S RN a|(Uit’Uit+1)| < -

<: (62

~

Zu diesem Zweck setze man v;, = vy. Ist v;,,v;,,... ,v;, bereits konstruiert, so wihle man den
Index iy derart, daB |(vi,, vi, )| < 1, ... [(vi,, vi,p, )| < § ausfillt. Eine solche Wahl von i1 ist
moglich, da (vi,, vm) = 0,..., (viy, V) — 0 (M — 00), da v,, = 0 (m — o0). Die Konstruktion

N
(6.2) ist damit durchgefiihrt. Wir zeigen, daB die arithmetischen Mittel & > v;, stark in H
t=1

gegen 0 konvergieren (N — 00). Es gilt ndmlich

1 T R
szit = WZ”%HQ?L?m Z (Vi vi,)| <
t=1 t=1 s<t
s=1,...,N—1
t=2,...,N—1
N N N
1 1 1 K 1 1
< S K242 =" 4 N (t-1)—— =
SmLtin X e F il
=1 s<t t=2
s=1,...,N—1
t=2,...,N—1
K? N-—-1
N
Daraus ergibt sich + > u;, — u stark in H (N — 00), und der Satz ist bewiesen. 0
t=1

Eine Folgerung aus dem Satz von Banach-Saks ist: Eine konvexe Menge in einem Hilbertschen
Raum ist genau dann abgeschlossen, wenn sie schwach abgeschlossen ist.

Quelle: Die Darstellung in diesem Kapitel folgt im Wesentlichen dem Appendix I, Kap. 3,
part II, des Buches von Bers, John, Schechter, ,,Partial Differential Equations®, Interscience
publishers, New York-London-Sydney, 1964.
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Konvexe Mengen und der Satz von Krein-Milman

Eine Teilmenge C eines Hilbertschen Raumes H heifit konvexr, wenn mit z,y € C auch
ar + (1 — a)y € C fiir alle a € [0,1]. Ist M eine Teilmenge von H, so heifit die kleinste
konvexe Menge, welche M enthilt, die konvere Hiille H(M).

Es gilt #H(M) = {M; D M|M, ist konvex }, und man kann zeigen, dafl H(M) aus allen

konvexen Linearkombinationen von Elementen aus M mit endlich vielen Summanden besteht:

N N
%(M)Z{ZCQU,AZO!,:l, o, >0, u, e M, 1=1,... ,N, N:1,2,} .
=1 i=1

Ist H =R, so laft sich zeigen, daf} es in der obigen Darstellung fiir H (M) geniigt, N =n+ 1
zu wéhlen:

N N
Lemma 6.1 (Caratheodory) Es sei u; € R* und v = > o4u;, o > 0, > «a; = 1. Dann
=1 =1
n+1 ’ n+1 '
existieren Zahlen B;, i=1,... ,n+1, mit > B; =1, 5; >0 und > Biu; = u.
i=1 i=1

Beweis: Es sei m die kleinste natiirliche Zahl, fiir die eine Darstellung u = > v;u; mit Zahlen
i=1

m
v >0, > v = 1, gilt. Angenommen, es wiare m > n + 2. Da n + 1 Vektoren im R" linear
i=1

n+1 n+1
abhéngig sind, gibt es Zahlen \; mit > |A;| # 0 und > A;(u; —u) = 0. Daraus folgt
i=1 i=1

m

> i+ eN)(ui—u) =0,

i=1

wobei wir \; = 0 fiir ¢ > n + 2 gesetzt haben. Da v; > 0, ist fiir betragsmifig kleine € auch
vi +eX; > 0. Lafit man € stetig wachsen oder fallen, so erkennt man die Existenz einer Zahl
go # 0, so daB ~;, + g9A;, = 0 fiir ein 4y € {1,...,n + 1} und v; + €gA; > 0 fiir die restlichen
Indizes. Da A\; =0 fiiri >n+2, 9, >0, ¢ =1,...,m, sind nicht alle Zahlen v; + £,A; gleich
Null. Es ergibt sich somit

(% +eod)u =Y (7 + coh)ui
o Zio
d.h. u 148t sich als konvexe Linearkombination der u;, i € {1,...,m} \ {ip} mit den Koeffi-

m
zienten (7; + £oN;)/ Y. (7: + €o\i) darstellen. Dies bedeutet, daf$ « nicht minimal war, und wir
=1

1=
i#£io
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erhalten einen Widerspruch zur Behauptung, dafl sich v nicht als konvexe Linearkombination
von n + 1 Vektoren unter den u; darstellen 148t. o

Héaufig in der Analysis bené6tigt werden Aussagen iiber die Stiitzhyperebene einer konvexen
Menge.

Definition 6.8 Es sei M eine konvere Menge in einem Hilbertschen Raum H und xr € M. Es
existiere ein o € H mit der Eigenschaft

(p,z—y) >0 fiir alle y € M .
Dann bezeichnet man die Menge
L={2€H|(p,2) =(p,2)}

als Stiitzhyperebene von M im Punkt z.
Das Element ¢ wird als Stellungsvektor von L und als &ulere Normale von M im Punkt z
bezeichnet.

Satz 6.6 FEs sei M eine konveze, abgeschlossene Teilmenge des R" und x € OM. Dann gibt es
eine Stitzhyperebene von M in x.

Beweis: Esseia; ¢ M und a; — x (i — 00). Es gibt dann Vektoren x; € M mit der Eigenschaft
la; — z;| = inf{|a; — 2| |z € M}.

(Dies folgt in einfacher Weise mit Hilfe eines Minimalfolgenarguments.) Mit |.| haben wir die
euklidische Norm bezeichnet. Da M konvex ist, gilt

|a,~—x,~|2§|ai—(1—t)xi—tzi|2, 0§t§1

und aufgrund dieser Minimaleigenschaft

d
%mi - (1 - t).TZ — tZZ'|2‘t:0 Z 0.
Fiihrt man die Differentiation aus und setzt ¢ = 0, so ergibt sich

2a;x; — 2:5? — 2a;2; + 2x;2; > 0 oder
(a;i =i, 2y — 2) > 0.
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a; —X;

Es gilt ; = x (i — o) und fiir eine Teilfolge e T (1 — o0). Aus der letzten Ungleichung
schlieflen wir durch Grenziibergang

lim (u xi—zi) —(p,z—2) >0,

h 7
1—00 |a/i — '/'EZ|

d.h. die Existenz einer Stiitzhyperebene. o

Man kann Satz 6.6 auch mit Hilfe des Trennungssatzes von Hahn-Banach beweisen.

Definition 6.9 Es sei K eine Teilmenge eines Hilbertschen Raumes H. Ein Punkt x € K heifit
Extremalpunkt von K, wenn aus der Darstellung x = ay+ (1 —a)z, y,z € K, 0 < a < 1,
die Gleichheit x =y = z folgt.

Mit anderen Worten: Ist x Extremalpunkt, so kann x nicht echte konvere Linearkombination
verschiedener Elemente aus K sein.

Es gibt noch den Begriff des exponierten Punktes:

Definition 6.10 Ein Punkt x € K heifit exponiert, wenn = auf einer Stitzhyperebene S zu K
liegt und wenn x der einzige Punkt von K auf S ist.

Jeder Extremalpunkt ist exponierter Punkt, aber nicht umgekehrt.

Satz 6.7 (Satz von Krein-Milman in Hilbertschen Riumen) Jede konveze, abgeschlos-
sene und beschrinkte Teilmenge M eines Hilbertschen Raumes H besitzt mindestens einen
Eztremalpunkt.

Beweis: Wir nennen eine nichtleere Teilmenge A von M eine extremale Teilmenge von M,
wenn die Inklusion

ar+(1—a)ye A, z,ye M, a €|0,1] fest ,

die Inklusion z,y € A impliziert.
Extremale Teilmengen werden auch als ,, Winde® bezeichnet.

M selbst ist extremale Teilmenge von M, einpunktige extemale Teilmengen von M sind Extre-
malpunkte.

Es sei F die (nichtleere!) Familie aller abgeschlossenen nichtleeren extremalen Teilmengen von
M, die durch die mengentheoretische Inklusion mit einer Halbordnung versehen ist.
Wir werden zeigen, dafl F bzgl. dieser Halbordnung mindestens ein minimales Element M,
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besitzt, welches aus genau einem Punkt, einem Extremalpunkt, besteht. Hierzu benutzen wir
das Lemma von Zorn, welches die Existenz eines minimalen Elementes bzgl. einer Halbordnung
sicherstellt, sofern man weif}, dafl jede maximale total geordnete Unterfamilie der zugrundelie-
genden Familie (in unserem Fall F) ein minimales Element hat. Eine Unterfamilie ¢/ von F
heifit linear oder total geordnet, wenn fiir My, My € U entweder M; C My oder My C M gilt.
Sie heiBit mazimal, wenn es keine linear geordnete, I echt enthaltende Unterfamilie i C F gibt.

Daf} total geordnete Unterfamilien von F in unserem Fall ein minimales Element haben, folgt
aus der schwachen Kompaktheit der Menge M: Ist U eine linear geordnete Unterfamilie von F,
und gilt

({MilM; e} =0,
so gilt dies wegen der schwachen Kompaktheit von M auch fiir endlich viele M;, d.h.
({Milie A} =0, IA| < oo

Dies ist ein Widerspruch, da die M; linear geordnet und nichtleer sind. (Im ersten Teil dieses
Kapitels haben wir bewiesen, dafl beschrinkte, abgeschlossene konvexe Mengen in Hilbertschen
Riumen schwach folgenkompakt sind. Man kann noch folgern (s. etwa Kothe, Topologische
Lineare Riume), daf§ sie auch iiberdeckungskompakt sind, und wir haben soeben eine hierzu
dquivalente Formulierung benutzt.)

Es gilt also N; = ({M;|M; € U} # (), und man iiberlegt sich sofort, daB Ny selbst abgeschlos-
sene, nichtleere, extremale Teilmenge von M ist. Wegen der Maximalitédt von U ist Ny € U,
und N, ist das minimale Element von #/. Nach dem Lemma von Zorn gibt es daher mindestens
ein minimales Element Ay in F. Angenommen, Aj enthielte zwei verschiedene Punkte zq, x5.
Dann gibt es ein v € H mit (u,z,) =0, (u,z2) # 0. Setze § = inf{(u, )|z € Ap}. Dann ist die
Menge A; = {z € Ap|(u,z) = S} eine nichtleere abgeschlossene konvexe eigentliche Teilmenge
von Ag. Wir zeigen, dafl A; extremale Teilmenge von M ist. Es seien x,y € M, 0 < a < 1, so
daB8 azr + (1 — a)y € A;. Da A; C Ap und Ay extremale Teilmenge von M ist, folgt zunéchst
z,y € Ag. Nach Definition von S gilt (u,z) > B, (u,y) > 5. Angenommen, fiir mindestens
eines der Elemente z,y gilte (u,x) > 8 bzw. (u,y) > 3, so folgte

(u,azx + (1 — a)y) = a(u,z) + (1 — a)(u,y) > 5,

d.h. az + (1 — )y wiire nicht in A; enthalten. Dies ist ein Widerspruch, und es muf gelten:
(u,z) = B, (u,y) = B, d.h. z,y € Ay, und A; muf} extremal sein. Dies widerspricht der
Minimalitdt von Ay, und die Annahme, Ay bestehe aus mehr als einem Punkt, ist damit zum
Widerspruch gefiihrt. o
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7 Mafltheorie

Der Satz von Filippov
Es sei U eine kompakte Teilmenge des R™ und I C R eine beschrinkte meflbare Menge. Es sei
eine Funktion F': I x U — R" mit den folgenden Eigenschaften gegeben:

Fiir jedes p € U ist F(t, u) meBbar bzgl. ¢. (7.1)

Zu jedem e > 0 gibt es eine meflbare Menge N, C I

7.2
mit | V.| < e, so dafl F auf (I — N,) x U stetig ist. (7-2)

(Die Bedingung (7.2), welche im Wesentlichen die Stetigkeit von F'(¢, ) bzgl. u ausdriicken
soll, ist nicht sonderlich elegant, reicht jedoch fiir alle Anwendungen aus, und wir vermeiden
dadurch, eine nichttriviale Verallgemeinerung der Satzes von Lusin beweisen zu miissen.)

Schliellich sei noch g: I — R” eine mefibare Funktion.

Satz 7.1 (Satz von Filippov) Es sei a: I — Q eine nicht notwendig mefSbare Funktion, die
die Gleichung

F(ta(t) = g(t)

fiir fast alle t € I erfiille. Unter den obigen Annahmen gibt es dann eine mefbare Funktion
u:l — Q, die ebenfalls die Gleichung F(t,u(t)) = g(t) fir fast alle t € I erfillt.
Insbesondere hat die Filippov-Funktion u, die definiert ist durch

u(t) = lexmin{u € QIF(t, n) = g(1)},

diese Eigenschaft.

Das lexikographische Minimum einer kompakten Menge M C R™ ist derjenige Vektor a € R™,
dessen Komponenten a; folgendermafien durch Induktion erklart sind:

a; = min{p; € R[Fpg, - ., fhyy, mit (1,... , ) € M}.
ai,-..,a; 1 seien bereits erkliart. Dann sei
a; = mln{#’l € R‘El:u’i—}-la <o Mm mit (ala A2y -« v 5 Qi1 gy Hip1y - - - ay'm) € M} :

Wegen der Kompaktheit von ©Q und der Stetigkeit von F'(t,u) bzgl. u werden die Minima
bei der Bildung des lexikographischen Minimums von {u € Q|F(t,u) = g(t)) fiir fast alle ¢
angenommen, so daf die Definition von u(t¢) sinnvoll ist.

Zum Beweis von Satz 7.1 benétigen wir zunéchst
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Lemma 7.1 Es sei v: I — R eine Funktion mit der folgenden Figenschaft: Zu jedem € > 0
existiere eine mefbare Menge M, C I mit | — M.| < €, so daf$ die Restriktion von v auf M,
mefbar ist. Dann ist v: I — R mefbar.

Beweis: Essei N =1,2,..., und M1 die obige Menge M, mit € = % Fiir jedes a € R ist die
N
Menge

M = U{xEM%|v(x)>a}

N=1

mefbar, d.h. die Restriktion von v auf M ist melbar. Andererseits unterscheidet sich M von I
hochstens um eine Menge vom Mafl Null. Daher ist v: I — R mefibar. o

Lemma 7.2 Es sei Iy C R meflbar und beschrinkt sowie v: Iy — R eine unterhalbstetige
Funktion. Dann ist v mefbar.

(v : Iy — R heifit unterhalbstetig, wenn fiir jede Folge (z;), z; € Iy, mit z; — zo € I (i — 00),
die Ungleichung

v(z) < llggf v(x;)

gilt.)

Beweis: Da [, mefbar ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 eine abgeschlossene Menge A, C I mit
|Ip — Ac] < e. Wegen der Unterhalbstetigkeit von v ist fiir jedes a € R die Menge {z €
Aclv(z) < a} abgeschlossen und daher mefibar; das Komplement {z € A.|v(z) > a} ist dann
ebenfalls me3bar. Daraus folgt die Mef3barkeit der Restriktion v: A, — R und mit Lemma 7.1
die Mef3barkeit von v: Iy — R. o

Beweis von Satz 7.1: Wegen Lemma 7.1 geniigt es zu zeigen, dafl die im Anschlufl von Satz
7.1 definierte Filippov-Funktion u bei vorgegebenem ¢ > 0 meBbar auf der Menge I — N, s.
Bedingung (7.2), ist.

Wegen des Satzes von Lusin gibt es eine mefibare Teilmenge I, C [— N, mit |(I—N.)—1I.| < €, s0
dafl g auf I, stetig ist. Wegen Lemma 7.1 geniigt es sogar, zu zeigen, daf} die Filippov-Funktion
u meBbar auf I, ist. Dies geschieht durch vollstindige Induktion iiber die Komponenten von wu:

Induktionsverankerung:
Die erste Komponente u; der Filippov-Funktion ist unterhalbstetig und damit meflbar auf 7.!

Dies ergibt sich aus der folgenden Uberlegung: Es seien ¢,t. € I, und p* = liminf us(¢;). Es
71— 00

45



sei A eine Teilfolge, so daBl uy(t;) — pf und u(t;) = p* = (u3,... ,p) €U, (i > 00, i € A).
Hierbei wurden die Kompaktheit von U und der Satz von Bolzano-Weierstrafl verwendet. Wegen
der Stetigkeit von F' und g auf I, diirfen wir in der Gleichung

F(t;,u(ti) = g(t:)
zum Limes ¢ — 0o, ¢ € A, iibergehen und erhalten

F(t,p*) =g(t), p* € U, oder
pt€{peUlF(t,u) =g(t)}-

Daraus folgt aus der Minimaleigenschaft der Filippov-Funktion, s. Definition,

uy(t) < pi = liminf uy(¢;),

1—00

also die behauptete Unterhalbstetigkeit bzw. Mefibarkeit von u; nach Lemma 7.2.

Die Mefibarkeit von uq,us,... ,ux, k € {1,...,m — 1} auf I, sei bereits bewiesen, und wir
wollen die Meflbarkeit von uy.; beweisen. Nach dem Satz von Lusin gibt es zu jedem ¢ ei-
ne mefibare Menge I; C I. mit |I. — Ij| < 0§, so daB wuy,...,u; auf Ij meBbar sind. Wir
zeigen, daBl ug., auf Ij unterhalbstetig ist. Hierzu seien ¢,¢; € Ij und ¢; — t (i — o0).
Ferner sei ., = liirgglf uk+1(t;). Wegen der Stetigkeit von u;, 1 < j < k auf I; gilt
u;(t;) = u(t), 1 < j <k, (i = 00). Es sei nun A eine Teilfolge, so daB8 up1(t;) = pyiq
und u(t;) = (ui(t),... ,ue(t), gy, , i) €U, (i — 0o, i € A). Hierbei wurde wiederum
der Satz von Bolzano-Weierstrafl verwendet. Wegen der Stetigkeit von F' und g auf Iy C I, darf
wiederum in der Gleichung

F(ti, u(t)) = g(t:)
zum Limes 1 — oo, ¢ € A iibergegangen werden, und wir erhalten
Ftui(t), ... uk(t), hgrs--- ) = 9(2) -
Daraus folgern wir wie im Fall £ = 0 die Ungleichung
k41 (1) < pjopr = liminf ug, (23)

Damit ist ug41 unterhalbstetig auf I, und die Me8ibarkeit auf I, folgt mit Hilfe von Lemma 7.1
und 7.2.
Der Satz ist damit bewiesen. o
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