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1 Der ,Hauptsatz®“ der Differential- und Integralrech-

nung fiir das eindimensionale Lebesguessche Integral

Der sogenannte Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt, dafl das eindimensio-

nale Riemann-Integral f [ dx beziiglich = stetig differenzierbar ist, und daf} gilt

]fdf = [(z).

Ein dhnliches Resultat gilt, wenn f im Sinne von Lebesgue integrabel ist.

Satz 1.1 FEssei f € L'a,b] und F(x ffdf Dann ist F fast iberall in [a,b] differenzierbar
und es gilt iF = [ fast iberall.

Anmerkung: F ist auBerdem stetig (siehe Lemma 1.1).

Der Beweis dieses Satzes bendtigt grofere Vorbereitungen. Zur Motivation fiir die Wichtigkeit
dieses Satzes erwédhnen wir:

(i) In Anwendungen (z.B. Steuerungstheorie) betrachtet man haufig auf gewohnliche Differen-
tialgleichungen (¢) = f(t,z(t)), bei denen f beziiglich ¢ Spriinge haben darf, etwa also nur
mefbar ist. Die Ableitung auf der linken Seite existiert dann nur fast tiberall.

(ii) Der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen mit der Sobolev-Norm || - ||;
; 1/2
(@b = Jue Clat)n C'ab)lulia = | [0 +7)ds | < oo

a

ist beziiglich der Norm || - ||1 2 nicht vollstandig. Um einen vollstandigen Raum zu erhalten, muf

der Ableitungsbegriff im Sinne von Satz 1.1 abgeschwécht werden.

Beweisstrategie fiir Satz 1.1:
(i) Sei f € L'[a,b]. Man erinnere sich, daB das Lebesgue-Integral absolutstetig ist, zu e > 03§ >
0, so daB fiir alle Mengen Fs C [a,b] mit u(Fs) < § gilt:

|E[fd§\ <e.
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N
Ist Fs = |J[t, 1], so gilt
=1 N
() - Fla) = / 3
=1
Dies gilt in Analogie fiir f4 und f_. Da ! > ¢; gilt, falls f >0
N N
SR - I—/fd£<cfa Y-
i=1 =1
und, da wir diese Uberlegung fiir f, und f_ durchfithren kénnen, letztlich
N N
M) = F(t)| < e falls Y (1 —t;) <e. (1.1)
=1 =1

Die Eigenschaft (1.1) ist eine Verscharfung des Stetigkeitsbegriffes; man nennt F dann abso-
lutstetig.

Definition 1.1 FKine Funktion g : [a,b] — R heifit absolutstelig <. Zu jeden e > 0 gibl es ein
6 >0, so daf fiir alle N € N und alle 2N-Tupel (t,,17, ...ty ly) mit t; <t <ty < i, und

N
d(t—t)<s
=1

die Ungleichung

stattfindet. Man schreibl g € AC oder g € AC|a,b).

Unsere Uberlegungen unter (i) ergeben somit

Lemma 1.1 Sei f € L'[a,b]. Dann ist die durch F(z) = [ fd¢ definierte Funktion F' absolut-

a

stetig.
(i) Es gilt nun der

Satz 1.2 Sei F' € AC[a,b] = F ist fast uberall differenzierbar.



Der ,Hauptsatz® der Differential- und Integralrechnung fiir das eindimensionale

Lebesguessche Integral [01.07] 3

Dies ergibt zundchst wenigstens den ersten Teil der Aussage von Satz 1.1. Der Nachweis von
Satz 1.2 ist schwierig. Man iiberlegt sich, dafl jede Funktion I € AC von beschrankter Variation
ist.

Definition 1.2 Fine Funktion f : [a,b] — ist von beschrinkter Variation, wenn fiir alle N € N
und alle N-Tupel a = 2 < 2l < ... < 2¥_, < 2} = b die Summen

> (i) — )

gleichmdflig beschrdnkt sind. Die Grofle

VE(f) = sup {z faim) = )l a=a) < ... <2l = b}

NeN =1

heifst Variation von f. Offensichtlich ist nicht jede stetige Funktion von endlicher Variation.
Man beweist nun nacheinander die folgenden Sétze:

Satz 1.3 Jede Funktion von beschrinkter Variation ist Differenz zweier monotoner Funktio-

nen.
Satz 1.4 Jede monotone Funktion ist fast iberall differenzierbar.

Damit sind auch Funktionen aus AC fast iiberall differenzierbar, und der erste Teil von Satz
1.1 ist bewiesen.

Dem Beweis der Sétze 1.3 und 1.4 ist Kapitel 2 gewidmet.

Zum Nachweis der zweiten Aussage von Satz 1.1, ndmlich daf} Floth)=F(z) _, f(z) fiir alle

B
z € [a,b] — F mit u(F£) =0 ist die Konvergenz
z+h
1
Y / fdz — f(z), x € [a,b] — F dquivalent (1.2)

Begniigt man sich, daf die Konvergenz (1.2) fiir eine Teilfolge (hy — 0) richtig ist, so reicht ein

Approximationsargument aus: Die Faltung

oo z+h
wy * f(z) = / wp(z — 1) f(t)di( = % / fdz) mit wy, = { (1)/h auf  [—h,0]

—00 xr

sonst
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hat die Eigenschaft, daf3
r+h

wh*f(x):%/fdfundwh*f%finl)l.

Fir eine Teilfolge hy erhdlt man dann Aussage (1.2) - aber wir wollen diese fir jede Nullfolge
(hy > 0) wissen. Da jedoch bereits bewiesen ist, daf die Folge w iiberhaupt konvergiert

fiir h — 0, erhalten wir die gewiinschte Konvergenz

F(:c—l—h)—F(;v)
h

— f(z) fir jede Nullfolge {h} .
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2  Funktionen von endlicher Variation

Die Ausfithrungen in diesem Kapitel halten sich an das Buch von Natanson, ,, Theorie der reellen
Funktionen einer reellen Veranderlichen“ (mit - hoffentlich - didaktischen Verbesserungen). Wir
wiederholen die Definition der Variation V?f einer Funktion f : [a,b] — R.

N
Definition 2.1 V'f = sup{z ‘f(:ck) - f(:vk_l)‘ ‘ a=z) <2V <...<2N=0b;N ¢ N}.
k=1
VPf < oo & . f besitzt endliche Variation*.
Beispiel: Lipschitz-stetige und monotone Funktionen sind von endlicher Variation. Die Funktion
T COS % ist von unbeschrankter Variation. Wir erwidhnen, daff Summe, Produkt und Quotienten

von Funktionen endlicher Variation wiederum von endlicher Variation sind. Der Raum der

Funktionen von beschrankter Variation wird mit BV bezeichnet. Wir erwahnen die Identitat
VPF=Vef4+ Vi fiir ¢ € [a,b] (Ubungsaufgabe)
und werden diese auch benutzen.

In n-Dimensionen ist die Definition
Vol =sup [ fdivedyle e C'@), ol <1
Q

iiblich. Hierbei ist f € L'(©). Im eindimensionalen ist diese Definition dquivalent zu der ein-

gangs getroffenen.

Satz 2.1 Sei [ : [a,b] — R stetig und von endlicher Variation. Ist f an der Stelle x4 € [a, ]
stetig, so ist auch die Funktion g, welche definiert ist durch

g(z) =V'f

an der Stelle zq stelig.

Beweis: Man zeigt, dal g in zo rechts- und linksstetig ist, aber wir beschranken uns auf
den Nachweis der Rechtsstetigkeit. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Nach Definition des Begriffs

wsup“ gibt es Zahlen z1,... ,ay mit a = 29 < 11 < 29 < ...2n = b, so daB

g

Vi= 3 — S| > VAU - 5 (2.1)
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Sei § €]xg, z1[ mit | f(zo) — f(§)] < 5. Aus (2.1) folgt

N

(o) = SO+ 1£€) = fan)l + 3 [f(xr) = fzamr) > [V2 [ - % .
Andererseits ist v
(&) = F)| + Y [f(wn) = flawmn) < VRS

Somit folgt .
F(0) = FE) > VA~ Vof =
und damit
beof—ngf < ¢, da [ stetigist .

Aus der Beziehung V¢ f + ngf =Vof+ V;’Of folgt VEf — Vo f < ¢ fiir alle £ €]zg, 7,].
Da VEf — V= f > 0, ist die Rechtsstetigkeit damit bewiesen. 0

Satz 2.2 Sei [ : [a,b] = R von beschrankter Variation. Dann ist [ Differenz zweier mono-
ton wachsender Funktionen. Ist f zusdtzlich stetig, ist f Differenz zweier stetiger, monoton

wachsender Funktionen.

Beweis: Sei g(z) = V" f. Aufgrund der Definition von V* ist ¢ monoton wachsend. Der
Clou ist nun, dal die Funktion

auch monoton in z wichst. Damit ist dann f(z) = g(z) — h(z), und der Satz ist bewiesen.
Esgilt fira <z <y<b

h(y)=9g(y) = f) =V = fly) =V + V= fly)=9(z) + V)] = [(y)
=g(x) = f(x) + V[ + (f(z) — [(v))
und daher

h(y) = h(z) =V = (fly) = f(x)) 2 0.

Das letzte Ungleichheitszeichen folgt aus der Definition von VY f. Die Behauptungen be-
treffs der Stetigkeit folgen, da h und ¢ nach Satz 2.1 stetig sind. 0
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Eine interessante Anwendung von Funktionen mit beschrankter Variation ist die Banachsche
Indikatrix.

Sei f : [a,b] — R stetig, m = 1[nib€1 f, M = r{uﬁ(f Sei N(y) die Anzahl der Losungen (evtl.
= o0) der Gleichung | |

flz)=y.
N heifit die Banachsche Indikatrix. Man kann beweisen (s. Natanson)

Satz 2.3 Die Banachsche Indikatriz ist meffbar, und es gilt
M
/N(y)dy =V, f.

Folgerung: Ist f stetig und von endlicher Variation, so hat das Bild der Menge der Werte, die
von f unendlich oft angenommen werden, das Mafl Null.
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3 Differentiation monotoner Funktionen

In diesem Kapitel wollen wir den vergleichsweise schwierigen Satz beweisen, dal monotone

Funktionen fast tiberall differenzierbar sind.

Satz 3.1 Sei [a,b] C R und f: [a,b] = R monoton. Dann existiert eine Menge F € [a,b] mil
p(FE) =0, so daf f in allen Punkten von [a,b] — F differenzierbar ist.

Da eine monotone Funktion hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen hat, gentigt es, den
Satz fiir stetige monotone Funktionen zu beweisen. Ferner geniigt es, strikt monoton wachsende
Funktionen zu behandeln, da wir statt f(z) die Funktion f(z)+ z behandeln koénnen. Zur

Vorbereitung wird der Begriff des Deriviertenwertes eingefiihrt.

Definition 3.1 Fin Element A € RU{—o00, o0} heifit Deriviertenwert der Funktion f : [a,b] —
R an der Stelle x, wenn eine Nullfolge (hy), hy # 0 existiert mit

[f(z+ ki) — f(2)]/his = A k — oo.

Offensichtlich ist f genau dann differenzierbar an der Stelle x, wenn alle Deriviertenwerte an
der Stelle z gleich sind. Es gibt immer einen Deriviertenwert, und wenn f monoton steigend ist,
miissen alle Deriviertenwerte positiv sein. A bezeichnet man intuitiv mit D f(z). Entscheidend

fiir den Beweis von Satz 3.1 ist folgendes Resultat.

Hilfssatz 3.1 Sei [ : [a,b] — R strikt monoton wachsend. In jedem Punkt x € S C |a,b]
existiere ein Dertviertenwert D f(z) < p. Dann gill

W) < p(S).
w* bedeutet hierbei das dufiere Lebesgue-Mafs.

Beweis: Sei G D S, G offen mit (@) < p*(S) + ¢ (siehe Definition des dufleren Mafes).
Ist zg € 5, po > p, so gilt fur po > p und eine Nullfolge (hy)

flzo + hi) — f(z0)
hy,

< Po, k>k. (3.1)



Differentiation monotoner Funktionen [01.07] 9

Wir betrachten die folgenden Intervalle im Werte- und Bildbereich.

di(z0) := [zo, 20 + hi],  Ap(zo) == [f(z0), f(z0 + hs)] -

Da f monoton wachst, gilt f(dx(z¢)) C Ag(zo). Wir schreiben die Ungleichung (3.1) in der

Form

H(A(r0)) < pop(diao)) (3.2)

Da hy — 0, gibt es unter den Strecken Ay(zy) beliebig kleine. (Beachte, daB wir 0.B.d.A. f
als stetig vorausgesetzt haben.) Da f(zo) € f(S), f(zo) € Aun(zo), wird die Menge f(5) im
Sinne von Vitali iiberdeckt (s. folgenden Satz). Daher gibt es eine abzihlbare disjunkte Teilfolge
Ay, (z;) mit

p(f(S) - U Ay (2:)) = 0.

Ferner sind auch die dy, (z;) disjunkt, da f strikt monoton ist. Aus (3.2) folgt daher mit zq =

x;; k = k; durch Aufsummieren

p(f(5)) < pop (D dm(%)) < pop(G) = pop™(S) +¢.

=1

Durch Grenziibergang po — p, & — 0 ergibt sich die Behauptung. Ahnlich beweist man

Hilfssatz 3.2 Sei [ : [a,b] — R stetig und strikt monoton wachsend und S C [a,b]. In jedem
Punkt x € S existiere ein Deriviertenwert D f(x) > q. Dann gilt

pr(f(5) > qu(S).
Beweis von Satz 3.1:

Wir bezeichnen mit E,, C [a,b] die Menge aller z, in denen es zwei Deriviertenwerte

Dif(z), Daf(z) mit Dy f(z) < p < q< Dyf(x) gibt. Es gilt dann:

1 (f(Epg)) < pu”(Epy)
H*(f(Ep,q» 2 q:u*(Ep,q>
= (P — @ (Epy) <0 = p*(Epy) =0
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Wir lassen nun p und ¢ alle rationalen Zahlen p;, ¢ durchlaufen. Da p*(E,, ,) = 0,
gilt auch p*( (J Epi,qz) = 0. Da man zwischen zwei reelle Zahlen eine rationale Zahl
=1
schachteln kann, gilt
U Epq = U By
p,g€R =1

und damit

Dies bedeutet aber, dafl die Menge F aller x, fiir die es zwei Deriviertenwerte gibt, das

Mafl Null hat. O

Wir benétigen zur Vervollstindigung des Beweises somit noch den Vitalischen Uberdeckungs-
satz. Im Folgenden wird haufig mit Intervallen aus R gearbeitet. Unter einem Intervall verstehen

wir Mengen der Form [a,b], [a,b), (a,b] oder (a,b). Nur letzteres ist ein offenes Intervall.

Definition 3.2 Sei £ C R und § = {[,} eine (eventuell iberabzihlbare) Familie von Interval-
len I,. Zu jedem x € FE und jedem ¢ > 0 gebe es ein I, € § mit u(l,) < e und x € I,. Man sagt
dann, daf§ F von § im Sinne von Vitali iiberdeckt wird. Grob gesprochen wird E im Sinne von

Vitali iiberdeckt, wenn jeder Punkl aus E in beliebig kleinen Intervallen enthalten ist.

Bemerkung: Zum Beispiel bildet die Menge {(q — r,q + r);r € Q,q € Q,r > 0} eine Vitali-
Uberdeckung von ganz R.

Satz 3.2 (Uberdeckungssatz von Vitali) Fs sei E C R eine beschrinkte Menge. E werde
von einer Familie § = {I,} von Intervallen I, im Sinne von Vitali iberdeckt, wobei int(1,) # ()
gelte. Dann gibt es abzihlbar viele I; € §, so dafs

p(E—=UIL)=0und ,nI; =0 fiirj #k.
=1

1=

Wir bereiten den Beweis des Vitalischen Uberdeckungssatzes durch einige Lemmata vor.
Die Beweise in vielen Lehrbiichern sind schwer zu lesen. Wir folgen hier einer relativ eleganten

Darstellung aus dem Buch ,Measure Theory* von Doob.

Lemma 3.1 Sei § = {I,} eine nicht notwendigerweise abzihlbare Familie von nicht notwendi-

gerweise offenen Intervallen I, mit int I, # (). Dann ist die Menge
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B::UL—UintL
¥

¥
abzihlbar.

Beweis: Sei B’ die Menge aller Punkte von B, die rechte Randpunkte von Intervallen
I, € § sind. Zu jedem Punkt P aus B’ wahle man ein einziges Intervall I,(P) € §, welches
P als rechten Randpunkt hat. Die Menge dieser I,(P) ist disjunkt. Da int 7, # (, muf
die Menge der [,(P), P € B’ abzihlbar sein. Daher ist B” abzéhlbar. Entsprechend ist die
Menge aller linken Randpunkte von Intervallen [, abzahlbar. O

Anmerkung: Eine Familie disjunkter offener Mengen aus R ist abzahlbar, da jede einen ratio-
nalen Punkt enthalt.

Aufgrund des Lemmas 3.1 diirfen wir im Uberdeckungssatz von Vitali annehmen, da8 die I,

offene Intervalle sind, da wir £ um die abz&dhlbare Menge B abandern diirfen.

Lemma 3.2 Se: § = {[.} eine Familie offener Intervalle mit ,u(UL) < oo. Dann existiert

zu jedem ¢ < 1/2 eine Folge (I; € i € N) mit ;N 1, = 0,1 # h und E,u( )>c,u<U[>

=1

Beweis: Zunachst gilt nach einem Satz von Lindeldf, dal es eine abzdhlbare Menge
§ C § gibt, so daB U I, = U I,. (Eine interessante Ubungsaufgabe, die man z.B. durch

Ausschopfen der offenen Menge U I, durch eine Folge von Kompakta und dem Satz von

Heine/Borel 16st.) Wir diirfen ddhel 0.B.d.A. § als abzdhlbar annehmen und schreiben
Iiye=1,2,.... Wir wahlen n so grof}, daB

Zp >2cu<LSJ[>.

Die in der Summe vorkommenden I; bezeichnen wir mit J;. Wir diirfen annehmen, daf
die J; mindestens einen Punkt s; enthalten, der nicht in den anderen J; enthalten ist. Wir
andern die Numerierung, so daB die s; monoton steigen. Es gilt dann J; C (—o0,s;), Ji C
(sj,00) fiir i < j < k. Die Intervalle mit geraden Indizes sind daher disjunkt, entsprechend

die mit ungeradem Index. Wegen

Z,u >QC“(U[>

&



Differentiation monotoner Funktionen [01.07] 12

gilt entweder fiir die gerade bzw. ungerade Indexauswahl:

n

dooouly) > CM(UL> :

=1 §
J (un-)gerade

Das Lemma ist damit bewiesen. O

Beweis des Uberdeckungssatzes von Vitali:

Nach dem oben Gesagten diirfen wir die iiberdeckenden Intervalle I, als offen sowie abzéhlbar
annehmen. Sei G offene Menge mit p(G) < 2p*(E). Sei §' die abzahlbare Unterfamilie der I,,
welche in G enthalten ist. Diese Unterfamilie §’ ist immer noch eine Uberdeckung von E im
Sinne von Vitali, da mit + € E C G wegen der Offenheit von G immer noch kleine Intervalle
(s. Vor. im Satz von Vitali) in G liegen. Nach Lemma 3.2 gibt es eine disjunkte Folge {I;} von

paarweise disjunkten Intervallen mit
> oull) > CM(U fj) :
=1 Y

3 2

Wir withlen etwa ¢ = 1 < 1 und beachten ,u(US,, fj) > p*(E). Ferner gilt H(Ug' E) =
/L(Ug, ]_7-> . Wir bilden die Menge

H=G—| ]I sowie Hy =G - I.
g &

Hy ist offen und fiir N_,., gilt /L(US, E) =o(1) + /L(U 3 ]}) j =1, N. Daher ist
7=1,..N

p(tin) = (@) = T) < gt (B) = i (B) +o(1) = L (B) + of1).
N

Daher ist auch p* (E—U%, ]j) <p (G—US, []—) < g,u*(E). Nunmehr wird dieselbe Konstruktion
fiir die Menge £ — Jg [; durchgefithrt. Die iiberdeckenden Intervalle sind /; € § — §'. Man

erhilt eine neue abzahlbare Menge §” von Intervallen /; die paarweise disjunkt sind, so daf}

M*(E—LSJIJ- —(Un) < (2) wm.

3’//
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Die Konstruktion wird abzahlbar oft durchgefiihrt, man erhalt
N
x AN
p (E—UUL) < (5) p(E) = 0.
=1 S'(Z)

Da |J U I; ebenfalls abzahlbar ist, ist der Satz bewiesen.
I=1 300)
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4 Gewohnliche Differentialgleichungen mit mefibaren

Koeffizienten, Satz von Peano

In diesem Kapitel betrachten wir das Anfangswertproblem gewohnlicher Differentialgleichun-
gen. Fiir zahlreiche Anwendungen von gew6hnlichen Differentialgleichungen in der Steuerungs-
theorie (siche das Beispiel am Schluff des Kapitels) ist es notwendig, nur mebare Koeffizien-
tenfunktionen zuzulassen. Gesucht ist eine Funktion z € AC/([lg,11]) (AC = Raum der abso-

lutstetigen Funktionen) mit Werten in R”, so daf}

(i) die Anfangsbedingung x(fy) = zo bei vorgegebenen z, € R" sowie
(ii) die Differentialgleichung
(1) = f(t,z(t)) firalle €ty th[—F
mit einer Ausnahmemenge F Cllo, t1] vom MafB Null erfiillt ist. Wir schreiben kiirzer

&= f(.,z) fast iiberall in |to, 1] (4.1)

T(to) = T

Hierbei ist f : [to, 11] x R™ — R™ oder f : [tg,t1] x U(z¢) — R” eine Funktion, welche den

sogenannten Carathéodory-Bedingungen gentigt.

Definition 4.1 Sei I C R ein Intervall und M C R". Die Funktion f : 1 x M — R" geniigt
den Carathéodory-Bedingungen, wenn gilt:

(i) Fir jedes festgehaltene € € M ist die Funktion f(.,&) mefbar (,Mefbarkeit beziiglich t“).

(ii) Fir jedes festgehaltene t € I — E ist die Funktion f(t,.) stetig, mit einer Ausnahmemenge
FE vom Maff Null (,Stetigkeit in & fir fast alle £<).

Es erhebt sich zundchst die Frage, ob fiir absolutstetige Funktinen bzw. mefibare Funktionen

die durch
g(t) == f(t,z(1))

definierte Funktion mefibar ist. Dies ist der Fall.

Satz 4.1 Die Funktion f : [ty, 1] x R™ — R" geniige den Carathéodory-Bedingungen. Dann ist
fiir jede mefbare Funktion x : [to,11] — R”™ auch die Funktion f(.,z(.)) mefbar.
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Beweis: Aus der MaBtheorie wissen wir, daBl es eine Folge von Treppenfunktionen
z ¢ [to,t1] — R™ gibt, die punktweise fast iiberall gegen = konvergiert. Die z; sind
konstant auf mefbaren Mengen Ef,] =1,2,...k, d.h. z4(t) = Cj; auf EJ]‘“,E]k N EF =

k

0,7 #1, Ul E]k = [to,?1]. Wir zeigen, daBl die Funktion f(.,zx(.)) meBibar ist. Hierzu
]:

geniigt es zu zeigen, daf} f(., iﬂk())‘Ek mefbar ist, denn es gilt

k

Floze) =Y X (ENf(x),

7=1
und wir kénnen dann benutzen, daff die Summe meBbarer Funktionen mefibar ist. Es
gilt aber f(,xk())‘Ek = f(.,Cj;), und diese Funktion ist nach Voraussetzung mefbar.

Es gilt nun f(.,zx(.)) — f(.,z(.)) punktweise fast iiberall, da f im zweiten Argument
stetig ist und zp — x punktweise fast iiberall. Nach einem Satz aus der Mafitheorie ist

der punktweise Limes mefbarer Funktionen wieder mefibar. Damit ist der Satz bewiesen.

O

Nun zuriick zum Anfangswertproblem. Dieses ist dquivalent zur Integralgleichung:

z(t) = x0+ /f(s,:r:(s))ds =: (Ax)(1) (4.2)

Wir interpretieren Gleichung (4.2) als Fixpunktgleichung der Form z = 2z. Unsere Aufgabe
besteht also im Nachweis der Existenz eines Fixpunktes. Damit wir das Integral fiir z € AC
hinschreiben diirfen, benotigen wir noch die (vergleichsweise harmlose) Bedingung;:

Zu C' > 0 existiert ein positives K¢, so daf gilt:

|f(t, )| < Ko firalle t€to,t4] —FE, £€R™ baw. U(z) mit || < O,
(4.3)

d.h. f(t,€) bleibt beschrankt, wenn £ in beschrankten Mengen variiert.

Da fiir 2 € AC die Funktion f(.,2) mefibar ist und wegen (4.3) der Integrand in (4.2) beschrénkt
ist, gilt aufgrund der Absolutstetigkeit des Lebesgue-Integrals folgende Aussage:

Lemma 4.1 Die in (4.2) definierte Abbildung A bildet AC([to,t1]) in sich ab.

Aus den Satzen der Kapitel 1-3 folgt, daB man (4.2) fast tiberall differenzieren darf, und daf
aus (4.2) die Beziehung (4.1) folgt, d.h. die Integralgleichung (4.2) und die Differentialgleichung
(4.1) sind dquivalent.
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Ist f nur auf [to, ;] x U(zg) definiert, so ist es von Wichtigkeit zu wissen, dafi die Abbildung
2 die Menge aller absolutstetigen Funktionen x mit Werten in U(xg) in sich selbst abbildet,

sofern man das Intervall [tg, ;] verkleinert:

Lemma 4.2 Fs existiert ein § > 0, welches von der Konstante K¢ in (4.3) abhingl, so daf
die in (4.2) definierte Abbildung A die Menge aller x € AC[tg, o + 8] mit Werten in U(zg) in
sich selbst abbildel.

Beweis: .
fra— ()0 = | [ fls.2(5))ds] < (¢~ 1a) Ko <
to
falls 6 = & und 1 € [to, to + 0], d.h. A(z)(¢) liegt in U(z,) fiir alle ¢. =

Die Frage der Losbarkeit des Anfangswertproblems (4.1) ist somit auf die Frage der Existenz

eines Fixpunktes zuriickgefiihrt.
r =%z, z € {y € C([to,to+6]):  y(t) € U(zo) Vi}=:Cs (4.4)

Ist  Losung dieser Gleichung, folgt automatisch z € AC. Wie im Fall von Anfangswertproble-
men mit stetigem f 1Bt sich die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes mit Hilfe des Satzes
von der kontrahierenden Abbildung beweisen, wenn man eine lokale Lipschitz-Bedingung fiir

f(t,z) beztglich des zweiten Argumentes fordert:
|f(t, &) = f(t,n)| < Lolé —n|  firalle t € [to, 4] . (4.5)

Anmerkung: Die Lipschitz-Bedingung impliziert die lokale Beschranktheit (4.3). Wahlt man
das Intervall [tg, ¢y + d] geniigend klein, erhidlt man die Kontraktionsbedingung

[z — Ayllee < ¢llz — yl|oo z,y € Cs

mit einer Zahl ¢ < 1.

Wie im klassischen Fall bei stetigem f erhdlt man, daf die ,iterierten Funktionen® Az konver-
gieren und der Limes dieser Folge 16st (4.4). Man benotigt hierzu lediglich folgendes Resultat:

Lemma 4.3 Die Carathéodory-Funktion f geniige der Lipschitz-Bedingung (4.5). Dann gilt:
A ist beziiglich der || - ||-Konvergenz stetig.
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Beweis: Es gelte ||z, — z||oc — 0. Dann gilt wegen des Satzes von der majorisierten

Konvergenz

supl B (1) = (0] = sup | [ (s,20()) = Flss () s

to+6

< [ o) = e ds =0 (o)

to

Wir halten das Ergebnis der vorangegangenen Diskussion in folgendem Satz fest:

Satz 4.2 Sei zg € R™ und U(xg) C R" eine e-Umgebung von xg. Die Funktion f : [tg,11] X
U(zg) — Ulzy) erfille die Carathéodory-Bedingungen und die lokale Lipschitz-Bedingung (4.5).
Dann ezistieren ein § > 0 und eine eindeutige Losung x € AC([to, 1o+ d]) des Anfangswertpro-
blemes (4.1).

Wegen der u.U. notwendigen Verkleinerung des Intervalles von [to, ¢;] auf [to, to+ &] spricht man

auch von einem ,lokalen Existenzsatz“.

Verzichtet man auf die Eindeutigkeitsaussage, 148t sich die lokale Existenz ohne die Lipschitz-
Bedingung beweisen, es geniigen die Carathéodory-Bedingungen und die lokale Beschrinktheit
(4.3). Im Fall von stetigem f ist dies die Aussage des Satzes von Peano, aber auch unter den
allgemeineren Bedingungen an f versteht man unter dem Schlagwort ,Satz von Peano® die

entsprechende Aussage zur lokalen Existenz von Losungen.

Satz 4.3 (,Satz von Peano unter Carathéodory-Bedingungen®) Sei o € R™ und U(xo) C R”
eine e-Umgebung von xo. Die Funktion f: [to,11] x U(zo) — U(zo) geniige den Carathéodory-
Bedingungen und der lokalen Beschrinktheitsbedingung (4.3). Dann gibl es ein 6 > 0 und eine
Losung x € AC([to, 1o + 8]) von (4.1).

Eine bekannte Moglichkeit zum Nachweis des Satzes von Peano besteht in der Anwendung des

Schauderschen Fixpunkt-Satzes. Zu dessen Formulierung erinnern wir an die Definitionen von

Banach-Raum und kompakter Abbildung.

Definition 4.2 Fin Banachraum ist ein normierter Vektorraum, der beziiglich der Normkon-

vergenz vollstdndig ist.
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Definition 4.3 Fine Abbildung U einer Teilmenge M C B nach B heifit kompakt, wenn sie
beschrinkte Mengen in folgenkompakte Mengen tberfiihrt. Fine Menge S C B heifit folgen-
kompakt, wenn jede Folge {xy}, . € S, eine in B konvergente Teilfolge besitzt, deren Limes
in S liegt. Liegt der Limes nicht notwendig in S, sondern in B, so heifit die Menge S relativ
folgenkompakt.

Satz 4.4 [Schauderscher Fizpunki-Satz] Fine stetige, kompakte Abbildung einer konvexen Teil-

menge eines Banachraumes in sich besilzl einen Fixpunkt.

Der Beweis ist schwierig. Er 1aBt sich zwar mit analytischen Methoden auf das endlich-dimensio-
nale Analogon, den Brouwerschen Fixpunkt-Satz, zuriickfithren, aber dessen Beweis benétigt
Methoden aus der algebraischen Topologie. Es gibt Beweise des Brouwerschen Satzes mit Hil-
fe des Satzes von Stokes - siehe z.B. Dunford-Schwartz - man hat dann die Illusion, keine

algebraische Topologie zu bendtigen.

Die Voraussetzungen im Satz von Peano sind tatsachlich so, daff der Schaudersche Fixpunkt-
Satz fiir die Abbildung A in (4.2) anwendbar ist. Lemma 4.2 und 4.3 sichern einen Teil der

Voraussetzungen; es bleibt zu zeigen:

Lemma 4.4 A bildet beschrinkie Mengen in folgenkompakie Mengen ab.

Beweis: Wir zeigen, dafl 2 beschrankte Folgen von Funktionen in gleichgradig stetige
Funktionenfolgen abbildet. Aus dem Satz von Arzela-Ascoli (s. Infini 1) folgt dann die

Existenz einer konvergenten Teilfolge.

Nachweis der gleichgradigen Stetigkeit: Zu zeigen ist
Ve>030>0: Vi, ¢! mit|t—1t'|<éd und Ym gilt |[(UAz,.)(t) — Az,(')] < e.
Dies ist aquivalent zu

‘/f(s,:vm(s))ds‘ <&

und offensichtlich richtig, wenn z,, beschrankt und f der Bedingung (4.3) geniigt. =

Wir bringen nun einen elementaren Beweis des Satzes von Peano, der ein wenig an die nume-

rische Mathematik erinnert.
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Beweis: Wenn f(t,¢) beziiglich ¢ stetig wire, konnten wir die Differentialgleichung durch
Differenzengleichungen

:Uh(t + h) — :Eh(t)
h

= f(t,zn(t)), t=kh, keN

approximieren. Wenn man Pech hat, ist aber gerade kh € E., der Ausnahmemenge. Des-
halb mufl im Fall der Carathéodory-Bedingungen anders vorgegangen werde. O.b.d.A.

setzen wir im folgenden ¢ = 0. Wir l6sen rekursiv fiir ¢ = 0, h, 2h,... ,mh
t
zh(t) = o+ /f(s, Lrn(s))ds, z,(0) = z¢, (4.6)
to

wobei INzp(s) := zp(kh — h) fiir s € [kh — h,kh[. Zur Berechnung von IPzy(s),s €
[to, 1], t = kh benotigt man nur die Werte von zp, an den Stellen ¢t = 0,h,... ,(k — 1)h,
d.h. tiber (4.6) 1aBt sich z,(kh) berechnen. Daher ist z), fir alle kh € [lo, ;[ definiert.

Wir wollen nun den Grenziibergang h — 0 rechtfertigen. Zunidchst ergibt sich durch
Rekursion - dhnlich wie beim Beweis von Lemma 4.2, dafl ein § > 0 existiert, so daB
zp(t) € U(zg),t = kh € ]0,4]. Dies fithren wir nicht aus.

Im nachsten Schritt ergibt sich die gleichmafBige Beschréanktheit der Differenzenquotienten

t+h
:L‘h(t —|— h) — :L‘h(t) _ 1 i 0./ :
? —E/f(b,[h.L(b)>db.

Die rechte Seite der letzten Gleichung ist offensichtlich beschrankt, da f(s, IPz(s)) auf

Grund der Voraussetzung (4.3) und der Aussage des ersten Schrittes gleichmaBig be-
t+h
schrinkt ist ( [ wdzr < || - h).

t
Im dritten Schritt setzen wir die Gitterfunktionen zp, : {kh|k € N} — R”" zu stickweise
linearen Funktionen [}z, fort. Stiickweise lineare Funktionen sind absolutstetig, es gilt,
fast {iberall,

(Qmﬂgzxﬂh”g_mﬁﬁ se[li+h], (=hk.

Die GroBen ||(1izs)'|| sind daher gleichméBig fiir & — 0 beschrankt. Es gilt

t

Lrn(t) = 2o+ /([ixh)'ds,

0
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und wir schlieflen wie in Lemma 4.4 die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen I}zj im
Intervall [0,4d]. Es gibt dann nach dem Satz von Arzela-Ascoli eine gleichméaBige kon-
vergente Teilfolge, welche gegen eine stetige Funktion z : [0,0] — U(zo) konvergiert:
Ty — x  in L™

Wir zeigen im vierten Schritt, dafl = eine Losung der Integralgleichung

) = :vo—l—/f(s,;v(s))ds

ist. Hierzu benotigen wir, daB || IPz, — x||.. — 0 ebenfalls gilt. Es gilt fiir s € [(k—1)h, kh]
Lian(s) = an((k — 1h) = ap(kh) — b (Iz) ((k = 1)h)
( ) +a((k=1h) —w(s) + zn(kh) — x(kh)
+a(kh) = x((k = 1)h) — h(Tz4)'((k — 1)h)
= a(s) +o(1).
Da z stetig ist, folgt
Ray(s) —z(s) = 0 gleichmafBig, .

t

Die diskrete Gleichung (??) kann man in der Form O%z,,(¢) = zo+ I} [ (s, [}x1(s)) ds|i=pn
0
schreiben. Die linke Seite konvergiert, wie gezeigt, gegen z(1). Aus der gleichmaBigen Kon-
t

vergenz f(s, Iz(s)) — f(s,z(s)) schlieBt man ff(s,:v(s)) ds, und aufgrund gleichgradi-

ger Stetigkeit folgt ]Off (s, IPzn(s))ds — ff (s, I%z4(s))ds — 0. Somit konvergiert also

auch die rechte Seite gegen ihr Pendant in (‘?‘?) und der Satz ist bewiesen. 0

Im Anschlufl geben wir noch ein typisches Beispiel eines Differentialgleichungssystems, in wel-
chem mit absolutstetigen und nicht iiberall stetig differenzierbaren abhangigen Variablen
& = (x1, T9, 3) gearbeitet wird. Es handelt sich um das Problem, eine (meteorologische) Rake-
te moglichst hoch zu schieen. Hierbei ist der Riickstol durch eine Ungleichungsbeschréankung

eingeschrankt und die Brennstoffmenge begrenzt. Die Problemformulierung lautet:

Gesucht ist @ = (x1, 29, 23) € AC (Zustandsvariablen) und u € L (Steuerungsvariable), so
daB

21 = T (z1 Hohe , zo Geschwindigkeit) ,
1

iy = —(cu — D(x3,21)) — g (Newtonsche Bewegungsgleichung) ,
zs3

Ts=u (Massenerhaltung, x5 =Masse) .
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Die Anfangs- und Endbedingungen lauten

21(0) =0, 22(0) =0, 23(0) = z30 = Anfangsmasse ,

23(T) = z31 = Endmasse .

z1(T) soll maximiert werden. Die Steuerungsvariable u : [0,7] — R soll der Steuerungsbe-

schrankung
0<u< Umax € R

geniigen. Gesucht sind die Zeit T und die Funktion v € L*(0,T) sowie die Funktionen
Ty,...,xs, so dafl die angegebenen Restriktionen (Anfangs- und Endbedingungen, Differen-

tialgleichungssystem, Steuerungsbeschrankung) erfiillt sind und z;(7") maximal ist.

Die Steuerung u(t) gibt den Brennstoffverbrauch pro Zeiteinheit an. Hierdurch dndert sich die
Masse z3 der Rakete. In die Newtonsche Bewegungsgleichung ,,Beschleunigung = Kraft/Masse“
geht die RiickstoBlkraft ¢ - u, ¢ Konstante, die Erdbeschleunigung ¢ (die hier nicht als von x4
abhéngig angegeben wurde) ein. Der Term D(z4, 1) beschreibt (neudeutsch: ;modelliert®) die
»Reibung® der Rakete an der Luft. D (=,Drag®) ist eine durch physikalische Gesetze gegebene
Funktion. Typisch fiir D(z3, 1) ist quadratisches Verhalten in x5, d.h. bei hohen Geschwin-
digkeiten wéchst die ,Luftreibung® vergleichsweise stark. Beziiglich zy verhalt sich D(z,, )
wie e7*1 der Luftdruck ist mit der Hohe durch die barymetrische Hohenformel gekoppelt und

proportional zur Reibung.

Typisch fiir Steuerungsprobleme ist nun, daf§ die optimalen Steuerungen Srpiinge haben konnen,
so da} das zugehorige Differentialgleichungssystem nicht im klassischen Sinne 16sbar ist, son-
dern nur fast iiberall gilt. Im vorliegenden Fall verlduft die optimale Steuerung in realistischen
Situationen derart, daf sie zunéchst eine Zeitlang gleich tmax ist, um schnell zu beschleuni-
gen und Gewicht zu verlieren. Nach einiger Zeit ist die Rakete so schnell, daf} die Luftreibung
grofen EinfluB hat. Die optimale Steuerung wird dann stetig auf einen Wert aus €]0, tmax|
zurlickgenommen. Ab einem Zeitpunkt Ty ist dann der Brennstoff verbraucht, die Steuerung
fallt sprunghaft nach Null. Die Rakete fliegt dann aufgrund des Eigenimpulses noch ein bifichen
weiter, bis sie ihre maximale Hohe erreicht. (Dies kann man alles beweisen, s. etwa das Buch

von Lee-Markus, ,Foundations of Optimal Control“.)
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5 Globale Losbarkeit von Anfangswertproblemen

fiir gewohnliche Differentialgleichungssysteme

Losungen von Anfangswertproblemen
&= f(.,z), z(tg) = 20 € R" (5.1)

kénnen in endlicher Zeit ,explodieren®; der Satz von Peano sichert nur die lokale Losbarkeit
von (5.1), stetiges f vorausgesetzt. Ein bekanntes Beispiel fiir eine solche ,,Explosion® ist das

Anfangswertproblem
i =a?, z(0)=1€R.

Die Losung lautet
1
o(t) =1

welche an der Stelle ¢ = 1 eine Singularitdt hat. Als Grund fir die Ausbildung einer Singularitat
ist das superlineare Wachstum der rechten Seite z2. (Allerdings kann man nicht sagen, daB jede
in x superlineare rechte Seite f(.,z) zu einer Singularitdt fithrt.) Die Frage, ob das Anfangs-
wertproblem (5.1) eine ganz auf Ry (bzw. auf dem Definitionsbereich von f) definierte Losung
hat - man nennt dies ,globale Losbarkeit® -, ist fiir physikalisch-technische Anwendungen sehr
wichtig. In der Theorie der Planetenbewegung ist es z.B. fiir die Bewohner der entsprechenden
Planeten beruhigend zu wissen, ob die die Bewegung regierenden Anfangswertprobleme (New-
tonsches Bewegungs- und Gravitationsgesetz) in endlicher Zeit zu einer Katastrophe fithren.
Bereits beim Drei-Kérperproblem ist diese Frage bisher ungelost (wobei die jiingste Literatur

darauf hindeutet, daff es in endlicher Zeit zu einer Katastrophe kommt).

Wir wollen im folgenden hinreichende Kriterien fiir die globale Losbarkeit bereitstellen. Der
Einfachheit halber befassen wir uns nur mit dem Fall, dafl die Funktion f auf ganz Ry x R”
definiert ist und wir eine Losung auf ganz Ry erhalten. Der Fall f : T x R”™ wére ahnlich zu

behandeln, man erhélt dann héchstens eine Losung = : I — R”.

Die globale Losbarkeit wird zumeist mit Hilfe des folgenden Beweisprinzips hergeleitet. Sei
f Ry xR" - R"”

und es gelten die beiden Bedingungen:

[ erfiille die Carathéodory-Bedingung. 5.2 (5.2)

[ sei beschrankt auf beschriankten Mengen von Ry x R”™ (s. Bedingung (4.3)) .
(5.3)
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Unter AC([0, a[; R"), kitrzer AC([0, a[) verstehen wir die Menge der Funktionen z : [0, a[— R",
welche lokal absolutstetig sind, d.h. fiir welche die Restriktionen x| o aus AC([0, ) fiir 0 < ¢ <

a sind. (Dadurch kénnen wir Funktionen behandeln, die am rechten Intervallende unbeschrankt

sind.)

Sei J = [0,a[oder J =[0,a] CR, a > 0ein,Existenzintervall“, d.h. es existiert eine Funktion

z:J—=R" x€ AC, welche das Anfangswertproblem
& = f(.,z) fast iiberall im Inneren von J, z(0) = z¢ I8t . (5.4)

Wegen des Satzes von Peano ist die Menge der Existenzintervalle nicht leer. Ist das Existenzin-
tervall abgeschlossen, so 16st man das Anfangswertproblem zu %i = f(., %) jenseits von a mit

der Anfangsbedingung
Z(a) = z(a)
und erhélt nach dem Satz von Peano eine Losung 7 in [a,a + d,[, &, > 0. AnschlieBend setzt

man aus z|[g, und Z : [a,a + §,[— R™ eine neue Losung
z:[0,a+6[— R",

zusammen, die also auf einem etwas groflerem Existenzintervall erklart ist. Die Absolutstetigkeit
bleibt bei dieser Manahme erhalten, da #(a) = z(a). Die Differentialgleichung braucht ohnehin
nur fast iberall erfiillt zu sein, so daB wir den Punkt a nicht beriicksichtigen miissen. (Im
klassischen Fall, bei dem x stetig differenzierbar ist, gilt die Differentialgleichung auch im Punkt

a aufgrund stetiger Fortsetzung.)

Wir halten die eben gemachten Uberlegungen fest:

Lemma 5.1 (Fortsetzungsprinzip) Ist + € AC[J;R"] eine Losung von (5.4) mil einem abge-
schlossenen Fristenzintervall J, so lifit sich x unter den Vorausselzungen (5.2) und (5.3) als
Lésung von (5.4) auf ein gréfleres, nach rechts offenes Intervall J = [0,a 4 & fortsetzen.

Gelingt es nun, aufgrund der speziellen Struktur von f zu zeigen, daf} fiir jedes b > 0 die
Funktion z : [0,b[— R zu einer Funktion aus AC/([0,b];R) fortgesetzt werden kann - also in
den rechten Randpunkten b absolutstetig fortgesetzt werden kann -, so erhédlt man die globale
Losbarkeit. Das ,maximale “ Existenzintervall mufl dazu gleichzeitig nach rechts offen und

abgeschlossen sein, also mit Ry iibereinstimmen.

Dieser Gedanke wird in dem Beweis von Lemma 5.2 préaziser durchgefiihrt.
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Die Moglichkeit der absolutstetigen Fortsetzung der Funktion z von [0,b] nach [0, ] 14Bt sich
einfacher durch die Bedingung

x sei auf [0,b] beschrankt (5.5)

ersetzen. Aus der Differentialgleichung und (5.3) folgt dann, dafi & beschrankt ist und somit
xz € AC[0,b].

Lemma 5.2 Sei z:[0,6[— R"™ eine Losung von (5.4). Es mdgen die Carathéodory-Bedingung
und die Bedingung der lokalen Beschranktheit (5.2) gelten. Fir jedes nach rechls offene Intervall
[0, a[ sei eine mogliche zugehorige Losung beschrdnkt. Dann lifit sich x : [0,5]— R™ als Ldsung
von (5.4) auf ganz Ry fortsetzen. (Insbesondere existiert eine globale Losung.)

Beweis: Sei a* = sup{a > 0z € AC([0,4]) laBt sich zu einer Losung von (5.4) aus
AC[0, a[ fortsetzen }. Wir werden zeigen, dafl a* = oo gilt. Angenommen, a* < oo, d.h.
a* € R. Dann 148t sich  zu einer Lésung von (5.4) auf [0, a*[ fortsetzen. Dies ist ein-
fach einzusehen, wenn lokale Eindeutigkeit vorliegt. Es gibt eine monoton steigende Folge
mit a; mit a; — a*, ag = 4, und eine Losung 2 auf den Intervallen la;i_1, a;], welche

;c(“')(ai_l)) = lim :v(i_l)(c) erfiillt. Durch Zusammensetzen dieser z(9 erhilt man eine
cC—ra; 1

Losung z : [0,a*[— R". Falls lokale Eindeutigkeit nicht erfiillt ist, also der allgemeine
Fall vorliegt, betrachtet man Losungen z() : [0, a;] — R”. Diese sind nach Voraussetzung
beschrankt, somit wegen der Differentialgleichung auch ihre Ableitungen. Nach dem Satz
von Arzela-Ascoli gibt es dann eine Teilfolge, so daB die () gleichmiBig konvergieren.
Man kann dann in den Integralgleichungen zur Grenze iibergehen. Aufgrund der Voraus-
setzung, daB = nach Voraussetzung beschrankt ist, laBt sich 2 aber absolutstetig nach
[0, a*] fortsetzen, und nach Lemma 5.1 dann aber wiederum als Losung von (5.4) nach
[0, a* 4 d4+[. Die Zahl a* war daher nicht maximal. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme

a* < oo. O

Nach Lemma 5.2 ist es fiir die globale Losbarkeit somit entscheidend, ob geeignete Strukturbe-
dingungen an f die Beschranktheit von Losungen in jedem Intervall [0, a[ sichern. Eine solche

Bedingung wird z.B. durch das folgende Lemma geliefert.
Lemma 5.3 Die Funktion f : [0,a[xR™ — R"™ erfille die Carathéodory-Bedingung und die
lokale Beschrinktheilsbedingung. Ferner gelle die Bedingung

Ft, 8- < K[E] + g(t) Vé€ € R™ und fast iberall“t € [0,a] (5.6)

mil einer Konstanten K und einer integrablen Funktion g. Dann ist jede Losung v € AC[0,a|
des Anfangswertproblems (5.3) in [0, a] beschrdinkt.
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Anmerkung: ,Fast tiberall” bedeutet hier ,alle mit Ausnahme einer Menge vom Mafl Null“.

Beispiele zu Bedingung (5.6):

(i) Linearer Fall:
f(t,€) = A(t)¢ +b(1)
mit einer L*°-Matrix A und einer L*-Funktion b.
(ii)
i=—a>+b(t), belL?

Beweis: von Lemma 5.3 Es gilt nach Voraussetzung

= f(.,z), z(0) = zo.
Wir multiplizieren skalar mit  und erhalten

_1d
2dt

2? = [(0) -2 < Kl + g0),

d.h. J
Sl < 2Kl +29(1).

Aus dem Gronwallschen Lemma (ein Dauerbrenner, dhnlich wie die Dreiecksungleichung)

welches im Anschlufl bewiesen wird, folgt dann
t
|:U|2(t> < 62Kt<|:60|2 + 2/6—21(59(8) d5> <

0
a

< €2Ka(|$0|2 —|—2/€_2ng(s) ds> =:Cy,
0

also die behauptete Abschéatzung.

Lemma 5.4 (Gronwallsches Lemma) Sei ¢ € AC([to, a[), ¢ skalar, und es gelte

o< Ke+g(.) fast iiberall in [tg,a] mit K € R und g € L'[ty,q].

Dann gilt

t

() < 'm0 (to) + / e"g(s) ds]

to
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Beweis: Aus (5.7) folgt

d

a(e_KtLp(t)) < e Fig(1) fast tiberall in [tg,a.

Integration von 4 bis ¢ ergibt

t

K1) = Mogi) < [ e Kog(s) s

to

und damit die Behauptung 0

Aus Lemma 5.2 und 5.3 schliefien wir

Satz 5.1 Die Funktion [ : Ry x R™ — R” erfille die Carathéodory-Bedingung und sei auf
beschrinkten Mengen in Ry x R™ beschrinkt. Ferner gelte die Bedingung

J(t,6) - € < KIEP +g(1)

fiir alle £ € R"™ und ,fast alle“ t, mit einer Konstanten K und einer Funktion g mil gl € L'
fir alle a > 0. Dann besilzl das Anfangswertproblem

&= f(.,x) fast tiberall in Ry, z(0) =29 € R"
eine globale Losung x € AC(]0,00]). Jede lokale Losung dieses Anfangswertproblems lifst sich

zu einer globalen Losung fortselzen.

Eine andere Methode, die Beschranktheit von Losungen auf Intervallen [0, a[ zu sichern, beruht
auf sogenannten Energieabschatzungen. Der Name riithrt von entsprechenden Anwendungen aus

der Physik her. Man betrachtet hier Differentialgleichungssysteme zweiter Ordnung
T+ f(,z)=0, z(0) = zo, z(0) =z, xo, 1 € R" vorgegeben . (5.9)

f geniige wieder der Carathéodory-Bedingung, der Bedingung der lokalen Beschréanktheit, man
sucht € C', & € AC([0, 00[). Wir stellen die Zusatzvoraussetzung, daB f ein ,Potential“ hat,
welches hochstens quadratisch nach —oo gehen darf, d.h.

fl,z)=V.F(, ), F:RyxR"—= R (5.10)

(beachte: f ist R™wertig, F skalar),
und es soll gelten F'(¢,€&) > —K|£|* — g(t) mit einer Konstanten K und einer auf beschréankten
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Mengen integrablen Funktion g. Weiterhin sei die partielle Ableitung F; eine Carathéodory-
Funktion und erfiille auch Fy(t,z) < K - |z|> + §(1).

Beispiel Gravitationsgesetz:

_eg
IS

(Das Beispiel ist nicht ganz stubenrein wegen der Singularitét bei £ = 0.)

f(t,8) = EER?, £#0

Lemma 5.5 Sei © € AC([0,a]) eine Losung von (5.9), und es gelte (5.10) sowie die Ca-
rath€odory- und die lokale Beschrinktheitsbedingung. Dann ist x auf [0,a] beschrinkt.

Beweis: Der Beweis wurde im Wesentlichen in einer Ubungsaufgabe behandelt. Man
multipliziert (5.8) mit 2 und erhélt die Gleichung

d i, d

%(7) + o F(ae) = Fi(,2) =0,
und durch Integration
t
J&]° 4 i
Bt plol - [FCayas=o.

0

und unter Verwendung von (5.9), (5.10)

il

¢ ¢ . 200
— — Kl|z|*—¢g(.) = [\”/|m|2ds+/g(s) ds + 11(0) + F(0,z0),
0

2 2

0

woraus man durch , Gronwall-hnliche* Uberlegungen zu der behaupteten Aussage kommt.

o
Folgerung:

Satz 5.2 Die Voraussetzung von Lemma 5./ gelte fir jedes Intervall [0,a[, a € R. Dann gibl
es eine globale Losung x : Ry — R™ von (5.8).
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6 Variationsrechnung und Randwertprobleme gew6hnli-

cher Differentialgleichungen

Die Grundaufgabe der (,eindimensionalen“) Variationsrechnung lautet: Minimiere das Varia-

tionsintegral
b
J(u) = /F(t,u(t),u’(t))dt

unter allen Funktionen u : [a,b] — R”, welche Randbedingungen, z. B. u(a) = u,, u(b) = uy,
erfilllen und fiir die J(u) definiert ist. Hierbei ist F' : [a,b] x R™ x R — R eine vorgegebene

Funktion. Wir setzen voraus

F(t, p1,n) sei stetig in ¢ und mefbar in g und n (Carathéodory-Bedingungen).
(6.1)

Die sybellinische Forderung, dafl .J(u) definiert sein soll, prézisieren wir dahingehend, dafl u
absolutstetig sein soll und u’ somit fast tiberall definiert ist. Es ist besser, von Anfang an mit
dem Grundraum AC([a,b]) anstelle von C' zu arbeiten, da fiir die Existenz von Minima der
Raum C' nicht die geeigneten Vollstiandigkeitseigenschaften hat. Er ist nur beziiglich der C'-
Norm vollstédndig - dies ist zu einschrankend. Damit J(u) fiir u € AC definiert ist, benotigt

man
F > — K mit einer Konstanten K € R, (6.2)

muf} aber dann eventuell fiir J(u) den Wert +oo zulassen (Was iiberhaupt nicht schlimm ist).

Alternativ kénnen wir mit dem Grundraum
HY = H'([ab]) = H'([a, b])
oder allgemeiner mit H'?, 1 < p < oo, arbeiten. Hierbei ist
H" = {u e AC([a,b])|u' € L?([a,b])}.

Die Norm in H'? ist definiert durch

b
1
el := Mo + ellp s llwlly = (/|W|pdfﬂ) g

Damit J(u) fiir u € H'? einen endlichen Wert hat, ist hinreichend, daf fiir alle n € R™ und
alle p € R" mit |u| < C gilt:

F(t,un) < Kelnl? + Ko vt (6.3)
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mit einer Konstanten K. Zum Beweis beachte man, daf in einer Raumdimension |ju|[s <
Kl|ul|1,, gilt. H"?-Funktionen sind sogar hélderstetig um Exponenten (p — 1/p), wie man an
folgender Abschatzung erkennt:

tl

t t!
ut) = ulo)| = | o ar < ([ ran o [y’ <o oo,
1 1

t

Ein klassisches Beispiel, welches die Variationsrechnung fiir die Neuzeit popular machte, ist das

folgende:
Das Bernoullische Problem:

In einer vertikalen Ebene seien zwei Punkte A = (a,u,), B = (b,u;) € R? gegeben, u, > us.
Das Problem besteht nun darin, diejenige Kurve zwischen A und B zu bestimmen, entlang
derer sich ein Massepunkt mit Masse m vermdége der Schwerkraft in méglichst kurzer Zeit von
A nach B bewegt. Es handelt sich sozusagen um das Problem einer ,besten Rutschbahn®. Die

Losung ist keine Gerade!

Wir iiberlegen uns, wie das Variationsintegral aussieht. Wir stellen das Variationsintegral fiir
C'-Bahnen u : [a,b] = R, u(a) = u,, u(b) = up. (An und fiir sich ist es beweisdiirftig, daB das

Minimum in der Klasse der Kurven, welche Funktionsgraphen sind, gesucht wird.)

Sei v(t) die Geschwindigkeit des Massepunktes zur Zeit ¢ und h(t) die Hohe von der z-Achse
aus gemessen. Nach dem Energieerhaltungssatz ist die Summe aus kinetischer und potentieller

Energie konstant:

1 1
§mv2(t) + mgh(t) = §m02(0) + mgu, = ¢ = const. .

Es folgt
v(t) = @(t) = 4/% —2gh(t).
dt m
s(t) = Lange der Bahnkurve zwischen der Anfangszeit 0 und ¢.
Fiir die Fallzeit T', die der Massepunkt auf der Kurve von A nach B braucht, gilt

th’ S(tB) d
r=[a= [
v(t)
0 s(0)

Hier wurde die Substitutionsregel verwendet (sofern s umkehrbar ist).

t=s5""¢), = E=s(t) = dE =v(t)dt = dt = dE/v(1).
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s(tB)
Zur Zeit t befindet sich der Massepunkt an der Stelle (z,y(z)),d.h.esgilt T'= [ S| —
2c
s(0) /5 — 2gy(zx)
wobei z durch s(t) ausgedriickt ist. Durch die Substitution s(t) — z ergibt sich

_ Wdf

1
/ + dJ:.

E—ny

’

Aufgrund des Energieprinzips ist % —2gy(x) > 0. T ist nun das gesuchte Funktional, welches

es unter allen C'-Bahnen y zu minimieren gilt.
Die Eulersche Differentialgleichung

Minima von Variationsproblemen erfiillen unter sehr allgemeinen Voraussetzungen die Eulersche

Differentialgleichung. In der schwachen Formulierung lautet sie:

Z/ (it u(t), /() - @i(t) + Foilt, u(t), u'(1))pi(t)) di = 0 (6.4)

fiir alle Funktionen ¢ = (¢1,...p,), die geniigend glatt sind, z.B. ¢ € C' mit Nullrand-
bedingungen erfiillen. (Je nach Art der Randbedingung kann man auf die Forderung, daf§ ¢
Nullrandbedingungen erfiillt, verzichten.) Es bedeuten F; bzw. Fy, partielle Ableitungen von F

nach dem Argument, wo u’ bzw. u; steht. Dies wird im Folgenden noch erlautert.

Unter gewissen Bedingungen 148t sich schlieBen, dafi F(¢, u(t),v'(t)) fiir die Losung v der Glei-
chung (6.4) differenzierbar ist und folgendes Randwertproblem zweiter Ordnung erfiillt:

d
—EFi(.,u,u') + Foi(.,u,u’) =0 a.e. in [a,b], i=1,...n. (6.5)
Wir geben prizise Bedingungen an, wann (6.4) und (6.5) erfiillt sind.

Um méglichst viele Arten von Randbedingungen behandeln zu kénnen, betrachten wir lineare
Untermannigfaltigkeiten V + g € H'"?([a,b]), g € H'P?. Man stelle sich z.B. den Fall von
inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen vor: u(a) = u, , u(b) = up, und unter V den Teilraum
von H'?([a,b]), der aus allen Funktionen v mit v(a) = v(b) = 0 besteht. Die Funktion g soll
dann eine Funktion aus H'? mit g(a) = u,, g(b) = uy sein.

Das Variationsproblem lautet dann: Gesucht ist u € V + g, so daB .J(u) minimal ist.

Ein anderes Beispiel fir V ware

V= {ve H""([a,b])|v(a) = 0},
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d.h. es wird keine Bedingung am rechten Intervall gestellt. In jedem Fall wird vorausgesetzt,
daB gilt:
H"([a,0]) DV D C5°([a, b]). (6.6)
Hierbei ist C§°([a, b]) wie iiblich die Menge der C'*°-Vektorfunktionen mit kompakten Tragern
in [a,b].
Wir behandeln nunmehr allgemein: Gesucht ist w € W :=V + g, so daf}
J(u) < J(v) fur allev e W. (6.7)

Wir stellen nun Bedingungen an F; und Fp,, damit die Integrale in (6.4) existieren. Wenn

u' € LP, so gilt u € AC, und wir benétigen die Bedingung
[Fi(t, pom)| + | Foit, pom)| < Kelnl? + Ko, fiir [u] <O, Vi € R” (6.8)

mit einer Konstanten K¢. Die Bedingung (6.6) sichert, daB Fio(¢, u,u’) und F;(.,u,u’) in L'
liegen. In diesem Fall ist der Ausdruck in (6.4) definiert, sofern ¢ € C'([a, b]).

Satz 6.1 Fs sei u € W eine Minimalstelle des Variationsintegrals
b

J(u) :/F(t,u,u')dt,

a

und es gelte (6.6) fiir V sowie (6.1) bzw. (6.2) oder (6.3) fiir F' mit dem Wachstumsexponenten
p € [0,00[. Die partiellen Ableitungen Fig und F; beziglich des Arquments u; bzw. ul, u =
(ur,...u,) mégen fir fast alle t existieren, und es gelte die Wachstumsbedingung (6.8) fiir F
und F;. Dann erfillt u die Eulersche Differentialgleichung (6.4) fir alle o € V 01 C'([a,b]).

Beweis: Es sei £ € V und somit u + s fiir reelles s eine konkurrierende Funktion aus W
zur Minimierung von J. Wir betrachten die Funktion w : R — R, die definiert ist durch

w(s) = J(u+ sv), seR.
Aufgrund der Minimalitat von u gilt:

w(0) < w(s).

Falls wir zeigen konnen, daf w differenzierbar ist, folgt dann w’(0) = 0. Es zeigt sich, daf
w'(0) gerade der Ausdruck in (6.4) ist. Der Satz ist also bewiesen, wenn wir das folgende

Lemma zeigen: 0



Variationsrechnung und Randwertprobleme gewdhnlicher Differentialgleichungen [01.07] 32

Lemma 6.1 Fs mdgen die Vorausselzungen an F' aus Satz (6.1) gelten. Es seiu € H'?([a,b])
und p € VN CY([a,b]). Dann ist

d n
EJ(U + 50)|s20 = ; /{FZ(, w,u' )t + Fio(.,u,u’)p; }dt. (6.9)

Beweis: Wir miissen zeigen, daf die Differenzenquotienten +(J(u + hg) — J(u)) gegen
den Ausdruck (6.9) konvergieren fiir A — 0, h # 0. Hierzu benotigen wir

b
/h_l(FZ-(.,u—}—hap,u'—l—hgo)—F( u, u') dt—)Z/ yu,u')ph di

—I—Z/FZ-O(.,u,u')npidt.
=1

Wegen der vorausgesetzten partiellen Differenzierbarkeit von F(¢,u,n) beziiglich ¢ und
n gilt die punktweise Konvergenz der Integranden gegen den entsprechenden Limes. Um
den Satz von der majorisierten Konvergenz anzuwenden, benotigen wir noch, dafl die
Integranden gleichmiBig durch eine integrable feste Funktion abgeschétzt werden kénnen.

Hierzu stellen wir den Differenzenquotient
RTF(u+ hp,u' + he') — F(u,u)] = Dy

mit Hilfe des Mittelwertsatzes dar:

n

Dh = Z[Fi('au + 099a u' + 099,)99; + F(a u+ 099a u' + 999,)992]

=1
mit einer Funktion § = 0(h,t), 0 < 6 < 1. Wir beachten, daB |¢!| + |¢;| < K und, wegen
der Wachstumsbedingungen fur F; und Fy; gilt:

|Fi(. i+ 00, u' +00")| < Kolu' + 09'|P + Ko < 2PV Ko|u!|P + Ko

analog fiir Fy. Da [u/|P € L', ist Dy damit durch eine feste L'-Funktion abgeschatzt. g

Existenz von Minima von Variationsproblemen

Ein Variationsproblem muf} nicht notwendigerweise eine Losung haben. Beispiel:

/{ (1= (u)?)? + v’} dt = min, u(1) =u(0) =0, v H"([0,1]).
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Man kann zeigen, dafl in diesem Beispiel
infJ(u) =0.

Es gibt namlich eine Folge u,, € H"*, u,,(1) = u,(0) = 0 mit der Eigenschaft J(u,,) — 0.
Ohnehin gilt J > 0. Wir geben nur die Graphen der wu,, an:

Die u,, seien periodische Hiitchenfunktionen der Periode 2=™*! von der Form

t ; te0,27m)
mlt) =
u ( ) { 2—m-|-1 — tE [2—m72—m+1

U (L4 277F1) = (1) Vo € [0,1]
Offensichtlich gilt uZ, — 0 gleichmiBig und (1 — (u},)*) = 0 a.e., woraus J(u,) — 0 folgt.

Andererseits kann das Infinum .J(u) = 0 nicht angenommen werden. Aus .J(u) = 0 folgt ©v =0
und (1 — (uv)*)* = 0 und somit O = 1. Falls der Dozent bei der Einfithrung der reellen Zahlen
das Axiom 0 # 1 nicht vergessen hat, folgt damit ein Widerspruch. Im vorigen Jahrhundert
wurde die Annahme des Minimums von Variationsproblemen von bedeutenden Mathemati-
kern wie Riemann fehlerhafterweise als nicht beweisbediirftig angenommen. Das Bemiihen der
Mathematiker, die Annahme des Minimums zu beweisen, hat zu einer bedeutenden Weiterent-
wicklung der mathematischen Methoden gefithrt. Historisch gesehen wurde die Lebesguesche
MafBtheorie zu dem Zwecke entwickelt, die Existenz von Minima von Variationsproblemen zu

zeigen. Hiermit wollen wir uns im folgenden beschéaftigen.

Fiir die Existenz von Minima ben&tigen wir zwei wichtige Voraussetzungen, namlich:
b
J(u) = /F(.,u,u') dr — oo falls ||ul|1p = 00, u e W. (6.10)
Man nennt diese Eigenschaft Koerzivitat (coerciveness). Eine analoge Voraussetzung benotigt
man schon bei der Minimierung reeller Funktionen, z.B. hat e~¢ auf R kein Minimum, da e~¢

nicht koerzitiv ist.

Die Bedingung (6.10) hat zur Folge, daBl Minimalfolgen von J(u), v € W, in H'? beschrinkt
ist. Fiir beschriinkte Folgen in H'? mit p = 2 gibt es einen ,Ersatz“ fiir den Satz von Bolzano-
Weierstrafl.

Satz 6.2 (Satz von Banach-Saks) Sei (u,,) eine beschrinkte Folge in einem Hilbertschen
Raum H. Dann gibt es eine Teilfolge (um,), so dafi die arithmetischen Mittel

1 N
ﬁ;um"
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gegen ein Flement u aus H konvergieren.

Dies ist ein Satz aus der Funktionalanalysis, der iibrigens nicht sonderlich schwer zu beweisen
ist. (Fiir 1 < p < oo, also nicht notwendig p = 2, gibt es ein dhnliches Resultat, auf das wir
hier nicht eingehen.) Ferner benotigen wir ein weiteres Substitut fiir den Satz von Bolzano-

Weierstral, namlich:

Satz 6.3 (Satz von Rellich in einer Dimension) . Sei (u,,) eine beschrinkte Folge in H''P

mit einem p €]1,00[. Dann gibl es eine gleichmdfig konvergente Teilfolge.

(In mehreren Dimensionen kann man nur sagen: Es gibt eine in LP-konvergente Teilfolge.)

Mit diesen Hilfsmitteln 148t sich der folgende Satz beweisen:

Satz 6.4 Die Funktion F : [a,b] x R™ x R™ — R sei nach unten beschrinkt und geniige den

Carathéodory-Bedingungen. Ferner sei F(t,pu,n) beziglich n konvexr und das Variationsintegral
b

J(u) = [ F(t,u,u')dt sei koerzitiv beziiglich der H"*-Norm auf der abgeschlossenen Unlerman-

nigfaltigkeit W = g +V C H'". Dann gibl es ein Minimum von J auf W.

Anmerkung: Neben den Standardbedingungen fiir F' kommt also entscheidend die Bedingung
der Konvexitat von F(t,u,n) hinzu. Das zuvor besprochene Gegenbeispiel erfillt diese Bedin-
gung nicht.

Beweis: Sei u,, € W eine Minimalfolge, d.h. J(u,,) — inf J(v), v € W. Wegen (6.10)
ist ||unm| < K (m — oo). Wir diirfen wegen der Satze von Banach-Saks und Rellich

annehmen, daB « — n gleichméBig mit einem v € H"?. Zunichst beweisen wir, daf}

F(yumul,) — F( uul,) =0

m

dem Maf nach. Hierzu beachten wir, daB das MaBl der Menge E,,;, = {t||ul,(t)| > L}

klein ist fiir grofles L, namlich

|t ()7 .
p(Emr) < / Tdt < K/L.
EmL

Wegen der gleichméfigen Konvergenz der u,, gilt

X(Emp)F(oytum,ul ) — F(.,u,ul ) — 0 punktweise fast iiberall .

m
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(In der Tat, wenn 7, eine beschriankte Folge ist, gilt F'(¢, (1), nm) — F (¢, u(t), nm) — 0,
Beweis durch Widerspruch und Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstraf auf (1,,,).)

Da die punktweise Konvergenz die MaBkonvergenz nach sich zieht, gilt
Wi, = X(Emr) F (o, ul,) — F(uyul) — 0
dem Maf nach. Daraus folgt: Fiir jedes o > 0 gilt:

p(Wng, > 0) < %, m > m(e, L,0). (6.11)

Seien nun ¢ und ¢ vorgegeben. Wahle L so groB, da p(FE,.;,) < £. Fiir m > m(e, L(e), o)

gilt (6.11). Aus

£
2

M(F('ﬂ/’mvu’;n)) - F(7u7u;n) > U) S /u(EmL) -I_ lu(me>
folgt

p(F(umyul,) — F(uul,) <o < %

fur m > m(e, L(e), o). Die MaBkonvergenz ist damit bewiesen.

Aus dem Satz von Egoroff folgt damit, daBl zu jedem ¢ > 0 eine Menge E. mit u(FE.) < e

existiert, so daf}

F(tum,ul) — F(,u,ul) — 0 gleichmiBig auf ([a,b]) — F-.,

m

nach Ubergang zu einer Teilfolge. Wir erhalten somit

F(uyu,)dt < / F( tm,ul)dt 4+ o(1)  (m — 00),
([a,b]) - E- ([a,b])—E-.
und wegen ' > — K

b

/ F( uu)dt < /F(.,um,u;n)dt—l—o(l) + Ku(E.) (6.12)
([a,b]) - Ee a
<infJ +o(1) 4 Ke, (6.13)

b
da [ F(.,up,ut)dt <inf L+e, m > mg- wegen der Eigenschaft, daB (u,,) Minimalfolge
ist.aWir halten fest, s. (6.13)

F(,uyu,)dt <infJ + Ke fir m > mg. (6.14)

([a@,b])—Fe
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Wir wenden nun den Satz von Banach-Saks erneut an. Danach gibt es eine Teilfolge der

bereits ,,gezogenen® Folge, so dafl
| N
ﬁZumJ —u in H? (N — o)
7=1

konvergiert. Aus (6.14) schlieflen wir

1 N+m0
< >y / F(,u,ul)dt <infJ+ Ke,
T (o) B
und damit, wegen der vorausgesetzten Konvexitit,

N+m0

1
/ F(.,u,ﬁ u, ) dt <infJ 4+ Ke.
([a.0]) =P e
N
Da & > ul, = v/ in L2, gilt auch
m=1
1 N+m0
WZU — ' in L? (N — o0)

Da F' > — K, schlieflen wir aus dem Satz von Fatou

N+m0

1
! “. /
/ F(.,u,u,,) <liminf / F(., u, N E u,, ) dt

([a,b]) - B ([a,b]) - P e
und erhalten
F(,u,u)dt <infJ+e.
([a.b]) - B
Durch Grenziibergang ¢ — 0 folgt
/ F(,uu)ydt <inflJ,
([a,B)

d.h. v ist minimal. O
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7 Regularitiat schwacher Losungen von Randwertproble-

men gewohnlicher Differentialgleichungen

Die Variationsrechnung gibt uns Kriterien zum Nachweis der Existenz schwacher Lésungen von
Randwertproblemen. Wir kitmmern uns daher nicht mehr um die Existenzfrage und nehmen
an, daB fir 7 = 1,... ,n Funktionen F; und Fp; von [a,b] x R" x R” — R gegeben sind, die
den Carathéodory-Bedingungen und der folgenden Wachstumsbedingung mit einem p €]1, 00|

geniigen:
| Fi(t, pom)| + [Foilt, i m)| < Kelnl” + Ke (7.1)
fiir alle n € R™ und alle p € R" mit |u| < C.

Wir setzen hier nicht mehr voraus, dafl sich die F; und Fp; als partielle Ableitungen einer R-
wertigen Funktion F schreiben lassen. Fiir v € H'? gilt F}, Fyp; € L'. Tm Folgenden schlieBen

wir aus der Beziehung

b b
/FWZ- dt + / Foipidt =0 fiir alle p; € C5°, (7.2)

a a

(¢ fest, keine Summationskonvention) daB F; absolutstetig ist. Man erinnere sich: Ein Element
F; € L' heift absolutstetig, wenn es eine Funktion F; € [F;] gibt, welche absolutstetig ist. [ F}] ist
die Menge aller Funktionen, die sich von F; nur auf einer Menge vom Mafl Null unterscheiden.

Fiir den folgenden Satz wird nicht verlangt, dal F}, Fy; die Gestalt Fi(.,u,u’) etc. hat.
Satz 7.1 Seien F, Fo; € L'[a,b], und es gelle die Bedingung (7.2). Dann ist F; absolutstelig.

Die Konsequenz ist erstaunlich, wenn F; die Form Fj(.,u,u') hat und aus einer Eulerschen
Differentialgleichung herrithrt. Obwohl F;(¢, i, ) beziiglich ¢ unstetig sein darf, wird dies dann
durch das i.A. unstetige v’ so korrigiert, dafl Fi(t,u,u') absolutstetig ist.

Weitere Konsequenzen:
Korollar 7.1

—F'+ Fy =0 fast iberall in [a,b], 1=1,...,n (7.3)

Bemerkung: Gleichung (7.3) ist die Eulersche Differentialgleichung in der iiblichen Form, wenn
F;, Fo; die Gestalt F; = F;(.,u,u"), Fy; analog, haben.
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Beweis: Wir nehmen an, dafl ¢ € C$°([a,b]) kompakten Trager in [a,b] hat (d.h. ¢» =0
in U(a) und U(b)) und setzen in (7.2)

O =wp kY = /wh(;v —t)p(t)dt.

Hierbei ist wy, eine C§°(R)-Mittelfunktion. Daraus erhalten wir, indem wir wp* auf den

ersten Faktor wilzen:

(wn * Py ¢") + (wn * Fo ) = 0.

b
Hierbei bedeutet (y,z) = [ yzdi. Durch partielle Integration folgt

—((wh * FZ'),, ¢) —I— (wh * FOZ', '(b) = 0 .
Wir wahlen nun
Y, = w, x [sign(wp * F;)' - x(e)]..
wobei e C [a+ e,b — ¢] und x(e) die charakteristische Funktion von e ist. ¢, ist so
konstruiert, da ¢, € C§°, und bei festem h

|¢p| S ["hv
und ¢, — sign(wy * F})' - x[a — ¢,b — €] punktweise fast iiberall.

Die Konvergenzeigenschaften folgen aus den bekannten Eigenschaften der Faltungsopera-
tion. Wegen des Satzes von Lebesgue darf man zur Grenze iibergehen und erhalt
b
/ [(wr, * F})|x(e) dt = /(wh * Foi)x(e)dt.

Daraus folgt

/|(wh*FZ-)’|dt S /|wh*FOZ'|dt. (74)

e

Wir wahlen nun

-

[ti,t;] ) t; < t;- < t2'+1

=1

und p(e) < 8. Da wy * Fo; — Fo; in L', ist die Absolutstetigkeit der Integrale iiber wy, * Fy,

gleichgradig. Daher ist

/ |ewp * Foi| dt < e gleichméaBig fiir A — 0, falls u(e) < é(e).
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Daraus und aus (7.4) folgt

N

D lwn * F)'(t5) = (wn* FN)(E)] < / |(wn * Fy)[dl < e, (7.5)

i=1

d.h. die wy, * F; sind gleichgradig und absolutstetig im Sinne von Funktionen. Es gibt
daher eine gleichmiBig konvergente Teilfolge und eine stetige Funktion ¥, die mit F} fast
tiberall iibereinstimmt. Geht man in (7.5) zur Grenze h — 0, erkennt man, dafl auch F

der die Absolutstetigkeit definierenden Bedingung gentigt. Es gilt daher
F, e AC.
SchlieBlich wollen wir noch die Gleichung
—F'+ Fyu =0 fast iiberall

beweisen. Mit e = [t,1 + s] folgt aus (7.2) mit ¢ = wp, * w, * x(€)

— /(wh * F;)w, * x(e)dt + /wh * Fow, * x(e)dé =0

Grenziibergang p — 0 ergibt

/(wh * F) x(e)dt + /wh * Foix(e)dé =0

und
t+s

1
+_\/L<Jh*F0id£:0_
S

t

wn* (1 + 5) — (wh + F)(1)

S

Grenziibergang h — 0 ergibt

t+s
Fi(t — Fi(t 1
(L) U—I——/Fmdfzo
s s
t
und Grenziibergang s — 0 die Behauptung. 0

Stetigkeit von u’

Ist Fi(t,u,n) eine C'-Funktion aller Variablen, so ldBt sich die Stetigkeit von v’ {iber den Satz
tiber implizite Funktionen beweisen. Man benétigt hierzu, daB die Matrix (Fi,, ..., F,,;) in-

vertierbar ist. Ist F}; = %F, so wire etwa die Bedingung der positiven Definitheit der Matrix
5 o
an; Oy

dingung.

F' eine iibliche, mit der Konvexitatsbedingung aus der Existenztheorie kompatible Be-
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8 Eigenwertprobleme fiir gewdhnliche Differentialopera-

toren zweiter Ordnung

Wir beschréanken uns hier auf das Standardproblem des sogenannten Sturm-Liouville-Operators
Lu=—(a-u") +cu
und betrachten die Eigenwertgleichung
Lu = Au in |a, 3], ula) =u(B) =0 (8.1)

In schwacher Formulierung lautet das Problem: Gesucht ist w € H"*(Jo,, B[), u # 0 und X € R,
so daf}

Alu,v) o= (!, ¢') + (cu, 0) = M, ) (8.2)

fir alle ¢ € C§° (oder, dquivalent, ¢ € H"*(]a, 3[). Hierbei sind a¢ und ¢ mefibare und be-

schrankte Funktionen, also
a,ce L. (8.3)
Ferner soll noch die sogenannte Regularitdtsbedingung
a>ay>0 miteinemag >0 gelten . (8.4)

Da das Wort ,Regularitiatsbedingung® viele verschiedene Bedeutungen hat, sollte man lieber
»Elliptizitatsbedingung® in Analogie zu mehrdimensionalen Problemen sagen.)
Eigenwerte sucht man in der Analysis i.A. in C, der hier vorliegende Operator L ist jedoch

symmetrisch, denn es gilt
(au', v') + (cu,, U) = ((J,U', u') + (cv, u,) ,

so daf sinnvollerweise die Eigenwerte in R gesucht werden. Die Losungen u von (8.1) bzw. (8.2)

heiflen Eigenfunktionen.

Aus den Ergebnissen von Kapitel 7 wissen wir, dafl au’ absolutstetig ist und
—(a,u')' +c-u=u

punktweise fast iiberall gilt.
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Satz 8.1 (Hauptsatz zum Eigenwertproblem) Seien a,c € L™, und es gelte die Ellipti-
zitdtsbedingung (8.4). Dann hal das Problem (8.2) abzihlbar viele Figenwerte endlicher Viel-
fachheit; die Figenwerte gehen gegen Unendlich. Die Gesamtheit der Figenfunktionen ist vollstindig
in L*(]a, B]). Figenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal beziiglich des L*-
Skalarproduktes.

Der Beweis dieses Hauptsatzes wird zweckméifBigerweise im Rahmen der Funktionalanalysis
behandelt. Wir beweisen hier nur, daf§ die Eigenfunktionen vollstandig sind und tiber ein in-
teressantes Minimax-Prinzip berechnet werden konnen. Die Aussage, dafl Figenfunktionen zu
verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind, beweist man wie in der linearen Algebra. Fiir den

niedrigsten Eigenwert beweisen wir das folgende Minimumprinzip:

Satz 8.2 Seien a,¢c € L™, a > a9 > 0, mit einem oy € R. Dann existiert eine Funktion

u € HS’Q(](X,B[) mit

(i) e =1
(ii) Alu,u) = int{A(w,0) v H (o, B)| Jlollze = 1} = X

Die Zahl X ist der kleinste Figenwert des Sturm-Liouville-Operators. Die Funktion u mil den
Figenschaften (i) und (ii) ist Figenfunktion zum Figenwert X, welcher in (ii) definiert ist.

Im Folgenden beschranken wir uns auf den Fall A(u,v) = a(v’,v’), d.h. ¢ = 0.

Beweis: Wir wihlen eine Minimalfolge (u;) - schlieBlich ist (ii) ein Minimierungsproblem.
Es gilt ||uj]|z2 = 1 und

8
a0/|u;|2dt§A(uj,uj)§/\—l—ej g;—0.

Wegen der Ungleichung

163 16
/|uj|2 s«:o/|u;|2dt

fir Funktionen mit Nullrandbedingungen ist ||u;]|gi» < K gleichmaBig fir j — oc.
(Ein Dauerbrenner, je nach Hingezogenheit zur Volksgruppe x oder y heiBt die Unglei-

chung ,Poincaré” oder , Friedrichsche“ oder ,Wirtingersche“ Ungleichung. Sie gilt auch
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in n-Dimensionen und kann als Ubungsaufgabe, z.B. tiber Fouriersche Reithen bewiesen

werden.)
Nach den im vorigen Kapitel verwendeten Auswahlsidtzen gibt es eine Teilfolge, so dafl
u; — u gleichmiBig und < zn: ul — u' in L2 Hierbei ist u € Hy?. Wegen der gleichmBi-
gen Konvergenz gilt -

U= lujllze = flull,

d.h. ||u|| = 1 und insbesondere u # 0. Da A(7,7n) konvex in 5 ist, kann man den aus dem
vorigen Kapitel verwendeten Schlufl anwenden und erhalt

1o 1o
Au,u) < limian(ﬁ Z ujs 3 Z uj) <
7=1

N—=oo -
J=1

N N
1 oy
< ﬁ;:] Aluj, uj) + ¢’ g/\+e;.+j§=1 ﬁ—m.

Daraus folgt A(u,u) < A, und da A bereits das Infimum ist, gilt A(u,u) = A. Das Infimum
wird somit angenommen, u sei die minimierende Funktion. Sei nun v € HS’Q, vl =1
und (v,u) = 0. Dann ist auch u(t) = cos(tu) + sin(tv) € H}? und ||u(t)][z2 = 1. Die
Funktion A(u(t),u(t)) hat daher an der Stelle ¢t = 0 ein Minimum und es gilt

d d
0 = S AQu(t),u(t))lizo = 24(u(0), Zu(0))

= 2A(u(t), —sin(tu) + cos(tv))|i=0 = 2A(u,v) .

Es gilt also
A(u,v) =0 firalle vé€ Hé’2 mit (u,v)2 =0.

Daher ist

Al 1) = A () = A = Ny o) =
= )\(u, pu —+ 1/1)) .

Alle H,”-Funktionen lassen sich in der Form ¢ = pu + vo darstellen. Daraus folgt
Alu, o) = Mu, p), oe Hy?.

SchlieBlich bemerken wir, da fiir jede normierte Eigenfunktion v zum Eigenwert ) gilt
A = inf(Au,u) < (Av,v) = X,

d.h. X ist der kleinste Eigenwert. O
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Wir berechnen nun den zweitkleinsten Eigenwert.

Satz 8.3 Mit den Voraussetzungen von Satz 8.1 sei Vi der Figenraum zum niedrigsten Figen-

wert A = ). Dann st
Ay = inf{A(v,v)] ve& Hy?, ||v||lz> =1, vV} (8.5)

der zweitkleinste Figenwert.
Beweis: Die Annahme des Minimums wird wieder wie in Satz 8.1 bewiesen.
Nach Satz 8.1 ist V} mindestens eindimensional. Mit ahnlichen Methoden wie in Satz 8.1

zeigt man, daB das Minimumlproblem (8.1) eine Loésung u; hat. Wir beweisen, daff u,

Eigenfunktion zum Eigenwert A, ist.

Sei u; € Vi, vlVi und vluy, |juillzz = ||v]lzz = 1, c1,¢0 € R, ¢ + ¢3 = 1. Dann ist
llw(t)|lz2 = 1 mit u(t) = cos tuy + sin(ciuy + ¢zv) und die Funktion

o(t) = A(u(t), u(t)
hat an der Stelle £ = 0 ein Minimum. Daher gilt
0=24'(0) = A(u(t), —sintuy + cost(crus + c2v))|t=0 = A(ug, crus + cov),
und nach Multiplikation mit « ergibt sich
A(ug, ¢ruy 4 ¢v) =0

fiir alle ¢;, ¢, € R.

Es gilt nun
/8)\2 = /\2(”2,6”2) = )\2(7.62,/87.62 + E]U] + EQU) s
andererseits
0+ Bry = A(uz, Gruq + év) + BA(ug, uy) =
= A(ug, Buz + ¢ruy + ¢v),
und damit

(BA2 =) A(uz, @) = Aa(uz, @), = Puy + érur + G

Damit sind alle ¢ € H}? erfaBt und die Eigenwertgleichung fiir ug ist bewiesen. SchlieBlich
ist klar, daB Ay < A, da bei der Infimumsbildung zur Definition von A; mehr Elemente

als bei Ay zugelassen sind. O
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Damit der Beweis priizise ist, muB noch gezeigt werden, daB nicht bereits Vi = H)? ist. Dies

wird durch den folgenden Satz ausgeschlossen:

Satz 8.4 Unter der Vorausselzung von Satz 8.1 haben die Figenwerte endliche Vielfachheit.

Beweis: Man verwendet ein einfaches funktionalanalytisches Argument: Wire der Ei-
genraum unendlich dimensional, hitte er eine Orthonormalbasis (¢;). Wegen der Ei-
genwertgleichung gilt A(p;,¢) = M(pj,9), ¢ € H)? und man konnte folgern, dafB
|¢%, ]|z < K. Dann kénnte man eine in L? konvergente Teilfolge auswihlen. Es gilt dann

l¢; — @nllz — 0, andererseits ist ||¢; — @n]| = V2. a
Die weiteren Eigenwerte A3, A4 etc. werden in Analogie zu Satz 8.3 konstruiert.

Satz 8.5 Die Eigenwerte A\, Ay, As ... \j_1 seien schon konstruiert. Es gelte Aoy < Ay < ... \j_1.
Dann 1ist

A =inf{A(u,u)lu € Hy?, |lulli2 =1, ulW,...Vio}

der ndchstgrofiere Eigenwert des Sturm-Liouville-Operators.

Der Beweis verlduft analog zu Satz 8.3 und wird hier nicht ausgefiihrt.
Satz 8.6 Die Eigenwerte konnen sich nicht im Endlichen hdufen.
Man beweist dies dhnlich wie Satz 8.4.

Satz 8.7 (Vollstandigkeit) Die Menge der endlichen Linearkomkbinationen
N «
Z ajuj, uj €V, ist dicht in Hy?,

J=1

Beweis: Andernfalls gibe es einen abgeschlossenen Teilraum W # {0}, W € H)?, so
daB WLV;, 5 =1,2.... Dies ist ein einfacher Satz aus der Funktionalanalysis, den wir

nicht beweisen wollen. Man konstruiert sich wiederum durch
A= inf{A(u,u)‘ |lul| =1, we W}

einen Eigenwert, der grofler ist als die bereits konstruierten ;. Da die A; gegen Unendlich
gehen nach Satz 8.4, ist dies nicht moglich.
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Folgerung (Vergleiche die Ausfithrungen tiber verallgemeinerte Fouriersche Reihen): Jede

Funktion w € L? liBt sich als eine verallgemeinerte, in L? konvergente Fourierreihe

(w,u;)u;

I

71=1

darstellen, wobei die u; die Eigenfunktionen des Sturm-Liouvielle-Operators sind. Es gibt

sehr viele detaillierte Untersuchungen iiber Eigenfunktionen, z.B. Aussagen tiber die An-

zahl der Nullstellen. O
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9 Anhang 1

Auswahlsitze in der Analysis

Aus den Anfangervorlesungen kennt man den wichtigen Satz:

Satz 9.1 (Satz von Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge von Vektoren des R™ be-

sitzt eine konvergente Teilfolge.

Dieser Satz ist Grundlage fiir die meisten weiteren Auswahlsidtze der Analysis. Auswahlsitze
werden vor allem fiir Existenzbeweise benotigt. Eine Verfeinerung ist der entsprechende Satz

iitber Doppelfolgen:

Satz 9.2 Sei a* € R, |af| < K fiir i,k,€ N. Dann gibl es eine Teilfolge (i; € N)22,, so dafs
fiir jedes k € N (afj )32, konvergierl (7 — oo).

In den Anféangervorlesungen lernt man zumeist folgendes grundlegendes Axiom

Auswahlaxiom (der Mengenlehre): Es sei {M,,. € F}, eine Familie von Mengen. Dann gibt

es eine Funktion f, die jedem ¢ € F ein Element aus M, zuordnet.

Diese Aussage scheint vollig evident zu sein. Sie ist jedoch problematisch, weil sie zu dem

sogenannten Wohlordnungssatz dquivalent ist.

Das Auswahlaxiom wird eher auflerhalb der Analysis angewandt; eine Ausnahme ist die Kon-
struktion nicht-mefBbarer Mengen sowie der sogenannte Satz von Hahn-Banach aus der Funk-
tionalanalysis, der jedoch in konkreten Anwendungen mit schwicheren Versionen des Auswahl-

axioms beim Beweis auskommt.

Ein bekannter Satz aus der Funktionalanalysis besagt, dafl ein Analogon des Satzes von Bolzano-

Weierstrafl in unendlich dimensionalen Raumen ohne Zusatzvoraussetzungen nicht maéglich ist.

Satz 9.3 Sei V' ein normierter linearer Raum. Jede beschrinkte Folge (u,, € V)_, besilze

m=1

eine konvergente Teilfolge. Dann gilt dimV < oo.

Im Hilbert-Raum H ist diese Aussage einleuchtend. Ist dim H = 0, so konstruiert man sich
ein Orthonormalsystem (¢;). Da |¢;|| = 1 ist, ist (¢;) beschrankt und, wenn der Satz von

Bolzano-Weierstrall in H richtig wire, giabe es eine konvergente Teilfolge p;, — ¢ (k — o).
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Dann ist |@j, — @), | — 0, andererseits ist wegen der Orthogonalitit |¢;, — ¢j,.,| = V2.
q.e.a.

Da man in unendlich dimensionalen Banachraumen unbedingt einen Ersatz fiir Bolzano-Weierstrafl
haben will, sucht man zwei Auswege:
1. Man stellt Zusatzvoraussetzungen an die Folge.

2. Man schwécht die Topologie ab.

Wir befassen uns zunédchst mit Auswahlsiatzen, in denen Zusatzannahmen an die Folge gestellt

werden. Haufig verwendet wird der folgende Satz:

Satz 9.4 (Satz von Arzela-Ascoli) Fs seien Q@ C R” offen und die Folge (f; : Q@ — R™)
gleichgradig stetig, d.-h. zu e > 0 36., so daf | f;(z)— f;(2")] < ¢ fir alle z,2" € Q mil |vr—2'| <§
und alle j € N. Ferner seien die f; gleichmdiflig beschrankt. Dann gibl es eine Teilfolge (f;,)
und eine stetige Funktion f, so dafs

fi» = [ gleichmdfig  (k — o).
Der Beweis beruht darauf, dafl man auf die doppelt indizierte Folge
L), Ut =Qna
k=1

den Bolzano-WeierstraBschen Doppelfolgensatz anwendet. Es gibt dann eine Teilfolge (7;), so
daB f; (rx) konvergiert (I — oo, k € N'). Mit der gleichgradigen Stetigkeit erhdlt man dann die
Konvergenz von fj,(x) nicht nur fir z = r, € Q" N Q, sondern fir alle z € Q.

Weniger oft verwendet wird der Satz von Helly:
Satz 9.5 (Satz von Helly) FEs seien [a,b] € R und (f; : [a,b] — R) eine beschrinkte Fol-

ge monotoner Funktionen. Dann gibt es eine Teilfolge, die fast tiberall gegen eine monotone

Funktion konvergiert.

Ein Dauerbrenner - ahnlich wie der Satz von Arzela-Ascoli - ist das folgende Resultat:

Satz 9.6 (Satz von Rellich) (Spezialfall fir Funktionen mit kompaktem Triger) Es sei
p € [1,00] und (f; € Hl’p(R”))‘;il eine in H'Y? gleichmdfig beschrinkte Folge mit gleichmdfSig
beschrinktem Triger. Dann gibt es eine Teilfolge (f;,) und eine Funktion f € H'?, so dafs

fjk—>f i LP.
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(Dies kann man auch als Abschwichung der Topologie verstehen.)

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur in zwei Dimensionen. Dies ist ausreichend fir das
Verstandnis des n-dimensionalen Falles. Ferner beschranken wir uns auf den Fall p = 2

und arbeiten mit Fourier-Analysis. Die Funktionen f; lassen sich als Fourier-Reihen
)= Y bt
JELXT
schreiben. Hierbei benutzen wir die Multiindex-Schreibweise j = (41, j2), jz = jiz1+j22.
Aus der Ungleichung || f;]|12 < K folgt
> JekP PP < Ka o gleichméiBig fiir k € Z. (9.1)
JELXT

Nach dem Bolzano-Weierstraischen Doppelfolgen-Satz gibt es eine Teilfolge A C N, so
daf}
cé—c—>cj fir ke A, k— oo,

Yo lel* i < oo
Wir setzen f = Y ¢;€” und erhalten f € H'?. Es gilt
Ife = fll7 = Ko > lcf =i+ Ko > |ef — ¢

lil=N lil>N

und es gilt

Wegen (9.1) konnen wir N so grol wihlen, daB K; |c§‘“ —¢* < %. Wegen der Kon-
li[=N

vergenz ¢f — ¢; fillt auch der erste Teil K, Y |CF — Cj]* < % aus (k > k(e)), und wir
<N
erhalten

Ife = fll72 <e k(e), keA.

Wir erwahnen noch ein Lemma von Hausdorff:

Lemma 9.1 (Lemma von Hausdorff) Sei (f; € L7)32, eine in LP gleichmifig beschrinkte

Folge mit gleichmdf$ig beschrinktem Trager. Die Translationsoperatoren E),, die definiert sind
durch

Ehf('x) :f(I-I-h>7
seien gleichmdfig stetig beziglich j fir |h| — 0. Dann gibt es eine in LP-konvergente Teilfolge

(f]k)
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Wir besprechen nun einen anderen Typ von Auswahlsidtzen, die auf einer Abschwiachung der

Topologie beruhen. Dies wird im Fall des Hilbert-Raumes erlautert.

Satz 9.7 Sei H ein reeller oder komplezer Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (.,.) und Norm ||.||.
Fine Folge (u,, € H) konvergiert nach Definition genau dann (,stark®) gegen ein v € H, wenn

|tm — ul| = 0 (rm — o0).
Es gibt nun einen weiteren Konvergenzbegriff, nimlich den der ,,schwachen Konvergenz®.

Definition 9.1 Fine Folge (u,, € H) konvergiert schwach gegen ein w € H, wenn fir alle
w € H gill:
(tmsp) = (us0)  (m = 00),

Die starke Konvergenz impliziert die schwache. Umgekehrt gilt dies nur in endlich dimensionalen

Raumen. Fiir schwache Konvergenz vereinbaren wir die Schreibweise u — .

Satz 9.8 (Satz iiber die schwache Kompaktheit beschréankter Folgen) Die Folge (u,, €
H),en sei beschrinkt. Dann gibt es eine schwach konvergente Teilfolge (w,,,) mit w,,, — u (i —
oo) und u € H.

Beweis: Sei @; ein vollstandiges Orthonormalsystem in H. (Ein solches a8t sich konstru-
ieren, wenn H nicht separabel ist, betrachtet man den von (u,,) erzeugten Hilbert-Raum.)

Es seien u7" die verallgemeinerten Fourier-Koeffizienten der w,,:

U = (5
j=1

Da |lun,| < K, sind die p7 gleichmiBig beschréinkt. Nach dem Doppelfolgensatz gibt es
eine Teilfolge A C N, so daB

W= (m — oo,m € A)

fiir alle j € N. Da |lun|* = Z [u?* < K, gilt auch
1=1

Z i < K und
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U = Z,ujgojeH.

7=1
Wir zeigen, daB ™ — u (m € A). Hierzu sei v» € H mit der verallgemeinerten Fourier-
entwicklung
P = Zdajgoj , Y; € R oder C.
7=1

Es gilt

0 N

(" =) = D = =D+
7=1 j=1 >N

Wir wéhlen N so grof}, dafl
- [ ()2 12
Sl =)l ol < O e =7 P) 7O i)
J>N J=1 J>N
S2K() [ < g2,
i>N
N
Wegen der Konvergenz p7* — p; (m — oo, m € A) gilt > (47" — pj)h; — 0. Daraus folgt
7=1

|(u™ —u, )| <e/24+¢/2 fiir m <m(e), meA.

Fiir die ,konvexe Analysis® ist der Satz von Banach-Saks wichtig:

Satz 9.9 FEs sei (u,,) eine beschrinkte Folge in einem Hilbert-Raum H. Dann gibt es eine Teil-
Jolge (m;) und ein Element u, so daff die arithmetischen Mittel stark in H gegen u konvergieren:

N

1

ﬁZumJ—Hz (N — o0).
7=1

Beweis: Nach dem vorigen Satz gibt es eine Teilfolge, die wir nach Umnummerierung

ebenfalls mit (u,,) bezeichnen, so daf
U, — u schwach in H

mit einem v € H. Wir setzen v,, = u,, — u. Es gilt dann v,, — 0 schwach in H, und es

N
geniigt zu zeigen, daB es eine Teilfolge (m;) gibt, so daB 3= 3~ vy, — 0 stark in H. Dies
7=1
wird durch folgendes Auswahlverfahren erreicht:
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(i) Wahle v,,, = vy.

(ii) Die Elemente vy, ,... ,vn,_, seien schon konstruiert. Wahle vy, , so daB

|(Um17vmj)| < j_Q, |(7)m]_1’7)mj>| < ]_2

Wegen vy, — 0 ist dies méglich. Wir behaupten, dafl (v,,;) die gesuchte Folge ist:

N

1
HWZ m]” NQZ“ m]H + 53 Z(Umﬂvml)'

J=1 >l
Da vaJ | < K gilt

1 & K
2wl < 5 =e (N = oo).

j=1

Fiir den obigen zweiten Summanden gilt nach Konstruktion

P A AN I Q|
NQZ(Umﬂvml) SFZ_QZ 223 2_2 (N_>OO>
>l j=1 j=1 j=1
Damit folgt die behauptete Konvergenz der arithmetischen Mittel der v,, . O

Fiir sogenannte reflexive Banach-Réaume wie z.B. die LP-Raume mit 1 < p < oo gibt es ein
Analogon des Satzes von der schwachen Kompaktheit beschrankter Folgen in Hilbertschen

Réumen und ein Analogon des Satzes von Banach-Saks.

Im Raum L'[a,b] ist die entsprechende Aussage falsch, d.h., ist f.inL' || fn] < K, so gibt es
i.A. kein Element f € L' und keine zugehorige Teilfolge f,,. mit

b b
/fml.cpdm%/fcpdm (1 = o0)

fiir alle ¢ € L*[a,b]. Die Auswahlsitze sind jedoch so wichtig, dal man den ,Austritt aus dem
Raum® zuléBt, d.h. in einem geeignet zu definierenden Sinne gehen die f,,, schwach gegen ein
Element aus dem sogenannten ,bidualen Raum® (L')**, den man auch als Raum der Mafe

interpretieren kann. Diese Fragen werden in fortgeschrittenen Vorlesungen behandelt.

Wie man vielleicht erwartet, gibt es einen wunderschonen Auswahlsatz in der Theorie der

komplexen Funktionen einer Variablen, ndmlich den
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Satz 9.10 (Satz von Montel) Fs sei Q C C offen und f,, : Q@ — C holomorph sowie | f,,| <
K gleichmdfig auf Q. Dann gibt es eine Teilfolge ( f,.,) und eine holomorphe Funktion f : Q —

C, so da
s d d\r
fm, — [ und <E) fm, — <E) f

gleichmdfSig auf allen ' CC Q.

Beweis: Aus der Cauchyschen Integralformel entnimmt man, dafl alle Ableitungen fy(,ﬁ)
gleichmiBig beschrankt sind fiir jedes ' CC Q:

() = [ (.

r

Hierbei ist ' € Q — . Die f,,. und alle Ableitungen erfiillen damit die Voraussetzungen
des Satzes von Arzel-Ascoli, d.h. f,,, — f gleichméBig mitsamt allen Ableitungen. Die
Holomorphie von f liest man dann wieder aus der Cauchyschen Integralformel ab, wenn

man in dieser mit dem Indes m; zur Grenze iibergeht. O
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10 Anhang 2

Anwendungen des Satzes von Montel
Gewohnliche Differentialgleichungen im Komplexen:

Wir betrachten das Anfangswertproblem
y(zo) =y €C
Lly) =f(zy(2))  inUlz)

Hierbei ist f eine komplexe Funktion auf U(zg) x U(yo) C C**', die durch eine konvergente

Potenzreihe in mehreren Variablen dargestellt wird. Es gilt

Satz 10.1 FEs gibl eine holomorphe Losung y : V(zg) — C* des Anfangswertproblems mit einer
Umgebung V(z) C Ul(zo).

Beweis: Der Beweis geschieht dhnlich wie im Reellen. Man formt das Anfangswertpro-

blem in eine Integralgleichung mit einem (wegunabhéngigen!) Kurvenintergral [ um:
Zo

Ay(2) = y(=) = yo + / F(Cu(C)) de.

und zeigt, dafBl fiir geniigend kleine Umgebungen V/(zy) die Abbildung 2 die Menge al-
ler vektorwertigen holomorphen Funktionen y mit |y — yo| < § in sich abbildet und daf}
das Bild aus gleichgradig stetigen Funktionen besteht. Nach dem Satz von Montel ist die
Menge aller dieser Funktionen in der Topologie der gleichméBigen Konvergenz aller Ablei-
tungen auf kompakten Teilgebieten von V(z) kompakt - auBerdem gilt die Kompaktheit
der Bildmenge von 2 im Raum der stetigen Funktionen. Nach dem Satz von Tychonoff -
ein Analogon des Satzes von Schauder - fiir sogenannte topologische Vektorraume - gibt

es daher einen Fixpunkt. O

Das besondere an diesem Beweis ist, dal man ohne grole Miithe die Holomorphie der Lésung

geschenkt bekommt.

Eine weitere, sehr elegante Anwendung des Satzes von Montel ist der Riemannsche Abbildungs-
satz, dessen Formulierung und Beweis man z.B. im Bandchen von Cartan iiber Funktionentheo-

rie nachlesen kann.



