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1 Trigonometrische Reihen - Fourier-Reihen

Die Trigonometrischen Reihen, insbesondere die Fourier-Reihen, spielen seit langer Zeit eine
wichtige Rolle in der Mathematik, vor allem auf dem Gebiet der Partiellen Differentialgleichun-
gen, aber auch in der Reinen Mathematik. Fiir eine historische Einfiihrung sei hier auf das

Buch “Analysis 2”7 von Walter verwiesen.

Periodische Funktionen

Definition 1.1 Sei M eine beliebige Menge. Fine Funktion [ : R — M heifit periodisch mil
der Periode I € R, wenn

flz+ L) = f(x) fir alle z € R..
Fine Funktion g : R™ — M heifst periodisch zum Periodenvektor L = (Ly,...L,) € R”, wenn

g(z + Le;) = g(x) fir alle v € R" und 1 =1,... ,n.

Héufig ist die Periode in allen Komponenten gleich, d.h. L := Ly = Lqy...L,. Man spricht

dann vom Periodizititswiirfel [0, L]".

Trigonometrische Reihen

Spezielle periodische Funktionen sind trigonometrische Polynome und Reihen der Form:

s(z) = % + z; ajcos(jz) + z; bjsin(jz), m € Noder m=oo. (1.1)
i= i=
Hierbei ist die Konvergenz der Summen zu priifen. Obige Funktion s hat die Periode 27.

ZweckmaBig ist haufig die komplexe Schreibweise fiir den Ausdruck (1.1)

o0

9(7’) = Z c]'e’:j“”
) 0 1 . .
mit o = » €5 = _(aj Zb]),c_]' = _<aj + ij)a J€EN
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Die komplexe Schreibweise ist insbesondere bei mehrdimensionalen trigonometrischen Reihen

zur Vereinfachung der Schreibweise niitzlich. Sei z = (z1,... ,2,), 7 = (J1,- -+ 1 Jn)

e?]'f — H e?:jlxl
=1
Eine mehrdimensionale trigonometrische Reihe hat die Gestalt

S(:U):ZC]'GMJE, ]:(]1,,]n>€Zn
J
Hierbei versteht man die Summation ) iiber den Multi-Index j als Summation >3 ...5"
j jl j2 ]n
iitber die Komponenten j; zu verstehen. Dabei laufen die j; von —oc bis +oc.

Orthogonalitétsrelation der trigonometrischen Funktionen

Lemma 1.1 FEs gill firm,j € Z, m # j:

2 2
/cos(m:r:) cos(jx)dx =0, / sin(ma) cos(jz)dx =0
0 0
2m 2m
/ sin(maz) sin(jz) dz = 0, / eFmT T dp = ()
0 0
2m 2m
/ cos’(mz)dr =, / sin?(maz)dr =7
0 0

Fiir Multi-Indizes m = (mq,...my), J = (J1,...Jn), m # J gilt

e:tzmxemx d:v] . dIn — 0’ Tr = (,I] g In)

[0,27]"

Beweis: Die eindimensionalen Fille aus Lemma 1.1 wurden bereits im ersten Semester
behandelt; die mehrdimensionalen Orthogonalitdtsrelationen werden auf die entsprechen-

den eindimensionalen Falle mit Hilfe des Satzes von Fubini zuriickgefiihrt. 0
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Fouriersche Reihen

Satz 1.1 Die trigonometrische Reihe

s(z) = % + Z ajcos(jz) + Z bjsin(jz)
7=1

j=1

konvergiere in L'[0,2w]. Dann gilt

a; = %/ s(z) cos(lz) dz, b = %/s(zv) sin(lz) dx (1.2)

Erlduterung: Unter Konvergenz der obigen Reihe (LP-Konvergenz bzw. gleichméBige Konver-
genz) versteht man die Konvergenz der “Partialsummenfunktionen” sy — s, wobei wie iiblich

definiert wird:
N

SN($> = (;—0 + Z a; Cos(j;v) + Z b; sin(j;v)

i=1 i=1

Beweis: Die Formeln fiir a;, b; gelten zunéchst fiir endliche trigonometrische Reihen sy.
Dieses sieht man durch Ersetzen des Ausdruckes s(z) und unter Verwendung der Ortho-
gonalitatsrelationen. Der Grenziibergang beziiglich der Summationsgrenze N — oo folgt

aus der geforderten L'—Konvergenz:

2T

sy — s|[1 ::/ lsn(z) — s(z)|dz — 0
0

Es folgt namlich:

2m

/sN(x) cos(mz) dz — 75($)Cos(m$) dr (N — o)

0
2m

2T
/SN(J:) sin(mz) dz — /9(7‘) sin(mz) dz (N — oo)
0

0

und somit (1.2). O
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Anmerkung: Fiir die Giiltigkeit von Satz 1.1 geniigt ein erheblich schwacherer Konvergenzbe-

griff, ndmlich die sogenannte schwache Konvergenz in L.

Ersetzt man in der Darstellung (1.2) s durch eine beliebige Funktion f, so kann man die
Koeffizienten a,,(f) = 1 f f(z)cos(mz)dz und by, =1 f f(z)sin(mz) berechnen. Diese
heiBen Fourier- Koeﬂﬁmenten der Funktion f. Unter der Founel Reihe der Funktion f versteht

man den Ausdruck

S(x; f) =

f)—l—Za]-( Cos];v —I—Zb sm];c
7=1

Im Fall der komplexen Darstellung ergibt sich aus den entsprechenden Orthogonalitétsrelatio-

nen im eindimensionalen Fall
Cj _C]: /f ijd:r:,jEZ

und im n-dimensionalen Fall bei Multi-Index-Schreibweise j = (j1,...5,), €% = H e~

G = () / | .7f(x)e‘““‘" doy ... du,

Die aus den nach obiger Darstellung gebildeten GroBen c; gebildete trigonometrische Reihe

bezeichnen wir wieder mit
o0

Swh= 3 ae
j=—00
Fiir die Fourier-Koeffizienten gelten simple Rechenregeln (im Fall der Konvergenz), z.B.
¢;i(f") = ije; f und ¢;(f(- + a)) = 7"¢;(f)

Eine wichtige Frage ist nun, ob eine Funktion f durch ihre Fourier-Reihe auch dargestellt wird,

d.h., ob gilt:

Offensichtlich ist dies unter der Voraussetzung an die Funktion f, daB diese wie in Satz 1.1

bereits durch eine trigonometrische Reihe dargestellt werden kann, fiir fast alle Punkte x mit
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Ausnahme einer Menge vom Mafl Null richtig. Wer noch nicht mit Lesbesguescher Maftheorie
vertraut ist, nehme als Voraussetzung die gleichméfBige Konvergenz. Satz 1.1 liest sich dann wie

folgt.

Satz 1.2 Die Reihe
0 :
s(z) = ) + 2_:1 .y, cos(ma) + Z:l b, sin(max)

konvergiere gleichmdfig. Dann wird s(z) in jedem Punkl durch die zugehorige Fourier-Reihe
dargestellt.

Beispiel zur Berechnung einer Fourier-Reihe:
Sei die Funktion A : R — R wie folgt definiert:

. <<
A(t) = t ) ftu“O <t<mw
2n—t furnm <t <2xw

Es gilt
2 9
1 1.2
0
27 ™ 2
1 , 1 . 1 :
aj=— [ A(t) cos(jt)dt = — [ tcos(jt)dt + — [ (2mr — 1) cos(jt)dt =
™ s T
0 0 m
™ 2
L LG ar+ 2L [ — vy sin'(e) de =
== jsm 7 v T sin’(y =
0 ™
™ 2
1t » 11 oy 11 T PR | . .
= [3 sin(jt)]o - ;j/sm(]t) dt + - [3(27r —t) sm(]t)]: + ;/ jsm(]t) dt =
0 T
1 1 . m 1 1 . 2m
=0+ ;[j—g cos(j1)], +0 — p [j—2 cos(jt)] " =
11 ) ) 0 fiir gerades j
= ;]_2[2 COS(.]’/T) - COS(Q.]’/T) - 1] = { 7?]—42 fiir ungerades j

Die Koeffizienten b; verschwinden, da A(t) = A(—t), A also eine gerade Funktion ist, wihrend

sin(jt) ungerade ist.
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Wie wir spiter sehen werden, besteht fir stiickweise glatte Funktionen (A(-) ist eine solche)

die Gleichheit:

A(l) = 5t 4),
d.h. A wird durch seine Fourier-Reihe dargestellt. Daraus folgt:
T 4 cos 3t  cosHit
At) = 5—;[cost+ 3 + = +]
Fiir t = 0 folgt
1 1 m?
I+ —4—=4...= —.

32 52 8
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2 Konvergenzeigenschaften von Fourier-Reihen

Lemma 2.1 Fs sei f: R — R periodisch mil der Periode 2m und f € C™(R) fir ein m € N.
Dann gilt fir die Fourier-Koeffizienten:
[/ [.f
la;(f)] < .i, 1b;(f)] < .i, wobei K = sup |f(m)(t)|.

0<t<2r

Beweis: Durch partielle Integration ergibt sich

1 2m . 1 2m ] |
b](f) = ;|/ f(f) Sin(]t)dt| — ;|/ f’(t);cos(]t) d?‘| _

-

2T
1 £
— = l|/ FUm (1) —(cos(jt) oder sin(jt))dt| < — .

Die Randterme heben sich wegen f)(0) = f()(27) fort. Die a; werden analog behandelt.

O

Folgerung:
(i) Ist f einmal stetig differenzierbar, so konvergieren die Fourier-Koeffizienten gegen Null.

(ii) Ist f zweimal stetig differenzierbar und periodisch, so konvergiert die Fourier-Reihe gleichméaBig,

da danm 5" £ eine Majorante ist.
1 m
m=

Durch ein Approximationsargument 14t sich diese Aussage verschérfen zu folgendem Satz.

Satz 2.1 (Satz von Riemann-Lebesque) Sei f € L'(0,2w). Dann gilt a;(f),b;(f) — 0 fir

Jj — 00. (Der analoge Satz und die Beweismethode gelten auch in n-Dimensionen).

Zur Erinnerung: f € L'(0,2m) bedeutet, daB f im Sinne von Lebesgue integrabel ist (genauer:
[ € [f] € L'(0,2m), [f] besteht aus allen Funktionen, die sich von f auf einer Menge von
Lebesgue-MaB Null unterscheiden. Wer L'(0,27) noch nicht kennt, kann sich an dieser Stelle
f € C(R), f periodisch zum Periode 27 vorstellen. Satz 2.1 gilt entsprechend. Ist f € L'(0,27),
so setzen wir f periodisch nach R fort. An den Endpunkten des Periodizitatsintervalles konnen

Spriinge entstehen - aber die haben L'-Funktionen im allgemeinen ohnehin.

Beim Beweis von Satz 2.1 wird benutzt, daB L'-Funktionen (oder stetige Funktionen) durch

C'-Funktionen in der L'-Norm approximiert werden kénnen:
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Satz 2.2 Sei f € L'(0,27). Zu jedem ¢ > 0 existiert eine Funktion ¢ € C*(0,2m) mit

27
1 = ¢l = 11f = ollzsoam =/ f —olde <. (2.1)
0

Daraus folgt |a;(f)—a;(¢)| < €, und da a;(p) < I; nach Lemma 2.1, ergibt sich |a;(f)| < 6—{—%,
woraus die Behauptung von Satz 2.1 folgt. Der Approximationssatz 2.1 1a8t sich mit Hilfe des

Satzes von Lusin und Faltungsoperatoren beweisen. Zur Ubung skizzieren wir hier den Beweis

fir f e L™

Lemma 2.2 Se: f € L*°(0,27). Dann existiert eine Folge von C*-Funktionen ¢; mil

If = widlh =0 (1= o0).

Wir erinnern an die Faltungsoperation mit ,Kernen® wy,
o0

(wnsg)a) = [ wnle— 001,

—00

wobei wy, nicht-negative C'*-Mittelfunktionen sind, deren Trager fiir o — 0 verschwindet (siehe
Kapitel 10 im Skript zu Infini III).

Beweis: Sei ¢ > 0. Wir wollen zeigen, daf fiir einen geniigend kleinen Faltungsindex h
gilt: | f — wy, * f||i < e. Nach dem Satz von Lusin (Lemma 5.1 und Satz 5.3) gibt es zu
p > 0 eine Menge F, C (0,27) und eine stetige Funktion f:[-6,2n4+6] > Rmit f=f

auf M — FE, und u(FE,) < p. Wahle hier p = m.

Es gilt, sofern man f — f auBerhalb von [—§, 27 + ¢] durch Null fortsetzt:

2m o]

Hwh*f—wh*le:/|wh*(f—f)|d$§/wh*|f—f|d$=

0
00

:/(/ d:c—/|f /wh(x—t)d:v)dtz

2n4+6

— / |f |dt wegen /wh(;p—t)d;pzl_

— 00
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Da f = f auBerhalb von E,, folgt
2n4+8

() = ()] de < 2|\ f|oop(E,) <

W | ™

— 00

Somit haben wir gezeigt: Hwh*f wh*le < £ . Da [ stetig ist, gilt wy* f — f glelchmaﬁlg
fiir o — 0 und somit auch Hf —wy, *f”1 < £ fur kleines h. Die Abschéitzung || f — f”1 <:

ist ebenfalls evident. Wir kénnen also zusammenfassen.
If—wn* flli = [f = F+F —wn s f+wn* [ —wp flli <
<Hf—fm+Hf—wh%W1+W%*f—um*ﬂhS
3+3+§:

O

Im folgenden wird ein einfaches, klassisches Kriterium hergeleitet, welches die Darstellung einer
Funktion durch ihre Fourierreihe unter sehr schwachen Voraussetzungen im eindimensionalen
Fall sicherstellt.

Hilfssatz 2.1 Sei f € L'(0,27) und g := f/(1 —¢") € L'(0,27). Dann ist
S(0;f) =0.

(Hierbei sind komplexwertige Funktionen zugelassen.)

Beweis: Es gilt fur die Fourierkoeffizienten ¢, (f) von f

CAﬂZCMl—émﬂz/?”Wl—WM@ﬁﬁ
= ¢j(9) = ¢j-1(g) -
Daraus folgt:

j=—N
N
Andererseits ist Y ¢;(f) = Sn(0; f) i.e. die N-te Partialsumme von S(f) an der Stelle
j=—N
Null. Wegen Satz 2.1 konvergiert ex(g) — c_n—1(g) gegen Null. Daher ist

S(0;f)=0.
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Satz 2.3 Sei [ periodisch zur Periode 2 und f € L'(0,27), a € [0.27] und ¢ € R oder C. Die

durch
f{t) —¢
t—a
definierte Funktion sei integrabel in (0,27). Dann ist S(a; f) = c.

Beweis: Fiir die durch fo(t) = f(a + t) — ¢ definierte Funktion gilt fo(¢)/t € L' und
damit fo(t)/(1 — ) € L'. Nach Hilfssatz 2.1 gilt daher S(0; fy) = 0. Dies bedeutet

0=25(0;f(a+.)—¢c)=S(0; fla+.)) —¢ (2.2)

Wir haben hierbei die Linearitat der Fourierkoeffizienten und die Beziehung S(0;¢) = ¢
ausgenutzt. Weiterhin gilt

S(0; fa +.)) Z/fa+s i€ g —

=fj Tf(()e-”fe”‘adg— > / F(Q)e 5 d) e

= S(a; f)

2m+4a 2m 2n+4a 27

Wir haben ausgenutzt, dafl fiir periodische Integranden f = f + f f +f = f
a 0 0
gilt. Die Konvergenz der obigen Reihe folgt aus dem Hllfssatz Zusammen mit (2.1) folgt

somit S(a; f) = c. 0

a 2T

Satz 2.4 Fs sei [ periodisch und f € L'(0,27). Es gelte an der Stelle a die Holderbedingung
/(1) = fla)] < K|t —al”.
Dann gilt
fla) = 5(a; f),
d.h. f wird an der Stelle a durch seine Fourier-Reihe dargestellt.

Beweis: Wir setzen in Satz 2.3

c= f(a).
Da K|t —a|*/(t —a) € L', folgt, daB |f(t) — f(a)|/(t — a) € L', und nach Satz 2.3 die
Behauptung. 0
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3 Verallgemeinerte Fourier-Reihen und L?>-Konvergenz

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, daB die Fourier-Reihe einer L?-Funktion f in L? gegen f
konvergiert. Dies ist ein Spezialfall eines sehr viel allgemeineren Satzes fiir sogenannte verall-

gemeinerte Fourier-Reihen in Hilbertschen Raumen.

Hilbert-Raume
Im folgenden wird mit a die konjugiert komplexe Zahl zu a € C bezeichnet.

Definition 3.1 Fin reeller oder komplexer Hilbert-Raum H ist ein Vektorraum tiber R oder C,
in dem eine Abbildung (.,.) von H x H nach R oder C, genannt ,Skalarprodunkt®, gegeben ist,

welche folgenden Bedingungen gentigt:

(i) Linearitit: (au + fv,w) = a(u,w) + B(v,w) fir alle uv,v,w € H, a,3 € R oder C.

(ii) Symmelrie: (u,v) = (v,u) fir alle u,v € H.

(1ii) Positive Definitheit: (u,u) > 0 fir alle w € H und (u,u) =0 genau dann, wenn u = 0.
Aus (i) und (ii) folgt die Antilinearitit des Skalarproduktes beziglich des zweiten Argu-
mentes: (u,aw + Bz) = a(u,w) + B(u, 2).

(iv) Der Raum H ist vollstindig beziglich der durch das Skalarprodunkt definierten Norm
llu|| = \/(u,u), d.h. fir jede Cauchy-Folge (u;) in H existiert einu € H mit ||lu—u;|| — 0.

Zur Erinnerung: (u;) ist Cauchy-Folge genau dann, wenn
lu; —up|| < e fiir j,h > ho(e).

Beispiele:

1.) H = L*(I) oder L*(Q), I Intervall oder Q beschréinkte meBbare Punktmenge in R". L?(Q)
besteht aus den Klassen [f] von Funktionen, welche sich von der im Sinne von Lebesgue qua-
dratintegrablen Funktion f nur auf einer Menge von Lebesgue-MaB Null unterscheiden. (Der
Einfachheit halber sagt man oft, daB L?(§) aus allen quadratintegrablen Funktionen besteht
- dies ist jedoch nicht ganz préazise, da dann die Norm nur semidefinit wére.) Das Skalarpro-
dukt zweier Elemente [f],[g] € L? wird durch (f,g) = [ fgdz definiert. Die Definition ist

Q

unabhéngig von der Auswahl der Représentanten fy € [f], g0 € [g]. Im letzten Semester haben

wir die Vollstandigkeit des Raumes L? bewiesen.
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2) H = I

o0

I? ist die Menge aller Folgen (ai,as,...),a; € R oder C mit Y |a;|* < co. Das Skalarprodukt

J=1

in {2 ist definiert durch

(a,b) = Z a;b; .

i=1

Die Vollstéandigkeit ist beweisbediirftig und eine nette Ubungsaufgabe iiber Doppelfolgen.

Orthonormalsysteme und verallgemeinerte Fouriersche Reihen

Definition 3.2 Fine Folge (p,)0 o, ¢n € H ist ein vollstindiges Orthonormalsystem in einem

Hilbertschen Raum H genau dann, wenn

(i) llgnll =1

(ii) (@i, px) = o Kronecker-Symbol

(iit) Aus (f,¢;) =0 V5 €N folgt f=0

Beispiel:
1. M = L2(0,27r),500 =1,y = eija802j+1 =eY,j €N

2. M =1?¢,=(0,0,...,1,0,...); die 1 steht an der n + 1-Komponente.

Im Beispiel 1 ist Eigenschaft (iii) beweisbediirftig und wird uns etwas Mithe machen. Weitere
Beispiele von Orthonormalsystemen erhalt man sehr bequem tiber die Figenfunktionen regularer
Differentialoperatoren zweiter Ordnung. Die Existenz eines abzéhlbaren Orthonormalsystems

schrankt die GroBe des Hilbert-Raumes ein - er ist dann ,separabel®.

Verallgemeinerte Fourier-Reihen und Fourier-Koeffizienten

Es sei H ein Hilbertscher Raum mit einem Orthonormalsystem (¢;)52,. Sei f € H. Dann heifit
die Reihe

o0

Z(f, ©i)e; (3.1)

j=0

verallgemeinerte Fourier-Reihe von f.
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Der folgende Satz sichert, dafl die verallgemeinerte Fourier-Reihe von f konvergiert.

Satz 3.1 Die Reihe (3.1) konvergiert in H.

Beweis: Wir miissen zeigen, daf} die Partialsummen eine Cauchy-Folge bilden, d.h.

1D (Freides = Y (Lol = 11)_(feieill <. N.M > hoe).
j=0 j=0 j=N (3.2)

Die Beziehung (3.2) folgt nunmehr aus der im folgenden zu beweisenden Parsevalschen

Ungleichung

S 1P < IR (33)

(Fiir vollstandige Orthonormalsysteme besteht in (3.3) die Gleichheit.) In der Tat, (3.3)
sichert die Konvergenz der Reihe Z |(f,%;)]* und damit (3.2), wenn man die Norm als

7=0

Wurzel des Skalarproduktes schreibt und beim Multiplizieren (¢;, ¢x) = 8 beachtet. o

Satz 3.2 Fs sei (v;)32, ein Orthonormalsystem in H. Dann gilt die Parsevalsche Ungleichung

Z| ()l < IA17

Ist (@;) vollstindig, so gill sogar die Parsevalsche Gleichung

S = 1P

und [ wird durch die verallgemeinerte Fourier-Reihe dargestelll.

Beweis: Wir behandeln nur den reellen Fall. Wegen der Definitheit des Skalarproduktes
gilt

N N N
0 </ =Y sl = IAI1F =2 Y es(fre)| + )i
7=0 =0 J=0
Mit a; = (f,¢;) folgt

N
M) <A
7=0
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und durch Grenziibergang N — 0 die behauptete Ungleichung. Wir wissen somit, daf die
verallgemeinerte Fourier-Reihe f* = Y~ (f,¢;)p; in H konvergiert. Es gilt

7=0
(Die Stetigkeit des Skalarproduktes beztiglich der Konvergenz in H wurde ausgenutzt.)
Aus der Vollstandigkeitsdefinition folgt damit

f=r.
N
Aus || fII* = I/51? = Lim > |(f,»;)]? folgt dann die Parsevalsche Gleichung. O

N—oo 7=0

Wenn wir Satz 3.2 auf den Fall H = [?(0,27) und das Orthonormalsystem {e*/ 1} anwenden
wollen, miissen wir die Vollsténdigkeitsbedingung

2
/fcpzd:vZOWEN = f=0
0

nachweisen. Dies folgt durch ein Approximationsargument, welches sich ebenfalls im abstrakten

Hilbert-Raum durchfiithren 1a8t. Hierzu bendtigen wir folgende Definition:

Definition 3.3 Man nennt eine Teilmenge M C H dicht in H genau dann, wenn zu jedem
FElement f € H eine Folge (f))i2, € M mit ||f — fi|| = 0 existiert.

Satz 3.3 Es sei M eine dichte Teilmenge von H und (p;)32, ein Orthonormalsystem in H.
Jedes FElement von M werde durch seine verallgemeinerte Fourier-Reihe dargestellt. Dann ist

(¢;)52 ein vollstindiges Orthonormalsystem.

Beweis: Sei f € H und ¢ > 0 vorgegeben. Dann existiert ein ¢ € M mit || f —g|| < 5
N

und |lg — > (g, 95)e;] < 5. Daraus folgt

i=0

N
1= (90995l <&,
7=0
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Wegen der Minimalitédtseigenschaft der Fourier-Koeffizienten (Ubungsaufgabe) gilt:
N N
1F =Y (el <= (g )il < €%,
7=0 7=0

Daraus folgt

N N N
0<If = D (Feeill = I = (e und 301G @)l < I

N
Die Reihe Y |(f,¥;)|? muB also konvergieren, und daraus folgt (f, ;) — 0,(7 = o). o

|
17=0

Folgerung: Ist f € L*(0,2n), so wird f im Sinne der L2-Konvergenz durch seine Fourier-Reihe
dargestellt. Dies folgt aus Satz 3.3, da die C*-Funktionen dicht sind in L? (Faltungsargument!)

und die C'*-Funktionen durch ihre Fourier-Reihe dargestellt werden.
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4 [P-Theorie von Fourier-Reihen

Mit L?(0,27) bezeichnen wir den iiblichen Lebesgueschen Funktionenraum
2m
LP(0,27) = {[u]|u : [0,27] — C ist meBbare Funktion und / |ul? dz < oo} .
0

Mit [u] wird die Klasse aller Funktionen bezeichnet, die sich von u auf einer Menge vom Maf}
Null unterscheiden. Mit ,Maf“ etc. meinen wir immer das Lebesgue-MaB. Statt [u] schreiben
wir auch - unpraziserweise - u.

Mit [P bezeichnen wir den sogenannten Folgenraum:

o0
P={c={(...ceo,cc1,c0,¢1,¢2,...)|c; € C, Z le;|? < oo} .

j=—00
(Bem.: Normalerweise definiert man [* als Menge der Folgen (¢, ¢a,...) mit > |¢;|P < 00.)
7=1

L? und [P sind normierte Raume beziiglich der Normen

27
Jall, = ( / WP de)7, 1< p <o
0

bzw.

lell, = O lesP)'7, 1<p<oe.
7=1

Fiir p = oo ist ||u||ec = ess-sup |u| und ||¢||ec = sup{|¢;| j € N}.

Seinun f € L' und T : L' — [*® die Abbildung, die der Funktion f ihre Fourier-Koeffizienten

zuordnet:
2m
1 .
Tf=c,c=(c1,c2,...), ¢m= %/fe_mtd,t.
0
Es ist klar, dafl

1T fllee < NSl (4.1)

und wir wissen aus der Vollstandigkeitsrelation, dafl

TSl =112 (4.2)
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Es erhebt sich nun die Frage, ob sich im LP-Fall eine dhnliche Ungleichung ergibt:
ITfllp < KN fll,  oder |If]l, < KT/,

Qualitativ gesehen ergibt sich die Frage, ob die Fourier-Koeflizienten einer LP-Funktion fir

gewisse ¢ in [? sind.

Zur Motivation der Fragestellung: Die LP-Raume benétigt man fiir feinere Unterscheidung des
Regularitétsgrades einer Funktion. Mit Fourier-Reihen lassen sich viele Beweise ,stricken®; die

o.a. Ungleichung wire fiir viele Beweise sehr niitzlich.

Leider ist vieles in der LP-Theorie von Fourier-Reihen nicht so, wie man es erwartet.
Satz 4.1 (Satz von Hausdorff-Young) Seil <p <2, p = L.

(i) Sei f € LP(0,2m). Dann gilt
1

177l < gl o

(i) Seic € 1P und ¢ = (... ,c_g,c_1,¢0,¢1...)

o0
f=2 e
—00

Dann gilt
1
Wﬂfﬂp' < el -

Inshesondere gilt also, daB die Fourier-Koeffizienten in [ konvergieren, wenn f € LP und
l<p<2
Die analogen Resultate fiir p > 2 sind falsch.
(a) In dem zweibdndigen Werk von Zygmund, Trigonometric Series, ist eine stetige Funktion
[ angegeben, also f € L fiir alle ¢ < oo, mit ||c||; = oo fiir alle p < 2.

(b) Es gibt eine Folge ¢ € 17, ¢ > 2, so daB 3 ¢;et?" nicht in L' liegt (eine Distribution ist es
in jedem Fall).
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Der Satz von Hausdorfl-Young ist eine Folge des Satzes von Riesz-Thorin. Dieser besagt, dafl
eine lineare stetige Abbildung A mit

A LPY(p) — LM () und

AL TP () = 17(3)
auch eine stetige Abbildung von

LF(p) — L*(i1)
ist. Hierbei gilt
11 1 1 1 1
(5:4) € {((1 — ) Ft, (=) -+t )]t e (0,1)}

LP(p) bzw. L(f) bedeutet den LP-Raum beziiglich eines Mafles. In unserem Fall ist g bzw. [
das Lebesgue-Maf}, bzw. das diskrete Maf, welches auf den Punkten aus Z den Wert 1 hat und

sonst verschwindet.

Der Satz von Riesz-Thorin liefert aulerdem die Abschéatzung

[Aflly < MyT My fll,,  wenn
ANy < MyllFllpy s 5 =1,2.

Wie ersichtlich, steht im Satz von Hausdorfl-Young jeweils auf der linken Seite der Ungleichung
der groflere Index, da p’ = p/(p — 1) > 2 fiir p < 2. Fir p > 2 sind die entsprechenden
Ungleichungen im Allgemeinen nicht richtig. In der Form des Satzes von Paley gibt es aber

einen Ersatz. Hierzu definieren wir:

el = (3 Jealk7=2)"".

k=—0c0

Satz 4.2 (Satz von Paley) (i) Sei f € L?(0,27), 1l <p<2undc= (... ,co1,¢0,¢1,C,...)
der Vektor der Fourier-Koeffizienten von f. Dann gilt

Helllp < Kol £l
mit einer Konstanten K.
(ii) Seic=(...,co1,¢0,¢1,€2,...), ¢ > 2, und
[Hellly < oo
Dann ist f(x) =70 __ cpe™ € LY und es gill

1Flle < Kolllellls

mit einer Konstanten K.
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Die Beweise der in diesem Kapitel vorgestellten Resultate findet man in Zygmund, Trigonome-

tric Series II.
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5 Das Fourierintegral einer L'-Funktion

Wir erinnern zunéichst an die Definition des Raumes L'(M) iiber einer beschriankten und mef-
baren Menge M C R™. Die Elemente von L' (M) sind Klassen [ f] von reell oder komplexwertigen
Funktionen g € [f], die iiber M Lebesgue-integrabel sind und sich nur auf einer Menge vom

MaB Null unterscheiden. Die Norm eines Elementes [f] € L'(M) wird definiert durch

1M = / g(x)|dz, fir g € [/]

Diese Definition ist nur dann sinnvoll, wenn die Auswahl des Représentanten g € [f] keine Rolle

spielt. Wegen [ |h| = [ |g] fiir h € [f] ist dies aber gegeben. Ist f € [f] eine Lebesgue-integrable
M M

Funktion und [f] die zugehorige Klasse von Funktionen, die sich von f nur auf einer Menge
vom Mafl Null unterscheiden, so schreibt man auch ||f|[;: = ||[f]||;:- Man spricht oder schreibt
oder denkt oder murmelt hiufig f € L' und meint damit praziser [f] € L'.

Die Addition von [f],[g] € L' wird naheliegenderweise durch [f + g¢] definiert, ebenso die
Multiplikation mit Skalaren.

Wir fassen zusammen: L'(M) ist der lineare normierte Raum aller Aquivalenzklassen

[f1={9: M = Roder C| [ |g|dz < cg1,92 € [f]= g1 — g2 =0 flii.}
M

(f.ii.= fast iiberall = a.e. = almost everywhere = q.0. = quasi ovunque) mit der Norm

gl = / g() de fiir g € [g].

Die MaBtheorie lehrt uns, daB L'(M) beziiglich der L'-Norm vollstandig ist, d.h. Cauchy-Folgen
beziiglich der L'-Norm besitzen einen Limes in der L'-Norm. Fiir die Fouriertransformation
benétigen wir den Raum L'(R) bzw. L'(R™). Hierzu erinnern wir an die Definition des Lebesgue-

Integrals fiir unbeschriankte Mengen S.

Definition 5.1 Fs sei S eine Teilmenge von R (bzw. R"), so dafy Bp NS mefbar fir jedes
R > 0(Br = {z € R"||z| < R}. Die Funktion f sei integrabel auf jeder der Mengen Br N S.
Sei

| f(x) falls f(z) >0 [ |f(x)] falls  f(z) <0
J+(a) = { 0 falls  f(z) <0 }’ J-(w) = { 0 falls  f(z) >0 }

Die reelle Funktion f heifit Lebesgue-integrabel uber S falls gilt

lim [+ de = Fy existiert und lim f-dx =: F_ existiert .
R—oo R—oo

BrnS BgrnS
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Man schreibt [ fdz = Fp—F_. Im komplexwertigen Fall behandelt man Real- und Imagindrteil
S

getrennt.

Der Raum L'(S) wird in Analogie zu L'(M), M meBbar und beschrankt definiert. L'(.S) ist
ebenfalls vollstindig beziiglich der L'-Norm.

Man nennt {Bg}rer eine , Ausschépfung® von R bzw. R”. Eine Ubungsaufgabe zeigt, daB die
Definition des Lebesgue-Integrals iber S weitgehend von der Ausschopfung unabhéngig ist.

Nun geht es los mit den Fourier-Integralen. Wir betrachten zunéchst eindimensionale Fourier-

Integrale. Fiir [ schreiben wir auch [ .
R —00

Definition 5.2 Sei f € L'(R) (genauer: f € [f] € L'(R)). Die durch
= /f(x)emrdm, a€eR,
definierte Funktion f : R — C wird als die Fourier-Transformierte von f definiert.

Anmerkung: f(oz) existiert, weil [ f(z)e*dr < HP“””HOOIOO ()| dx < |[f|li- Ist f etwa

—00

reellwertig, so existiert

R
lim [ (f(z)sinz)y und hm/ ) cos x)

R—oo
-R

da das Cauchy-Kriterium gilt, setze Ir = [— R, R|, I, = [—r, 7]

|/ Jsinz)y dz| < | / fe(z)dz| < e, r,R> R(¢).

[R Ir [R Ir

Wir werden spéater die Bezeichnung

1 .
F(f) = —
)=
verwenden, da sich herausstellen wird, dafl - bei geeigneter Ausdehnung der Fourier-Trans-
formation auf L*-Funktionen - die Abbildung F eine unitire Abbildung von L* auf sich ist.

Die Bedeutung der Fourier-Transformation liegt vor allem darin, daf sich Differentationen im
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Fourier-Bild in Multiplikationen verwandeln und die Fourier-Transformation wichtige Abbil-

dungseigenschaften hat.

Beispiele:
. <
Seif(z:):{l far el g
0 sonst
1 1
R . —9in o ;
= fla) = /e“”’d:v = 2/cosax dr = [M]}) = e
« «
1 0

Beachte, daf} f ¢ L.
fla) ==

o] 0

. : : 1 1 2
f(a) — /e—r+zaxd$_|_ / ez—}-wzrdx — : _I_ i —

l—ta 14+iaa 14 a?

0 —00

flz) = e = f(a) = \/7_re_a2/4 ohne Beweis

Erste einfache Eigenschaften der Fourier-Transformierten einer L'-Funktion

Die Linearitat ist klar und wird nicht als ,Satz“ aufgefiihrt.
Satz 5.1 Sei f € L'(R). Dann gilt f € L*(R) und HfHLoo < |fllze-

Anmerkung: Ist ¢ : M — R oder C meBbar, so heifit g wesentlich beschrankt, wenn es eine
Konstante C' gibt mit |g(z)| < C fiir alle z mit Ausnahme einer Menge vom Mafl Null. C'
heifft dann ,wesentliche Schranke® von g, und man sagt g € L>(M). Die L*-Norm ||g||« von
g definiert man als Infimum der wesentlichen Schranken von ¢g. Im vorliegenden Fall zeigt sich

noch, daB f € C(R) und f(:l:oo) = 0. In diesem Fall ist daher ||f||Loo = max |f(a)|
ag
Satz 5.2 Sei f € LI(R).Dannfolgtf € C(R).

Beweis: Es gilt: f(a + h) f f(@)(ellethe — eiom) da mit

f(l_)(ez(a-l-h)x zar) —5 0 fa.
[f(a) (M — )| < 2| f(2)] € L'(R)
und somit nach dem Satz von Lebesgue f(a +h) — f(a) — 0 fir h — 0 0
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Die folgenden drei Satze sagen aus, wie Faltungs-, Verschiebungs- und Differentialoperatoren

im Fourier-Bild aussehen.
Lemma 5.1 Seien f,g € L'(R). Dann gilt (f * g) € L=(R) und ||f * g||2 < |[f|[r1]lg]]z: -

Beweisidee:

1] * gl = /oo\/mf(fc—t)g(t)dt\dwé fflf(l‘—t)llg(t)ldxdt

:77|f(y)||9(t)|dydt:(7|f|dy)(/oo|g|dt)

Anmerkung: Hierbei wurde der Satz von Fubini benutzt. Das sorglose Umgehen mit den un-

endlichen Integrationsgrenzen ist natiirlich nicht prazise genug. Arbeitet man sorgfiltiger mit
R

|, R — oo, so muBl man ausnutzen, dal | (|f| oder |g|)dz < ¢ falls R,r > R(e). Die Un-
—-R IR_I’I‘

gleichungskette muf rickwarts gelesen werden, um zu begriinden, daB [ f(z — t)g(t)dt fir
fast alle = integrabel ist. )

Durch einfache Substitution erhalt man

Lemma 5.2 Die Faltung in L' ist assoziativ und kommutativ.

Satz 5.3 Seien f,g € L'(R),h:= f*g. Dann gilt h=1f-3. (Der Punkt bedeutet punktweise
Multiplikation.)

Beweis:
e = 7 h(a)e™ dr = 7 ( 7 Fle = ploly) dy)e™ di =
- /Oog(y)(/mf(z—y)emdw) dy = fg(y)(/oof(u)em(w) du) dy =

= ([ emgtayin)( [ pein) =g f

— 00

Hierbei wurden wieder der Satz von Fubini und die Substitution * — y = u benutzt. g
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Der Translationsoperator E" ist definiert durch E" f(z) = f(x + h), im Fall von n-Dimensionen
E"f(z) = f(z + he;), e; = i-ter Einheitsvektor, h € R.

— N

Satz 5.4 Sei f € L}(R),g= E"f. Dann gilt § := e_ihf sowie (f(-)e ) (a) = f(a + h).

Beweis:
(o) = / f(z 4+ h)e*" dz = / flw)e e " du = e_mhf(a).
Die zweite Aussage folgt ebenfalls unmittelbar aus der Definition. =

Satz 5.5 (i) Set f € L'(R) und z - f(z) € L'(R). Dann existiert %f(a) und

(/)(a) = / iz - f(z)]€® dx

—00

(ii) Sei f € L'(R), f € CY(R) und f" € L'(R). Dann gilt

(/];’\)(0/) = / f(z)e™" de = —m/f(oz)

ethz _q
h 9

fila) = Lo = S0)

Beweis: Sei f,(z) = f(2) h#0, h € R.Dann ist

Es gilt fi(z) — iz f(z) punktweise und nach dem Mittelwertsatz

()] < @Y < el (@) € ' (R).

Nach dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz, der sich auch auf den Fall unbeschrank-

ter Grundgebiete iibertragen 1ait, folgert man

o0
eihr -1

fh(a) = /f(x) ; €T dr — /i:cf(:v)emxd:v (h = 0=,
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d.h. fir alle @ € R existiert der Limes der Differenzenquotienten

o flath) = @)
h—0 h )

Teil (i) ist damit bewiesen.

Beweis von (ii): Es gilt mit partieller Integration

R . R

[ e e = S, —(/‘adxf%x)dx.

(101
-R -R

Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dafl der Randterm gegen Null geht fiir
R — oo. Es gilt

R

F(R) = £0)+ [ £15)ds = 50 /f ds (R — ).

0

Der Limes existiert, da f° € L'. Andererseits muB lim f(R) = 0 gelten, da sonst

R—oo

[ f+dz = oo oder [ f_dx = oo wire. Analog schlieBt man fiir —R. O
0 0

Satz 5.6 (i) Sei [ und 2™ f(x) € L'(R) fiir ein m € N sowie f(a) € C™. Dann ist

Hmal = /{(z':c)m fla)}eo dx .

(ii) Sei f € C™, fI) € LY(R),0 < r < m. Dann ist

(S (a) = (—ia)™ f(a).

Der Beweis lauft analog zum Beweis von Satz 5.5. Grob gesprochen beinhaltet Satz 5.6, daB
f(e@) um so stirker im Unendlichen fallt (ndmlich wie (1/a)™), je mehr Ableitungen f in L'
hat.
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6 Die Fourier-Transformation in L*(R)

Mit L?(R) bezeichnen wir wie iiblich die Menge aller Funktionenklassen [f] von meBbaren,

iiber R im Sinne von Lebesgue quadratintegrablen Funktionen. Zwei Funktionen aus derselben
Klasse unterscheiden sich nur auf einer Menge vom Maf Null. Statt f € [f] € L*(R) schreibt
man auch schlampigerweise f € L*(R). Das Skalarprodukt in L?(R) ist definiert durch

(f,g)=7f-gdw-

Ist f € L*R), so ist €7 f(z) nicht notwendig Lebesgue-integrabel, da das Integrationsgebiet
unbeschrankt ist. Es zeigt sich, daf} sich f fiir f € L*(R) dennoch in sinnvoller Weise definieren
148t und die so definierte Fourier-Transformation, welche fiir f € L'Y(R) durch F(f) = #f
definiert ist, eine unitare Abbildung von L*(R) auf sich ist, d.h. es gilt

IFDle = Iflle wnd  FFo= FF=id, 61)
wobeil F* diejenige Abbildung ist, fiir die gilt:
(Fu,v) = (u, Fv) Yu,v € L*.

Hiermit wollen wir uns in diesem Kapitel beschaftigen. Zur Vorbereitung beweisen wir einige

Lemmata. Mit y. bezeichnen wir die durch

(€)= 1 fir €] <|e| und €e > 0
Xels) = 0 sonst

definierte Funktion. Offensichtlich gilt (x4, x—.) = 0 fiir b, ¢ > 0, wobei (., .) das L*-Skalarprodukt

bedeutet. Interessanterweise bleibt diese Orthogonalitdtsrelation im Fourierbild erhalten:

Lemma 6.1 Seien b,c > 0. Dann gilt (x5, X-c) = 0.

Beweis:
b 'b . o0
A tax _ e’ — 1 A _ e —1 A _ 1 tho ico
Xbp = /e d.r - La 5 X—-c = Za ) (Xb)X—C) — / a2 (e 1)(6 1)da
0 —00

Der Integrand ist eine holomorphe Funktion von «, und es gilt

o0 -R
([+ [ )t~ — 1y do < o o rotes 1,
e
R —00
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da der Integrand fiir reelles a wie = fillt, & — oco. Deformiert man den Integrationsweg
[— R, R] in den oberen Halbkreis Cr = {( € C||s| = R, Zm( > 0} der komplexen Ebene,

so ist nach dem Cauchyschen Integralsatz

R
1 iha 1co 1 b ico
/E(e —1)(e —1)da:—/§(e —1)(e™ = 1)da.
ZR Cr

Das letzte Integral geht gegen Null fiir R — oo wegen des Faktors %5 und der Tatsache,
daB e, ¢ beschrinkt bleiben, da wir uns in der oberen Halbebene von C befinden und

b,c > 0. Es gilt daher wegen Zma = 3 > 0

¢ = e~ analog fiir ¢.

Damit erhalten wir

O

Lemma 6.2 FEs scien [1 =|ay, as], [s =|b1,by] disjunkte Intervalle und x1,x2 die zugehorigen
charakteristischen Funktionen. Dann gill

()%17)%2) =0.

Beweis: Sei zundchst a; < by = 0. Nach Verabredung gilt ay < a3,b; < by. Es gilt (bis
auf endlich viele Punkte)

X1 = Xaz = Xars X2 = Xby — Xby s
und es folgt
(%1, %2) =0 da (Ra,s X6,) = 0
nach Lemma 6.1.
Sind nun allgemeiner ay und by nicht durch den Nullpunkt getrennt, so fithren wir eine

Translation mit einer Verschiebung ¢ durch, so dafl a; + ¢ < by + ¢. Es gilt dann nach dem
soeben Bewiesenen

((ECX1)7(ECX2>> - 07
und wegen (E.x;)(a) = e (a), j = 1,2 (s. vorheriges Kapitel) folgt

o0 o0

0= /e“icaf(l(a)eim)zg(a)da: /Xlgda.

— 00 — 00
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Jetzt wollen wir die L*-Norm der charakteristischen Funktion y, von [0, 5] berechnen.

Lemma 6.3

%2 = Qbﬂ-

Xb

Beweis: Es gilt

Q0
und
A2 1 iab —iab
Wllis = [ S5 = 1) 1) da -
o
1 iab —iab
= 5(2 —e* —e )doz

Der Integrand des letzten Integrales ist holomorph. Es gilt daher

A

Xb

1 . .
= / 5(2 —et TN da + e,
r.
wenn I'. eine Kurve in C ist, die in R — [—4,6], § = §(¢), mit der reellen Achse tiber-

einstimmt, und oberhalb des Intervalles [—4, §] mit dem oberen Halbkreis {{ € C||(| =
8, Im(¢ > 0} iibereinstimmt. Das Integral [ -5(2—¢"*") d( verschwindet wegen des Cauchy-
r

schen Integralsatzes, siehe die dhnliche A;gumentation wie beim Beweis von Lemma 6.1,
da I'. N Bgr in den oberen Halbkreis C'r deformiert werden kann und bei der Deformation

das Uberschreiten von Sigularititen vermieden wird. Es bleibt die Berechnung von

e—z'rxb
- / ——d(.

Ie

Hier kénnen wir nicht in Richtung der positiven Imaginérachse deformieren, da dort e~%?
unbeschréankt ist. Also miissen wir in Richtung der negativen Imaginarachse deformieren

und iiberstreichen dabei die Singularitdt bei Null. Daraus ergibt sich

—iab —iab
€ €
— ;- ds = — 5 ds,
[0 (8

T 9By
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wobei 0B, die Kurve ist, die den Kreis B,(0) C C berandet und negativ orientiert ist.
Nach dem Residuensatz ist

—7ab
—/ /@ds—zb/lds:—ib-%w:%w.
«a

9B,
O
Folgerung: Mit der Bezeichnung F(f) = \/L;f folgt
IF)ll = VB = ol 62)

N

Hilfssatz 6.1 Fs sei f = > ¢;x; eine Treppenfunktion. Die x; seien charakteristische Funk-
J=1

tionen von disjunkten Intervallen I;. Dann gilt

IF ez = 1 f1z2 -
Beweis: Da (y;, xn) = 0, gilt nach Lemma 6.2 (F(x;), F(x»)) =0, 1 # h. Daraus ergibt
sich
N N
(FUFU) = (FOQ exa) FO_eixi)) =
7=1 7=1

N N
=) (& F (i) F () = D leil’ sl = 11 el = 117 -
j=1 7=1

Damit haben wir die angekiindigte Isometrie der Fourier-Transformation fiir Treppenfunktio-

nen bewiesen. Durch ein typisches Approximationsargument wird die Aussage auf allgemeinere
Funktionen ausgedehnt:

Satz 6.1 (Satz von Plancherel) Sei f € L'NL*(R). Dann ist F(f) € L*(R) und ||F(f)||12 =
1f1lz2-

Beweis: Es gibt eine Folge von Treppenfunktionen f; = Zé\f 1 Cik Xk mit

Ife = fllr — O und ||fr — fllz> — 0
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(Typische Argumentation aus der Maftheorie: Fiir stetige Funktion mit kompaktem
Trager folgt die gleichméfige Approximation elementar. Beliebige mefibare Funktionen
mit kompaktem Trager werden mit Hilfe des Satzes von Lusin approximiert, Funktionen
mit unbeschranktem Trager werden durch ,,Abschneiden® durch solche mit beschranktem

Trager approximiert.)

Aus der L'-Konvergenz folgt

also die punktweise Konvergenz

A A

Jr(a) = fla) (h — o0)
und
F(fx) = F(f)-
Weiter gilt wegen Lemma 6.3:
IFfe) = FUME = e = fullie <€ hym > h(e), (6.3)

da die f; eine Cauchy-Folge in L? sind. Wir wenden den Satz von Fatou auf die Funktio-
nenfolge | F(fx) —F(fm)|* mit m als Index an. Es gilt |F(f)—F(f)* = [F(fx)=F()]?
punktweise. Daraus folgt (nach Fatou)

/ \F(fr) — F(HI? <hm1nf/|F fi) = F(fm)]? <¢°
und insbesondere, als Teilaussage des Satzes von Fatou, daB | F(fx)—F(f)|* € L', woraus
F(f) € L? folgt. Es ergibt sich somit

N\F(fe) = F(f)ll2 <e h > h(e), d.h. F(fi) — F(f) in L*.

Andererseits ist
[l = IF ()l
und da die L?-Norm beziiglich der L?-Konvergenz stetig ist, folgt

1A llzz = IIFHI-
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Die Definition der Fourier-Transformation durch AbschlieBung wird manchem mit Recht zu

abstrakt vorkommen. Der folgende Satz gibt eine konkretere Formel.

R,
lim [ e f(x)dx fir fast alle alle o« € R und
h— o0 _'Rh

Satz 6.2 FEs sei f € L*(R). Dann gilt f(oz) =

h — 00, {Rh}h C N mit R, = oo.

Beweis: Sei fr(z) = f(z) fiir |2] < R und Null sonst. Es gilt, da fr € L'(R),

fr(a) = /Rem”‘"f(x) dzx

und andereseits fr — f in L? (R — oo) und damit || F(f(r) — F(f)|| = 0. Daraus folgt
F(fr,)(a) = F(f)(e) fur eine Teilfolge A = (Ry, Ra,...) und fast alle o € R. O
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7 Die inverse Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation, die ja eine lineare Abbildung ist, besitzt eine Inverse der Gestalt

F*(h))(z) := / e~ h(a)da, h e L'(R 7.1
(Fr(h))w) = 5= (R) (7.1)
mit dem entsprechenden n-dimensionalen Analogon

(F*(h))(z) = (%)n/nf’mrh(a) da, a=(o,...,an), T =121,...,T,)

Durch die Substitution & — —a iibertragen sich die in Kapitel 5 und 6 bewiesenen Abbildungs-
eigenschaften von F auf F*. Diese werden jetzt nicht gesondert aufgefithrt. Die Umkehreigen-
schaft F*F = id wird in folgendem Satz festgehalten.

Satz 7.1 Sei f € L'(R)N L*(R) und f € L'(R). Dann gilt

o0

flz) = % / e f(a) da. (7.2)

— 00

Beweis: Mit g € L'(R)N L*(R) gilt nach Kapitel 6 (beachte (u,v) = [uvdy)

(.9) = (F(). Flo)) = 5 / fa / ~in2g(5) da) do

1 [ —7(1.’1‘ 1 r [ —iax
Hier wurde der Satz von Fubini benutzt. Daraus folgt
- Y 1 2
([f—g /(@) da], g)zo Vg e L'(R)N L*(R). (7.3)

Aus (7.3) folgt die Gleichung (7.2) fiir fast alle z € R. (Dies ist eine typische ,funktio-
nalanalytische® Beweismethode. Aus (u,v) = 0 fiir alle v aus einer dichten Teilmenge
M C L*(R) folgt u = 0. Beweis: Wahle v,, € M mit v,, = v = (u,u) = Tgl_l;rio(u,vm) =
0= u=0). O
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Aus der Darstellung (7.2) folgt wie in Kapitel 5 die Stetigkeit von f. Daher gilt (7.2) nicht nur

fiir fast alle z, sondern fiir alle z € R.

Anwendungen
(i) Das Cauchy-Problem zur Wirmeleitungsgleichung

Gesucht ist eine Funktion u : [0, 00[xR — R mit u, us, uze € C(]0,00[xR), so daB die Warme-
leitungsgleichung

ur — uze = 0 in |0, oo[ xR (7.4)
erfilllt ist und die Anfangsbedingung

limu(t,-) = uo(-) € L*N L'

=0
gilt. Wir wollen mit Hilfe der Fourier-Transformation beziiglich des Argumentes = eine Losungs-
darstellung fiir u herleiten. Aus (7.4) folgt
ti(t, o) + a*u(t,a) =0
und somit
Ut o) = e 00, a) = e tig(a) .

Die Voraussetzung u,, € L' sichert, daf} die durch h(a) = o*4(t, «) definierte Funktion % in
L™ liegt. Daraus folgt a(t,-) € L', da dann firr |a| > 1,]4(t,a)| < Kla|7?. Damit ist Satz 7.1

anwendbar, und es gilt

o0

1 .
u(t,z) = Py / e_(’?t_mxﬁ,o(oz) da .

—00

(ii) Berechnung von Integralen

Beispiel: Sei

Man berechnet leicht
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Aus dem Umbkehrsatz folgert man

1 (Sin(a/2>)26—iaz‘da:{ 1_|$|7 |$|§17

o a2 0 sonst.

— 00

Fir 2 = 0 folgt

 nomyg, o

— 00

Ausdehnung der Inversionsformel nach L?

Wie im vorigen Kapitel erlautert, lassen sich die Abbildungen F*, F : L'NL? — L*N L*> durch
AbschlieBung von L' N L? nach ganz L? fortsetzen. Die fortgesetzten Abbildungen werden
ebenfalls mit F, F* bezeichnet. Es erhebt sich die Frage, ob immer noch F*F = Identitat in
L? gilt. Dies ist so, es gilt

Satz 7.2 Seiu € L?. Dann gill fiir die durch AbschliefSung fortgeselzten Abbildungen F*Fu =

u.

Beweis: Wir approximieren u beziiglich der L2-Norm durch Funktionen w,, € L*(R)N
L'(R) mit t,, € L'. Hierzu benutzen wir, dal C5°(R) dicht in L? liegt. Der Beweis dieser
Dichtheitsaussage lauft wie iiblich, d.h. erstens durch Abschneiden (d.h. Ubergang von f
zu fxr,xr = 1 auf [—R, R], Null sonst), zweitens durch Faltung mit Mittelfunktionen.
Da u, € C§° folgt @, € L' (auch in Dimensionen > 1), da aus (;—x)SU,m € L' folgt, daB
(o) < K. Fir u,, gilt

jaf?

F*Fuy = Uy,

nach Satz 7.1. Grenziibergang m — oo beziiglich der L:-Konvergenz ergibt die Behaup-
tung. o
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8 Fourier-Transformation im Raum von Schwartz und
temperierte Distributionen

Fiir viele Beweise oder Rechnungen ist es bequem zu wissen, dafl die Fourier-Transformation
den Funktionenraum & von Schwartz in sich selbst abbildet. Der Raum & besteht aus ('*°-
Funktionen, die im Unendlichen mitsamt allen Ableitungen starker als jedes reziproke Polynom

gegen Null gehen.

Definition 8.1
S = {f R = C¥p,q € N gilt [P|V7f(2)] = O fir |o] - o0}

Hierbei bedeutet V1 f den Vektor aller Ableitungen der Ordnung q.
Satz 8.1 Sei f € S. Dann folgt F(f) und F*(f) € S.

Beweis: Die Voraussetzung f € S impliziert |f(z)| < |33|I+’+17 z € R”, |z| > 1 und somit
f € LY(R™). Ebenso ergibt sich, mit Multi-Index Schreibweise [D? = [] (i)ﬁj, z! =

o\
jli[l Ty mit Y By =30 = 1]
«'DP f e L'(R™)
fir alle Multi-Indizes 3 und [ . Hieraus folgern wir
DY (z'D* f) € L'(R™)

fiir alle Multi-Indizes v und a.

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir

f(oz) = /(J_““f(r) dz , a e R™.
Rn
Nach Satz 5.6 existieren alle Ableitungen le, daz'f e L' Da

(H0(a) = / (i) f(2)]e™" de

R
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und wiederholte partielle Integration

<ﬂwwzV”mfﬁwmwwmmm0m=HQ%Y“

(Za)m R® J=1

Die Randterme verschwinden, da f € §. Wir erhalten damit die Abschatzung
o f0) < [ PG (@) e < K

Die letzte Ungleichung folgt aus der Inklusion z*D" f(z) € L' wie eingangs bewiesen.
Durch ein Spiegelungsargument f(z) <+ f(—z) beweist man analog F*(f) € S. O

Die Fourier-Transformation ist von so groBer Bedeutung, dafl man auch denjenigen Funktio-
nen, die nicht im Unendlichen abfallen, sondern z.B. wie Polynome wachsen, eine Fourier-
Transformierte zuordnen moéchte. Diese Objekte sind dann aber nicht notwendigerweise Funktio-

nen von R” nach C, sondern ,temperierte Distributionen®. Dieses wollen wir hier kurz erlautern.

Definition 8.2 (Konvergenz in §) Fine Funktionenfolge (f; € S) konvergiert in S gegen ei-
ne Funktion f € S, wenn fir alle Multi-Indizes m und [ g'D™f; — 2'D™ [ gleichmdpig
konvergiert. Man schreibt f; — f in S.

Definition 8.3 Fine temperierte Distribution ist eine beziglich der Konvergenz in S stetige
lineare Abbildung von S nach C. Die Wirkung einer temperierten Distribution § auf ein f € S
wird mit (8, f) bezeichnel, die Menge der temperierten Distributionen mit S'.

Beispiele:
(i) Das Dirac-Funktional §,, welches definiert ist durch

<5y7f>:f(y)7 Jes.

(ii) Fiir einen beliebigen Multi-Index m = (my,... ,m,) definiert man das Funktional 4, ,

durch
<5m7yaf>:(Dmf)(y>7 fES

(iii) Integration tiber eine niederdimensionale Flache:

(ly, f) = /l/lf(xl,xg,y) dzq dz, fes
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(iv) Natiirliche Einbettung der L'-Funktion in 8': Fiir g € L'(R") sei [, definiert durch

<lg,f>=/gfd:c, jes.

Rn

Definition 8.4 Die Fourier-Transformation F(l) einer temperierten Distribution [ € S’ ist

dasjenige Element aus S', welches durch die Gleichung

<F(l>’f>:<laff> vfes

definiert wird. Man beachte, dafi auch F* den Raum S in sich abbildet. Ferner sind wegen
der Inversionsformel F und F* Abbildungen von S auf S, so daff sich die in der Definition
suggerierte Findeutigkeil erqibt.

Ist [ eine Distribution der Gestalt [, aus Beispiel (iv) - man sagt, ,[“ ist eine Funktion und

identifiziert ,,[ = ¢“ -, so ist

F )= [oFrde= [ Flo)sae,
Hieraus folgt
Fly) = l7() 5
d.h. daB die Erweiterung des Definitionsbereiches von F mit der Anfangsdefinition von F auf

L' konsistent ist.
Beispiel: Sei 6 = §y das Dirac-Funktional mit (4, f) = f(0). Es gilt
1 1

FOLN = 6.FD) = g [ e, = / Jle)dr = 1, ).

R™

Hierbei ist , 1% diejenige Distribution, die durch die Funktion, welche identisch eins auf R™ ist,

dargestellt wird. Man schreibt daher auch F(§) = 1.
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9 Weitere Satze iiber Fourier-Transformation

Die Theorie der Fourier-Transformation ist ein riesiges Gebiet. Wir geben im Folgenden einige

bekannte Satze zur Fourier-Transformation ohne Beweise an.
Ganz elementar ist

1
Satz 9.1 (Riemann-Lebesque) f € L'(R) — f(a) =0, a = too.

Interessant und nicht trivial sind die Sétze von Bochner und Riesz, die Kriterien geben, daf} die
Fourier-Transformierte einer L'-Funktion nichtnegativ ist (dies wird fiir einen Darstellungssatz

verwendet, auf den wir nicht eingehen wollen).

Definition 9.1 Fine Funktion f € L>(R;C) heifit positiv definit, wenn

o0 o0

[ [ re=spelistsds = 0. (9.1)

—00 — 00

(Dies ist im Wesentlichen dquivalent zu einer diskreten analogen Bedingung, s. Chandrasekha-

—C

ran, ,Classical Fourier Transformation®, Teil I1l, Kap. 3). Beispiel: g(t) = e . der Beweis

ergibt sich aus dem eben zitierten Werk, dem dortigen Lemma I11.13.3, angewandt auf f = 1.

Beweis: Siehe im Wesentlichen Lemma I11.13.4 aus Chandrasekhanan. Hier wurde eine

vereinfachte Version mit der Zusatzvoraussetzung fer hingeschrieben. 0

Geheimnisvoll auf den ersten und zweiten Blick ist ein Satz von Wiener, mit dessen Hilfe ein

sogenannter verallgemeinerter Tauberscher Satz bewiesen wird. Zunéchst erlautern wir den Satz

von Wiener (s. Chandrasekhanan 1.12).

Es sei f € L'(R) und Sy die Menge der endlichen Linearkombination von Translationen von f,

d.h.gESf@
N

_q(t):Za,kf(t—l—ck), c, € R, ay e C.

k=1
Es gilt S¢ € L'(R). Sei nun S; die AbschlieBung von Sf in der L'-Norm. Manchmal hat man

das Gliick, daB Sy = L'. Dann wendet man den Satz von Wiener an:

Satz 9.2 Sei f € L'(R) und S; = L'(R). Genau dann ist f(a) # 0 fir alle a € R.
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Uberraschenderweise 148t sich dieser Satz zum Beweis von sogenannten verallgemeinerten Tau-

berschen Satzen verwenden, eine mogliche Version (nach Wiener) ist

Satz 9.3 Sei h € L*(R), K, € L'(R) [Kidz =1, [g'l(a) # 0 Va € R. Es existiere
R

lim (K # h)(z) := A. Dann ist lim (K x h)(z) = A fiir alle K € L'(R) mit [ Kdz =1.

rT—00

r—00
Zur Motivation lese man in dem zitierten Text von Chandrasekharan 11.13 nach.
Fourier-Multiplier

Es set ¢ : R” — R eine meBbare Funktion, von der noch Zusatzvoraussetzungen verlangt

werden. Wenn man Gliick hat, ist fiir alle ¢ € S die Abbildung
Tg:=F '¢Fg (9.2)

erklart und ein Element aus einem L, 1 C p C oo. F ist hierbei die Fouriertransformation und
F~! die Inverse. Man nennt dann 7' einen , Fourier-Multiplier“. (Dies ist nicht die allgemeine

Definition, selbstverstandlich 1aBt sich der Bildraum ,aufweichen“, indem man Distributionen

im Bild zulaft.)

Unter geeigneten, durch Anwendungen motivierte Bedingung an ¢ hat T sehr gute Abbil-
dungseigenschaften und ist stetig beziiglich L”-Normen und anderen Normen. Hierzu gibt es
umfangreiche Literatur - Einstieg: Michli, ,Multi-Dimensional Singular Integrals and Integral
Equations® oder die Biicher von Stein. Wir geben hier einen Satz aus dem Buch von Michlin

an:

Satz 9.4 Sei ¢ € C"(R™ —{0}) und
z/"|DFl < M, 0<k<m.

Dann ist der Fourier-Multiplier T = F~'¢F auf einer in L? dichten Teilmenge definiert (1 C
p C oo), und es gilt

I Tallr < Kpllulli
Hierbei bedeutel D*¢ den Vektor aller partiellen Ableitungen der Ordnung k.

Zur Motivation: Man denkt an die Gleichung —Au = f € L? in R™ Man méchte D}u

abschitzen. Es gilt HD?—uHLp = ||F_1%F fllp, d-h. die Funktion ¢ ist in diesem Falle ¢(§) = %
Aus dem obigen Satz folgt dann

ID3ully < Kapll £l

Diese Ungleichung - auch nach Calderson-Zygmund benannt - ist ein wirklicher Dauerbrenner

in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen.



