1 DAS LEBESGUESCHE MASS BESCHRANKTER PUNKTMENGEN i

1 Das Lebesguesche Maf} beschrankter Punktmengen

Zu Beginn der Integrationstheorie haben wir den Riemannschen Inhalt oder das Riemannsche Ma8

beschrankter Punktmengen des R™ definiert.

(Eine Menge heiit Riemann-meBbar, wenn ihr dufleres Riemann-Maf mit dem inneren Riemann-
Maf iibereinstimmt.) Es zeigt sich jedoch, da fiir viele Fragen der Analysis der Begriff des
Riemann-Mafles nicht allgemein genug ist, d.h. es gibt Mengen, denen man gerne einen n-
dimensionalen Inhalt zuordnen wiirde, die jedoch nicht Riemann-mefibar sind. 7Z.B. gibt es
beschrankte offene Mengen des R”, die nicht Riemann-mefibar sind. Es ist jedoch moglich, mit
Hilfe eines allgemeineren Mafibegriffs - namlich mit Hilfe des sogenannten Lebesgueschen Mafles

- auch diesen Mengen einen n-dimensionalen Inhalt zuzuordnen.

Mit Hilfe dieses zu entwickelnden Maflbegriffs wird es auflerdem moglich sein, den Begriff des
Riemannschen Integrals zu dem des Lebesgueschen Integrals zu erweitern. Die Notwendigkeit

dieser Erweiterung ergibt sich aus folgendem Sachverhalt:

Ist (fx)ren eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen, die etwa ein n-dimensionales Intervall

I nach R abbilden, und gilt, daB

I

fi_fk‘le‘ — 0

fir 7,k — oo - man sagt hierzu, daB (fi)ren eine Cauchy-Folge im Quadratmittel bildet - so ist

es im allgemeinen nicht richtig, daf eine Riemann-integrierbare Funktion f : I — R existiert

mit

/‘f—fk‘Qd,x—)O (k — o0),
I

obwohl dies, wie man in den fortgeschritteneren Disziplinen der Analysis lernt, sehr erwiinscht
ist. Der Anfanger moge sich jedoch daran erinnern, dafl Zahlenfolgen eine solche Eigenschaft
besitzen: Aus

la; —ap| -0 fir i,k — oo, ap,a; €R

folgt die Existenz einer Zahl @ € R mit |a; —a| = 0 (1 — o).

Es zeigt sich nun, dafl das spéter einzufiihrende Integral (welches mit Hilfe des Lebesgueschen

MafBes definiert wird), die obige Eigenschaft besitzt, d. h. ist (fi)ken eine Folge von Funktionen
fe o I — R mit

I

fi— " dz =0 (i,k = o0),
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wobei [ hier das zu definierende Lebesguesche Integral bedeutet, so kann in der Tat gezeigt

I
werden, daf eine Funktion f : I — R existiert mit der Eigenschaft

/‘f—fk‘de—)O (k — o0),
T

wobei das Integral [ wieder im Sinne von Lebesgue zu verstehen ist.
I

Aus diesen und vielen anderen Griinden ist es notwendig, den Begriff des Lebesgueschen Mafles
und des Lebesgueschen Integrals einzufithren. Leider ist die Konstruktion einer offenen, nicht
im Riemannschen Sinne mefbaren offenen Menge kompliziert, so dafl wir hierauf verzichten
und direkt zur Definition des Lebesgueschen MaBes einer beschrankten offenen Menge des R”™

schreiten.

Das Lebesguesche Maf einer offenen Menge

Wir vereinbaren folgende Notation: Gilt fiir zwei Mengen A und B, dafl alle Elemente von
A auch Elemente von B sind, so schreiben wir A C B. In manchen Biichern findet man fiir
denselben Sachverhalt auch oft die Schreibweise A C B.

Definition 1.1 Als Lebesque-Maf eines offenen (abgeschlossenen) Intervalls I C R™
]:{’U: (E], ;571) ER”|O[, S& Sﬂ,,z: 1, ,n}
definieren wir die Zahl

n

u(1) =] —a).

=1

(Im Gegensatz zum Riemannschen Inhalt || einer Menge 2 bezeichnen wir ihren Lebesgueschen

Inhalt mit x(Q). Fir Intervalle [ ist offenbar p(71) = |1|.)

Um das Lebesguesche Maf} einer beschrankten, offenen Menge @ C R” zu definieren, zeigen
wir im folgenden Satz, daBl € die Vereinigung von abzahlbar vielen abgeschlossenen Intervallen

I;,1 € N ist, die keine gemeinsamen inneren Punkte haben. Als Lebesgue-Mafl von ©Q wird dann

die (konvergente) Summe p(2) = [[ p(l;) definiert. In einem weiteren Satz wird gezeigt, dafl
=1
©(£2) unabhingig von der Wahl der [; ist.

Satz 1.1 Jede nichtleere offene Menge Q@ C R™ ist Vereinigung von abzdhlbar vielen abgeschlos-
senen n-dimensionalen Wiirfeln, die paarweise keine gemeinsamen inneren Punkte haben und

deren Seiten zu den Koordinatenachsen parallel sind.
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Beweis: Die Punktmenge R}, die wir als ,Gitter® bezeichnen wollen, bestehe aus allen
Punkten z des R der Gestalt = (mqh,... ,myh) mit mq,... ,m, € N. Es sei 9, die
Menge aller abgeschlossenen Wiirfel mit Kantenldnge h, deren Ecken die Punkte aus R}

sind.

Wir betrachten die konzentrischen Gitter

n n n n
R]’ l’ l’...RI

2 4 2m

und die zugehorigen Mengen

Dthana"'QL
2 2

m

von konzentrischen Wirfeln.

Alle n-dimensionalen Wiirfel aus £2;,£1 usw. sind abgeschlossen, haben achsenparallele

2
Seiten und je zwei Wiirfel aus £ 1 ,m fest, haben keine gemeinsamen inneren Punkte.

S
Jeder Wiirfel aus 9 1 enthilt 28 Wiirfel aus Q 1 und hat die Seitenléinge 55. SchlieBlich

2k+1

2k
ist die Menge aller Wiirfel aus allen Q 1 , m € NU {0} abzahlbar.
27’7’7.

Es sei ) eine nichtleere offene Teilmenge des R™. Wir werden ) als Vereinigungsmenge
von Wiirfeln aus den 9 1 , m € NU {0} darstellen.
2m

Ist P ein beliebiger Punkt von Q, so 1Bt sich eine Folge ineinandergeschachtelter Wiirfel
des ersten, zweiten, dritten, ... Gitters angeben, die P enthalten. Diese Wiirfel seien
WO > WE 5 WE 5 .. Da P ein innerer Punkt von  ist, die Seitenlingen der W (™)
aber fiir m — oo gegen Null gehen, sind von einem gewissen Index an alle Wiirfel W (™)
in ) enthalten. Also existieren Wiirfel der oben konstruierten Folge, die in € enthalten

sind.

Es sei nun T die Menge aller Wiirfel von 25, die in Q enthalten sind, T, die Menge aller
Wiirfel aus 1, die in €, aber in keinem der Wiirfel aus 7} enthalten sind, T3 die Menge

aller Wiirfel a2us 1, die in , aber in keinem der Wiirfel von T; und T, enthalten sind

4
usw. Entsprechend wird durch Induktion die Menge T; von Wiirfeln aus Q 1 definiert.
9t—1
Wir setzen T' = |J T; und behaupten, dafi 7' eine Menge von n-dimensionalen Wiirfeln
1€N
ist, deren Vereinigungsmenge () ist und welche die anderen gewiinschten Eigenschaften

hat. Aus der Konstruktion folgt, dafi die Wiirfel aus T; keine gemeinsamen inneren Punkte

haben und daf} gilt:
o> Yy w.
iEN WEeT;
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Es bleibt @ C |J | W zu zeigen. Dies ist ebenfalls klar, denn ist P € ), so existieren,
ieEN WeT;
wie schon gezeigt, Wiirfel aus T;, in denen P enthalten ist, wenn 7 geniigend grof ist. Es

sei 19 der kleinste Index mit dieser Eigenschaft. Der Wiirfel W aus T;, mit P € W liegt
dann in T, denn W liegt in keinem Ty mit k < 7y denn dann wére i3 nicht der kleinste
Index, fiir den es einen Wiirfel W aus T;, mit W 3 P gibt. Der Satz ist bewiesen, wenn
man noch beachtet, daf} die abz&hlbare Vereinigung von abzahlbaren Mengen abzahlbar

ist. O

Satz 1.2 Fs seien A, B beschrinkte Teilmengen des R™ mit A C B, jede von ihnen sei als

Vereinigung abzdihlbar vieler abgeschlossener n-dimensionaler Wiirfel W; bzw. Q; darstellbar:
A= U W, B = U Qi
1€N 1€N

Dabei sollen je zwei W; bzw. @Q); keine gemeinsamen inneren Punkte haben. Dann gilt:

Z p(W;) < Z 1(Q;).

Beweis: Man beachte zunachst, da wegen der Beschranktheit von B die Partialsummen

von Y p(Q;) beschrankt sind. Daher konvergiert die Reihe Y u(Q;). Dasselbe gilt fiir

J J

ot

-
Il
—

pu(W;). Angenommen, die Aussage des Satzes wire falsch; dann gilt

o0

S uW > 3 @),

=1

und es gibt ein N € N mit

S uW) > u(Q;).

=1 7=1

Wir wahlen nun offene Wiirfel Qj mit QJ- D @; und ,u(Qj) < pu(Q5) + 57,6 > 0 st
vorgegeben. Dann bildet das System {Q]U € N} eine offene Uberdeckung von A, ins-
N

N
besondere auch von |J W;. Die Menge |J W; ist jedoch kompakt, daher reichen endlich
N =1 ) =1 N . N
viele @, j = 1,... ko zur Uberdeckung von [J W; aus, d. h. es gilt |J @; D W;. Da
. ~

=1 7 =1
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die W; keine gemeinsamen inneren Punkte haben, folgt
ko N
2 n@) 2 ul
7=1 =1

Dies ist ebenfalls beweisbediirftig, aber anschaulich evident, so dal wir auf einen Beweis

I\/

verzichten. Aus der letzten Ungleichung folgt

WE

pW) < 32 (@) + o) < D0 (@) +

=1

Mit ¢ — 0 ergibt sich der Widerspruch

Z p(W;) < Z 1(Q;)

Folgerung zu Satz 1.2: Gilt in Satz 1.2 die Gleichheit A = B, so folgt Y (W) = > u(Q;).
i=1 7=1

Dies bedeutet, daf die Zahl Y p(W;) unabhéngig von der Wahl der Wiirfel W; ist, so fern sie
=1

nur keine gemeinsamen inneren Punkte haben und A = |J W; gilt.
=1

Deﬁnltlon 1.2 Ist A insbesondere offen und beschrankt, 50 gibt es auch eine Zerlequng A =
U W, mit dieser Eigenschaft, und wir definieren p(A) := Z u(W;) als das Lebesguesche Maf
=1

=1

der Menge A.

Um das MaB allgemeinerer Mengen zu definieren, schreiten wir zundchst zur Definition des
Lebesgueschen MaBes beschrankter abgeschlossener Mengen M C R”. Hierzu wird die abge-
schlossene Menge M in einen offenen Quader () eingeschlossen. Die Menge () — M ist dann offen,
und es ist anschaulich einleuchtend, dal man die Zahl u(Q) — pu(Q — M) als Lebesguesches Maf
p(M) definiert. Damit konnen wir nun das innere und duflere LebesguemaB einer beschriankten
Punktmenge M C R” definieren. Wir setzen

p* (M) = inf{u(0)|O CR", Oistoffen, O O M}
pe(M) = sup{u(A)|A CR", Aist abgeschlossen, A C M}.
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Definition 1.3 Die beschrinkte Teilmenge M C R™ heifst Lebesque-mefbar, wenn das innere
und das duflere Lebesque-Mafl von M iibereinstimmen. Wir bezeichnen dann p(M) = p. (M) =
p (M) als das Lebesquesche Maf (oder Lebesgue-Mafl) von M.

Man kann sich iiberlegen, da8 fiir offene beschrankte Mengen M C R™ die Beziehung p*(M) =
p«(M) und p*(M) = p(M) gilt, wobei p(M) im Sinne der Definition 1.2 zu verstehen ist.
Beschriankte offene Mengen M sind also Lebesgue-mefbar und ihr MaB ist die Zahl y(M) im
Sinne der Definition 1.3 und es gilt u(M) = p*(M) = p(M). Eine entsprechende Uberlegung
gilt fiir abgeschlossene Mengen.

Wir beweisen die Behauptung fiir eine offene Menge M. Dazu betrachten wir eine Zerlegung

der Menge M durch disjunkte offene Wiirfel W;, die die Eigenschaft haben, daf}

s = u(M) (N = ).

i=1

N N N N
Da (| W) = p(|J W) und | J W; abgeschlossen ist, folgt u(M) = ]\lim p(U W) < p(UJ W)+
i=1 o0

=1 =1

.
e <sup{u(A)|A C M abgeschlossen und beschriankt }+& = p (M)+e < p*(M)+e = u(M)+e.
Hierbei ist ¢ > 0 vorgegeben, Ny hiangt von ¢ ab. Die Beziehung p*(M) = p(M) ist klar, da M

offen ist. Wir erhalten also

p(M) < pu(M) +e < p(M) +¢
und nach Grenziibergang ¢ — 0

p(M) < (M) < (M), also

p(M) = p.(M).
Bemerkung: Die mit # gekennzeichnete Abschéatzung stellt einen Vorgriff auf Satz 2.1 dar.

Im Falle offener Mengen ist sie aber recht einfach zu beweisen:

Sei also M C R™ offen, A C M kompakt und & > 0.
Zerlege die Menge M nach Satz 1.1 in M = |J W;, wobei W; offene Wiirfel. Wihle etwas

=1

groBere Wiirfel Wi, so daB u(|J W;) = u(M)+e. Nach dem Satz von Heine-Borel existiert

=1
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N
ein N >0 mit A C |J Wi. Sei nun W C R” ein sehr grofier Wiirfel, so dal A C M C W.

=1

Es folgt
W(A) = p(IF) = (W — )
N N N
(W) = n(JWi) = (W) = u(w = [ W2)
=1 =1 =1
N
Da (W — | W;) C (W — A) und beide Mengen offen, folgt nach Satz 1.1
=1
N
p(W — U W) < p(W — A). Somit folgt schlieBlich
=1

u() < 1) < (L) W) = (2 4 <

=1 1=1

Die Behauptung p. (M) < p(M) folgt dann nach Grenziibergang ¢ — 0 und Bilden des

Supremums iiber aller kompakten Teilmengen A C M.

Weitere Beispiele Lebesgue-mefBbarer Mengen:

Neben den beschrankten offenen und beschréankten abgeschlossenen Mengen sind die Teilmen-
gen des R™, die hochstens abzdhlbar unendlich viele Elemente haben, ebenfalls mefibar und
besitzen das Lebesguesche MaB Null. Wegen der Ungleichung 0 < p,(A) < p*(A) (Ubungsauf-
gabe!) geniigt es zu zeigen, daB das duBere MafBl der Menge A, die abzéhlbar unendlich viele
Elemente besitzen soll, gleich Null ist. Hierzu sei A ={P, € R"|:=1,2,...} und ¢ > 0 vorge-
geben.

Wir bilden offene Wiirfel W; mit Mittelpunkt P, und Seitenldnge =. Es gilt |J W; D A und

21
=1

p(4) < (U W) < 55 & = e, denn
3 =1

=1

erhalten p*(A) = 0.

J Wi ist offen. Wir lassen ¢ gegen Null gehen und

=1

Ahnlich beweist man, daB sich das Lebesguesche MaB von Mengen nicht #ndert, wenn man die

Menge durch Hinzufiigen oder Wegnehmen von abzahlbar unendlich vielen Punkten abandert.
Es gibt Beispiele von Mengen mit iiberabzahlbar vielen Punkten, die das Mafl Null haben.

Bei den Beispielen werden Eigenschaften meibarer Mengen benutzt, die wir im néchsten Kapitel

beweisen werden.
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2 Eigenschaften meflbarer Mengen und ihres Lebesgue-
Mafles

Ohne Beweise notieren wir die folgenden Sétze.

Satz 2.1 Fiir jede beschrinkte Menge M C R™ gill
(M) < (M),

Satz 2.2 Fs seien A, B beschrinkte Teilmengen des R™ mit A C B.

Dann gilt
p(A) S pu(B), p(A) < pt(B).

Satz 2.3 Fs sei M C R"™ beschrinkt und darstellbar als Vereinigung M = |J M;. Dann gilt

(a) RCIESINETS

Die unendliche Rethe wird hierbei als konvergent vorausgesetzt. Sind die M; paarweise disjunkt,

so gilt weiterhin

(b) (M) 2 3 (M),

Beweis: (a) Mit Hilfe der Zerlegung offener Mengen durch abzahlbar viele abgeschlossene
Wiirfel und Satz 1.2 macht man sich klar, daf§

Siiu@7

wenn O = U O; abzdhlbare Vereinigung beschréankter offener Mengen O; C R" .

Sei ¢ > O Nach Definition des &ufleren Mafles gibt es zu jedem M; eine offene Menge
O; O M; mit p(0;) < p*(M;) + 5. Esgilt M CO = U O;, und daher

=1

SUEVCED WIIED SNICEE £ oyl

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
Der Beweis zu (b) erfolgt mit dhnlichen Methoden. O
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Satz 2.4 Fs sei M eine beschrinkte Menge M C R” und W D M ein offener Wiirfel des R”.
Dann gilt
(M) aa (W = M) = ().

Beweis: Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine abgeschlossene Menge A mit A C W — M, u(A) >
ps«(W — M) — e. Die Menge G = W — A ist offen und beschrankt und enthalt M. Daraus
folgt

P (M) < p(G) = p(W) = p(A) < p(W) = pe(W = M) +¢.

Grenziibergang ¢ — 0 ergibt

P (M) + p (W = M) < p(W).
Wir beweisen nun die umgekehrte Ungleichung

P (M) + pu(W = M) 2 p(W).

Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine offene beschrankte Menge G O M, G C W mit u(G) <
p*(M) + e.
Die Menge F' = W — (7 ist abgeschlossen und es gilt

F=W-GCcW-M.
Daraus folgt
px(W = M) 2 p(F) = p(W = G) = p(W) — u(G),

wie man sich mit Hilfe der Definition des Mafles offener und abgeschlossener Mengen
iiberlegt.
Es ergibt sich

(W = M) > u() = (M) — &

und nach Grenziibergang ¢ — 0

Aus
(W = M) = (@) = " (Q = W = M) & (@) = (@ = W = M) =
= (W = M)

folgt die gewiinschte Ungleichung. 0
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Bemerkung und Folgerung: (*) ist hierbei nicht trivial. (Q ist hierbei ein offener Wiirfel, der W
enthalt.) Man kiiberlegt sich recht einfach, da M und W — M entwdeder beide mefbar oder
beide nicht meBbar sind. Ersetzt man namlich in Satz 2.4 M durch W — M, so folgt

W= M)+ p(M) = p(W) = p*(M) + p(W — M).

Ist nun M meBbar, so folgt p*(M) = p (M) und p*(W — M) = p (W — M). Ist hingegen M
nicht meBbar, d. h. p*(M) # p. (M), so folgt p*(W — M) # pu (W — M).

Satz 2.5 Die Mengen M; C R", 1 =1,2,..., seien mefibar und paarweise disjunkt. EOJ M; sei
i=1
beschrdnkt. Dann ist M = Ej M; mefbar, und es gilt (M) = i pu(M;).
i=1 i=1
Beweis:
00 M) = i (M) satzg.ab) (M) Satz§(2.1) (M) satzg.aa) i": Wt (M) =
i=1 i=1 i=1
= i (M)
i=1

Daraus folgt p.(M) = p*(M), also die Mefibarkeit von M sowie die behauptete Gleichung.

O

Diese Eigenschaft des Mafles bezeichnet man als vollstandige Additivitat oder o-Additivitat.

N
Satz 2.6 Die Vereinigung |J M; endlich vieler mefbarer Mengen M; ist mefbar, und es gilt
=1
N

WU M) < 3 (),

=

N

Beweis: Sei M = [J M;, M; C R meBbar. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Es gibt abgeschlossene
=1

Mengen A; C M; und offene Mengen O; D M; mit

(M) > p(0;) -

ps(M;) < p(Ai) + N

£
N
Daraus folgt wegen p*(M;) = p.(M;)

2e
w(0:) — p(Ai) < 7
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Satz

Satz

N N
Man setze A = |J A;, O = |J O;. Es gilt

p(A) < p(M) < p*(M) < p(0).

Andererseits ist wegen Satz 2.5

H(AR) + p(Ox — A) = p(Oy), also p(Of — Ay) <

N
Esist O — A € |J (O — Ag). Fiir offene Mengen Z; wurde schon gezeigt, daf}
k=1

J J
(U 7)< Z p(Z;) gilt. Daraus folgt
2¢e

N
/L(O—A)S;M(Ok—Ak)<NW=2@.

Aus Satz 2.5 folgt wieder p(O — A) = p(0O) — u(A), d. h. es gilt u(O) — p(A) < 2. Da
P (M) — p (M) < p(0) — p(A), folgt p*(M) — p(M) < 2¢ und Grenziibergang ¢ — 0
ergibt p*(M) = p.(M), also die MeBbarkeit von M. SchlieBlich gilt

N

p(M) = (M) < u(0) < Y w(0) € I (u (M) + ) = D w* (M) +e.

=1

woraus p(M) < Z p(M;) folgt. Die oben verwendete Eigenschaft p(0O) < Z p(0;)

beweist man Wlederum durch Ausschopfung der offenen Mengen O und O; durczh Wiirfel

(siehe Satz 1.2). O
2.7 Der Durchschnitt endlich vieler mefbarer Mengen ist mefbar.

Beweis: Der Beweis wird im Fall beschrankter Mengen durch Komplement-Bildung auf

Satz 2.6 zuriickgefiihrt (Ubungsaufgabe). O
2.8 Fs seien My, My C R™ mefibar. Dann ist auch My © My := My — My N My mefibar.

Beweis: Es sei W ein offener Wiirfel mit M;, My C W. Dann gilt
M1®M2:M1Q<W—M2>

und der Beweis ist auf Satz 2.7 zuriickgefithrt. o
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Satz 2.9 Die Vereinigung M = |J M; abzihlbar vieler, mefbarer Mengen M; C R™ ist mefSbar,
i=1
sofern M beschrinkt ist.

Beweis: Wir setzen Ay = My, Ay = My — My N M,
Ag Mg—Mg (M1UM2), A4:M4—M4Q(M1UM2UM3),
Ay =My — M0 (My UM, U ... My_y).

Die Mengen Ay, sind disjunkt, und es gilt M = | A;.
k=1
Da die Mengen Aj aufgrund der vorangegangenen Sitze meBbar sind, folgt die Aussage

des Satzes aus Satz 2.5. O

Satz 2.10 Der Durchschnitt M = (| M; abzdhlbar vieler mefbarer Mengen M; C R” i =
=1
1,2,..., ist mefbar.

Beweis: Es sei W ein Wiirfel mit W > M. Es gilt W —M = |J (W — M;), und der Beweis
=1

ist auf die Satze 2.4 und 2.9 zurtickgefithrt. 0

Satz 2.11 Die Mengen M— CR”1=1,2,..., seien meﬂbar und es gelte My C My C M. ...
Die Vereinigungsmenge U M; sei beschrdnkt. Dann ist u( U M;) = hm pu(M;).

=1 =1

Beweis: Man kann die Menge M = [J M; in der Form M = M; U (M; — M;) U (M5 —
=1
M;) U ... darstellen, wobei die einzelnen Glieder M, — Mj_; paarweise disjunkt sind.

Daraus folgt
p(M) = p(My) + Z p(My1 — My) =

Z (M1 — p(My)].

Daraus folgt

p(M) = Jim {M<M1> ¥

N—oo
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Satz 2.12 Die Mengen M; C R"™ seien meflbar, und es gelte My D My D M3 D .... Dann gill
([ M) = lim p(M).

Beweis analog zu Satz 2.12.

Man bezeichnet die Aussagen in den letzten beiden Sédtzen zuweilen auch als o-Stetigkeit des

LebesguemaBes (bzgl. | und ).
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3 Mef3bare Funktionen

Es sei M C R” und F': M — R. Wir definieren die Menge M(f > a) durch
M(f > a) = {o € M|f(z) > a}.

Analog werden die Mengen M(f > a), M(f < a), etc. definiert.

Definition 3.1 Se: M C R”. Fine Funktion f: M — R heifit mefbar, wenn fir jedes a € R
die Menge M(f > a) mefbar ist.

Beispiel:

(a) Es sei F' :]0,1][— R stetig. Dann ist F' meBbar. Fir jedes ¢ € R ist namlich die Menge
M(F > a) beschrankt und offen und daher mefbar.

(b) Es sei f : [0,1] — R eine Treppenfunktion. f sei konstant auf den Intervallen
(2, 21,2 =0,..., N, 0=uz0<z1 <...<xyyg1 =1.Dann ist f meBbar.

Wir wollen u.a. beweisen, dafl Summe und Produkt meBbarer Funktionen wieder mefibar sind.

Hierzu einige Vorbereitungen.

Lemma 3.1 FEs set M C R™ mefibar und f: M — R eine mefibare Funktion. Fir jedes a € R
sind dann die Mengen M(f > a), M(f = a), M(f < a), M(f < a) meflbar.

Beweis: Es gilt M(f >a)= () M(f >a—1).
i=1
M(f > a— 1) ist meBbar, daher auch der Schnitt iiber alle M(f > a — 1). Die MeBbarkeit

7

von M(f < a) folgt aus M(f <a)=M — M(f > a), die MeBbarkeit von M(f = a) und
M(f < a) durch shnlich einfache Uberlegungen. 0

Satz 3.1 Fs sei M C R™ meflbar und f : M — R meflbar sowie b € R. Dann sind auch die
folgenden Funktionen mefbar :

(1) [+,

2 b,

(3) I,

(4) f* und

(5) L/ f im Falle von (f(z) # 0,z € M).
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Beweis: Die Mefibarkeit von f + b folgt aus M(f +b>a) = M(f > a —b).
Die Mefibarkeit von M (bf > a) folgt aus

(f >3 fiir b>0

M
M(bf>a):{M(f<% fir  b<0

} unter Benutzung von Lemma 3.1

Die MefBibarkeit von M(f* > a) folgt aus

) M fir a<0
M(f >a>:{M(f>\/c_L)UM(f<—\/c_z) fiir CLEO}'

Die Fille (3) und (5) werden &hnlich behandelt. O

Lemma 3.2 Fs sei M C R™ meflbar und f,g : M — R mefibar. Dann ist die Menge
M(f >g)={z € M|f(z) > g(z)} mefbar.

Beweis: Es gilt

o0

M(f>g)=JM(f>r)nMg<r)),

k=1
wobei die r alle rationalen Zahlen durchlaufen. Da die Mengen M (f > ry)und M (g < ry)
mefbar sind, gilt dies dann auch fiir M(f > g). O

Satz 3.2 Fs sei M C R” meflbar und f,g: M — R mefibar. Dann sind f + g und fg mefbar;
ebenso 5, falls g(x) # 0 fir alle z € M.

Beweis: Aus Satz 3.1 folgt, daB fiir « € R die Funktion (—¢ 4 a) eine meBbare Funktion
ist. Aus Lemma 3.2 folgt die MeBbarkeit von

M(f>—-g+a)=M(f+g>a)

und damit die MeBlbarkeit von f + g.
Die MeBbarkeit von fg folgt aus der Darstellung

fg=IF+97 ~(f ~9)"

und den bisherigen Ergebnissen iiber die MeBbarkeit von Funktionen. Ahnlich einfach

weist man die Mefibarkeit von § nach. O
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4 Folgen meflbarer Funktionen

Satz 4.1 Fs seien M C R”™ mefibar und f; : M — R, 1 =1,2,..., meflbar . Es existiere eine
Funktion f: M — R mit

filz) = f(x) (1 — o0) fiir allex € M .
Dann ist f: M — R mefbar .

Man beachte, dafl der Satz nicht richtig ist, wenn man ,mefibar “ durch ,stetig® ersetzt.

Beweis von Satz 4.1: Es sei a € R. Wir bilden die Mengen A&’f) = M(fy > a+ %),

B .= N Aﬁif), welche mefibar sind. Zum Beweis geniigt es daher, zu zeigen, daf} gilt:
k=N
M(f>a)= |J BM.
N,m=1

(i) Es sei g € M(f > a). Dann ist f(z¢) > a, und es gibt eine natiirliche Zahl m mit
f(x0) > a+ L, und wegen der Konvergenz fi(zo) — f(zo) gibt es ein N, so daf fiir k > N

gilt:
Jr(zo) > a+ % )
Daraus folgt zq € A&f) furk > N, und z¢ € BT(nN) c U BT(nN). Somit haben wir gezeigt:
N,m=1
M(f>a)C U B,
N,m=1
(ii) Um die umgekehrte Inklusion zu beweisen, sei nun z¢ € [ BT(nN). Dann existieren
N,m=1

ein N und ein m mit zg € By(nN). Fiir & > N ist also zqg € A£ff) oder fi(zq) > a—l—%, k> N.
Grenziibergang k — oo ergibt
f(-To) > a+ % >a

und

zo € M(f > a).

Der Satz ist damit bewiesen. O

Man iiberlegt sich mit der angegebenen Beweismethode noch leicht das folgende Korollar:
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Korollar 4.1 Es seien M C R™ meflbar und f; : M — R meflbar sowie f : M — R. FEs
existiere eine Menge F mit u(E) =0, so daf

filz) = f(x) (1 = o0) fir allex e M — E .

Dann ist f mefbar .

Neben der punktweisen Konvergenz von Funktionen spielt der Begriff der Malkonvergenz von

Funktionen eine grofie Rolle:

Definition 4.1 FEs seien M C R” mefibar und fi, fa,... , sowie f: M — R meflbar. Fir jedes
o> 0 gelte
WM(fi— 12 a) >0 (i o0).

Dann sagt man, die Funktionenfolge (f;)ien konvergiere (in M) dem Maf nach gegen f und
schretbt

Satz 4.2 (Satz von Lebesque zur Mafkonvergenz): Es seien M C R™ mefbar und beschrinkt
und f; + M — Ryo = 1,2,..., mefibar sowie f : M — R gegeben. Fs existiere eine Menge
E CM mit u(E) =0, so dafs

fi(z) = f(x) (t = o00) firallex e M — E.

Dann gilt f; = f (1 = o0).

Man kann dies auch so ausdriicken: ,Punktweise Konvergenz fast iiberall impliziert. Maflkon-
vergenz.” Hierbei ist ,fast iiberall® gleichbedeutend mit . {iberall mit Ausnahme einer Menge

vom Maf Null“.

Beweis: Nach dem Korollar zu Satz 4.1 ist f mefBbar .
Es sei My(o) = M(|fx — f| > o), Ry(o) = U My(o), R= () Ri(o).
k=N =1
Es gilt Ri(0c =D Ra(0) D Rs(o) D ..., und daher u(R;(c)) — p(R) (1 = o0).
Wir zeigen, daB R C F gilt. Fiir 2y ¢ F gilt ndmlich fx(z¢) — f(z0) (k — oo). Daher
gibt es ein NV mit
|fu(zo) = f(z0)| <0,  kZ=N.
Dies bedeutet zo ¢ My(o) fir £ > N und z¢ ¢ Ej My(c) = Rn(0), daher also 2o ¢ R.
k=N

Aus 2 ¢ F folgt also zq ¢ R. Daraus folgt R C E und p(Ri(o)) = p(R) =0 (1 — o0).
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Die Aussage p(R;(0)) — 0 bedeutet aber gerade die MaBikonvergenz f; = f (i — oo0).

O

Bemerkung: Wir haben Mefbarkeit nur fiir beschréankte Teilmengen des R” definiert. Im Fall

unbeschréankter Mengen ist obiger Satz nicht richtig, wie folgendes Beispiel zeigt:

M :=[0,00) C R".

{3 2555}

Die Folge (fi)ien konvergiert in M punktweise gegen Null, aber nicht dem Maf} nach!

Fiir spatere Zwecke halten wir noch die etwas starkere Aussage fest, die beim Beweis des Satzes

mit abfiel:

Korollar 4.2 Unter den oben getroffenen Voraussetzungen gilt:

,LL(D M(|fk—f|20>—>0 (N = ).

k=N

Dies ist mehr als die Aussage
p(M(|fx = fl>0)—=0 (k— o0).

Wie wir gesehen haben, impliziert die fast iiberall punktweise Konvergenz die Maflkonvergenz

- die Umkehrung gilt nicht, wie man an dem folgenden Beispiel erkennt. Wir definieren Funk-

tionen fi(k) : [0, 1[— R durch

. -1 i
f}k)(x):{] fiire €[5, g };k:l,Q,...undizl,Z,...,k

0 sonst

und numerieren die Folge nur durch einen Index, d. h. wir setzen

Y1 = fl(l), Qg 1= f1(2), 03 1= f§2), 04 1= fl(B). Die Folge (¢i);2; konvergiert dann dem Maf
nach gegen Null, aber nicht punktweise fast iiberall. Man kann jedoch beweisen, dafl jede
maBkonvergente Folge von Funktionen eine punktweise fast iiberall konvergente Teilfolge von
Funktionen hat:

Satz 4.3 (Salz von Riesz iber mafkonvergente Funktionenfolgen) Es seien M C R"™ mefbar
und fi, fa, ..., sowie f: M — R mefbar, und es gelte f; = f (i — o). Dann gibt es eine
Teilfolge (fim, )iy, so daf fr, — [ (k — o0) punktweise fast tiberall in M.
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Beweis: Die gewiinschte Teilfolge wird folgendermafien konstruiert:

Es sei my € N derart, dafl
1 1
—f]> = _

und my € N derart, dafl my > m; und

1 1
M<M<|fm2—f|25>><2—2

und allgemein m; € N derart, dafl m; > m;_; und

u(M <|fmi—f|z§)> <a

Die Wahl dieser m; ist wegen der Maflkonvergenz der f; moglich. Wir zeigen, da8 f,,, — f
punktweise fast iberall.
Es sei

o0 1 [o @]
Wegen R1 DRQ D...gilt u(R
() < 55 (01 (o - f12 )< 3 =0 (- oc). B giltalso u(Q) = 0.

Ist nun :vo @é M — @, dann ist zq ¢ R fur ein ig € N und damit zy ¢ Ry, fiir k& > 44. Das
heifit fiir & > 1, gilt zo ¢ M(|fin, — f| Z +) und folglich

) ( ) (1 — o0). Andererseits ist

| [y (o) — [(x0)] < %

Fir k — oo folgt daraus f,, (z0) = f(zo) (k — oo) fir zg € M —Q, p(Q) = 0. Der

Satz ist damit bewiesen. O

Ein weiterer wichtiger Satz zum Fragenkreis dieses Kapitels ist folgender:

Satz 4.4 (Satz von Egorov): Fs seien M C R™ meflbar und f; : M — R, i =1,2,..., sowie
f: M — R meflbar . Es gelte f; — [ (1 — oo) punktweise fast iberall in M. Dann gibl
es zu jedem & > 0 eine mefibare Menge Es C M, so daff pu(Fs) < § und f; — f (i — o0)
gleichmdfiig auf M — E konvergiert.
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Beweis: Aus dem Korollar zu Satz 4.2 folgt fiir alle o > 0: u(Rn(0)) = 0 (N — c0),
wobei Ry(o) = |J M(|fis—f| > o). Wir konnen daher eine Folge (m;)32, in der folgenden
k=N

()<

wahle my > my, my € N, derart, dafl

1
()5
und allgemein my > my_y, my € N, derart, dafl

()

Man wéahle nun 7 so, daf} Z - < ¢ ausfallt und setze

ZZO

Weise konstruieren:

Wihle m; € N derart, daf}

B =

A

o0

Es =] R, G) .

i:ig

Esgﬂt#(Eg):#<U le(7)> < Z (R (1) < 2 5 <.

Wir zeigen, da8 f; — f (1 — oo) gleichmiBig auf M — Ej. Hierzu sei ¢ > 0 vorgegeben.
Dann gibt es ein kg € N, kg > 19, so dal % < e fir k > kq. Ist nun xg € M — FEs, so folgt
To ¢ U R, (7) und zo ¢ Ry, (%) fur 7 > 1. Dies bedeutet

ZZO

Ty ¢ U |fk—f|>— fiir ¢ >19 und
k=m;
vod M([fe— 2 fir i >0, k> m;.
i

Daraus folgt | fi(z0) — f(z0)] < % fiir ¢ > 19, K > m;. Fir 1 = kg folgt somit
1
| fe(xo) — f(xo)] < o <e fir k>myg, (4.1)
0

Die gleichmaBige Konvergenz der fi, gegen f auf M — Fjs ist damit bewiesen, denn zu
vorgegebenem ¢ > 0 finden wir eine Zahl my, € N, so daB fiir alle £ > my, die Ungleichung
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5 Struktur mef3barer Funktionen

Meflbare Funktionen sind selbstverstandlich nicht notwendigerweise beschrankt, wie das Bei-
spiel der Funktion f :[0,1] — R, f(z) = %, x #£ 0, f(0) = 0 zeigt. Man kann jedoch zeigen,
daBl meBbare Funktionen ,fast beschrankt® sind, d. h. sie besitzen die Eigenschaft, die in dem

folgenden Satz behauptet wird:

Satz 5.1 Fs seien M C R™ mefbar, beschrinkt und f : M — R mefibar . Dann gibt es zu
jedem & > 0 eine meflbare Menge Es C M, so dafi u(Es) < & ist und [ auf M — Es beschrankt
ist, d. h. es existiert eine Zahl Cs € R mit |f(z)| < Cs fir x € M — Ej.

Beweis: Fiir N € NU {oco} sei My = {z € M|N +1 > |f(z)] > N}. Daraus folgt
p(M) = > u(M;) < oo, und es gibt ein Ny € N, so daBf >  p(M;) < §. Man setze
=0

i=No
00 00 00 Nog—-1
Es= U M;. Esgilt u(Es) =p( U M) = > p(M;) <. Wegen M — Es = |J M,
1=Njy 1=Njy 1=Njy =0
gilt f(z) < No auf M — Ej, und der Satz ist bewiesen. o

Von deutlich groflerer Aussagekraft und schwieriger zu beweisen ist der Satz von Lusin.

Satz 5.2 (Satz von Lusin) Es set M C R"™ mefibar, beschrinkt und f: M — R meflbar . Dann
gibt es zu jedem & > 0 eine mefbare Menge Es C M mit u(FEs) < 0, so daff die Funktion
[ (M — Es) = R gleichmdf$ig stetig ist.

Anmerkung: Es wird nicht behauptet, da die Funktion f : M — R in den Punkten = € M — E;
stetig ist.

Zum Beweis von Lemma 5.2 geniigt das folgende Lemma:

Lemma 5.1 FEs seien M C R” mefibar, beschrinkt und f: M — R meflbar . Dann gibt es zu

jedem 6 > 0 eine mefibare Menge Es C M mit u(Es) < § und eine Folge stetiger Funklionen
()2, fi: R® = R, die firi— oo auf M — Es gleichmdf$ig gegen [ konvergiert.

Aus Lemma 5.1 folgt Satz 5.1 mit Hilfe des bekannten Satzes, daff die Grenzfunktion einer

Folge stetiger Funktionen stetig ist, wenn die Folge gleichméfig konvergiert.

Man kann noch die folgende Verschéarfung des Satzes von Lusin angeben:
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Satz 5.3 Fs sei M C R"™ mefbar und beschrinkt und f : M — R meflbar . Dann gibl es zu
jedem e > 0 eine Menge E. C M mit u(E.) < ¢ und eine stetige Fortsetzung f : R” — R von
f, die auf M — E. mit f dbereinstimmd.

or
so daBf f : (M — E!) — R stetig ist. Da man Lebesgue-meBbare Mengen von innen

Beweis: Nach dem vorigen Satz gibt es eine Menge mefibare K. C M mit u(E.) <

durch abgeschlossene Mengen approximieren kann, gibt es eine abgeschlossene Menge
ACM—E. sodaB u(M — A) < ¢ ist. Wir setzen K. = M — A. Wir benutzen nun
den Satz von Urysohn, daf} jede stetige Funktion f : A — R stetig fortgesestzt werden

kann (da A abgeschlossen ist). Vgl. etwa Natanson, Theorie der Funktionen einer reellen

Verdnderlichen, Kap. I11/1, S. 386. 0
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6 Das Lebesguesche Integral

Zunéchst wird das Lebesguesche Integral beschriankter meibarer Funktionen definiert. Hierzu
seien M C R™ eine beschriankte mefibare Menge und f : M — R eine beschriankte mefibare
Funktion. Es gelte a < f(z) < b fiir # € M. Es seien 3 = {z¢,... ,2n},

a=1x9<z1 <...<ay=beine Zerlegung des Intervalls [a,b] und & € [z;_,x;] Zwischen-

punkte zur Zerlegung. Dann bezeichnen wir die Zahl

N

L(3,&) =Y &u(M(zims < [ < 2:))

=1

als Lebesguesche Summe der Funktion f: M — R bzgl. 3 und &;. Die Zahlen

Or(3) := Z zip(M(zioy < f <)) baw.

=1

bezeichnen wir als Lebesguesche Obersumme bzw. Lebesguesche Untersumme von f: M — R
bzgl. der Zerlegung 3. Unter der Feinheit |3| der Zerlegung 3 = {zg, z1,... ,xx} verstehen wir

die Zahl _Ena)if(xi — _1).

Definition 6.1 Die meflbare und beschrinkte Funktion f : M — R mit a < f < b heif§it
Lebesque-integrierbar (oder L-integrabel), wenn eine Zahl A € R mit der folgenden Eigenschaft
existiert: Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine Zahl § > 0, so daf fiir alle Zerlegungen 3 = {x¢,... ,zn}
von [a,b] mit Feinheil 6 und alle Zwischenpunkte & € [x;_1,x;] die Ungleichung

A= L(3,&)| <e

gilt. Wir schreiben A = [ fdz oder A = [ f(z)dz und nennen A das Lebesquesche Integral
M M
der Funktion f iber M.

Satz 6.1 Fs set M C R” mefibar und beschrinkt. Fs set f : M — R mefibar und beschrdnkt.

Dann ist [ Lebesque-integrierbar.
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Beweis: Es gilt die Abschétzung

N

0< 0n(3) =) (wi—wim) p(M(2; > [ > i) <
=1
N

< anla}iv — 1) p(M(z; > f > x,29)) = |3|p(M).
i=1

Waihlt man § < falls u(M) # 0, so folgt offenbar

( )’

OL(B) — UL(B) <é (61)
fur 3] < 4.
Wir setzen A = inf{Oy,(3)|3ist Zerlegung von [a, b]}.
Es gilt

Un(3) <A<O0,(3) und Ur(3) < L(3,&) < 0L(3).
Wegen (6.1) folgt daraus

|A—L(3,&)| <e fiur |3]<4.

Die Lebesgue-Integrierbarkeit von f ist damit bewiesen. O

Fiir das Lebesgue-Integral gelten die folgenden Regeln, die wir ohne Beweis angeben, da sie in
einfacher Weise auf entsprechende Eigenschaften der Lebesguesummen zuriickgefithrt werden

konnen.

Satz 6.2 Fs seten M C R”™ mefibar, beschrinkt und fi, fo : M — R mefibar, beschrinkt sowie
a,3 € R. Dann gilt

/(af1+5f2)dm:ajlfld,a:—l—ﬁj\lfgdx.

M
Gilt zusdtzlich fi < fy auf M, so folgt [ fidx < [ fodx.
M

M
Insbesondere gilt [ fdz < sup|f(x)|u(M).
M reM

Satz 6.3 (,Absolutstetigkeit des Lebesque-Integrals“) Fs seien M C R™ mefibar, beschrinkt
und [ : M — R mefbar, beschrinkt. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0, so daf fir alle
mefbaren Mengen e C M mit p(e) < & die Beziehung | [ fdz| < e gill.
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Der Beweis folgt unmittelbar aus der letzten Behauptung von Satz 6.2.

Satz 6.4 (Vollstindige Additivitil oder o-Stetigkeit des Lebesgue-Integrals) Es seien M C R”
meflbar, beschrinkt und f : M — R mefbar, beschrinkt. Ferner seien die Mengen M; C M,

1 =1,2,..., mefibar und paarweise disjunkt. Dann gilt
/ fde =Y / fdz.
o0 2-:1 .
G .

(Der Satz beinhaltet insbesondere, dafl die letztgenannte unendliche Reihe konvergiert.)

Beweis: Aus der Definition des Lebesgueschen Integrals mit Hilfe der Lebesgueschen Sum-

N
/M fdl:;M/ifdl-.

1

men folgt sofort

2

C

?

Da u( | M;) < e fiir Ny = Ny(¢), erhdlt man die Aussage des Satzes leicht mit Hilfe
i:No
der letzten Aussage von Satz 6.2. 0

Zur Definition des Lebesgueschen Integrals unbeschrankter Funktionen geht man folgenderma-

Ben vor:
Es seien M C R meBbar, beschrankt und f : M — R mefibar sowie f > 0. Fir L e R, L. > 0

definieren wir

N fx) falls o f(z) <L
Jul=) '_{ 0 falls f(:c)>L}

Wegen des Monotoniesatzes fiir Lebesguesche Integrale gilt

/deLCS/deJ: fir L<K.
Y4 Y4

Dies bedeutet, daB ([ fy dz)nen eine monotone Folge ist.
M

Ist diese Folge gleichméaBig beschriankt | so hat sie einen Grenzwert, und wir sagen dann, die
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Funktion f : M — R sei Lebesgue-integrierbar und bezeichnen mit Llim [ frdx das Lebes-
=00 arx

guesche Integral [ fdz von f.
M

Lassen wir die Voraussetzung [ > 0 fallen und betrachten ganz allgemein mefibare Funktionen
f: M — R, so setzen wir

ﬁ@w:{ﬂ@ falls ﬂsz}

0 sonst

und

ﬂ@w:{ﬂ@ falls ﬂwSO}_

0 sonst

Wir bezeichnen f : M — R als Lebesgue-integrierbar, wenn f, und f_ Lebesgue-integrierbar

/fdx:/f+dx—/(—f_)dx.

Es sei angemerkt, daBl aus der Integrierbarkeit von f im Sinne von Lebesgue diejenige von |f|

sind und setzen dann

folgt. (Beim uneigentlichen Riemannschen Integral ist dies nicht so.)

Auch fiir das Lebesguesche Integral unbeschrénkter Funktionen gelten die in Satz 6.1 -

Satz 6.4 aufgestellten Regeln, wie man sich leicht iiberlegt. Als Beispiel beweisen wir die
vollstandige Additivitat des Lebesgueschen Integrals.

Satz 6.5 Sei g : M — R Lebesque-integrabel und M; C M mefbar, M; N My = O fiir i # k.
Dann 1gilt

Beweis: Wegen der Zerlegung f = f; + f_ braucht man dies nur fiir (0.B.d.A.) nichtne-

gative Funktionen f zu beweisen. Es sei also f > 0. Zunéchst gilt

/ fdx:i:v:/fdx. (6.2)

N
U m;
e=1
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Es ist namlich (nach Satz 6.4)

/ dex:iV:/de:U
IM" ;

N =1 57
Y
mit
T fiir T L
Julw) = { f(O ) sonst o= } ’

und fiir L — oo ergibt sich (6.2).
N
Esgit0< [ fde< [ fde=K <oo,d. h.die Partialsummen Y. [ fdz sind
Z:l Mi

M;

1

Uz‘]\il M;

1'cCg

z

gleichmaBig beschrankt .
Daraus folgt (da die Reihenglieder positiv sind) die Konvergenz der Reihe Y. [ fdz,
=1 M;

und es gilt fir N > Ny

Weiterhin gilt fir N > N
/ fdz <e.

Wegen der schon sichergestellten totalen Additivitat des Lesbesgueschen Integrals fiir

beschrankte Funktionen gibt es ein N/ mit
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Wegen

o< [ U-ndes [ (- s
U M U M
z:Né =1

gilt daher
/ fdx < / fdr<e, falls N > N{.
YR U m
i=N =N

Wihlt man K = max (N/, Ny), so folgt

/ fdr <& und Z/fdx<5

1=K
00 M;
U M

Wir erhalten damit
‘ / fdx—Z/fd:c‘ <2

und nach Grenziibergang ¢ — 0 die Behauptung
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7 Konvergenzsitze fiir Lebesguesche Integrale

In dem vorliegenden Kapitel untersuchen wir die Frage, ob aus der punktweisen Konvergenz

fi(z) — f(x) bereits die Konvergenz im Integral [ fide — [ fdx (i — oo) folgt. Zuniichst
M M
iiberlegt man sich, dafl dies i. A. nicht richtig ist. Man wahle M = [0, 1] und setze fiir & > 3

0 0§$<]Z
fk(T): k %§T<%
0 #<z<1

Offenbar gilt f, — 0(k — oo) punktweise in M und [ fydz =1 fiir alle k£ > 3. Daher gilt nicht

M
[ fedz = [ fdx mit f = 0. Man muB also Zusatzbedingungen geben, damit die gewiinschte
M

M
Konvergenz stattfindet. Der wichtigste Satz hierzu ist

Satz 7.1 (Satz von Vitali) Fs seien M C R"™ mefibar, beschrinkt und f; : M — R” integrabel.
Es gelte fi — f (i — oo) punktweise fast iberall in M mit einer Funktion f : M — R™. Die
Integrale [ f; dx seien gleichmdifig absolutstetig, d. h. zu jedem ¢ > 0 existiere ein 6 > 0, so
daf fir alle mefibaren Mengen e C M mit p(e) < § die Ungleichung

‘/fdx <e
]Zfidx—}]Zfdx (1 — 00).

Beweis: (1) Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir den Fall, da§ f integrabel ist. Es sei

gilt. Dann folgt

e > 0 vorgegeben. Aus der vorausgesetzten gleichgradigen (gleichgradig = gleichméaBig)
Absolutstetigkeit der Integrale [ fidz und der Absolutstetigkeit von [ fdz folgt die
Existenz einer Zahl § > 0, so daf}

‘/(fi—f)d:c‘<%, falls p(e) <d,e C M meBbar .

Aus dem Satz von Egoroff folgt die Existenz einer Menge Es C M mit p(Es) < 4, so dafl
fi = f gleichméBig auf M — FEjs fiir ¢+ — oo. Daraus folgt die Existenz eines 1o mit

€ .. . .
‘/(fz—f)dx‘gﬂjl_lgé fx_f‘(/ dx)<§ fir 2>1g.

M—Fy M-E;
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Setzt man e = Fj, so folgt
‘/(fi_f)dl":‘/fid$—/fd$‘<%+%=€ fiir 1>,

und die Behauptung ist unter Voraussetzung der Integrabilitdt von f bewiesen.

(2) Wir beweisen nun die Integrabilitdt von f. Hierzu beweisen wir zunéchst die gleichméaBi-

ge Beschranktheit der Zahlen

M

Wir wahlen e = 1. Es gibt dann ein 6 > 0, so daB fiir alle e C M mit p(e) < § die
Beziehung ‘f fi dT‘ < 1 gilt. Die Menge M ist Vereinigung endlich vieler Teilmengen

M;, 5= 1,..: , N mit u(M;) <d,j=1,...N. Wir definieren

dz .

fi

My = {z € M|fi(x) > 0}, ML := {x € M|fi(x) < 0}.

Dann gilt ,u(MfI_ NM;)<d,j=1,...,N, und daher

MLA, M, Mz, vz,
Daraus folgt
N
/fid.xgz / f:| de + / fildz | <2N,
M =1 :

LNM; MM,

und die gleichmiBige Schranke fiir die Zahlen [, |f;

dz ist gefunden.

Als néchsten Schritt beweisen wir, dafl zu jedem ¢ > 0 ein Lo > 0 existiert, so daf} fiir
alle L > Lo gilt:

0< / fidx < ¢ und 0> / fidr < —¢.
M(f:>L) M(fi<-1L)

Aus der gleichgradigen Absolutstetigkeit der Integrale [ f;dx folgt die Existenz einer
Zahl 6 > 0 mit

0< / fidx < ¢ und 0> / fide > —¢ fir eC M, u(e) <9.

eﬂMj_ enM?
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Es gilt die Abschétzung

2N2/
M

2N
p(M(|fi] = L)) < 7 < o fir L2 Lo,

dx >

M(|fi|>L)

fi

fi

de > Lp(M(|fil 2 L).
Daraus folgt

und daher
0< / fid$<z€, 0> / fid$>—€.
MinM(fi>L) MinM(fi<-TL)

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis, daf f integrabel ist. Hierzu miissen wir zeigen,
daB
Cr, = /(f+)L de und C] = /(—f_)L dx
M M
fiir I — oo beschrankt bleiben. Dazu geniigt es, zu zeigen, da die Folgen (Cp)ren und

(C7 ) ren Cauchyfolgen sind. Wir erinnern an die Definition der Abschneidung (), einer

Funktion h:

ity = { 1) Bl A<

Es gentigt, die Cauchyfolgen-Eigenschaft fiir alle ' € R mit Ausnahme von abz&hlbar

sonst

vielen L € R zu zeigen. Es gilt

‘JZ(fH)de—/(fz'+)1«'d$| = / fiydz < / firdr < e,

M M(L> fi4 >K) M(f;>K)

falls L > K > L. Fithrt man den Grenziibergang 1 — oo, so gilt (fix)r, — (f+)r, (fix)x —
(f+)x punktweise fast tiberall fir alle L mit uy(M(fiz = L)) = 0 bzw. K mit
p(M(fi;z = K)) = 0. Dies gilt fiir alle K, L € R mit Ausnahme von abzihlbar vielen. Da
(f+)1 integrabel ist, folgt aus dem ersten Teil des Beweises

JZ(.}%)L(M %JZ(ﬁ)Ldm ete. .

Wir erhalten damit
|CL—C]{| = |/(f+)L(173—/(f+)]{d73| SS, 'FllT' L, [\"2 Lo.
M M

Die C7, bilden daher eine Cauchy-Folge. Entsprechend schliefit man fiir C'; . Daraus folgt

die Integrabilitat von f, und mit Teil (1) des Beweises ist der Satz damit bewiesen. g
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Eine Folgerung aus dem Satz von Vitali ist der

Satz 7.2 (Satz von Lebesgue oder Satz von der majorisierten Konvergenz): Es seien M C R"
mefbar, beschrankt und f; : M — R meflbar . Es gelte f : M — R. Ferner existiere eine
integrable Funktion g : M — R mil |f;| < g in M. Dann sind f; und f inlegrabel, und es gilt

M M

Beweis: Wir beweisen zunichst die Integrabilitdt von f;. Hierzu muf} gezeigt werden, dafl

die Zahlen [ (fiy)r, dz und [ (fi=);, dz Cauchy-Folgen bilden.
M M
Es gilt fir L > K

\Z(fH)Ld:c—/(fH)m\g [ i< [ ew< [ gw

i M(fi2K) M(f:>K) M(g2K)

Der letzte Ausdruck ist fiir K > Ky kleiner als e, da ¢ als integrabel vorausgesetzt

wurde. Die Folge ( [(fi+)r dz)rey ist daher eine Cauchy-Folge und f;y muB integrabel
M
sein. Entsprechend schlieft man fiir f;_. Aus der Ungleichung |f;| < ¢ folgt fiir jede

meBbare Menge e C M
[ 11 < [ gde.

e

Wegen der Absolutstetigkeit des Integrals [ gdz gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § mit
| [gdz] < ¢, falls u(e) < &, und die Voraussetzungen des Satzes von Vitali sind erfiillt.

Die Behauptung des Satzes folgt damit aus Satz 7.1. o

Bemerkung: Durch einen Widerspruchsbeweis iiberlegt man sich leicht, dal man in den Sétzen
7.1 und 7.2 anstelle der punktweisen Konvergenz fast iiberall die MaBkonvergenz f; = f vor-

aussetzen kann.

Ein weiterer wichtiger Satz ist folgendes Resultat, welches als Lemma von Fatou bekannt ist.

Satz 7.3 : Fs seien M C R™ meflbar, beschrinkt und f; : M — R integrabel, nichinegativ. Fs
gelte fi — f (1 — oo) punktweise fast iberall in M mit einer Funktion f: M — R. Ferner sei
liminf [ fidx endlich. Dann ist f integrabel, und es gilt

M

21— 00

=00

fdz <liminf / fidz.
M
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Beweis: Es sei
ho(x) = h(x) falls h(z) < L
L N 0 sonst

Dann gilt (fi)r, — (f)r, punktweise fast tiberall fiir alle reellen L mit Ausnahme abzihlbar

vieler, und aus dem Satz von Lebesgue folgt [ (f;)rdz — [ frdz. Daraus folgt fiir
M M
7 2 io(&')

0§]Zdex§e+/(fi)de§e+JZ fidx.

M
Es sei A C N die Teilfolge, so daB [ fidz — liminf [ fydz, i€ A,i— oo.
M k—o0 M

LaBt man fiir diese 7 € A in der letzten Ungleichungskette 1 gegen oo gehen, so folgt

Og/ffjd;vge—l—ligninf/fkd;c.
— 00
M M

Daher ist [ fr dz beschrinkt fiir L — oo, und daher ist f integrabel. Grenziibergang
M

L — oo ergibt
/ fdx §6+liminf/ frdx,
k—o0
M M

und anschliefender Grenziibergang ¢ — 0 ergibt die Behauptung. 0

Satz 7.4 (Satz von Beppo Levi oder Satz von der monotonen Konvergenz): Fs seien M C R”
mef$bar, beschrinkt und f; : M — R™ integrabel. Fs gelte f; /' [ punktweise fast iberall in M
mitl einer Funktion f: M — R, d. h. es gelle f; — f (i = o0) punktweise fast iberall in M und

fi < fiyr, i € N. Die Zahlen [ fidx seien gleichmipig beschrinkt. Dann ist f inlegrabel, und
M

/fﬂhc—)/fdm (1 — c0).
M

M

es qgilt

Beweis: Es ist f; — fi > 0 fast {iberall und f; — fi — f — fi punktweise fast iiberall
(i — c0). Da die Zahlen [ f;dz gleichméBig beschrinkt sind, ist lign inf [ (fi — fi)dx
M oM

endlich. Aus dem Satz von Fatou folgt daher, da f— f; und damit f integrabel ist. Es gilt
fi < fi < f, d. h. die f; werden nach oben und unten durch die integrablen Funktionen
fi und f abgeschatzt.

Aus dem Satz von Lebesgue bzw. dem Satz von Vitali folgt damit die behauptete Kon-

vergenz [ fidx — [ fdxz (i — o0). 0
M M
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8 Die Lebesgueschen Funktionenriume L”. Vollstandig-
keit

Es sei ) eine meBbare Teilmenge des R™ und p € [1,00[. Mit L?(Q), kiirzer L?, bezeichnen

wir die Menge aller meBbaren Funktionen f : @ — R, fiir die [ |f|P dz existiert. Wenn wir
Q
das Symbol oo als ,Wert “ fiir das Integral zugelassen hatten, miilten wir hinzufiigen: ,,... und

endlich ist®.

Sind g, f € LP, so ist offensichtlich fiir o € R auch af € L? und, wie man sich iiberlegen kann,
auch g+ f € L?. Wir verzichten auf einen ausfiihrlichen Beweis dieser Tatsache; sie ergibt sich

aus der Abschatzung fiir die Abschneidungen f;, und gy, :

p/|fL+gL|pdx <, / filpde + / lgulP da. (8.1)
Q Q Q

Diese Abschatzung folgt aus der entsprechenden Ungleichung fiir die Lebesgueschen Summen.
Grenziibergang I — oo und Anwendung des Satzes von Fatou ergeben die gewiinschte Unglei-

chung:

p/|f+g|pdx < p/|f|pdx o, /|g|pdx. (3.2)
Q Q Q

Es gilt daher

Satz 8.1 Die Menge zp(Q) ist beziiglich der iiblichen Addition von Funktionen und Mullipli-

kation mit reellen Zahlen ein reeller Vektorraum.

Setzt man ||f||, = ,/[|f[? dz, so gelten u.a. wegen (8.2) die Regeln:
</ Q

(Positive Homogenitét) e flly = lel | fllp a€R, felr (1)
(Dreiecksungleichung) |1/ +glly < Il + ol frg € 17 )
(Semidefinitheit) I fll, >0, felr (3%)
Ist auf einem reellen Vektorraum V' eine Abbildung || - || : V — R gegeben, welche die obigen

drei Eigenschaften erfiillt, so nennt man diese Abbildung eine Seminorm auf V. In diesem

Sinne ist die oben eingefithrte Abbildung || - ||, : L?(2) — R eine Seminorm. Eine Seminorm



Die Lebesgueschen Funktionenrdume LP. Vollstandigkeit [**%%] 35

I|-]] : V — R heiBt Norm, wenn anstelle der Bedingung (3’) die Bedingung der Definitheit,

namlich
[fI[Z0 VfeVund||f]|=0& f=0 (3)

gilt. Man nennt den Raum V dann einen normierten Raum. Der Raum L? (Q) ist leider kein

normierter Raum beziiglich || - ||,, da aus [ |f|?dz = 0 nicht notwendig f = 0, sondern bloB
Q

[ =0auf Q— F mit u(F) = 0 folgt. Da fiir normierte Raume viele niitzliche Satze gelten, fithrt
man einen, dem Raum I? verwandten Raum LP ein, welcher beziiglich || - ||, ein normierter

Raum ist. Dies geschieht folgendermafBlen: Es sei

N = {f e L") ||fll, =0}

Wegen der Eigenschaften (1) und (2) der Norm ist N ein linearer Unterraum von LP(Q). Wir
definieren nun den linearen Raum L?() als Restklassenraum ZP(Q)/N, d. h. die Elemente von

L?(Q) sind Klassen von Funktionen, deren Differenz in N liegt:
PQ) :=A{[f]C P Q))g—he N falls g,helf]}.

Man setzt off] := {aglg € [f1}, [fT+ [g] := {h1 + halha € [f], ha € [g]} fiir [f],[g] € LP(Q).
Beziiglich dieser Operationen ist LP({2) ein reeller Vektorraum. Das Nullelement ist N. Die
Norm eines Elementes [f] aus L?(Q) wird definiert durch ||[f]||, := ||g||, wobei g ein Element
aus [f] ist. Die Definition der Norm mittels eines Représentanten ist von der Auswahl des

Reprisentanten unabhingig, denn wenn ¢' € [f], so folgt

lglly +0 = llgllo + lg" = gll» = lg'll», also|lgll, = llg'll,,

und nach Vertauschung von g und ¢’ dann ||¢’||, > ||g|,, also schlieBlich ||g||, = ||¢||,- Offen-
sichtlich gelten fiir [f], [g] € L?, @ € R die Beziehungen

ol Al = lad 11U
LT+ 9l < N + gl
LA = 0 )
Auflerdem gilt nun aber die Eigenschaft (3) der Definitheit. Ist ||[f]||, = 0, so folgt ||g||, = 0
fur alle g € [f], und daher g = 0 auf M — E mit y(F) = 0. Daraus folgt ¢ € N, d. h. [f] = N,

also gleich dem Nullelement in LP(2).
Wir halten fest:

~—~
—_
~—

N
)
R —

Satz 8.2 Der Raum LP(Q) ist beziiglich der eingefihrten Abbildung || - ||, : LP?(2) — R ein

normierter Raum.
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Die Raume L?(Q) sind iiberdies hinaus vollstdndig normierte Rdume. Diese Eigenschaft der
Vollstandigkeit ist von grofler Wichtigkeit fiir die Analysis. Um den Begriff der Vollstandigkeit

zu definieren, fithren wir zunachst den Begriff der Konvergenz in L? ein:

Definition 8.1 Fine Folge (f;):2, von Elementen f; € LP(Q) konvergiert in LP(Q) gegen das
FElement f € LP(Q), in Zeichen f; — [ in LP(Q), 1 — oo, wenn ||f; — f|[, = 0 (i — oo0).
[ heifit der Limes von (f;)ien in LP. (Man spricht auch von der Konvergenz im Mittel oder
p-Mittel.)

Man iiberlegt sich leicht, da aus f; — f, ¢ — f in L?, oy = o in R die Konvergenzen
fitgi— f+gin LP (i = oo) und o, f; — af in LP(Q), (i — oo) folgen.

Definition 8.2 Fine Folge (f;)ien von Elementen f; € LP(Q) heifft Cauchy-Folge in LP(Q),

wenn zu jedem ¢ > 0 ein ng € N existiert, so dafl

fi = fellp <e  fiir i,k >mno.
Es gilt der fundamentale Satz tiber die Vollsténdigkeit der LP-Raume:

Satz 8.3 (Vollstindigkeil der Riume LP): Jede Cauchy-Folge in LP(Q) besilzt einen Limes in
LP(Q).

Beweis: Die Behauptung des Satzes ist dquivalent zu der Aussage:

Ist f; € L? und

||fi_fk||p = p/|fi_fk-|pd-’1;_>0 fur 7:,]{?—)00,
Q

so gibt es ein f € L? mit
Lfi=fllp =0 (i = o0).

Dies ergibt sich folgendermafBlen: Aus dem im Anschlufl bewiesenen Hilfssatz folgt die
Existenz einer Teilfolge ( fi, )xen und einer Funktion f: Q@ — R, so daB f;, — f punktweise
fast tberall konvergiert. Aus der Voraussetzung folgt, daB zu jedem ¢ > 0 ein N € N
existiert mit

[l girds <5 iz v,
Q
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Halt man ¢ fest und 1aBt k& gegen unendlich gehen, so erhélt man aus dem Satz von Fatou

E:p
/|fi—f|pdx§5<ep, 1> N, (%)
Q

und insbesondere die Integrabilitat von |f; — f|, damit also f; — f € L? und f € L”.
Bedingung (%) bedeutet gerade

lfi—=fll,<e iz2N,
und damit ergibt sich f; — f in L?(Q), (i — o0). 0

Hilfssatz 8.1 Fs seien M C R"™ mefbar und (f;)2, eine Folge mefbarer Funktionen
fi: M — R. Es gelte fiir jede Zahl o0 > 0 die Konvergenz

d. h. zu jedem ¢ > 0 existiert ein No = No(e,0) € N mil
p(M(1fi = fil 2 0)) <& fir i,k = No.

Dann gibt es eine mefibare Funktion f : M — R und eine Teilfolge (fi,)i2,, ix € N, die
punktweise fast iberall in M gegen f konvergiert.

Beweis: Zum Beweis konstruieren wir uns eine Teilfolge (f;, )72, der urspriinglichen Folge,
so daB fur fast alle z € M die Folge (f;, );2; eine Cauchy-Folge ist. Diese Folge muf einen
Limes haben (nach dem Cauchyschen Kriterium), den wir mit f(z) bezeichnen. In den
Punkten, wo (f;, (2)):2, nicht konvergiert, definieren wir f(z) = beliebig, z. B. = 0. Dies
definiert die gesuchte Funktion f: M — R.

Die gewiinschte Teilfolge (f;, )32, definieren wir uns folgendermafen: Da nach Vorausset-

zung p(M(|f; — fr] > 751)) = 0 fiir i,k — oo, gibt es ein i; € N, so daB

1 [ :
pM(fis = il 2 757)) < gp fiir ke N k>,
Weiterhin gilt nach Voraussetzung
1
p(M(|f: fk|_2_21)>—>0 fir 1,k — o0o.

1
< = EeN, k>u,.
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Allgemein seien i1, ... i, € N, 47 < iy < ... < iy, schon konstruiert, und es gelte

1 1 ,
w(M(1fi,, = fxl 2 N<—, keN, k>ip,.
m - 27 2m

Dann gibt es ein 1,41 € N, 4,01 > 15, mit

1 P
(m + 1)2mt17) ™ gmi1

(M (| frsr = ful > EEN, k>ipng.
Damit haben wir durch vollstandige Induktion eine Teilfolge (fi, )ren konstruiert mit der
Eigenschaft

1

1 . . .
/“L(M(|f2m_f2m+1|2m—))<2_m7 b < I, Z’mENa m:1727'-- .

Wir setzen

1
My, = M(|fi,, — fir | > —),
(|fm fm+1|—m2m>

und fir N € N » .
Ry = U M,, sowie R = ﬂ Ry .

m=N N=1
Wir wollen zeigen, daB y(R) = 0 gilt. (AnschlieBend wird sich ergeben, daf fir z € M — R
die Folge ( fi, (z))ren eine Cauchy-Folge ist.) Offensichtlich gilt aufgrund der Konstruktion

p(rx) = p(| M) < 3 n0) <3 =N

Die letzte Zahl ist der Reihenrest der geometrischen Reihe, der gegen 0 geht fir N — oo.
Daher gilt

p(Ry) — 0,(N — o0),
7 (ﬁ RZ-> -0 (K — o)
und p(R) = Bh_r)rio 7 (ﬂ R)

Es sei nun 2 € M — R. Wir wollen zeigen, da§ (f;, (z))reny Cauchy-Folge ist. Hierzu sei
¢ > 0 vorgegeben. Wir miissen ein Ny € N finden mit

|fir () = fij ()] < fiir k5> No.
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Daz e M—R,giltz ¢ R= () Rn,d. h.esgibtein Ly € Nmit z ¢ Ry, . Dies bedeutet
N=

1

v¢ () My, dh.

m:Lo
1 .
x¢Mm:M(|f27n_f2m+l|2—> fllr mZLO
m2m
Dies bedeutet wiederum
1

|f2m(x) - fim+1($)| < W fiir m Z LO-

Wir wihlen Ky € N, so dafl ﬁ < ¢ und setzen Ny = max(Ky, Ly). Es gilt dann
6 .
| fi,. (z) — fz‘m+1($)| < om fir m>Ny.

Daraus folgt fiir 7 > m > N

—_

J= J-1

Finl@) = @] £ 32 ule) = fp @) < 3 5o <e.

k k=m

Il
3

Damit ist in der Tat nachgewiesen, daf (f;,(z))ren eine Cauchy-Folge bildet, und der

Hilfssatz ist bewiesen. 0

Ist ein normierter Raum V beziiglich seiner Norm vollstandig (d. h. jede Cauchy-Folge beziiglich

dieser Norm hat einen Limes), so nennt man diesen Raum einen Banach-Raum.

Wir erwahnen noch, dafi im Fall p = 2 die Abbildung (+,-) : L?(Q) x L*(Q) - R
(ho)i= [ Jade, Ferer®, jeger’(n).
Q

ein Skalarprodukt in L?(Q) definiert, d. h. es gilt fiir o, 8 € R, [, fi1, f2, g € L*(Q)

(afi + Bfo,g) = alfi,g) + B([2,9) (1)
(f:9) = (9. 1) (2)
(f,f)20 sowie (f,f)=0<:>f=0 (3)

Ein (reeller) Vektorraum V mit Skalarprodukt heiBt prahilbertscher Raum. Definiert man auf V
mit Hilfe des Skalarprodukts eine Norm durch ||u|| := 1/(u, u), so ist dieser Raum beziiglich die-
ser Norm insbesondere ein normierter Raum. Ist der Raum beziiglich dieser Norm vollstandig,

so nennt man den Raum einen (ree]]en) Hilbert-Raum.



