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1 Der Gaufische und Stokessche Satz in der Ebene

Der sogenannte Hauptsatz der (eindimensionalen) Differential- und Integralrechnung besagt,

daB ,
/ FE)de = [(8) — fla), [ C'[ab],

b
d.h. das ,eindimensionale“ Integral | wird durch einen ,nulldimensionalen® Randterm f(b) —

a
f(a) ausgedriickt. In Form des sogenannten Gaufischen Satzes gibt es ein n—dimensionales

Analogon. In diesem Kapitel wird der zweidimensionale Fall behandelt.

Es sei a,b € R,a < b, und g1, g2 : [a,b] — R stetige Funktionen, g1 < g9 auf ]a,b[. Die Punkt-
menge B = {(z1,1,) € R*|zy € [a,b], g1(x1) < 23 < go(x1)} wird in der Anfangerliteratur als

’

Normalbereich bezeichnet.

Graphvong,

-

a b X
Graph von g,

Der folgende Hilfssatz ist bereits eine Billigversion des Gaufischen Satzes.

Hilfssatz 1.1 Sei v € CY(B) und B das oben definierte Normalgebiel. Dann gill

b a

B/ D e = - [ uteonten de — [ ute.oute)) de (1.1)

a b

(Links findet man ein zweidimensionales, rechts zwei eindimensionale Integrale.)

Beweis:

Zunachst wird angemerkt, daB das zweidimensionale Riemannintegral existiert, da der
Integrand stetig ist und Normalbereiche Riemann-meBbar sind (Ubungsaufgabe). Nach
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dem Satz von Fubini gilt

b g2(z1)

0 0
/a—mu(ml,m)dm :/ / 8—:6211,(.7:1,.7:2)(1362 dry =
B a

gl(rl)
b

_ —/u(ml,gl(xl))dxl —I-/bu(xl,QQ(xl))dxl

a

woraus die angegebene Formel (1.1) folgt. 0

Die rechte Seite von (1.1) soll nun als Kurvenintegral ausgedriickt werden, so daB man die

gangige Form des Gauflschen Satzes erhalt.

Den Graphen von g, und g, entsprechen Kurvenstiicke I'y und I'; mit den Parameterdarstel-
lungen

1 t 9 b+a—1
P0(t) = ( gl(t)),te[a,b] und (1) = (gQ(a_l_b_t)),te[a,b]

Y

a b X,

Offensichtlich ist u(¢, g1(€)) = (“(60(1)(5))> cp) = fbu(f,gl(f))df = [ (§)d3. Man erinnere

0 a F1
B
sich an die Definition des Kurvenintegrals [ f-ds = [ f(¢(t)) - ¢(1)dt, wenn ¢ : [a, 5] — R”
r o
eine Parametrisierung der Kurve ist.

Entsprechend gilt

a

[ulem©)dt = [uv+a—tgo+a- o)

_ / ( u(so(;)(t)) ) () dt = / ( g )ds.

Ty
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Wir betrachten noch die Kurvenstiicke Cy und €5 . Cy hat die Parametrisierung 1/)(2)(15) =
(%), telgia),gala)]; Cy entsprechend () (1) = (;’) 1€ [g1(b), g2(b)].

Esgnf(@d;:f(wwyﬂ0.¢@ayﬁ:o.
C;

Bezeichnet nun I' die aus den Kurvenstiicken I'y, Cy, T'g, Cy der Reihe nach zusammengesetzte

geschlossene Kurve, so ergibt sich

b a

- [uten@ie~ [uemenie=-[ ().

a

Fiir das Kurvenintegral [ (§)d3 schreibt man auch

/(g)ﬁz/umy

r r

Die Kurve I' lauft von dem Punkt (a, g;(a)) tiber die Punkte (b, g1(b)), (b, g2(b)), (a, g2(a)), also
im mathematisch positiven Sinne. (Das Zusammensetzen von Kurvenstiicken zu einer einzigen
Kurve erreicht man durch Verschiebung der einzelnen Parameterintervalle, so daf sich diese zu

einem einzigen Intervall zusammenfiigen.) Wir fassen zusammen:

Satz 1.1 Sei B ein Normalbereich des R? mil einer positiv orientierten Randkurve I'. Dann

gilt
0 5
a'—mudmldl@:—/( Z(; >ds. (1.2)
T

Um auch einfache Gebiete wie Kreise im Satz von Gaufl behandeln zu kénnen, dehnen wir den
Begriff des Normalgebietes auf Punktmengen B = {(z1,22)|a < 21 < b, g1(21) < 22 < go(21)}
aus, wenn gy, g stetig, aber nur im Innern von [a, 8] stetig differenzierbar sind. Zusatzlich wird

verlangt, dafl die Bogenldnge der Kurvenstiicke mit der Parametrisierung (gi?t) ), L€ la,a+e]
bzw. t € [b — ¢, b] gegen Null fiir ¢ — 0 geht.

Satz 1.1 iibertragt sich dann fiir diese Bereiche B, indem ein Grenziibergang durchgefiihrt
wird. Will man z.B. den Kreis B als Grenzgebiet zulassen, schneidet man links und rechts ein
Stiickchen R: | (i = 1,2) ab. Das verbleibende Gebiet ist ein simples Normalgebiet gemif

unserer Definition, in dem der Satz von Gauf} gilt.
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N n

Geht man zur Grenze h — 0, gilt

/%udm—)ﬁ und  — [ (§) =0, 1=1,2,
. ri

da [T%| =0 und p(R:) — 0. Man erhilt damit den Satz von GauB auch fiir Grundgebiete

der beschriebenen Art.

Satz 1.1 1aBt sich ausdehnen auf allgemeine Bereiche, die wir hier ,verallgemeinerte Normalbe-
reiche® nennen, die aus der Vereinigung endlich vieler Normalbereiche bestehen, welche an den

senkrechten geradlinigen Teilen des Randes zusammenstofen.

A
V3
/ )
) i
\ )
I )
v

Man wendet Satz 1.1 auf die Bereiche B; an. An den Schnittflichen heben sich die Kurvenin-
tegrale weg, da sie gegenlaufig sind.

Satz 1.1 gilt entsprechend fiir die Ableitung von u nach der ersten Variablen

/a—xlud:ﬂ— /(2)0[5’ (1.3)

r
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Das +-Zeichen entsteht, weil die Vertauschung der Variablen z;,z, eine Spiegelung an der
Geraden (27 = x) und damit eine Umkehrung der Orientierung der Randkurve I' bedeutet.
u

Fassen wir Satz 1.1 und Aussage (1.3) zusammenmitw = () = (s ), divw = 887111)1—{—887211)2.

Wir erhalten somit eine Form des Satzes von Gauf} in der Ebene

Satz 1.2
/divwdm:/( i )dg,
+wy
B r

sofern w € CY(B,R?), und B ein beziiglich beider Koordinatenrichtungen verallgemeinertes

Normalgebiet ist.

Wir wollen Satz 1.2 umschreiben, indem wir die Bogenlange als Parameter fiir die Kurve T’
einfithren. Sei ¢ : [a, 3] — R? eine stetige, stiickweise gleichméBig differenzierbare Parameter-
darstellung der Randkurve T', und es gelte a%go(f) # 0 fiir alle £ € [, 3], in denen ¢ differen-
zierbar ist. Die Bogenldnge des Kurvenstiicks von ¢(a) bis ¢(t) ist

st = | |§§¢<s>|d5 (1.4)

wobei die Punkte ¢, in denen ¢; nicht existiert, ausgenommen sind. Da s > 1 bis auf endlich

viele Werte, liefert (1.4) eine umkehrbar eindeutige, orientierungserhaltende Abbildung des

Parameterintervalls [a, 3] auf [0, |T'|], |I'| =Lange der Kurve, und es gilt
di(s) 1 B 1
ds  ds -

[(t())]
)

Wir betrachten, daf

D — o @) _ ()
P = BN T = s

—go(t(s))‘ = 1 und somit %g@(t(s)) ein Tangentenvektor mit Norm 1 ist.

und erkennen, daf}

d
ds
Offensichtlich ist —1—~=(—2(t(s)), ¢1(t(s))) orthogonal zu (¢(s)) und daher ein Normalenvektor

l&(¢(s))]
im Punkt ¢((s)).

Wir wollen uns iiberlegen, ob dieser Normalenvektor ins Innere des Gebietes B oder ins AuBere
gerichtet ist. Da der Ubergang zur Bogenlinge als Parameter die Orientierung nicht verindert,

gentigt es, die Frage fiir (—¢2(1), ¢1(1)) zu entscheiden.
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Fiir das Kurvenstiick I'y ist
(=@2(t), @1(1)) = (=41 (1), 1)

die zweite Komponente des letzten Vektors > 0, zeigt also ,nach oben® und damit ins Innere

von B. Ahnlich schlieBt man fiir die anderen Kurvenstiicke, d.h. der Normaleneinheitsvektor

W(s) = li(s))

zeigt ins Innere von B.

"Normale zeigt nach innen."

Y

Wir schreiben noch ¥(s) = ¢(t(s)), d.h. ¢ ist eine Parametrisierung von I' mit der Bogenlinge

als Parameter und beachten, daf}

—wy(1(s)) d _ d d
( wi(Y(s)) ) . Ed)(s) B w1$¢2 B wz@ﬁh P
= (s o)

Damit 14Bt sich Satz 1.2 umschreiben in Satz 1.3. Unter den Voraussetzungen von Satz (1.2)
gilt

Satz 1.3 (Satz von Gaufl in der Fbene)
IT’|

/divwd:c = —/w(go(s)) u(s) ds

B 0

Hierbei ist ¢ eine Parametrisierung des Randes durch die Bogenlange s und v(s) der ins Innere

von B gerichtete Normaleneinheitsvektor am Punkt ¢ (s).

Der Stokessche Satz in der Ebene. Setzt man in Satz 1.2
. . . 0 . J .
Wy = —Wsq, Wy = Wy, TOLW = —wy— —uy
1 0z

so ergibt sich
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Satz 1.4 (Satz von Stokes im RQ)

/rotﬁ)da}:/ﬁ)- ds

B r

Illustration

Sei B= B(0,r) ={z € R2||$| < r}. Dann entspricht I' dem Kreisrand (|z| = r).
(

Sei w(x) = (51 ). Dann ist divz = 2. Der nach innen gerichtete Normaleneinheitsvektor an der

Stelle z st — Nach dem Satz von Gauf gilt
IT| IT|
2mr? = / divedr = / x-—ﬁds = / rds=|I'lr = || =2nr
T
B 0 0

Als wichtige Anwendung des Gauflschen Satzes in der Ebene werden wir den Cauchyschen
Integralsatz in Kapitel 3 behandeln. Zur Vorbereitung benétigen wir die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen, welche im folgenden Kapitel behandelt werden.
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2 Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Es bezeichnet C die Menge der komplexen Zahlen z = a +i3,a,3 € R, = —1.

Wiederholung einiger Begriffe: Re(z) = o, Im(z) = 3 (,,Real- und Imaginéarteil*);

Betrag von z: |z| = \/a? + 3%, 2 = a — i3 (konjugierte komplexe Zahl);

e-Umgebung von z : U.(z) = {z « C||z — 20| < e}

Konvergenzbegriff in C: z,, = 2z & |z, — 2| = 0;

Komplexe Zahlen z = a+18 € C,a, 3 € R werden in der sogenannten Gauflschen Ebene durch
Punkte oder Vektoren (%) € R? dargestellt;

Es sei U(zp) C C eine Umgebung von zy € C und v : U(zy) — C eine (,komplexe*) Funktion,
u 148t sich darstellen in der Form u(z) = u(§+in) = v(&,n) +1w(é,n),z = E+in, &, n € R mit

reellwertigen Funktionen v und w.

Definition: u heiBt an der Stelle z (komplex) differenzierbar < es existiert eine Zahl, bezeichnet
mit u'(z), so daB
m u(z + h) —u(z)

h—0,h£0 h
heC

= u/(2)

Die komplexe Differenzierbarkeit zieht eine Fiille von Eigenschaften der Funktion u nach sich,
wie wir desweiteren sehen werden. In diesem Kapitel zeigen wir nur, dafl obige Differenzier-
barkeit zwei Differentialgleichungen - die Cauchy-Riemannschen - zwischen v(€,7) = Re(u(z))
und w(&,n) = Im(u(z)) impliziert.

Satz 2.1 Es seiu:U(z) — C an der Stelle z differenzierbar.

z =+ u(z) = v(€n) +iw(é,n) = u'(2) = ve(§,n) +1we(€,n) = v, (§,1) + w,(€,7)

Hierbei bezeichnet ve,w, elc. die entsprechende partielle Ableitung von v nach £ etc..
Aus Satz 2.1 liest man ab

Satz 2.2 Aus der komplexen Differenzierbarkeit der Funktion u : U(z) — C folgt:

Uf(fa 77) = wﬂ(fa 77)’ Uﬂ(fa 77) = _wf(f, 77) : (21>

Bemerkung: Es gilt auch die Umkehrung von Satz 2.2. Aus der Giiltigkeit von (2.1) folgt die
komplexe Differenzierbarkeit der Funktion u (siche Ubungsaufgaben)
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Die beiden partiellen Differentialgleichungen fiir v und w, also der Real- bzw. Imaginéarteil von

u, heifen Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen.

Beweis von Satz 2.1:

Wir nutzen die Beziehung

lim u(z + h) —u(z)

h—0,h#£0 h

= u/(2)

einmal fiur A = h; € R, hy — 0 und einmal fiur A = 1hy, hy € R, hy — 0 aus. Im ersten Fall
folgt

u(z 4+ h) —u(z) _ v(€+ hi,n) —v(€n) N iw(f + hy,n) —w(&,n)

I
A » » —u (z)

d. h. die Existenz der partiellen Ableitungen v und we und die Gleichheit v¢(€,n) +
iwe(€,m) = u'(z). Setzen wir hingegen h = ihy, hy € R, folgt

u(z+ h) —u(z) _ v(€,n+ hy) —v(€n) N Z,w(f, +h + hy) —w(&, )
h ihy ihy

— u'(2)

und
—ivg(&,m) + wy(&m) = v'(z).

Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil von u/(z) ergibt sich

Ug = wn, wg = —U77

Beispiel: (i) Die Funktion u(z) = Z ist nicht differenzierbar!

u(z) =€ —in, ve =1, w, = —1, ve 7# wy !
Gliicklicherweise ist u(z) = z differenzierbar.

(ii) f(z) = 2™ ist komplex beziiglich z € C differenzierbar, da
m—1

zth :_Z = %(Z+h—2) > (Z+h)jzm_1_j — mz™"fiir h — 0,h € C,h # 0. Konvergente Po-
=0
tenzreihen sind komplex differenzierbar, wenn die abgeleitete Reihe auf Kompakta gleichmaBig

konvergiert, etwa sin z, cos z, €.
Mit z = &€ + i, &, reell, gilt

e = e*e’ = ef(cosn + isiny)
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Es gilt in der Tat (efcosn), = (—e*sinn)e und (efcosn)e = (e*sinn),, d.h. die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen sind erfiillt.

Wir werden spéater sehen, daf eine auf einer offenen Menge Q C C differenzierbare Funktion «
unendlich oft differenzierbar ist. Aus den Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen folgt

dann
Veg = Wey,  Wey = —Upy und damit vee + vy = 0. Analog gilt  wee +wyy = 0.

Man drickt dies aus in

Satz 2.3 Real- und Imagindrteil einer komplex differenzierbaren Funktion sind harmonische
Funktionen beziglich £,n.
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3 Der Cauchysche Integralsatz

Auch in der komplexen Ebene 148t sich der Begriff des Kurvenintegrals einfiihren.

Definition: Eine stetige Abbildung ¢ : [a, §] — C eines reellen Intervalls [a, 5] in die komple-

xen Zahlen C heifit Parameterdarstellung einer Kurve I'.

Eine Kurve I' in C wird wie im R” als Aquivalenzklasse von Parameterdarstellungen definiert.

I heiBBt stiickweise glatt, wenn ¢ bis auf endlich viele Punkte differenzierbar ist und die Ableitun-
gen gleichmafBig stetig sind. Die Ableitung ¢ ist wie iiblich als Limes von Differenzenquotienten
definiert. Mit ¢(t) = @1(t) + ip2(t) (@1, @2 reelle Funktionen), ist ¢ = ¢y + 1¢s.

Es sei nun f: ' — C eine komplexe Funktion (préziser: f : {z € (C‘z =p(t), t € [a, 0]} = C)

Das Kurvenintegral [ fdz 1iBt sich definieren als Limes von Riemannschen Summen
r

Y Fem))eltinn) = olt;))

j=1
mit einer Unterteilung o =ty < #; < ... < {ny = [ und einer Belegung 7; € [t;,1;41].

Alternativ, falls die Parameterdarstellung ¢ von T' stiickweise glatt ist, definiert man

/ fdz = z / fdz = Z 7 Fle)é(t) di

Qy

Hierbei sind I'; die Teilkurven und [a;, 3;] die Teilintervalle, in denen I' glatt ist. Beachte, dafl f¢

kein Skalarprodukt ist wie bei reellen Kurvenintegralen, sondern eine komplexe Multiplikation.

Der Cauchysche Integralsatz ist ein iiberraschender, zentraler Satz der sogenannten Funktionen-
theorie, also der Theorie differenzierbarer Funktionen von C nach C. Er erscheint in dem hier
eingeschlagenen Beweisweg als Konsequenz des Gauflschen Satzes in der Ebene. Wir benétigen

daher eine, fiir Anwendungen vollig ausreichende Voraussetzung an die Kurve T'.

Voraussetzung 3.1 I' sei Randkurve eines verallgemeinerten, einfach zusammenhdngenden
Normalbereichs B C C mit einer steligen, stickweise gleichmdfig stetig differenzierbaren Para-
metrisierung ¢ : [0,1] — C. Von einer Randkurve sprechen wir, wenn I' den Rand von B nicht

mehrfach in der gleichen Richlung durchliuft.

In der Tat erfiillt die in Kapitel 1 angegebene Parametrisierung des Randes diese Voraussetzung.
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Der Begriff Normalbereich wurde in Kapitel 1 fiir B C R? eingefiihrt und wird hier in Analogie
beziiglich der reellen und imagindren Achse verwendet.

Satz 3.1 (Cauchyscher Integralsalz) Es sei Q@ C C offen und einfach zusammenhingend. Es
sei [ :Q — C komplex stelig differenzierbar. Ferner sei I' eine geschlossene Kurve in € und
gentige der Vorausselzung 3.1. Dann gill

/fdz:O (3.1)

Bemerkung: Es gilt auch die Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes in einfach zusam-
menhdngenden Gebieten. Gilt fiir eine stetige komplexe Funktion f die Bedingung (3.1) fiir alle
geschlossenen Kurven I'; welche Voraussetzung 3.1 geniigen, so ist f komplex differenzierbar.

Dieses Ergebnis ist auch als Satz von Morera bekannt (siehe Ubungsaufgabe).

Beweis von Satz 3.1 : Wir iibersetzen das Integral [ fdz ins Reelle. Es gilt
r

/f@:jﬂwmﬂmﬁ

1 oh

wobei [= [ ,0=ay<...<a,=1und ¢ in |a;, a;1.1] gleichméaBig stetig differenzier-
0 i1

bar ist.

Seil p(t) = ¢1(t) + ia(t), 1, 2 reell, und (1) = (£27).

SchlieBlich sei f(£4in) = u(€,n) + iv(€, ) mit reellen Funktionen u, v und reellen Varia-
blen &,

F/fdz -

= [ ety = [+ v +iga(o) d =
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- [ (- (-

_uv>-d§+z'/<5)-d§

Hierbei ist I' die zur Parametrisierung ¢ gehérige geschlossene Kurve in R2. (Wiirde man
C und R? identifizieren, wire I' = f)

Nach dem GauBschen Satz in der Ebene, Satz 1.3, folgt

r/fdz:/(—vg—un)dgdnﬂ/(ug—vn)dgdn

B B

:0/(
:F/<

=

Nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ist aber sowohl —ve —u,, = 0 als

auch u¢ — v, = 0. Daraus folgt [ fdz = 0. =
r

Es gibt sehr viele Beweise des Cauchyschen Integralsatzes. Schéner ist es, wenn man beim
Beweis innerhalb der komplexen Funktionentheorie bleibt und nicht den Umweg tiber das Reelle
beschreitet. Die Aussage des Cauchyschen Integralsatzes gilt im Allgemeinen nicht, wenn f nicht

komplex differenzierbar ist.

Beispiele

(i) (Ubungsaufgabe): Sei f(z) = z und ' = {re®*|0 < ¢ < 27 }. T lauft in positiver mathema-
tischer Richtung entlang des Kreises C, = {z € (C‘ |z| = r}. Dann gilt [ f(2)dz # 0
r

(ii) Lemma 3.1 Sei I' definiert wie in Beispiel (i). Dann gilt

/z“l dz = 2m

r

Bemerkung: z=! ist bei 0 + 0 nicht differenzierbar, daher sind die Voraussetzungen des
Cauchyschen Integralsatzes nicht erfiilllt. Wenn I den Nullpunkt nicht umschlieflen wiirde,
wire [z7!'dz = 0 nach Satz 3.1.

r

2r 2T
Beweis von Lemma 3.1: [ z7'dz = f(re“)_lrieﬁ dt =1 [ dt = 2mi o
r 0 0
Wunderbarerweise gilt jedoch



Der Cauchysche Integralsatz [14.01] 14

Lemma 3.2 Seim € Z, m # —1 und " wie oben. Dann gill

/zmdz:()

r
Beweis:
2
/Z_m dz = /(re”)_m riet dt =
r 0

2T

_ Z-T_—m-}-l / e(l—m)it dt =

=g
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4 Die Cauchysche Integralformel

Es sei Q C C eine nichtleere offene Punktmenge. Es sei I' eine geschlossene Kurve in €2, welche

der folgenden Standardvoraussetzung gentige.

Voraussetzung 4.1 T besitze eine stetige, stickweise stetig differenzierbare Parameterdarstel-
lung ¢ : [0,1] — C und die Menge {p(t)|t € [0,1]} sei Rand eines einfach zusammenhdngenden
verallgemeinerten Normalbereichs B. ' sei positiv orientiert und durchlaufe den Rand von 0B
nicht mehrfach in der gleichen Richtung.

Der Begriff ,,positive Orientierung® wurde hier nicht prazise definiert. Beim Durchlaufen des
Parameterintervalls von 0 bis 1 liegt das von der Kurve eingeschlossene Gebiet B links zur
Fahrtrichtung von (). Ein moglicher - nicht aquivalenter! - Ersatz fiir die Bedingung, dafi I’
positiv orientiert ist und @B nicht mehrfach in der gleichen Richtung durchlauft, ist

1 1

Qm z — 2p
r

dz=1, wenn zy€ B.

Diese Bedingung 1a8t z. B. zu, dafl die Kurve (n 4 1)-mal in positiver und n-mal in negativer

Richtung durchlaufen wird.

Satz 4.1 Seit Q C C nicht leer und offen, f : Q — C komplex stetig differenzierbar. Es sei T’
eine geschlossene Kurve in Q, welche der Voraussetzung 4.1 geniige. Ferner sei zq € Q, zg liege

in dem beschrinkten Bereich B, welcher I' als Rand hat. Dann gilt:

f(20>_i/mdz

Qmw Z — 2
T

Beweis: Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist

7f(z) dz = 7]"(2‘) dz
J Z — 2o J Z — 2

wenn C, die positiv orientierte Randkurve des Kreises {z € C| |z — 20| =1} C B ist.

Q
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Es gilt
f(2) dz = / f(2) = J(20) dz + /(20) dz = A, + A
Z— 2p Z— 2 Z— 20
C Cr Cyr
Mit Lemma 3.1 gilt
A= / f(Zo) dz / = 2im f(z0)
Z — 2o Z =20

Cr Cy

Weiterhin gilt wegen der stetigen Differenzierbarkeit von f, daf3

Z — 20

‘ <K, zeB.
Daraus folgt

|A|—|/f d|<[x|C|—]& 2n7r =0 fir r—0

Daraus folgt

Da die Funk‘rion i, z € T, beziiglich zg beliebig oft komplex stetig differenzierbar ist, ist
auch f ) (]2’ beliebig oft beziiglich zg komplex differenzierbar. Dieses iiberraschende Frgebnis

h ]’ren wir feqt in

Satz 4.2 Sei f: Q — C in einer offenen, nichtleeren Punkimenge stetig differenzierbar. Dann
ist [ in Q unendlich oft differenzierbar.

Eine einfache, weitere Uberlegung zeigt, daB sich f als konvergente Potenzreihe schreiben laft.
Es sei etwa y € U,(0) C C,r geniigend klein, und I' = C, s die positiv orientierte Randkurve
zum Kreis {z € C‘ |z| = r+4d},0 > 0. Die Funktion f sei stetig komplex differenzierbar in
{z € (C‘ |z| =r +2d}. Dann gilt wegen der Cauchyschen Integralformel

My [ L) L[S

i 2’—1/ Qo z 1—y/z
r r
1 f(z) T
= Iym g
2im z Z(z) c
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Da [Y] < %5, z € T, konvergiert die Summe ) (%)m gleichmaBig, und wir diirfen Summation

m=0
und Integration vertauschen.

! ZOO m f(z)
fly) = 2 Oamy oam = [ TN dz
m= F

In der Tat ist damit f(y) als konvergente Potenzreihe mit Null als Entwicklungspunkt darge-
stellt. Entsprechend erhalten wir mit einer Verschiebung um die komplexe Zahl y, eine Ent-
wicklung um den Punkt yo. Wir halten fest (mit € = r + 24§):

Satz 4.3 Sei f : U.(z0) — C stetig komplex differenzierbar und ¢ < e. Dann it f sich in

U.(20), 0 < € < € in eine konvergente Potenzrethe mit Entwicklungspunkt zo entwickeln:

F5) =3 anlz = 20)"

m=0

Bemerkung: Fine ,Formel® fiir a,, mit zo = 0 ist dem Beweis zu entnehmen.

In dem néchsten Kapitel findet sich eine klassische Anwendung der Cauchyschen Integralformel,

namlich die explizite Berechnung spezieller uneigentlicher Integrale.
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5 Der Residuensatz

Wir betrachten Funktionen f, die in der Umgebung U(zg) eines Punktes z, € C die Darstellung

o0

)= am(z = 2)" (5.1)

m=—j
o0
mit einer konvergenten Potenzreihe > a,,(z — )™, a,, € C haben.
m=0

Offensichtlich ist f(z) an der Stelle zy nicht definiert, man spricht von einer Laurent-Entwicklung

von f und nennt Singularititen der oben angegebenen Art (~ (z—z9)™™, 0 < m < j) Polstellen.

In U(zg) — {20} ist f komplex differenzierbar aufgrund der Darstellung durch eine konvergente

Potenzreihe.

Sei B.(z0) = B, = {2z € (C‘ |z — 20| <r} C U(z) und C, die positiv orientierte Randkurve von

B.. Aus den Ergebnissen des vorigen Kapitels erhalten wir
Satz 5.1 Sei f gegeben wie in (5.1). Dann gill

/ f(z)dz = 2ima_y
C

Die Zahl a_; € C nennt man das Residuum der Funktion f an der Stelle zqg:

res(f,z0) = a_y

Es ist aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes klar, da man die Kurve C, in Satz 5.1 durch
eine positiv orientierte Randkurve T" ersetzen kann, welche einen einfach zusammenhangenden
verallgemeinerten Normalbereich B, der B, enthilt, berandet. Zum Begriff Randkurve sei an
Voraussetzung 3.1 erinnert. Hierbei verlangen wir, dal f in der Menge B’ \ {zo} holomorph
ist, B" DD B. (Die etwas groflere Menge B’ haben wir eingefiihrt, damit die Existenz des
Kurvenintegrals von f tiber dB sichergestellt ist.)
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Satz 5.2 Unter den oben getroffenen Vorausselzungen fir T und f gilt [ f(z)dz = 2ima_,
T

Es kommt oft vor, daBi eine Funktion f in einem Gebiet  holomorph ist (d.h. stetig kom-
plex differenzierbar) bis auf endlich viele Polstellen z;, € Q. Die Funktion f 148t sich in einer
Umgebung U(zy), z; ¢ U(z)Vj # k, darstellen als Laurent-Entwicklung

o0

f(z) = Z am(z — 21)™, 2z € U(zk)

m=—j

und es gilt der ,,Residuensatz“

Satz 5.3 Sei I' positiv orientierte Randkurve eines einfach zusammenhdngenden, verallgemei-
nerten Normalbereiches B und f : B — C stetig und im Innern von B stetig komplex diffe-
renzierbar bis auf endlich viele Polstellen z, € int B. Dann qilt

/ f(2)dz = 2in Z Res(f, z1) . (5.2)

Eine Anwendung dieses Satzes werden wir im néchsten Kapitel behandeln.
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6 Berechnung uneigentlicher reeller Integrale mit Hilfe

des Residuensatzes

Mit Hilfe des Residuensatzes lassen sich haufig in sehr eleganter Weise reelle uneigentliche
Integrale berechnen. Wir wollen dies anhand des klassischen Beispiels

1
d
/ 14+ z4 o

—00

illustrieren. Es gilt

00 R
dz dz N
= €
1+ x4 1+ 24 R
—00 -R

wobei eg — 0 aufgrund der Existenz des uneigentlichen Integrals. Wir bezeichnen

1
!
= dz .
€R /1+Z4 A

Cr

Hierbei ist ('}, die positiv orientierte Randkurve des oberen Halbkreises
Hp={z¢€ (C‘ |z| < R, Im(z) > 0}. Da der Nenner sich durch (|R| —1)* nach unten abschitzen
1aBt, folgt e — 0, fiir R — oo.

A
C,
H
R
R Mk R
Es gilt also
1 dz
dz = —¢ R -
/]—|—24 : /1—{—24 Rt ER
FR — 00

Hierbei ist T'g die aus dem reellen Intervall [— R, R] und C, zusammengesetzte Kurve.

i e
Die Funktion 1 4 z* hat die vierten Wurzeln von —1 als Nullstellen: n; = €4,y = e 4 ,n3 =
—im =3

e 4 ,ns = e 4 . Die Singularitéten von 7 der oberen Halbebene (Zm(z) > 0) sind 5,7,
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Esist 1 + 2% = H?Zl (z —n;). Die Funktion g;(z) =
;-

1+ - ist holomorph in einer Umgebung von

1 1 )
/ 111 dz = / P gi(2) dz = 2img;(n;)

Cr(ny) Cr(nj5)

nach der Cauchyschen Integralformel. C,(7;) ist die positiv orientierte Randkurve des Kreisleins

um n; mit Radius r.
Berechnung von g;(n;):

N ! !

(n) =1 =1 T A iAo a =

9ilm) =l T = M oimn < 4
2#n); 271 z2=1nj

1

_477?_

Beachte, dafl 1 + 77 = 0 und 1+z—7(1+77])

konvergiert. Daraus folgt

gegen die Ableitung von 1 4 2* an der Stelle 7,

T
,Z:—
4

27]? '

Cr (77])

Entwickelt man g; in eine Potenzreihe um 7;, erkennt man, daBl g;(1n;) das Residuum von

902 — _1_ st Aus dem Residuensatz folgt daher, daf}

z—1; 1424

1 1 1
/1—|—z4d 227T[Req( T ——,m) + Res( —}—24’772)]

T'r

denn nur die Singularitdten 1y, n, werden von I'p umschlossen. =

1 1 1 T 1 1
/ e = 2im( Ly =T

1 + Z 47’]1 477% 2 n: 3
T'r
Es gilt
i =3 —ir - 3ir
771 + 772_3 e e_ 4 + e 4 — e 4 + — w4 — 1 —
—im in . |
—e 4 —ed4 = —2sin— = —2isind5’ = —2%—— = —i\/2
4 /2

1 1
dz = =2
:>/1—|—z42 2\/_7r
T'r

Grenziibergang R — oo ergibt f 1+ —dz = —\/§7r.
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7 Berechnung unendlicher Reihen mit Hilfe der

komplexen Funktionentheorie

In diesem Kapitel beweisen wir die bekannte, von Euler stammende Beziehung

o0
S L=t
7T
=1 7
welche in seinen Grabstein eingemeiflelt ist, sowie andere Gleichungen dieser Art, wobei wir die

Hilfsmittel der komplexen Funktionentheorie verwenden.

Die im Reellen bekannte Funktion In(z) 148t sich auf verschiedene Weise ins Komplexe fortset-

zen. Die einfachste Definition ist

z

1
lnzz/—dy ze C—R_.
Y
1
Hierbei ist [ das Kurvenintegral iiber eine beliebige, 1 und z verbindende, nicht R_ schneidende
1

Kurve I' . Wegen des Cauchyschen Integralsatzes ist der Wert nur von z abhéngig. Unter R_
wird die Menge aller Zahlen {a+0-i, @ < 0} verstanden. Durch den Ausschlufi von R_ erreicht

man, daf die Singularitat bei 0 nicht von I' umschlossen wird.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Reihe ) (_1])]_1 2l =In(1 4+ z), z € R fiir komple-
7=1
xe Werte fortzusetzen und durch analytische Fortsetzung den Definitionsbereich auf C — R_

auszudehnen.
Die dritte Moglichkeit ware die ,,Zeigerdarstellung®
z=re, reRy, 0] —m, 7]
Inz:=Inr+:0.
Man beachte, dafl

Blgﬂo In(a +13) — ;31520 In(a —i8) =2ir fir a<0.

Auf dem negativen reellen Strahl ist der auf diese Weise definierte Logarithmus nicht definiert,
bei Annéherung an den negativen reellen Strahl durch komplexe Zahlen mit positiven bzw.

negativen Imaginérteil hat die Funktion In einen Sprung von 2im.

Da ¢ = ¢"+2™  sieht man, daB die Darstellung z = re? nicht auf ein eindeutiges 6 fiihrt,
wenn man nur § € R verlangt. Fordert man z. B. 0 €7, 37] und definiert log z = log r + 6, so

,befindet man sich in einem anderen Zweig des Logarithmus®.
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Wir stellen einige einfache Identitaten zusammen, um spezielle Reihen zu berechnen. In z soll

auf C — R_definiert sein und In(—1 + (i) — +in fiir § — £0.

Lemma 7.1 Seia € C, a ¢ C—R_. Dann gilt

a 1/a
Inz Inz 1 )
J(a) .—/ ]+Zdz+/ ]+Zdz—§(lna) (7.1)
1 1
Beweis: Mit Hilfe der Substitution z — 1 und der Beziehung In(z™') = —Inz erkennt
man
[ Y 1 1
/ nz . _ / nz dz_/nz / nz .
142 1 + z 14z
1
Daraus folgt
a l/a

In z gtfa 1 9
/ / l—l—z (ln ) ) —§(lna).

Die schematische Anwendung der Rechenregeln der reellen Analysis ist natiirlich beweis-

bediirftig. Ein moglicher Beweis besteht in dem Permanenzprinzip, welches besagt, dafl im

Reellen giiltige Funktionalgleichungen fiir analytische Funktionen mit Hilfe analytischer
Fortsetzung auch im Komplexen giiltig sind. 0

Wir werden (7.1) fiir @ = ¢ anwenden und die Integrale umformen. Hierzu betrachten wir
i0 | —if |
Jg(i):/ “Zdz+/ "2 4z, 0ER,0<O<1 (7.2)

142 142
[ 6

und beachten, daf
Jo(i) = J(1), (0—1).

Die Kurvenintegrale in (7.2) erstrecken wir wegen der geplanten Umformungen nur iiber Kur-
ven, die in der Menge {z € (C‘ |z| < 9‘ dist(R_, z) > ¢} laufen.
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Oi
R_ < 0 1
Hilfssatz 7.1
/ I In(z 3 — m"'l 7r2
([epise - XS
1 1 m=1

Beweis: Wir fithren eine Reihenentwicklung durch und wenden partielle Integration an.
Die MaBnahmen sind wegen der gleichméfigen Konvergenz der Reihen fir 0 < 6 < 1
gerechtfertigt.

= <7+ 70) (]lrj;) de — (]1 79) [1nzmi::0(—1)mzm] dz
/ / [In =( >m+1<"j: )')] d= =

~( / + / VIS e e 4 (e Yo (-1 ) (4 [)
) ) m=1 m=1
=A+B
mit
> m+ .
79+ 6—7,19)
m=1
und
(i6 3 ’““ In(—i6 N -1 m+1ﬂ—21 0 N -1 me 0
(v Z +n( ) D (=1) ngy (-1
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Es ist klar (gleichmifBige Konvergenz), da8

m=1 m
— 19 21 )
+ (25>2(l> + Z 2
=1 m=1
Lo~ (5D o (D™ 3 s (=)™
= — 2 = —

Die Terme (_1)m+1 m ‘ + ‘ heben sich weg fir m = 20 + 1; es bleibt m = 2[. Wir

berechnen die Summe S; + 5 der ersten beiden Summanden in der Definition von B.

Es ist
In(:0)(—1)"*'(i0)™ + In(—10)(—1)"*' (—if)™ =
= Ind(—1)™(i0)™ + In(—i)(—1)" ! (—if)™ =

v

— (1 [ oy - Tio) = (1
Fiir m = 2[,] € N gilt
() =0
und fiir m = 2[4+ 1 gilt

(*) — %(7( )021+1 + ( 02[-}-1) — l+1 0214—1
_ S (_1)l+1 2141
Si+ 8= T

=0
Der Wert dieser Reihe 1aBt sich elementar angeben.

Es gilt

(arctg x) =13 Z )"

00 ;Qm-l-l
arctge = ) (=133 =
m=0

2

fuir 0 =1

Sy 4 Sy = —marctg — —marctgl =

Fiir den dritten Summanden in der Definition von B tiberlegt man sich, daf§ 1 elm Sz = 0.
-1

Es gilt ndmlich

m

(In0)(> (-~ m+1 —)=(no)(In(1+6) =0 6-0.
m=1
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Wir erhalten somit
lim B =
—1 4
Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so folgt
. 3w (=)™t g?
J(i)=A+B=- e — —
() =A+B=3 ﬂ; m? 1
und damit die Behauptung des Hilfssatzes. =
Wir setzen (,Zeta-Funktion an der Stelle 2 ©)
o] 1 00 (_1)m+1
@=>r G=3 s
Es gilt
1
CQ(Q) = 5 C(Q) ) (7.3)
da
— 1 e
a 2 = —_—Q — 2 = — _
g() ZWQ 2(21)2 QZmQ
m=1 =1 m=1
Satz 7.1 Fs gill
2
2) = —.
(@)=
Beweis: Nach Lemma 7.1 ist
1 172 m?
— —(lni)?=—- =_T
S =5 =—37="3
Nach Hilfssatz 7.1 ist
. 3 m? 3 m? 2 n?  7?
J)==(02)——==-G2)=——+ — (2)=c—=—
=20 -T sl T T s =T =T

und wegen (7.3)
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Wir setzen ((s) = > #, s €R, s> 1 (,(-Funktion®“). Fiir die Werte von ((2m),m € N, gibt

m=0

es eine elementare Darstellung

((2m) = Comm?™

(IR
552 €6 = 545 - Man kann z.

B. den hier dargestellten Beweis zur Berechnung von ((2) auf den Fall {(2m) iibertragen, indem

Cam 18t Tational und wird durch eine Rekursionsrelation berechnet: ¢4 =

7 -1 _
man ([ + [) (l—ntl% dt berechnet. Fir ungerade Werte von s ist eine elementare Darstellung
1

fir ((s) bis heute nicht bekannt (und vielleicht auch nicht moglich, da sich so viele grofie
Mathematiker darum bemiiht haben).

Es ist bekannt, daB ((3) transzendent ist. Wir wollen in diesem Kapitel noch wenigstens die

Reihe 3 (= berechnen. Zunichst erwidhnen wir

=1 (21+])3
1 (1 )2 3
nt
—dt = - A
/ 141 2((3> (7 )

0

Beweis von (7.4) : Wir fithren den Beweis dhnlich wie in Hilfssatz (7.1), unterdriicken
aber aus Zeitgriinden die dort gefithrte saubere Rechtfertigung der partiellen Integration,
welche durch die Einfithrung des Parameters § — 1 erreicht wurde. Es gilt

/1 ) = / <lnt>2<ﬂi<—1>m ) dt = / <1nt>2<ni<—wm“ Y yar -
_ —2/(lnt) g(_mmﬂ %dt - —2/(11115) i(_mﬂ (C) it =
—o i(—l)m“ (;—z)'dtﬂi(—l)m“%— 2%.(3)
Wegen o -
((3) = loo Erun Zi i = (B =2 (0
= %)
folgt
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Anmerkung: Der ,n-Logarithmus® ist definiert durch

X L
L.(z) = Z Z— (n = 2: ,Dilogarithmus“).

J=1

o

Offensichtlich 148t sich L, (z) mit [ ﬁm—ltg dt in Beziehung bringen. Hinweise finden sich in der
0

Integraltafel von Grobner-Hofreiter I1.

Lemma 7.2

a

(Int)? 1 3
— dt = —(Ina) .
/‘1+t 3(Ina) (7.5)
1/a
Beweis:
a ) 1/a ) 1/a )
/ (Int) g — _/ (Int) gl — _/ (Int) Jl —
141 (14 ¢71)e2 t(1+1)
1 1 1
1/a ) 1/a )
_ / (lnt) i+ / (lnt) Ji
1+t
1 1

Daraus folgt

14+t 3 1
1/a
]
(7.5) wird insbesondere fiir ¢ = 7 benutzt.
Z (Int)? 1 amys  —i 4
L dt=—(—) = —m )
/‘1+t 3(3) =™ (7.6)

—i

Es gilt der

Hilfssatz 7.2
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Beweis: Wir verzichten auf die saubere Rechtfertigung der partiellen Integrationen - sie wird

ahnlich wie bei Hilfssatz 7.1 durchgefiihrt.

i i

/ (inf); dt = /(lmf)2 S (- dt = /(mt)? Z(_1)m+1(ﬁ)'dt _

7 = m=0 i " "
- _2/ Int ;( 1)+ (%)’dt-l— [(lnt)2 mX::l( 1)"’“%} e
[ m+1 ! S m+1 e
= 2/ mz_:l( 1) 3 di — [21“7”2} 1) mQ}_Z

= [2 Z(—l)m"'l f—} Z_Z + die beiden Randterme Ry + R, .

Es gilt

00 i - 00 ;2141 By © (_1)1
221 HEL—”‘; CETE ; (20 + 1)

m=1

(Man hort schon die Nachtigall trapsen!)

_ ml o IT = i _iﬂm(—l)l_ i
—{—21“2 ’ }i—+472(21>2—72 ro- T ge®:

SchlieBlich gilt:

o] . o0
2 2041 7T2

_ 2 - m-l-]m- _ R
{lnt > (-1 }-_ 4 212_;21“_ "9

m=1

Die Reihe Z ((21+)1) 1aBt sich mit Hilfe reeller Analysis berechnen. Unterbrechung des Beweises
1=0

von Hilfssatz 9.2.

Lemma 7.3

— (=
12:0: 20+ 1)

= % (Leibniz)
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Beweis: Fiir z € [0,1] gilt

1 00
Die Vertauschung von [ und Y muB hier wieder gesondert gerechtfertigt werden, da die
0 =0

1 6
Reihe nicht gleichmiBig konvergiert. ([ <> [, 6 — 1). Wegen arctgx (1) = 7 ergibt sich
0 0

die Behauptung. O

Weiterfithrung des Beweises von Hilfssatz 9.2: Wir sammeln die Ergebnisse aus Lemma 7.3 so-

wie dem bisher gefiihrten Beweis:

(Int)? - (—=1) 1T R (—=1)! B
/ T = ZZ;(QZH)B_?@(Q)_Z?;%H_

:4Z§:i_ij.ﬁ_iﬁz:

: . (_]>l : 3 - L
— 4N )
LZ(21+1)3 . Z 21+1 6

=0

(Ende des Beweises von Hilfssatz 9.2)

Mit (7.6) und Hilfssatz 9.2 ergibt sich daher wegen % — g—4 = %

Satz 7.2
(=D
Z(?l—l—l) T3 (7.7)

=0
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8 Zweidimensionale Riemannsche Oberflichenintegrale

(i) Der Begriff der zweidimensionalen Fliche im R?
Es sei B C R? eine Punktmenge, z. B. ein Kreis oder ein zweidimensionales Intervall.

Definition: Eine Abbildung ¢ : B — R?® nennen wir eine Parameterdarstellung einer Fliche.

Fine (orientierte) Fliche ist eine Aquivalenzklasse von Parameterdarstellungen ¢ : B — R%.
Zwei Parameterdarstellungen ¢ : B — R% & : B — R? heifien dquivalent, wenn eine umkehrbar
eindeutige stetig differenzierbare Abbildung ¢ : B <+ B existiert mit

o(Y(r) =9 ,so daBdet Vip(z) £ 0Vz € B

Beispiel: B = B1(0) C R? (,Einheitskreis im R*), o(&,n) = (&,n,4/1 — €2 — n? € R?). Offen-
sichtlich ist |p(&,7)] = 1 und die dritte Komponente von ¢ > 0, d. h. der Graph von ¢ ist der

Rand der dreidimensionalen Halbkugel {z € R? ‘x| <1,z3 > 0}.

Eine andere Parameterdarstellung ist
@(TaLtD) = (TSinLtDaTCOSSOa V1 — T2)7 B = {<T799>‘0 <r<l,0< p < 27[-}

Es ist naheliegend, dal man den zweidimensionalen Flacheninhalt einer ,,gekriimmten® Flache
im R? als Limes von approximierenden Polyederflichen definiert. Im Prinzip geht man auch so
vor, kann aber dabei auf die Nase fallen, wenn man nicht prazise ist. Dies sei zunachst an Hand

des sogenannten Schwarzschen Paradoxons erldutert.

(ii) Das Schwarzsche Paradoxon ist ein Beispiel einer Approximation eines simplen Zylinder-

mantels vom Radius r und der Héhe H im R d. h. die Menge {z € RS‘:C% +25=r,0<

x3 < H}, durch eine Polyederfliche, deren elementarer Inhalt gegen unendlich geht, wenn die
/

| E—
—_—
\/

| —

Polyederflache gegen den Zylinder geht.

/

[~/
[ AN

Hierzu teilt man den Zylinder in N Scheiben, die zur (21, z,)- Ebene parallel sind. Die Grund-
flachen dieser Scheiben sind die Mengen {x‘x% + 22 < rasz = %}, k=20,....N —1. Wir
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nehmen noch den Index & = N dazu. Der Kreisrand (m% + ”cg = r) wird aquidistant durch n
Punkte unterteilt, die Teilungspunkte zum Index k 4 1 sind zu den Teilungspunkten der k-ten
Scheibe um den Winkel = r 1 verqe’w‘r

Wir legen durch die Teilungspunkte Dreiecke, wie in

der Skizze angedeutet. Wir berechnen den elementaren

Flacheninhalt aller dieser (2N . 'rL)—Dreiecke.

q=" Die Seitenldnge betragt 2rsin I,
n
die  Hohe \/ 2(1—cosZ )2 + (%)2 —
\/47"2 sin - (5)2
r (1-cos(r/ n))
r sin(rvn)

Der Gesamtinhalt betragt daher

T T \4 H\?2
J=N-n-2rsin’ 42('—) (—):
n rsmn\/r San + N

. sin(m/n) \/l 42 (sin(ﬂ/(Qn))>4(ﬂ>2 e

T/n 4 m/(2n) n?

Wir fithren den Grenziibergang N,n? — oo mit der Kopplung N/n? = d durch. Dann folgt

1
J — 27r7"\/17r4r2d2 + H?,

so daB, da d beliebig gewahlt, jeder Limes > 27r H fiir J moglich ist!

Man glaubt es kaum!

Das Paradoxon von Schwarz beruht auf der Tatsache, dafl die Winkel in den auftretenden
Teildreiecken sich 0° bzw. 180° nihern. Verwendet man Approximationen der Zylinderfliche, in
welcher die Teildreiecke nicht in dieser Weise ausarten, ist eine Definition des Flacheninhaltes

sowie von Oberflachenintegralen in verniinftiger Weise méglich.

(iii) Die Gramsche Determinante und der Flicheninhalt von Dreiecken

Wir benétigen eine elegante Darstellung des elementaren zweidimensionalen Flacheninhaltes

von Dreiecken im R?. Die folgenden Matrizen haben alle reelle Koeffizienten.
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Lemma 8.1 : Fs sei A ein Dreieck mit den Fckpunkten 0,aq1,a; € R® (Spaltenvektoren). Dann

betrigt sein elementarer zweidimensionaler Fldcheninhall

1
[A] = 5V/det(ATA).

Hierbei ist A die Matriz (aq,as).

Anmerkung: AT A ist eine 2 x 2-Matrix. Man nennt die Determinante gram(A) = det(AT A) die

Gramsche Determinante von A

Man kann Lemma 8.1 ,,zu Full“ mit Hilfe des aus der Schule bekannten ,,Cosinussatzes“ bewei-
sen. Wir wollen jedoch einen eleganteren Beweis, der sich auch auf m-dimensionale Bereiche im

R” iibertragen laBt, vorfithren. Hierzu benétigen wir

Lemma 8.2 : Sei A eine 3 x 2-Matriz (d. h. drei Zeilen und zwei Spalten) und B eine 2 x 2-
Matriz mit |det B| = 1. Dann ist

gram(A) = gram(AB)

Beweis:  det((AB)T(AB)) = det (BTATAB) = det(BT)det(AT A)det(B) = det(ATA) pgox

Beweis von Lemma 8.1:

Sei A die 3 x 2-Matrix (a;, az) und A, das dazugehorige Dreieck mit den drei Eckpunkten

0,ay,as. Dann existieren eine orthogonale Dreh-Matrix S und Zahlen o, 3,7, so dafl

a ay

SA= 0 g ,

0 0
d.h. das gedrehte Dreieck Agy liegt in der z; — z5-Ebene, wobei eine Seite auf der z1-Achse
liegt.
X3
)
B/
ay (0 Xl
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Wegen (SA)"SA = ATSTSA = AT Agilt gram(SA) = gram(A). Seinun B = ( (1) K )

Es gilt dann

SAB = und wg. Lemma 8.1 ¢(SAB) = g(A)

o o 2
o L ©

2
Wegen (SAB)T(SAB) = ( Oa ﬁOQ ) folgt schlieBlich gram(A) = |af[?, d.h. ;4/gram(A)
entspricht dem Flacheninhalt des durch S und B transformierten Dreiecks. Da die Abbil-

dungen S und B aber den Flacheninhalt nicht dndern, ist die Aussage bewiesen. 0

Anmerkung: Lemma 8.1 und sein Beweis sind nur als Motivation zu sehen, der elementare
Inhalt und die Abbildungseigenschaften miifiten axiomatisch eingefiithrt werden. Wir verzichten
hierauf, da wir das Oberflichenintegral direkt und ohne Riickgriff auf elementargeometrische

Eigenschaften definieren werden.

(iv) Riemannsche Oberflichensummen und Oberflachenintegrale

Es sei F' eine zweidimensionale Fliche in R? mit Parameterdarstellung  : B — R? B C R?,
und f : ¢(B) — R (man schreibt auch f: F — R). Wir wollen erldutern, was man unter dem

F/fdo

versteht. Fine Moglichkeit der Definition ist

Oberflichenintegral

/ fdo = / £ ((6) g(Vpl£)) de (.1)

9(Ve(6)) = V/det(V(€)T Vep(€))

Beachte: [ ---d¢ ist ein skalarwertiges, zweidimensionales Riemannsches Integral, Vi (£) hat
B
zwei Spalten und drei Zeilen, der zweidimensionale Gradient wurde zeilenweise genommen,

V(6)" Vp(€) ist eine 2 x 2 Matrix. Um (8.1) hinzuschreiben, benétigen wir die folgenden

Voraussetzungen: B sei Riemann-meBbar und beschrankt, V(&) existiere und sei gleichmaBig

stetig, (schwicher: ¢ sei stetig und stiickweise gleichméBig stetig differenzierbar mit glatten
Sprungstellen.) f: F' — R sei gleichmaBig stetig.
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Lemma 8.3 : [ fdo dindert sich nicht bei stetig differenzierbarem Parameterwechsel

F
Y B & B dety £ 0.

Beweis: Nach der Substitutionsregel gilt

[ Fe)a(T @) d = [ S ATy | det V) =

=/ﬂﬂMWﬁWMWWWW

Wir haben verwendet, dafl

det (Ve () Vp(€)) - [ det Vo (n)|* = det (Vp(€) Vib(n))T - (V(€) Vi (n)))

iSt. O

Die Definition (8.1) ist motiviert dadurch, daff man sich fiir g(V(£))dé den Flacheninhalt
eines infinitesimalen Oberflachenelementes vorstellen kann. Am besten versteht man dies, wenn
man Riemannsche Oberflichensummen einfithrt, die im Limes gegen den Ausdruck (8.1) kon-

vergieren.

Es sei 3 = {[,|v = 1,--- N} eine Zerlegung eines Quadrates ) O B mit achsenparallelen

Seiten. Die [, seien zweidimensionale Intervalle, d. h. Rechtecke mit achsenparallelen Seiten.
N _

Es gelte int I, Nint I, =0, v # g und |J I, = Q. Um die Paradoxie unter (ii) zu vermeiden,

v=1
setzen wir voraus, daf} eine Zahl h existiert, so daB}

aoh < |P' — P¥| < aqh, i k=1

Y

o4 1 # k (8.2)

mit Konstanten ap und ay. Die Eckpunkte der I, seien P}, --- P! I, wird zerlegt durch die
beiden Dreiecke Al(,l) bzw. Al(,2) mit den Eckpunkten

=) P
AN
5 P;,Pf,Pfunde,Pf,P;.
AN
s P

Wir betrachten das Dreieck, welches von ¢(P:)(i = 1,2,4) aufgespannt wird.
(Zur Erinnerung: ¢ ist die Parameterdarstellung der Fliache F'). Sein Flacheninhalt betragt
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nach (iii)
1 - (P)) —»(P))
VA AT A mita = (£ A .
2 oPY) —¢(P)) (83)
Nach dem Taylorschen Satz (Entwicklung bis zum ersten Glied) gilt wegen (8.3)
p(P)) — o(P}) =Vo(P) (P, — P)) +o(h), i =2,4
und somit
e(P}) —o(P)\Y _
((Gieny o )=

= oo (e T ) (PSRN )] o

Man beachte, daB der (hier zweidimensionale) Gradient V zeilenweise genommen wird, Vo (P))

ist eine Matrix mit zwei Spalten und drei Zeilen.

Damit ergibt sich

(P2) —o(P) V) _
9(@(13;*) —i(Pyl)))_

T
1/2 pP? —P! pP? —P!
P?— P} ,
— 1 v v 2\ _
=o(Ve(P))a( pa_ i ) +olh) =
P?— P!

= .(J(V‘P(]BV)).‘J< pi_ pt ) +o(h?)

wenn P, € I,. Eine entsprechende Formel ergibt sich fiir das zweite Dreieck A®),

Der elementare Flicheninhalt der beiden von ¢(P?) (i = 1,4) aufgespannten Dreiecke betrigt

somit

(a7 imarci D ER (Geriimarh

2
=597 [ (i) ) ra (T )] et =

= 9(Ve(P))I L] + o(h?),

) = (8.4)

denn die Summe der elementaren Flicheninhalte der beiden Dreiecke A, AU betrigt |I,| =

elementarer Inhalt von 7,.
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Als Riemannsche Oberflichensumme beziiglich der Zerlegung 3 und der Belegung P, € I,

verstehen wir die Zahl
; P)) —e(F) p(P)) —»(F))
W3Rt =5 3 1P [o (7] D)) e (P AR
2 dey o))ty Gmy)
welche anschaulich eine Summation der elementaren Flacheninhalte der Dreiecke, die von den

@(P!) aufgespannt werden, multipliziert mit f(é,), bedeutet. Mit f = 1 entspricht dies an-
schaulich einer Approximation des Fliacheninhalts von ¢(B).

Nach (8.4) gilt

Tr(3. Py [) = J(3. By J(9(-) 9(Vo())) + o(1), (85)

wobei J(3, P,, f(---) usw.) die schon bekannte Riemannsche Summe aus dem zweiten Semester

ist, welche zur Definition des zweidimensionalen Integrals
[ reenavete de
B

verwendet wird. Damit ist der Zusammenhang mit der eingangs getroffenen Definition des

Oberflachenintegrals hergestellt.
Eine brauchbare Definition wire somit

Definition: Es existiere eine Zahl A, bezeichnet mit [ f do, so dafB fiir jedes e > 0 ein h(c) > 0

F
existiert mit der Eigenschaft, daB fiir jede Zerlegung 3 = {[I,,v = 1,---, N}, welche der
Einschrankung (8.2) mit h < h(e) geniigt, und fiir jede Belegung P, € I, die Ungleichung

|A_JF(3apu7f)| <e€

gilt. Man bezeichnet dann A = [ fdo als das Oberflichenintegral von f iiber F.
F
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9 Der Satz von Gaufl in rdumlichen Normalgebieten

Wir beweisen in diesem Kapitel in Analogie zu Kapitel 1 den Satz von Gaufl zunéchst auf

Normalgebieten
B = {(l'bl'ml's) S R3‘$17$2 €l,0< 23 < g(l'lal'Q)}

Hierbei ist I ein zweidimensionales Intervall und g € C'(7), d. h. einmal stetig differenzierbar.
Die Verallgemeinerung des entsprechenden Satzes werden wir aber nicht durch Zerschneiden
allgemeinerer Bereiche in Normalbereiche vornehmen (eine etwas unprézise, da zu heuristische
Beweismethode), sondern mit einer fiir die Analysis und Differentialgeometrie typischen Lo-
kalisierungstechnik, welche in Kapitel 10 erldutert wird. Diese Lokalisierungstechnik hat den
Vorteil, dal man zundchst nur Funktionen betrachten muf}, deren Trager in einer ,kleinen®
Menge liegt. Allgemein ist der Triger trg f einer Funktion f : M — RN, M C R” definiert
durch den Abschluf der Menge {z € M‘f(;c) # 0}. Englische Ubersetzung: trg f = supp f
(support). ,Klein“ bedeutet in diesem Zusammenhang, dal man sich in einer Umgebung des
Randes des betrachteten Gebietes befindet, in welcher man mit besonders einfachen Parame-

trisierungen arbeiten kann.

In dem folgenden Hilfssatz betrachten wir ein Intervall Iy CC I, d. h. Iy C T
und dist(dly, d1) > 0. Mit Ry bezeichnen wir die Menge {¢ € R|¢ > 0}.

Hilfssatz 9.1 : Sei I ein zweidimensionales Intervall, g € C'(T), und B der oben definierte
Normalbereich. Ferner sei f: B — R gleichmdfiig stetig differenzierbar und es gelle
trg f C Io X Rso, o CC I. Dann gilt

0
/ o J dradaadrs = / (61, 6, g(6r, &) dErdes
B T

Graphvong




Der Satz von Gauf} in rdumlichen Normalgebieten [14.01] 39

Durch die Einfithrung von I und die Voraussetzung trg f C I verhindert man Argeres in den

Randern und Ecken.

Beweis des Hilfssatzes 9.1: Nach dem Satz von Fubini gilt

9(€1,62)
0 0
/ a— (I1,$2a$3) drydrydes = / / —fdivs df] dfé =
T3 T3
B I 0

:/f(§1’£2’g(§1’£2>)d51d52
Iy

Hierbei haben wir benutzt, daBl f|.,—o = 0, so daB die untere Grenze nicht auftaucht. g

Wir wollen das zweidimensionale Integral in Hilfssatz 9.1 durch ein Oberflichenintegral iiber

die Fliche F ausdriicken, welche die Parameterdarstellung ¢ : I — R?

@(&1,60) = (fla&ag(fh&))T (9.1)

hat. Hierzu tiberlegen wir uns einen Zusammenhang mit dem Normalenvektor und dem Ober-

flichenelement \/det(VpT V) d€idé,. Fir die Flache F gilt

1/2
L 0 1 0
Vdet(VpTVp) = |det (0 ! ggl) 0 1 =
Ge,
‘ ger  Ge,
1/2

L+ gE ge 9 ))

= ( det ( e Jade =/1+|Vg|?
( 96 9e, 1+ GZ,

Im Folgenden benotigen wir den Begriff des Tangentialvektors an einem Punkt einer Flache.

Ein Vektor v € R3ist Tangentialvektor zur Fliache F'im Punkt p € F, wenn er Tangentenvektor

zu einer in F verlaufenden Kurve im Punkt p € F ist. Ist ¢ : I — R® eine Parametrisierung

der Flache, so sind offensichtlich

(& +h, &) — (&, 6) (61,6 +h) = p(61,€2)

v 1= lim und vy := lim

h—0 h h—0 h
h#0 h#0
Tangentialvektoren.

Lemma 9.1 Die Vektoren (1,0, g¢, (&1,&2)) und (0,1, ge,(&1,&2)) sind Tangentialvektoren der
Fliche F im Punkt (&,&2,9(&1,62))". Der Vektor v = L (—9¢,, —9e,, 1), ausgewertel an

V1+Vgl?

den Stellen (&1,&2), stehl senkrecht zu den Tangentialvektoren und hat den Betrag 1.
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Anmerkung: v(&;,&;) heiBt Normaleneinheitsvektor der Flache F im Punkt (&,&2,9(61,62))".
Beziiglich des Bereiches B ist er nach aulen gerichtet. Da die Zuordnung £ <+ ¢(€) hier eindeutig
ist, konnen wir auch v(§) als v(p(§)) schreiben.

Beweis von Lemma 9.1: Die Vektoren

lim h_l[so(fl + h7 52) - 9‘9(517 52)] bzw. lim h_l[@(fl, 52 + h) - 3‘9(517 52)]
h —0 h —0
h #0 h #0
sind gerade die im Lemma angegebenen Tangentialvektoren im Punkte ¢(&1, &) = (€1, &2, 9(61,62))
Der Vektor (—ge,, —¢e,, 1) steht offensichtlich senkrecht auf den Tangentialvektoren. p
Die dritte Komponente des Normaleneinheitsvektors ist somit gerade gleich (det V! Vip)=1/2,
Anmerkung: Die lineare Hiille der im Lemma genannten Tangentialvektoren enthilt alle Tan-
gentialvektoren }}irrh h='e(& + ha) — p(€)], a € R |a| =1.
—
h #0
Aus Hilfssatz 9.1 und Lemma 9.1 erhalten wir somit eine lokale Version des Satzes von Gauf}

in Normalgebieten, wenn wir das Oberflichenintegral wie in (8.1) auffassen.

Lemma 9.2 Unter der Voraussetzung von Hilfssatz 9.1 gilt

/ifd.r:/ngdO.
8.713
B

F

Hierbei ist v3(p) die dritte Komponente des nach auflen gerichteten Normaleneinheitsvektors in
einem Punkt p der Fliche F.

Wir wollen nun die Situation betrachten, daf§ der Trager der betrachteten Funktion f in einem
Teil eines Gebietes € liegt, der durch Drehung in die Situation des Hilfssatzes 9.1 gebracht
werden kann.

Zweidimensionaler Schnitt durch . Der Ein-
fachheit halber wurde 0 € H angenommen.
Die Ebene H steht senkrecht zur vorliegen-
den Seite.

Wie in der Skizze angedeutet, ist der Randteil trg f N 0Q als Menge aller Punkte & ey 4 £oe2 +
ag(&1, &) mit orthogonalen Einheitsvektoren ej,es € H und ale;, |a| =1, £ € I darstellbar.
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Wir bezeichnen mit B die Menge
B ={& e + e + Ua‘f €l,0<n<g(&,6)} (9.2)
e1les, e, La, el = lex| = |a| =1

Nach dem Satz von Fubini gilt

9(&1,€2)
/wdmz/ / wdéy d€y dn
B T 0

Mit w =a -V f, w= 0auf H folgt

/a-Vfd:U = / f&ier + Ereq + ag(&n, &) dE dE; (9.3)
T

B

da
%(f(fl er+ &eg+na)) = ((a-V)f)(&en + e +na).

Die rechte Seite in (9.3) wollen wir als Oberflachenintegral darstellen. Die Parametrisierung

lautet:

(&) = &er + Laen + ag(&r, &2)

= (D§1(§> =er + ag§1(§>7 (I)&(f) =€+ ag&(f)'
Die Gramsche Matrix (®, - q)&k)?,k ist

2
( T+ 9, gglg&; ) , somit Vdet VBTV = \/1 + |Vgl|*.
9é19¢, 1+g§2

Wie zu erwarten war, &ndert sich det(V®TV®) bei der Drehung nicht.
Wir berechnen Tangential- und Normalenvektoren in der gedrehten Situation. Tangential(basis)vektoren
sind

b1 = €1 +age, (§) und 1y = ez 4 age, (€).

Der (bis auf einen Faktor eindeutige) Normalenvektor ist

v(€) = —e1ge, (§) — €2ge,(§) +a.

Durch Normieren ergibt sich der Normaleneinheitsvektor

% % ' —e —e€ a
V(£) = V(£)/|V(E>| - m( 1956(£) 29¢, T ) )

1

V1I+I[Vg]?E

und somit

GE

Wir halten dies fest in
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Lemma 9.3 Die Fliche I sei gegeben durch die Parametrisierung
0(&) = &er + Eaer +ag(&n, &), £ €T CR2 e, €, a € R? seien orthonormal. Dann ist

1
= e or

Mit (9.3) und Lemma 9.3 erhalten wir nun eine lokale Version des Satzes von Gauf.

Hilfssatz 9.2 : Sei Q C R? ein Gebiet. Sei B ein Normalgebiet wie oben definert mitint B C Q.
FEs gebe einen Vektor a und Finheitsvektoren e, und e; mit ey, ey € H, ale;, |a| =1, so daf

eine Darstellung
trg fNOQ = {5161 + &re0 + ag(§1,§2)| S [}
existiert. Fs gelte trg f C B = {&1e1 + &rea + (J/I]‘ Eel, 0<n<g(&,&)}. Dann gilt

a-B/Vfd:z::a-F/fydo

Es ist einleuchtend, dafl die Existenz des in Hilfssatz 9.2 geforderten Vektors a die Existenz
unendlich vieler benachbarter Vektoren a’ nach sich zieht, die ebenfalls die Voraussetzung von
Hilfssatz 9.2 mit entsprechenden Groflen e}, ¢, ¢’ erfilllen. Man benétigt hierzu lediglich ei-
ne Lipschitzbedingung an ¢, damit bei der leichten Drehung der Ebene H keine vieldeutige
Zuordnung &1, & < p € 0) entsteht.

Es folgt dann

a - / Vfde =ad- / fvdo fiir ausreichend viele linear unabhéngige @’ und damit

B F
]B/Vfd;v:!fydo

oder, in der iiblichen Form, indem man die Gleichung auf Funktionen f;,2 = 1,2,3 anwendet

und nur die i-te Komponente verwertet:

0
/@fidw:/ﬁde
B

F

Nach Aufsummieren erhalt man schlieBlich

Hilfssatz 9.3 Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 9.2 gilt

/divfd;v:F/f-ydo

B
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Hierbei ist

fi imn-dimensionalen Fall

0
&£y

4 f—i 0
YT L e 9

Die Voraussetzungen von Hilfssatz 9.2 formulieren wir, indem wir sagen ,,Q ist lokal ein gedrehter

fi bzw. divf=)"
=1

und verschobener Normalbereich®.
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10 Faltungsoperation und Zerlegung der 1

(i) Der Raum C§°(2)

Es sei 2 C R” offen.

Definition: f : @ — R (bzw. R") heit ,,C-null-unendlich-Funktion®, in Zeichen f € C§°(Q),
genau dann, wenn f € C (d. h. unendlich oft differenzierbar ist) und trg f C Q. Wir sagen,
»f sei unendlich oft differenzierbar und habe kompakten Trager in Q“. Man beachte, dafl trg fals
Abschluff der Menge {z|f(z) # 0} definiert ist. Daher muB f in einer Umgebung des Randes

von ) verschwinden.

Beispiel: Sei

e~P=07" 2 < 1
= ' x eR" 10.1
o ={ T S e (101

Lemma 10.1 : Die in (10.1) definierte Funktion liegt in C*(R").

Beweis: Fiir |z| # 1 ist die Differenzierbarkeit klar. Die Ableitungen von f fir |z| < 1

sind Summen von Ausdriicken der Gestalt

e—(lzP=1)=2 (C*® — Funktion) - (|JU|2 —1)7", s €N,

welche fiir |z| — 1, || < 1 gegen Null gehen, da ,e=(#*=D7™* immer gegen (|e]* = 1)~*
gewinnt“. Daher gehen die Differenzquotienten, an der Stelle |z| = 1 ausgewertet, ebenfalls

gegen Null (Mittelwertsatz!). =

(ii) Faltung und Mittelfunktionen

Eine Mittelfunktion ist eine Funktion w € Cg°(R™R) mit [ wdx = 1. Manchmal verlangt
Rn

man zusatzlich w > 0.

Offensichtlich gibt es Mittelfunktionen, wéhle etwa die Funktion f aus (10.1) und setze

w =

ffldmf'

Fiir zahlreiche Uberlegungen in der Analysis benétigt man Mittelfunktionen mit kleinem Triger,
die man z. B. folgendermaflen definieren kann: Sei w € C5°(R") eine Mittelfunktion mit Trager

in der Kugel B;(0). Setze

wi(z) = h"wh™'z), heR,h>0 (10.2)
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Offensichtlich ist w;, ebenfalls Mittelfunktion, der Trager liegt jedoch in der Kugel B,(0).

Definition: Es sei g : € — R (oder R") eine Riemann-integrable Funktion, & C R und
w € Cg°(R™). Dann ist die Faltung w * g definiert durch

weg)e)= [ w(v)gle -0t

trgw

Hierbei sind alle = € Q zugelassen, so dafl © —¢ € Q fiir ¢t € trgw. Wie ersichtlich, ist es giinstig,
einen ,kleinen® Trager von w zu haben, da dann = — ¢ € Q fiir alle x € © mit Ausnahme eines

kleinen Randstreifens.

Satz 10.1 : Sei wy, definiert wie in (10.2) und g € C(Q) sowie Oy CC Q. Dann gilt
wy *x g € C™(Qo), und wy, x g — g gleichmdfig in Qo fiir h — 0.

Beweis: Durch die Substitution ¢ = x — ¢ erhélt man fiir alle x mit = + trg w;, C Q

(wp * g)(x) = / wp(z —1)g(t)dt

Da wy, € C§° und « nunmehr nur im Argument von wy, vorkommt, folgt die Differenzier-

barkeitsaussage. Zum Nachweis der Konvergenz schreiben wir

< / lw(t)]dt sup ‘g(.l/ —t)—g(x)| =

[t|<h

= const. sup |g(z — 1) —g(z)| < e furh < h(e)
lt|<h

(iii) Die Zerlegung der 1

Dieses Hilfsmittel ist ein einfaches, viel benutztes Hilfsmittel der Analysis.

Satz 10.2 : Fs set ) C R” ein Wiirfel und Q; C R™ 1

I ,--+ N offene, beschrinkte
Riemann-mefbare Punktmengen mit intQ; NintQ, =0, J

=1
N Q> Q. Ferner seien O, und

=1
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Q: offene Punktmengen mit Q. € QO € Q. Dann existieren Funktionen (; € C°(Q:) mit den

k3

FEigenschaften

G=1 auf

N
Z@-:l auf Q.

LT
=

N
T

|
O

Beweis: Seien y; die charakteristischen Funktionen von ;. Die Funktionen wy, * x; leisten
das gewiinschte!

N N
Es gilt > x; = 1 auf |J Q; — F, wobei E eine Teilmenge mit Riemann-Maf Null von

=1 =1

N

U (09Q; N dQy) ist. Es folgt: > (wp * x;) = 1 auf @ fiir gentigend kleines A > 0. Offen-
i,h =1
sichtlich gilt auch wy, * x; = 1 auf Q! € Q;, wenn h geniigend klein. O
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11 Der Satz von Gaul} in rAumlichen Gebieten

Nach den Vorbereitungen in Kapitel neun und zehn wollen wir den eigentlichen Satz von GauB

formulieren. Wir wiederholen:

Voraussetzungen an das zugrundeliegende Gebiet O C R*. (11.1)

Q sei eine offene beschrinkte Punktmenge mit Rand 9. Es existiere eine endliche Uberdeckung
{05]i =0,...N}Yvon Q, 0; NN £ 0 fiir i = 1,... N, so daB O; N Q in einem gedrehten und
() ) ,G)

2 j

verschobenen Normalgebiet B liegt, d. h. es existieren orthonormale Vektoren )",
Verschiebungsvektoren b und C'-Funktionen ¢ : 1) — R, 1) ¢ R?, offen, so daB

BO = {0 4 ¢, 4 6,65 + paD|¢ € 19,0 <y < g(&1,6)},

und

0; N30 C (b9 + &6l + &6l 4 g(61,6,)aD| € € 1O, i =1,... N}

Geldufig ist auch die folgende alternative Voraussetzung an das zugrundeliegende Gebiet:
. sei in der Klasse C''¢, d. h. es gibt eine Uberdeckung O;, i = 0, ... N, von Q, und zugehérige
C'-Abbildungen ¥ : O; & R? 1,..., N mit der Eigenschaft, daf

HONUO0;) C {r e R zs =0} und ¢(0;UN) C {r € Ry <0}

Ferner wird Vi # 0 verlangt.

Man kann sich (mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen) {iberlegen, daff die Zusatzvor-

aussetzung () € C? (vermutlich zuviel) die oben getroffene Voraussetzung (11.1), impliziert.
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Die Voraussetzung des Satzes von Gauf 1Bt sich dahingehend abschwachen - und dies ist fir
Anwendungen auch sehr wichtig - dafi 90 Kanten besitzt. Um dies prazise durchzufiihren,
miilte man in der lokalen Version die Funktion ¢ stetig und stiickweise gleichméaBig stetig
differenzierbar voraussetzen und das Oberflichenintegral als Summe iiber die Flachenstiicke, in

denen Vg gleichmaBig ist, definieren.

Satz 11.1 FEs sei Q eine beschrinkte offene Punkimenge, welche der Vorausselzung (11.1)

gentigen mége. Die Funklion [ :Q — R3 sei stetig und besitze Riemann-integrierbare Ableitun-

/ div f dz ZSZ f-vdo.

Q

gen. Dann gilt

Hier ist v(§) der nach auBen gerichtete Normaleneinheitsvektor an der Stelle £ € 0f).

Beweis: Wir {iberziehen R® mit einem #quidistanten achsenparallelen Wiirfelgitter. Es
besteht aus Wiirfeln Q" mit Kantenlinge h.

Fiir gentigend kleines h gilt die Aussage: Ist Q U Q # 0, dann liegt @ mitsamt einem
konzentrischen Wiirfel der Lange 2h in einer der iiberdeckenden Mengen O;. (Andernfalls
konstruiert man mit Hilfe des Satzes von Bolzano/Weierstral einen Haufungspunkt P €
Q, der in keiner der O; liegt.)

N
Nach dem Satz von der Zerlegung der Eins gibt es Funktionen n; € C§° mit ) n; =1

J=1

auf Q und trgn; C Q?h

Wir betrachten nun die Funktion fr;. Thr Triger liegt in einem in der Voraussetzung

genannten gedrehten Normalbereich. Nach dem lokalen Gaufischen Satz aus Kapitel 9

/diV(fm)dfC:a{ Inj-vdo

Q

gilt

Fiir Funktionen n; mit trgn; C Q gilt [ div(fn;) = 0. Der entsprechende Term tritt
Q
rechts nicht auf, da dann n; = 0 auf 9 Q. Nach Summation iiber y = 1,... N fallen die 7;

wieder heraus und der Satz ist bewiesen. O

Verallgemeinerung auf n-Dimensionen

Der Begriff des Oberflichenintegrals 148t sich véllig analog zum Fall von zweidimensionalen

Flichen im R? auf den Fall m-dimensionaler Flichen im R” iibertragen:



Der Satz von Gauf in rdumlichen Gebieten [14.01] 49

Sei ¢p : I — R™ I C R™, Parameterdarstellung einer m-dimensionalen Flache F. Dann be-
zeichnen wir mit gram(Vy) = det(VpT V) wieder die Gramsche Determinante und definieren

/ fdo = / F((6)) v/aram(V(£)) € .

Die Motivation fiir diese Definition wird ahnlich wie in Kapitel 8 durch Riemannsche Ober-
flichensummen gegeben.

Entsprechend gilt der Satz von Gaufl unter analogen Voraussetzungen wie in Satz 11.1 in n-

/divdw:/f-l/do.
219

Q

Dimensionen
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12 Gauflscher Integralsatz und Randwertprobleme bei

partiellen Differentialgleichungen

Der GauBsche Integralsatz spielt eine wichtige Rolle in der sogenannten schwachen Formulie-
rung partieller Differentialgleichungen und der Formulierung von Randbedingungen. Wir be-

schranken uns hier auf einfache klassische Beispiele.

(i) Die Gleichung —Awu = f unter Dirichlet-Randbedingungen

Es sei  eine beschrankte, offene, den Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit des Satzes von

Gauf} geniigende Punktmenge des R” und f eine Riemann-integrable Funktion. Ferner sei eine
Funktion g € C(9 Q) gegeben. Wir betrachten folgende Aufgabe: Gesucht ist u € C*(Q)NC(Q),
so daf}
—Au=f in Q (12.1)
u=g¢g aufl (12.2)
Erinnerung: A = ° (%)2

=1
Das Problem (12.1), (12.2) nennt man ,das (inhomogene) Dirichletrandwertproblem fiir die

Poissongleichung —Au = f“. Die Bedingung (12.2) nennt man ,,Dirichletrandbedingung®. Die
Problemstellung wird durch physikalische Anwendungen, aber auch wegen der wichtigen ma-

thematischen Sétze, die man dazu beweisen kann, motiviert.

Sind die zweiten Ableitungen von u Riemann-integrabel, kann man Gleichung (12.1) mit einer

Funktion ¢ € C}(Q) multiplizieren und integrieren. Hierbei ist
Co(Q) = {p:Q = R| ¢ besitzt gleichmiBig stetige erste Ableitungen in Q
und es gilt plsq = 0.}
Nach dem Satz von GauB gilt (wir schreiben fiir [ einfacher [):
Q

/fapd:c = —/ Aupdr = —/(divVu)npdw: —/[div(Vugo)—Vu-Vap] dv =
=/Vu-Vgod;c—/(anu)-yab:/Vu-Vapdm,
50

da ¢ = 0 auf Q.

Wir erhalten also aus (12.1)

/Vu-Vgod;c:/fapd;v fiir alle @ € C3(Q) (12.3)
Q Q
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(12.3) ist eine (der vielen maoglichen) sogenannte “schwachen Formulierung “ von (12.1). (Auf
die Abschwéchung des Begriffs der Ableitung wird im vierten Semester eingegangen.)
Umgekehrt folgt aus der Giiltigkeit von (12.3), sofern v € C*() und die zweiten Ableitungen

von u Riemann-integrabel sind,

fode = [ [div(eVu) — Aup]dr =
/ /
Q

Q
=/V-(L,DVu)do—/Auapd:cz—/Auapdx
o) Q Q
und damit
/(f +Au)pdr =0 Ve Cy(Q) (12.4)

Q

Wir wihlen fiir ¢ die in Kapitel 10 definierte Mittelfunktion wy(z¢9 — ) und fithren den
Grenziibergang & — 0 durch. Dann gilt

0= / (f + Au)wp(zo — z)dz — f(zo) + Au(zo),
Q

d. h. die Bedingung (12.3) impliziert unter den getroffenen Regularitdtsvoraussetzungen an u
und f die punktweise Bedingung —Au(z) = f(z).

Wir halten unsere Uberlegungen in dem folgenden Satz fest.

Satz 12.1 : Die Gleichungen (12.1) und (12.3) sind dquivalent, falls [ € C(Q), u € C*(Q), Vu
gleichmdfSig stelig und V*u Riemann-integrabel.

(ii) Neumannsche Randbedingungen

Beim Dirichletproblem fiir die Gleichung (12.1) erhielten wir

/Vu-Vgod;U:/fgodx (12.5)
Q

fiir alle ¢ aus dem ,, Testraum* Cg ().
Wir verzichten nun auf die Forderung v = g auf 9 Q und fordern stattdessen, daf§ die Gleichung

(12.5) fiir alle ¢ aus einem groferen Testraum gilt, nadmlich

/ VuVedr = / fodr firalle € CY(Q)NC(Q)N{p|Ve gleichmiBig stetig} (12.6)
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Mit Hilfe des Satzes von Gauf} ergibt sich wieder

/fnpdl'z/div((qu)dw—/Auapdxz/c,oVu-l/do—/Auapd:c.
a0

Insbesondere gilt die Gleichung (12.6) fiir ¢ € Cg(92), mit Satz 12.1 folgt —Au = f, so daB die
Gleichung

/ eVu-vdo=0 (12.7)
99
tibrig bleibt. Aus (12.7) folgt mit Hilfe eines ,Routine“-Argumentes, da Vu - v = 0 auf 9 Q.

Auch fiir Studierende sollte diese Folgerung keine Schwierigkeiten bereiten, zur Ubung wird
dies in dem folgenden Hilfssatz vorgefiihrt:

Hilfssatz 12.1 : Seiv € C(0Q) und [ vedo =0 firalle p € CH(I)NC(Q), Vi gleichmifig
200
stetig. Ferner gelte fiir die (lokale) C'-Parametrisierung v von 0Q, daff Vip(x) # 0, 2 € 9.

Dann ist v = 0.

Beweis: Die Problematik liegt darin, daB zunéchst nicht ¢ € C(2) in der Gleichung

[ vedo = 0 erlaubt ist. Andernfalls kénnte man ¢ = v setzen und erhielte [ |v]|*do =
a9

a0

0 und [ |v|*gram Vi dz = 0, woraus |[v]|?y/gram V¢ = 0 und v? = 0 punktweise
T

folgt. Man hilft sich aus der Affare, indem man beweist, dal v durch C'-Funktionen v,,

gleichméfig approximiert werden kann. Es gilt

|v — v,| =0(1), m — oo und /UUme:O,
o0

somit
/ 1)-(1)—{—0(1))(10:0 und / |7)|2d0:0(1)
a0 I
woraus [ |v[*do = 0 folgt. O
Q

Wie bekommt man den Approximationssatz hin? Ein Routinier wiirde sagen: Nach dem Satz
von Urysohn wird v stetig auf U(9 Q) fortgesetzt und mit Mittelfunktionen wy, gefaltet. Diese
gefalteten Funktionen besitzen dann die gewiinschte Eigenschaft. Wenn man den Satz von
Urysohn vermeiden will, kann man ein biichen basteln und an 9 mehr voraussetzen, etwa
daB 0 lokal ein gedrehtes Normalgebiet ist und man setzt v einfach auf Linien konstant fort
(in Richtung von a, s. Skizze).
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Q

v(Q) :=v(P)
Aus Hilfssatz 12.1 und (12.6) folgern wir daher

Satz 12.2 Unter den getroffenen Voraussetzungen an Q (u. a. Gilligkeit des Satzes von Gaufs)
und den Regularitilsvoraussetzungen an u und f impliziert die schwache Formulierung (12.6)

die Gleichung
v-Vu=0 auf 00 (12.8)

Hierbei ist V(.L) der Normalenvektor im Punkt x € 0.

Die Gleichung (12.8) heiBt (homogene) Neumannsche oder natiirliche Randbedingung, wahrend

die Dirichletsche Randbedingung auch erzwungene Randbedingung genannt wird.

Die Neumannsche Randbedingung ist ebenfalls von grofier Bedeutung bei physikalischen An-
wendungen. Sie hdangt von dem speziellen Operator ab. Betrachtet man z. B. einen Operator

zweiter Ordnung in ,Divergenzform®

(L)) == Y o () gma) ) o ) =),

7,k=1

und betrachtet man die Gleichung
Lu=f in Q,

so folgt aus der schwachen Formulierung

/ ik iu 0 pdr = / Jpdz, © € CY Q)N C(Q), VpgleichmiBig stetig
(%k (‘3;1:2
Q Q

i,k=1

die natiirliche Randbedingung

3
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v = (v ...v,) = Normalenvektor in z € (.

Der Vektor (Av)(z) heit Konormale.

Fiir Anwendungen bedeutsam sind auch sogenannte gemischte Randbedingungen, bei denen
man als Testraum alle Funktionen ¢ aus C'(Q) mit gleichméBig stetigem Vi wihlt, die auf
einem Teil I' C 9 Q verschwinden. Auf 9 Q — T folgt dann die natiirliche Randbedingung, auf I'
wird eine Dirichletrandbedingung gestellt.

(iii) Variationsformulierung: Die schwache Formulierung einer partiellen Differentialgleichung

1aBt sich als notwendige Bedingung einer Minimierungsaufgabe herleiten. Hierzu definieren wir

das Variationsintegral

n

1
J(u) = / [5 Z aik(-)Dru Dju — fu] dx .

Q i,k=1

J(u) ist definiert, wenn z. B. a;, € C(Q), f € C(Q), und Vu existiert und gleichméBig stetig

ist.

Satz 12.3 Fs sei V ein linearer Teilraum des Raumes W = {v € C(Q) N CYQ)| Vv ist
gleichmdfig stetig}, und es gelte

J(u) < J(v) Yoe V.

Dann gilt unter den obigen Annahmen an a;; und f

n

/ [Z aikauDigo—fap] dr =0.

Q 7,k=1

Beweis: Die durch ¢(t) = J(u 4 ty) definierte Funktion hat an der Stelle ¢ = 0 ein

Minimum. Daraus folgt:

0:g/(t)=>/ [Z aikauDiap—fgo] dr =20.
Q

t,k=1
O
Anmerkung: Unter V' kann man sich einen der Raume
V={ve VV‘ v|lsq =0} ,Dirichletrandbedingung* (12.9)
V=W (12.10)

V=A{ve W‘ vlr =0} ,gemischte Randbedingung® (12.11)
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vorstellen. Erstaunlich ist, daB im Fall (12.10) die Minimalitdtsforderung in Satz 12.3 von ,der
Natur® und der natiirlichen Randbedingung Av = 0 auf 0Q, A = (a;;;) geliefert wird.

(iv) Die Grundgleichungen der linearen Elastizitiatstheorie

Wir betrachten einen elastischen, dreidimensionalen Kérper, der den Abschluf eines beschrank-
ten Gebietes © (Gebiet = zusammenhéngende, offene Punktmenge) ausfiillt. ,, Elastisch® be-
deutet, dal der Korper bei Einwirken einer Kraft verformt wird und nach Abschalten der Kraft
wieder in den urspriinglichen Ruhestand versetzt wird.

Wir stellen uns z. B. vor, dafl der Kérper an eine Wand geklebt ist, die Schwerkraft angeschaltet
wird und dann jeder Punkt z eine Verschiebung (,,displacement®) u(z) erleidet. Der Punkt z
geht also in den Punkt = 4+ u(T) iiber. Nach Abschalten der Schwerkraft kehrt der Korper an

seinen Ausgangspunkt zuriick.

"= Klebeflaeche

\a

Schwerkraft

Unter gewissen physikalischen Annahmen (dreidimensionales Hooksches Gesetz) 1a8t sich be-
weisen, daf bei kleinen Verschiebungen nédherungsweise die Grundgleichungen der linearen Ela-

stizitatstheorie erfiillt sind. Sie lauten:

—div (%C(VU + VU,T)> =f in (12.12)
u=>0 auf T (12.13)
v-C(Vu+Vu")=0auf 00 —T (12.14)

Hierbei ist u = (w1, uz, u3)T, Vu also eine 3x3-Matrix. %(Vu%—VuT) nennt man den ,symmetri-
schen Gradienten® von u, speziell in der Elastizitédtstheorie heifit die Grofle ., Verzerrungstensor®.
Die Abbildung C' bildet 3x3-Matrizen auf symmetrische Matrizen ab, heifit , Elastizitatstensor®

und ist eine Materialgrofe. Die Standardanwendung ist

CB=uB + Aspur B)I (12.15)



GaufBlscher Integralsatz und Randwertprobleme bei partiellen
Differentialgleichungen [14.01] 56

mit Konstanten g, A > 0. Diese Gleichungen heiflen dann auch Lamé-Navier-Gleichungen.
Die Divergenz ist komponentenweise zu verstehen. Im Fall der Beziehung (12.15) wird aus

(12.12)

9 10 19 "0 P

und damit | | p
—gluAuk - <§,u + /\)a—m divu = f

In der schwachen Formulierung lautet (12.12) als Folgerung des Satzes von Gauf

1
3 / C(Vu+ Vu') - Vpdr = / fodr, Yo = (p1,p2,93), p €V aus (12.11),

und die Bedingung (12.14) ist wieder eine natiirliche Randbedingung. Physikalisch driickt sie
aus, daB auf den Rand 0 — T' keine Kréfte wirken. Will man eine inhomogene Neumann-

Bedingung formulieren, fiigt man in die schwache Formulierung ein Randintegral hinzu:

1
5 / C(Vu+ Vul) - Veodr = / fodx + / po - pdo.
Q a0
Uber den Satz von GauB folgt dann
v-C(Vu+ Vul) = po,

wodurch physikalisch die Anwendung einer auf den Rand wirkenden Kraft formuliert wird.
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13 Der Satz von Stokes fiir 2-dimensionale Flachen im
R?)

Wir betrachten die folgende Situation:

Voraussetzung 13.1 Fs sei I C R? ein beschrinkter Parameterbereich, der durch eine positiv

orientierte Randkurve A berandet sei. [ sei verallgemeinerter Normalbereich (alternativ: Fs
gelte der Satz von Gaufl im R?).

Voraussetzung 13.2 Die Fliche F sei Graph einer Funklion g : I — R3. g besilze zwei-
te gleichmdflig stetige Ableitungen. Die Parameterdarstellung von I ist somil gegeben durch

(&1,&) — (&.6,9(6,6)) -

Die Flache F' hat die Randkurve I', welche durch die Parameterdarstellung

(e1(1), p2(t), g(w1(t), p2(t)) gegeben ist, wenn ¢ Parameterdarstellung von I ist.
Fir f: D — R® D C R? bezeichnen wir mit rot f (englisch: curl f) den Vektor

fe) fe)

e o
rot f = %fl —@fs

5otz —30 N

Eselsbriicke:

m ny n3
rot f =det | 9/0x1 0/0xy 0[O
S Ja I3

Satz 13.1 Unler den Vorausselzungen 13.1 und 13.2 gilt fir f € C'(U(F))

/y-rotfdo:r/fds.

F

Hierbei ist v(p) der Normaleneinheitsvektor der Fliche F im Punkt p mit vs(p) > 0 (d. h. er
ist nach ,oben® gerichtet). U(F) = Umgebung von F.

Beweis: Die Formeln werden iiberschaubarer, wenn wir den Beweis einzeln fiir die Vek-

torfunktionen ({)1) , (sz) und (18 ) fithren. Beginnen wir mit f = (Jél ) Es gilt

0 3

9, 9,

T v -
I'Ot(fl) 07 0) - (0’ 81:3 fl’ 8:1;2

fi)-
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Mit der aus Kapitel neun bekannten Darstellung des Normalenvektors an der Stelle

P = (5175259(51752))7 SZ (51752) erglbt sich

V-rot(fl,O,O)T|P = - {9{2(5)8% filp + %fﬂP} : (\/1 + ‘VQ‘Q(O)_ =

_a%<f1<51,§2,g<51,§2>>> (VT+IVgP(E)™

Daraus folgt

0
/Vrot(f1,0,0>Td0=—/ a—&ﬁ(&,fz,g(fl,fz))d&d§2.
A

F

Nach dem Satz von GauB in der Ebene, nach Satz 1.1 und Satz 1.2 gilt

[
5 e st da = [ (4 ds,

A

mit einer Parameterdarstellung ¢ : [a, 3] — R? von A

/a& (6:9(6) dés des = /f1 )¢ty dr.

Das letzte Integral 148t sich als Kurvenintegral tiber T' schreiben:

B
[ 0,07 ds = [ (R0, 6(5(0).0.0)- (1o Galons )

r

Vellig analog erhélt man
/I/'I‘Ot(o,fg,O) /(O f2,0)"d
F T

Wir behandeln jetzt f = ( ) Es gilt

d d T
T_ [ Y9 v
rOt(anafS) — <a$2f35 83:1 f370>
und

T 0 0 3 -1
v-1ot(0,0, f3) |p:—ggla—$2f3—|-9£2 a—xlf3|p- ( 1+ |Vy| (5)) =
{ 0 0

85 (q§1f3> 85 (QE2 f3>:| 1+ |V.Q|2(£)_1

(€1.62.9(6))
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Die letzte Gleichung mufl man nachrechnen.

Es entstehen die Zusatzterme —g¢,¢, f3 — e, 9e, f3 + Gere, f3 — Ge, e, f5, die sich wegheben.
Damit erhalten wir

l/»mmm$F@=/[7%@u&mmmn+£ﬁ%@ﬁmmnd&m

Nach dem Stokesschen Satz in der Ebene ist der letzte Ausdruck gleich
B
[ [0 BN g1 + g6 g y] =

o]

B
= [0 807 o o) = [ @057 d5

Der Satz ist damit bewiesen.

Eine globale Version des Satzes von Stokes erhidlt man fiir Flichen F' mit einer Parameter-
darstellung ¢ : T — R® I C R? indem man den Parameterbereich I mit Hilfe (eventuell
krummlinig behandelter) Dreiecke A;, j = 1,... , N zerlegt und deren Randkurven A; alle in

der gleichen positiven Richtung orientiert.
\

\

&

[f—

Da gemeinsame Seiten zweier benachbarter Dreiecke A; und Ay von den Randkurven A; und

A in gegenldufigem Sinne durchlaufen werden, bleibt bei der Summation Y [ fd3 iiber alle
7oA

Dreiecke der Zerlegung nur das Randintegral [ fd3 iibrig, d. h. es gilt
oI

%:A[fdgz/fdg.

oI
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Die entsprechende Aussage iibertrigt sich auf den Bildbereich, wenn ¢ (A) und (A;) die ent-

sprechenden Bilder der Randkurven A; und Zerlegungsdreiecke sind:
> / fds= / fds, T'= Randkurve der Fliche.
7 u(h) r

Analog wie beim Beweis des Satzes von Gauf} erhalten wir den Satz von Stokes fiir Flachenstiicke,
die sich nach einer Drehung als Graph einer Funktion g : I — R schreiben lassen. Wie beim
Satz von Stokes in der Ebene sind stiickweise glatt berandete Parameterbereiche zuléssig, z.B.

Dreiecke.

Wir setzen nun voraus, dafl diese Voraussetzung auf den Dreiecken A; und dem zugehorigen

Flachenstiick gegeben ist und wenden den lokalen Satz von Stokes an. Damit ergibt sich fir

fect
v N
Z/V-rotdeZZ / fd§:/fd§
= =) r

mit einem Normalenvektor v, der senkrecht auf der Flache steht.

N
Wir kénnen Y. [ v-rot fdo = [ v-rot fdo zusammenfassen, haben aber das Dilemma, dafB
j=1F, r

v auf benachbarten Teildreiecken der Zerlegung nicht notwendigerweise stetig ist, und beim
Durchqueren des Randes von A; sein Vorzeichen wechselt, also, anschaulich gesprochen, auf
der ,anderen Seite® der Flache liegt. Dies passiert bei sogenannten nichtorientierbaren Fléachen
wie dem Mobiusband, bei dem man nicht von einer Auflen- und Innenseite der Flache reden

kann.

Um solche unstetige Richtungsdanderungen der Normalen zu vermeiden, kann man eine Stetig-

keitsvoraussetzung treffen und erhélt dann eine korrekte globale Version des Satzes von Stokes.

Wir verabreden dhnlich wie beim Satz von GauB}, dafl die Restriktion der Parameterdarstellung
¢ : I — R? sich lokal nach einer Drehung als Graph einer Funktion von I’ € R? nach R?

schreiben 148t. Prazise ist dies die folgende Voraussetzung:

Voraussetzung 13.3 Die Fliche F sei durch eine Paramelerdarstellung o : I — R gegeben.
I médge der Vorausselzung 13.1 geniigen. Ferner existiere eine Zahl e > 0, so daf$ fir jedes
e €]0,e0 folgendes gilt: FEs existiert eine Triangulation von I durch (eventuell krummlinig)
berandete Dreiecke A mil Durchmesser < ¢, so daf die Fliche ¢|, : A — R? sich als gedrehter
Graph schreiben lifit, d.h. es existieren orthonormale Vektoren e, e, a® und eine Funktion
g® : Da — R?® mit gleichmdpig zweiten stetigen Ableitungen, so daf |, (&1,62,&) = &ef +

£aes + g% (&1, &)a” gilt. Hierbei sei Da ein (eventuell krummlinig) berandetes Dreieck. Fiir die
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Vektoren a® gelte

la® —a®| <e, wenn ANA £, (13.1)

Diese Voraussetzung ist sicher sehr umstandlich und wenig elegant, driickt aber das aus, was
wir haben wollen. Die Bedingung (13.1) verhindert Spriinge der Normalenvektoren, welche wie

beim Satz von Gauf} in der Form

v(p(€) = {—etghi (&) — 398 (&) + a® V2 ()7, £ =(&,&)

ausgedriickt werden kann. Um dariiber hinaus das korrekte Vorzeichen der Normalenvektoren
zu erzielen, muB fiir eines der Dreiecke A der Triangulation des Parameterbereiches die Rechts-
schraubenregel verlangt werden, d.h. die Randkurve von ¢(A) soll positiv orientiert sein und die
zugehorigen Normalenvektoren sollen in Richtung des Daumens der rechten Hand zeigen, wenn
man den Daumen im rechten Winkel abspreizt und die restlichen Finger aneinanderliegend in

Richtung der Orientierung der Kurve zeigen.

Um die heuristische Verwendung menschlicher Korperteile (in diesem Falle der rechten Hand)
bei der Formulierung der Voraussetzung zu vermeiden, wire es z. B. korrekt, stattdessen zu
verlangen, daB ein Teilstiick » : A — R? fiir ein Dreieck A der Zerlegung die Situation von

Satz 131 Vorliegta dh (/9|A(£17£2553) - (5175259(51552)>5 aA = (0705 1)

Wir erhalten somit eine Version des Satzes von Stokes:

Satz 13.2 Essei F' eine Fliche mit positiv orientierter Randkurve I, welche der Voraussetzung

13.3 und f € CYU(F)) geniige. Dann gilt

/y-rotfdo:r/fds.

F

Hierbei ist v(P) der Normaleneinheitsvektor der Fliche F' im Punkt P, dessen Richtung durch
die Rechisschraubenregel festgelegt ist.



