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Kapitel 1

Integralrechnung

1.1 Das eindimensionale Riemannsche Integral

Es sei f : [a,b] = R, a,b € R, a < b, eine vorgegebene Funktion, deren Graph durch folgende
Skizze veranschaulicht wird:

f(a)
N\

Das Problem, den Flicheninhalt des schraffierten Gebietes zu bestimmen beziehungsweise
iiberhaupt zu definieren, hat historisch zur Entwicklung der Integralrechnung und insbesondere
zum Begriff der Riemannschen Integrals gefiihrt.

Es ist einleuchtend, dafl man zur Definition des Flicheninhaltes des schraffierten Gebietes
dasselbe durch schmale, kleine Rechtecke approximiert, deren Flicheninhalte aufsummiert und
anschlieflend einen Grenziibergang durchfiithrt. Diesen heuristischen Vorgang wollen wir im
folgenden exakt durchfiihren.

Definition:
Es sei a,b € R und a < b. Eine Zerlegung 3 des Intervalls I = [a,b] ist ein (m + 1)-Tupel von
reellen Zahlen xg, ... , T, mit

a=20 <21 <xy <+ < Ly_1 < Ty, = b.

Wir schreiben auch 3 = [xo,...,Zm] und sprechen von einer Zerlegung 3 beziiglich der Tei-
lungspunkte xg, ... ,Tm. Die Intervalle I; = [x;—1,z;], i = 1,... ,m, heiflen die Teilintervalle
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der Zerlegung.
Schlieflich heif$t die Zahl

‘3‘ =  max (CCZ —CL‘i_l)
=1,...,m
die Feinheit der Zerlegung.
Definition:
Es sei 3 = [zg,... ,Tm] eine Zerlegung des Intervalls [a,b] und aus jedem der Teilintervalle

[x;—1,x;] seien Zahlen & gewdhlt. Ferner sei eine Funktion f: [a,b] — R gegeben. Dann heifit

m

D (f163) =Y fl) (@i —min)

=1

die Riemannsche Summe von f zur Zerlegung 3 und den Zwischenpunkten ;.

§2

1 &3

3
2 [

f(®)

Definition:

Gegeben sei die Funktion f: [a,b] — R. f heifit iber I = [a,b] Riemann-integrierbar, wenn es
eine Zahl A mit der folgenden Eigenschaft gibt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein & > 0, so daf fiir jede Zerlegung 3 von I mit |3| < & und jede Wahl
von Zwischenpunkten &; zu 3 die Ungleichung

S (3) - 4] <e

b
gilt. Die Zahl A nennt man das Riemannsche Integral von f dber [a, b]; man schreibt dafir [ f dz.
a
Der in Epsilontik geschulte Leser zieht daraus die Folgerung, dal jede Folge von Rie-
mannschen Summen einer Riemann-integrierbaren Funktion gegen das Riemann-Integral der

Funktion konvergiert, wenn die Feinheit der Zerlegungen gegen Null geht.

Unser Ziel ist es zuniichst, zu beweisen, dafl stetige Funktionen auf einem abgeschlosse-
nen Intervall Riemann-integrierbar sind. Hierzu benétigen wir einige Vorbereitungen.
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Definition:
Die Funktion f: [a,b] — R sei beschrankt, und es sei 3 = 3(zo,... ,Tm) eine Zerlegung von
[a,b]. Die reelle Zahl

7= 3 it F©)¢ € o] s — 1)

i=1

heifit Riemannsche Untersumme der Funktion f beziiglich der Zerlegung 3, die reelle Zahl
m
O3 = Zsup{f(ﬁ)‘f € [ﬂﬁi—lwi]}(ﬂﬁi — Ti-1)
=1
Riemannsche Obersumme der Funktion f beziiglich der Zerlequng 3.

Es ist klar, dafl

Us <Y (f,ék,3) < O3,

Definition:
Die Funktion f: [a,b] — R sei beschrdnkt. Dann heifst die reelle Zahl

J= sup{U3| 3 st Zerlegung von |[a, b]}
das tber [a,b] erstreckte (Riemannsche) Unterintegral der Funktion f und die reelle Zahl
J= inf{O3| 3 ist Zerlegung von |a, b]}

das iber [a,b] erstreckte (Riemannsche) Oberintegral der Funktion f.

Aus der Annahme der Beschrinktheit von f folgt, daB J und J existieren, d.h. reelle
Zahlen sind. Aus O3 > Uj folgt J>J.

Es gilt der

Satz 1.1.
Die Funktion f: [a,b] — R sei beschrdnkt. Mit den vorangegangenen Bezeichnungen ist f genau
dann iiber [a,b] integrierbar, wenn J = J ist.
Beweis:
= Die Funktion f: [a,b] — R sei integrierbar. Es gibt dann eine Zahl A, so daf fiir jedes
vorgegebene € > 0 und jede Zerlegung 3 von [a, b] mit Zwischenpunkten & die Ungleichung

A=Y (F83)| <
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stattfindet, sofern die Feinheit der Zerlegung kleiner als § = §(¢) ist. Auflosen des Betrages
liefert

—e< A— Zf(@)(a:z — {171'_1) < E.
=1

Geht man in den einzelnen Summanden zum Supremum bzw. Infimum iiber, so erhélt man

—e<A- SuP{f(é-)af € [z; — $i—1]}(37i,37z'—1) <e

und

—e<A-— inf{f(g),g € [zi — J;i_l]}(mi,xi_l) <e.
Daraus folgt nach Definition der Riemannschen Ober- bzw. Untersumme
|[A—Os3/<e und |A-Us|<e
und somit nach der Dreiecksungleichung
|O3 —Us| <2 und 0<05-—U;z< 2.

Aus den Ungleichungen O3 > J und Us < J folgt 0 < J—J <2 fiirallee > 0. Da J
und J nicht von € abhingen, ergibt sich J = J.

< Esgelte J=J=J.
Den trivialen Fall f = const. schlieflen wir aus.
Wir zeigen zunéchst: Ist € > 0 vorgegeben, so gibt es eine Zerlegung 3; von [a, b], so daB

O3, — Us, < % (1.1)

Dies sieht man so:
Da J bzw. J nach Definition das Infimum bzw. Supremum der Riemannschen Unter- bzw.
Obersummen bedeutet, gibt es Zerlegungen { und £ von [a, b] mit

J—Uu<% und 02—J<%. (1.2)

(Andernfalls wire die Extremumseigenschaft von J verletzt.)

Aus den Zerlegungen 4 und £ bilden wir durch ,,Zusammenlegen“ eine neue Zerlegung,
die wir mit 3£ bezeichnen, indem wir die Mengen der Teilpunkte von 4 und £ vereinigen
und die Elemente der Vereinigungsmenge der Grofie nach anordnen und numerieren.

Es gilt Uy < Uge und Oge < Og.
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Dies sieht man folgendermafien ein: Verfeinert man die Zerlegung {{ = [y, . .. , Z;,| zu einer
Zerlegung ' = [zg,... ,Zk—1,C, Ty - - , T, SO gilt
m
Uu = Y inf{ £(©)]¢ € lmimr ] s — i)
iZh

+int{£(€) [¢ € o1, 2] p(@x — wx-1)
iiﬂf{f(ﬁ)‘f € [$i—la$i]}($i — Tj—1)

i=1

+inf{f(§)‘§ € [xk—laC]}(C — Tg_1)

+inf{f(£)‘£ € [c,mk]}(:ck —¢)
= Uy

IN

Hierbei wurde benutzt, dafl

inf{f(g)‘f € [zk,l,xk]} inf{f(é)‘ﬁ € [C,wk]}
beziehungsweise < inf{f(f)‘ﬁ € [37k—17€]}

IN

ist.

Da £ eine Verfeinerung der Zerlegung 4l ist (d.h. die Teilpunkte von i enthélt), bekommt
man mit dem beschriebenen Verfahren sukzessive durch jeweiliges Hinzufiigen eines Tei-
lungspunktes schlieflich die Ungleichung

Uy < Uge (1.3)
und entsprechend

Oyge < Og. (1.4)
Die Zerlegung 1€ ist unsere gesuchte Zerlegung 31, denn es gilt wegen (1.2)

£ £ (9
O¢ —Uy< =4 ===
e u<gtgT3

und wegen (1.3) und (1.4)

15
Ou,g — Uu,g < §

Die Zerlegung 31 mit der Eigenschaft (1.1) ist damit konstruiert. Es sei p die Anzahl ihrer
Teilpunkte und

o =sup{f(§)[¢ € [a,]} — imt{ F(©)]¢ € [a,0]}-
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Da f nicht die konstante Funktion ist, gilt o # 0. Wir setzen nun § = 31%0 und behaupten,
dafl dieses ¢ die Eigenschaft hat, daf fiir alle Zerlegungen 3 von [a, b] mit Feinheit kleiner
¢ die Beziehung

O3 —-Uz<e¢ (1.5)

gilt. Es sei also 3 eine Zerlegung mit |3| < 6. Wir bilden eine dritte Zerlegung 3’ durch
Ubereinanderlegen von 3 und 3, d.h. 3’ entsteht aus 3 und 3; durch Vereinigung der
Mengen der Teilungspunkte. Analog zu unserer Betrachtung iiber Uy und Ugg erhdlt man
auch hier wieder

Us, <Usy, O3, > O3,
daher also wegen (1.1)
Oy — Uy < . (1.6)
Wegen der Beziehung
O3 —Us = (03 — O3) + (O3 = Uy) + (U — Us)

und wegen (1.6) ist es zum Nachweis von (1.5) nur erforderlich, zu zeigen, dafl die (nicht
negativen) Differenzen

O3 — 0Oz und Uz —Us
kleiner oder gleich £ sind. O.B.d.A. zeigen wir nun, daf}
€
O3 — 03 <
3-Uy<j3

ausfallen muf}. Hierzu bedenken wir Folgendes: Die Teilungsintervalle der Zerlegung 3
seien [z;,x;—1], ¢ = 1,... ,m. Die Teilungsintervalle der Verfeinerung 33; miissen in die-
sen Intervallen [z;,z; 1] liegen; wir bezeichnen die in [z;, ;1] liegenden Intervalle mit
(%> %ij—-1], 3 =1,...,m;. Hierbeiist z;_1 = 2;0 < 21 < -+ < 2Zm; = ;. Mit diesen
Bezeichnungen ist

O3 = isnp{f(f)‘f € [‘Tiawifl]}(xi —Ti-1),
i=1

Oz =) ZSUP{f(C)‘C € [Zi,jazi,jfl]}(zi,j — Zij—1)-

i=1 j=1

Es gilt

sup{7(O)[¢ € s mi-1]} = sup{ () |¢ € [zigs 20411 }| < 0
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und damit

SUP{f(f)‘§ € [$ia$i—1]}(ﬂfz’ —Ti-1) — isnp{f(C)‘C € [zi,j,zi,j—l]}(zi,jazi,j—l)

< > [sup{1(&)[¢ € lmi, miaal} — sup{ F(O)|¢ € [ziyy 20511} | (20 7251)
j=1

< Ui(zi,j — Zij-1) = o(Ti — Ti-1)

< 0]8_1_ £
3po  3p’

da die Feinheit von 3 kleiner als ?,p% sein sollte. Da 31 p Teilungspunkte enthélt, muf} bei
der Abschitzung der Differenz O3 — Oz die eben durchgefiihrte Abschitzung hochstens
p-mal durchgefithrt werden, d.h. bis auf p Ausnahmefille ist m; = 1 und damit

Sup{f(f)‘f € [ﬂﬁi,ﬂﬁz‘—l]}(flii — T-1)
= isup{f(é)‘é“ € [zz',j,Zz',j—l]}(Zz',jaZi,j—l)
j=1

bis auf hochstens p Ausnahmefille fiir die Indizes 3.
Damit ergibt sich

15 15
O3 — 0z <p— = -
3 3 p3p 3

und die gewiinschte Abschitzung ist bewiesen. Der Beweis ist damit beendet. O

Satz 1.2. (Riemannsches Integrabilititskriterium)

Es sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. f ist genau dann Riemann-integrierbar tber

[a,b], wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung 3 von [a,b] gibt, so dafs

O3 —Usz <e.

(Hierbei bedeutet O3 bzw. Us die Riemannsche Ober- bzw. Untersumme von f iber [a,b] bzgl.

Die Bedeutung des Satzes liegt darin, dal man zum Nachweis der Integrabititét von f nur eine

spezielle Zerlegung 3 mit O3 — U3z < € konstruieren mu$.

Bewelis:

= Sei f integrierbar. Dann ist wegen Satz 1.1. J = J, und die in der Richtung < des Beweises

von Satz 1.1. konstruierte Zerlegung 3; leistet das Gewiinschte, d.h. es gilt (Formel (1.1))

15
031—U31<§<8.
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< Wir haben die Integrierbarkeit von f zu zeigen. Nach Satz 1.1. geniigt es, zu zeigen, daf
J = J ist.
Es sei € > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung gibt es eine Zerlegung 3 von [a,b] mit
O3 —Usz <e.Da O3 > J und Uz < J, folgt J—J < e DaJund J von e unabhéngig sind,
kann man nun ¢ gegen Null gehen lassen, und es folgt J — J < 0 und da nach Definition
J < J ist, erhalten wir die Gleicheit J = J. O

Mit Hilfe von Satz 1.2. erhalten wir nun

Satz 1.3.
Es sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f Riemann-integrierbar iber [a,b].
Beweis:
Es sei € > 0 vorgegeben. Da stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen gleichméBig
stetig sind, gibt es ein § > 0 mit
€
@) = F)l < 5—
fiir alle z,y € [a,b] mit |z — y| < d. Es sei nun 3 = 3(=zg,... ,Zn) eine beliebige Zerlegung des
Intervalls [a, b] mit der Feinheit |3| < 6. Es gilt dann

m

05~ Us = Z(sup{ﬂf)\fe[wi,xi_ﬂ}

im1
- inf{f(C)‘C € [z, lvz'—l]}) (zi — mi—1)

m

3
< b—a Z(Zt — :Eifl)

=1

3
- b_a(b_a)_e’

d.h. O3 — U3z < ¢, und nach Satz 1.2. ist f daher Riemann integrierbar. O

Man kann allgemeiner zeigen, daf} stiickweise stetige, beschrinkte Funktionen Riemann-
integrierbar sind.

Eine Funktion f: [a,b] — R nennen wir stickweise stetig, wenn eine Zerlegung 3 des Intervalls
existiert, so dafl f auf den endlich vielen offenen Teilintervallen der Zerlegung stetig ist. Die
Frage nach der Berechnung konkreter Riemannscher Integrale stellen wir zunéchst zuriick und
beweisen im nichsten Kapitel einige Eigenschaften des Riemannschen Integrals.

1.2 Elementare Integrationsregeln

Satz 2.1.

Es sei f: [a,b] — R tiber I = [a,b] Riemann-integrierbar. Dann ist f auch diber jedes abgeschlos-
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sene Teilintervall I, C I Riemann-integrierbar.

Beweis:

Es sei € > 0 vorgegeben. Wir zeigen, da8 es eine Zerlegung 3 von I; gibt, so dafi O3 — Uz < ¢
ausfillt. (O3 bzw. Us ist wieder die Riemannsche Obersumme bzw. Untersumme von f bzgl. 3
und I). Aus dem Riemannschen Integrabilititskriterium folgt dann die behauptete Integrier-
barkeit.

Da nach Voraussetzung f iiber I Riemann-integrierbar ist, gibt es eine Zerlegung 3 von I mit
O3 — Uz <e. Die in T liegenden Punkte von 3 bilden zusammen mit den Randpunkten von IT;
eine Zerlegung 3 von I, fiir die erst recht die Ungleichung

03—U3<€

gilt. O

Satz 2.2.
Es sei f: [a,b] — R diber I = [a,b] Riemann-integrierbar und a < ¢ < b. Dann gilt

/cfdw+/bfdw:/bfdx.

Beweis:
Nach Definition des Riemannschen Integrals gibt es zu jedem € > 0 eine Zahl §, so daB fiir alle
Zerlegungen 3 von [a, b], 31 von [a,c] und 32 von [c, b] mit Feinheit |3| < § die Ungleichungen

b
/fdx_Z(fagu-?)) <ég,

/fd‘T_Z(faglasl) <kg,

b

[ ao= (630 <

c

stattfinden. Insbesondere gibt es auch zwei Zerlegungen 3; und 32 mit dieser Eigenschaft. Aus
31 und 32 bilden wir durch Zusammenlegen eine Zerlegung 3 von [a, b] und wéhlen die zugehori-

gen Zwischenpunkte so, daBl >7(f,&:,3) = >2(f,&i,31) + 22(f,&i, 32). Wir erhalten dann unter
Benutzung der Dreiecksungleichung

b
/fdw — Z(f, &, 3)| < 3e.
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Durch Grenziibergang fiir ¢ — 0 ergibt sich die Behauptung. O

Satz 2.3. (Linearitit des Riemannschen Integrals)
Es seien f1, fa: [a,b] — R diber I = [a,b] Riemann-integrierbar. Dann ist auch fi + f2 und af;

fir a € R Riemann-integrierbar, und es gilt

jm+mwzjﬁm+jﬁm

und

b b
/afld:c:a/ﬁda:.
a a

Beweis:
Sei € > 0 vorgegeben. Nach Definition der Riemannschen Integrals gibt es ein ¢, so daf} fiir alle
Zerlegungen 3 von I mit |3| < § die Ungleichungen

b
/fldI_Z(f1a£Za3) < ga

b

[ fede =3 (02803) < 5

a

b b
gelten. Wir setzen A = [ fidz + [ fodz und erhalten unter Benutzung der Linearitit der
a a

Riemannschen Summe

b b
[4->"(1,6,3)] = /f1 dz =Y (f1,6,3) + /fzdiv = (2,6,3)

9

< =
2

+o=c¢

3
2
nach der Dreiecksungleichung.

Es gibt also eine Zahl A, so da8 fiir alle Zerlegungen 3 mit Feinheit |3| < § = d(¢) die Ungleichung

A=D1+ f80,3)| <€

gilt. Daher ist fi; + fo Riemann-integrierbar, und es gilt

jm+mw=jﬁm+jﬁm
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Um die Gleichheit
b

/afldzza/bfldz

a

zu beweisen, nutzt man ebenfalls die Linearitdt der Riemannschen Summe aus. O

Satz 2.4. (Monotonie des Riemannschen Integrals)
Es seien f1, fa: [a,b] — R diber I = [a,b] Riemann-integrierbar, und es sei fi(z) < fo(z) fir

alle = € [a,b]. Dann gilt
b b
/fldﬂ?S/deﬂU-
a a

Der Beweis wird auch hier wieder auf die Riemannschen Summen zuriickgefithrt, worauf wir

verzichten wollen.
Aus Satz 2.4. folgt

Satz 2.4°.
Die Funktion f: [a,b] — R sei beschrinkt und Riemann-integrierbar iber [a,b]. Dann gilt

b

[ 1@ds] < b= a)sup{s©)e < la.b}.

a

Beweis:
Sei § := sup{f({)‘{ € [a,b]}. Dann ist —S < f(z) < S fiir alle z € [a,b], und wegen Satz 2.4

gilt dann
b b b
—S/lda:ﬁ/f(a:)dng/ldac.
a a a

Die zu f: 1dx gehorigen Riemannschen Summen haben alle den Wert b — a, daher gilt auch
fab 1dz = b — a. Daraus folgt

b

—S(b—a) < / f(z)dz < S(b— a)

a

und somit die Behauptung. g
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1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Es sei I das abgeschlossene Intervall [a, b] und f eine iiber I integrierbare Funktion. Fiir 21,z € T

72f(:v) dz

wohldefiniert. Es ist niitzlich, diese Definition auch auf die Fille 1 = x5 oder 1 > zo folgen-

ist dann, falls 21 < zo ist,

dermaflen auszudehnen:

7f(x)dw=0, ?f(z)dmz—]lf(x)dz.

Man iiberzeugt sich sofort von der Giiltigkeit der in 1.2 aufgestellten Regeln auch fiir den erwei-
terten Integralbegriff; insbesondere ist

721”(56) dz + 73f(w) dr = 731”(3:) da,

ganz gleich, wie die Punkte z,z9,z3 in I gewiihlt werden.
Die Funktion f ist auch iiber Teilintervalle der Form [a,z], z € I, integrierbar; wir definieren
also mit Hilfe von f eine neue Funktion F' durch

T
F@) = [ 1@, scl
a
Der Zusammenhang zwischen F' und f soll nun untersucht werden.Es gilt der

Satz 3.1. (Hauptsatz der Differential und Integralrechnung)
Es sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist die durch

F(z) = / £(6) d

erklirte Funktion F': [a,b] — R in ]a,b[ differenzierbar, und es gilt
d

- F(wo) = f (wo) fiir w0 €la ]

Beweis:
Es gilt fiir z, 2o €]a, b, = # zo:

F(z) — F (o) =/$f(£)d£—70f(§)df=/wf(§)d§
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und damit
Yﬂ%Efﬁﬁ—fww%:wf%/(ﬂo—f@wy%. (1.7
Daraus folgt mit Satz 2.4’
‘Eg%a%@l—ﬂm)Smmﬂﬂﬁ—fQMW§epmﬂ} (18)
(Falls zyp > z, setzen wir [xg, z] = [z, z¢))-

Wegen der Stetigkeit von f geht die rechte Seite fiir z — z von (1.8) gegen Null, das heifit

F(xz) — F(xo)

— f(zo) fir z — =z, z # xo
r — X

Der Satz ist damit bewiesen. O

Aus (1.7) folgt wegen der Beschrianktheit von f fiir beliebige Riemann-integrierbare Funktionen:
Das Riemannsche Integral hangt stetig von den Grenzen ab.

Die Beziehungen zwischen Integration und Differentiation gestatten es, Riemannsche In-
tegrale explizit zu berechnen. Hierzu dienen die beiden folgenden Definitionen sowie Satz 3.2.

Definition:
Eine Stammfunktion zur Funktion f ist eine differenzierbare Funktion F, fiir die F' = f ist.

Definition:
Eine Funktion F heiffit unbestimmtes Integral der integrierbaren Funktion f, wenn fir je zwei
Punkte 1,29 € T

‘/ﬂ0%=Fwﬂ—F@ﬂ

18t.

Satz 3.2.

(a) Sind Fy und Fy Stammfunktonen von f: [a,b] — R, so ist Fi — Fy konstant. Mit F ist
auch F' + C fiir C € R Stammfunktion.

(b) Ist F' Stammfunktion der integrierbaren Funktion f, so gilt

/ﬂOM=F@ﬂ—F@ﬂ
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Beweis:
(a) Aus F{ = F} = f folgt L(F, — F) = 0 und daher F\ — F, = konstant. Aus F' = f folgt
(F+C)=f.

(b) Da [ f(£) d¢ als Funktion von & Stammfunktion zu f ist, folgt nach (a) F(z)— [ f (&) d¢ =
C (konstant) fiir = € [a,b]. Daraus folgt

Flzs) - / F(6)dé — F(a) + / F(€)de =0,
also

F(xzg) — F(z2) = 721”(5) & — 711‘(6) a§ = 72f(§) dg.

T

Da fiir jede stetige Funktion f: [a,b] — R das Integral [ f(z)dz definiert und differenzierbar
a

ist mit F' = f folgt:

Satz 3.3.
Jede stetige Funktion f: [a,b] — R besitzt eine Stammfunktion. O

Stammfunktionen elementarer Funktionen:

In vielen Féllen lassen sich die Stammfunktionen ,elementarer Funktionen explizit durch
elementare Funktionen ausdriicken. Wir geben hier einige Beispiele. Die Richtigkeit kann durch
Differentiation tiberpriift werden.
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Funktion f Stammfunktion F' | Definitionsbereich
z*, keRt ﬁwk"‘l z€R
b, k=-2,-3,... | gyttt z #0
z~! In || z#0
1+1w2 arctanx z€R
11_z2 arcsinz lz| <1
e’ e’ zeR
sinx —Ccosx zeR
coszT sinx z€R
e —cotx z#kr, ke
ﬁ tan z x;é(k—i-%)ﬂ, keZ

Ebenso kann man Stammfunktionen fiir Potenzreihen angeben:

Satz 3.4.
o0

Eine Stammfunktion der Potenzreihe ) ay(z — $0)k im Konvergenzintervall I ist die Rethe
k=0

o0

> iz~ 20)¥*!, die ebenfalls das Konvergenzintervall I hat.

Die Stammfunktionen von einigen weiteren Funktionen werden in den folgenden Kapiteln

angegeben.

1.4 Partielle Integration

Die im Folgenden bewiesene Regel von der partiellen Integration ist in der Analysis von grofier
Bedeutung und wird sehr oft angewandt:

Satz 4.1.
Die Funktion f,g: la,b|— R seien in |a,b| differenzierbar und es sei F eine Stammfunktion
von ¢'f. Dann ist fg — F eine Stammfunktion von f'g. Sind f,q, f' und ¢' zusdtzlich stetige
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Funktionen von [a,b] nach R, so gilt

Beweis:
Es ist

d ! ' tp gt
ﬂ(fg—F)zngrgf—gf—fg,

das heifit fg — F ist in der Tat Stammfunktion zu f’g.
Zum Beweis der zweiten Behauptung sei z1 < z2, z1,z2 € |a,b[. Die durch

definierte Funktion F': Ja,b[— R ist Stammfunktion zu ¢ f, daher gilt

éi(umu)/dwv&m§<fmm>

z1

und
Um@ﬂ—/d@ﬂ@%—U@@ﬂ+/d©ﬂ@%=/ﬁ@@ﬂ&

Daraus folgt
9 2
[ Fat©rde = (fa)(a2) - (G - [ g(E)5(€)de.
1 1
Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von ¢’ und f’ sowie f und g darf man in der letzten
Gleichung den Grenziibergang x1 — a, 2 — b durchfiihren. Daraus ergibt sich
b

b
[ rade = a0~ (f)0) - [ g@(€)de
a a
O

Der Leser moge meinen, dafl man doch auch gleich hitte 1 = a und zo = b setzen kénnen.
Dies ist jedoch nicht méglich, da f’(a) in unserem Beweis nicht den Differentialquotient von f
an der Stelle a, sondern die Fortsetzung f': Ja,b[— R auf ganz [a,b] bedeutet. Dies wurde in
der Voraussetzung formuliert: ,f’ sei eine stetige Funktion von [a,b] nach R

Anwendungen:
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1. Integration von Inz (fiir z > 0). Wir setzen f’(z) = 1 sowie g(z) = Inz und erhalten

x T
1

/ln:cdz = xlnx—zolnxo—/x-—da: (zo,z > 0)
T

o o

= zlnz—zglnzy — z + x9

= xlnz— x + const.

2. Zur Integration von zsinx setzt man

f'(z) sinz,
f(z) = — cosz,
g(z) = z,
g'(z) 1
und erhilt
T T
/acsinmda: = —ZxCoST 4+ TgCosTy+ /cosa:dx
To To

= —xcosT+ TgCcoszy+ xsinx + xgsinxg.

X . .
3. Berechne fwo sin?z dz. Wir setzen

f'(z) = sinz,
flz) = —cosuz,
g(z) = sinz,
gd(z) = coszx
und erhalten
x T
/sinzx dr = —sinxzcosx + sinzgcos Ty + /coszx dr

To o

x x
. . . .92
= —sinzcosx +sinzgcoscg+ | dr — | sin®dzx,
ot zo

2

da sin’z+cos’z = 1.

Also ergibt sich

xr
. 9 1 . .
sin‘zdzx = 5(—smxcosx+smx0cosmo+w—:co).

Zo



1.5. SUBSTITUTIONSREGEL 20

1.5 Substitutionsregel

Satz 5.1.
Es seien f: [a,b] — R stetig und ¢: [a, 8] — R stetig differenzierbar, und es gelte p([a, B]) C
[a,b]. Dann gilt

w(B) B
/ f(z)dz = / £ (p(w)) ! (u) dus
o(a) @

Anmerkung:

¢ heifit auf [, f] stetig differenzierbar, wenn ¢: [a, ] — R stetig ist, ¢ in |a, 8] differenzierbar
ist und die Ableitung ¢': Ja, B[— R eine auf [o, (] stetige Fortsetzung besitzt, die ebenfalls mit
¢’ bezeichnet wird.

Beweis:
Es sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist in |a, ]

(Fop) =(F'op)p' = (fop)y. (1.9)
Daraus folgt
8 8
[ltoow] = [Foer@as (1.10)

und
B
[ )¢ w) du = Fe(8)) - F(p(a)
Anmerkung:

Die Folgerung nach (1.9) ist nicht trivial, man muf} z;,z2 €|a, B[, 1 < x2, wihlen, und die
Formel

T2

J 170008 @ du = Fo(a) - Floa)

z1

anwenden. Der Grenziibergang 1 — «, xo — 3 ergibt dann Formel (1.10). O
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In vielen Fillen 148t sich eine vorgelegte Funktion in der Form f(p(u))¢'(u) schreiben;
um sie zu integrieren, braucht man dann aufgrund des obigen Satzes nur noch eine Stammfunk-

tion von f zu finden.
Beispiele:
B
1. [(a+bu)"du (mit b#0): Mit
o

=) =atbu, f(z)=2", ¢'(u)=>b

ist
B ) B
/(a +bu)"du = A /(a + bu)"bdu
o] «
. o(B)
= 3 z" dx
)
= ! [(a +b8)" 1 — (a + ba)"“].
b(n+1)
B
2. Es sei g(u) > 0 und stetig differenzierbar fiir u € [, 8] . Wir berechnen [ 5; ((:)) du : Mit
z=9u) = g(u),
¢'(u) = g'(u)
und
1
fla)=—

ergibt sich

B B
g'(u) = d—z—n —In oz:nM
a/g(“)du_a/“_lg(ﬂ) Ing(a) = L)

B
3. [Ilnudu (0<a<p):Mit
o

und
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erhalten wir

B Inj
/%lnudu: /:vd:v: %[an(ﬂ) — In2(a)].
a Ina

. Gelegentlich mufl man das vorgelegte Integral erst geschickt umformen, um die Substitu-

tionsregel anwenden zu konnen. Zum Beispiel ist

1 sinu sinu

2

v 1—cos?u
sinu
(1 —cosu)(l + cosu)

sinu sin

1 sinu 1 sinu
2 1—cosu 2 1+4cosu

Ist also 0 < @ < B < m, so ist
B B B
/ du _1/ sinu du +1/ sinu du
sinu 2J) 1—cosu 2J 1+4cosu’

(8] (8] 67

Im ersten Integral rechts setzen wir

z=¢(u) = 1-—cosu,
¢'(u) = sinu,
1
fla)=—

und erhalten

1—cos B

B
1 sinu du 1 dx 11 1—cospf
- — == —=-In———.
2 1 —cosu 2 T 2 1—cosa
a l1—cos a

Im zweiten Integral auf der rechten Seite substituiert man

z=¢(u) = 1+ cosu,
¢'(u) = —sinu,
1
f(lU):—E,
also:
B 1+4cos 3

1/ sinu du :_1 / d_x:_llnl—kcosﬁ.
2 /) 14cosu 2 T 2 1l+cosa

[ 1+cos
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Insgesamt ergibt sich

; (1 + cosa)(1l — cos )
/smu_ 2 (1+Cosﬂ)(1—cosa)'

Als Stammfunktion erhilt man etwa:

1. 1—cosu
F =-In—-——.
(u) 2 n1+cosu

1.6 Die Integration der rationalen Funktion

In diesem Paragraphen wollen wir zeigen, dafl sich die Stammfunktionen rationaler Funktionen
durch ,elementare analytische Funktionen“ ausdriicken lassen (d.h. durch rationale Funktionen,
e-Funktionen, arctan sowie In).

Zunéichst bemerken wir, dafl jede rationale Funktion f sich in der Form

h(z)
g(x)
darstellen 148t, wobei gg, h und g Polynome sind und der Grad von h kleiner als der von g ist.
Dies folgt z.B. aus dem Euklidischen Algorithmus, siehe z.B. [3, Seite 73]. Da wir schon wissen,
h(z)

wie man gq integriert, brauchen wir also nur Ausdriicke (z) 21 betrachten, bei denen der Grad
von h kleiner als der von g ist. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dafl man jedes

Polynom g mit reellen Koeffizienten in der folgenden Weise schreiben kann:

n

~T[@-a)” [[ @@ (1.11)
j=1

mit quadratischen Polynomen ()} ohne reelle Nullstellen und Zahlen a; € R und r;,s; € N.
Mit Hilfe der Zerlegung (1.11) 148t sich die Existenz einer Partialbruchzerleqgung zeigen. Es gilt
die Darstellung

m n

h(z) S Lk (@)
g(z) ZZ (x —a; "+ Q

j=1v=1 i) k=1x=1

mit linearen Funktionen Ly und ¢,; € R.
Wir werden dies nicht beweisen, aber bei Beispielen wird uns die Richtigkeit einleuchten. Auf-
grund der obigen Partialbruchzerlegung geniigt es zur Angabe einer Stammfunktion von %, daf

man die Stammfunktion fiir

Cuj . Ly()

@—a)” " QNa)

angibt.

Zunichst werden wir jedoch die Partialbruchzerlegung einfacher rationaler Funktionen angeben.
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z2+1

Partialbruchzerlegung von r(z) = e et

Nach der oben angegebenen Zerlegung
muf} gelten

A n B n C
(.’E — ].) (x — 1)2 (.’E + ].)

Daraus folgt:

A(z?> = 1)+ Bz +1) + C(z — 1)?
(x — 1)2(x+ 1)
22(A+C)+2(B—-20)+ (—A+B+0O)
(z —1)*(z+1)

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

Daraus folgt

A+C =1
—A+3C = 1,
also
1 1
C=-, B=1, A=—.
2 2
Damit kann man 7 schreiben als
1 1 1

r(z) =

2($—1)+(w—1)2+2(x+1)'

Probe:
1 1 1 22 — 14242+ (z — 1)
2w —1) " (z —1)? Ty T 2z —1)%(z + 1)
B 22” + 2
2z —1)%(z +1)
2 +1

(¢ —1)*(z +1)
= r(z).
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Zweites Beispiel:

25" 4+ 22 — 5z + 1
r(z) = 5
z(z2+z+1)
Aus dem Satz von der Existenz der Partialbruchzerlegung folgt, daB man r wie folgt zerlegen
kann:
B é Biz + C] Box + Cy

r(z i
(=) r 22+r+1l (22+4z+1)°

Es sei angemerkt, dal 22 + = + 1 keine reellen Nullstellen besitzt. Durch Koeffizientenvergleich
ergibt sich
A+B; =
2A+B1+C; = 0
3A+B,+C1+By, =
2A+C1+Cy = -5
A = 1.

Daraus folgt
A=1, B =1, Cy = -3, By =1, Cy=—4.

Aus diesen Uberlegungen folgt, daf wir zur Integration rationaler Funktionen blof die Stamm-
funktionen F' der folgenden Funktionen f angeben miissen (z # xo):

L f@)=32 » F@)=hlz—xl
2 f(@) = e (k22) Fl2) = ooy

3. flz) = m , 4b—a®? > 0 (Die Bedingung 4b — a? > 0 ist #quivalent dazu, daf
z? + az + b keine reellen Nullstellen hat.)
In diesem Falle ist

2

1 1
F(z) = — arctan |— (w + E) mit o=4/b— 2.
o o 2 4
Man kann dies durch Differentiation nachweisen:
1 1 1
F,(I) = _2 ) 1 2 = CL2
o [z+g)] +1 2?+art G to?
1

2 +azx+b
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_ 1 . . . 1 _ 2 o
4. f(z) = @rasii k > 1. Durch die Substitution y = ~(z + §),0 = /b — & erhilt
man
1
fw) = L
[(o+8)*+b- ]
1

k
o[ % (z+9)" +1]
1

o (42 + 1)

1

das heifit, es geniigt eine Stammfunktion zu zu finden. Es gilt

(y2+1)*
d _y _ 1 2k
dy (1 +y2)* 1+y2)*  (1+y2)F
1— 2k 2%

+ .
(L+y2)* (14"
Daraus folgt
1 1 d Yy 2k — 1 1

- - -z + .
1 +y2)* T 2kdy(14+y2)* 26 (1442)"

Bezeichnet nun Fy(y) eine Stammfunktion von W an der Stelle y, so folgt aus der

(
letzten Gleichung

1 y 2k — 1
F = — F .
k+1(Y) 2% (1 —I—y2)k + on Lk +C

Da F(y) = arctany bekannt ist, hat man damit eine Rekursionsformel gefunden, aus der
man Fj, berechnen kann.

5. f(z) = m , k > 1. (Der Nenner habe keine Nullstellen).

Zur Bestimmung einer Stammfunktion schreiben wir f in der Form

f(m)—l 2x +a _a 1
2@ +az+b)* 2@ +az+b)"

Der zweite Summand rechts wurde unter 4. behandelt, eine Stammfunktion des ersten
Summanden ist

1 1
1—k (224 az+b)F!

fir k>2

N | —
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und
1 2 .
Eln(x +azx+0b) fuir k=1.
Damit ist bewiesen, dal die rationalen Funktionen elementar integrierbar sind. 0

1.7 Uneigentliche Riemannsche Integrale

Aus verschiedenen Griinden méchte man den in den vorangegangenen Kapiteln eingefithrten
Integralbegriff erweitern und auch auf nicht kompakte Intervalle, etwa [0,00[, als Integra-
tionsintervall zulassen. Dies fithrt auf den Begriff des uneigentlichen Integrals. Sei J ein
beliebiges (endliches oder unendliches, abgeschlossenes, halboffenes oder offenes) Intervall mit
den Endpunkten a, b. Die Funkion f(z) sei auf J integrierbar. Das Symbol f: f(z) dx nennen
wir dann ein uneigentliches Integral. Das ist bis jetzt eine reine Bezeichnung, ohne wesentlichen
Inhalt. Den Inhalt bekommt der Begriff erst, wenn wir jetzt erkliren, wann wir ein solches
uneigentliches Integral konvergent (nicht konvergent = divergent) nennen.

Definition:

Das uneigentliche Integral f:f({) d€ heifst konvergent, wenn fir ein v € J das Integral
[.] £(&) dé als Punktion von x beim Grenzibergang © — a (z € J) und f,;y f(&)d¢ als Funktion
von y beim Grenzibergang y — b (y € J) konvergieren. Wir nennen dann die Summe dieser
beiden Grenzwerte den Wert von f:f(ﬁ) d€ und schreiben

b

[ 1€ de = tim ] f(€)d + lim /y 7€) de.
x v

a

Konvergenzbegriff und Wert eines uneigentlichen Integrals sind unabhéngig von der Wahl von
v € J, wie man sich leicht iberlegt.

Beispiele:

1.

o0

/ e $d¢

0

ist an der oberen Grenze uneigentlich. Wegen e~¢ — 0 fiir £ — oo folgt aber

oo

/e_€ dé¢ = —6_5‘? =1.

0
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2.
(e o]
/ TreE arctan &| g— (—g) =7
—0oQ
3.
7o§ _7::11 fiir a # 1, :ﬁfﬁra>1
/& 1og5|1 fiir o = 1.

Fir a < 1 liegt Divergenz dieses Integrals vor, und zwar die Divergenz gegen +oo.

—a+1|0

_a+1 fiir a #£ 1, :ﬁfﬁra<1

1
0/
Im iibrigen 148t sich dieses Integral mit Hilfe der Substitution ¢ = % auf das vorher
behandelte zuriickfiihren.

M|m

log§|0 fir = 1.

. ™
= arcs1n§|(1) =5

1
[ Fe
1 _ &2
" §
Im Folgenden geben wir einige Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale an.

Aus dem Cauchyschen Hauptkriterium folgt:

Satz 7.1.

Das an der oberen Grenze uneigentliche Integral f: f(&) d¢ konvergiert genau dann, wenn zu
jedem € > 0 eine Umgebung U von b existiert, so daf§ gilt:

y
/f(&) d¢ < e fir alle J angehérenden z,y € U.

T
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Die folgenden Kriterien beziehen sich auf die absolute Konvergenz uneigentlicher Integrale.
fab (&) d¢ heiBt absolut konvergent, wenn f‘f |f(€)| d¢ konvergiert. Es gilt zunichst der diese
Bezeichnung rechtfertigende

Satz 7.2.

Aus der absoluten Konvergenz eines uneigentlichen Integrals folgt dessen Konvergenz.
Beweis:

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus

/f(é“)df < /If(f)ldé (z,y € 7).

O
Ein konvergentes Integral f: g(€) d¢ mit g(&) > 0 heifit eine Majorante fiir fab f(&) d¢, wenn
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If©) <g() firalle £€J

ist. Aus Satz 7.2 ergibt sich mittels Satz 2.4. ohne weiteres der

Satz 7.3.

Jedes uneigentliche Integral f:f(&) d¢, das eine Majorante f:g(ﬁ) d¢  besitzt, ist absolut
konvergent, und es gilt dann

b b
/f(f)df S/g(f)df, falls a < b.
Beispiele:
1. Die Funktion
rie) = | Sde @<0 (112)

wird Exponentialintegral genannt. Daf dieses uneigentliche Integral konvergiert, zeigt man
leicht durch Angabe einer Majorante. Zu jedem z < 0 existiert bekanntlich M, so daf}

]S <M fir €<z

ist.
Daher ist f & M d¢ Majorante fiir (1.12). Die Substitution eé = 5 fiihrt uns, wenn wir noch

ef =y setzen zum Integrallogarithmus

y
. dn
Lz(y):/ (0<y<1).
1
, 081

2. Das Dirichlet-Integral

o0

J:/sin

0

d€. (1.13)

Der Nachweis der Konvergenz erfolgt nach dem Cauchyschen Hauptkriterium.

Fir 0 <z <y ist
[ siné £ _ [ eost
Sin COs
w/sdg_[ ] /5— !

Yo y
[T ey 6

w|m

al'—‘
QEI'—‘
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und die rechte Seite % strebt gegen 0 fiir z — oc.
Das Dirichletintegral ist iibrigens nicht absolut konvergent.

3. Ein weiteres interessantes uneigentliches Integral definiert die sogenannte I'-Funktion
(Gamma-Funktion).
Man iiberlegt sich mit Hilfe der bisherigen Séitze leicht, daf} fiir jedes > 0 das Integral

o0

I(z) = / e tem Ll de

0
konvergiert.
Mit Hilfe partieller Integration erhélt man die Funktionalgleichung
Mz +1) =2'(z) firalle z>0.
Da I'(1) = 1, folgt durch vollstindige Induktion
F'n+1)=n!, neN,

d.h. die I'-Funktion setzt die zuniachst nur auf den naturlichen Zahlen erklarte Funktion
n! auf die positiven reellen Zahlen fort.

Satz 7.4. (Integralkriterium zum Nachweis der Konvergenz unendlicher Reihen)

o0
Sei f Riemann-integrierbar, f > 0, [ f(£)d¢ existiere, f sei monoton fallend und es gelte
1

o0
f(n) > |ay|, dann ist die unendliche Reihe ) ay konvergent.

n=1

o0
Mit diesem Kriterium kann man z.B. die Konvergenz der Reihe ) n—12 nachweisen.

n=1
1.8 Weitere Sitze zum Riemannschen Integral

Satz 8.1. (Der Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Es seien f,g: [a,b] = R beschrankt und Riemann-integrierbar, sowie g > 0 in [a,b] und m :=
inf{f(¢)|€ € [a,b]}, M :=sup{f(§)|¢ € [a,b]}. Dann gibt es ein p € [m, M] mit

/bf(:v)g(x) dz :u/g(:v) dz.

a

Ist f stetig, so gibt es ein &* € [a,b] mit
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Beweis:
Es gilt

mg(z) < f(z)g(z) < Mg(z) fir alle z € [a,b].

Aus der Monotonie des Riemannschen Integrals folgt

o foee = e <0 ot

Setze p(t —tf g(z)dz ,p: [m,M] = R
Dann nimmt ¢ jeden Wert zwischen ¢(m) und ¢(M) an, d.h. es gibt insbesondere ein y € [m, M|

= /bf(x)g(w) dx

Ist nun f stetig, so gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein £* € [a,b] mit f(£*) = p. Daraus

mit

Dies beweist die erste Behauptung.
folgt die zweite Behauptung. O
Satz 8.2. (Die Integraldarstellung des Restgliedes in der Taylorschen Formel)

Die reellwertige Funktion f sei in einem Intervall, dem die Punkte x und x + h angehoren,
(n + 1)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt:

h
"L ) (z
farn) =S s L g+ g e

Beweis: (Vollstindige Induktion)
Fiir n = 0 lautet die obige Formel:

h
flz+h)= )+ [ fllz+&)d
s [ 11

Dies ist richtig wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.
Schlufl von n — 1 auf n:



1.8. WEITERE SATZE ZUM RIEMANNSCHEN INTEGRAL 33

Mittels partieller Integration erhilt man

n h
B )]

0

h
O/(h—f)"lf(")(:c+§)d§ - _[

+= [ (h =" (z +€) de

S|
o\;_

(n)
@),
n

S|+

h
/h )" F™H) (4 4 ) d.
0

Gilt die Formel in der Behauptung des Satzes fiir n — 1, so leitet man sie sich aus der letzten
Gleichung fiir n her. O
Satz 8.3. (Integration unendlicher Reihen und Folgen)

Die Riemann-integrierbaren Funktionen fy: [a,b] — R mdgen fir n — oo gleichmdfig gegen die
Riemann-integrierbare Funktion f: [a,b] — R konvergieren. Dann gilt:

/bfn(ac)da:—>/bf(x)da: (n — ).

Beweis:
Wegen der gleichméfligen Konvergenz f, — f gibt es zu jedem € > 0 ein ny € N, so daf fiir alle
n > ng, n € N,z € [a,b] die folgende Ungleichung gilt:

|fn(2) = f(2)] <

2(b—a)’
Aus der Monotonie des Riemannschen Integrals folgt

b b

[ o)~ sy o] < [ 5=

und
b b
/fn(:v) dw—/f(:v) dz| <e, n > ng.
Die Behauptung ist damit bewiesen. 0

Entsprechend beweist man, dal gleichmifig gegen eine Riemann-integrable Funktion
konvergente unendliche Reihen von Funktionen gliedweise integriert werden diirfen, d.h es gilt

a/bif da:—Z/fkda:
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o

wenn Y fr gleichméBig auf [a, b] gegen eine integrable Funktion konvergiert und die f; Riemann-
k=1

integrierbar sind.

1.9 Numerische Integration

Haufig lassen sich die Stammfunktionen vorgegebener Funktionen nicht durch bekannte Funk-
tionen ausdriicken, so dafl man sich mit der ndherungsweisen Berechnung von

b
/f(x) dx

Die Riemannschen Summen bieten uns ein einfaches, aber bereits sehr brauchbares Mittel zur

begniigen muf.

numerischen Approximation bestimmter Integrale

b
/f(x) dz (a<b).

Wir wihlen die Zerlegung des Intervalls [a, b] d4quidistant (etwa n— 1 Teilungspunkte) und setzen
im Folgenden zur Abkiirzung

f(a+%(b—a)> —: .

Von den vielen Moglichkeiten der Bildung Riemannschen Summen seien nur drei notiert:

L, = b;a(fo+f1+---+fn71),
R, = I)_Ta(f1+f2+"'+fn),
I = b;a(f%+f%+“'+f—%)-
Auflerdem definieren wir
Sn::%(LnJar):b;a(%fo+f1+fz+---+fn1+%fn>-



1.9. NUMERISCHE INTEGRATION 35

Tr—1 Tk Tr—1 T

L,,R,,S, und T, streben geben fab f(z)dz fir n — oo. Die ersten beiden dieser Aussagen
heilen Rechtecks-, die letzten beiden Trapezregeln. Das Integral wird durch Rechtecks- bzw.
Trapezsummen approximiert (siche Skizze).

Die Trapeze werden durch Sehnen (bei S;) bzw. Tangenten (bei 7,) nach oben begrenzt; man
spricht daher von Sehnen- bzw. Trapezregel.

Bei der Intetration differenzierbarer Funktionen liefert die Simpsonsche Regel genauere Resul-
tate.

So wie bei den Rechtecks- und Trapezregeln die Funktion f(z) durch stiickweise lineare Funk-
tionen approximiert wurde, kann man zur Approximation stiickweise auch Polynome héheren
Grades nehmen und bessere Resultate erwarten. In einem Teilintervall [, 8] von [a,b] wihlen
wir als approximierendes Polynom p(z) ein solches hochstens zweiten Grades, das an den Stellen
a, B, # dieselben Werte wie f(x) hat. Ein solches p ist

pe) = 1(@) + f(0 B - ) + 1 (08,242 ) (o - a)( - )
mit
_ H) - i@
f(a’ﬁ) - ,B—CV )
2

Hon50) = Gl (0 -2r (%57 + 1),
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Wegen

1
(z—a)dr = 5(:1:—01)

Q\m

(z—a)(z—p)dz =

P —

213 N
TR (UEFC)
f(a,ﬂ,“;ﬁ> - ﬁ(f(ﬁ)—%(a;ﬁ)Jrf(a))

gilt die ,,Keplersche Fafiregel“

/ﬂpw)dw: 5 @ (25 0) 4 s

Man kann sich iiberlegen (vgl. [2, Seite 54]), daf}

ﬂf(w)dxzﬁ_a f@) +47 (222 4 1p) —f(4)(n)(ﬂ—a)5
/ e s (457) +109)

6 2

fiir geeignetes 7 € [«, ] gilt.

B

(1@ - pla)) da| < 5

= = 2880
(67

(B — @)’ mit M = max{ ‘f(4)(:v)‘

wenn f fiinfmal stetig differenzierbar ist. Will man nun fab f(x) dx berechnen, so zerlegt man das
Intervall in kleine dquidistante Teilintervalle [z, z;11] und wendet auf diese die erhaltene Simp-
sonsche Formel an und summiert die Teilintegrale f;’“ f(z) dz. Dies ergibt eine verhiltnismiBig

genaue Approximation des Integrals f: f(z)dz.



Kapitel 2

Differential- und Integralrechnung
mehrerer Veranderlicher

2.10 Der n-dimensionale Raum

Es sei n eine natiirliche Zahl. Unter dem n-dimensionalen reellen Zahlenraum (in Zeichen: R")
wollen wir die Menge aller geordneten n-Tupel (1, ... ,&,) von reellen Zahlen verstehen:

R* = {(51, ,§n)|£Z eR firi=1,... ,n}.

Ein Element des R nennen wir auch Punkt und bezeichnen es abkiirzend durch lateinische
Buchstaben, z.B. z = ({1,... ,&)-

Auf der Menge R" 14t sich die algebraische Struktur eines Vektorraums iiber dem Koérper R
(kurz: eines reellen Vektorraums) einfiihren:

Zu zwei Elementen z = (&1,... ,&,) und y = (91,... ,7n,) werde als Summe definiert:

z+y= (& +m,...,6n +m) €ER".
Zu einer reellen Zahl « und einem Element z = (&1,... ,&,) € R" werde als Produkt definiert:
ar = (aéy, ... ,a€,) € R".

Mit Hilfe der Additionsaxiome fiir den reellen Zahlkorper priift man leicht nach, dafl R unter
der eben eingefiithrten Addition eine kommutative Gruppe bildet. Das neutrale Element ist das
n-Tupel (0,...,0) der ,Nullvektor “ oder ,Nullpunkt“ des R", den wir der Einfachheit halber
als 0 bezeichnen, sofern Mifiverstindnisse nicht zu befiirchten sind. — Ebenso verifiziert man
unter Hinzuziehung der Multiplikations- und Distributivitéits-Axiome von R folgende Regeln

(a+B)x = azxz+ Pz,

a(r+y) = ar+ay,
a(fz) = (af)w,
l.z =z
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fir alle z,y € R" ,a,8 € R. Steht bei einer Betrachtung die Vektorraumstruktur des R* im
Vordergrund, so wird man die Elemente des R" als Vektoren bezeichnen.

Definition:
Sind z = (&1,... ,&,) undy = (n1,... ,nn) Vektoren aus R", so wird die reelle Zahl

n
> i
i=1
das Skalarprodukt von x und y genannt und mit x -y bezeichnet

Mit Hilfe der Korperaxiome von R erkennt man sofort die Richtigkeit von

Satz 10.1.
Das Skalarprodukt geniigt folgenden Regeln:

(a) -y Y-,

(b) (r1+m2)-y = z1-y+z2-Y,
(c) (az) -y = oafz-y),

(d) z-x >0, zx=02=0

fir alle z,z1, 22,y € R* ,a € R

Fiir = - # schreiben wir auch z2. Mit Hilfe des Skalarproduktes definieren wir eine Norm
genannte Abbildung des R" nach R, indem wir jedem z € R" als Norm die Zahl ||z|| := Vz?
zuordnen.

Satz 10.2.
Die Norm hat die folgenden FEigenschaften:

(1) =l =0, |z]] =0 & z =0,

(2) oz o - [l
(3) lz+yl < lzll +llyl

fir allez,y e R* ,a e R

Regel (1) ist die Ubersetzung der Regel (d) fiir das Skalarprodukt, Regel (2) folgt sofort
aus Regel (c¢). Um Regel (3) zu verifizieren, beweisen wir zuerst den

Satz 10.3. (Schwarzsche Ungleichung)
Fiir zwei Vektoren z,y € R" gilt stets:

(z-y)? <2? -y
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Das Gleichheitszeichen gilt hierbei genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.
Beweis:
Ist y = 0, so hat man

z-0=z(0+0)=z-0+z-0,

also z - 0 = 0. In diesem Fall verschwinden beide Seiten der behaupteten Ungleichung.
Ist y # 0, so gilt wegen (1) auch ||y|| # 0. Wenn wir noch 32 = ||y||? bedenken, kénnen wir fiir
beliebiges t € R schreiben:

2 2
Ty 2 (zy)

0< x+ty2:<—+ty> +z° — .
( ) [yl I lylI?

Nun kann man ¢ so wéihlen, daf§ ﬁ + t||ly|| = 0 ist. Dann erhilt man

und daraus die Behauptung. Sind z und y linear unabhingig, so verschwindet = + ty fiir kein t,
also ist stets 0 < (z + ty)?, und damit wird die behauptete Ungleichung streng. Sind z und y
linear abhingig, so gibt es wegen y # 0 ein ¢y so, dal z + toy = 0. Dann ist aber

Yy
—r +tollyll = —tollyll + tollyll = 0
[yl
und wir bekommen das Gleichheitszeichen in der Schwarzschen Ungleichung. O

Folgerung:
-y < [l - llyll fir z,y € R™.

Das folgt durch Wurzelziehen aus der Schwarzschen Ungleichung.

Zum Nachweis von (3) in Satz 10.2 betrachten wir:

(z +y)?

= #2+2z-y+y> nach (a) und (b)

® + 20z - y| +y?

2] + 21l - lyll + [ly]> nach der Folgerung
(Il + [ly])?.

Il + 5]

IAINA

Durch Wurzelziehen erhélt man (3).

Ist auf dem R" eine reellwertige Funktion gegeben, die den Regeln (1) bis (3) geniigt, so
nennen wir diese Funktion eine Norm und sprechen von einem normierten reellen Vektorraum.
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Die oben mittels des Skalarproduktes definierte Funktion wollen wir die euklidische Norm
nennen.

Man kann dem R" auch andere Normen aufprigen. Bei spéiteren Untersuchungen werden wir
oft fiir x = (z1,... ,x,) setzen:

|z| = max |z
1=1,.

EERER)

Man verifiziert leicht (1) und (2), (3) folgt so:
|z +y| = max |z; + y;| < max(|z;| + [yi]) < max|z;| + max|y;| = |z] + [yl

Mit Hilfe der euklidischen Norm wollen wir jetzt den euklidischen Abstand (Distanz) zweier
Punkte des R" definieren, indem wir fiir z,y € R” setzen:

dist(z,y) = |ly — =||.

Satz 10.4.
Die Distanz hat folgende Figenschaften:

dist(z,y) >0, dist(z,y) =0 z=y (2.1)
dist(z,y) =dist(y, z), (2.2)
dist(z, z) <dist(z,y) + dist(y, 2) (2.3)

fir alle z,y,z € R™.

Beweis:
(2.1) ist die Ubersetzung der Regel (1) fiir die Norm;

(2.2) folgt aus (2) fir a = —1;
(2.3) folgt aus (3) so:

dist(z, 2) = ||z — z|| = [lz =y +y — =[] < |z = yll + lly — 2]| = dist(y, 2) + dist(z, ).

Ist zu einer beliebigen Menge X = {z,v,...} eine Funktion gegeben, die jedem Paar (z,y) von
Elementen von X eine reelle Zahl dist(z,y) zuordnet, und geniigt diese Funktion den Regeln
(2.1) bis (2.3), so sagt man, sie sei eine Metrik auf X und man nennt X einen metrischen Raum.

2.11 Topologie des R"

Definition:
Es sei xp € R™ und e eine positive reelle Zahl. Eine e-Umgebung von xzg ist eine Menge der
Gestalt

Uc(zo) ={z € R" : |z — x| < &}.
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Dabei ist |x| = max;—1..p |zi|.

U:(zg) ist also ein n-dimensionaler Wiirfel mit Mittelpunkt z,, Kantenlinge 2¢ und zu
den Koordinatenachsen parallelen Kanten. Offenbar gilt stets xy € U(z¢), und fiir 0 < 1 < &9
ist Uy, (z0) C Ugy(z1).

Definition:
Es sei M C R". Ein Punkt zo € R" heifit innerer Punkt von M, wenn es ein € > 0 gibt, so daf
Ug (.’L‘()) C M.

Definition:

Unter einer Umgebung eines Punktes x € R" verstehen wir eine Punktmenge, die x als inneren
Punkt enthdlt.

Eine Menge U C R”" ist also genau dann eine Umgebung von z, wenn sie eine e-Umgebung
von z enthilt. Insbesondere sind e-Umgebungen von z auch Umgebungen von z. Wir werden
Umgebungen von z oft mit U(z) bezeichnen.

Definition:
Es sei M C R*. M heif§t offen oder ein Bereich, wenn jeder Punt von M innerer Punkt von M
15t.

Beispiel:
Es seien a1,... ,ap,b1,... ,bp, E R und ap < by fir K =1,... ,n. Dann ist

Qz{(xl,...,xn)eR" Dag <z < by ; k:l,...,n}

eine offene Menge (offener Quader):
Firr Zp = (11©9,... ,2,(9) € Q setzen wir

e= min {(zx© —az), (b — z?)}.
k=1,...,n

Dann ist offenbar U.(Zp) C Q.

Satz 11.1.
Das System der offenen Mengen hat die folgenden Eigenschaften:

(1) @ und R™ sind offen,
(2) die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen,

(8) der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Beweis:
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(1) ist trivial.

(2) sieht man so: Sind U;, wobei i eine beliebige Indexmenge J durchliuft, offene Mengen,
und ist Zy € |J Ui, so gehort Zp mindestens einem Uj, an. Dann gibt es ¢ > 0, so da8
ieJ
UE(fO) C Uio C U UZ .
1€

%
(3) ergibt sich auf folgende Weise: Sind Uy, ... ,U; offen und ist £y € (| U,. Dann ist ¢ =

v=1
i
min ¢ > 0 und U.(Zy) C U, (z,) C U, fiir v=1,... ,i, also Us(Zp) C ) U,.

v=1,...,0 v—1

g
Der Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen ist nicht notwendig offen: My, = {Z : |Z| < %}

o0
ist fiir £ = 1,2,3,... ein offener Quader, [| My = {0} ist offenbar keine offene Menge.
k=1

Hat man auf einer beliebigen Menge X ein gystem von Teilmengen mit den Eigenschaften
(1)-(3) aus Satz 11.1 (dabei ersetze man in (1) die Menge R™ durch X), so nennt man
das System eine Topologie auf X und und die einzelnen Mengen des Systems die ,offenen
Mengen“ der Topologie. £ zusammen mir der Topologie auf X heifit topologischer Raum. Auf
einem beliebigen metrischen Raum kann auch wortlich wie auf dem R” eine Topologie definieren.

Definition:

FEine Teilmenge M C R™ heif§t abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.

Satz 11.2.
Das System der abgeschlossenen Mengen hat die folgenden Figenschaften:

(1) @ und R™ sind abgeschlossen,
(2) der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen,

(8) die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
Der Beweis ergibt sich sofort aus Satz 11.1 und allgemeinen mengentheoretischen Sétzen.

Definition:

Ist M C R™, so heifit ein Punkt x € R* Randpunkt von M, wenn in jeder Umgebung von x
sowohl Punkte aus M als auch Punkte aus dem Komplement von M liegen.

Mit @M bezeichnen wir die Menge aller Randpunkte von M.

Definition:
Die Menge M = M U OM heifit die abgeschlossene Hiille M oder auch die Abschliefung von
M.
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Die Bezeichnung ,,abgeschlossenen Hiille“ wird durch Satz 11.4 gerechtfertigt.
Zunichst gilt:

Satz 11.3.

Sei M C R*. Dann gilt M = ﬁ

Beweis:

Aus der Definition folgt @ = M UOM D M; es bleibt zu zeigen, da8 M D OM. Hierzu sei
x € OM. Angenommen, es wire z ¢ M, d.h. also z € (M. Wegen z € OM gibt es zu jeder
offenen Umgebung U von z ein y € M mit y € U.

In jeder offenen Umgebung von y muf} ein Punkt §j € M liegen (entweder § = y, wenn y € M
oder, falls y € OM, aufgrund der Definition der Begriffs , Randpunkt*.)

Da U offen ist, ist U auch Umgebung von y, und wir haben die Situation, daf} in jeder offenen
Umgebung von = € CM C CM ein Punkt § € M liegt. Daraus folgt aber, da z € OM gelten
muf, im Widerspruch zu = € CM. Also ist x € MunddM C M. O

Satz 11.4.

Es sei M C R". Dann ist M abgeschlossen. Uberdies ist M die kleinste abgeschlossene in R"
liegende Obermenge von M.

Beweis:

Es sei z € CM. Zum Nachweis der Abgeschlossenheit von M muf} gezeigt werden, da CM offen
ist. Wir miissen also zeigen, da eine in (M liegende Umgebung von z existiert. Wenn dies
nicht der Fall wiire, so enthielte jede Umgebung von z mindestens einen Punkt von M, d.h.,
der Punkt z € (M wire Randpunkt von M Dies bedeutet + € M C (M). Aus Satz 11.3. folgt
dann z € M im Widerspruch zu = € CM.

Zum Nachweis der zweiten Behauptung ist zu zeigen: Wenn N eine abgeschlossene Teilmenge
von R” ist, die M enthilt, so gilt N D M.

Da N D M, geniigt es, die Inklusion N O M nachzuweisen. Hierzu wiederum geniigt der
Nachweis der Inklusion N D {x € OM|z ¢ M}. Sei daher x € OM, = ¢ M. Angenommen, es
wire n ¢ N. Wegen der Abgeschlossenheit von N ist CN offen, d.h. es gibt eine Umgebung

U von z, die in CN ligt. Da z € ON, liegt in jeder Umgebung von z ein Punkt von M, d.h.
das obige U C CN enthilt mindestens einen Punkt von M. Da M C N ist, ergibt sich ein
Widerspruch. O

Den zweiten Teil von Satz 11.4. kann man auch folgendermafien ausdriicken:
M ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Obermengen von M.

Definition:
Die Menge aller inneren Punkte einer Menge M C R™ wird als ,offener Kern M von M “ oder
als das ,Innere von M “ bezeichnet.
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Satz 11.5.

Es sei M C R"™. Dann ist die Menge ]\04 offen. Ferner ist M die grifite offene Teilmenge von
M.

Beweis:

Es sei z € ]\OJ , d.h. z ist innerer Punkt von M. Dann gibt es eine offene Umgebung U von z mit
UcCM.

Da U offen ist, gibt es zu jedem y € U eine Umgebung V von y mit V;, C U C M, d.h. es gilt

auch y € M und U C M Daraus folgt die Offenheit von M O

Zum Nachweis der zweiten Behauptung mufl gezeigt werden, dal aus W C M, W offen,
die Inklusion W CM folgt. Dies folgt unmittelbar aus der Offenheit von W. g

Wir notieren noch

Satzchen 11.6.
Es set M C R*. Dann gilt

Beweis:

Nach Satz 11.5. ist M die grofite offene Menge, die in M enthalten ist. Da M offen ist, ist dies
die Menge M selbst. O

Eine weitere wichtige ,,topologische Erkenntnis“ ist
Satz 11.7. (Hausdorffsches Trennungsaxiom)

Es seien x1 und xo verschiedene Punkte des R™. Dann gibt es Umgebungen U(z1) und U(xs),
so daf U(z1) NU(z2) = @.

Beweis:

Man setze £ := +<|lzo — 21| > 0 und U(zg) = Us(zy) fiir k = 1,2. Gibe es
ein ¢ € Ugzy) N Us(zz), so folgte nach der Dreicksungleichung der Widerspruch
de=|z1— x| < |z2 — 2|+ |z — 21| < E+€E =26, O
Folgerung:

Eine aus einem Punkt bestehende Menge 1z ist abgeschlossen.
Zu jedem z € C{zy} gibt es nimlich nach Satz 11.7. eine e-Umgebung U, (z), die z¢ nicht
enthilt, die also ganz in C{zq} liegt. Also ist C{zq} offen.

Definition:
Es sei M C R"™. Ein Punkt xo € R® heifit Hiufungspunkt von M, wenn in jeder Umgebung von
o unendlich viele Punkte von M liegen.
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Es geniigt, hierbei die offenen Umgebungen von z; zu betrachten.

Satz 11.8.

FEine Teilmenge M C R"™ ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Hdufungspunkte
enthdlt.

Beweis:

= Es sei M abgeschlossen und z ein Hiufungspunkt von M. Liige z in CM, so gibt es
wegen der Offenheit von (M eine Umgebung U von z mit U C CM. U kann daher nicht
unendlich viele Punkte von M enthalten, und z ist kein Hiufungspunkte von M. Dies ist
ein Widerspruch.

< M enthalte alle seine Haufungspunkte. Wir miissen zeigen, da8 (M offen ist. Hierzu sei
z € CM. Dann gibt es eine offene Umgebung U von z, so daff U N M nur endlich viele
Elemente enthélt. Andernfalls enthielte jede Umgebung von z unendlich viele Elemente
aus M und z wire Hiufungspunkt von M, also x € M. Die Menge U N M ist daher
abgeschlossen, ihr Komplement C(U N M) = (U UCM offen. Da U offen ist, ist auch
U N (CU uCM) offen, und wegen der Identitét

UNnCUuulM)=UnlU)uWUntM)=ou(UNnNCM)=UnCM

ist die Menge U N CM offen. Da x € U NCM, ist U N (M eine Umgebung von z, die in
CM liegt. M ist daher abgeschlossen. O

2.11.1 Kompakte Mengen

Definition:
Eine Teilmenge M C R™ heifit beschrinkt, wenn ein C € R ezistiert mit |z| < C fir alle x € M.

Definition:
FEine Teilmenge M C R™ heifst kompakt, wenn M abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Kompakte Mengen haben eine wichtige Eigenschaft, welche bei Beweisen hiufig verwen-
det wird. Es ist dies die sogenannte Uberdeckungseigenschaft:

Definition:

Ein System {U;, i € J} von Mengen U C R" mit einer Indezmenge J ist eine Uberdeckung
der Menge M C R", wenn zu jedem © € M ein ¢ € J ezistiert mit x € U;.

Das System {U;, i € J} heift offene Uberdeckung von M, wenn die U; zusitzlich offene
Mengen sind.
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Definition:

Eine Menge M C R" hat die Uberdeckungseigenschaft, wenn jede offene Uberdeckung
{Ui, i € J} von M eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. es gibt eine endliche Teilmenge
Jo C J, so dap {U;, i € Jo} immer noch eine Uberdeckung von M ist.

Satz 11.9. (Satz von Heine-Borel)

Eine Menge M C R™ ist genau dann kompakt, wenn M die Uberdeckungseigenschaft besitzt.
Beweis:

Der Beweis kann nachgelesen werden in [4, Seite 30] oder [6].

2.12 Punktfolgen und Konvergenz

Ist jeder mnatiirlichen Zahl ¢ = 1,2,3,... ein Punkt a; € R" zugeordnet, so bilden die
a; ,1=1,2,3,... eine Punktfolge im R". Prizise ausgedriickt:

Eine Punktfolge (a;)°, oder (dj)ien oder (di,d3,...) ist eine Abbildung der natiirlichen
Zahlen in den R™. Das Bild der Zahl ¢ € N ist a; € R". Jedes einzelne a;, i € N, heifit Glied der
Folge.

Definition:
Es sei (@;)$°, eine Punktfolge in R". Fin Punkt @ heift Hiufungspunkt von (d;), wenn in jeder
Umgebung von d; unendlich viele Glieder der Folge (a;) liegen.

Definition:
Eine Punktfolge (a;) im R" heifit beschrinkt, wenn die Punktmenge {d;|i € N} beschrinkt ist.

Definition:
Eine Punktfolge (d;)ien im R* konvergiert gegen den Punkt @ € R”, in Zeichen:
a; — a (i — o) oder lim g; = a,

1—00

wenn in jeder Umgebung von a fast alle Glieder der Folge (a;)ien liegen.

Aquivalente Definition:
Eine Punktfolge (a;)ien konvergiert gegen @ € R", wenn zu jedem € > 0 ein ig € N existiert, so
daf8 fir alle © > 1y die Ungleichung

@ —ai| <e

stattfindet.
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Definition:

Die Punktfolge (d;)ien heifit konvergent, wenn ein @ € R™ mit
a; — a (1 — o0)

ezistiert.

Aus der Definition folgt leicht der

Satz 12.1.
Eine Punktfolge (a;) im R* konvergiert genau dann gegen einen Punkt @ € R", wenn die

NORSNG

Komponenten agk) von d; = ( .0 ) fir i — oo gegen die Komponenten a®) von

a=(aM,... aM™) konvergieren.
Hieraus folgen leicht die Satze 12.2 und 12.3:

Satz 12.2.
Es seien (7;)ien und (9;)ien Punktfolgen im R™ mit

T, =% gi—y (1—o0), T,y R

Dann gilt:
lim (5 +9;) = X479,
71— 00
lim 75 = 77,
1— 00
lim a;z; = a; fir o —a (i > ), a,x€eR
1— 00

Satz 12.3. (Cauchy-Kriterium)
Es sei (a;)ien eine Punktfolge im R™. Die Folge (aj)ien konvergiert genau dann, wenn zu jedem
e >0 ein mg € N existiert, so daf fir alle k,m € N mit k,m > mqg die Ungleichung

|dk, — am| < €
stattfindet.

Satz 12.4. (Satz von Bolzano-Weierstraf})

Jede beschrinkte Punktfolge (d;)icny im R™ hat mindestens einen Haufungspunkt.

Beweis:

Aus der Voraussetzung folgt, daf die Folgen der Komponenten (agk))ieN,k =1...,n, von

a; = (az(l),... ,oz(-")) beschrinkt sind. Es gibt daher eine Teilfolge (¢1(7))ien, (i) € N,

1
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so dafl die Folge (O‘Sl)(z'))iEN konvergiert. Dies folgt aus dem ,eindimensionalen“ Satz von

Bolzano-Weierstral, angewandt auf (az(l))ieN. Erneute Anwendung dieses Satzes auf die Folge

(ac(,i)(i))iEN ergibt die Existenz einer Teilfolge (p2(i))ien von (pi1(7))ien, so daf (a((’i)(i )ieN
konvergiert und (asg(z‘))iGN als Teilfolge von (O‘Sl)(z'))iGN konvergiert. n-malige Auswahl von

Teilfolgen nach diesem Vorbild ergibt die Existenz einer Teilfolge (5, (4))ien, so daB (afpkn)(i))ieN

fir K = 1,... ,n konvergiert. Dies bedeutet aber, daB (@, ;) )ien konvergiert, und der Satz ist
bewiesen. O
Satz 12.5.

Es sei a ein Hiufungspunkt der Punktfolge (a;)ien. Dann gibt es eine Teilfolge (ay(;))ien, die
gegen a konvergiert.

Beweis:
Der Beweis geschieht wie im Fall reeller Zahlenfolgen. 0
Der Satz von Bolzano-Weierstrafl kann damit auch so formuliert werden:

Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

2.13 Funktion von n Verdnderlichen, Stetigkeit

Naive Definition:

Es seien m,n € N und M C R*, N C R™. Fine Funktion von M mnach N, in Zeichen
f: M — N, ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element x aus M genau ein Element f(x)
aus N zuordnet.

M heifit Definitionsbereich von f oder Urbildmenge, N heifst Bildbereich von f.

In dem vorliegenden Fall M C R*, N C R™ heifit f auch ,,Funktion von n Veridnderlichen“
oder ,,Funktion mehrerer Variabler®. Ist m = 1, spricht man auch von einer reellen Funktion,
ist m > 2, so spricht man auch von einer Vektorfunktion.

Definition:

Sei M C R" und x € M. Eine Funktion f: M — R" heifst stetig im Punkte x, wenn zu jeder
Umgebung U von f(z) eine Umgebung V von x existiert, so daff {f(y)lye VNM} CU.

Eine dquvalante Definition mit Epsilontik lautet folgendermafien:

FEine Funktion f: M — R™ heif}t stetig im Punkte x, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert,
so daB fiir alle y € M mit |z — y| < ¢ die Ungleichung |f(z) — f(y)| < € stattfindet.

Wie im Fall einer Variablen beweist man

Satz 13.1.
Es seien nym € N, g € M C R* und f: M — R™ stetig in x9. Dann gibt es eine Umge-
bung U von xy, in der f beschrinkt ist, d.h. es gibt ein C € R, so daf8 |f(z)| < C firx € UNM.
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Auch der folgende Satz ist im n-dimensionalen giiltig:

Satz 13.2.

Es seien n,m € N, zg € M C R" und die Funktionen f,g: M — R™ seien stetig in xo. Dann
ist auch f+g, af mit a € R, sowie f-g (Skalarprodukt!) in x( stetig. Ist m = 1 und g(z¢) # 0,
so st auch Jgf in einer Umgebung von xg erkldrt und in xq stetig.

Beweis:

Wir beweisen nur die letzte Behauptung.

Ist g(zg) # 0, so gibt es eine Umgebung U(zg), in der gilt

1
‘g(w)‘ >F>0 mit g= 5‘9(%)‘ fir alle z € U(xo).
Wegen der Stetigkeit von g gibt es ndmlich zu ¢ = 8 eine Umgebung U (zy), so daf

|9(2) — g(a0)| < B=e.

Daraus folgt

lotao)| — [o(a)| < p = 1220
und
‘g(:v)‘ > |g(2$0| ::8
L ist also in U (zo) erklart.
Es gilt
‘@ _ S| _ f(®)g(xo) — g(x) f(0)]
9(@) ~ g(zo) 9@)lg(ao)]
< Zlr@sten) - @ rien)]
= Z|r@e) o) + s@ @) - fe0)
1 1
< @) Jote) —9@)| + glo@)| - |7@) ~ 1a0)

Nach Satz 13.1. gibt es eine Umgebung V(zy) und ein C' € R mit |f(z)| < C, |g(z)| < C fir
z € V(z,). Mit der obigen Abschitzung folgt

‘f (z) _ f(=o)
g9(z)  g(zo)
fir z € U(zo) NV (zg) =2 W.

Wegen der Stetigkeit von f und g gibt es zu vorgegebenem ¢ > 0 eine Umgebung T' von ¢ mit

‘g(mo)—g(m)‘ < §—2C€ und

2
‘f(:vo)—f(w)‘ < g—g fir zeT.

< %(\g(ww — g(@)| + |1(@) - f(xo)\)
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Daraus folgt

<e fir z€eTNW,

d.h. zu jedem vorgegebenen £ > 0 gibt es eine Umgebung von xy mit

() _ fl=o)

g9(z)  g(zo)

<e, d.h 5 ist in U(zo) stetig.
(|

Der folgende Satz besagt, daB die ,Hintereinanderausfithrung® stetiger Funktionen stetig
ist:

Satz 13.3.

Es seien k,m,n € N, M C R*, g: M — R™ stetig und g(M) C N C R™, sowie f: N — RF
stetig. Dann ist die zusammengesetzte Funktion f o g: M — RF, die definiert ist durch
(fog)(z) = f(g(z)), = € M, ebenfalls stetig.

Der Beweis geschieht wie im eindimensionalen Fall mit Hilfe des Folgenkriteriums:

Satz 13.4. (Folgenkriterium)
FEine Funktion f: M — R™, M C R", ist genau dann im Punkt zo € M stetig, wenn fir jede
Folge (z;);cy, i € R", mit x; — xo (1 — 00) die Konvergenz f(x;) — f(xo) stattfindet.

Der Beweis verlauft fast wortlich wie im Fall einer Variablen.

Beispiele stetiger Funktionen:
Man iiberlegt sich leicht, dafl lineare Funktionen stetig sind. Eine lineare Funktion [ : R* — R™
ist durch

aiy ... Qg &1
l(z) = Az = :

Gm1 -+ Amn €n

mit einer reellen m x n-Matrix A erklart.

Aufgrund von Satz 13.2. sind Produkte von linearen Funktionen und Summen hiervon stetig auf
R". Dies fithrt zu dem Satz, da8 Polynome in n Variablen (oder ,, Unbestimmten*) stetig sind.
Polynome — erst recht rationale Funktionen % — sind nur sinnvoll einzufiihren als reell- (oder
komplex-) wertige Abbildungen p : R™ — R.

Eine kompakte Schreibweise fiir Polynome mit n Verénderlichen arbeitet mit Multi-Indizes: Es

n
seia = (a1,... ,0,) mit a; € {0}UN. Ausnahmsweise sei || = Y ;. Firz = (&,...,&,) € R®
i=1
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sel

n
- lae
i=1

Ein Polynom p m-ten Grades in n Verdnderlichen 148t sich darstellen durch

mit Koeffizienten a, € R, die durch Multi-Indizes indiziert sind. > bedeutet die Summation
lal<m
iiber alle Multi-Indizes a mit |a| < m.

Beispiel: p(z) = &€+ 1

piz)= 0-&2 4+ 0-&% + 1-&6& + 0-&4 + 0-& + 1
) t T 1) T t
a(2,0) 4(0,2) a(1,1) a(1,0) a(0,1) 4(0,0)

Sind p und ¢ Polynome in n Verinderlichen, so 1it sich eine rationale Funktion £ definieren

durch |
g(x) =20 e perny {y‘Q(y) = 0}-

Ahnlich wie im eindimensionalen Fall kennt man auch hier den Begriff der gleichmdfigen
Stetigkeit:

Definition:
Seien m,n € N und M C R". Eine Funktion f: M — R" heifit gleichmiBig stetig auf M, wenn
zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so daf fir alle z,y € M mit |z — y| < & die Ungleichung

|f(z) — f(y)| < e stattfindet.
Es gilt

Satz 13.5.

Es sei M eine kompakte Teilmenge des R, n € N, und f: M — R™, m € N, stetig. Dann ist
f auf M gleichmdfig stetig.

Beweis:

Man kann dies mit Hilfe des Satzes von Heine-Borel zeigen. Wir schlagen einen anderen Weg
ein. — Angenommen, die Aussage wére falsch. Dann gibt es ein € > 0, so da} zu jedem ¢ > 0 ein
Pérchen z5,ys € M existiert mit den Eigenschaften

s —ys| <8 |7(es) = Flya)| 2 e
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Wihle § = %, n € N. Aus dem Satz von Bolzano-Weierstra$ folgt die Existenz eines x € M und
einer Teilfolge (o(4));cy, so daB

Auflerdem gilt mit § = 70

%

d.h. es gilt auch

Daraus folgt

F(za )= f(va)| =@ - @] =0 (=

P10)

Andererseits muf}

(o)~ 1 (vs)| 2

gelten. Dies ist ein Widerspruch, und der Satz ist bewiesen. 0

Eine weitere Eigenschaft stetiger Funktionen ist

Satz 13.6.

Es sein € N und M C R* kompakt sowie f: M — R stetig. Dann nimmt die Funktion f ihr
Mazimum und ihr Minimum auf M an, d.h. es existieren y,z € M so daf fiir alle x € M die
Ungleichungen f(y) < f(z) < f(z) gelten.

Man schreibt auch

f) = minf,
flz) = mﬁxf.

Der Beweis geschieht wie im eindimensionalen Fall unter Benutzung des Satzes von Bolzano-
Weierstrafl.

Wie im Fall reeller Funktionen einer Variablen kann man punktweise konvergente Folgen von
stetigen Funktionen betrachten und sich fragen, unter welchen Bedingungen die Grenzfunktion
stetig ist:

Definition:
Eine Folge (fi);cy von Funktionen fi: M — R™, M C R", m,n € N heifit punktweise
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konvergent gegen die Funktion f: M — R™, in Zeichen f; — f (i — o0), wenn fir jedes
z €M fi(z) = f(z) (i— ).

Die Folge (fi);en heift (auf M) gleichméBig konvergent gegen f, wenn zu jedem € > 0 ein
io € N ezistiert, so daff |fi(x) — f(z)| < e fir allei € N, ¢ > iy und alle z € M.

Satz 13.7.
Es seien m,n € N, M C R" und f;: M — R, i € N stetig. Die Folge (f;);cn konvergiere auf
M gleichmdflig gegen f: M — R™. Dann ist f auf M stetig.

Der Beweis geschieht wie im eindimensionalen Fall. O

2.14 Partielle Ableitungen

Es sei M eine offene Teilmenge des R” und f: M — R mitn € N. Ist &y = ( §0), e ,{,(10)) €M,
so gibt es eine e-Umgebung U.(Zy) von Zy mit U, (%)) C M. Die Funktionen g¢;,7 = 1,... ,n, die
definiert sind durch

g1(6) = F&e0, 60, €D )
g206) = £, .9 )

() = £e0,6.6,....62.0
sind dann zumindest auf e-Umgebungen VE({“Z(O)) C R von 51-(0) erklirt:
g Va€) 5RO Li=1,... 0.

Es kann vorkommen, dafl die Funktionen g; an der Stelle {Z(O) differenzierbar sind.

In diesem Fall sagen wir, dal die Funktion f an der Stelle Xy eine partielle Ableitung
erster Ordnung in der i-ten Komponente besitzt oder einmal partiell differenzierbar nach der

i-ten Komponente ist.

Wir schreiben
10y _ O

oder, ohne Riicksicht auf die Nennung der Variablen,

g€ = 2Lz,

¢ ox;
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oder
0 S
gi(&”) = fi(@0).
Hat man die partielle Differenzierbarkeit nach allen Komponenten, so setzt man

vi@) = L0 — (L. g @)

Vf(Zy) = ,Nabla f an der Stelle £y oder ,,Gradient von f an der Stelle Zy“ = gradf(Zp)-
Wenn f = (fi,...,fm)! eine Vektorfunktion vom M nach R™ ist und die Funktionen f;: M — R
an der Stelle ) € M einmal partiell differenzierbar sind, so bezeichnet man die Matrix

h(@) -+ §(d0)
of .
%(550) = : :
m(Fo) - ()

als Funktionalmatriz oder Jacobische (Matriz) von f.

Ist f: M — R" partiell differenzierbar, so ist die Funktionalmatrix %(a‘c’o) quadratisch und
man kann die Determinante von nga(fo), in Zeichen det a%%(ﬁo), die sogenannte Funktionalde-
terminate von f an der Stelle Zy bilden.

SchlieBlich erwahnen wir noch, dafl man

als Divergenz von f an der Stelle %y, in Zeichen divf(Zy), bezeichnet.

Existieren die ersten Ableitungen von f in allen Punkten Z; von M, so sagt man, dal f
in M einmal partiell differenzierbar ist. Ist f: M — R, so definieren die partiellen Ableitungen
von f dann eine Abbildung Vf: M — R". Ist V f partiell differenzierbar, so kann man partielle
Ableitung zweiter Ordnung
o0’ f
6xi8xk

und entsprechend héherer Ordnung bilden.

Beispiele:

1. f(@) =siné&ily, &= (&,8), [RE-R
V(&) = (€2 cos (€1€2), &1 cos (€1€2))

n

2. f(f) = E a’ifi’ T = (51" . agn)Ta
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air - am\ (& by
3. f(B) = AZ+b= + :
aml " Omn fn bm
f:]Rn_)]Rm, f:(gla"'aén)Ta
2]

Fiir die partiellen Ableitungen einer Funktion gelten z.T. dhnliche Sitze wie fiir die gewohnliche
Ableitung einer Funktion einer Variablen.

Satz 14.1.
Die Funktionen f,g: M — R™, mit M C R" offen, seien an der Stelle Ty € M einmal partiell

differenzierbar. Dann sind auch f + g, af mit « € R und f - g(Skalarprodukt) an der Stelle %y
einmal partiell differenzierbar, und es gilt:

WDy = L+ ),
0 0

ADia) = aglan,
o(f - 9)

oy 20 = (g—i-g) (fo)+( '%) (7).

Beweis:

Der Beweis wird auf den entsprechenden eindimensionalen Fall zuriickgefiihrt.

Interessanterweise folgt aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion nicht deren
Stetigkeit.

Beispiel:
Sei

&1& . D 9
F(1,6) = { 818 fiir £7 + €2 # 0,
0 fiir § = & = 0.

Dann besitzt f iiberall auf R? partielle Ableitungen, ist aber im Nullpunkt unstetig, denn es gilt
11 .

<_-a_-> —0 (j—)OO),

aber f (%,%) = % # 0= £(0,0).

Setzt man jedoch voraus, dafi die ersten partiellen Ableitungen von f: M — R, M C R" offen,
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in M existieren und V f auf M beschrinkt ist, so folgert man leicht aus dem Mittelwertsatz die
Lipschitzstetigkeit von f.

Satz 14.2. (Kettenregel)

Es sei M C R" offen und g: M — R™ stetig und einmal partiell differenzierbar. Ferner sei N
eine offene Teilmenge des R™ mit N D g(M) und f: N — R besitze in N stetige erste partielle
Ableitungen. Dann ist die durch (f o g)(Z) = f(g(Z)) definierte Funktion (fog) : M — R
einmal partiell differenzierbar, und es gilt:

# 1199~
(V(f09)(@) = (VH)(9(2))) 5= (@)
Die letzte Gleichung ist so zu verstehen: Der Zeilenvektor (V(f o g))(Z) ist gleich dem Matri-
zenprodukt aus dem Zeilenvektor (V f)(g(Z)) mit der Matrix

a 2] —
(&) e (Z)
a - 6 —
I () ()

Beweis:
Es sei e; der i-te Einheitsvektor, d.h. der Vektor des R", der in der i-ten Komponente eine 1
stehen hat und dessen restliche Komponenten verschwinden. Wir miissen zeigen, daf:

At 5 ((52) @) (5%) v

konvergiert fiir h — 0, h # 0. Es folgt dann

(f(g(f-l-h-e;l))—f(g(f))’,,, ’ f(g(a'c'+h-e7;L))—f(g(i’))) S V(fog)@) = ((Vf)(g(:v))g%(i’)

Es gilt
J(9(E + hei)) — F(9(@) _
_ Far(E 4 o 0+ ) — F(ar (7 +he). - g 1(7 + ). () .
 F@ @+ he), gno (T + hei) g <h,)g [0 +hes), ++  gmo1 (7). gm (@)

+f(g1(-'f+ hei), g2(Z), - -+ s gm(&)) — f(91(Z),- -+, gm(T))
. .

Wir wenden auf die einzelnen Briiche den Mittelwertsatz an und erhalten

f(g(Z + hei)) — f(g(%)) of gk (T + hej) — gi (%)
h - Z (&vk (k)) : lJL =

k=1
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(k)

Die Vektoren g,”’ hingen von Z und h ab, ihre j-ten Komponenten liegen zwischen g;(Z + he;)
und g;(Z), z.B. ist

0™ = (1 (Z + hes), ..., gm-1(Z + hei), 1)

mit einer Zahl vy, zwischen g,,(Z + he;) und g, (Z).
Wegen der Stetigkeit von g konvergiert gﬁk) — g(Z) fir h — 0. Wegen der Stetigkeit von %

konvergiert daher

of
oxy,

@) > @) o)
T,

und daher

fg(Z+ hei})L) —flg@) z": ((%) (g(f))> (?yﬁ) @.

k=1

O
Ist f in Satz 14.2 eine Abbildung von N nach R, so kann man die Kettenregel folgendermafien
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formulieren:

Satz 14.2°. (Vorraussetzungen analog zu Satz 14.2.)

oz

Nfo9) () = (

(9@) (L @),
) o) (520))

d.h die Funktionalmatriz von f og an der Stelle z, also die Matriz

d(f10g)

“om (Z)

or1

9(fs o.g) (z)

or1

d(f10g) (z)

Oxn

3(5;29) (z)

ist gleich dem Matrizenprodukt der beiden Matrizen

o (g(@))

81 (4(a))

und

- (g(2))

98 (g(a))

Wir erwidhnen noch eine Anwendung der Kettenregel, die man manchmal ben6tigt:

Satz:

Es sei M C R" offen und f: M — R einmal stetig partiell differenzierbar. Ist dann £ € M und
he R", so ist durch g(t) :== f(Z+ tﬁ) eine Funktion g: R — R fiir alle t aus einer Umgebung
der 0 € R definiert und nach dem letzten Satz bei t = 0 differenzierbar, und es gilt

dg
dt

0) = h - V().

Man bezeichnet % - V f (&) auch als Ableitung von f in Richtung von h. (,,Richtungsableitung® —
allerdings verwendet man diesen Namen noch in einem allgemeineren Zusammenhang).

Eine weitere wichtige Eigenschaft partieller Ableitungen ist ihre Vertauschbarkeit.
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Beispiel:
2 (e = g @ooste)
= cos(&fz) &2¢1 8in(§1&2)
= 5 (62 cos(€1€2))
0 0
= 8—52( 5 (5152))
Satz 14.3.

Es sei M C R" offen und die Funktion f: M — R mdge in M erste und zweite stetige partielle

Ableitungen haben. Dann gilt in M die Gleichheit
0*f B 0% f

0r;0x,  O0ri0z;

Entsprechend kann man die Vertauschbarkeit hoherer Ableitungen behaupten:

(H > (N 9o (i) ) ;
9zpi) DL (x(i))

Hierbei ist m eine Permutation der Zahlen von 1 bis N, a(i) € N, (i) € {1,... ,n}.

Beweis:

Es sei z € M und ej, j = 1,...,n die Einheitsvektoren im R". Da M offen ist, gibt es ein
ho > 0, so daf fiir alle h € R mit |h| < by die Punkte « + he; und = + he; +hej, 4,j=1,...n
in M liegen. Fiir |h| < hg sind dann die ersten und zweiten Differenzenquotienten von f an der
Stelle x erklért:

w(@) = Dif(@) = LEPDZIE () = Dp(a).

Man rechnet leicht nach, dafl

DD} f(z) = DyD} f(z),

und zum Nachweis des Satzes geniigt es, zu zeigen, daf fir j,k =1,... ,n
0 9
DD} h = 0).

Dies geschieht folgendermaflen:
Es gelten die Gleichungen

1
1 [0
J Ok
1 / 0
DI f(z + he;) = E/(a—w];(m—l—hej—l—tek)dt.
0
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Daraus folgt

1
h b _ 1 / of
DiDyf(z) = 3 Doy (x + hej + tey) — i ——(z +teg) ) dt

S =

0
: (aw x + hej + tey) — %(m + tey) 9% f () )

/ - dt

) h B,Tjaxk

8

/(=)

Barjaack

Aus dem Mittelwertsatz folgt
2

A ( of ( + hej + tey) — ﬁ(ac -l-tek)) =

By By f(z + Ohe; + tey)

0z 0z,
mit 0 < @ < 1. Aus der gleichméfigen Stetigkeit von Wajam% in einer Umgebung von z folgt fiir
0 < |h| < 8, daB der Integrand im letzten Integral zum Betrag noch kleiner als € > 0 sein muf.
Daraus folgt

0*f (=)
8:vj8xk

DIDpf(z) — (h — 0),

und der Satz ist bewiesen. O

2.15 Mittelwertsatz und Taylorscher Satz. Totale Differenzier-
barkeit

Satz 15.1. (Mittelwertsatz)

Es sei M C R" offen und f: M — R einmal stetig partiell differenzierbar. Es seien Z,§ € M
und die  und § verbindende Strecke {tZ + (1 — t)y|0 <t < 1} gehire zu M. Dann gibt es eine
Zahl ¥ €]0, 1] mit

(@) =[G+ (& =9 -VI(G+IZ 7).

Beweis:

Die durch g(t) = f(§ + t(Z — ¥)) definierte Funktion g: [0,1] — R ist stetig und in ]0,1]
differenzierbar. Nach dem ,eindimensionalen“ Mittelwertsatz ist g(1) = ¢(0) + ¢’(¥) mit einem
9 €]0, 1[. Daraus folgt mit der Kettenregel

@) =[G+ (@&=9)-VI(G+IZ 7).

O
Folgerung:
Die Punktmenge M C R” sei offen und habe die Eigenschaft, daf} je zwei Punkte & und ¥
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aus M durch einen endlichen Polygonzug verbunden werden kénnen, d.h. es existieren Punkte
ZeM,i=1,... ,N, mit &1 = &,y = y, so daB die Strecken {tZ; + (1 — t)Zi11|t € [0,1]}
firi = 1,... ,N —1 alle in M liegen. (Man sagt dann, M sei zusammenhingend). Die ersten
partiellen Ableitungen der Funktion f: M — R mogen verschwinden. Dann ist f konstant auf
M.

Der Mittelwertsatz fiir Funktionen in n Verdnderlichen ist die einfachste Form des entsprechen-
den Taylorschen Satzes. Hierzu bedienen wir uns der folgenden Schreibweise:

Es sei h € R* und f: M — R M offen, Z € M, f sei n-mal partiell differenzierbar. Wir setzen

(h-V)f(z) =h-Vf(z)
und bei entsprechenden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen
f(@) = (F-V)((h-V)*f)@), k+1<N.
Es ist dann formal (siehe die Multi-Index-Schreibweise bei Polynomen in n Verinderlichen)

(h-V)E =" hrvr
|u/=k

n g \ M
Vu:l—.[(a—mz> s b= (B, ).
=1

Setzt man g(t) = f(Z + th), so gilt

k - -
‘;Tf(t) = (- V) (T4 1R).

Aus dem Taylorschen Satz, angewandt auf g, folgt

Satz 15.2. (Taylorsche Formel)
Es sei M C R offen, T € M und h € R* sowie {Z + th|t € [0,1]} C M. Die Funktion
f: M — R sei (N + 1)-mal in M stetig partiell differenzierbar. Dann gilt

N
f@E+h =3 %(E-V)kf(j‘) + ﬁ (- 9)" " g+ o)

mit einer Zahl 9 €]0,1].
Man kann die Taylorsche Formel als Darstellung der Funktion f an der Stelle ¥ + h

durch ein Polynom N-ten Grades in h + einem Restglied auffassen.
Fiir die Approximation der Funktion f an der Stelle Z + h durch eine lineare Funktion gilt der
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Satz 15.3.
Es sei M C R™ offen, Z,%y € M, {tZ+ (1 —t)Zo|t € [0,1]} C M sowie f: M — R einmal stetig
partiell differenzierbar. Dann gilt

(&) — f(Zo) — (Vf(z0)) - (£ — Fo)

|Z — Zo|

— 0
fir T — Iy, T # Zo.

Ist f: M — R™ einmal stetig partiell differenzierbar, d.h. die Komponenten f sind ste-
tig partiell differenzierbar, so ist V f(Z) als Funktionalmatrix von f an der Stelle &y aufzufassen.

Beweis:
Nach dem Mittelwertsatz ist fiir f: M — R

f(&) — f(Zo) —q(Vf(ﬂfo)) - (Z — 7o)

|LII — .’f()|
= [V (@0 + 9(F — 7)) — Vi@ L2y o1
|Z — Zo|

(£—%o)

Der letzte Ausdruck konvergiert fiir £ — Ty, £ # zg, gegen Null, da =7 | = 1 und mit
To + ¥(Z — Zy) — Zp nach Voraussetzung auch

Vf(Zo +9(Z — o)) = V(o)
konvergiert. g

Ist f eine Vektorfunktion, so ist die eben gemachte SchluBiweise fiir jede Komponente einzeln
durchzufiihren.

Man kann Satz 15.3. auch so formulieren: Unter den dortigen Voraussetzungen (f: M — R™)
gibt es eine lineare Funktion [: R® — R™ die sich in der Form {(Z) = AZ mit einer m X n-Matrix
A darstellen 138t, so daf} gilt

f(&) — f(&o) — U(Z — To)

|7 — Zo

50 (F— 3o, 7 # o). (2.4)

In der Tat hat die Matrix A = V f(%,) diese Eigenschaft. Formel (2.4) kann auch zur Definition
der Differenzierbarkeit von f verwendet werden. Man sagt dann, wenn eine Funktion [ mit den
obigen Eigenschaften existiert, dafl die Funktion f total differenzierbar sei. Nach Satz 15.3. ist
eine Funktion f total differenzierbar, wenn V f stetig ist.

Im Anschlufl an die Taylorsche Formel erwéihnen wir noch Mehrfachpotenzreihen. Eine Reihe
der Form

o

P@) = ) v —E01)" (&2 —02)" - (én — Eon)™

’Ul,...,’l)n:()
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mit rellen Zahlkoeffizienten ay,y,..,, und Variablen Z = (£1,...,&,) heiit eine n-fache (oder
Mehrfach-) Potenzreihe in # mit Entwicklungspunkt Zy = (o1,-.- ,&0n)- (Genaugenommen
muf Z;f,...,vnzo Boivs..vns Buive..v, € R als Folge von Partialsummen erkldrt werden, wobei
die n-Tupel (v1,v2,... ,v,) in einer geeigneten Reihenfolge durch natiirliche Zahlen numeriert
werden und die Partialsummen konsistent mit dieser Numerierung gebildet werden.). Setzen
wir voraus, dafl die obige Reihe absolut konvergiert, so ist ihr Wert unabhéingig von der Weise,
wie wir die n-Tupel (v1,v,... ,v,) bei der Summation durchlaufen. Wie im eindimensionalen
Fall gilt der

Satz 15.4.
Wenn P fir ein & = (&11,&12,- .. ,&1n) € R absolut konvergiert, so konvergiert P auch fir alle
T= (517627"' 7£n) € R" mit

& — &oil < |&1i —&oil, i=1,...,n.

Der offene Kern der Menge aller £ € R", fiir die P absolut konvergiert, heifit Konvergenzgebiet
von P.
Es gilt der

Satz 15.5.
Die durch die Potenzreihe P dargestellte Funktion ist in ihrem Konvergenzgebiet beliebig oft
stetig partiell differenzierbar. Es gilt

1 oQvLttun

vl v (0xg)vr - - - (Op) ¥

Ayi1vy..vy —

2.16 Extrema bei Funktionen mehrerer Verinderlicher
Satz 16.1.

Es sei M C R" offen und f: M — R einmal partiell differenzierbar. An der Stelle £y € M
befinde sich ein Mazimum oder Minimum von f auf M, d.h.

f(&@o) = f(%), ieM

bzw.

Dann gilt
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Beweis:
Sei 92(6) = f(gg))a R ,fzgg)pga&i(g_)la et T(lO)) mit 370 = ( §O)a et g()))
Fiir alle ¢ aus einer Umgebung U(fi(o)) von fl-(o) in R gilt

bzw.
denn f hat an der Stelle Zy ein Extremum und

(6, 60,669, .. €9) € Miir ¢ € U ()

Daraus folgt g; (550)) =0 und

of
I (7)) =0
B, (20)
0
. . — n
Beispiel: f(Z) = | Y. ajx&iép +bi&i | +c
ikh=1
f habe an der Stelle Zp = ( %0), ceh ,(10)) ein Extremum (d.h. Maximum oder Minimum). Dann
gilt wegen
of DI SO NI S S
a—Ej(fo) = 2%’]'5;(' '+ Zaijfz' + Zajkfk + b;
=1 k=1
i£] =
= (a1j, - yanj) - To+(aj1,- - ,a5n) - To + b;
und

Vi) = (A+AT)Z +b
die Beziehung
(A+ A2+ b =0,

und dies liefert eine notwendige Bedingung fiir das Extremum.

Eine hinreichende Bedingung fiir ein Maximum einer partiell differenzierbaren Funktion liefert
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Satz 16.2.
Es sei U C R" eine offene e-Umgebung des Punktes g € R® und f: U — R zweimal stetig

n
partiell differenzierbar. Die Matriz (%%) et der zweiten Ableitungen von f sei in U
1 i, —

negativ semidefinit, d.h. fir alle h= (hi,... ,hyp) € R gelte

< ) .
Zawzamkhhk 0 inU

Auperdem gelte im Punkt Zy € U die Gleichung V f(Zo) = 0. Dann nimmt f im Punkt Zy in U
ein Mazimum an.

Beweis:

Aus der Taylorschen Formel folgt, falls £ + he U, dafl

£+ ) = f(@o) + (- V)1 (F) + 37 - V)2 (Fo + 0F),0 €]0, 1.

Wegen V f(Z) = 0 folgt (h - V) /(&) = 0 und wegen

1 n
— T ph <
5 (h Z 8x,8mk #<0

folgt

f(@o + k) < f(&o),

d.h. f hat an der Stelle Z; tatséichlich ein Maximum.

Entsprechend hat f an der Stelle Zp ein Minimum, wenn Vf(Z;) = 0 gilt und m% in
U positiv semidefinit ist.

Die Eindeutigkeit des Extremums erhélt man, wenn man die Voraussetzung der Semidefinitheit
durch die der Definitheit ersetzt.

2.16.1 Extrema mit Nebenbedingungen

Wir betrachten Optimierungsprobleme mit Gleichungsnebenbedingungen: Seien f: R* — R,
g: R" 5 R, M = {z|g(z) = 0}.
Gesucht ist * € M, so daf}

f(z*) < f(z) Ve M.
Kiirzer schreibt man:

f(x) = min!, g(z) = 0. (2.5)
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(Analog betrachtet man Maximumaufgaben.)

Ahnlich wie im unrestringierten Fall
f(z) = min!, zeR",

1aBt sich eine zu Vf(z) = 0, z Maximal- bzw. Minimalstelle, notwendige Bedingung angeben.
Dies leistet die sogenannte ,, Theorie der Lagrangemultiplikatoren®, die wir zunichst im linearen
Fall

g(z) = Az — b, A€ M(n xn,R)
untersuchen.
Wir schreiben
g:(gla"'agm)a gl(x):a(Z)l‘_lB’La i:]-a"'am a(i)ERaniER'

Satz 16.3.
Sei f € CY(R"), oY € R", B; € R und «* Lésung von

f(z) = minl, a® .z —p; =0, i=1,...,m. (2.6)

Dann gibt es reelle Zahlen N;, genannt ,Lagrangemultiplikatoren®, so dafl
m o
Vi) + ) xa® =0 (2.7)
i=1

Anmerkung:
(2.7) ergibt n Gleichungen in R fiir die n 4+ m Unbekannten

—— .
z; ,t=1,...,n, Aii=1,...,m.

Die Nebenbedingung
gi(z*) ,i=1,... ,m,

liefert die ,,fehlenden“ m Gleichungen.

Beweis von Satz 16.3:

Seih e R*, h L a®.

Dann ist g;(z + th) = g;(z) und z* + th € M, d.h. z* + th ist ein zulissiges Vergleichselement.
Da z* Minimalstelle ist, gilt f(z*) < f(z* + th) =: ¢(t). Mit diesen Bezeichnungen erhalten
wir also ¢(0) < @(t), d.h. ¢'(0) = 0, da ¢ bei 0 ein Minimum besitzt. Nach der Kettenregel
gilt dann h - Vf(z*) = 0 Vh L a(. Nach Sitzen der linearen Algebra folgt schlieBlich
Vf(z*) € span{aV,... ,a(™}. O



2.16. EXTREMA BEI FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER 67

Im Fall allgemeiner nichtlinearer Nebenbedingungen gilt der Satz

Satz 16.4.
Sei f € C1, g € CHR™,R™) und z* (lokale) Lésung von
f(z) = min!, g(z) = 0.

Es gelte die ,Regularitiatsbedingung®, ndmlich die lineare Unabhdingigkeit der Vektoren
Vgi(z*) ,i=1,...,m. Dann ezistieren X\; € R mit

m

Vi) + ) XiVei(a*) = 0. (2.8)
i=1

Zum Beweis:
Man kann (2.8) dhnlich wie (2.7) beweisen, indem die Gleichung

h-Vf(z*)=0 Vh mit h L g;(z")
gezeigt wird. Dieses wiederum geschieht durch Konstruktion zulissiger Vergleichsvektoren
z* +th + o(t) € M,

was jedoch relativ aufwendig ist und den sogenannten Satz iiber implizite Funktionen verwendet
(siehe z.B. [5, Band 3]). In der Optimierung werden wesentlich elegantere Beweise geliefert, die
auf einer Konvergenzanalyse der Methode der Straffunktionale (Penalty-method) beruhen. In
der Methode der Straffunktionale wird das Problem

f(z) = mint, g(z) =0
durch ein unrestringiertes Problem
f(z)+ e g(z)]? = min!, z€R",

approximiert (¢ — 0). (,Die Verletzung von g(z) = 0 wird durch den grofen Fehler £ ! be-
straft“). Aus der notwendigen Bedingung fiir die Losung z. folgt

Vi(ze)+ Z)\ngi(acg) =0, X =2"1g(z.),

=1
und man konstruiert sich A; als Haufungspunkt der A°.
Wir beweisen hier zur Illustration nur den Fall der Nebenbedingung g(z) = 1 — |z|?.

Beweis fiir einen Spezialfall:

Der Vektor % erfiillt die Nebenbedingung, denn er hat Betrag 1 (|¢| klein, h # 0). Es gilt

wegen der Minimalitit von z*:
O0=—f (m) - = [h—a"(h-z7)]- V[(z7),
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da & (Iw*+th\) = i~ g P (@ th)

Uber lineare Algebra folgt dann

Vf(z*) = Az".

2.16.2 Optimierungsaufgaben mit Ungleichungsnebenbedingungen
Sei f € CY(R"*,R) und g € C}(R" ,R™). Wir betrachten die Aufgabe
(P) Gesucht ist z* € R® mit g(z*) > 0 und f(z*) > f(x) Yz mit g(z) > 0.
(g(z*) > 0 bedeutet g;(z*) >0, i=1,...m.)
Wir schreiben kiirzer: z* 16st
@) =maxl,  g(z) >0

Ahnlich wie im Fall von Gleichungsnebenbedingungen gibt es auch hier eine Multiplikatoren-
theorie, die ,, KUHN-TUCKER-THEORIE*.

Es gilt der folgende

Satz:
Sei f € CY(R* ,R), g € CY(R™®,R™). z* sei eine Lisung von (P). Es gelte die Regularititsbe-
dingung: Die Vektoren Vg;(z*), i =1,...,m, seien linear unabhdngig. Dann gelten die Kuhn-

Tucker-Bedingungen mit geeigneten Zahlen (,Multiplikatoren®) \;, i =1,...m.
1. g(z*) >0, \; >0, i =1,...,m. , Zuldssigkeit“
2. \igi(z*) =0, i=1,...m,,Gleichgewichtssatz“
3. VzL(z*,A) =0 mit L(z,\) = f(z) + i, Aigi(z)

L heifit hierbei Lagrange-Funkgion. 9

—z] — x1T9 — T5 — 1 = max! T1 + zo > 2
Beispiel:
P L(z,\) = -2 — z1@9 — 25 — z1 + Az1 + 72 — 2)

3. Kuhn-Tucker-Bed. = (wir schreiben z statt z*)
—2z1—220—14+A=0
29 —x21+2=0
Erster Fall: z1 + 22 >2 — (wg. 2. KUHN-TUCKER-Bed.) A = 0.

2
Die Losung des Gleichungssystems fiir z ergibt dann z; = —30 T2 =3 Dies verletzt

aber Bed. 1. Der erste Fall kann daher nicht eintreten. Zweiter Fall: A > 0 = (wg.

7
Bed. 2) 1 4+ 2 = 2. Die Losung des Gleichungssystems fiir z und X ergibt A\ = 2 und

1
T1=—, L9 = g Dies erfiillt tatsdchlich alle 3 KUHN-TUCKER-Bed. und der zweite Fall

fithrt zur Losung.
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2.17 Der Satz iiber implizite Funktionen

Die folgende Fragestellung ist sehr wichtig:

Es sei g: R* x R™ — R™ eine Funktion. Ist es moglich, ,,die Gleichung g(z,y) = 0,z € R",
nach y € R™ aufzulésen“? Mathematisch préizise lautet die Fragestellung: Gibt es eine Funktion
F:R" - R™ mit

g(z,F(z)) =0 fiir alle z € R® oder wenigstens z € U C R"?

Eine Auskunft hieriiber gibt der

Satz 17.1. (Satz iiber implizite Funktionen)

Es sei U eine Umgebung des Nullvektors 0 € R" sowie V eine Umgebung des Nullvektors
0 € R™. Die Funktion g : U X V — R™ sei stetig und sei beziiglich der Variablen y € V einmal
partiell differenzierbar. Die m X m-Maitriz g—i(x,y) der partiellen Ableitungen von g beziiglich
yeR™" zeUCR'y eV CR™, sei eine stetige Funktion beziiglich aller Variablen, und es

gelte
dg

sowie g(0,0) = 0.
Dann gibt es eine ¥-Umgebung Uy von 0 € R* sowie eine Funktion F: Uy — V, so daf gilt

g(z,F(z)) =0.

Die Funktion F' hat noch gewisse Eigenschaften, die ebenfalls als Teil des Satzes iiber implizite
Funktionen gelten, die wir jedoch in den anschlieflenden Sétzen festhalten.

Beweis:

Da det§2(0,0) # 0, existiert T' := (§£(0,0))". Fiir jedes « € U definieren wir die Abbildung
T,: V — R™ durch T (y) = y— I g(z,y). Aus dem Mittelwertsatz und der Stetigkeit von g% bei
(0,0) € R™ x R™ folgt, dafl zu vorgegebenem & > 0 ein § > 0 existiert mit

0
9(2,9) = 9(z,2) = 5 (0,0)(y = 2)| < ely — =]
fir alle z € Us(0) C R® und y, z € V5(0) C R™.
Unter Benutzung der Matrix I' = (g—Z(O, 0))~! folgt
dg
ly—z—T(g9(z,y) —g(z,2))] = [T a—y(O, 0)(y — 2) — g(z,y) +9(z,2)
dg
< C g(xay) - g(a:,z) - 8_y(0’0)(y - Z)
< eCly — 2|,
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wobei man fir C' z.B. die Summe der Absolutbetrige der Koeffizienten von I' nehmen kann.
Wéhlt man € = %, so erkennen wir, dafl zu vorgegebenem ¢ ein § > 0 existiert, so daf} fiir alle
xz € Us(0) CR™, y,z € V5(0) C R™ die Ungleichung
Te(y) — Te(2) = ly — 2 = D(g(z,y) — g9(x, 2))| < qly — 2|
folgt. AuBlerdem gilt wegen der Stetigkeit von g bei vorgegebenen £ > 0
1T%(0)] = |T(g(=,0) — 9(0,0)) <&

fiir x € Uy(0) bei geniigend kleinem 9 > 0,7 < §. Insbesondere kann man ¢ = §(1 — gq) setzen.
Aus Satz 17.3. folgt die Existenz eines Fizpunktes y € Vs(0) C V von Ty, d.h. es gilt

Tp(y) =y oder y—Tg(z,y)=y oder Tg(z,y)=0.
Wir setzen dieses y gleich F(z), und es gilt
g9(z,F(z)) =0, z € Us(0).

Der Satz ist damit bewiesen. O
Der Beweis von Satz 17.1. beruhte wesentlich auf dem Prinzip der kontrahierenden Abbildung,
deren Standardformulierung in dem folgenden Satz gegeben wird:

Satz 17.2.
Es sei T: R™ — R™ stetig und es ezistiere ein q €]0,1[ mit

IT(y) =T (2)| < qly — 2|

fiir alle y,z € R™. Dann besitzt T einen eindeutigen Fizpunkt yo, d.h. es gilt T(yo) = yo-
Auperdem konvergiert fiir jedes zg € R™ die Folge (TN (20))neN gegen yo.

Beweis:

Es sei zg € R™ beliebig. Wir betrachten die Folge (T (2)) yen. Wir erhalten durch wiederholtes
Einsetzen der Voraussetzung

|TN+1(z0) — TN(z0)| < gq |TN(z0) — TN_l(z0)|
< ¢V |T(z0) = 2.
Daraus folgt fir N > M >1, N M €N
N-1 '
TN (20) — T (20))| < D 1T (20) = T'(=0)]
i=M
nach der Dreiecksungleichung
N-1
< q¢'|T(20) — 2o
=M
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Da wegen der Voraussetzung 0 < g < 1 die Reihe Y 77, ¢" konvergiert, kann wegen des Cauchy-
schen Konvergenzkriteriums der Ausdruck Zfi 7\/} * unter jede Schranke e gedriickt werden,
wenn man M und N geniigend grof§ wihlt. Daraus folgt die Existenz einer Zahl Ny, so daf} fiir

N, M > Ny die Ungleichung

N-1

T (z0) — T (20)| < |T(20) — 20| ) ¢
=M

gilt. Dies bedeutet, da$ die Folge (T (2)) nven eine Cauchyfolge ist und gegen einen Vektor g
konvergieren mufl. Wegen der Stetigkeit von T" konvergiert

T(T"(20)) = T(yo) (N — c0).

Andererseits konvergiert TV +1(z) — 1.

Daraus folgt yo = T'(yo) und somit die Existenz eines Fixpunktes yo von 7" sowie die Konver-
genzaussage iiber T (zg).

Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls in einfacher Weise: Sind gy und gy Fixpunkte von T, so gilt

lyo — %ol = |T'(y0) — T(%o)| < qlyo — Fol-

Da nach Voraussetzung ¢ < 1 ist, folgt yo = 3,. Der Satz ist damit bewiesen. O
Zum Nachweis von Satz 17.1. benétigten wir eine Variante von Satz 17.2, ndmlich

Satz 17.3.
Es sei T eine stetige Abbindlung einer Nullumgebung V- C R™ nach R™, und zu jedem q €]0,1[
existiere ein § > 0, so dafi V5(0) CV und

T(y) = T(2)| <qly— 2| sowie [T(0)] <d(1—g)

fiir alle y, z € V5(0). Dann gibt es einen Fixpunkt yo € V5(0) von T.

Beweis:

Sei ¢ €]0, 1[ vorgegeben. Es gibt dann ein §y > 0 mit V5,(0) C V und |[T(y) — T(2)| < qly — 2|
fiir y, 2 € Vj,(0). Wie beim Beweis von Satz 17.2. bilden wir die Iterationsfolge (7" (0)) yen- Es
gilt dann (vgl. den obigen Beweis)

N-1
TNVO) < Y [TTH0) - T0)
=
< ) ¢IT(0)—0|
1=0
1
< |T(0)|1—_q

IN
(=9
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Daraus folgt, daf die Vektoren 7V (0) alle in V3(0) liegen, TV (0) also immer definiert ist. Die
Existenz eines Fixpunktes folgt nun wie in Satz 17.2. O

Das Resultat iiber die Eindeutigkeit des Fixpunktes kontrahierender Abbildungen (also
Abbildungen mit der Eigenschaft |T'(y) — T'(2) < ¢qly — z|, 0 < g < 1) ergibt ein entsprechendes
Resultat bei impliziten Funktionen:

Satz 17.4.

Es madgen die Voraussetzungen von Satz 17.1. gelten. Dann gibt es eine 9-Umgebung Uy des
Nullvektors 0 € R* und eine 6-Umgebung Vs des Nullvektors 0 € R™, in der die Funktion F
aus Satz 17.1. eindeutig ist, d.h. aus

g(z,y) =0, € Uy(0) , y € V5(0) folgt y = F(x).

Auflerdem 148t sich beweisen(siehe z.B.[5, Band 2, Nr. 134]) , da§ die Funktion F' in Satz 17.1.
k-mal stetig partiell differenzierbar ist, wenn die Funktion g k-mal stetig partiell differenzierbar
ist.

2.18 Das n-dimensionale Riemannsche Intergral

Analog zum eindimensionalen Fall wird man zum Begriff des n-dimensionalen Riemannschen
Integerals einer Funktion f : R® — R iiber einer Punktmenge M gefiihrt, wenn man den
,Rauminhalt“ der ,,(n + 1)-dimensionalen“ Punktmenge bestimmen will, die durch M und den
Graphen von f begrenzt wird:

Graph von f

Zur Definition des Rauminhalts der Punktmenge, die durch das Rechteck M und den Graphen
der Funktion f (sowie den ,Seitenwinden“ —siehe Skizze) begrenzt wird, geht man dhnlich vor
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wie im eindimensionalen Fall.

Zunichst bereiten wir die Definition des Riemannschen Integrals iiber ein n-dimensionales

Intervall

I= [aab] :{LE: (fla"' 7£n) ERn|ai S£1 S/B’L}
mit a = (@1,... ,a,) € R* und b= (B1,...,5,) € R" vor.
Definition:

Der Inhalt des n-dimensionalen Intervalls I=/a,b/ ist die Zahl

n

17| = ] (8i — cui).-
1=1
Definition:
Es seien Iy,... ,In n-dimensionale abgeschlossene Intervalle. Das System 3 = {I1,...,In}
heifit Zerlegung des n-dimensionalen Intervalls I, wenn die offenen Kerne von Ih,... ,In paar-

weise disjunkt sind und

N
Un=1
=1

gilt. Die Intervalle I; € 3 heiflen Teilintervalle der Zerlegung. Die grdifite Kantenlinge der
Intervalle I;, also

B — j=1,...,n, i=1,...,N rhzhwiw]
mit o) = (agi), o, al)), b)) = (ﬁy), ce T(f)) heifit die Feinheit |3| von 3.

Die Zerlegung 3* won I heifit eine Verfeinerung wvon 3, wenn jedes Teilungsintervall von
3* ganz in einem Teilungsintervall vom 3 enthalten ist. (Es gilt dann |3*| < |3]).

Es seien 31 und 39 zwei Zerlequngen desselben Intervalls I, etwa
31:{151),___,11(&)} ,32:{42),__.,[](\?)}.

Die nichtleeren Punktmengen unter den Durchschnitten IZ-(I) N I,gQ) sind ebenfalls Intervalle, und
diese bilden wieder eine Zerlequng von I, die man Superposition 31 39 von 31 und 32 nennt.

Sie ist die grobste gemeinsame Verfeinerung von 31 und 3.

Es ist anschaulich einleuchtend, dafl

N
HEDIN
i=1
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gilt, wenn 3 = {I1,..., Iy} eine Zerlegung von I ist.

Beweis:
Der Beweis kann z.B. nachgelesen werden in [2, Seite 106].

Definition:

Es sei I ein n-dimensionales Intervall und 3 = {I,...,In} eine Zerlegung von I. Ferner
seien Punkte & € I i = 1,... .N (sogenannte Teilungspunkte zur Zerlegung 3) gegeben. Die
Riemannsche Summe der Funktion f: I — R ist die Zahl

> (£,4,3) Zf& |Zi] -

Ist f beschrdnkt, so lassen sich die Riemannsche Obersumme Oz und die Riemannsche Unter-
summe Uz definieren:

03—Zsup{f §)l¢ € LY,
N

Us =Y inf{f(¢)|¢ € L} L.

=1

Definition:
Es sei I ein n-dimensionales Intervall. Die Funktion f: I — R heifit Riemann-integrierbar uber
I, wenn eine Zahl A mit der folgenden Eigenschaft existiert:

Ve > 036 >0 mitV3,|3| < § mit Zwischenpunkten &; : ‘Z(f, €,3) — Al <e.

Die Zahl A heifit dann das n-dimensionale Riemannsche Integral von f dber I, in Zeichen
A= / f(z)dx
T

Definition:
Es sei I ein n-dimensionales Intervall und die Funktion f: I — R gegeben. Das Riemannsche
Unterintegral .J bzw. Oberintegral J ist definiert durch

J =sup{Us|3 ist Zerlegung von I}
bzw.

=inf{O3|3 ist Zerlegung von I}.
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Ahnlich wie im Fall des eindimensionalen Riemannschen Integrals beweist man

Satz 18.1.
Es sei I ein n-dimensionales Intervall und f: I — R eine beschrdnkte Funktion. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

1. f ist Riemann-integrierbar tber I.
2. Das Riemannsche Oberintegral von f ist gleich dem Riemannschen Unterintegral.

3. Riemannsches Integrabilitatskriterium:
Zu jedem € > 0 gibt es eine Zerlegung 3 von I, so daf

O3 - Uz <e.

(Hierbei bedeutet O3 bzw. Us die Riemannsche Obersumme bzw. Untersumme bzgl. der
Zerlegung 3. )

Die Bedeutung des Riemannschen Integrabilititskriterium liegt wieder darin, dafl man zum
Nachweis der Riemann-Integrierbarkeit die Bedingung

O3 —Us

nur fiir spezielle Zerlegungen nachzuweisen braucht.
Mit Hilfe dieses Kriteriums ergibt sich wie im eindimensionalen Fall der

Satz 18.2.
Es sei I ein n-dimensionales abgeschlosenes Intervall und f: I — R stetig. Dann ist f
Riemann-integrierbar tber 1.

Wir wollen nun die Definition des Riemann-Integrals auf den Fall ausdehnen, dafl das
Integrationsgebiet kein n-dimensionales Intervall, sondern eine beliebige beschriankte Punkt-
menge M ist.

Definition:
Es sei f: M — R eine Funktion und T ein n-dimensionales Intervall mit T D M. Wir setzen
f zu einer Funktion f: T — R fort durch

i flx) firxe M,
fo) = 0 firz e T\ M.
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Die Funktion f: M — R heiffit Riemann-integrierbar iiber M, wenn f Riemann-integrierbar
tber T' ist.

Wir setzen

/f(a;)da: ::/f(:zz)dx.
M T

Eine Funktion f: M — R muf nicht notwendig Riemann-integrierbar iiber M sein, auch wenn
f stetig auf M oder sogar konstant ist.

Wir notieren einige Regeln:

Satz 18.3.(Linearitit)
Es sei M eine beschrinkte Punktmenge des R", und f1, fo seien Riemann-integrierbar tiber M.
Dann ist fiir o, € R auch afi + Bf2 iber M Riemann-integrierbar, und es gilt

[t + 1@ ds = a JZ fi(e)do + B JZ fo() da.

M

Der Beweis wird wie im eindimensionalen Fall auf die Riemannschen Summen zuriickgespielt.
Ahnliches gilt fiir die folgenden Sétze:

Satz 18.4. (Monotonie)
Es sei M eine beschrinkte Punkimenge des R", und f1, fo seien Riemann-integrierbar iber M.
Uberdies sei

fi(z) < folz)  fiir alle z € M.

Dann gilt
/fl(ﬂv)dxﬁ/fz(x)da:.
M M

Satz 18.5.
Es seien My, Mo beschrinkte Teilmengen des R, und die Funktion f: My U Ms — R sei sowohl
Giber My als auch tiber My Riemann-integrierbar. Dann ist auch f tber My U My Riemann-
integrierbar.

2.19 Mehrfache Integrale

In diesem Kapitel wird eine Methode angegeben, wie man die explizite Berechnung von
mehrdimensionalen Riemannschen Integralen gegebenenfalls durch mehrfache eindimensionale
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Integrale erreicht. Zur Erlduterung beschrinken wir uns zunéchst auf zweidimensionale Integrale.

Definition:
Es sei M C R? beschrinkt. Jedem n € R ordnen wir die Menge M(n) derjenigen &
zu, fir die (f}) € M ist. Die Menge der n, fir die M(n) nicht leer ist, nennen wir O.

M(n)

Wenn nun fir jedes n € O das eindimensionales Integral F(n) = [ f(&,n)d¢ ezistiert und
M(m)
das Integral [ F(n)dn ezistiert, so nennt man letzteres das Doppelintegral
O

J[remacay
M

von f dber M. Wenn speziell

m={ (6ot <€ < v, € foa, i}

mit reellen Funktionen ¢, 1: R — R und Zahlen a9, 82 € R, so schreibt man auch

B2 ¥(n

|/ )f(f,n) d¢ dn,

a2 ¢(n)
insbesondere im Fall ¥ (n) = 1, ¢(n) = a; fir n € [ag, B2]

B2 b1
/ £(€,m) dé dn.

Q2 a1

Es erhebt sich die Frage, ob die Gleichung

[[remdean= [ 1w
M M

gilt.
Hierzu gilt
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Satz 19.1.

Es sei M eine beschrinkte Punktmenge, und die Funktion f: M — R sei beschrdnkt und

Riemann-integrierbar. Auferdem ezistiere das Doppelintegral [[ f(€,m)dédn, d.h. fir jedes
M

n € O emistere F(n) = fM(n)f(é,n)dﬁ und es existere [ F(n)dn, jeweils im Riemannschen

[ t@as= [[r€macan

Sinne. Dann gilt

Beweis:
Es sei

I:{(f’)‘agﬁﬁﬂaaﬁnﬁﬁ}

ein Quadrat, welches M enthalte. Wir setzen

flz) fir z € M,
(37){ )
0 fir el — M.

Dann gilt

Alfd:v = I/fda: und
B B
/ / F(€,m) de dn / / F(&,m) d dn,
a o I

und wir brauchen nur die Gleichheit
B B
[fan=[ [ femacan
I a «

Wir bilden hierzu die eindimensionalen Intervalle

zu beweisen.

h=la+ite-war Le-a). i-1w

die das Intervall [a, 8] d4quidistant unterteilen, und die zweidimensionalen Intervalle

Ijk = {(5),6 EIj,T]EIk}.
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Die Menge {I;x|j,k =1,... ,N} bildet dann eine Zerlegung 3y von I.
Es sei Sj(n) = sup{f(¢,)|¢ € I;} und Sj, = sup{f(&,n)|(}) € Ljx})-

Die Summe

b —«
N

N
Z S;i(n) ist eine Obersumme fiir /f(f,n) dg,

=1

die Summe

B-a\’ - ¢ -
( ) Sk eine Obersumme fiir / f(z)dz
1

j,k:1

Fiir die zugehorigen Riemannschen Integrale gilt daher

r B—ay B
[ teme < L2350 <

Jj=1 Jj=1

2

gjk fir ne€ I.

Integriert man beide Seiten der Ungleichung beziiglich 7, so erhdlt man

//ff, e dn<( )Zsﬂc

Iy,

und nach der Summation von k£ =1 bis N

B B
| [ femacan< (5

Da nach den allgemeinen Sitzen

o 2 N —
) " 556 = 05,.
j=1

O3N—>/fdx (N — )

konvergiert, folgt

F(&m) de dn < / fdz,

1

P —
P —

und eine entsprechende Uberlegung iiber Untersummen ergibt

// §nd§dn>/fdx

a «

Der Satz ist damit bewiesen. O
Analog zu [[f(¢,m)d¢dn kann man auch das Doppelintegral [[f(&,n)dnd¢ definieren, das
M M
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entsteht, wenn man zuerst die Integration bzgl. n» und dann bzgl. ¢ ausfithrt. Wenn bei-
de Doppelintegrale existieren und auflerdem das zweidimensionale Riemannsche Integral
| fdz existiert, so miissen wegen Satz 19.1 auch die Doppelintegrale fM f(&,n)dédny und

M
f(&,m) dn d€ gleich sein, d.h. es gilt
Jor S F(&m) dndé g g

Satz 19.2.
Es mégen die Voraussetzungen von Satz 19.1. gelten, auflerdem existiere

A/4 / £(&,m) dp de.

Dann ist die Reihenfolge der Integration vertauschbar.

Entsprechend zum zweidimensionalen Fall 148t sich ein n-faches Integral definieren. Es
gilt dann ein n-dimensionales Analogon zu Satz 19.1. und 19.2.:

Satz 19.3.
Es sei M C R" eine beschrdnkte Punktmenge und die Funktion f: M — R sei beschrdnkt und
Riemann-integrierbar. Dann ist jedes n-fache Integral von f iber M, falls es existiert, gleich

dem n-dimensionalen Riemannschen Integral [ fdz. Das n-fache Integral ist also in diesem
M
Sinne von der Reihenfolge der Integration unabhdngig.

Anwendungen der Sitze 19.1. — 19.3. finden sich in Kapitel 21.

2.20 Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration; Dif-
ferentiation von Integralen mit variablen Grenzen

Die Fragestellung in der Uberschrift ist naheliegend.
Es gilt hierzu

Satz 20.1.

Es seia < b,a < B ,a,B,a,b € R. Es sei f eine auf dem Rechteck [a,b]x]a, 5] definierte
stetige Funktion mit Werten in R. Fir jedes & € [a,b] sei f(&,-): |a, B[— R dberall in ]a, 8]
differenzierbar, und die durch die partielle Ableitung 6% (&, ) definierte Funktion sei stetig auf
[a, B] x]ev, B

Dann ist die Funktion F': |a, f[— R, die definiert ist durch

b

F(z) = / F(6,) de,

a
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differenzierbar, und es gilt

Beweis:
Es sei z €]a, f[. Fiir geniigend kleines h # 0 ,h € R, ist F'(z + h) definiert, und es gilt

b
) _/ ) d.

Aus dem Mittelwertsatz folgt

h oz

_|0f (& z+6h)  Of( =)
- oz oxr |

Da % gleichméiBig stetig in [a,b] x U(z) ist — U(x) ist hierbei eine in Ja, 8] liegende abge-
schlossene Umgebung von z — , folgt, dal zu vorgegebenem ¢ ein § existiert, so daf fiir alle
h #0,h € R, mit |h| < § die Ungleichung

h ox

€
b—a

<

gilt. Daraus folgt fiir h #0 ,h € R, mit |h| < §

/b[f(f,:erh})L—f(f,:v) 2

F(z 4+ h) — F(z) b9
=E0 - [0 e ae

IN

f(& )| dE

a
9

s (b_a)b—a

= E.

Daraus folgt schlieffilich die Differenzierbarkeit von F' mit

b
F@) = [ f€0)de

O

Die Formel in diesem Satz gilt nur bei festen Differentiationsgrenzen. Im Fall variabler Grenzen
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gilt der folgende

Satz 20.2.
Es seia < b,a < f,a,b,a,8 € R und f: [a,b]X]a, f[— R stetig und bzgl. der Variablen aus
o, B[ stetig partiell differenzierbar. Auferdem sei v: |a, f[— [a,b] und ¢: o, B[— [a,b] stetig
differenzierbar. Dann ist die durch
P(z)
F@) = [ f(ea)as
o(z)
definierte Funktion F': ]a, [— R differenzierbar, und es gilt
P(z) 3
Fo)= [ o f€s)d+ @)1 (0(a),) - ¢ @)1 ($(o),0)
é(x)

Beweis:
Wir definieren G: |a, S[x¢(]a, B]) % ¥(]a, B]) — R durch

Glz,y.7) = / f(€,) de.
Yy

Es gilt dann
¥(x)
F(z) = / 1(6,2) d€ = G(z, (), ¥(x)).
o(x)

Die Funktion G ist in allen Variablen stetig partiell differenzierbar. Nach der Kettenregel gilt
daher

2 pw) = ((V6) (@ 0@ (@) - = | 4(0)
(=)
Ve 1
) ( S f(6,2) dg, ~f(9(2),2), f($(a),2) | - | ¢'()
A ¥ (x)
w(w)a
= | /&0 dE+ f(@),2)¢'(z) — f($(x),2)¢ ()
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2.21 Der Riemannsche Inhalt beschrinkter Punktmengen

Es sei M C R™ beschrinkt. Es ist naheliegend, das n-dimensionale Riemannsche Integral [ 1dz,
M
kiirzer [ dz, als (n-dimensionales) Volumen von M (auch n-dimensionaler Riemannscher Inhalt
M
von M oder Riemannsches Mafi von M) zu definieren. Ist 7' O M ein n-dimensionales Intervall

und die charakteristische Funktion xas von M definiert durch

1 firze M,

xm(z) =
(@) 0 firze R — M,

so kann man auch schreiben

/1dx:/dw:/XM(x) = |M].

M M T

Wenn M ,teuflisch® ist, braucht [ dz nicht zu existieren.

M
Definition:
Wenn [ dz eszistert, so heifft M Riemann-mefibar.
M
Ob [ dz existiert, kann mit Hilfe von Satz 18.1. ausgedriickt werden, wenn das Ober- und
M

Unterintegral von xas verwendet wird.

Im vorliegenden Fall bezeichnet man das Oberintegral der Funktion xar: 77 — R auch als
das dufere Riemannsche Maf§ von M, das Unterintegral von xas: T — R als das innere
Riemannsche Maf§ von M. Man mache sich klar, wie die Ober- und Untersummen von xps

AT H-

N

aussehen:

Die Menge M wird durch die Quader einer Zerlegung iiberdeckt. Die Untersumme zu s ist
gleich dem Inhalt aller Quader der Zerlegung, die ganz in M liegen, die Obersumme zu s ist
gleich dem Inhalt aller Quader der Zerlegung, die mindestens einen Punkt mir N gemeinsam
haben. Wegen Satz 18.1. gilt

Satz 21.1.
FEine beschrinkte Menge M ist genau dann Riemann-mefbar, wenn ihr duferes und inneres
Riemann-Maf dbereinstimmen.
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Ein weiteres wichtiges Kriterium fiir die Riemann-Mefbarkeit von Punktmengen ist

Satz 21.2.

Eine Menge M ist genau dann Riemann-mefbar, wenn der Rand OM das Riemann-Maf Null
hat.

Beweis:

Fiir den Beweis verweisen wir auf [2, Seite 124].

Beispiel:

1. Es sei M beschrinkte Teilmenge der R” und H eine Hyperebene des R*. Dann hat M N H
das n-dimensionale Riemannsche Maf§ Null.

2. Es sei g: R* — R” stetig differenzierbar und M C R" habe das n-dimensionale Riemann-
sche Maf§ Null. Dann hat g(M) das n-dimensionale Riemannsche Maf§ Null.
Beweis: siehe [2, Seite 124].

Folgerung:
Die (n—1)-dimensionale Einheitssphéire {z € R"|||z|| = 1} hat das n-dimensionale Riemannsche
Ma$ Null.

Folgerung:
Die n-dimensionale Einheitskugel ist Riemann-mefibar.

Als Beispiel wollen wir den n-dimensionalen Riemannschen Inhalt der n-dimensionalen Einheits-
kugel berechnen. Hierzu benutzen wir eine Folgerung aus dem Satz iiber die Zuriickfithrung des
n-dimensionalen Riemannschen Integrals auf Mehrfachintegrale, die als ,,Prinzip von Cavalieri
bezeichnet wird:

Satz 21.3.

Es sei M C R Riemann-mefbar und M liege ganz zwischen den beiden Hyperebenen
{z = (&,...,&) € R, = a} und {z = (&1,...,&) € R*|&, = b}. Fir jedes ¢ € [a,b]
besitze der Durchschnitt von M mit der Hyperebene {z = (&1,...,&) € R*"|&, = ¢} den
(n — 1)-dimensionalen Inhalt v(c). Es existiere f:U(c) dc. Dann gilt fir den n-dimensionalen
Inhalt von M |M| = fabv(c) dc.

Wir wenden dies auf die Berechnung des n-dimensionalen Riemann-Inhalts der n-dimensionalen
Einheitskugel an.
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&n Seitenansicht der (n — 1)-dim. Kugel K.
i 2 vom Radius v'1 — ¢2 in der &1, ... ,&,-Ebene

™~ £1,...,&n-Ebene

Wie wir spéter bei der Besprechung der Substitutionsregel fiir n-dimensionale Integrale sehen
werden, ist der k-dimensionale Inhalt einer k-dimensionalen Kugel vom Radius R gleich R*Sy,
wenn Sy der Inhalt der k-dimensionalen Einheitskugel ist. Auf unser Problem angewandt, be-

deutet dies, daf} in Satz 21.3.
v(e) = (V1= 5

und
1
S, = /(\/ 1—c2)" 18, de.
—1
Nach der Substitution ¢ = sin ¢ folgt

S, = n_l/cos"(f)df

und mit Hilfe partieller Integration

oder

Wir beachten, dafl S; = 2 gilt. Daraus folgt

|
|
A

52:.5’1/0052(5)d§:2-72r—

Fiir S5 ergibt sich

S
|
Q
o
wn

[\
—
i
~—
QU
72}
Il
3
Wl N
[\]
Il
|
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Der 4-dimensionale Inhalt der vierdimensionalen Einheitskugel ist also %2 Mit der obigen Re-

kursionsformel 148t sich leicht S5, Sg etc. berechnen.



Kapitel 3

GewoOhnliche Differentialgleichungen

3.1 Einleitung und Beispiele

Die Gleichung
F(t,y(0),y' (), 9™ (1) =0, t € (a,8)

mit einem Intervall (o, ) C R und Funktionen
F: (o) x R™ 5 Ry: (a,8) = R

heifit allgemeine, implitize, (skalare) gewdohnliche Differentialgleichung m-ter Ordnung.

Entsprechend redet man von einem System gewdhnlicher Differentialgleichungen, wenn
y: (aaﬂ) — ]Rn und F: (aMB) X ]RTL(’ITH—I) — ]Rn

Im Gegensatz hierzu nennt man die Gleichung
G(z,u(z), Vu(z),... ,VTu(z)) =0, z € Q C RY,

eine partielle Differentialgleichung.

Gewohnliche Differentialgleichungen und Systeme m-ter Ordnung lassen sich durch Erhéhung
der Zahl der Variablen auf ein System erster Ordnung zuriickfithren.

Beispiel:

F('ayaylay”) = 0. Setze y; := y’yi = yo.
Damit erhalten wir das folgende System erster Ordnung;:

Y1 — Y2 _( 0
F('aylayll,yé) 0

87
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Hat die gewohnliche DGL die Gstalt 4/ = f(.,y), allgemeiner y(™ = f(.,y,...,y™ V), so
spricht man von einer expliziten gewdhnlichen Differentialgleichung.

Beispiel:
1. Losungen der skalaren Differentialgleichung ' = 0 ist y = ¢ , ¢ € R beliebig.

2. Wir betrachten eine weitere skalare Differentialgleichung: 3’ = y. Losungen sind y =
ce! , ¢ € R beliebig.

3. y' = Ay, wobei A eine n x n-Matrix mit konstanten Koeffizienten ist. Losungen sind
y(t) = ceA? | ¢ € R beliebig,
Dabei ist B fiir eine Matrix B iiber die Reihenentwicklung erkliirt: eB = I 4+ B + %B2 +
13
i3 4....
3!

Beobachtung:

Die Losung ist nicht eindeutig, im allgemeinen hat eine Differentialgleichung eine Lésungsschar.
Man hat einen Parameter ¢ frei, der es erlaubt, die gesuchte Funktion y an einer Stelle g
vorzuschreiben. Man spricht dann von einem Anfangswertproblem (AWP)

Nicht eindeutig losbares AWP:
y' =/, y(0) =0 . Losungen sind y(t) = ¢ und y(t) = 0.

Singularitét in endlicher Zeit:
y' =y? , y(0) = 1. Die Losung dieses Anfangswertproblems ist y(t) = l%t, welche fiir ¢ — 1
eine Singularitit entwickelt.

3.2 Elementare Losungsmethoden fiir gewdhnliche Differential-
gleichungen

3.2.1 Variation der Konstanten

Wir betrachten die skalare Differentialgleichung

y' =a(.)y+0(.)
und wahlen den Ansatz
e(ffo a(s) dS)_

y(t) = c(t)w(t) mlt ’U), = aw = w = const. -

Nach der Produktregel erhalten wir, wenn wir unser speziell gewéhltes ¢ in die Differentialglei-
chung einsetzen,

/! !/ ! !/ !/
Yy =cwtwc=cw+acw =cw + ay.
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Damit y eine Losung ist, muf} also gelten
dw=b.

Fiir ¢ erhalten wir damit

t
c= /w_lbds,
to

und eine partilulire Lésung ist dann

t
y(t) _ e(ftto a(s) ds) /e(_ ft% a(s) ds)b(f) df

to

Die allgemeine Losung von y' = ay + b ergibt sich als Summe einer partikliren Losung der
inhomogenen Gleichung 4 = ay + b und der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung

Yy = ay.
3.2.2 Bernoullische Differentialgleichung
Wir betrachten Differentialgleichungen der Form

y = ay® + b.
Setze y = 2T-a. Eine einfache Rechnung ergibt

2 =a+bz.

Daraus ergibt sich z mit Hilfe der ,, Variation der Konstanten“.

3.2.3 Riccatische Differentialgleichung

Y =ay® + by +c

Diese Gleichung laf8t sich i.a. nicht durch ,elementare Integrationen“ 16sen, d.h. eine Losungs-
darstellung unter Verwendung der elementaren Funktionen und Integrationen und Umkehrfunk-
tionen gibt es nicht.

Die Gleichung ' = ay? + by + ¢ 1Bt sich durch Substitution y = —a(logz) = (—a)%’ auf die
lineare, homogene Gleichung 2. Ordnung

n ! 1
—2'=za +bz

transformieren.
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3.2.4 Differentialgleichungen mit getrennten Veridnderlichen

y' = ft)g(y)
Sei
1 d /
=1 = LEW =0, 6w =ct [1()ds
to
y ergibt sich durch Umkehren von G.
Beispiel:
y, =t. ey
2\
A
= (e) (2 )
2
= e ¥= —% +c

(Fiir ¢ > 0 ergibt sich in endlicher Zeit eine Sigularitit.)

3.2.5 Homogene Differentialgleichung

Setze

1

5 4=1(()-2),

d.h. es liegt eine Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen vor.

3.3 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f

Sei f: [to,T] x R® — R" stetig und yo € R™.
Wir betrachten das Anfangswertproblem y' = f(.,y) in Jto, o + 6 , y(to) = vo-
Das Anfangswertproblem ist dquivalent zur Integralgleichung
t
u(t) =un+ [ Fs.u(5) ds.

to

(3.1)
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Essei V = C([to, to+6]; R") (= Raum der stetigen Funktionen mit Werten in R™). Die Gleichung
(3.1) 148t sich als Fizpunktgleichung Ay = y mit dem Operator A: V — V, definiert durch

t

(2)(t) = o + / f(s,2(s)) ds

to

schreiben. (Ist f nur auf [tg, 7] x U(yp) definiert, ist der Definitionsbereich von 2 entsprechend
kleiner.)

Um die Existenz eines Fixpunktes von 2 und damit die Losbarkeit von (3.1) zu gewéihr-
leisten, bendtigen wir den Banachschen Fizpunktsatz .

Definition:
Ein Banachraum st ein vollstindiger, normierter linearer Raum, in unserem Fall der obige
Raum V' mit der Norm

Izl = sup [z(¢)I-
tE[to,t0+5]

Banachscher Fixpunktsatz
Es seiU: V. — V eine kontrahierende Abbildung eines Banachraumes V in sich, d.h. es gibt ein
g <1 mit

Bz —Ay[| < qllz —y[|Vz,y € V.

Dann besitzt A einen eindeutigen Fizpunkt.

Beweis:

Die Eindeutigkeit ist klar:

Seien z und y Fixpunkte von 2, d.h. Az = z, Ay = y. Dann gilt nach Voraussetzung
lz =yl = ||z — Ay|| < q|[z —y[|. Da ¢ <1 ist, folgt ||z —y[[ =0, also z = y.

Fir den Beweis der Existenz wéihlt man ein beliebiges Startelement xy und beweist die
Konvergenz A™xy — x*. Wegen

T Ay = AQA™ 1z9) — A( lim A™ 1zg) = Az™

m—r0o0
(beachte, dal aus der Kontraktionsbedingung die Stetigkeit von 2 folgt), ergibt sich Az* = z*.
(Erinnerung: z; =z & ||lz; —z|| = 0 (j = 00)).
Nachweis der Konvergenz von 2A™xzy: Man zeigt, dafi (A™z, m € N) eine Cauchyfolge ist. Aus
der Vollstédndigkeit von V folgt dann die Existenz des Limes.

Hmmxo — Q[kII?()H

IN

270 — 27 ]| 4 [z — 2| -+ [z — |

IN

™| |™Azo — zol| + ¢ 2| |™xo — o] + - - - + ¢F || Az — mo|| (M > k).
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Dies fiithrt auf den Reihenrest einer konvergenten geometrischen Reihe.
= Hi)lmxo—%kxOH <eg fir m >k > ko(e).

O

Der Satz von Banach gilt auch unter der schwicheren Voraussetzung, dafl die Abbildung
A eine ,Kugel“ K = {z € V|||zp — z|| < R} in sich abbildet und auf dieser kontrahierend ist.
Es gibt dann einen Fixpunkt y*, der in K liegt (,,lokale Version des Banachschen Fixpunktsat-
zes“).

Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf Anfangswertprobleme

yl = f('ay) ) y(tO) = Yo-

Hierbei sei yp € R" , f € C([to, T] x R"; R™). Aulerdem geniige f einer Lipschitzbedingung in ei-
ner Umgebung von v, d.h. es existiere ein L € R mit |f(¢,&) — f(t,n)| < LIE—n| V& n € U(yo).
Man sagt auch ,lokale Lipschitzbedingung®, da &,n € U(yg), und spricht von globaler Lipschitz-
bedingung, wenn obige Ungleichung fiir alle &, 7 gilt.

Umformung des AWP in eine Integralgleichung:

y(t) = yo + /f(s,y(s)) ds.

t

Mit (z)(t) = yo+ [ f(s,2(s)) ds schreibt sich das AWP als Fizpunktproblem fiir die Abbildung
to

A: C([to, T"); R™) — C([to, T"); R"). U.U. werden wir T" =ty + 6 < T wiihlen.

Lemma:

Es gelte die obige Lipschitzbedingung fir f € C. = 3§ > 0 und ein g €]0,1[, so daf
||z — Aw|| < qllz—w|| Vzzw € K C C([to,to +96]) , K = {z € C([to,to + 9])|2(t) €

Ues(yo)} ,  Ue(yo) C Ulyo). Hierbei ist ||z]| = max |z(2)].
t€[to,to+0]
Beweis:

t

[2Az(1) — Aw(t)] = /(f(«%Z(S)) — f(s,w(s))) ds
to
t

< /L|z(s) —w(s)|ds| nach der Lipschitzbedingung

to
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Mit § = # und Ubergang zum Supremum bzgl. t ergibt sich die Kontraktionsbedingung. O

Lemma:
Es gelten dieselben Voraussetzungen wie oben. Dann existiert § > 0, so daf$ die obige Abbildung
A die Kugel K = {z € C([to,to + 9])|2(t) € Uc(yo)} in sich abbildet.

Bewelis:

t

122(2) — yo| = /f(s,z(s))ds <5 sup f<e fir 0=0(f)

[to,to+0]xUe
to

O
Damit sind die Voraussetzungen der lokalen Version des Banachschen Fixpunktsatzes gesichert
und es gilt der

Existenz- und Eindeutigkeitssatz (nach Picard-Lindelsf)
Seien f und yy wie oben.
Dann ezistiert ein § > 0, so dafi das AWP

im Intervall [to,to + 0] eindeutig losbar ist.

3.4 Fortsetzbarkeit von Losungen

Der Existenz- und Eideutigkeitssatz fiir Anfangswertprobleme liefert nur die Losbarkeit in ei-
nem kleinen Zeitintervall. Bei vielen Problemen — z.B. der Planetenbewegung — wiinscht man
sich die globale Losbarkeit, d.h. die Losbarkeit in dem unendlichen Zeitintervall, so dafl keine
Singularitét (,Katastrophe“) nach endlicher Zeit eintrifft. — Man konnte versuchen, folgender-
maBen vorzugehen: Man 16se das Anfangswertproblem zur Differentialgleichung v’ = f(.,y) mit
der Anfangsbedingung y(tg) = yo und erhilt nach dem Satz von Picard-Lindelsf ein § > 0,
so dafl das AWP in [tg,to + do] gelost wird. Sodann 16se man das neue AWP mit der An-
fangsbedingung ypey(to + do) = Yait(to + do) und erhélt eine Losung der Differentialgleichung in
[to + do,to + 0o + d1]- Man ,stiickelt* die beiden Losungen y,;; und ype, zusammen und erhilt
eine Losung auf [tg, to + do + d1]. Durch Wiederholung dieser Methode erhélt man eine Losung
auf [to, to + o + &1 + 02 + - -+ + dn]. Leider konvergiert »5 22 d; zumeist nicht gegen unendlich,
so dafl man mit dieser Methode im allgemeinen keine globale Losung erhilt. Eine Ausnahme
liegt vor, wenn man 6; = 6 > 0, j = 1,2,..., wihlen kann. Dies ist moglich, wenn eine
globale Lipschitzbedingung vorausgesetzt wird, d.h. es gilt |f(¢,€) — f(t,n)| < L|§ — n| fiir alle
&n e R |t >ty Die globale Lipschitzbedingung ist leider sehr einschrinkend und impliziert



3.5. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME 94

lineares Wachstum von f(¢,7) beziiglich . Wenigstens gilt die globale Lipschitzbedingung im
linearen Fall f(¢,n7) = A(t)n + b(t) mit einer beschrinkten n x n-Matrizenfunktion A.

Satz:

Sei A(t) = (air(t))ix=1 und b(t) € R" stetig bzgl. t und A(t) fir t — oo beschrinkt. Dann gibt
es eine Losung des Anfangswertproblems

y' = A()y+0b(.) , y(to) = yo, in [to,00[.

3.5 Lineare Differentialgleichungssysteme

Sei A(t) = (aix(t));x=1 eine stetige Matrizenfunktion, b € C([to, T] x R").
Wir betrachten das ,,homogene System“

Es ist klar, daBl die Gesamtheit der Losungen des homogenen Systems einen linearen Raum
bildet. Es gilt sogar der

Satz:

Die Dimension des Losungsraumes des homogenen Systems ist n.

Beweis:

Durch die Wahl von n linear unabhingigen Anfangsvektoren konstruiert man sich nach dem
Existenz- und Exideutigkeitssatz mindestens n linear unabhingige Losungen des homogenen
Systems. Gébe es mehr als n linear unabhingige Losungen, so konnte man diese an der Stelle
to nichttrivial zu Null kombinieren. Diese Linearkombination von Ldsungen miifite aber wegen
des Eindeutigkeitssatz gleich der Losung ,identisch Null“ sein, d.h. es kann keine n + 1 linear
unabhéngigen Losungen geben.

Es ist klar, daB sich die allgemeine Losung des inhomogenen Systems als Summe einer
partikuliren Losung des inhomogenen Systems und der allgemeinen Lésung des homogenen
Systems schreiben 148t:

Verfiigt man iiber n linear unabhingige Losungen des homogenen Systems, etwa (1), . .. ™)
so lassen sich diese zu einer Matrix ® = (90(1),... ,go(”)), der sogenannten Wronski-
Matrix zusammenfassen. Jede Losung des homogenen Systems hat dann die Gestalt
®(t) - ¢, ¢ = konst. Vektor. Es gilt & = A®. Eine partikulire Lésung des inhomoge-
nen Systems erhélt man mit Hilfe der Variation der Konstanten. Ansatz: y(t) = ®(t)c(t) =

§=®c+ D= Adc+ D¢ = Ay + Beé

t
Aus der Forderung ®¢ = b folgt c(t) = [ ®~'(s)b(s) ds.
to



Kapitel 4

Grundbegriffe der Vektoranalysis

4.1 Kurven im R"

Definition:
Es sei[a,b] CR', a < b, und p: [a,b] — R" eine stetige Funktion. Dann nennt man die Menge
K={zeR"|z=p(t),te€ab]} ein Kurvenstiick im R".

1. Beispiel:

=00, 50 = (7).

cos 27t

Das Kurvenstiick K ist dann der Rand des Einheitskreises.
Verschiedene Funktionen p kénnen zu demselben Kurvenstiick fithren, z.B. ergibt

(1) = sind4mwt
7= cos 4wt

dasselbe Kurvenstiick K.

2. Beispiel:  [a,b] = [0,1], p(t) = ().

of 1

Fiir mathematische Zwecke (etwa zur Definition des Kurvenintegrales) ist es wichtig, einen dem
Begriff des Kurvenstiickes dhnlichen Begriff (den der Kurve) zu haben, bei dem jedoch die
intuitive dynamische Vorstellung in einem mathematisch prézisierten Sinne erhalten bleibt, die
sich ergibt, wenn man die Variable ¢ von a nach b ,laufen* 148t und untersucht, wie sich die

95
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Werte p(t) verhalten.
LLauft® man mit der Variablen ¢ von 0 nach 1, so durchliuft

(t) _ sin 27t
Pt = cos 27t
im Uhrzeigersinn den Einheitskreis, man beginnt mit p(0) = ((1)) und endet dort. Betrachtet man
sin4mwt
t) =
a(t (cos 47rt) ’

so durchlauft man zweimal den Einheitskreis.
SchlieBllich durchlduft man mit der durch

5(t) = (—sin27rt>

cos 27t

stattdessen

definierten Funktion p den Einheitskreis entgegen dem Uhrzeigersinn.
Setzt man

p) = () el
o - (B)re]
B(t) = G) fﬁrte[%,l],

so ergeben p und p dasselbe Kurvenstiick. Liuft man jedoch mit ¢ von 0 bis 1, so hat man —
betrachtet man p — nach dem Punkt % bereits das ganze Kurvenstiick durchlaufen und ruht
sich anschlieflend im Punkt G) aus.

Um einen Begriff zu haben, der diesen Effekt (mehrfaches Durchlaufen des Kurvenstiickes,
Durchlaufen des Einheitskreises mit oder entgegen dem Uhrzeigersinn, Verweilen in einem
Punkt, Hin- und Zuriicklaufen etc., etc.) mathematisch festhilt, wihlen wir folgende

Definition:

Eine (orientierte) Kurve im R™ ist eine Aquivalenzklasse von stetigen Funktionen p: [a,b] — R™.
Zwei Funktionen p: [a,b] — R und q: [c,d] — R heiffen hierbei dquivalent, wenn es eine
stetige, streng monoton steigende Funktion ¢: [a,b] — [c,d] gibt mit p(a) = ¢, @(b) = d, so
dap q((t)) = p(t) fir t € [a,b] gilt.

Ist p: [a,b] = R™ ein Reprisentant einer solchen Klasse, so nennt man p eine Parameterdar-
stellung der Kurve und [a,b] das zugehirige Parameterintervall. Den Punkt p(a) nennt man
Anfangspunkt, den Punkt p(b) Endpunkt. Die Menge {p(t) | t € [a,b]} heifst der Wertebereich
oder Wertevorrat der Kurve.
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Beispiel:
Seien 1
int 1
[G/, b] - [0’ %]7 p(t) - (s:)r; t) und [C,d] — [O’ 1]’ q(t) — ( lf—tz) .
V142
Die beiden Funktionen p: [0, ﬂ — R? und g¢: [0,1] — R? stellen dieselbe Kurve dar, als Funk-

tion ¢ in der Definition kann man ¢(¢) = tant nehmen.
Hingegen werden durch

(1) = sin 27t (1) = — sin 27t (1) = sin 4wt
PO = cosant)” PV = cosant )7 IV = \cosant
verschiedene Kurven definiert.

Altere Biicher verwenden die Begriffe Kurve und Kurvenstiick synonym. Statt ,orientier-
te Kurve“ sagt man meistens ,Kurve“.

Eine Kurve heifit geschlossen, wenn Anfangs- und Endpunkt iibereinstimmen.

Der angegebene Kurvenbegriff ist noch sehr allgemein und schlieft u.a. mathematische
Objekte ein, die von der anschaulichen Vorstellung einer Kurve erheblich abweichen. Z.B.
konstruierte der Mathematiker Peano eine Kurve, deren Wertebereich in einem Quadrat dicht
liegt. So etwas vermeidet man, wenn man den Begriff der Jordankurve einfiihrt.

Definition:

FEine Jordankurve ist eine Kurve, die eine Parameterdarstellung besitzt, die eine topologische
Abbildung (d.h. umkehrbar eindeutige, in beiden Richtungen stetige surjektive Abbildung)
des Parameterintervalls auf den Wertebereich der Kurve definiert. Dies gilt dann fir alle
Parameterdarstellungen der Kurve.

Eine geschlossene Jordankurve ist eine geschlossene Kurve mit der Eigenschaft:

Es gibt eine Parameterdarstellung p: [a,b] — R, so daB p das Parameterintervall [a,b]
umkehrbar eindeutig auf den Wertebereich W der Kurve abbildet und die Umkehrabbildungen
p 1 W —[a,b[ und p ': W —]a, b] stetig sind.

In der Ebene gilt der bekannte

Jordansche Kurvensatz:

Es sei T ein geschlossenes Jordansches Kurvenstiick im R?. Dann unterteilt T den R? in zwei of-
fene, zusammenhdngende Punktmengen mit Rand I, d.h. es existieren offene, zusammenhdngen-
de Mengen Q1,99 C R% mit

’L) 2Ny =g,
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i) 0, = 89, =T,

i) QU UQy = R2,
Der Satz ist anschaulich evident, der Beweis jedoch schwierig.

Von der Anwendung her stellt sich die Frage, was man unter der Linge einer Kurve ver-
steht und wie man sie eventuell berechnet.

Es sei I' eine Kurve mit Parameterdarstellung p: [a,0] > R*. Esseia =ty <t;1 < ... <ty =b
eine Zerlegung 3 des Parameterintervalls. Unter einem I' eingeschriebenen Polygonzug bzgl. 3
verstehen wir den Polygonzug mit den Ecken p(¢;), s =0,... , N, d.h. die Menge

p3 = {rp(t:) + A —7)p(tic1) |0< 7 <1, i=1,... ,N}.

Unter der Linge des Polygonzugs p3 verstehen wir die Zahl

Ip3| = Z Ip(ti) — p(ti-1)|-

Hierbei ist

Definition:

FEine Kurve I' heif$t rektifizierbar, wenn das Supremum S der Ldngen aller einbeschriebenen
Polygonziige beschrinkt ist.

Man nennt |T'| := S die Linge der Kurve. In Zeichen:

Mit der Parameterdarstellung p: [a,b] — R™ ist

T = sup{|p3| ‘ 3 ist eine Zerlegung von [a,b], p3 siche oben }.

Es ist leicht zu sehen, dafl diese Definition von der Parameterdarstellung unabhingig ist und
der intuitiven Vorstellung des Begriffs der Linge gerecht wird.

Man kann fiir (stetig) differenzierbare Kurven eine Formel fiir die Linge angeben. Eine Kurve
heifit hierbei (stetig) differenzierbar, wenn sie eine (stetig) differenzierbare Parameterdarstellung
besitzt.

Satz:

Es sei T eine stetig differenzierbare Kurve mit Parameterdarstellung p: [a,b] — R", p stetig
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differenzierbar. Dann ist T' rektifizierbar , und es gilt:

b
| = / 1p(1)] dt.

Hierbei ist p = 2.
Beweis:

Wegen der Stetigkeit von p gilt nach Definition des Riemannschen Integrals bei vorgegebenem
¢ fiir alle Zerlegungen des Parameterintervalls [a, b] mit Feinheit < é(¢) die Ungleichung

b N
‘/|p(t)| dt — ) [p(t:)|(t —tm)‘ <e
a i=1

wenn3:{t0,... ,tN}, a=th<t1 <...<tp, =0
Nach Definition der Kurvenlidnge gibt es eine Zerlegung 39 = {79,... ,7ar} von [a, b] mit

M
0< Il - Z lp(ri) — p(ric1)| <e.

Es sei 3’ = {7y,... , 75} eine gemeinsame Verfeinerung von 3¢ und einer Zerlegung mit Feinheit
d(g). Es gilt dann erst recht

s
0<|T| - Z Ip(7i) — p(Fi-1)| <e.

Es gilt nach dem Mittelwertsatz

Ip(Tiy1) — (7)) = Z\Pj(ﬂ‘ﬂ)—Pj(ﬁ')|2

_ .7
= 7'1+1 - Tz Z |pJ

~(7)

mit Zahlen 7"’ € [7;,7;11]). Wéahlt man §y < d(e) geniigend klein, so gilt wegen der Stetigkeit

von |p|
2
Ip(Tiv1) —p(7i)| = (Fis1 — 7o) Z ) e
mit |E,J| <eE.
Daraus folgt
S—1 S—1
Z p(Fir1) —p(FE) = DGt =7 BE)|  <ed (Firr —7)
1=0 1=0

=¢e(b—a).
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Zusammen mit der beim Beginn des Beweises aufgestellten Ungleichung gilt damit

b S—1
[ 1501t = 3 1p(Gisn) = )| < (- )+
=0

a

und somit ,

‘/|p(t)| dt ||| <e+eb—a) +e

a
Der Grenziibergang fiir € — 0 ergibt die Behauptung. O
Beispiel:

Eine Ellipse E wird gegeben durch die Parameterdarstellung

int
: 10,2 R? t) = asin ;
p02r] R, p0) = (jon!

Es gilt

. acost
bl = (—bsint)’

lp(t)] = Va2 cos?t + b2 sin? t,
2w
|E| = /\/a2 cos2t + b2sin? t dt.
0

Im Fall des Kreises a = b = r ergibt sich fiir den Kreisumfang E,—;—, = 27r. Falls a # b ist,
laBt sich das Integral nicht mehr elementar auswerten, nach der Substitution sint = u wird
man auf ein sogenanntes elliptisches Integral gefiihrt.

Definition:

Eine rektifizierbare Jordansche Kurve nennt man einen Weg. Allgemeiner definieren die meisten
Autoren einen Weg als Kurve, die sich durch Aneinanderfiigen endlich vieler Jordanscher
Kurven ergibt. Dem wollen wir uns auch hier anschliefien.

Mathematisch bedeutet dies: Ist I" eine Kurve mit der Parameterdarstellung p: [a,b] — R, so
nennt man [' einen Weg, wenn Zahlen tg,%1,... .ty mit a =ty < t1 < ... < ty = b existieren,
so daB die durch die Restriktion von p auf [t;,?;+1] erkldrten Kurven rektifizierbare jordansche
Kurven sind, d.h. topologische Abbildungen von [t;, ;1] auf {p(¢) | ¢t € [t;, t;+1]} sind.

Ein Weg heif§t geschlossen, wenn Anfangspunkt und Endpunkt ibereinstimmen.

Definition:

Eine Punktmenge M heifit (weg-)zusammenhéngend, wenn sich je zwei Punkte P,,Py, € M
durch ein in M liegendes Wegstiick verbinden lassen, d.h. es gibt einen Weg I' mit Parameter-
darstellung p: [a,b] = R", so daff p(a) = P1, p(b) =P, p(t) € M firt € [a,b)].
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Beispiel:
{z eR" |z = (x1,... ,2p), z; 0 fur alle ¢ = 1,... ,n} ist nicht zusammenhingend.
{z € R" ||z| = 1} ist zusammenhingend, ebenso R".

Nimmt man aus einem Kreis den Mittelpunkt oder einen kleineren konzentrischen Kreis
weg, so ist die neue Punktmenge zwar zusammenhiingend, hat jedoch anschaulich ein Loch.
Diese anschauliche Tatsache 148t sich mit Hilfe des Begriffs des einfachen Zusammenhangs einer
Punktmenge mathematisch ausdriicken, was im folgenden erliutert wird.

Es seien I = [a,8] C R und [a,b] C R Intervalle und ¢: I X [a,b] — R" stetig. Fiir jedes
s € I definiere ¢(s,-): [a,b] — R" eine Kurve im R". Man sagt dann, dafl ¢ eine stetige
Deformationsschar von Kurven definiert und die durch ¢(c,-): [a,b] — R™ definierte Kurve in
die durch ¢(5,-): [a,b] — R™ definierte Kurve stetig deformiert wird.

Man sagt nun, eine Kurve I' lasse sich auf einen Punkt zusammenziehen, wenn es eine
stetige Deformationsschar gibt, die I' in eine Kurve mit einpunktigem Wertebereich stetig
deformiert. Mit diesen Begriffen ergibt sich die folgende

Definition:

Eine Punktmenge M heifit einfach (weg-)zusammenhingend, wenn M zusammenhingend ist
und sich jeder geschlossene Weg in M auf einen Punkt zusammenziehen lGf$t, wobei die Kurven
der zugehorigen Deformationsschar Wege sein sollen.

Beispiele:
R? ist einfach zusammenhingend.
{x e R"||z| < 1} ist einfach zusammenhéngend.

{z € ]RQ‘\$| =1} ist nicht einfach zusammenhéingend.

{z € ]R3‘\:L'| =1} ist einfach zusammenhéingend.

4.2 Kurvenintegrale

Fiir viele physikalische Anwendungen ist es wichtig, das Integral iiber eine Funktion léngs einer
Kurve zu bilden. Will man z.B. eine Ladung in einem elektromagnetischen Feld von einem Punkt
zu einem anderen lings einer Kurve verschieben, so mufl man (evtl. negative) Arbeit aufwenden.
Um diese Arbeit zu berechnen, approximiert man die Kurve durch einen Polygonzug und sum-
miert Arbeitsanteile, die sich fiir die Verschiebung der Ladung ldngs einer Strecke ergeben. Es
ist dies das Skalarprodukt aus dem der Strecke zugeordneten Vektor und dem dort wirkenden
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Kraftvektor. Im Grenziibergang erhilt man dann ein ,, Kurvenintegral®.

Dies soll im Folgenden mathematisch prézisiert werden. Es sei I' ein Weg im R" mit Parame-
terdarstellung p: [a,b] — R® und f: R* — R” stetig. Es sei 3 = {to,t1,--. ,in}, a =1y <
t1 < ... <ty = b eine Zerlegung des Parameterintervalls. Dann verstehen wir unter einer Rie-
mannschen Summe von f iiber I' (bzgl. p und 3 und bzgl. der Zwischenpunkte &; € [t;,t;11]) die
Zahl

N1
> (6:3) =Y F (&) - (p(tirr) —p(t)) .-
i=0

Man beachte, daBl f (p(&)) - (p(ti+1) — p(t;)) das Skalarprodukt der beiden Vektoren f(p(&;))

und (p(tiy1) — p(ts)) ist.
Es gilt der

Satz 2.1.

Es sei f: R* — R" stetig und I' ein Weg im R™ mit Parameterdarstellung p: [a,b]. Dann gibt
es eine Zahl A mit der Eigenschaft:

Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0, so daf fir alle Zerlegungen 3 = {tg,... ,tn} von [a,b] mit
Feinheit |3| < 6 und alle Zwischenpunkte & € [t;,tiy1] die Ungleichung

S (.63) - 4] <e

gilt.
Man nennt A das Kurvenintegral von f iiber I' und schreibt

A:F/fdé’.

Man iiberlegt sich leicht, daf die Definition unabhéingig von der Parameterdarstellung ist.
Der folgende Satz liefert eine Méglichkeit zur Berechnung von Kurvenintegralen.

Satz 2.2.
Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 2.1 mdge der Weg I' eine stetig differenzierbare

Parameterdarstellung p: [a,b] — R™ besitzen. Dann gilt

/ Jds= /b F((p(®)) - p(t) dt.
r a

Der Beweis liduft dhnlich wie beim Nachweis der entsprechenden Formel fiir die Kurvenlinge.

Fir den Fall, dafl f eine Stammfunktion besitzt, d.h. es gilt f = Vg mit einer stetig
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differenzierbaren Funktion g: R* — R, 148t sich der Weg des Kurvenintegrals in Satz 2.2
aufgrund der Substitutionsregel sofort angeben:

[ras = [ ) -pe)a

b
- [Veena
g(p(b)) — g (p(a)).

Die bisherigen Uberlegungen gelten selbstverstéindlich auch, wenn f und ¢ nur in einer offenen
Punktmenge 2 C R” erklirt sind und I in  verliuft.
Aus der obigen Formel

/}dgzg@w»—g@m»
T

im Falle f = Vg erkennt man, dafl der Wert des Kurvenintegrals nur vom Anfangs- und
Endpunkt der Kurve, nicht jedoch von der verbindenden Kurve abhingt. Man nennt diese
Eigenschaft die , Wegunabhdngigkeit des Kurvenintegrals®.

Im allgemeinen sind Kurvenintegrale nicht wegunabhingig. Diese Frage ist sehr wichtig im
Zusammenhang mit den Erhaltungssidtzen der Physik.

Satz 2.3.
Das Kurvenintegral [ fd3 ist in Q genau dann wegunabhingig, wenn [ fds = 0 gilt fir jeden
r

w
geschlossenen Weg in ). Hierbei ist Q) eine offene, zusammenhdngende Punktmenge des R™
und f: Q — R" stetig.

Bewelis:

(a) Es sel [ fds in  wegunabhingig und I ein geschlossener Weg in Q mit Anfangspunkt =
r

a = Endpunkt. Da Q offen ist, gibt es einen in (2 liegenden Kreis mit Radius < ¢, dessen
Rand W den Punkt a enthilt. W definiert einen geschlossenen Weg W mit der Linge
|W| = 27e.

Wegen der Wegunabhingigkeit gilt

!#dgzjfda

w

da sowohl I' als auch W den Punkt a mit a verbindet. Es gilt

/fd§ = /fdé‘ < K - 2re,
T w
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da |f| < K in U(a), denn f ist stetig. Grenziibergang ¢ — 0 ergibt

/de‘:O.

T

F/fdgzo

fiir jeden geschlossenen Weg I' in Q2. Die Wege W1 und W5 mogen beide a und b verbinden

Es gelte

(mit @ als Anfangs- und b als Endpunkt). Es sei —W5 der in entgegengesetzter Richtung
durchlaufene Weg Ws, d.h. ist p1: [o, 5] =& R" eine Parameterdarstellung von Wi, dann
ist —Ws der durch die Parameterdarstellung ¢: [, 8] — R"

mit ¢(t) = p2(a + B — t) definierte Weg. Es gilt

/fdé’:— / fds.
Wo

—Wo

Es sei W der durch Aneinandersetzen von Wi und —W5 entstehende Weg, d.h. W hat die
Parameterdarstellung g: [, 28 — a] — R™ mit

p1(t) fir ¢ € [a, £],
gt —B+a) firtel[s,268—al

Zfdg = /fd§'+ / fdg

—Wo

w1
= VZfdg'—W/2fd§'.
/fd§:0

g(t) =

Es gilt

Da W geschlossen ist, folgt

w
und damit
[ris= [ sas
Wi Wo
also die behauptete Wegunabhéngigkeit. O

Es gilt auch die Umkehrung zu dem Satz, dafl die Existenz einer Stammfunktion die Wegun-

abhingigkeit eines Kurvenintegrals impliziert.
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Satz 2.4.
Es sei Q eine beschrdnkte, offene, zusammenhdngende Punktmenge des R® und f: Q@ — R*
stetig. Das Kurvenintegral [ fds sei wegunabhingig. Dann besitzt f eine Stammfunktion

r
g: Q> R, d.h. es gilt: f = Vg in Q. Eine Darstellung von g ist

T

ola) = [ a5

Zo

x
Hierbei ist [ das Kurvenintegral lings eines zo mit x verbindenden Weges.
o

Beweis:
Siehe [2, S.100, Satz 45].
Man definiert g durch die obige Darstellung und analysiert das Grenzverhalten der Differenzen-
quotienten.
Fiir den Fall, daB die Funktion f in Satz 2.4 stetige erste partielle Ableitungen hat, ist die Funk-
tion g zweimal stetig partiell differenzierbar und wegen der Vertauschbarkeit der Ableitungen
gilt
P9 _ Py

8.%8.’1% N &Eka’lti

in Q. Mit Vg = f = (f1,..., fn) folgt

0 0
B—wz-fk = a—wkfz',

und es erhebt sich die Frage, ob letztere Bedingung, die auch Integrabilititsbedingung heifit,
alleine hinreicht, die Wegunabhingigkeit des Kurvenintegrals zu sichern. Ein Gegenbeispiel zeigt,
daf dies nicht immer der Fall ist: Man setze

Q= {z=(&m) €eR € +0° >0}

f(é,n)=( 1 : )T-

§2+n2’§2+n2

Wihlt man jedoch fiir I' die Kurve mit der Parameterdarstellung

und

sint

p02 2, a0 = (),
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so gilt

27
[1as = [ 160) i) a
r 0
2T
= /(— sint,cost) - (—sint,cost) dt

0
2w

= / (sin® ¢ + cos? t) dt

0
= 2w # 0.

D.h., das Kurvenintegral iiber den geschlossenen Weg I' verschwindet nicht. Der Grund dafiir,
dafl dies nicht gilt, liegt in der Tatsache, dafl 2 in diesem Beispiel nicht einfach zusam-
menhingend ist. Es gilt ndmlich der

Satz 2.5.
Es sei I' eine beschrinkte, offene und einfach zusammenhdngende Punktmenge des R™ und
f:Q — R stetig differenzierbar. Notwendig und hinreichend fir die Wegunabhdingigkeit des
Kurvenintegrals [ f d§ ist das Erfilltsein der Integrabilititsbedingungen

r

Ofi _ Ofr
oz, Ox;

’I:HQ, iakzla---an,f:(fla-“afn)'

Beweis:
Siehe [2, S.104, Satz 47]
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