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1. ERZWUNGENE UND NATURLICHE RANDBEDINGUNGEN

Der eindimensionale Fall. Es sei I = [a,b] C R ein Intervall und
F:IxRxR=R, bzw. F,: [ xR* xR* 5 R*, i =0,1

vorgegebene Funktionen, die wir der Einfachheit halber als stetig voraussetzen. (Allgemeiner
wiirde man die sogenannten Caratheodory-Bedingungen fordern.)

Wir betrachten die Differentialgleichung bzw. das Differentialgleichungssystem
(1.1) Lu = — (Fy(z,u,u") + Fy(z,u,u') = 0.

Solche Gleichungen ergeben sich z.B. als Eulergleichungen von Vatiationsproblemen
b
/F(x, u,u') dr = min L.
Einfachstes Beispiel: Fi(z,u,n) =n, Fy(z,u,n) = f(x). Dann ergibt sich die Differentialglei-
chung —u” + f(z) = 0. Ohne Randbedingungen ist (1.1) unterbestimmt. Durch Anwendungen
sind folgende Randbedingungen motiviert:

(i) Dirichletrandbedingung: u(a) = u(b) = 0 oder auch eine inhomogene Randbedingung

u(a) = a, u(b) = 5.
(ii) Natiirliche Randbedingung (oder Neumannsche Randbedingung):

(12) Fl(xauaulﬂa =F1(.’13,U,,U,I)‘b =0.

Ein besseres Verstidndnis dieser Randbedingungen erhilt man iiber die schwache Formulierung
von (1.1). Hierzu bendtigen wir den Sobolevschen Funktionenraum H'(I) sowie H}(I), welche
auf verschiedene Weise dquivalent definiert werden konnen. Am schnellsten begreift man die
folgende Definition:

(1.3) H'(I) = {u € C(I)| u besitzt eine verallgemeinerte Ableitung aus L?}

Die Aussage ,u besitzt eine verallgemeinerte Ableitung aus L?“ bedeutet: ,Es existiert ein

Element v € L?(I) mit der Eigenschaft: (u,¢’) = —(v,¢) fiir alle ¢ € C§°(I).“Hierbei ist

C(I) die Menge der stetigen Funktionen auf I(= I) und C°(I) = {p € C(I), ¢ = 0 in

U(a) UU(b), ¢ € C*}. Die Klammern (.,.) bedeuten das L?-Skalarprodukt: (w,y) = [ wydz,
T

L2(I) = {[u]lu meBbar, [u?dz < oo}, [u] = {v|lu —v = 0 fast iiberall }. Ublich, da mehr
mathematische Einsicht bringend, ist die folgende Definition:

(1.4) H'(I) = {u: I — Rlu ist absolutstetig und v’ € L*} .

Zur Definition der Absolutstetigkeit verweisen wir auf Lehrbiicher zur sogenannten reellen Ana-
lysis (Natanson, Skript Analysis IV). Die Defintion (1.4) hat den Vorteil, dass wegen der Ab-
solutstetigkeit von u die Ableitung von u' fast iiberall als Limes von Differenzenquotienten
definiert ist.
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Interessiert man sich mehr fiir partielle Differentialgleichungen und sieht den eindimensionalen
Fall als lappischen Spezialfall an, definiert man

(1.5) H'(u) = {u € L*(I)|u besitzt eine verallgemeinerte Ableitung aus L?}

(so wiirde man im n-dimensionalen Fall, mit I ersetzt durch 2 C R", vorgehen). Da es listig ist,
dass die Elemente von L? keine Funktionen sondern Funktionenklassen sind, wird man, wenn
man mit Definition (1.5) arbeitet, sofort einen Einbettungssatz heranziehen, welcher besagt,
dass jedes Element v € H'(I) einen (absolut-) stetigen Repriisentanten @ besitzt (@ ist sogar
Holderstetig zum Exponenten 7). Man stellt sich dann stillschweigend die Elemente von H*(I)
als eben diese % vor, braucht also nicht mehr mit Funktionenklassen zu arbeiten. Aber Vorsicht,
u' ist nur aus L2, also nach wie vor eine Funktionenklasse und keine Funktion!

Die schwache Formulierung von (1.1) lautet:
(1.6) (Fi(u,u’), @) + (Fo(.,u,u'), @) = 0 fiir alle p € C§°(1) .

Gilt (1.6), nennt man C§°(I) den ,, Testraum“. Damit die Integrale in (1.6) existieren, benotigt
man Wachstumsbedingungen an Fy und Fj. Da der Testraum hier sehr gut ist, reicht quadrati-
sches Wachstum von Fj und Fj in dem Argument, in welchem u’ steht.

Wir setzen stirker voraus
17 RG] < Ko+ Kl [Fo( pm)| < Ko+ Kelnl*, || <O, n € R bzw. R
und kénnen dann (1.6) auf einen grofieren Testraum ausdehnen. Es gilt ndmlich
(1.8) (FL(u,u'), @) + (Fo(.,u,u'), @) = 0 fiir alle ¢ € Hy (1) .
Hierbei ist H;(I) die AbschlieBung von C$°(Q) beziiglich der H'-Norm |jul|; = [(u,u) +
(u',u")]*/2. Man kann sich iiberlegen, dass
HA(I) = {u € H(I)| u(a) = u(s) = 0}

Das Dirichletproblem Lu = 0 lautet somit: Gesucht ist u € V = H{(I), so dass (1.8) gilt fiir
alle ¢ € V. Man erzwingt also die Randbedingung, indem man sie von vorneherein in den
Grundraum V' steckt. Man spricht daher bei Dirichletrandbedingungen auch von erzwungenen
Randbedingungen.

Wiihlt man stattdessen den Grundraum V = H'(I), lautet die schwache Formulierung

Gesucht ist u € V = H'(I), so dass

1.9
(1.9) (F1(.,u,u’), @) + (Fo(, u,u'), ) = 0 fiir alle p € V.

Aus (1.9) kann man schliefien, dass F}(.,u,u’) verallgemeinerte Ableitungen in L' besitzt und
somit absolutstetig ist (s. Analysis IV-Skript) - genauer gesagt, einen absolutstetigen Repriisen-
tanten besitzt. Es gilt also - nach partieller Integration

/[—(Fl(.,u,u'))' + Fy(,u,u)]pdt =0, ¢ € CP(I),
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und damit - iiber ein ,Dichtheitsargument® -
(1.10) —(Fi(,u,u') + Fo(.,u,u') =0 fast iiberall in I .

Es entstanden keine Randterme, da ¢ € C§°(I). Benutzt man nun (1.9) fiir Elemente ¢ € V =
H'(I), entstehen nach der partiellen Integration Randterme:

(1.11) /[—Fl(., u, ) + Fo(, u,v)]pdr = Fi(u,u')op(a) + Fi(,u, ) |pe(b) = 0.

Das Integral in (1.11) verschwindet wegen (1.10), es verbleibt
Fi(u, w)lop(d) = Fi(u, w)lapla) =0,
und da ¢(a) und ¢(b) beliebige Werte annehmen kénnen, folgt
(1.12) Fi(,u,v)|e = Fi(,u,u)],=0.
Die Randbedignungen (1.12) ergeben sich also auf natiirliche Weise, wenn man V = H*(I) als

Testraum wahlt - daher der Name.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass v/(a) und «/(b) fiir v € H' i. A. nicht definiert sind.
In unserem Fall aber ergibt die Differentialgleichung die zuséitzliche Regularitéitsaussage, dass
Fi(.,u,u’) stetig ist, d.h. Fy (., u,u')|a, Fi(.,u,u")|p ist definiert.

In héheren Dimensionen ist diese Regularititsaussage bei schlechten Daten nicht immer richtig
- man beschrinkt sich dann einfach auf die schwache Formulierung.

Von gemischten Randbedingungen sprich man, wenn auf einem Teil des Randes des Grund-
gebietes Dirichlet bzw. Neumann (=natiirliche) Randbedingungen gegeben sind, also etwa
u(a) = 0, Fi(.,u,u')|y = 0. Im eindimensionalen Fall ist dies analytisch nicht interessant,
da @ und b getrennt liegen.

Andere Randbedingungen:

Durch Hinzufiigen von Randtermen in der schwachen Formulierung lassen sich inhomogene
Neumannbedingungen und Randbedingungen dritter Art erzeugen. Gesucht ist u € H'(I), so
dass

(Fi(u, ), ) + (Fo(,u,u'), ) — ga(u(a))e(a) + go(u(b))p(b) =0
fiir alle ¢ € H'(I).
Eine Losung dieses Problems erfiillt automatisch
Fi(u,u')|a + ga(u(a)) =0
Fi(u,u)|p + go(u(b)) =0.

Héngt g¢,, g, nicht von u ab, liegt eine inhomogene Neumannbedingung vor, im Fall einer
Abhéngigkeit - z.B. linearer Natur g,(u(a)) = au(a) + ag, gp analog - spricht man von Rand-
bedingungen dritter Art.
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Bei Differentialgleichungen hoherer Ordnung treten zusétzliche interessante Effekte auf. Die
elastische Verbiegung eines eindimensionalen Balkens wird n&dherungsweise iiber die Gleichung

(1.13) ul®) = f

mit Randbedingungen modelliert. Man stelle sich den horizontal liegenden Balken als Intervall
[a, b] vor. Nach Einschalten der Schwerkraft (f # 0) geschieht eine Auslenkung u des Balkens in
vertikaler Richtung. Es werden insbesondere die folgenden drei Randbedingungen betrachtet:

1. Fest eingespannter Balken. Dies entspricht den erzwungenen Randbedingungen
u(a) = u(b) = 0 und u'(a) = u'(b) =0.

Dies wird durch die Wahl des Raumes H, 3 2 (a, b) als Grundraum ausgedriickt. Die schwache
Formulierung von (1.13) lautet: Gesucht ist u € Hz(a, b), so dass

(W', ") = (f, ) fiir alle ¢ € Hy*(a,b) .
2. Gelenkig eingespannter Balken. Hier fordert man die erzwungene Randbedingung
u(a) = u(b) =0
und die natiirliche Randbedingung
u"(a) =u"(b) =0.

Als Grundraum wihlt man hier Hy> N H*?(a,b); dies ist der Teilraum von H?? aller
Funktionen v € H>? mit v(a) = v(b) = 0. (Im Gegensatz zu Hy” gilt also nicht notwendig
v'(a) = 0, v'(b) = 0.) Die schwache Formulierung lautet jetzt: Gesucht ist u € Hy”> N
H??%(a,b) mit

(1.14) W, ")y = (f, ) fiir alle ¢ € Hy> N H>?(a,b) .

Aus (1.14) schlieBt man zuniichst - nach einem Regularititsnachweis - u®) = f und
anschlieflend, durch partielle Integration,

(f,0) = (", ") = =(u",¢) + u"¢|s = = (u™, 0) +u"¢'[;.
Der Randterm —u""¢|® fillt weg, da ¢(a) = ¢(b) = 0. Somit ergibt sich u”¢'|® = 0, woraus
die natiirliche Randbedingung u"(a) = u"(b) = 0 folgt.
3. Der freie Balken. Um ein physikalisch sinnvolles Problem zu haben, fordern wir an der
Stelle a erzwungene Randbedingungen
u(a) =u'(a) =0

(es ginge auch u(a) = 0 ohne die zweite Bedingung) und fordern an der Stelle b die
natiirliche Randbedingung

u"(b) =u"(b) = 0.

Man kann sich einen eindimensionalen Balken vorstellen, der an der Stelle b nicht un-
terstiitzt ist.
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Die schwache Formulierung des Problems lautet: Gesucht ist u € V = H*?(a, b)N{v|v(a) =
v'(a) = 0} mit

(W', ¢")=(f,9), @eV.

n

Hieraus schliefien wir &hnlich wie unter 2., dass u"¢'|, —u" [, = 0 und somit die natiirliche

Randbedingung u"(b) = u"(b) = 0 gilt.

Der mehrdimensionale Fall. Es sei () eine beschrinkte offene Punktmenge. Wir betrachten
partielle Differentialgleichungen in Divergenzform

(1.15) —> Di(Fi(z,u,Vu)) + Fy(z,u,Vu) =0  inQ
=1

mit Funktionen
F,: QO xRxR"— R, 1=0,...,n.

Differentialgleichungen in Divergenzform treten typischerweise als Eulergleichungen von Varia-
tionsproblemen

F(z,u, Vu) dr = min!

auf.
Das iibliche zu (1.15) gehérige Minimumproblem lautet: Gesucht ist u € Hj () mit
(1.16) > _(Fi(@,u, V), Dig) + (Fo(w, u, V), ) = 0

i=1

fiir alle ¢ € Hy ().
Eine der moglichen Definitionen des Sobolevraumes H,*(Q) ist
H(Q) = {u € L*|Fv, € C£(Q) mit ||u — vpy|/gr — 0, m — o},

d.h. Hg(Q) wird als AbschlieBung des Raumes C§°(Q2) beziiglich der H'-Norm, |lwl|%, =
Jw?*dz + [ |Vw|? dz definiert.
Q Q

Eine andere Moglichkeit der Definition von H,*(2) besteht darin, den Sobolevraum H'?(Q)
als Menge von Funktionenklassen [v] zu definieren, wobei aus v, vy € [v] folgt, dass v = vy
bis auf eine Menge der Kapazitéit Null. (Diesen Begriff wollen wir hier nicht definieren.) Da die
Kapazitit von 02 nicht verschwindet, ist die Aussage u|sn = 0 sinnvoll. In der Tat 148t sich
die Aquivalenz der verschiedenen Begriffe zeigen.

Wir notieren dennoch hier die #hnliche Definition von H?:

H"(Q) = {u € L*|Dyu € L*}, D; = verallgemeinerte Ableitung.

Damit die Integrale in (1.16) erklért sind, bendtigt man fiir die F; die sogenannten Caratheodory-
Bedingungen, die sicherstellen, dass F;(z,u, Vu) messbar ist, und man benétigt Wachstums-
Bedingungen, damit F;(z,u,Vu) € L?, i =1,...,n, und Fy(x,u, Vu) € L' ist.
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Man fordert etwa - mit vielen Varianten -
F(@,un)| < Klu|+ K|+ K,  i=1,..,n,

1.17
(L.17) Pyl u,m)| < Klnf? + Klul + K

Unter diesen Voraussetzungen ist (1.16) fiir ¢ € Hy> N L* erklirt.

Wihlt man in (1.16) anstelle von Hy” den Raum V = H'?(Q) als Grundraum und gilt die
schwache Formulierung

n

(1.18) Z(E(m, u, Vu), Do) + (Fy(z,u, Vu), ) =0, o€ HYN L™,

i=1
so erhélt man im Falle, dass etwa Fj(x,u, Vu) € C*(Q), durch partielle Integration (Satz von
GauB)

(1.19) /[— Z D;F;(z,u,Vu) + Fy(x,u, Vu)|p dz + Z / viFi(x,u, Vu)p do = 0.
o =t =10
Hierbei ist v(z) = v = (1, ... ,1,) der in das GebietsduBere zeigende Normaleneinheitsvektor

im Punkt x € 0€). Damit v definiert ist, benétigt man die Differenzierbarkeit des Randes 0€2. —
In der schwachen Formulierung (1.18) benétigt man diese Forderung nicht, welches ein Vorteil
ist.

Was macht man gegen seine VergefSlichkeit?

Ist in (1.19) v wirklich der dulere Normalenvektor oder doch der innere? Um dies zu entscheiden,
betrachtet man den eindimensionalen Fall: Es gilt, (a < b),

(W, ¢") = —(u", ) +u'()p(b) — u'(a)p(a).

u'(b) entspricht dem Ausdruck (v - V)u in n Dimensionen und entspricht der beziiglich [a, b]

nach auflen gerichteten Normalenableitung, da u'(b) = ’]lin(l) M
%
h>0
Analog ist —u/(a) = lim w und entspricht ebenfalls der nach aufien gerichteten Nor-

h—0
h>0

malableitung.

Aus (1.19) schliefit man wie iiblich das Erfiilltsein der Gleichung

— ZDiFi(a:, u, Vu) + Fy(z,u, Vu) =0,
=1

indem man zuné#chst nur Funktionen ¢ mit Nullrandbedingungen betrachtet. Man erhilt dann

/zxiFi(x, u, Vu)pdo =0
a9

fiir alle ¢ € H"?(Q2), woraus man die natirliche Randbedingung (oder Neumannbedingung)
ZVi(fU)Fi(IE, u(z), Vu(z)) =0 auf 092

=1
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erhilt.

Im linearen Fall
Fi(z,u(z), Vu(z)) = Y _ aix(z) Dyu(z)
k=1

folgt somit
v AVu =0 auf 0Q2.
Den Vektor v A(z) oder auch ATv(z) bezeichnet man als Konormale im Punkt z € Q.

Man beachte, dass nur im Fall

n

Z Di(aikau) = Au

ik=1
die Konormale gleich der Normalableitung %u = vVu ist.
Ahnlich wie im eindimensionalen Fall erhilt man durch Hinzufiigen von Randtermen

/ oz, u(z)) () do

o

in (1.19) auf Seite 7 die Randbedingungen dritter Art

n

Z vi(x)Fi(z,u(z), Vu(z)) + g(z,u(z)) = 0.

i=1

Gemischte Randwertprobleme

In diesem Fall fordert man, dass die gesuchte Funktion u auf einem Teil ' des Randes 0f2
verschwindet und die Funktionen ¢ im Testraum die gleichen Eigenschaften haben. Um dies
préazise zu formulieren, definieren wir den Raum H%’Z.

Definition: H*(Q) ist die AbschlieBung des Teilraumes

V ={u € H"*(Q)|3 Umgebung U(T"), so dass
u = 0 auf U(T") fast iiberall }

beziiglich der H'-Norm.
Alternativ kénnte man auch wihlen
V={ueC (Q)u=0inU() und u, Vu € L*(Q)}.

Schlielich kénnte man das Verschwinden von u auf I' und damit den Raum H” mit Hilfe des
Kapazitéitsbegriffes definieren.



GEMISCHTE RANDWERTPROBLEME 9

Das gemischte Randwertproblem lautet somit: Gesucht ist u € HY*(2), so dass

n

Z/F,(w, u, Vu)D;p dx +/F0(x, u, Vu)pdr =0

=19 Q
fiir alle ¢ € HY> N L2(Q).
Man nennt dies auch manchmal Zaremba-Problem.
Die analytische Schwierigkeit besteht darin, dass auch bei glatten Randdaten an den Uber-
gangspunkten von der erzwungenen zur natiirlichen Randbedingung Singularitéiten entstehen
konnen.
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2. DIE KLASSISCHE H2-REGULARITAT

Mit Hilfe der Funktionalanalysis (Laz-Milgram-Lemma) erhilt man bekanntlich schwache Lo-
sungen u € Hy”(Q), oder allgemeiner u € Hp?(Q), von elliptischen Differentialgleichungen,
etwa

— Z Diai () Dyu = f,
i k=1
in schwacher Formulierung

n

(2.1) Z (ai(-)Dyu, Dip) = (f,¢) Vo € Hy*(9).

ik=1
Hierbei bedeutet (w,v) wieder das L?-Skalarprodukt und wir setzen voraus, daf

(2.2) ax € L2(Q2),

n

(2.3) > a2k > wlé?  VEER", zeQ.

ik=1
(Statt (2.3) schreibt man kiirzer (a;) > col.)

Bedingung (2.3) — eventuell im Verein mit (2.1) — nennt man gleichmdfige Elliptizitit.
Fiir f fordern wir:

(2.4) fer* ).

Unter den Bedingungen (2.2)—(2.4), Q offen und beschrinkt, liefert die Funktionalanalysis eine
Losung u € Hy?(Q) von (2.1), oder allgemeiner u € H.?, wenn das (n — 1)-dimensionale Maf
von [' positiv ist.

Nach Moglichkeit méchte man natiirlich klassische Losungen (u € C? 0.4.) haben. Der erste
Schritt hierzu besteht im Nachweis, dafl u eine schwache Differenzierbarkeit oder Ordnung mehr,
als zur Definition des schwachen Losungsbegriffes notig ist, hat, also u € H?(2). Dies wird mit
der wohl iiber 100 Jahre alten Differenzenquotienten-Technik bewiesen. Die Grundidee beruht
auf dem folgenden Lemma:

Lemma 2.1. Seiv € L*(Q), und es gelte v =0 in einer Umgebung U(0Q) der offenen Menge
Q C R". Die Differenzenquotienten D*v = h=(v(. + he;) — v(.)), e; = i-ter Einheitsvektor,
seien gleichmdpig fiir h — 0 in L? beschrdnkt. Dann gilt v € H*(Q).

Anmerkung: Man benétigt die Bedingung v = 0 in U(9Q) nicht, man mufl dann aufpassen, daf
D!y in Randnihe definiert bleibt.
Man fordert stattdessen, dafl

DMl < K, 0<h<h(Qn)
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fiir eine aufsteigende Folge von offenen Mengen Q,, CC Qi1 CC ... C @, JQm = Q. Die
Konstante £ muf gleichméfig beziiglich m und A sein. Der Einfachheit halber beweisen wir nun

Lemma 2.1.

Beweis von Lemma 2.1: Sei A eine Nullfolge von positiven Schrittweiten. Wegen der schwa-
chen Kompaktheit beschriinkter Teilmengen in L? gibt es eine Teilfolge A’ und Funktionen
v; € L? mit

D'y — v schwach in L.
Fir ¢ € C§°(Q) , h geniigend klein (damit keine Randterme entstehen) folgt
25) (Div, ) = —(v,Di"p),  wobei
. Di"(z) = h (v(z) — v(z — hey)) .

Grenziibergang in (2.5) liefert

(Uia 90) = _(Ua DiQO) )

d.h. v; ist erste verallgemeinerte Ableitung von v in Richtung der i-ten Koordinate. o

Um die H2-Regularitit der Losung einer partiellen Diferentialgleichung zu erhalten, geniigt es
also, die Differenzenquotienten gleichm#8ig in L? abzuschéitzen.

Erheblich einfacher ist der Nachweis der inneren H?-Regularitiit, womit wir uns zunichst be-
fassen wollen.

(a) Innere H2-Regularitiit

Wir beschrianken uns hier auf den einfachen linearen Fall

n

(2.6) > (ain()Deu, Dip) = (f,0), @ € Hy*(Q).

1,k=1

Unter geeigneten Voraussetzungen li8t sich auch der nichtlineare Fall

n

> (Fi(z, Vu), Dig) = (f, ¢)

i=1
mit dhnlichen Methoden behandeln. Auch eine u-Abhéngigkeit 148t sich einbauen. Fiir die
Differenzenquotiententechnik bendtigt man die zusétzliche Voraussetzung:

(2.7) a;, ist Lipschitzstetig .

Satz 2.1. Die Funktion v € H“?()) geniige der Gleichung (2.6). Es sei f € L?, und die
Koeffizienten a;, miogen der Elliptizititsbedingung (2.3) und der Bedingung (2.7) geniigen. Dann
qilt:

ue H2(Q).

loc
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Die Inklusion u € H> bedeutet, daB die Restriktionen u|q, , 2y CC Q, in H>?(Q) liegen.
Beweis von Satz 2.1: Wegen Lemma 2.1, Seite 10 geniigt es, eine gleichméflige Abschétzung

(2.8) /72|Dhu\2da; <K (h—=0)

Q
zu erreichen. D" steht fiir D 7 ist eine Lokalisierungsfunktion, d.h. 7 € C(Q), 7 = 1
auf Qy CC Q. 7 soll Scherereien am Rand vermeiden. Zum Nachweis von (2.8) wihlt man
¢ = —D7"(r?D"u) als Testfunktion in (2.6). Der Faktor 72 erzwingt, dafl die Testfunktion in
H,” liegt. Wir erhalten

(29) — Z (aikau, D; (D_h(’rZDhu))> = —(f, D—h(TQDhu)) .
ik=1
Wir wilzen (= partielle Summation) den Operator D" auf den linken Faktor in (2.9). Dies
ergibt
(2.10) > (D"(aiDyu), Di(r*D*u)) = —(f, D™"(r*DP))

ik=1
Die diskrete Produktregel lautet:
D"(v-w)=w- D"+ E"wD"w, E"v = v(. + he).

R.

Damit entstehen auf der linken Seite von (2.10) die Terme
aixDrD"u + E" DyuD"ay, .

Diese werden mit 72D; D"y + 27 D*uD; multipliziert. Es entstehen die Terme

n
Ay = § 72, Dy D"uD; D"y
i,k=1

welche ,,die Musik machen®, sowie

A1 =2 Z aikaDhUTDiTDhU,
ik=1
Ay =) E"DwuD"ay*D;D"u,
ik=1
Az = Z E"DyuD"a;,2r D"uD; .

ik=1

Es gilt somit

(2.11) /Aod:rgi‘/Ajdx‘Jr‘/Rdx‘.
j=1

Wir benutzen das im Anschlufl bewiesene Lemma, dass fiir v € H! die Ungleichung

||DihU||L2(U) S ||DU||L2(V), UcCcC V, h S dlSt(U, 8V)
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gilt. Ist v € H', sind somit die Gréfen || D*"v|| gleichméBig fiir A — 0 beschrinkt.
AuBlerdem beachten wir

1E" ] 2wy < [vllzavy U CCV wie oben,

und wir erinnern uns an die Voraussetzung der Lipschitzstetigkeit der a;, die ‘Dhaik| <K
impliziert.

Wir schétzen damit ab:

/|A1| dz < |7V DMullo|[ V7 D*ulls < K7V DPulls,
/|A2| dx < K||TVDhu||2 ||EhVuT||2 sup ||Dhaz-k||oo < K||7'VDhu|| ,
ik

/\Ag\ < ||E"Dyur||2 su}cl) | D" air|| oo || D" uV 7|2 < K .
Die rechte Seite R wird ebenfalls nach dem obigen Lemma abgeschétzt:
/Rdﬂc < I fllzz D™ (7*D"u)l 2 < K[| D(r*D"u)|l 12

< K||[tVD"ul|p2 .

Der Term, der die schone Musik macht, wird iiber die Elliptizititsbedingung nach unten ab-
geschétzt:

00/7'2\VDhu|2dx < /Aodx.
Damit erreichen wir iiber (2.11) die Abschéitzung

(2.12) |7V D"u|%, < K||[7VD"u|> + K .

(Offensichtlich haben wir im Verlauf der Abschétzungen mehrfach die Konstante K erh6ht und
umdefiniert. Dies ist iiblich, damit man sich nicht vor lauter Indizes die Augen verdirbt.)

Links in (2.12) steht der abzuschiitzende Ausdruck quadratisch, rechts linear. Damit ergibt sich
die gewiinschte gleichmiflige Abschétzung

|TVD"u|]2, < K (h — 0),

und Satz 2.1 ist bewiesen. O

Wir benotigen noch das

Lemma 2.2. Es gelte U' CC U, 0 < h <dist(U’,0U) .
Dann folgt

||D:th7)||L2(UI) S ||DU||L2(U) .



14 GEMISCHTE RANDWERTPROBLEME

Bemerkung: Dieses Lemma gilt auch beziiglich der H™P-Normen und vielen anderen mehr.

Beweis von 2.2: Fiir glatte Funktionen ¢ gilt D"¢(z) = h™*(p(z + he) — p(z)) = h™* [(e-
V)e(z + se) ds und damit

(2.13) /|Dhg0(:r)\2dx :/h2

h
2
/(e -V)o(x + se) ds‘ dz .
g 0

Aus der Holderschen Ungleichung folgt

‘/(e'v)¢($+se)ds‘2Sh/|(e-V)g0(x+se)|2ds.

Wir setzen dies in (2.13) ein, vertauschen die Integrationen und erhalten

h
/ ‘Dhgo(x)‘de < h_l// ‘(e - V)o(x + se)‘Qdaz ds.
i 0 U
Da 0 < h < s, gilt jedenfalls
[ e Vet +se)fdo < [ e+ 9yet) o,
g U

somit folgt mit e-V =D
h

/‘Dhgo(x)|2da:§h1/‘Dg0‘2dx:/‘D<p|2dx.

U’ 0 U

(b) Die H?-Differenzierbarkeit bis zum Rande im Fall des Halbraums

Um die Inklusion u € H*?(Q) fiir die Losung u zu beweisen, behandelt man zunichst den Fall,
daB fiir eine Umgebung U der Teil 02 N U des Randes mit der Hyperebene {z € R"|z,, = 0}
zusammenfallt.

Man wihlt sich dann eine Lokalisierungsfunktion 7 € C§°(U), 7 = 1 auf U’ CC U, und bildet
die Testfunktion

¢ = —D;"(72DlM) .

Hierbei steht D, " fiir den Differenzenquotienten in tangentialer Richtung, alsoi =1,... ,n—1.
Fiir diese Testfunktion ist ¢ € Hy”?(Q), wenn u € Hy?(Q) gilt, da mit z € dQ N trg7 auch
x + he, € 02N U gilt.

[Bild]



GEMISCHTE RANDWERTPROBLEME 15

Ist nun u € HY2(), so gibt es nach Definition von H'? eine Folge von Testfunktionen
Um € C3°(9), so dass u,, — v in H'. Damit ist auch

—D; " (r*Diunm) € C5°(Q),

und nach Grenziibergang m — oo folgt ¢ € H&’z fiir das o.g. ¢.
Es gilt somit

(2.14) — Y (aiDyu, D;i(D;"(7°D}u)) = (f, Dy (7° D)) -

ik=1
Im Falle des Neumann-Problems gilt (2.14) ebenfalls, da dann jede H'(2)-Funktion als Test-
funktion erlaubt ist. Fiir D" anstelle von Di" gilt (2.14) im Fall des Dirichlet-Problems im
Allgemeinen nicht.

Man geht nun véllig analog wie im Fall der inneren Differenzierbarkeit vor. Wir wilzen D, " auf
den linken Faktor in (2.14), aufgrund der geometrischen Situation entstehen keine Randterme,
und die Abschétzungen kénnen véllig analog zu Satz 2.1 (Seite 11) wiederholt werden. Dies gilt
auch fiir das Neumann-Problem. Man landet wohlbehalten bei einer gleichméfigen Abschétzung

|7V DM < K,
woraus nach Lemma 2.1 auf Seite 10
(2.15) VD € L2(Q)

folgt.
Die normalen Ableitungen D,, D;u holt man sich aus der Gleichung: Wegen der schon bewiesenen
inneren H?2-Regularitit gilt

n
— Z D;(a;xDyu) = f punktweise fast iiberall in U’.
ik=1
Man beachte, dass aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von a;; diese auch in HY* liegen (im
wesentlichen wegen Lemma 2.1). Damit gilt

n—1 n

ann D2t = (Dptpn) Dpu + Z Z D;(ayDyu) + f .
i=1 k=1
Die rechte Seite der letzten Gleichung liegt aber in L2, da keine reinen zweiten Ableitungen
in Normalenrichtung vorkommen. (Beachte: Aus D;Vu € L? folgt D;Dyu € L? D;D,u € L*.)
Da wegen der Elliptizitét a,, > co, folgert man, dass die L2 -Funktion DZu in L? liegt. Damit
erhalten wir den

Hilfssatz 2.1. FEs sei U offen und 0QNU = UN{z, = 0}. Es seiu € Hy*(Q) bzw. u € HY?(Q)
eine Lésung des Problems

n

Z(aikaU, Dip) = (f,¢) Vo e H&’2(Q) bzw. HY*(9) .

ik=1

Es gelte ay, € H®, (ai) > co >0, f € L2 Dann gilt ue H>*(U' N Q), U' cc U.



16 GEMISCHTE RANDWERTPROBLEME
(c) H?-Regularitit bei krummlinigem Rand

Sei 2 C R® offen. Der allgemeine Fall wird mit Hilfe einer lokalen H':*-Transformation auf
den schon unter (b) behandelten Fall zuriickgefiihrt. Wir setzen die folgende Situation voraus:
Es sei V C R" offen, VN OQ # 0 (z. B. V — Bg(xo),z9 € 002) und U eine Nullumgebung in
R™. Es existiere eine Abbildung

g:U—=V,
so dass

) Vg ist Lipschitzstetig (d.h. g € H>*)
) g ist umkehrbar eindeutige Abbildung auf ganz V'
) det Vg > ag >0
(iv) NV =gUnN (z, =0))
)y VnlQ=g9Un (z, >0))
) VNnQ=gUn (z, <0))

Die Abbildung ¢ bildet also den Teil der Hyperebene (z,, = 0), der in U liegt, auf den Teil
0Q NV des Randes 092 ab. Der oberhalb der Hyperebene (x, = 0) liegende Teil wird in das
Komplement 02 von 2 abgebildet, der untere Teil nach .

Wir betrachten nun die in schwacher Form geschriebene elliptische Gleichung

n

(2.16) Z (air(2)Dyu, Dip) = (f,¢), ¢ € C°(Q)

ik=1

fir v € H?(Q) und iiberlegen uns die Gestalt des transformierten Problems, d.h. welcher
Gleichung die Funktion v : U N (z, < 0) = VN Q, v = u(g(zr)) geniigt. Hierzu notieren
wir ein paar einfache Identitéiten. Unter Vz verstehen wir den Zeilenvektor (D z,... , Dyz),
A(r) = (air(x))7x=1- Ist p ein Spalten- und q ein Zeilenvektor, so ist das Matrizenprodukt p ¢
nichts anderes als das Skalarprodukt p - ¢*. g(z) ist ein Spaltenvektor, Vg(z) die Matrix mit
den Spalten D;g(x), Dog(x),... , Dyg(x). Wegen der Kettenregel gilt

(Vo)(z) =V (u(g(z))) = Vulg)Vg(x) (Zeilenvektor) ,



GEMISCHTE RANDWERTPROBLEME 17

somit Vulyz) = (Vo) (z)(Vg(z)) ™"
Nach der Substitutionsregel gilt (¢ € C§°(2NV))

n

S (aix(#) D, Digp) = / Vio(y) AW)(Vu)" (y) dy =

= / (VoAVUT) |y det Vg(z) dx =
(zn<0)NU
= / V((p(g(ﬂﬁ))) (Vg(:c))_lA(g(:c)) ((Vg(a:))_1>T(V(u(g(x))))Tdet Vy(z)dx =
(xn<0)NU
= / Ve AV (z)T de .
(zn<0)NU
Hierbei ist
P(x) = ¢(g(z)),
A(z) = (Vg(2) " A(g(2)) (Vg (x)) ™) det Vg(z) .
Fiir die rechte Seite der Gleichung gilt

(2.17)

(f.¢) = / fody = / £(a(2)) (g (x)) det Vg(z) dz

(zn<0)NU

d.h. Gleichung (2.17) transformiert sich in

n

(2.18) > " (@Dyv, Di@) = (f det Vg, @) .

ik=1

Da sich Testfunktionen ¢ € C§°(V N Q) durch Funktionen ¢ der Gestalt

o(r) = ¢(g(x), ¢ € C3°(VNQ)

beziiglich der H'-Norm approximieren lassen (beweisbediirftig!), lautet die transformierte Dif-
ferentialgleichung

- Z Di(&ika’U) = fdet Vg,
kyi=1

d.h. wir haben fiir v die Situation unter (b) erreicht, da der Randteil des Gebiets nun in der
Hyperebene (x, = 0) liegt.

Ist nun g € H?»*, det Vg > 0, so folgt det Vg > ag > 0 und a; € H"*. Damit sind die
Voraussetzungen der Situation unter (b) erfiillt, und wir erhalten, dass

veH H>™>®QNV), V' ccV,

und wegen der Voraussetzungen an u schliefflich den Satz
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Satz 2.2. Ist f € L?, (a;) Lipschitz und gleichmdpig positiv definit* und erfillt Q die Voraus-
setzungen (i)—(vi) mit den Rand iiberdeckenden offenen Mengen V =V;, so gilt u € H*?*(Q).

Anmerkung: Mit einer sorgfiltigen Betrachtung unter Benutzung der Sobolevschen Ungleichung
IVl 20/ -2y < [IV?ull2 + [lull2

erhilt man den letzten Satz unter der schwicheren Voraussetzung g € H?" anstelle g € H**.

Die Beweistechnik und damit der analoge Satz zur H?2-Regularitiit gilt auch fiir Gleichungen
und Systeme der Gestalt

—iDiFi(x, Vu) = f.

i=1
Hierbei miissen Bedingungen an Fj; und %Fi(x, n) = Fi(.,n) gestellt werden:
|Fie(z,m)| < K+ K|, |Fi| < K, (Fi) > col Elliptizitét .

Ein alternativer, im linearen Fall mdglicher Zugang zu H?2-Abschitzungen bis zum Rand
benutzt Koerzitivitdtsungleichungen der Gestalt

n
I aiDiDgulls > col|V?ulla = Allullz ,

i=1
die fiir konstante, positiv definite Matrizen (a;;) mit Hilfe der Theorie singuléirer Integrale be-
wiesen werden. Den Fall stetiger Koeffizienten kann man dann mit Hilfe der Zerlegung der 1
behandeln. Da hier nur a;; € C vorausgesetzt wird, liefert dieser Zugang bessere Ergebnisse.
Die alte Differenzenquotiententechnik funktioniert dafiir bei einer Vielzahl nichtlinearer Pro-
bleme.

1d. h. g : (ask) > co > 0 auf Q
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3. GEMISCHTE RANDWERTPROBLEME UND H3/?- ABSCHATZUNGEN
IN TANGENTIALER RICHTUNG

Wie wir in Kapitel 0 gesehen haben, ist die H?2-Regularitiit bis zum Rande des Grundgebietes
im Falle gemischter Randbedingungen im allgemeinen nicht richtig.

Was sich jedoch erreichen 148t, sind Abschidtzungen der ,,gebrochenen“Ableitungen der Losung
bis zur Ordnung g Der vorliegende Abschnitt birgt die wesentliche Grundidee des Vorgehens,
welches auch in anderen Situationen (Gebiete mit Ecken und Kanten bei reinem Dirichletrand
oder Ubergang von Dirichlet- zu Neumann-Rand — sowie bei anderen Gleichungen, z.B. Glei-
chungen héherer Ordnung) funktioniert.

Es gibt verschiedene Arten zu definieren, ob eine Funktion eine gebrochene Differentiationsord-
nung besitzt. Die naheliegendste verlduft iiber die Fouriertransformation. Ist v € L?(R") und
F(u) ihre Fouriertransformation, so definiert man fir g e R, ¢ >0

ue H? < |€|7F(u) € L*(R").

(Das Dachzeichen iiber dem H verwenden wir nur, um keine Verwechslung zu anderen Defini-
tionen aufkommen zu lassen)

Ist w € H™?, M €N, so liegt u in dem iiblichen Sobolevraum H™2(R") und umgekehrt.

Wir werden die Riume H%? spiter ebenfalls als Hilfsmittel verwenden; fiir nichtlineare Proble-
me sind u.E. die sogenannten Nikolski-Rdume, mit denen ebenfalls gebrochene Differenzierbar-
keit definiert wird, zweckmafBiger.

Definition 3.1. Sei 0 < a < 1. Eine Funktion v € LP(2), 1 < p < oo liegt in H*P(Q2) genau

dann, wenn ein hg > 0 existiert, so daf§ firi=1,... ,n gilt:
he) — P
(3.1) Sup{/‘u(x—i_ hg LG 0<h<h0}<oo.
Qp,

Hierbei ist Q, = {z € Qlx + he, € Q, i =1,...,n}, e; der i-te Einheihtsvektor. Gilt (3.1) nur
fiir gewisse e;, so sagen wir, dal u gebrochene Ableitungen der Ordnung « in Richtung dieser
€; hat.

Ist in (3.1) a =1, so gilt
HLP = HLP

mit H'? als dem iiblichen Sobolevraum.
Mit Hilfe von (3.1) zuziiglich der LP-Norm 148t sich die Norm in #*? definieren. Es ist nicht
schwer zu sehen, dal dann H*P vollsténdig ist.

Firs=m+a, meN, 0< a <1, definiert man H*P?, indem man V™u € H*P fordert.

Bemerkenswert ist, daf§ die bekannten Sobolevschen Ungleichungen auch fiir H*P gelten.
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Bekanntlich gilt fiir die iiblichen Sobolevraume H™P bei Gebieten 2 mit Lipschitzrand, p <
n, Q CR,
(3.2) IIUII_nffnp < Klful[grs -

Fiir Nikolski-Rdume gilt etwas schwicher

(3-3) [ully < Kqllullses , (ap <n)

np
n—ap’

Nur fiir a = m € N gilt also die schirfere Eigenschaft ¢ = %. Unser Ziel in diesem und den

folgenden Abschnitten besteht darin, die Inklusion u € H??? oder schwicher v € H3/27%2 zu
erreichen.

fiir alle ¢ <

Grundlegende Testfunktion

Will man fiir die schwache Losung einer Differentialgleichung etwas beweisen, mufl man sich
Information aus der Gleichung mit Hilfe einer geschickt gewahlten Testfunktion holen.

Wir betrachten die folgende Situation: Es sei (2 der offene Halbraum Q = {z € R"|z, < 0},
sein Rand 092 = {x € R"|z,, = 0} bestehe aus den Teilen

Fr={zeR"z,=0, 2y >0} sowie ) —T' ={z € R"|z, =0, z; <0}.

Wir untersuchen die Funktion v € Hp*(Q2) oder auch u € Hp*(Q2 N U), wobei U eine offene
(Kugel-)Umgebung von 0 € R” ist. Der Index I' bei H-” bedeutet, daB u = 0 auf " in einem
verallgemeinerten Sinn ist (s. Kapitel 1).

Bezeichnungen: D}w(z) = h™'(w(z + he;) — w(z)) (wie bisher), D! w(zx) = h~*(w(x + he;) —
w(zx)), Dg’ew(x) = h *(w(z + he) —w(x)).

Lemma 3.1. Seiu € H'(QNU), 7 € HY(U), supp T CC Q. Dann ist TDMu € HP(QNU),
O0<h<hy,i=1,...,n—1.

Die Einschrinkung h < hg bendtigen wir, damit 7Du verniinftig definiert wird: Ist z €
supp T = z + he; € U fiir h < hy.

Beweis: Es geniigt, Lemma 3.1 fiir H"*-Funktionen v mit ulr = 0 zu beweisen, da diese
Funktionenklasse (z.B. per Definition) dicht in H%’Q ist. Dies ist aber trivial: Ist z € I, so ist
auch r + he; e T firi=1,... ,n—1. o

Wir merken an, daf fiir die z;-Richtung sogar gilt:
7DDl € HiP(Q).
Das Interessante sind die Richtungen e, bis e,,_;.

Weiterhin benutzen wir die folgende, simple aber grundlegende Identitdt, die wir gleich in
der speziellen Form notieren, in der wir sie bendtigen. Hierfiir sei F' : Q@ x R* — R (oder
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Q2 x R" — R) mit der Eigenschaft
(3.4)  F(z,n) ist beziiglich n € R® zweimal stetig differenzierbar (schwiicher: € H>™).

loc

Mit a%F(., n)=Fi(,n), B%%F = Fy(.,n) gilt mit u € H"? das folgende

Lemma 3.2.

ZFxVu ))D;DMu(z) =

_ %[F(:v, Vu(z + he) — F(z, Vu(z))] - h / (1=1) Y FaDiDlu(e) Dy Dluo)

mit Fy, = Fiy,(, (1 — t)Vu(z + he) + tVu(z)).

Beweis: Fiir jedes z (fast iiberall) setzen wir

o(t) = F(z, (1 —t)Vu(xz + he) + tVu(zx))

1 1 1
=/so’(t / Yo' ( +/ £
0 0 0

1
somit ¢'(0) = ¢(1 — [(1—t)¢"(t) dt.
0

und benutzen

Berechnet man 90(1) 90(0) , ©'(0) etc. und teilt durch h, so erhélt man gerade das Lemma 3.2.

O

Setzt man noch die Elliptizitdtsbedingung

(3.5) > Fule, )t > colél?, EER, z€Q

ik=1

mit einem ¢y € Ry, voraus, ergibt sich

Lemma 3.3.

coh|VD!Mu|* < = " Fi(,, Vu)D;Dlu+ F(., Vu(z + he)) — F(., Vu).

i=1

Wir wenden die beiden einfachen Ideen auf gemischte Randwertprobleme im Halbraum an. Da
wir den Gradienten Vu einer H2-Funktion in die Funktionen F}, F, F};, einsetzen, benstigen wir
Caratheodory- und Wachstumsbedingungen damit die Integrale in der Definition der schwachen
Lésungen definiert sind.
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(3.6)
F, F;, Fy; erfiillen die Caratheodory-Bedingungen( = Mef3barkeit in =, Stetigkeit in 7).

|F(z,n)] <K+ Kl
(3.7) |Fi(z,n)| < K+ Kin|

gleichméaBig fir x € Q,n e R*, i,k =1,... ,n
Bei den Abschétzungen bené6tigt man noch

(3.8) |F(z,n) — F(y,n)| < K|n|*lz —y| + K|z — y|,

was als Wachstumsbedingung fiir die Ableitung F,, niimlich |F,(z,n)| < K|n|*+ K interpretiert
werden kann.

Der folgende ,,Haupthilfssatz“ sichert, dafl in der Eingangs beschriebenen geometrischen Situa-
tion die Losungen gemischter Randwertprobleme tangentiale Ableitungen der Ordnung S im
Sinne von Nikolski-Rdumen haben. Die gebrochenen Normalableitungen werden wir in spateren
Kapiteln untersuchen (bis auf ein § > 0 ergibt sich das gleiche Resultat).

Haupthilfssatz 3.1. Es sei u € H%’Z(Q NU) eine schwache Lisung des Randwertproblems

n

(3.9) > (F(fc V), Dieo) = (f,9), p € H™, suppp CCU.

=1

Die Funktionen F; seien Ableitungen einer Stammfunktion F, d.h. Fj(z,n) = %F (xz,7m). Es
mogen die Wachstums- und Caratheodory-Bedingungen gelten (,Quadratisches Wachstum*).
Ferner sei f € L2. Dann gilt fiir Uy CcC U

Vu(. + he) — Vu

e <K

L2(QNU,) —

sup
0<h<hg

fiir alle Richtungen e € {eq,... e, 1).
Beweis: Nach Lemma 3.1 diirfen wir in (3.9) ¢ = 72Dy, 7 € C(U), 7 = 1 auf U_ setzen.
Mit Lemma 3.3 ergibt sich

coh/\VDh ?2r? < — Z u), D;Dtut?) + /%Q(F(.,Vu(.+he)) — F(,,Vu))dz =

Q

—(f, Dur?) +Z ., V), Dy72 Dy )+}1l/7-2(F(.,Vu(.+he))—F(.,Vu)) dz =

=I+1II141III

Da f € L? und ||Dhul|y, < ||Deull, ist T fiir 0 < h < hg beschriinkt. Entsprechendes gilt fiir II
wegen der Wachstumsbedingung fiir F;.
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Wir schreiben III in der Form

Il = %/TQDZ(F(@", Vu)) dx + % /#[F(x + he), Vu(. + he) — F(z, Vu(. + he))] .

Wegen (3.8) erhilt man

Il =< /TQDQ(F(J;, Vu)) dx + K/72(|Vu|2(:v + he) + K) dx = III; + 111, .
Q
Mit der sogenannten partiellen Summation [wD”zdz = — [ D "wz dz, welche fiir die tangen-

tiale Richtung zuléssig ist, formen wir III; um. Der Term III, ist gleichmé&Big fiir 0 < A — hyg
beschrinkt, da Vu € L2. Damit ist

IMI < —/De_hTQF(.,Vu) dr+ K ,

woraus die Beschrinktheit von III nach oben folgt, die wir quadratisches Wachstum von F' im
Argument Vu haben, Vu € L? gilt und 72 € H"*. Damit ist coh [ |V D"u|? dz beschrinkt fiir
0 < h < hg und der Haupthilfssatz ist bewiesen. o
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4. H3/?_REGULARITAT FUR DAS DIRICHLETPROBLEM BEI GEBIETEN MIT ECKEN

Im vorigen Kapitel haben wir die H%/2-Regularit#it im Sinne von Nikolski-R&umen bei gemisch-
ten Randwertproblemen fiir die tangentialen Richtungen erhalten. Die Behandlung der fehlen-
den zum Gebietsrand normalen Richtung ist schwieriger und wird mit Hilfe von Fourieranalysis
in Kapitel 7 durchgefiihrt. Zunéchst wollen wir hier den einfacheren Fall des Dirichletproblems,
bei dem keine Fourieranalysis vonnoten ist, behandeln.

Die folgende Voraussetzung an den Rand 0f2 des Grundgebietes {2 C R" ist sehr befriedigend,
da diese Voraussetzung bei vielen anderen Sitzen bendtigt wird.

Die Kegeleigenschaft von 02

Definition 4.1. Das Gebiet 2 C R" erfillt die dullere Kegeleigenschaft, wenn es eine endli-
che Uberdeckung U = {Uy, ... , Uy} des Randes 02 durch beschrinkte offene Mengen U; und
zugehorige offene beschrinkte Kegel C; C R mit Kegelspitze im Nullpunkt gibt, so dass fiir
z € 0 NU; die Menge x + C; in CQU {z} liegt.

Unter einem beschrdinkten Kegel versteht man i.A. eine Punktmenge der Gestalt
{azg+ (1 —a)y|0<a<1l,ye G}

mit einer beschrinkten, in einer (n — 1)-dimensionalen Hyperebene H enthaltenen Menge G
und einem Vektor xzq € R™, der nicht in G enthalten ist.

xg ist die ,Spitze des Kegels®.

Fiir die vorliegenden Zwecke fordert man - dquivalent - einfach, dass die C; die Gestalt haben:

Ci={9zaiyi\0§aiﬁla Zaizl, 0<9§90}

i=1 i=1
mit linear unabhéngigen Vektoren y; € R", so dass C; in einem Halbraum {z € R" | (a- 2z) > 0}

mit einem a € R, a # 0, liegt. Hinweis: Wir haben hier , beschrinkte Kegel“ definiert.
Ublicherweise definiert man , Kegel* folgendermafen:

Definition 4.2. Fine konvere Menge M ist ein Kegel mit der Spitze 0 € R™, wenn fiir x € M
auch ax € M fir alle o > 0.

Verldngert man beim , beschrinkten Kegel® die von xy ausgehenden Strahlen, erhélt man einen
Kegel im Sinne der obigen - iiblichen - Definition, sofern G konvex ist.

Analog zum Begriff der ,aufleren Kegeleigenschaft“ definiert man die ,,innere Kegeleigenschaft“,
d.h. man verlangt, daf} die verschobenen Kegel x 4+ C; bis auf den Nullpunkt im Inneren von €2
liegen.

Wegen der Endlichkeitsvoraussetzung (endlich viele iiberdeckende Mengen U;) spricht man auch
von eingeschrinkter Kegeleigenschaft (restricted cone property).
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Die Kegeleigenschaft entspricht in etwa der Lipschitzstetigkeit des Randes. Die innere Kegel-
eigenschaft wird hiufig als Voraussetzung fiir wichtige Séatze in der Theorie partieller Diffe-
rentialgleichungen verlangt. Zwei Beispiele (S. Agmon, Lectures on Elliptic Boundary Value
Problems):

1. Die Sobolevschen Ungleichungen

Satz 4.1. Q) besitze die innere Kegeleigenschaft und sei beschrinkt. Dann existiert eine Kon-
stante K = Kq,, so dass fiir Kp <n

IIUII% < K|[Vull, + Kllull,

2. Der Calderonsche Erweiterungssatz

Satz 4.2. Q) besitze die innere Kegeleigenschaft und sei beschrdnkt. Dann existiert ein be-
schrinkter, linearer Fortsetzungsoperator F : H™P(QQ) — H™P(R™), der jeder Funktion u €
H™P(Q) eine Fortsetzung v € H™P(R™) zuordnet.

(Dieser Satz wird in dieser Vorlesung nicht benétigt.)

Die Kegeleigenschaft ist fiir Anwendungen geniigend allgemein, da z.B. Gebiete mit Ecken,
auch einspringenden, die Kegeleigenschaft besitzen.

Da die Kegel als offen (und nichtleer) vorausgesetzt sind, ergibt sich, dass es zu jedem U; der
den Rand iibedeckenden Mengen zugehérige linear unabhiingige Richtungen

a,...,a, eR", |lai]| =1,
gibt, so dass fiir alle z € 02
(4.1) z +0d; € 0Q, j=1,...,n, 0<0<6,.

Aus der dufleren Kegeleigenschaft folgt die folgende Eigenschaft:
Eigenschaft 4.2: Es gibt offene Mengen V; CC U;, so dass

N
U Vi D 09 Uberdeckungseigenschaft
i=1

und jeder Punkt z € V; N 0 in einem Kegel z, + %Ci liegt, o € 0.

Eigenschaft 4.2 ist plausibel und folgt aus der dufleren Kegeleigenschaft; der Beweis ist aber
lastig, so dass wir Eigenschaft 4.2 einfach zusammen mit Definition 4.1 als verschdrfte Kegelei-
genschaft bezeichnen.

Das Dirichletproblem

Wir betrachten das Dirichletproblem: Gesucht ist u € Hé’z(Q), so dass

n

(4.2) > (Fi(z, Vu), Dip) = (f, o) fiir alle ¢ € Hy*(Q).

=1

Hierbei sind die F; wieder Funktionen, die die folgenden Voraussetzungen erfiillen mégen:
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1. Die F; : 2 Xx R* — R seien Restriktionen von Funktionen F; : Q Xx R* — R, Q CC Q. Wir
haben gleich denselben Buchstaben verwendet.
2. Die F; : Q x R* — R erfiillen die Caratheodory-Bedingungen.
3. Es existiere eine Funktion F': () x R* — R mit
0
a—F(x,n):Fi(ac,n), i=1,...,n,neR".
Up

4. Es gelte die Elliptizitdtsbedingung

Zﬂk(xan)gigkzcnga geRn’ eranERna

ik=1
wobei 52-F; = Fy.
5. Es gelten die Wachstumsbedingungen
(i) |Fie| < K
(ii) |Fi(z,n)| < K + K|n|
(iii) |F(z,n)| < K + K|n|*
(iv) |F(z,n) — F(y,n)| < (K+ K|n*)|z —y| (Dies entspricht |F,| < K + K|n|?.)

Satz 4.3. Es sei u € Hy?(Q) eine Lisung des Dirichletproblems (4.2). Die F; mdgen die
Voraussetzungen 1.-5. erfiillen; Q habe die dufere Kegeleigenschaft. Ferner sei f € L. Dann
gilt w € H32(Q).

Wie in Kapitel 3 bedeutet die Inklusion u € H*?(Q), dass Vu im Nikolski-Raum zur Differen-
zierbarkeitsordnung % liegt:

Y2 Vu(. + he;) — Vul|: < K, 0<h<hyg.

Beweis: Setzt man die Funktion u € Hy”(€) auBerhalb von € durch Null fort, so gilt fiir die
fortgesetzte Funktion, die wir ebenfalls mit u bezeichnen: u € Hy?(R"). Dies ist klar, wenn
man u als Abschlul von C§°(€2) in der H'-Norm definiert. Da die F; auf @ fortgesetzt sind, gilt

n

also S_(Fi(., Vu), Dig) = (f, @) fiir alle o € Hy” , ¢ = 0 auf Q — Q.

=1

Wir beschrinken uns nun auf eine Umgebung U = U; der iiberdeckenden Mengen aus der
Definition der dufleren Kegeleigenschaft. Zu diesem U; gehort ein Kegel C' = Cj,

CZ' = {Hzn:ajaj

j=1

Zaj:]_’ogajgl,o<9S90}a

a; = az- linear unabhingig, so dass mit x € 02 NU

(4.3) x + 0a; € 0Q, 0<8<6
gilt.

Wir setzen e = a; und bilden die folgende Testfunktion:

921k
p=71"Diu,
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7€ CPU), 7=1auf U cC U. Wie bisher

D'u(x) = b (u(x + he) — u(z)).
Da 7 € C°(U), gilt offensichtlich ¢ € Hy*(Q). Entscheidend ist nun, dass

QOZTZDZUZOanQ—Q
fiir geniigend kleines A > 0 gilt. Ist ndmlich z € (Q — Q) N U, so gibt es nach Eigenschaft 4.2
ein xy € 0Q NU; (beachte U =V; C U;), so dass = € zo + %C,-, d.h.
xzxo—i—%ﬁj;ajaj, j;aj: 1, a; >0, 6¢€(0,0).
Da e einer der Vektoren a; ist, folgt fiir geniigend kleines h < hy:
x4+ he € xg+ Cj.

In der Tat:

1 0
513+h€:x0+ (50119'1"1) a1+Z§ajaj:

h n
<a1 + 5) a1+ Zajaj] =

0
=l’0+§(1+h/9)

0
=$0+§

Die Koeffizienten der Vektoren a; in der letzten Klammer sind > 0, ihre Summe ist 1, da

>~ a; = 1. Der Faktor 4(1 + h/0) = 1" ist kleiner als 6, falls h < 6, da 6 < 6.
Der Vektor = + he hat also die Gestalt eines Vektors aus z¢ + C;, liegt daher in 0Q2. Damit ist

u(z + he) = 0 fiir 1 € R — Q Ntrg 7, und die Testfunktion ¢ = 7 D"y ist zulissig.

Nach dieser Vorbereitung gehen wir dhnlich wie in Kapitel 3 vor: Aus der Differentialgleichung
folgt

n

> (F;, Dy(rD}u)) = (f, Diu).

i=1
Die Terme (f, D"u) und (F;, (D;7)D"u) sind fiir 0 < h < h, gleichm#f8ig beschriinkt, da die
L?2-Norm von D"y sich durch die L?>-Norm von Vu abschitzen 148t (unter Vergréfierung des
betrachteten Integrationsgebietes um den Abstand hg), und ferner f € L? und F; € L? (wegen
der Wachstumsbedingung). Daraus folgt

(4.4) ‘ Z(Fi,TDZU)‘ <K 0<h<h.
i=1
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Wir benutzen die Darstellung aus Kapitel 3
hD!F(z,Vu) = F(z + he, Vu(z + he)) — F(z, Vu(z + he)) +
+ F(z,Vu(z + he)) — F(z,Vu) =
= B+ F(z,Vu(z + he)) — F(z,Vu) =

=B+ Fi(z, Vu(z))Di(u(x + he) — u(z)) +

=1

£y /(1 )Py (, tVu(z + he) + (1 — )Vu(@)) Dy(ule + he) — u(x)) -

ik=17)
- Dy (u(z + he) — u(z)) dt
mit
(4.5) |B| < hK|Vu(z + he)|?

aufgrund der vorausgesetzten Lipschitzbedingung (5.iv). Nach Multiplikation mit 7, Division
durch h und Integration ergibt sich

/TDZF(QT, Vu)ds = /TB/h dx + Z(E, DMy +
i=1

Q Q
(4.6) L

+h/ Z T(]_ —t)Ek(,)DZDZUDkDZUd.CEdt
0 Q i,k=1

Wir verwenden die Abschitzungen (4.4), (4.5) und die Elliptizitdtsbedingung. Dann folgt aus
der obigen Gleichung:

h/ \VDMu*rde < Ko + /TDZF(:U,VU) dz .
Q Q
Fiir spitere Zwecke notieren wir Kj:

(4.7 Ky :K/T|Vu(x+he)|2dx+|(f,7'DZu)| +Z/|E| V7| |DZu|dx+K/Tdas.
Q =1 Q Q

Wir benutzen nun die Identitét

/ TD'"Fdx = — / D,"rFdzx.
Q Q

Der letzte Ausdruck ist beschrinkt fiir 0 < h < hg, da F < K|Vu?> + K und 7 € C°(Q).
Entsprechendes gilt fiir K.

Damit haben wir eine gleichméBige Abschitzung von h [ |[VD!u|? dz fiir n linear unabhingige
Q
Richtungen a; = a} erreicht. Daraus ergibt sich eine entsprechende fiir h [ |[VD}u|* dz mit

e = e; = j-ter Einheitsvektor. (Hierzu stellt man D? u(z) durch ) ijfhu(x) dar, mit 0 < 3y <
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B; < By. By héngt nur von ay, ... ,a, ab.)
Die behauptete H'/2-Abschéitzung fiir Vu ist damit bewiesen. (Im Inneren gilt ohnehin Vu €
Hﬁ)c') O

Anmerkung: Wegen des Einbettungssatzes | Vull, < K||Vulls + K||[Vul[31/> mit ¢ < 22 158t
sich die Voraussetzung f € L? durch

2n
n+1

fel’, ¢ >

abschwéichen.
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5. ABSCHATZUNGEN IN NIKOLSKI-MORREY-RAUMEN

Die Ergebnisse aus Kapitel 4 lassen sich wesentlich verbessern, wenn man zur Verfiigung hat,
dass die Losung des Randwertproblemes u Hélderstetig bis zum Rand ist. Dies ist bei skalaren
Problemen der Fall (Systeme haben wir der Einfachheit halber ohnehin nicht betrachtet, ob-
wohl die bisherigen Ergebnisse hierzu giiltig sind.) Setzt man fiir die Losung u des in Kapitel

4 betrachteten Randwertproblems zusétzlich die Inklusion v € C*(2) (= Raum der Holder-
stetigen Funktion auf Q mit Holderexponent o, 0 < o < 1) voraus, so 148t sich zeigen, dass
Vu im Nikolski-Morrey-Raum #2322 liegt. Wir erldutern zunichst die verwendeten Funk-
tionenrdume.

Morrey- und Nikolsky-Morrey-Riume
Definition 5.1. Sei Q) C R” ein beschrinktes Gebiet. Die LP(Q2)-Funktion z erfillt eine Morrey-
Bedingung zum Morrey-Ezxponenten n — X\, wenn
(5.1) /\z\” dr < KR"™ gleichmipig fiir 1o € 2, 0 < R < Ry,
BR(JJ())OQ

mit einer Konstanten K gilt. Die Menge aller LP(Q)-Funktionen z, welche (5.1) mit einer
Konstanten K = K, erfiillen, bildet den Morrey-Raum LPA((2).

Wir wiederholen die Definition des Raumes C*(§2) der Hélderstetigen Funktionen.
Definition 5.2.
C(Q) = {u € C(Q)| Ju(z) — u(y)| < K|z —y|*}.

Die Bedingung (5.1) mit n — A > 0 bedeutet, dass das Ausmafl eventueller Singularitéiten
eingeschréankt ist.

Morrey-Réume sind von grofler Bedeutung fiir partielle Differentialgleichungen.

Es gilt das folgende Lemma von Morrey:

Lemma 5.1. Sei Vu € LP*  ue I?, pe[l,n), A\=p—ap, 0 <a < 1. Das Gebiet Q habe
Lipschitzrand. Dann gilt u € C*(Q).

Anders ausgedriickt: Im Grenzfall [ |[VulPdz < KR" P kann man noch nicht die Hélderste-
Bg
tigkeit behaupten; ist der Morrey-Exponent n — p jedoch etwas grofier, namlich n — p + ap, so

ergibt sich die Holderstetigkeit von u.

Auch im Fall A > p ergibt sich ,,Neues“:

Satz 5.1. Seiu € LP, Vu € LP* p € [1,n), n > X > p. Das Gebiet Q habe Lipschitzrand.
Dann ist u € L9 mit

(5.2) L_1_
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Anmerkung: Bereits die Aussage u € L?, welche im Wesentlichen auf Stampacchia und Mar¢in-
kiewi¢z zuriickgeht, ist von Interesse, da sie die LP"-Inklusion von u, welche aus dem Sobolev-
schen Einbettungssatz folgt, verbessert: Im ungiinstigsten Fall ist A = n, v € L?™ = L% und
(5.2) liefert 1/g =1/p—1/n = (n —p)/np, d.h. ¢ = p* ist der Sobolev-Exponent. Ist A < n, so
ergibt sich ein besserer Exponent. Fiir feinere Untersuchungen ist von Interesse, dass auch der
Morrey-Exponent A fiir u erhalten bleibt. Die Verbesserung stammt von Chiarenza-Frasca.

Nikolski-Morrey-Riume

Definition 5.3. Sei () ein beschrinktes Gebiet. Der Raum H®*P? besteht aus allen LP-Funktionen
z, fir die

h=** / 2(z + he;) — 2(z)Pde < KR"™, i=1,...,n,
BR(CEO)OQ}L

fiir alle R € (0, Ry), o € Q, h € (0,hg). Hierbei ist Oy = {x € Qz + he; € Q, i=1,...,n}

und e; der i-te Finheitsvektor.

Es gilt eine zu Satz 5.1 analoge Aussage:

Satz 5.2. Sei Q beschrinkt und habe Lipschitzrand. Es sei u € H¥P* p € [1,n), a € (0,1)
und

=—-—=—=>0.

SRR
>R

1
q
Dann ist u € L* fiir alle s < q.

Auch dieser Satz verfeinert den entsprechenden Einbettungssatz fiir Nikolski-Réume.

Satz von De Giorgi-Nash und C'“-Regularitit

Der Satz von De Giorgi-Nash ist historisch zunéchst der gleichméfig elliptischen linearen Dif-
ferentialgleichung mit mefibaren Koeffizienten gewidmet.

(5.3) — Y Di(ai(z)Dyu) = f € L"**.
i,k=1

Satz 5.3 (De Giorgi-Nash). Es sei u € H"?(Q) eine schwache Lésung von (5.3). Es sei a;, €
L>®(Q), (aix) > col. Dann ist u € C*(2) mit einem « € (0,1). Es gelten a-priori-Abschdtzun-
gen a < a(d, |lairllo/co) , [ula < K(llaiklloo cos [[fllns2rs, ().

Anmerkung: Wegen fehlender Voraussetzung an 0€2 wird hier nicht die Holderstetigkeit bis zum
Rand von €2 behauptet.

Anmerkung: Gegenbeispiele von Serrin zeigen, dass es Losungen u € H'?=¢(Q), u ¢ C* gibt.
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Der Satz von de Giorgi-Nash ist in verschiedene Weise auf nichtlineare skalare Gleichungen
ausgedehnt worden. Wir bendétigen hier die folgende Variante:

Satz 5.4 (Holderstetigkeit bis zum Rand). Es sei Q0 ein beschrinktes Gebiet des R™, dessen
Rand die Bedingung ,A“ erfiille. Fiir die rechte Seite f gelte f € L™?%% § > 0. Die Funktionen
E; mégen die Caratheodory-Bedingungen erfiillen; ferner gelte die Koerzitivititsbedingung

> Fi(mmm > colnl* — K

i=1
und die Wachstumsbedingung |F;(z,n)| < K|n|+ K mit Konstanten co > 0, K. Dann liegt die
Lésung u € H%’Q(Q) des gemischien Randwertproblemes

n

(5.4) Y (Fi(x,Vu),Dip) = (f,9) Ve e Hp?

i=1
in C*(Q) mit einem Hélderezponenten o € (0,1), a = a(co, K, n).
Hierbei haben wir benutzt:

Definition 5.4. ) geniigt der Bedingung A, wenn fir alle o € OS2, alle R € (0,Ry) die
Beziehung

,LL(BQ N BR(.’L'())) 2 C()Rn

mit etnem co > 0 gilt.

Die Bedingung A ist z.B. erfiillt, wenn 2 der dufleren Kegeleigenschaft geniigt.

Alternativ kann man auch die Gleichung —D; F;(z, Vu) = f linearisieren, indem man schreibt

1
/F 2, V) dt)Dku] = —D;(Fi(z, Vu) — Fi(z,0)) = f + D;Fy(z,0);
0

1
mit a;; = [ Fi(.,tVu) kommt man dann auf die urspriingliche Form des Satzes von De Giorgi-

Nash.
Wir werden wichtige Fragmente des Beweises dieses Satzes in Kapitel 9 behandeln.

Aus dem Satz von De Giorgi-Nash 148t sich eine Morrey-Bedingung fiir Vu bis zum Rand
folgern:

Lemma 5.2. Seiu € H:NC%(Q) eine Lisung von (5.4). Unter den Voraussetzungen von Satz
5.4 gilt

20
2dr < KR %28 — mi @
/|Vu| dr < KR , B m1n<a,2+n+2(5 >0

fir allez € Q,0< R < R,y.
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Beweis: Wir verwenden in (5.4) die Funktion ¢ = (u — u(w))73 als Testfunktion, sofern
Bor(1o) NT = (. Falls Bog(zo) NT # 0, setzen wir einfach ¢ = ur%. Hierbei ist 75 die iibliche
Lipschitzstetige Lokalisierungsfunktion

TR = 1 auf BR(J)()), TR = 0 auf BQR(.’E()) — BR(J)()), |V7’R| < R_1 .

Mit Hilfe der Wachstums- und Koerzivitatsvoraussetzung erhélt man dann

/|vu\27§dx < /TR|vu| Vral lu— )| do +

+K/(|u—u(.’1]0)‘|VTR|TR+KT}23) dx+/\f|\u—u(xo)\7'122dx

bzw. u(xg) ersetzt durch 0, falls Bog(zo) N I' # (. Nach einfachem Umformen und Abschétzen
ergibt sich

/ Va2 dz < K/ Vral?u — u(ao)? dz + KR + / ] [ — (o) |72 da
Bg
Wir beachten nun |u — u(zo)| < KR auf Byg bzw. |u| < KR®, falls Bog NI # (), und erhalten

/ \Vu|?dz < KR 272 4 || f||n/21s KR - (R™)"1,
Br

) n/2+9 n+ 26
wobei q= = .
n/2—14+6 n—2+2)
Es ist
/ 1 2 2n+45+ 49 54 44
n =n- — = — =n — .
1 n+20 n+20 ' n+20 n+ 26
Daher

/|VU|2 dr S KRn—2+2a +KRn—2+a+46/(n+2(5)'
Bg

Wir kommen nun zu dem angekiindigten

Satz 5.5. Das Gebiet Q) besitze die duflere Kegeleigenschaft. Die Funktionen F; mdgen die
Voraussetzungen von Satz 4.3, Seite 26, erfillen. Ferner gelte f € L™*t0. Dann gilt fir die
Lésung u des Dirichletproblems

Vu € HY223725(Q).

Beweis: Wir benutzen (4.7), Seite 28, mit 7 ersetzt durch 75, der iiblichen Lokalisierungsfunk-
tion (7 = 1 auf Bg, trgTgp = Bg, |V71g| < R™'). Dies ergibt fiir B C (1 =1)

h/|Viju|2d:r§A1+A2+A3+A4+A5

Bpg
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mit

A = K/TTR\Vu(x+ he)?dr, Ay = |(f,TTrDM)],

A3:Z/‘Fi‘|vﬂ |Deul dz, A4:K/TTRd$a
i=1
Q

As = / 77rD"F (2, Vu) dx .
Q

Die Terme werden einzeln durch K R"~3+28 abgeschitzt:

A <K / \Vu(z + he)|*dr < K / IVu(z + he)[2dz < KRm2+28
Bar Bsg(zo+he)

wegen Lemma 5.2, Seite 32. Weiterhin

Ay < / |f? dx + / |D'ul? de
Bsgr Bsgr
2/(n+90)
/ |f|2 dz < (/ |f|n—|—6 d$> |BR|(n—2-I—<5)/(n-I—6) )
Bar

2
Da, ‘BR|(n—2+6)/(n—|—6) < KRn(l—n—_H;) KR 2n/(n+4) KR 2426/ (n+96) hat der Term f |f‘2 dr
Bar
allemal das richtige Wachstum in R.

Den Term Dgu stellen wir durch
. h
Dy = - /(eV)u(w + sh)ds
0

dar und schéitzen ab
h

(5.5) /|Dhu|2dx§ %/Sup/| (eV)(z + sh)|*drds < = /KR” 2426 s =
9.5
Br

0
= KR"™ 2428

nach Lemma 5.2. Damit hat A, das gewiinschte Wachstum in R (sogar ~ R" 228 statt
Rn73+2ﬁ).

Wir kommen nun zum , bésen* Term As. Man schéitzt ab

A3§KR—1/|F,-|2dx+KR—1 / |Du|? da .

Bsr Bsgr
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Der Term [ |D"u|? wurde bereits in (5.4) auf Seite 32 abgeschéitzt. Mit dem Faktor R~ ergibt
Bsr
sich die richtige R-Potenz, den Term [ |F;|* dz schétzen wir mit der Wachstumsbedingung ab

Bagr
und erhalten

/ |Fil?de < K / (14 |Vul?) dz < KR" *t%
Bagr Bagr

und damit hat auch As die richtige Wachstumsordnung. 4, < KR" ,ist kein Thema!“ Der
Term Aj ist wiederum interessant (bose = interessant):

As = /TTRDZF(x, Vu)ds = — / D"(77R)F(x, Vu) dx =
= A5 + Aos, mit
Az = —/DhTRTF(:U,Vu) < / |D"rg|(|Vul> + K) dz
Byr+h
Ags := —/EhTRDZTF(x, Vu)dz < ||VT|ls /(|Vu\2 + K)dx.
Bir

Der Term Ays wird wieder nach Lemma 5.2 auf Seite 32 abgeschitzt, und er verhélt sich um
eine Ordnung beziiglich R besser.

Fiir den Term A5 treffen wir eine Fallunterscheidung. Ist h > 4R, so gilt D1z < F% und

tI‘g DZTR = BQR(.I()) U BQR(.’EO + h) und

A <R / (|Vu|?> + K)dz < KR" 32
Bag(xo)UB2r(zo+h)
nach Lemma 5.2.

Falls h < 4R, gilt | Drg| < sup [eV7g| < R™! und somit

/ |D"1g|(|Vul? + K) dz < R™"sup / ([Vul* + K) do < KR"*%

zo
Barih Bsr(xo)

wie erwiinscht.
Der Satz ist damit bewiesen. o

Mit Hilfe von Satz 5.4 und Satz 5.2 folgt aus Satz 5.5 das
Korollar 5.1. Unter den Voraussetzungen von Satz 5.5 gilt fiir die Losung u
u € L*(Q)

mit etnem o > 0. Die Aussage gilt fiir alle n > 2.
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Beweis: Wir wenden den Einbettungssatz 5.2, Seite 31, an. Danach ist u € L4, falls ¢ < ¢*
und

1 1 12 1 1 3-28-1 2-28 1-5
¢ 2 3-28 2 6-43 6-43 6—-48 3—28’
=222 32 P 550

1-58 1—-5 1-8
und die Aussage gilt fiir o0 < 8/(1 — B). 0



