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Teil A
Fixpunktsatze

Definition 0.1 SeiT: A — B eine Abbildung, und seien A, B Teilmengen eines Banachraums
X. Jede Léosung von

Tr ==z

heifit Fixpunkt.

Wir werden im Folgenden Fixpunktséitze betrachten, d.h. Sitze, die die Existenz von Fixpunk-
ten unter bestimmten Bedingungen sicherstellen. Eine Abbildung, die keinen Fixpunkt besitzt,
ist z.B.

Tr =x+ x xg € X, z9 # 0.

Fixpunktsitze sind eines der grundlegenden Hilfsmittel in der Funktionalanalysis und sie sind
niitzlich bei der Untersuchung von unterschiedlichen Problemen.

Beispiele:
e Nullstellenbestimmung von nichtlinearen Funktionen:

F(z) =0.

Diese Gleichung kann in ein Fixpunktproblem umgeschrieben werden; verschiedene Mog-
lichkeiten sind:

Tx =z — F(x) (einfachste Moglichkeit),

Tx =x—wF(x) (lineare Relaxation mit w > 0),
F

Ty =x— F’((z)) (Newtonverfahren),

Tz =H'(F(z) — G(z)), (Splitting—Methode),

wobei F(z) = H(z) + G(z).
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e Gewohnliche Differentialgleichungen in Banachraumen:

z'(t) = f(t,2(2)),
z(0) = xo.

Fiir stetiges f ist dieses Anfangswertproblem dquivalent zu folgender Integralgleichung

z(t) = xo + / f(s,z(s)) ds.

Wir definieren den Operator T, durch

T =y,
y(t) = xo + /f(s, z(s)) ds.

Ein Fixpunkt von Ty, ist eine Losung des Anfangswertproblems.
Wir werden die Sitze von Picard-Lindeldf und von Peano kennenlernen, die die Existenz
von Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen in Banachrdumen sicherstellen.

e Nichtlineare Partielle Differentialgleichungen:

—Au = f(u) in €,
u=20 auf 02

mit einer nichtlinearen Funktion f.
Dieses Problem schreiben wir mit Hilfe von

Tu=(-0)""(f(u)

um in ein Fixpunktproblem.

1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Wir wihlen einen konstruktiven Zugang zur Losung des Problems
Tx =z, x € M. (1.1)

(Dabei sei T eine nichtlineare Abbildung.)
Wir definieren eine iterative Folge

Tpyr = Txyp, xgEM, n=0,1,2..., (1.2)

und hoffen, daf diese gegen einen Fixpunkt von 7 konvergiert (unter bestimmten Vorausset-
zungen an 7).
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Definition 1.1 Fin Operator T: M C X — X auf einem metrischen Raum (X,d) heifst k-
kontraktiv genau dann, wenn

dk € (0,1):Vz,y e M : d(Tz,Ty) < kd(z,y) . (1.3)
T heifit kontraktiv, wenn
d(Tz,Ty) < d(z,y) fiir alle x,y € M mit x # y.
Satz 1.1 (Banach, 1922) Sei M C X eine nichtleere, abgeschlossene Menge,wobei (X, d) ein
vollstandiger metrischer Raum sei, und
T-MCX—M (1.4)

ein gegebener k-kontraktiver Operator. Dann gilt:

(a) Die Gleichung (1.1) hat genau eine Lisung x € M, d.h. T hat genau einen Fizpunkt in M.
(b) Die approzimative Folge (x,) konvergiert gegen die Losung x fir alle Anfangswerte xq.

(c¢) Fiir allen=10,1,2,..., gilt

d(xp,x)

VAN

. kd(xl,xo) ,

k
1— kd(xn-l-la -Tn) ; (15)

d(xps1,7) < kd(z,, 7).

d(xn-l-la x) S

Beweis:
1. Wir zeigen zunéchst, daf (x,) eine Cauchy-Folge ist: Nach Definition der Folge (z,) und
wegen der k-Kontraktivitdt des Operators T gilt:

d(iﬁn, mn+1) = d(Txnfla Txn)
< kd(xp_1,Ty)

IN A

knd(ﬂfl, .’L'()).

Wenn wir nun die Dreiecksungleichung anwenden und das gerade erhaltene Ergebnis verwenden,
ergibt sich

A(Tpy Tyam) < d(Tpy Tpit) + A Xpg1, Tnyo) + oo + A Tnsm15 Tntm)
< (K" 4+ k" o BTN d (g, 20)
=k'"(1+k+k +-+ k") d(z1,70)

n
—1-k

d(«’rl, fﬂo)
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m—1
nach der Summenformel fiir die geometrische Reihe: Z k™ =

Da k < 1 ist, haben wir gezeigt, dal (x,) eine Ca,uchy—Folge ist. Wegen der Vollstandlgkelt von
X folgt daraus, daks es ein Element z € X gibt, so dafs

T, — .

2.z € M, denn zy € M,zy € M,.... Alle Folgenglieder z, liegen in M nach Definition der
Folge, da T': M — M. Da M abgeschlossen ist, gilt dann auch fiir den Grenzwert der Folge:

xz € M.

3. x ist eine Losung der Gleichung (1.1), denn es gilt:
T ist stetig, da T k—kontraktiv ist. Deshalb folgt, wenn man in der Gleichung (1.2) n gegen oo
gehen l&ft, die Beziehung

x =Tz, (1.6)
und damit die Existenz einer Losung des Problems (1.1).

4. Eindeutigkeit:
Angenommen, z und y seien Losungen von (1.1), d.h. Tz =z, Ty = y.
Aufgrund der k-Kontraktivitiat des Operators 1" folgt dann

d(z,y) =d(Tz,Ty) < kd(z,y)

Wegen k < 1 muf dann aber d(x,y) = 0 gelten, also x=y.
Damit ist auch die Eindeutigkeit der Losung gezeigt.

5. Fehlerabschatzungen:
Wenn wir in der Ungleichung

1—-k

den Limes fiir m — oo betrachten, erhalten wir die erste Ungleichung, die sogenannte A priori—

d(xn—l—ma xn) S

d(331, fCo)

Abschitzung
d :Lna <
(n, 7) < 1—k

Die zweite Ungleichung, die sogenannte A posteriori-Abschétzung, ergibt sich aus

d(x1, o).

d(xn—l—la xn—l—m—kl) < d(xn—kla $n+2) + ...+ d(l'n—kma dn—|—m—|—1) (17)
< (k+E+ .. k™)d(x,, Tpi1)
< Ld(xna xn+1),

1—-k
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wenn wir den Grenziibergang fiir m — oo betrachten.
Die dritte Ungleichung folgt schlieklich aus der k-Kontraktivitit des Operators 7"

d(zpi1,2) = d(Txn, Tx) < kd(z,, ). (1.8)

Wir wollen uns nun durch die Angabe von Gegenbeispielen davon iiberzeugen, daf alle Voraus-

setzungen notwendig sind:

M ist nicht abgeschlossen, die Abbildung besitzt keinen Fixpunkt in M.

(i) M =R, Tr=75+x—arctanz.

Mit T'(z) =1 — 1:7 folgt nach dem Mittelwertsatz

Tz — Tyl =1 - 7zl —yl < |z —yl, dh.
T ist kontraktiv, aber nicht k—kontraktiv; T" hat in R keinen Fixpunkt.

(iii) M =10,1], N =12,3], T: M — N.
T bildet M nicht in sich selbst ab und kann deshalb natiirlich keinen Fixpunkt haben.

(iv) M =0, T beliebig.

Dann kann T natiirlich keinen Fixpunkt haben.

1.1 Anwendungen des Banachschen Fixpunktsatzes

In vielen Anwendungen hingt 7" noch von einem zusétzlichen Parameter p € P ab. Dabei ist
P ein metrischer Raum, der sogenannte Parameterraum.
In diesem Fall betrachtet man

Tyay = zp, z, €M, peP. (1.9)

Folgerung 1.1 Es gelte:

i) T, erfiille fiir alle p € P die Voraussetzung von Satz 1.1, wobei k von p unabhdngig ist.
P

(ii) Es existiert ein po € P: Yz e M pli_)rgo Tyx = Tpyx.
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Dann ezistiert fir alle p € P eine eindeutige Losung x, von (1.9) und

limz, =z
0-
P—po P P

Beweis: Sei 7, Losung von (1.9), die nach Satz 1.1 existiert. Fiir diese Losung gilt:

d(xp, 2p,) = d(Tpap, Tpop,)
d(Tyxyp, Tpxp,) + d(Tpxpy, TpeTp,)  (Dreiecksungleichung)
kd(zp, Tpo) + A(TpTpy, TpoTp, )

IA A

wegen der k—Kontraktivitat von 7.
Wenn wir die Ungleichung nach d(z,, z,,) auflésen, folgt fiir p — py:

d(zp, Tp,) < ﬁd(Tpxpo,Tpoxpo) —0
nach Voraussetzung.
Also haben wir gezeigt
Tp — Tp,
fiir p — pg. o

GewoGhnliche Differentialgleichungen

Wir betrachten folgendes Anfangswertproblem

(1) = f(t,x(t),  x(to) = po, (1.10)

fiir eine gewohnliche Differentialgleichung auf [ty — ¢, to + ¢].
Wenn f in einer geeigneten Umgebung von (%o, po) stetig ist, dann ist obiges Anfangswertpro-
blem dquivalent zu folgender Integralgleichung:

z(t) = po + /f(s,x(s)) ds, te€[to—c, to+ ¢, (1.11)

mit

f:QCRx X — X,
Q={(t,z) e Rx X :|t—t] <a,l|x— pol <0b}.
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Hier ergibt sich ein Problem, denn wir haben weder die Ableitung 2’ noch das Integral [ f(s) ds
fiir Funktionen mit Werten in Banachrdumen definiert. Im Prinzip sind die Definitionen analog
zu den entsprechenden Begriffen aus der Theorie reellwertiger Funktionen; im nichsten Teil
(Integration und Differentiation in Banachraumen) werden wir sie exakt angeben. Der folgende
Beweis nutzt {iberhaupt nicht die Struktur von R und ist deshalb iibertragbar auf allgemeine
Banachraume X. Wir stellen uns zunédchst X = R in den Rechnungen vor.

Satz 1.2 (Picard 1890, Lindeldf 1894) Fs seien ty € R, a,b > 0,py € X gegeben. Sei
f:Q — X stetig und geniige den Bedingungen

1f(t,2) = f(t,y)llx < Llle —yllx V() (y) €@,
1F2)lx <K V(2)eQ,

wobei L, K > 0 gegeben sind. Dann gilt:

(a) Wir setzen ¢ = min(a, ). Dann eristiert eine eindeutige Losung x(t) von (1.11) im
Intervall [ty — ¢, to + ¢, die auch die eindeutige Losung von (1.10) ist.
(b) Die Folge von Approzimationen

ZTnt1(t) = po +/f(s,mn(s)) ds,

Zo (t) = Do,
konvergiert gleichmdfig auf [to — c,to + c| gegen die Losung x(t).

(c) Sei 0 < d < c gegeben. Dann hat (1.11) genau eine Losung x,(t), die auf [ty — d,to + d]
definiert ist, fir alle p aus einer gentigend kleinen Umgebung von py.
Und es gilt:
Fiir p — po konvergiert x,(t) = x,,(t) gleichmdfig auf [to — d, to + d.

(d) Wir setzen k =1 — e 1€ und definieren

_ ~Llt=tol|| (¢
oo = max e a(o)]x

fir z(t) € C([to — ¢, to + ¢|; X). Dann gilt

kn
1—-k
k

[Znt1 —zllo < - k||$n+1 — Zallo,

[z —zlo <

llz1 = zollo,

€11 = llo < kllzn — zllo-
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Beweis: Wir schreiben (1.11) als Operatorgleichung um in

Y =C([to — ¢, to + ¢]; X),

= a t ,
ISl = max 170x
Ifllo= max e B0l f(1)]x.

t€[to—c,to+c]

Es gilt
e I flly < Ifllo < £y,

d.h. die Normen ||.||p und ||.||y sind dquivalent. Insbesondere bedeutet das, daf Folgen, die
beziiglich einer Norm konvergent sind, auch beziiglich der anderen Norm konvergieren.
Daraus ergibt sich, daf (Y] ||.]|o) ein Banachraum ist.

Sei M ={f eV, ||f—pol|ly <b}. Wir definieren nun den Operator T,, durch

Tpo: M C (Y, ||-lo) = (Y3 [-llo) : 2=y, (1.12)
wobei
y(t) = po +/f(3,:v(s)) ds. (1.13)

Nun iiberpriifen wir die Voraussetzungen von Satz 1.1:

1. M ist abgeschlossen in (Y ||.||o), denn:
Betrachte

T, € M, zn =z in (Y, ]].||o)-

Da die beiden Normen dquivalent sind, gilt dann auch z,, — z in (Y, ||.||v)-
Da z, € M, ist

[0 = polly < b.
Durch Ubergang zum Grenzwert fiir n — oo ergibt sich

| = polly <0,
d.h. z € M.

2. T, bildet M in sich selbst ab, denn:
Nach Definition von M gilt:

r € M=Vt lz(t) — po| < .
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Wir miissen also nachpriifen, ob || T,z — polly < b ist:

T,z — = m
[Tpox = polly [to—c,%z(-}—c]
to

/tf(s, z(s)) dsHX

< max K [ds<cK <)

T [to—cstotc]
to
nach Wahl von c.

Also gilt: T,,: M — M.

3. Tp, ist k-kontraktiv auf M in (Y, ||.||o), denn es gilt fir z,y € M

[ Tpoz — Tpoyllo = max

e—L‘t—to‘
te [to —c,t0—|—c]

[ = s, s

t
< mtaX/L”:c(s) — y(s)||X6—L|s—to\eLls—to\e—L\t—to\ ds

to
t

< L”x - Z/“() m?X/eL|s_t0|_Lt—t0| ds
to
<z —yllo mtax(l — ¢~ Llt—toly

< kllz = yllo,

wobei k=1 — e Lc < 1.

Nach Satz 1.1 folgt dann, dak genau ein x € M existiert mit z = T}, x;
somit ist Teil (a) des Satzes bewiesen.

Teil (d) folgt unmittelbar aus Satz 1.1, insbesondere
1-k
fiir n — oo, d.h. z, = z, da ||.||y dquivalent ist zu ||.||p und Konvergenz beziiglich der Maxi-
mumsnorm gleichméfige Konvergenz bedeutet. Damit ist auch Teil (b) bewiesen.

|2n — z]lo < lzo — 71l — 0

Zum Beweis von (c):
Wir gehen analog vor wie oben in 1. — 3., nun mit

Q = {(ta Zl'), |t - t0| S a, ||"I: _p0||X S b}a
M ={f eY,||f—poll < b}
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Wie in 1.-3. erhalten wir dann, daf fiir p in einer kleinen Umgebung von p, gilt:
Az, : Tz, = x,p.
Sei nun p,, — pg fiir n — oo:
1T, 2 — Tpollo = ||pn — pollx — 0.
Nach Folgerung (1.1) gilt dann

Tp, = Tpo fiir n — oQ.

2 Die Fixpunktsatze von Brouwer und Schauder

Der Banachsche Fixpunktsatz benutzt nur einfache Eigenschaften eines vollstindigen, metri-
schen Raumes und stellt eine relativ starke Anforderung an den Operator (k—Kontraktivitit).
Die Sétze von Brouwer (im R") und Schauder (in co-dimensionalen Raumen) benutzen das
folgende tiefliegende topologische Resultat:

Sei B;(0) die abgeschlossene Einheitskugel im R2. Es gibt keine stetige Abbildung (Retraktion):

R: B1(0) — 8B, (0)

mit R(z) ==z Vz € 0B;(0).

Man kann sich z.B. vorstellen, man versuchte, eine Gummimembran, die den ganzen Kreis
bedeckt, an den Rand zu ziehen; sie muf auf jeden Fall zerreiflen.
Dieses Resultat ist anschaulich klar, aber keineswegs trivial!
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Intuitiv kann man sich klarmachen:
Eine stetige Abbildung A: B;(0) — B;(0) besitzt einen Fixpunkt, d.h. es exitiert ein z € B;(0)
mit Az = x.

,Beweis“ durch Widerspruch:
Annahme: Fiir alle z € B;(0) gelte Az # z.
Dann folgt: Es gibt eine stetige Retraktion

mit R(z) =z  Va € 0B;(0).

Dies ist aber ein Widerspruch zu obiger Aussage.

In R ist der Satz einfach zu beweisen: Sei f: [a,b] — [a,b] stetig. Dann existiert ein z € [a, b]
mit: f(z) ==.

Beweis: Setze
9(z) = f(z) — =.

Da f das Intervall [a, b] auf sich selbst abbildet, gilt:

f(a) > a, und  f(b) <.
Ubertragen auf g bedeutet das:

g(@)=f(a)—a>0, und  g(b)=f(b)—b<0.
Nach dem Zwischenwertsatz folgt dann, dak ein x, existiert mit
9(xo) = 0 = f(z0) — o,

also ist zy der gesuchte Fixpunkt. o

2.1 Der Satz von Brouwer

Fiir den — nicht anschaulichen — Beweis des Satzes von Brouwer bendtigen wir ein Lemma:

Lemma 2.1 Sei f: R*™ — R™ unendlich oft differenzierbar. Wir definieren D; als

of of  of ﬁ)

8300"" ’&vi_l’axiﬂ’”' ’an

D,’ = det (

Dann gilt

zn:(—l)igii =0. (2.1)

1=0
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Beweis: Nach Definition von D; erhalten wir

oD; 0? 2
—der (2L 08 OF OF 0T g (0L O
83@ 6$08$Z 6$1 8.’12‘i_1 8mi+1 8.’1}” 8330 811?18%,
Wir benutzen folgende abkiirzende Schreibweise:
e (P OF af of  of of  of
W 8:Ei8xj’ 633'0’.” ’ 8:6,-,1’ 6:ci+1"" axj,l’ a$j+1"" ’ aacn ’
mit (0,1,...,¢—1,44+1,...,7—1, j+1,...,n) aufsteigend angeordnet.
Es ist klar, daf C;; symmetrisch ist, also C;; = Cj; gilt.
Mit der neuen Bezeichnung kénnen wir nun schreiben:
oD; : -
= D (1YCy+ ) (-1)77Cy
! j<i J>i
Noch einmal umgeschrieben:
0D; < » .
(-5 = 2 (=1 Cyoli, ),
X -
7=0
wobei
o(i,j) =1, Jj<t,
o(i,7) =0,
o(i,7) =—1, j>1
Summation iiber alle 7 ergibt
< 1 aDZ : 1+
Z(—l) o, = Z( 1) C;0 (i, 5)
=0 2,7=0
=) (=1)""Cjio(j,1)
Jy1=0
=(-1) Z(—l)H—JCZ]U(Z,j),
]
denn die Cj; sind symmetrisch, und es ist o(i,j) = —o(j,7). Im zweiten Schritt haben wir
einfach die Bezeichnungen von ¢ und j vertauscht.
Aus der Beziehung, die wir insgesamt erhalten haben (eine Beziehung der Form Z = —7), folgt
das Gewiinschte:
. .0D;
—1)'=t = 0.
> (-1

=0
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Satz 2.1 (Brouwer, 1912) Jede stetige Abbildung T einer abgeschlossenen Kugel des R™ in
sich selbst besitzt einen Fixpunkt.

Beweis: Wir betrachten 0.B.d.A. die abgeschlossene Einheitskugel B = B (0).
Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten, indem wir sie zunéchst fiir unendlich oft differenzier-
bare Abbildungen 7" zeigen, im zweiten Schritt dann auf stetige Abbildungen verallgemeinern.

1. Es sei
T: B— B €C>(B).

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen dazu an: Sei T'z # x fiir alle x € B.
Sei nun a = a(x) definiert als die grokere Wurzel von

lz+a(z —Tz)> = 1.

Wenn man die quadratische Gleichung fiir a 16st, erhédlt man

1
Tz — z|?

a=a(z) = ((x,Tx — )+ /(2,2 — Tz)2 + (1 — |z]?)|Tz — x|2) .

a ist wohldefiniert, denn die Diskriminante ist immer positiv:
Wir haben zwei Fille zu unterscheiden:

|z| < 1= Diskriminante > 0,
denn z # T'x.
|| =1= (z,Tz — z) # 0, sonst wire
1=|z]*=(z,2) = (z,Tz) = |2||Txz|cos(<(x, Tx)),
und wegen |Tzx| < 1 miifte dann cos(<t(z,Tz)) = 1 gelten.

Daraus wiirde aber folgen x = Tz, was ein Widerspruch zur Annahme x # Tz ist.

Also ist die Diskriminante in allen Fillen positiv, a ist somit wohldefiniert.

Da die Funktionen /¢, fiir ¢ > 0 glatt sind, ist a(z) auch glatt, d.h. unendlich oft
differenzierbar fiir alle z € B.

Fiir |z| = 1 ist a(z) = 0, da sich a(z) dann wie folgt vereinfacht:

1 2 2 2
(@) = pr—p (@ T0) — ol + VP = @ T0)R)

aber es ist |z|?> — (z,Tz) > 0, da sonst 1 = |z?> < (z,Tx) < |z||Tx| = |Tz| < 1, was zu
dem Widerspruch 1 < 1 fiihrt.
Definiere

f(t,z) =z + ta(z)(x — Tx).



2.1 Der Satz von Brouwer 14

f: R — R ist offensichtlich eine glatte Funktion mit folgenden Eigenschaften:

f(O,.I) =,
of
ot
|f(l,z)|=1 fir z€B nach Wahl von a.

(t,x) =0 fir |z]=1,

Wir setzen nun

F(t) = /Do(t, x)dz

: 0
mit Dy(t,z) := det <a§i>i_1 -

=1l,...,

F hat folgende Eigenschaften:

F(0) = /det([) dx = vol B > 0.

B
of )
F(1) = [ det 1, dw =0,
( ) B/ © (8:10,( 37) i=1,...,n ’

denn wegen |f|2:1¢)ij2=1:>0=Qij

J=0 J

af

ax: (Ableitung)

sind die Zeilen der Matrix linear abhingig.
F'(t)=0, da

0 (2.1) 0
/ = — = —1J;
F'(t) = / atDo(t, x)dz E j:/ oz, D;(t,x) dz,
B B

wobei

D; = det <8f of of of of > )

Ot 0z’ 0wy Owiy T Oy

B B

D; enthilt % = 0 fiir |z| = 1, also erhalten wir, wie behauptet, F’(t) = 0.

Wegen dieser Eigenschaft mufs F' konstant sein. Wir haben aber als weitere Eigenschaften
von F' erhalten: F/(0) > 0 und F(1) = 0, was zu einem Widerspruch fiihrt. Also ist unsere
Annahme falsch; die Abbildung 7" muf einen Fixpunkt besitzen.

Damit haben wir den Satz fiir unendlich oft differenzierbare Abbildungen gezeigt.
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2. Sei nun T': B — B stetig.
Nach dem Weierstrak-Approximationssatz gibt es Polynome, die T" approximieren, d.h.

Ve >03P. € C*(B,R"):Vr € B: |P.(x) —Tz| <e.

Es ist aber |P.(z)| < |P.(z) —Tz|+|Tz| < 14¢. Definiere H,(z) := *%:. B 5 B, H, €

1+e
C*(B, B). Wie wir im ersten Teil des Beweises gezeigt haben, besitzt H. einen Fixpukt.
Es gilt:
P.(x)
H.(z) — Tz| = ‘ _T ‘
Hole) = Tal = |52 ~ T
1 1
< —|P.(z) — Tx| + ‘T ~1 ‘
< - IP@) = Tol + |Ta(— - 1)
€ €
<
“1+e 1+4¢
2
<= <% VreB
1+¢

Angenommen, T hat keinen Fixpunkt: Dann ist
flz)=|Tx—z| >0 stetig.

Damit nimmt die Funktion f in der abgeschlossenen Kugel B (Kompaktum!) ihr Minimum
an, d.h. es gibt ein 7 > 0 mit f(z) = |Tz —z| > n > 0.
Wiéhle € = 2. Dann liest sich die obige Ungleichung

|H.(z) — Tz| < n.
Damit erhalten wir dann

Tz — z| < |Tx — He(z)| + |He(z) — 2|
<n+|H.(z) — z|.

Durch Umformung dieser Ungleichung erhalten wir schlieflich mit
0<|Tzx—z| —n<|He(x) — x| Vz € B

einen Widerspruch, da H, einen Fixpunkt besitzt. o

Folgerung 2.1 Jede stetige Abbildung einer zur Kugel B homdomorphen Menge M in sich
selbst besitzt einen Fixpunkt.
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Beweis: Seien

T: M — M stetig,

h: B — M ein Homdéomorphismus,

d.h. h und k! sind stetig, eineindeutig und surjektiv.
Die durch

S=h'oToh: B— B

definierte Abbildung ist stetig. Somit folgt nach dem Satz von Brouwer die Existenz eines
Fixpunktes zy von S, d.h.

Sty = xp.
Nach Definition von S heifit das:
h 'Th(zy) = .
Durch Anwendung von h auf beiden Seiten der Gleichung erhalten wir
T(h(z0)) = h(z0),

d.h. h(zg) ist der gesuchte Fixpunkt von 7. O

Beispiele von zur Kugel hom6omorphen Mengen sind:

e konvexe Mengen im R",

e cinfach zusammenhéngende Mengen.

2.2 Anwendungen auf nichtlineare Gleichungssysteme

Wir betrachten nun
gi(z) =0, reR*, i=1,...,n, (2.2)

wobei die g; stetige, nichtlineare Funktionen sind, die folgender Bedingung geniigen:

dR > 0: Zgz(.’r)xz >0 Vz mit |z| =R. (2.3)

=1
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Folgerung 2.2 Seien g;,i = 1,... ,n: R* — R" stetige Funktionen, die der Bedingung (2.3)
gentigen. Dann existiert eine Losung xoy von (2.2) mit ||zo|| < R.

Beweis: Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, (2.2) habe keine Losung.
Sei g := (g1, .., gn). Wir definieren

(r) = — gi(z)
file)==Rys@r

Da ||g(z)|| > 0 ist fiir alle z, sind die f; wohldefiniert und stetig und bilden die abgeschlossene
Kugel Bg(0) in sich selbst ab. Die durch f = (fi,..., f,) definierte Funktion mit f: B —
Bp, ist natiirlich ebenfalls stetig. Somit folgt mit dem Satz von Brouwer die Existenz eines

Fixpunktes zy von f, also

Zo = f(ﬂfo)-
Daraus ergibt sich
|zoll = R,
denn ||zo] = ||f(zo)| = || = R-2%-|| = R. Damit gilt nach Bedingung 2.3

llg()Il

2llg(zo)ll
R

Somit erhalten wir einen Widerspruch. Die Annahme muf also falsch sein, d.h. es gibt eine

= |0 <0.

Losung von (2.2). o

Sei X ein Banachraum mit Dualraum X* K C X, M C K x X*, T: K — X*. Wir suchen
u € K, so dak

(f=Tu,v—u)x >0  V(v, f) € M.
(Dies wird spéater wichtig sein fiir ,;maximal monotone Operatoren®.)
Satz 2.2 Ser K C X konvex, kompakt und nichtleer, wobei X ein Banachraum ist. Ferner sei
M C K x X* eine monotone Teilmenge, d.h.
(f—gv—w)x>0 V(v f),(w,g) € M. (2.4)
Sei T: K — X* stetig. Dann existiert eine Losung u € K von
(f —Tu,v—u)x >0 V(v,f) e M. (2.5)
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Beispiel:
K =la,b],X =R = X* ¢: [a,b] = R monoton wachsend. Der Graph von ¢

S ={(z,0(x)) € R* z € [a,b]}
ist monoton, denn
v,y € [a, 0] : (p(z) —@(y)) - (2 —y) 2 0.
Dann existiert fiir alle stetigen T': [a, b] — R eine Losung u € [a, b] von
(o(2) = Tu) - (x —u) 2 0.

Als konkretes Beispiel kann man betrachten: p(z) = z + 2, T(x) = z? und [a, b] = [-3, 3] bzw.
[a,b] = [0, 3] bzw. [a, b] = [3, 6] (siehe auch Aufgabe 2 von Ubungsblatt 2).

Beweis: Angenommen, (2.5) habe keine Losung.

1. Zerlegung der Eins:
Definiere:

Uw,f)={ue K,(f —Tu,v—u)x <0}

U(v, f) ist offen, da (f — Tu,v — u)x stetig von den Argumenten abhingt und 7T stetig
ist. (Urbilder offener Mengen sind unter stetigen Abbildungen offen.)
Da (2.5) nach Annahme keine Losung hat, gilt:

Kc |J Uwp.

(v.f)eM

Da K kompakt ist, existiert eine endliche Uberdeckung durch U(v;, f;), i =1,... ,m.
Nach Infini IIT gibt es eine Zerlegung der Eins, d.h.

38;: K — R stetig ,supp 3; C U(v;, fi),

VoeeK: ) Bi(x)=1, 0<Biz) <L
=1

2. Sei K1 = co(vy,...,0m).
Fiir u € K, definiere
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p: Ki — K, ist stetig, dim K; < oo, und K ist homéomorph zur Kugel. Nach dem Satz
von Brouwer folgt damit die Existenz eines Fixpunktes, d.h.

Ju* € K, mit  p(u*) = u".

3. Wir setzen
A,’j = <fz - TU*, V; — ’U,*>X .

Dann gilt:

ANij+Aji =(fi —Tu",v; —u")x +(f; —Tu",v; —u")x
= (fi—Tu",vi —u")x — (fi = Tu",vi)x
+(fi —Tu",vj)x +(f; —Tu",v; —u")x
—{fi =Tu",vj)x + (f; — Tu",vi)x
= Aii + Aji + (i — fj v —vi)x

~
<0 wegen (2.4)

Wegen p(u*) = u* und nach Definition von p und ¢ gilt:

0= (q(u*) — Tu*, p(u*) —u*)x

=1 ]_1
=3 BB )y, da Y Bi=1,
by=1 i=1
S 1
= > BB ()5 Ay + Aj)
2,j=1

(aus Symmetriegriinden)

<37 BBy (u) 5 (B + Ayy)

=1

nach der oben berechneten Ungleichung.
Falls ;(u*)B;(u*) # 0, folgt aufgrund der Eigenschaften der Zerlegung der Eins:
u* € U(v;, fi) NU (v, ff)-
Nach Konstruktion von U (v, f) muf dann gelten:

Az’z’ <0 und Ajj < 0.
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Damit ergibt sich aus der zuletzt berechneten Ungleichung der Widerspruch 0 < 0. Also
mufs gelten

Bi(u ) =0Vi=1,...,m.

Da aber u* € K; C K, gibt es ein iy mit §;,(u*) # 0, denn es existiert eine Zerlegung der

Eins. Dies ist ein Widerspruch; also existiert eine Losung des Problems (2.5). 5

2.3 Kompakte Operatoren

Wenn wir den Satz von Brouwer auf unendlich-dimensionale Banachrdume X iibertragen wol-

len, erkennen wir folgendes Problem: Die abgeschlossene Einheitskugel B;(0) ist in X nicht
kompakt, was im R” gilt und im Beweis des Satzes von Brouwer eine wichtige Rolle gespielt
hat.

Gegenbeispiel (Kakutani 1943)

Sei H ein separabler Hilbertraum.

Wir schreiben wieder abkiirzend B = By (0).

Sei (Yn)nez eine Orthonormalbasis von H, d.h. fiir alle n gilt: ||y,|| = 1, (Yn, Ym) = Omn-
Wir definieren die Abbildung U, indem wir die Wirkung auf die Basisvektoren angeben:

U: yp = Yns1 Vn.

Jedes x € H besitzt eine Darstellung beziiglich der Orthonormalbasis der folgenden Art:
T = Z QY-

Damit konnen wir angeben, wie die Abbildung U auf beliebige Elemente x des Hilbertraums
wirkt:

U: H — H ist stetig, aukerdem bildet U die Menge S = {x,||z|| = r} mit 7?2 = _ a? in sich

selbst ab, wie man mit Hilfe der Darstellung beziiglich der Orthonormalbasis einfach nachrech-
nen kann.
Wir betrachten nun

F(z) = 50~ llzllwo + U(a)



2.3 Kompakte Operatoren

21

f ist stetig und f: B — B, wie wir leicht nachrechnen kénnen:
Sei ||z]| < 1. Dann ist

1 (@) < ;(1 = Il fwoll + [U)]]

=1 —Ilwll

IA
| = =

1
= 5ll@ll + [l

1
- <1.
+ 5l <

Annahme: 3zy € B:  f(zo) = o, umgeschrieben

1
70 = Ulzo) = (1= llzolyo

Es gibt drei mogliche Falle:

Dann folgt

1

0=-
21/0,

was nicht moglich ist, da y, ein Basisvektor ist.

(i) [zl =1& 3o =1

7
Dann erhalten wir

Ty = U(.’E()),

was sich mit xy in der Darstellung beziiglich der Orthonormalbasis, d.h. 2y =

wie folgt liest:
o o
Z Y = Z QiYit1-
1=—00 1=—00

Wir bilden nun das Skalarprodukt mit y;:

o o

> iy y) = Y ailyien v))-

1=—00 1=—00

Aufgrund der Eigenschaften der Orthonormalbasis ergibt sich daraus:

Qj = Qi1 V7,

o0

Z ;Y;,

1=—00
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d.h. alle ; sind gleich, und somit ergibt sich der Widerspruch

Za?-:oogél.

J

(iii) 0 < ||zo|| < 1. Sei
Ty = Zaiyi, also Za? < 1.
i i
Es ist aber:
1
5 = llzoll)yo = 2o — Ul(zo) = D (o — i)y,
i

woraus folgt

ap — a1 = (1~ lzo}) >0,
0 = Qit1, 1# 0.
Insgesamt ergibt sich also
=1 <0y =0Q1...,

womit > a? = oo und somit ein Widerspruch folgt.
i

In allen der drei méglichen Fille tritt ein Widerspruch auf, d.h. die Annahme muf falsch sein.
Also hat f keinen Fixpunkt.

Aus diesem Gegenbeispiel lernen wir, daf in unendlich—dimensionalen Banachrdumen stetige
Abbildungen nicht unbedingt einen Fixpunkt haben miissen. Es ist also notwendig, noch star-
kere Forderungen an die Funktionen zu stellen. Dazu betrachten wir folgenden Ansatz: Wir
untersuchen solche Operatoren, die durch ,endlich dimensionierte Operatoren angenéihert wer-
den kénnen, und versuchen, den Satz von Brouwer auf diese anzuwenden.

Fiir eine genaue Umsetzung dieser Idee benotigen wir folgende

Definition 2.1 Sei T: M C X — Y, wobei X,Y normierte Vektorrdaume sind. Der Operator
T heifst kompakt (vollstetig), wenn gilt:

(i) T ist stetig,

(11) T bildet beschrankte Mengen B C M in relativ kompakte Mengen ab, d.h. T(B) ist kom-
pakt.
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Wir erinnern an die Definition einer kompakten Teilmenge eines normierten Vektorraumes:
Sei M C X, X ein normierter Vektorraum.

M ist kompakt. < Jede Uberdeckung durch offene Mengen enthilt eine endliche Teiliiber-
deckung (Heine-Borel), d.h.

N
MC | My=3N,ai,...,ay : M C|JM,,.

a€el =1

Eine dquivalente Definition ist die der Folgenkompaktheit:
V(z,) CM Az, ) : Tp, = x € M.
Eine weitere Moglichkeit der Definition ist die Existenz von sogenannten endlichen e-Netzen:
N
Ve >03dN =N(¢):xq,..., aye€M: MC UBE(mi).

=1

In endlich-dimensionalen Raumen gilt aulerdem: M kompakt. < M abgeschlossen und be-
schrankt.

Im unendlich—dimensionalen Fall gilt nur die Implikation: M kompakt. = M abgeschlossen und
beschrankt.

Ein Operator T: M C X — Y ist kompakt, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:
i) dimY < oo und 7 stetig und beschrénkt.
ii) dim X < oo, T stetig und M abgeschlossen.

Satz 2.3 Seien X und Y Banachriume, T: M C X — Y, M beschrinkt, M # (). Dann sind
dquivalent:

(i) T ist kompakt.

(i1) Fir alle n ezistieren P,: M — 'Y mit dim R(P,) < oo, P, kompakt und

1
Ve e M : |Pyx—Tzx|y < —.
n

Beweis: (ii) = (i):
Es gelte (ii). Zu zeigen ist: T ist kompakt.

1. Stetigkeit:
Wir haben zu zeigen:

Ve>036:|lz—y|| <d= [Tz —Ty| <e.



2.3 Kompakte Operatoren 24

Tz — Ty|ly < ||[Tz — Puz|ly + ||Pox — Poylly + || Poy — Tylly (Dreiecksungleichung)

1 1
< - + ||Pox — Poylly + - (nach (ii))

<

S|

, weil P, stetig ist

fiir geniigend grofes n und geeignet gewihltes (¢).

2. Kompaktheit von T'(M):
Wir zeigen: Vn existiert ein endliches %-Netz: Von oben wissen wir

2
Tz — Tyl|ly < - + || Pox — Poyly- (2.6)

P, ist kompakt, deshalb gibt es z1,... ,z, mit

d.h. fiir alle y € M existiert ein z; mit

1
||Pny - ani”Y < n

Zusammen mit (2.6) ergibt sich daraus

3

Vy dx; \Tz; — Ty|ly < —,
n

d.h.
N
T(M) C | Bs (Tw),
i=1
somit die Kompaktheit von T'(M).

Insgesamt haben wir damit gezeigt, daf 7" kompakt ist, also (i).

(i) = (ii):
Sei T' kompakt und n € N gegeben. Aufgrund der vorausgesetzten Kompaktheit von T ist T'(M)
relativ kompakt, d.h.

N
Jr;e M,i=1,...,N: T(M) C | B (Tx:).
P n\,)

=Y
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Wir konstruieren eine ,Zerlegung der Eins“ wie folgt: Seien fiir 7+ = 1,... , N Funktionen q;
definiert durch

1
a;(x) = max (— — || Tz - yi||y,0) .
n
Die a; haben folgende Eigenschaften:

(i) Jedes a; ist stetig, denn T ist stetig und das Maximum zweier stetiger Funktionen ist
stetig.

(ii) ai(z) >0 nach Konstruktion.
N ..

(i) Y ai(x) >0  Vx € M, wegen der Uberdeckungseigenschaft der y;.
i=1

(iv) ai(z) > 0= ||Tz — yily <+ nach Konstruktion .

Wir definieren damit

Ai(z) = 7Nai(x) .
-21 a;j(z)

]=

Ai,t =1,..., N, bilden die gewiinschte Zerlegung der Eins, denn es gilt:

(i) A; ist stetig  nach (iii).

i) 0< N <1 nach Konstruktion.
N

(iil) > Ni(z) =1 Vz € M  ebenfalls nach Konstruktion.
i=0

(IV) )\1 >0=> ||T£L' — yZ”y < %

Nun konstruieren wir den sogenannten ,,Schauderoperator P, durch:

Wir iiberpriifen, ob P, die geforderten Eigenschaften besitzt:
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N
1Pz = Tally = | Pz = 3 M) Ty

=1

N
1
<> @)l = Tally < .
=1

——
=1

(ii) dim R(P,) < oo nach Konstruktion, da R(P,) C span(y1,---,yn)-

(iii) P, ist beschriankt, denn
1
1Pnzll < (| Paz = Tal| + [ T2]] <+,

da T kompakt und damit beschriankt ist.

P, ist stetig, da \; stetig sind.

P, (M) beschrankt, dim R(P,) < oo; P,(M) ist beschriankt und abgeschlossen, was im
endlich—dimensionalen Fall dquivalent zur Kompaktheit ist.

Also gilt insgesamt: P, ist kompakt.

Somit haben wir einen Operator mit den gewiinschten Eigenschaften angegeben, damit ist (ii)
gezeigt. o

2.4 Der Satz von Schauder

Satz 2.4 (Schauder, 1930) Sei T: M C X — M stetig, wobei X ein Banachraum, M # (),
konvex und kompakt sei. Dann besitzt T einen Fixpunkt.

Beweis: T ist kompakt, da T'(M) C M als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge
selbst auch kompakt ist. Deshalb ist 7'(M) relativ kompakt.
Nach Satz 2.3 gilt daher:
1
Vn 3P,: M — M, mit ||P,x — Tz| < —,
n

wobei M,, = co(y1, ... ,yn) C M. Setze

P, = P,|M,.
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Da M,, homéomorph zu B;(0) im R” ist, gilt nach dem Satz von Brouwer:
dz,, : f’nxn =z,

Betrachte nun die Folge der Fixpunkte (z,):
z, € M, C M.

Da M kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge, die wir wieder mit (x,) bezeichnen, d.h.
es gilt

T, > x € M.

Wir hoffen, daf der Limes x ein Fixpunkt des approximierten Operators 7T ist, und versuchen
deshalb, den Abstand ||Tz — z,/| ,klein“ zu bekommen:

Tz — || = ||Tx — Pz, da z, Fixpunkt von P, ist.
< | Tx — T + | Txn — Po,| (Dreiecksungleichung)
1

1
< -+ - T stetig, nach Satz 2.3

SINo3

<
Bei Grenziibergang n — oo ergibt sich mit

lim (Tx —z,) =0

n—oo

das gewiinschte Resultat

Wir wollen noch eine alternative Version des Satzes von Schauder beweisen, die haufiger benutzt
wird als die andere. In der Praxis ist es ndmlich oft leichter, die Kompaktheit eines Operators
zu zeigen als die Kompaktheit einer Teilmenge eines unendlich—dimensionalen Banachraumes.
Dafiir benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 2.2 (Mazur) Sei X ein Banachraum und A relativ kompakt. Dann ist auch co(A)
relativ kompakt.

Beweis: Sei ¢ > 0 vorgegeben.
Da A als relativ kompakt vorausgesetzt wurde, existieren

Ziy...,2n € A so, dal AQUB%(zZ-).

=1
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Setze K = co{z1,... ,2,}.

Nach Definition von co(A) gibt es fiir y € co(A), a; € RY,y; € Amit y = > oy, .o =1
i=1 i=1
. €
Ve e A 3z, mit |z — 2| < 3"
Dies erlaubt uns, die Funktion v durch folgende Vorschrift zu definieren:
v(z) =7 e{l,...,n}.
Damit erhalten wir
|y — Zaizv(yi) =1l Zai(yi = Zuoy) |l
=1 =1
€K
< Zai“yi — Zy(ys)|
i=1
€
< —.
2
Dies hat gezeigt:
co(A) C | Bs(a). (2.7)
z€K

Nun betrachten wir

Y [0,1]" x {z1} x ... x {2z} — K,
Y (Qr, .. Oy 21, - ,zn)HZaizi.
i=1

1 ist stetig, und es ist ([0, 1]" x {21} x...x{2,}) = K. Weil der Definitionsbereich offensichtlich
kompakt ist, und Kompaktheit unter stetigen Abbildungen erhalten bleibt, folgt, daf auch K
kompakt ist, d.h.

N
ket ..., ky mit K C | ) B (k). (2.8)
=1

Aus (2.7) und (2.8) folgt dann insgesamt

d.h. co(A) ist relativ kompakt. O
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Folgerung 2.3 (Schauder) Sei T: M C X — M kompakt, X ein Banachraum, und sei
M # 0, abgeschlossen, beschrinkt und konver. Dann besitzt T einen Fizpunkt.

Beweis: Sei N = co(T(M)) C M.

(i) Nach Lemma 2.2 ist N kompakt, konvex und nichtleer.
(ii) T ist stetig, denn 7T ist kompakt.

(iii) T: N — N, denn es gilt:

NCM = T(N)CTM) = co(T(N))C co(T(M))=N.

Damit folgt nach Satz 2.4, dafs T einen Fixpunkt besitzt. o

2.5 Anwendung auf gewShnliche Differentialgleichungen

Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung
2(t) = f(t, @), (o) = yo, (2.9)
wobei f nur stetig, nicht wie beim Satz von Picard-Lindel6f Lipschitz—stetig sei.
Satz 2.5 (Peano, 1890) Seien ty,yo € R,a,b > 0 gegeben. Sei
Q= {(t,z) e R, [t —ty| <a,|z—yo| < b}.
Die Funktion f: Qp — R sei stetig und beschrdnkt, d.h.
fto)| <K V() € Qs

Dann hat das Anfangswertproblem (2.9) eine stetig differenzierbare Losung x(t), die im Intervall
[to — ¢, ty + ¢|, mit ¢ = min(q, %), definiert ist.

Beweis: Wir schreiben die Differential- in eine Integralgleichung um:

z(t) = yo + /f(s,x(s)) ds
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und definieren den Operator 17" durch

t

Tx =yo+ /f(s,x(s)) ds.

to

Das Anfangswertproblem (2.9) ist dquivalent zu folgendem Fixpunktproblem:

rx=Tx, reMCX,
mit
X=C(to—ctotc]), |lzllx= max |z(t)],
tE[tofc,t(H»c]

M = {x € X, o — yol| < b}.

M ist nichtleer, konvex, abgeschlossen und beschrinkt. Wie im Beweis vom Satz von Picard-
Lindeldf folgt, daf der Operator T die Menge M in sich selbst abbildet.
Es ist noch zu zeigen: T ist kompakt. Dabei verwenden wir den Satz von Arzela—Ascoli:

(i) Gleichmékige Beschrénktheit:
Sei x € M. Dann gilt fiir alle ¢t und x

T@)(O] < ol + [ 1f(s:2(5) ds
S |y0|+CKS Co ,

d.h. T(M) ist gleichméfig beschrankt.

(ii) Gleichgradige Stetigkeit:

Ta(t:) — Ta(t:)| < / £ (s, 2(s))| ds < K[tz — ta].

Mit (i) und (ii) folgt nach dem Satz von Arzela—Ascoli: T'(M) ist relativ kompakt in

C([to — ¢, to + ])-

T ist stetig: Sei x,, — x in X. Weil die Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm die gleich-
maéakige Konvergenz ist, bedeutet das:

Tp 32, dh. Ve Ing : |z, (t) —z(t)| <e  VE,Vn > nyg.
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Dann gilt

T (t) - Ta(t)] < / (5, 2a()) — f(s5,2(s))] ds

< 2¢£, da f stetigist und |t — o] < 4.

Nach dem Satz von Schauder (Folgerung 2.3) folgt dann: Es gibt einen Fixpunkt von 7', d.h.
eine Losung von (2.9). 0
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Teil B

Integration und Differentiation in
Banachraumen

Bisher kennen wir die Begriffe des Integrals und der Ableitung fiir Funktionen f: 2 C R™ — R".

Insbesondere ist das Lebesgue-Integral [ f;(x)dz, sowie partielle Ableitungen 6—fl(gc) und das
ot

p)
Differential D f(x) bekannt.
Wir méchten nun diese Begriffe fiir

FIQCR™ 5 X,

definieren, wobei X ein reflexiver reeller Banachraum ist. Im Prinzip ist das Vorgehen dabei
sehr dhnlich, und wir werden auch dhnliche Siatze kennenlernen wie fiir reelle Funktionen, aber
an manchen Stellen muf man aufpassen!

1 Bochner-Integrale

Der Einfachheit halber betrachten wir nur Funktionen
f:95—-X
mit eindimensionalem Definitionsbereich
S CR,

d.h. wir setzen m = 1.

Definition 1.1 Sei f: S — X, X ein reeller, reflexiver Banachraum. f heifst Treppenfunktion,
wenn [ sich schreiben lGfit als

f(S) = ZXBl:CZ
i=1
mit x; € X, B; C S C R, B; Lebesque-mefbar, m(B;) < oo, B;N B; = 0 fiir i # j. Die

charakteristische Funktion xp ist wie folgt definiert:

0, z¢ B,
1, € B.

xa(2) = {
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Definition 1.2 Sei f ein Treppenfunktion. Dann definieren wir das Integral durch:

/ F(s)ds = 3" m(B)z, e X

Definition 1.3 FEine Funktion f: S — X heifit Bochner—meRbar, falls eine Folge (f,) von
Treppenfunktionen f,: S — X existiert, so dafs

nlgrolo | fn(s) — f(s)llx=0 fast dberall in S. (1.1)

Gentigt eine solche Folge der Bedingung

hm /||fn s)[|xds =0, (1.2)

so heifit f Bochner-integrierbar, und wir definieren das Bochner-Integral als

/f ds = lim fn( ) ds. (1.3)

n—o0

Bemerkung:

e f Bochner-mefbar. = ||f(.) — fu()||: S — R ist Lebesgue-mefbar.

Beweis: Sei g eine Bochner-mefbare Funktion. Dann gibt es eine Folge (g,) von Trep-
penfunktionen, so daf ||g,(.)||x: S — R fiir jedes n eine Treppenfunktion mit Werten im
R ist. Fiir n — oo konvergiert

lgnOllx = llg()|lx  fiir fast alle s € S,

also ist ||g(.)||x Lebesgue-mefbar. Wenn wir dies auf ¢ = f — f,, anwenden, erhalten wir
die Behauptung. o

Damit ist auch sichergestellt, daf die Bedingung (1.2) Sinn macht.

e Der Grenzwert in (1.3) existiert.

[ =] [ - n
< / 1o — fill ds,

Beweis:
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da es sich um eine endliche Summe handelt. Also kénnen wir die rechte Seite abschitzen
durch

/||fn—f||+||f—fk||ds—>0 fir n,k— oo
5

nach Voraussetzung.
Damit ist gezeigt, daft ( [ fa ds) eine Cauchyfolge in X bildet. Wegen der Vollstéandigkeit
S

von X folgt dann die Behauptung. o

e Der Grenzwert ist aukerdem von der gewéhlten Folge unabhiingig, da zwei Folgen zu einer
kombiniert werden kénnen.

Satz 1.1 (Pettis, 1938) Sei X separabel. Dann ist f: S — X genau dann Bochner-mefbar,
wenn fir alle F € X* die Funktion (F, f(.)): S — R Lebesqgue—mefSbar ist.

Beweis: =
Sei f Bochner-mefbar. Nach Definition gibt es dann eine Folge (f,) von Treppenfunktionen
so, daf

fa(s) = f(s) in X  fiir fast alle s € S.
Da die starke Konvergenz in X die schwache impliziert, folgt damit auch, daf fiir alle F' € X™ :
(F fn(s)) = (F\ f(s)).

(F, fn(s)): S — R ist eine Treppenfunktion mit Werten in R. Zusammen mit der obigen Kon-
vergenzaussage folgt dann

(F,f(s)): S— R ist Lebesgue-meRbar.

~:
Der Beweis dieser Richtung ist sehr technisch und kann in [12, S. 131] nachgelesen werden. g

Folgerung 1.1 Sei X separabel. Sei f: S — X, und sei (f,) eine Folge Bochner—mefbarer
Funktionen so, dafl

fn(s) = f(s) fiir fast alle s € S.

Dann ist f Bochner—mefsbar.
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Beweis: Nach Voraussetzung sind die f,, Bochner—-mefbar. Damit folgt aufgrund von Satz 1.1,
daf fiir alle F' € X* gilt: (F, f,(.)) ist Lebesgue-mefbar. Eine weitere Voraussetzung des Satzes
ist

fuls) = f(s),
was nach Definition der schwachen Konvergenz gerade heifst:
(F, fa()) > (F f())  VF € X*.

Daraus erhalten wir, daf auch der Grenzwert (F, f(.)) Lebesgue-mefbar ist. Nochmalige An-
wendung von Satz 1.1 liefert dann, dal f Bochner-mefbar ist. =

Satz 1.2 (Bochner, 1933) Eine Bochner-mefbare Funktion f: S — X ist genau dann Boch-
ner—integrierbar, wenn die Funktion ||f(.)||x: S — R Lebesgue—integrierbar ist.

Beweis: =:
Sei f Bochner—integrierbar. Insbesondere ist f also Bochner-mefsbar, d.h. es gibt eine Folge
(fn) von Treppenfunktionen, so daf

fn(l) = f(.) starkin X fiir fast alle s € S.
|| fn(:)||x ist Lebesgue-mefbar, und weil

12 Ollx = 1FOlx

ist auch ||f(.)||x Lebesgue-meRbar.
|| f]|x 18Rt sich abschéitzen durch

[fllx < [ fallx +11f = fallx-

Damit ergibt sich fiir das Integral die Abschétzung

/||f||X ds§/||fn0||x ds+/||f—fn0||x ds < oo wegen (1.2) .
S S S

Somit ist || f(.)|| Lebesgue-integrierbar.

~:
Sei f Bochner—mefbar, d.h. es existiert eine Folge (f,) von Treppenfunktionen mit

fa(l) = f(.) in X fiir fast alle s € S.
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Wir definieren

NS RGN
(o) { 0. 5@l > S

gn ist offensichtlich auch eine Treppenfunktion und erfiillt
gn — f fiir fast alle s € S.

Auferdem gilt:

lgn(s) = f(s)llx < llgn(s) = fa()llx + I fn(s) — f(s)llx,

woraus fiir n — oo folgt:
lim ||gn(s) — f(s)][x = 0.
n—0o0
Weiter 14t sich ||g,(s)|| abschdtzen durch
3 ,
lgn(s)|] < §||f|| fiir fast alle s.

Somit haben wir mit

lgn(s) = f(s)llx < llga(s)llx + [1F(s)llx < gllf(S)llx

eine Lebesgue-integrierbare Majorante fiir den zu betrachtenden Integanden gefunden. Nach
dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz folgt damit

n—oo

lim / lgn(s) — F($)llxds = 0,

d.h. f ist Bochner—integrierbar. o

Folgerung 1.2 Sei f: S — X Bochner—integrierbar. Dann gilt:

(1) ||gf(3) ds||x S!Hf(S)HX ds.

(2) Fir alle F € X* ist

(r. / Fls)ds) = / (F, (5))x ds.

S
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Beweis:

o], =] o

S

< hm /||fn )|x ds, endliche Summe.

< 1im ( / n(s) = F(5)lx ds + / 1) lx ds)
= [ WG lxds
S

nach der Definition des Bochner—Integrals.

2. f ist Bochner-mefbar, d.h. es gibt eine Folge (f,) von Treppenfunktionen mit:

fn—f fast iiberall.

Es gilt, da die starke Konvergenz die schwache impliziert:

(P, [ £ ds = tim (F. [ .(5)) ds

nach Definition des Bochner-Integrals.

= lim [ (F, f.(s))ds

n—00
S

da es sich um eine endliche Summe handelt; siehe unten!

= [(r s ds

S

Es gilt ndmlich
| fa ()l = 1l (s)]] fast iiberall |,

und, da || fa(s)|| < 2||f(s)|| und || f(s)|| Lebesgue-integrierbar ist, kann man mit Hilfe des
Satzes von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz zum Limes iibergehen.
Den zweiten Schritt wollen wir explizit nachrechnen:
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Nach Definition des Bochner—Integrals fiir Treppenfunktionen gilt:

-

(F, / Fa(s)ds) = (B, S m(By)z,)

Bemerkung:

e Fiir f € C(I, X) existiert das Bochner—Integral und es ergibt sich als Limes Riemannscher
Summen:

JEC dS—nlggtot” ),
I

wobei t" € [t7,17,,]. Wenn f stetig ist, ist f|; er.n, ) gleichmakig stetig fiir jedes kompakte
Intervall Deshalb gilt:

Z f itz tr,,] — S (8) fast iiberall,

d.h. Treppenfunktionen liegen dicht im Raum der stetigen Funktionen.

e Das Bochner—Integral ist analog zum Lebesgue—Integral definiert. Man kann deshalb einen
Grofteil der Resultate fiir Lebesgue-Integrale auf Bochner-Integrale iibertragen, wobei
die obigen Sitze, die einen Zusammenhang zwischen Bochner— und Lebesgue-Integral
herstellen, niitzlich sind. Wir wollen dies an einigen Beispielen skizzieren.

Definition 1.4 Wir bezeichnen mit
LP(S, X), 1<p<oo,

die Menge aller Bochner—mefbaren Funktionen, fir die

J 176 ds < oc.
S
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Die Menge aller Funktionen, fiir die
If(s)|lx <M fir fast alle s € S,

bezeichnen wir mit L>(S, X).

Satz 1.3 Die Menge LP(S,X),1 < p < oo, bildet einen Banachraum beziiglich der Norm

&=

| fllzr(s,x) = /Ilf (s)|[% ds

bzw.

| fllzoe(s,x) = eSSSUPHf(S)HX-

Beweis: Die Eigenschaften der Norm sind leicht nachzurechnen.
Wir wollen kurz auf die Vollstandigkeit der Raume LP(S, X) eingehen:
Sei (f,) eine Cauchy—Folge in L?(S, X), d.h.:

1o = el = / 1as) = fe(s) 1% ds — 0.

Da nach Satz 1.2 ||f.(s) — fe(s)||x € LP(S,R) ist, kann der Beweis ab hier z.B. nachgelesen
werden in [5, 2. Teil, S. 35]. 0

141l
p D

Satz 1.4 (Holder—Ungleichung) Sei f € L?(S, X), g € L¥ (S, X*),
Dann ist (f(s),g(s)) € L'(S), und es gilt

/ (), 9() x ds < 1 llngs 19w sxe

S

Beweis: Seien (f,), (g,) Folgen von Treppenfunktionen mit
fo—= fin X, g, —gin X".
Dann ist wegen

(fn(5),9n(s))x — (f(s),9(s))x
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(f(s),9(s))x Lebesgue—integrierbar, und es gilt

X * ds

/ (), 9(3))x ds < / 1 lxllg

S

< A lleres, 0 lgll o s, x)

nach der Holder-Ungleichung fiir Funktionen mit Werten in R. o

Satz 1.5 Sei X ein reflexiver Banachraum und 1 < p < co. Dann besitzt jedes f € (LP(S, X))*
genau eine Darstellung der Form

fu) = /(v(s),u(s)) ds fir alle w € LP(S, X),
wobei v € L (S, X*), zl) + p—l, =1.

Beweis: Der sehr technische Beweis verlduft analog zum Beweis im Falle von f: S — R und
liefert keine neuen Erkenntnisse, die iiber den Fall von reellwertigen Funktionen hinausgehen.
Nachlesen kann man den Beweis z.B. in [8, Kap. 4]. o

2 Differentiation von Funktionen mit Werten in Banach-
raumen

Definition 2.1 Seien X,Y Banachriume, f: X — Y und h € X, o € X gegeben. Fulls die
Abbildung ¢: R — Y, definiert durch

o(t) == f(zo + th),
int =0 differenzierbar ist, d.h.

/(0) = lim f(zo + th) — f(zo)

24
t—0 t

sagen wir, dafi f im Punkt xo eine Ableitung in Richtung h besitzt, die wir mit §f(xq,h)
bezeichnen. Falls § f (xo, h) fir alle h € X ezistiert und die Abbildung

Df(xo): X =Y :h— 6f(xo,h)

stetig und linear ist, sagen wir, daff f im Punkt v( Gateaux—differenzierbar ust.



2 DIFFERENTIATION VON FUNKTIONEN MIT WERTEN IN BANACHRAUMEN 42

Bemerkung:

e Die Definition 2.1 stimmt im Fall von X = R*, Y = R™ mit derjenigen von der Rich-
tungsableitung iiberein.
e Insbesondere gilt fiir f: R* — R:

0f(xo,€;) = gg{ (20)-

e Falls 0 f(zo, h) existiert, ist f stetig in Richtung h, d.h. PH& f(xo 4+ th) = f(z0).
—

e Indem wir die Bezeichnung 7(z) = of||z||) einfilhren, konnen wir die Definition der
Géateaux—Ableitung umschreiben. Wir definieren:

(@)

—0 fir z — 0.
||l

r(z) = o(|jz]l) &

Damit schreibt sich die Definition wie folgt:

f(zo +th) — f(zo) = ¢'(0)t + oft).

e Falls § f(zo, h) existiert und y € Y* ist, dann gilt:

%@,f(xo + th)) (y,0f (o, h)).

t=0

Satz 2.1 (Mittelwertsatz) Sei f: X = Y fir0<t <1 in f(xg+th) Giteaur—differenzier-
bar, und sei t — O f(xo + th, h) stetig. Dann gilt:

1

f(a:o-l-h)—f(xo):/5f(ac0+th,h)dt.

0

Beweis: Sei y € Y* h € X vorgegeben. Wir definieren die Funktionen g und A durch:
g(t) = f(zo +1th): [0,1] = Y,
h(t) = (y,9(t)): [0,1] = R.

Wenn wir diese beiden Funktionen nach ¢ ableiten, ergibt sich:

h(t) = (y,4'(t)),
g'(t) =0f(xo+th,h) mnach Definition der Gateaux—Ableitung.
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Fiir A gilt nach dem Mittelwertsatz in R:

h(1) — h(0) :/h'(t) dt.

Wenn wir nun die Definition von A hierfiir einsetzen, erhalten wir

(. 9(1) — 9(0)) = / (. g/ (1)) dt,

was nach Definition von g dasselbe ist wie:

. (@0 + 1) — f(z0)) = / (v, 5f (o + th, b)) dt

=y, | §f(xo+ th,h)dt)
/

nach Folgerung 1.2, Teil (2).

Da y € Y* beliebig war, die Aussage also fiir alle y € Y* gilt, folgt (aufgrund einer Folgerung
aus dem Satz von Hahn—-Banach, z.B. nachzulesen in [6, Teil B, S. 100])
1

F(xo+ h) — flao) = / 51(zo + th, h) dt,
0

also die Behauptung. o

Definition 2.2 Seien X und Y Banachriume, f: X — Y. Dann ist f Fréchet—differenzierbar
im Punkt o € X genau dann, wenn eine stetige lineare Abbildung A: X — 'Y existiert, so dafs

f(zo+h) — f(zo) = Ah+o(||h]]),  h—0.
Wenn diese Abbildung existiert, nennen wir sie Fréchet—Ableitung von f in x¢ und bezeichnen

sie mit A =: f'(zo).

Bemerkung:
f ist stetig differenzierbar im Punkt zg, falls die Abbildung = — f'(z) im Punkt z, stetig ist.

Satz 2.2 (1) f sei im Punkt xoy Fréchet-differenzierbar. Dann ist f in xy Gdteauz—differen-
zierbar.

(2) f sei Gateauz—differenzierbar in einer Umgebung U(xo), und Df(x) sei stetig in xo. Dann
wst f Fréchet—differenzierbar in xq.
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Beweis:

1. folgt sofort, wenn wir in der Definition der Fréchet—Ableitung h als th, h fest aber beliebig,
wahlen und dann ¢t — 0 gehen lassen.

2. Wir setzen

9(1) = f(xo + Th).

Dann ist
g (1) =06f(xg+ Th,h).
Nach dem Mittelwertsatz (Satz 2.1) ergibt sich dann

19(1) = g(0) = g'(0) ]| = [1f (w0 + h) — f(zo) — 6.f (w0, H)

1
- H /(5f(x0 + th, h) — 6f(z0, h) dtH
1O
< / 18F (20 + thy h) — 6f (o, h)]| dt
01
< / I(Df (2o + th) — Df (zo))hl| dt
0

1
< / IDf (o + th) — Df (zo)|| ||1]| dt
0

= o([|Rll) , da Df stetig in zg ist.

Also ist f im Punkt zy Fréchet—differenzierbar. o

Auch Ketten- und Produktregel gelten dhnlich wie im R".
Doch wir miissen uns zunéchst einmal fragen: Was ist ein Produkt?

Definition 2.3 Seien X,Y und W Banachriume. Fine Abbildung B: X XY — W nennen
wir Produkt, wenn B folgende Bedingungen erfillt:
(i) B ist bilinear, d.h. linear in beiden Komponenten:

Fiir alle xy € X gilt: B(xo,-): Y — W ist linear,
fir alle yo €Y gilt: B(-,y0): X — W ist linear.
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(ii) B ist stetig, d.h.

1Bz, y)llw < ellzllxllylly

fir alle x € X und alle y € Y mit einer Konstante c.

Satz 2.3 (Produkt—, Kettenregel) Seien X,Y, W, Z Banachriume.
1. Seien U C X,V CY offen, f € CY(U,Y), g C*(V,Z), f(U) C V.

Dann ist go f € CHU, Z), und es gilt:

(go f)(z) =g'(f(x)) o f'(x)-

2. Set U C X offen. Die Funktionen f: U — Y und g: U — Z seien in U Fréchet—
differenzierbar, B: Y x Z — W sei ein Produkt.
Dann ist h: © — B(f(z),g(z)): U - W Fréchet-differenzierbar, und es gilt

W(z)y = B(f'(z)y,9(z)) + B(f(2),¢'(x)y) VyeX.
Beweis:

1. Wir setzen y = f(x).
Nach Voraussetzung ist ¢ in f(z) Fréchet—differenzierbar, d.h. nach Definition:

gly+k)=g) + 9 Wk + |lkllr(k),

wobei 71 (k) — 0 konvergiert fiir & — 0.
Wir wéhlen

k= f(x+h)— fz) = f(z)h+ [hllr2(h),

wobei ro(h) — 0 fiir A — 0. Dies gilt aufgrund der Annahme, daf f in x Fréchet—
differenzierbar ist. Insgesamt erhalten wir dann

g(f(z+h)) =g(f(x)) +g'(f()f (x)h + [[h]lr(h),
wobei
|hllr(h) = g'(f(@)lIhllr2(R) + || f'(2)h + [[Bllra(h) || 71 (k)
< [I2lI(g'(f (@))r2(h) + |1 f'(2) + ra2(B)||r: (),

d.h. r(h) — 0 fiir h — 0.
Nach Definition der Fréchet—Ableitung haben wir nun das gewiinschte Resultat erhalten.
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2. Sei y € X. Dann gilt nach Voraussetzung:

fl@+h)=f(x)+ f'(x)y + lyllri(h),
gz +y) =g(x) + g @)y + |lyllrz(h).

Wir betrachten nun

h(z +y) — h(z) = B(f(z +y),9(z +y)) — B(f(z), 9(z))
nach Definition von h.
= B(f(z) + f'(2)y + yllri(y), 9(z) + ¢'(@)y + llylr2(2)) — B(f(=), g())
=BU@%¢@MI+EU@LgWDMU
= o(lIyl)
+ B(f'(2)y, 9(z)) + B(f'(2)y, g' @)y + llyllr(y))
= o(llyll)
+lyllB(r1(y), 9(z) + ¢'(2)y + lyllr2y))

-~

= o(|lyll)
wegen der Linearitdt von B in beiden Argumenten.

Beim Nachweis, daf die unterklammerten Terme fiir ||y|| — 0 verschwinden, wird an eini-
gen Stellen die Stetigkeit der Abbildung B benutzt, z.B. bei der folgenden Abschitzung:

IB(f' @)y, lyllr2 ) | < ellyll 11" @Iyl =)l =0 fiir [lyll — 0. 2

e Ableitungen hSherer Ordnung;:

fiD(f)cCX =Y
F:D(f) C X = L(X,Y)

Hohere Ableitungen erhalten wir analog zu dieser Definition, indem wir sie weiter iterieren,
z.B. ist f"” dann eine Abbildung

" D(f") € X = L(X, L(X,Y)).

Wir sehen schon, daf die Bildrdume der Ableitungen eine immer kompliziertere Struktur
annehmen.

e Notation:
Wir schreiben

(n). . : (n)
FOUX XX oo x X oY (@ by, ) = F™ (2, e, B

n—mal
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Wenn h; = h fiir allei =1, ... ,n ist, dann schreiben wir

™ (z)h™ == f®)(z, h,... ).

n—-mal

e Partielle Ableitungen: Seien X, Y und Z Banachrdume. Wir betrachten eine Funktion
auf X x Y:

[ X XY = Z:(x,y)— f(z,y).

Wenn wir yo € Y festhalten, ist F'(.) := f(.,40): X — Z eine Funktion in einer Variablen
zeX.
Die partielle Ableitung von f nach z ist dann analog zu den partiellen Ableitungen von
Funktionen im R" definiert:

of

%(ﬂfo,yo) = F'(x).

Analog kann man zy € X festhalten und mit Hilfe von G(.) := f(xy,.): Y — Z die
partielle Ableitung von f nach y definieren:

of

a—y(xo, Y%0) = G’ (yo)-

Satz 2.4 (Taylor) Sei U C X offen, f € C*(U,Y), x € U. Ferner existiere f™V)(x +1th) fiir
festes h € X und fir alle t € [0,1]. Dann gilt:

Flotth) = @)+ F@h+ .+ fO@R + Ry, B),

wobei || Ry i1 (z, h)|| < 51(1p)|| (nil)!f(nﬂ)(x + Th)h"+1||.
T7€(0,1

Beweis: Sei y* € Y*, g(t) = (y*, f(z + th)): [0,1] = R. Der Satz von Taylor in R liefert:

(' Fa+th) = (v f(2) + ['@)h+ ...+ % F™(@)h + 7" (@ + k) ),

(n+1)!

mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach folgt daraus die Behauptung. o
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2.1 Satz iiber implizite Funktionen

Unser Ziel ist es, eine Verallgemeinerung des Satzes iiber implizite Funktionen, den wir fiir
reellwertige Funktionen kennen, zu beweisen.

Sei F': X xY — Z.

Wir wollen die Gleichung F(z,y) = 0 in einer Umgebung U (g, yo) l6sen, wobei F'(xq,yo) = 0
gegeben ist, d.h. wir suchen eine Abbildung

y:z e y(z)
mit F(z,y(z)) = 0 und y(zo) = yo-
Der folgende Satz gibt Bedingungen an, unter denen eine solche Abbildung existiert.

Satz 2.5 (Satz iiber implizite Funktionen, Hildebrandt, Graves 1927) Seien X,Y

und Z Banachridume, U(xg,y0) € X XY offen. F: X XY — Z sei in U(xg,yo) definiert,

oF

und es sei F(xg,yo) = 0. Ferner existiere als Fréchet-Ableitung in U(xo,yo), und es sei

oy
%—Z(zo,yo): Y — Z bijektiv. Auferdem seien F und 66—1; in (zo,yo0) stetig.

Dann existieren ro,r > 0, so daf$ gilt:
Fiir alle v € X mit ||x — xo|| < ro existiert genau ein y(x) € Y mit

ly(z) — woll < 7 und F(z,y(z)) = 0.
Beweis: O.B.d.A. seien 2y = yy = 0. Wir setzen
oF
=—(0,0)y— F .
9(z,y) o (0,0)y — F(z,y)
Dann ist die Gleichung F(z,y(x)) = 0 dquivalent zu folgender Gleichung;:

y= (%—5(0, 0)) B 9(z,y) = Tpy.

g hat folgende Eigenschaften:
Seien ||z[[, [[yll, [[]| < 7.

dg _OF oF
Fiir den Punkt (0,0) gilt also:
99 0,0) = 0.
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Da F und ‘?9—1; stetig in (0, 0) sind, folgt mit der Taylor—Formel fiir n =0 und h = y — 2:

9g
lg(z,y) = g(@, 2| < sup |27 (.2 +7(y = 2))| lly = 2l
0<r<1 | 0Y
=o(1)ly —=|l, r— 0.
Da ¢(0,0) = 0 und g stetig in (0, 0) ist, gilt:

lg(z, Yl < llg(z,y) — g(z,0)[| + |lg(,0)|
= o(1)||y|| + o(1), r — 0.

Wir setzen

M:={yeY |yl <r}

Aus Obigem erhalten wir fiir alle y € M und alle x € B.(0) = {z € X, ||z||x <r}

Il < | (5 0.0)

K(o(1)lyll + o(1))

lg(z, )|
<
<r

falls 7o und r klein genug gewéhlt wurden. Deshalb bildet 7}, die Menge M in sich selbst ab,
d.h. es gilt fiir alle z € B,,(0):

Tpy: M — M.

Weiter gilt fiir T},:

=721 < | (5 0.0) 7] latew) - a2
< Ko(1)[y - 2|
1
<Ly,

wobei wir r eventuell noch kleiner als oben wihlen. Wir haben also gezeigt, daf 7, k—kontraktiv
ist. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gilt dann: Fiir alle x € X mit ||z|| < 7o gilt:

Alye Y mit ||y|| <r: y=Tu.
Dies ist dquivalent dazu, dak die Gleichung
F(z,y(z)) =0

eine eindeutige Losung y(z) € Y besitzt. 0
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Folgerung 2.1 Sei zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 2.5 F im Punkt (2o, yo) Fréchet—
differenzierbar. Dann ist y = y(z) in xoy Fréchet-differenzierbar, und es gilt:

OF L OF
I — —_ —_
Y (7o) = < By (20, yo)) or (o, Yo) -

Beweis: Nach Voraussetzung ist F' in (xg, yo) Fréchet—differenzierbar, d.h.
oF oF
F(z,y) = F(xo,%0) + %(1‘0, Yo)(x — o) + a—y(%, Y0) (Y — Yo)

+ o(llz = ol + lly = woll)-
Fiir y = y(z) ergibt sich wegen F'(z,yo) = 0 und F(z,y(x)) = 0:

oF oF

0= %(Io, Yo)(x — o) + a—y(xoa Y0) (y () — Yo)

+o(llz = zoll + lly — woll)-

Wenn wir diese Gleichung nach y(x) auflésen, erhalten wir

@) =y~ (o)) (Lt mite —20))

=90
+o([lz = ol + lly(z) — y(zo)l))-
Da y stetig in x ist, ist ||y(z) — y(x0)|| = o(||x — zo||). Damit kénnen wir zusammmenfassen:
ollz = zoll + lly (=) — y(zo)ll) = o(llz — zoll)

und erhalten insgesamt:

@) =ue) ~ (2tzow)) (G o)~ 0))
+ollz = zol).

Also ist y im Punkt xy Fréchet—differenzierbar, und es gilt nach Definition der Fréchet—Ableitung:
(2P (oF
v = oy or )

Wenn man die Gleichung

flay) =y

nach g auflost, heifit das, die Inverse von f zu bestimmen, also

9()="(y).

Unter welchen Bedingungen dies mdglich ist, zeigt
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Satz 2.6 (Satz iiber die inverse Funktion) Seien X und Y Banachriume, U(xy) C X eine
offene Umgebung von xo € X, f: U(xg) — Y. f' existiere in U(zy), f und f' seien im Punkt
xg stetig. f'(xo): X = Y sei ein Homdéomorphismus (bijektiv, stetig, Inverse stetig) auf einer
offenen Umgebung V (0).

Dann gilt: f ist ein lokaler Homdomorphismus einer Umgebung V(xq) auf eine Umgebung
W (f(zo)). Dariiber hinaus gilt: Wenn ||y — f(xo)|| hinreichend klein ist und y € W(f(zo)), so
konvergiert die Folge (x,) mit

Tn1 = Tn + (f'(20) ™ (v — f(zn))

gegen die eindeutige Losung von f(x) = y.

Beweis: Wir setzen yo := f(zo).
Zu y € Y suchen wir h € X mit

f(@o +h) = f(z0) =y — 0.
Diese Gleichung ist dquivalent zu

f'(xo)h + R(zo,h) =y — w0, (2.1)
wobei

R(zo,h) = f(zo + h) — f(zo) — f'(z0)h = o(||A])).
Wir definieren nun die Abbildung
A:B(0)C X — X,
Ah = (f'(w0)) " (y = yo — R(zo, b))
Wenn wir zeigen konnen, daf A einen Fixpunkt besitzt, d.h.
Jh mit Ah = h,

haben wir ein h der gesuchten Art gefunden. Die Fixpunktgleichung Ah = h ist ndmlich dqui-
valent zur Gleichung (2.1), was man sieht, wenn man f'(zy) darauf anwendet. Dies ist mdglich,
da f'(z¢) ein Homéomorphismus ist.

Wir wollen den Banachschen Fixpunktsatz benutzen und zeigen deshalb zunéchst die k-Kon-
traktivitdt von A:

Seien hq, hy € B.(0). Dann gilt:

fl(.fE()) (Ah,l — Ahg) = R(LL'(), h,l) - R(.’L'(), hg)
= f(mo + h1) — f(x0 + ho) = f'(z0)(h1 — ho)

nach Definition von R(zg, h).
1

=~ [ (oo +ho + (L= 7)) = Fe0)) (b = o) dr
0
nach dem Mittelwertsatz.
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Damit erhalten wir fiir |Ah; — Ahg|:

1Ay = Ahall < || (f'(x0) " Il 11 — hzll/llf (2o + i+ 7(ho — h) — ' (xo)|| dr

—0 fiir h1 yho—0

< k||h1 — ho||

mit einem k € (0, 1) fiir geniigend kleines ¢, da f’ stetig in z, ist. Also ist A k—kontraktiv.

Nun iiberpriifen wir, ob A die Kugel B.(0) in sich selbst abbildet:

AR < ||AR — AO]| + || A0]

< klIAll + 11 (f'(20)) ™" (y = o)
<e

— Y

falls ||y — yo|| klein genug ist.
Damit kénnen wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden; es gilt:

E”h() S B ( ) mit Aho h()
Dies ist dquivalent zu folgender Aussage:

dlhy € BE(O) mit f(x() + ho) =y

Also wissen wir, dak in einer Umgebung von g, die inverse Abbildung f=1: W(yy) — V(zo)

existiert.

Weiter konnen wir zeigen, daf diese Abbildung Lipschitz—stetig ist: Seien y,yo € Y mit zuge-

horigen Losungen hq, hy der Gleichung (2.1). Dann gilt:

[y = hal = || Ay, b1 — Ay, o]
< ||Ay1h1 - AythH + ||Ay1h2 - AythH
nach der Dreiecksungleichung.

< kllhe = hall + [ (F(20)) ™" (91 — 9o — R(x, ha) — y2 + o + R(z, h2))|
wegen der k-Kontraktivitdt von A, und nach Definition von A,,.

< kllhy = hall + 1| (F(20)) ™" (51 — w)I-

Auflésen nach ||k — hol| ergibt:

-1
1 = hall < 3= 1 (F' (o)) Il llyr — gell-
Damit haben wir gezeigt, dal f~! Lipschitz—stetig ist, denn:

1f (1) = F )l < Kllyr — -
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Aus dem Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes folgt die Iterationsvorschrift
hn—|—1 = Ahm
ho = 0,
und deren Konvergenz gegen den eindeutigen Fixpunkt von A.
Also konvergiert auch die Folge
Tpg1 = To + Mnga
=Ty + Ahn
=20 + (f'(0)) ™ (y — f(z0) — R(z0, hn))
= o+ (f'(0)) " (v — f(=0) — (f(&o+ D) — f(x0) — f'(w0)hn))
=20+ ha + (f'(20)) " (¥ — f(@o + b))
= 2o+ (F(20)) " (y — f(zn))

gegen die eindeutige Losung von f(z) = y. O

Folgerung 2.2 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.6 gilt: f~1 ist Fréchet—differenzierbar,
und es st

(F7 (o) = (f'(m0)) ™"

Beweis: Sei f(z¢) = yo, f(zo + h) = yo + w. Dann gilt:

f_l(yo +w) — f_l(yo) - (f’(ﬂUo))_1 w
=x0+h—x0— f(20)  w
=h— f'(z0) " (f(zo + h) — f(x0))

N J/
-~

= —f'(z0) " (f(zo + k) — f(z0) — f'(z0)h)
= o([|Al]),
da f an der Stelle xy Fréchet—differenzierbar ist.
= o({|lwl]),
denn
1 1 1

= < ,

[wll Nlf (zo + R) = f(=o)ll — cllAll
wobei ¢ die Lipschitz—Konstante von f~!(zy) ist. Damit steht die Definition der Fréchet—
Ableitung von f~! an der Stelle yo da, und die Behauptung ist bewiesen. o
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Teil C
Die Theorie monotoner Operatoren

Die Theorie monotoner Operatoren verallgemeinert folgendes elementare Resultat:

Gegeben sei die reelle Gleichung
F(u) = b, u€R, (0.1)

wobei F folgende Bedingungen erfiille:

(a) F: R — R ist monoton wachsend.
(b) F ist stetig.

(¢) F(u) = +oo falls u — +oc.

Dann gilt
VoeR JueR Loésung von (0.1).

Falls F' strikt monoton ist, so ist die Losung u eindeutig bestimmt. Dieser klassische Existenzsatz
folgt aus dem Mittelwertsatz fiir stetige Funktionen.

Dieses Resultat soll nun auf Gleichungen der Form
Au = b, v € X mit X reflexiver Banachraum, (0.2)

verallgemeinert werden.

Die gesamte Theorie monotoner Operatoren basiert auf ein paar Tricks, die jetzt kurz veran-
schaulicht werden. Da man sich bei dieser Theorie leicht in technischen Details verlieren kann,
stellen wir zunédchst die Hauptprinzipien vor, bevor wir auf Details eingehen.
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Angenommen

(a) der Operator A: X — X* ist monoton auf dem separablen reflexiblen Banachraum X,
d.h.

(Au— Av,u —v)x >0, Yu,v € X,

(b) A ist hemistetig, d.h. die Abbildung
t— (Au —tv),w)x
ist stetig in [0, 1], fiir alle u,v,w € X,

(c) A ist koerziv, d.h.

(Au,u)x

1m ,
lJullx =00 ||u]| x

dann gilt der Hauptsatz iiber monotone Operatoren, der besagt: A ist surjektiv, d.h.

Vb e X* 3 Losung u von (0.2).

Der Beweis besteht aus folgenden Hauptschritten:

1. Galerkin—Approximation: X ist separabel. Daher gibt es eine Basis (w;)$2; von X, d.h.

X, =span{wy,... ,w,},

X:er
n=1

Wir approximieren (0.2) durch Probleme in X,,, dim X,, < co. Auf diese Probleme ist der
Satz von Brouwer anwendbar, der die Existenz einer Losung u, fiir jedes dieser Probleme
sichert.

2. A priori Schranken: Wir zeigen, dak die Folge (u,) beschrinkt ist.
Dies zeigen wir mit folgendem Argument:
Wenn A : X — X* koerziv ist, dann existiert ein R > 0 mit

(Au,uyx > (14 2|b||x)||ullx Vu: ||lul|lx > R >0
= (Au,u)x — (bu)x = (14 2bllx)llullx — 1]l x-[Jullx
= (Au,u)x = (bu)x = (14 [[bllx-)[[ullx
> (1+[pl[x)R V||ul|x > R.
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Falls Au = b, dann gilt 0 > (1+]|b|
Dabher |ju|| < R, falls Au = b.

x<)R >0 V||u|]|x > R. Dies ist aber ein Widerspruch.

3. Schwache Konvergenz: Wir zeigen, daf eine Teilfolge (u,,) existiert mit w,, — wu fiir
n — oc.
Da X ein reflexiver Banachraum ist, d.h. X = X**, folgt dies aus dem Satz von Eberlein—
Smuljan, Variante Frehse (|6, Teil B, Satz 2.1, S. 77]), der postuliert

(un,) beschrinkt = I(up, ) : Up, — u.

4. Das so gefundene u ist eine Losung von Au = b. Diese Aussage beweisen wir mithilfe des
folgenden Minty—Tricks.

Lemma 0.1 (Minty) X sei ein reflexiver, reeller Banachraum. A : X — X* sei hemistetig
und monoton. Dann gilt

1) Falls A mazimal monoton ist, d.h. seien u € X, b € X* gegeben, so daf
(b— Av,u—v) >0 Vo € X,
dann folgt Au = b.

2) A geniigt der Bedingung (M), d.h. aus

U, — U m X fiir n — oo,
Au, — b m X* fiir n — oo,
(Atn, un) — (b, u) fiir n — oo,

folgt Au = b.
3) Aus entweder
U, ~uin X, Au, —bin X" firn— oo
oder
Up > uin X, Au, —bin X" firn— oo

folgt Au = b.
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Beweis:

1) Seien w,u € X gegeben. Wir setzen v = u — tw, t € R". Dann impliziert

(b— Av,u —v) >0, dak

(b— A(u — tw),w) > 0.
Da A hemistetig ist, folgt im Grenziibergang ¢ — 0, daf
(b — Au,w) >0 Yw € X.

Wir ersetzen w durch —w und erhalten die umgekehrte Ungleichung.
Insgesamt gilt also (b — Au,w) = 0 fiir alle w € X, d.h. b = Au.

2) Da A monoton ist, folgt fiir alle v € X, n € N
0 < (Au, — Av,up — v) = (Aty, upn) — (Av, uy) — (Au, — Av,v) .
Durch Grenziibergang n — oo ergibt sich nach Voraussetzung

0 < (b,u) — (Av,u) — (b — Av,v)
= (b — Av,u —v) Vv e X,

d.h. A ist maximal monoton. Aus (1) folgt daher Au = b.
3) Dies folgt wie in 2), wenn eine Aussage der Art

U, ~uin X, f, = fin X* fiir n = 0o = (fn, un) — (f,u)

gelten wiirde. Denn dann erhalten wir (Auy,,u,) — (b,u). Das folgende Lemma liefert
aber die bendtigte Aussage. o

Lemma 0.2 (Konvergenzprinzipien) Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann gilt:

(1) Wenn x,, — x, dann gbit es ein c, so dafs a||z,||x < c.
(2) Wenn

T, — ximX  fiirn— oo,
fn = fm X firn— oo,

dann folgt
<fna$n>X - <fa x>X
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(8) Die Folge (x,,) sei beschrinkt. Wenn alle konvergenten Teilfolgen von (z,,) gegen denselben
Grenzwert x© schwach konvergieren, dann konvergiert die gesamte Folge (x,) schwach
gegen x.

Bewelis:

(1) Konsequenz aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschrinktheit (|6, Teil B, Satz 3.1,
S. 83)).
({f,Zn))nen ist ¥V f € X* beschriankt, da (f,z,) — (f,z) € R, d.h. sup [{f, z,)| < ¢(f)-

Da X reflexiv ist, kann jedes z,, € X mit einem linearen Operator idnentiﬁziert werden,
der von X* nach R abbildet. Aus sup |(f,z,)| < c(f) folgt, dak die Folge der linearen

Operatoren z,, punktweise beschrankt ist. Das Prinzip der gleichméfigen Beschranktheit
liefert daher sup ||z,|| < c.

(2) Es gilt

[{Frs 2n) = (f, ) < [{fns @0} = {F> @) + [(fs 20 — )
= [{fo = frzn)| + {f, 20 — 2}
< @l 1l fa = Il + [{f; 20 = )]

Nun ist ||z,|| < ¢ nach (1), ||f, — f|| = 0 fiir n — oo nach Voraussetzung und
|{f,z, — x)| — 0 nach Voraussetzung. Demzufolge gilt |{f,, z,) — (f,z)| — 0 fiir n — oo.

(3) Beweis durch Widerspruch. Annahme: z,, konvergiert nicht schwach gegen z. Dann
Af € X*, 3e >0, 3z, : [{f,zn,) — (fx)| > VkeN

Aber nach Voraussetzung ist die Teilfolge (z,,) beschrankt, da (z,,) C (x,). Daher gibt
es eine Teilfolge (x,,,), die konvergiert (vgl. [6, Teil B, Satz 2.1, S. 78]) und zwar nach
Voraussetzung gegen x. Dies ist ein Widerspruch. Also gilt die Behauptung. o

Bemerkung:
Die Aussage von Lemma 0.2 (2) gilt auch umgekehrt:
Wenn

Tp, — xin X fiir n — oo,
fn — fin X* fiir n — oo,

dann folgt
<fnawn>X — <f’ $>X .

Der Beweis funktioniert analog zum Beweis von Lemma 0.2 (2).
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1 Monotone Operatoren

1.1 Der Satz von Browder und Minty

Definition 1.1 Sei X ein reeller reflexiver Banachraum und sei

A X = X* (1.1)
ein Operator. Dann heifit A
U ) ilt: - y W X = V.

(1) monoton < fiir alle u,v € X gilt (Au — Av,u —v)x >0

(2) strikt monoton < fiir alle u,v € X, u # v gilt: (Au — Av,u —v)x > 0.

(3) stark monoton < fiir alle u,v € X gilt: (Au — Av,u —v) > c|lu — v||%x.

(4) koerziv < lim 4w — o

lullx—o0 [l

Bemerkung:

(1) A stark monoton = strikt monoton = monoton.

(2) A stark monoton = koerziv, denn:

(Au,u) = (Au — A(0),u) + (A(0), u)
> cflul% —[|A(0)|

X U”X

Die letzte Abschéitzung folgt aus der starken Monotonie und der Cauchy—Schwarzschen—
Ungleichung. Also

(Au, u)

[[ullx

> cllullx — | A(0)]

X+ — 00 fiir ||u||x — oo.

(3) Beispiel: Gegeben sei eine Funktion f : R — R. Wir betrachten also f als Operator von
X nach X* mit X =R = X*. In R gilt

(f(u) = f(v),u—v) = (f(u) = f(v))(u—v).
Das bedeutet

— f: X — X* (strikt) monoton < f : R — R. (strikt) monoton.

— f koerziv < lim f(u) = £o0.
u—>+o0
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(4) Gegeben sei die Funktion f: R — R

lulP~2u u#0

f(“):{o u=0.

Fiir f gelten folgende Aussagen:

(i) Fiir p > 1 ist f strikt monoton.
(i) Fiir p =2 ist f stark monoton.

(iii) Fiir p > 2 gilt
(flu) = f(v),u—v) > clu—nf.
Beweis:
a) Fiir alle p € (1,00) ist zu zeigen, daf
(flu)— f(v),u—v) >0 Yu#veR

Es gilt

d
%f(v—i-s(u—v)) ds

f'(v+s(u—v))(u—v)ds.

O\H O\H

1

= () = fu=) = ([ P+ stu=v)(u=v) dsu=0)

0

— (u—q))Q/f’(qH—s(u—v)) ds.

Wenn wir nun f(u) = |u|P~2u einsetzen, berechnen wir zunichst
f(u) = (p = 2)[ul"~ v + [ul"™ = (p — Duf~

und erhalten damit fiir p > 1

CFu) = F(0),u—v) = (p— 1)(u — v)? / o+ s(u— v)P2 dz > 0,

da [v — s(u —v)[P~2 > 0 fast iiberall.
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b) Wir betrachten nun den Fall p > 2.
O.B.d.A. sei |u| < |v|. Dann gilt |u —v| < 2Jv|.

= v+su—v)| = o] - slu—d
> v = sfu— vl
> 1|u—v|—s|u—v|:<l—s)|u—v|.
-2 2

Mit Hilfe der Rechnung aus a) folgt

(Flw) = f@)u—v) > (p—1)u—v)? / ((5-9) \u—v\)” ds
— Ju—oP(p 0/(——5) ds.

Dies ist Behauptung (iii) fiir p > 2.

3
Im Fall p = 2 setzen wir C(p ) [(:- ) = £ > 0 und erhalten damit
0

(f(u) = f(v),u—v) > Clu—v].

(Vgl. Ubungsaufgabe 3, Ubungsblatt 5.) O

Definition 1.2 X sei ein reeller, reflexiver Banachraum, A: X — X*. Dann heifit A:

(1) demistetig <

U, > ufirn —o00 = Au, = Au in X" fiir n — oo.

(2) hemistetig < Die Funktion
t — (A(u + tv), w)
ist stetig in [0,1] fir alle u,v,w € X.
(3) stark stetig <

U, —~uin X firn—oo = Au, — Auin X~ firn — co.
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(4) beschrinkt < A bildet beschrinkte Mengen in X in beschrinkte Mengen in X* ab.

Zuerst untersuchen wir Eigenschaften von stark stetigen, demistetigen und monotonen Opera-
toren.

Lemma 1.1 Sei X ein reflexiver Banachraum und A : X — X* ein Operator. Dann gilt:

(1) A ist stark stetig. = A ist kompakt.
(2) A ist demistetig. = A ist lokal beschrinkt.
(8) A ist monoton. = A ist lokal beschrankt.

(4) A ist monoton und hemistetig. = A ist demistetig.

Bewelis:

(1) Wir wollen zeigen, daf A kompakt ist, also daf A beschrinkte Mengen auf relativ kom-
pakte Mengen abbildet.
Sei dazu (u,) eine beschrinkte Folge in X. Zu zeigen: Es gibt eine Teilfolge (u,,) von
(un), so dabk Au,, — w.
Nun ist aber (u,) beschréinkt und X ein reflexiver Banachraum. Daher gilt:

Fup, 1 Uy, — U

Die starke Stetigkeit von A liefert jetzt die gewiinschte Eigenschaft Au,, — Au.

(2) Beweis durch Widerspruch:
Annahme: A ist nicht lokal beschrinkt, d.h. es gibt ein u € X und eine Folge (u,) in X
mit u, — u fiir n — oo, so daf || Au,|
Da A demistetig ist, folgt Au,, — Au. Demzufolge ist (Au,) beschrinkt nach Lemma 0.2..
Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme. Also ist A lokal beschréinkt.

x+ — 0o fiir n — oo.

(3) Beweis durch Widerspruch:
Annahme: A ist nicht lokal beschrinkt, dann

Ju € X, Juy : up — u und ||Auy||x+ — oo fiir n — oc.

O.E.d.A. u = 0. Wir setzen

an = (1 + || Auy| Un||x) 7"

X*
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Die Monotonie von A liefert

(Au, — A(Fv),u, — (£v)) > 0 WoeX
& 2, (AUn,v) < an((Atn, un) — (A(E0), un F v))
< an (|l Aun]lx-[[uallx + [[AEV)]|x- |un F v]lx)
nach der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung
< an ([l Aunllx-llunllx + (A Lx- [[unllx + [1AED)[|x- 0]l x)
< 1+c),
nach Definiton der a,, und da
up, =0 = Tng: VYn>mng:  u| <1,

und ||A(v)|
Die Abschitzung impliziert

x*, ||v]|x sind Konstanten.

sup [{a,Au,,v)| < c(v) <o Vv e X.

Wir setzen B,, = a,Au, € X, d.h. die B, sind lineare und stetige Abbildungen von X
nach R, die nach obiger Rechnung punktweise beschrinkt sind.
Daher ist das Prinzip der gleichméfigen Beschranktheit anwendbar, demzufolge gilt

sup ||an Aug || x- < c.
n

x+. Dann

Wir bezeichnen mit b, = || Auy,|

b < == c(ltbllual) & bl clua) <c.

mn

Durch Grenziibergang n — oo folgt wegen ||u,|| — 0 fiir n — oo
bp < c+1,

d.h. die Folge (b,) ist beschriankt im Widerspruch zur Annahme || Au,|| — oo fiir n — oo.
Also gilt die Behauptung.

Sei (uy,) eine Folge mit u, — u fiir n — co. Da A monoton ist, ist (Au,) nach 3) lokal
beschrankt. Wegen der Reflexivitat von X gibt es uy,:

Au,, — b
Lemmg;).Z (2) <Aunk, unk) N <b, U>
Lemmi;).l (3) Au = b.
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Alle konvergenten Teilfolgen von (Au,) konvergieren gegen Au, denn sonst gibt es eine
Lemma 0.1 (2

Teilfolge Au,, — c#b 2013 py = ¢, aber Au = b nach obiger Rechung.

Lemmgé).? (3) Aun b= Au
Dies ist aber gerade die Definition von Demistetigkeit. o

Satz 1.1 (Browder, Minty 1963) Sei X ein separabler, reflexiver Banachraum mit einer
Basis {w;}32,. Ferner sei A: X — X* ein monotoner, koerziver und hemistetiger Operator.

Dann gilt:

(1) Fir alle b € X* existiert eine Losung u € X von

Au=»>. (1.2)

Die Losungsmenge ist abgeschlossen, beschrankt und konvex.

(2) Falls A strikt monoton ist, ist die Losung von (1.2) eindeutig.

Bewelis:

1) Galerkin—Verfahren: Wir setzen

X, =span{wy, ... ,w,}

und suchen eine approximative Losung u,, der Form

n
w =3 G
k=1
die das Gleichungssystem

ar((c})) = gk(un) = (Au, — by wg) =0, k=1,...,n, (1.3)

16sen.

a) Losbarkeit von (1.3):

(1.3) ist ein nichtlineares System von Gleichungen beziiglich der Zahlen (c})}_,. Nach
Lemma 1.1 (4) ist A demistetig, da A monoton und hemistetig ist. Daher ist die Abbildung
(c}) — gr(c}) stetig. Es gilt

ng(cZ)cZ = (Auy, uy) — (b, uy).
k=1
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Da A koerziv ist, d.h.{2%% — o0, gibt es ein R, so da fiir alle ||u/| > R:

ullx
(Au,u) = (1 +2][bl|x-)fJull x
> (1+2]pllx-)l[unllx >0 Vunllx =R (%)
= > ok(c)er = (L 200llx) luallx — l1ollx-llunllx
k=1
= (L4 bllx)lunllx >0 Vlua|x = R.

Nach der Folgerung 2.2, Teil A, aus dem Satz von Brouwer gibt es also eine Losung u,
von (1.3) mit ||u,||x < R.

b) A priori-Schranke
Zu zeigen: Fiir alle n gilt: ||u,||x < R, wobei u,, eine Losung von (1.3) ist.
Beweis durch Widerspruch:
Annahme: Ing : ||ug,||x > R, aber u,, Losung von (1.3), d.h. gx(u,,) = 0. Daher haben
wir

0= <Aun07uno> - <b, uno) > (1 + ||b|

X+ ) |[tinel| x >0

nach derselben Rechnung wie in a). Dies ist aber ein Widerspruch. Also gilt die Annahme
nicht.

c¢) Beschrianktheit von (Au,,)
Da A monoton ist, folgt aus Lemma 1.1(3), daf A lokal beschrinkt ist, d.h.

dr,0 > 0: vlx <r = |Av|

x+= < 0.
Die Monotonie von A impliziert weiterhin, daf

(Au, — Av,u,, — v) > 0.
up, 105t (1.3), d.h. (Aug, u,) = (b, up).

= [(Aun, un)| < |0]

un|| < 11|

X*R Vn.

X*

Die Definition der Norm von Aw,, in X* liefert zusammen mit der obigen Abschitzung:

[ A

1
x+ = sup —|[{(Aup,v)]
vex T
llollx=r
1
< sup —[{Av,v) + (Aup, u,) — (Av, u,)| wegen der Monotonie von A
X T

l[ollx=r

1
< ;((57“4— |1b]|x<R + 0R) < 0.

Also ist (Au,) beschréinkt.
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d)

Konvergenz des Galerkin—Verfahrens
X ist reflexiv und die Folge (u,,) beschrinkt, wie in b) gezeigt. Daher gibt es eine Teilfolge
(Un,, ) mit

Up, — U in X.

Uy, ist eine Losung von (1.3), d.h.
(Aup,,w)) = (b, w) Vi=1,...,n.

= lim (Au,, w) = (b,w) Yw € UXZ‘

e =1
Denn fiir alle w € |J X,,, gibt es ein ny mit w € X,,,. Also haben wir
(Aup, w) = (b, w), Vn > ny.
(Auy,) ist beschrankt in X* nach c¢). Daher gibt es eine Teilfolge (Au,, ) mit
Au,, — ¢ in X*.

Aber ¢ = b, denn sonst wiirde fiir w € | J X,, einerseits gelten (Au,,w) — (b, w) nach dem
oben Gezeigtem; und andererseits (Au,, w) — (¢, w) nach der Definition der schwachen
Konvergenz.

Dies bedeutet, fiir alle w € |J X, gilt (¢ — b,w) = 0. Da |J X, dicht in X liegt, gibt es zu
v € X eine Folge (vg) in |J X, mit vy — v. Somit gilt

(b—c,v)=lim{(b—c,u) =0 YveX,

k—o0

d.h. b = c. Insgesamt daher
Au, = b in X*.

Da u,, eine Losung von (1.3) ist, gilt (Au,,u,) = (b, u,). Die Definition der schwachen
Konvergenz impliziert nun

lim (Auy,, u,) = lim (b, u,) = (b, u).

n—0Q n—00

Die Voraussetzungen des Minty—Trickes, Lemma 0.1 (2), sind demnach erfiillt, und wir
erhalten Au = b, d.h. u ist Losung der urspriinglichen Operatorgleichung.

Wir setzen S = {u € X, Au = b} fiir gegebenes b € X.
Dann hat S folgende Eigenschaften:

— S # 0 nach a) - d).
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— S ist beschrankt.
Dies folgt aus der Koerzivitit von A:
Annahme: S ist nicht beschrinkt. Dann gibt es ein u € S : ||u|| > R > 0. Also

0= (Au, u) — (b,u) > (L + [|b]])[|u]l > 0

nach derselben Rechnung wie in b). Dies ist aber ein Widerspruch, und wir haben
gezeigt, dab [|ul|x < R.

— S ist konvex.
Zum Beweis seien uy, ug € S, d. h. Au; =bfiiri =1, 2.
Fiir w = tu; + (1 — t)ug und 0 < ¢t < 1 gilt

(b—Av,w—v) =(b— Av,tu; + (1 — t)ug — (t+ 1 — t)v)

= (b — Av,tu; — tv) + (b — Av, (1 — t)(uy — v))
= t{Au; — Av,u; — v) + (1 — t)(Aus — Av,us — v)
>0 Yve X

wegen der Monotonie von A.
Anwendung von Lemma 0.1 (1) liefert Au = b, d.h. u € S. Also ist S konvex.

— S ist abgeschlossen.
Denn wenn gilt

Av, =b Vn und v, — u fir n — oo,

dann

(b— Av,u—v) = lim (b — Av,v, — v)

n—oo

= lim (Av, — Av,v, —v) >0

n—oo
wegen der Monotonie von A.
Aus Lemma 0.1 (1) folgt Au = b, also u € S.

2) A sei strikt monoton.
Annahme: Es gibt zwei Losungen u # v von (1.2), d.h. Au = b= Av.
Dann impliziert die strikte Monotonie von A einerseits (Au — Av,u — v) > 0. Aber
andererseits gilt

0 < (Au— Av,u —v) =(b—b,u—v) =0.

Dies ist ein Widerspruch. Also kann die Gleichung hochstens eine Losung haben. o
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1.2 Der Nemyckii-Operator

Um Satz 1.1 auf Differentialgleichungen anwenden zu kénnen, benétigen wir die Eigenschaften,
des sogenannten Nemyckii—Operators

(Fu)(z) == f(z,u(z)), (1.4)

wobei u = (uy,...,uy,), u: G CRY — R".

Wir nehmen an:

(1) Carathéodory-Bedingung: f: G x R* - R, G C R mit

x + f(x,n) ist mefbar auf G fiir alle € RY,
n— f(x,n) ist stetig auf R" fiir fast alle z € G.

(2) Wachstumsbedingung:

[f(z,m)| < la(z \+bZIU [Pi/a.
Hierbei ist b > 0 eine feste Zahl, a € LY(G), 1 <p;,g<oo,i=1,...n
Lemma 1.2 Unter den obigen Annahmen an f, ist der in (1.4) definierte Nemyckii—Operator
F: HLPz — LYG)
stetig und beschrinkt durch

1Fullze < e(llallee + 3 lull3) (15)

=1

fir alle v € [[I—, LP(G).
Beweis: Wir betrachten nur den Fall n = 1, u = uy, p = p;. Der allgemeine Fall folgt analog.

a) Mekbarkeit von Fu:
Da u € LP(@), ist die Funktion z — u(z) mefbar auf G. Also gibt es eine Folge (u,) von
Treppenfunktionen mit

Uy — U fast tiberall in G.
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Daher gilt fiir fast alle x € G

(Fu)(z) = f(z,u(x)) = lim f(z,u,(z)),

n—oo

da f nach Annahme (1) stetig in 7 ist. Die Definition von Treppenfunktionen impliziert

flaun(@) = £(3 cxe (@)

N

= > f(z¢)xc ()
j=1
mit ¢o = 0 und Gy = G\ JX, G;. Somit ist f (2, u,(z)) mekbar, da f(z, ¢;) meRbar ist, und
die xg, als charakteristische Funktionen mekbar sind. Weiterhin ist der Limes mekbarer
Funktionen mefbar und demnach auch Fu.

b) Beschrianktheit von F:
Es gilt

IFullbey = [IFw@)rd

- [Ueu@rd

G
Annahme (2)

< 0@+ bluta) oy ds

G

< o[ la@P+ V@ do = (el + lulfe)
G

denn folgende Ungleichung gilt fiir 1 <r < o0, &,... ,év € R

(Z&-) <C) & (1.6)

=1

(Aquivalenz von Normen im R").
Also ist F' beschriankt, denn ||al|z« und ||ul|z» sind < co nach den Voraussetzungen an a
und wu.

c) Stetigkeit von F': [P — L
Sei (u,) eine Folge mit u, — v in LP(G) fiir n — oo. Demzufolge gibt es eine Teilfolge
(tn,, ) mit u,, — u fast iberall in G. (Das ist ein klassisches Resultat, siehe z.B. [2, Lemma
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A 1.10, S. 52].) Es gilt

(1.6)

|f (@, uny () = [z, u(z))| < Clf (&, un, ()" + | f (@, u(z)) |
Bedingung (2)
< Cla@) | + b un, (2) " + [ f (2, u(=))|*
=: b, ().
Nach Integration iiber G folgt
||Funk - Fu“qu(G) < C/h”k dz.

G

Auf der rechten Seite der Ungleichung steht als Integrand eine Folge von Funktion A,
aus L'(Q) mit

hn, () — h(z)
/hnk(x) dr — /h(x) dz,

G

fast iiberall in G,

da u, — v in LP(G), also ||up||re — ||u||re. Aukerdem gilt (Fuy,,)(z) — (Fu)(z) fir fast
alle z € G, da f stetig ist (Bedingung (1)). Daher ist der verallgemeinerte Satz von der
dominanten Konvergenz anwendbar (siehe unten), demzufolge

| Fun, — Ful|%, — 0.

Lemma 0.2 (3) liefert nun Fu, — Fu in L(G), da die Teilfolge beliebig gewihlt war. o

Satz (Verallgemeinerung des Satzes von der dominanten Konvergenz) f, und h, seien
Folgen aus L'(RY), die punktweise gegen f bzw. h, ebenfalls aus L*(RY), konvergieren, d.h.

fo— f und hy, — h  fast dberall .

Weiterhin gelte |f,| < hy, und

/hndx%/hdx fiir n — oc.
RN RN

Dann folgt

/|fn—f\da:—>0 fiir n — oo.
RN

Beweis: siehe z.B. [15, Appendix (19a), S. 1015] (Vgl. Ubungsaufgabe 1, Ubungsblatt 7) o
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1.3 Quasilineare elliptische Gleichungen

Als Anwendung des Satzes von Browder und Minty und des Nemyckii—-Operators betrachten
wir das Randwertproblem fiir folgende quasilineare elliptische Gleichung

div(|VulP~>Vu) + su = f auf

(1.7)
u=0 auf 09).

Dabeisei 1 < p < 0o, Q ein beschriinktes Gebiet im R” mit dQ € C" und s > 0. X sei W, ().
Fiir die weiteren Rechnung ist es wichtig zu bemerken, daf die ,normale* Norm auf WO1 P(Q),

d.h.
lulhgo = [ 10+ 1vu) ",

auf W, (Q) squivalent ist zur Norm ||Vu||.», wenn ©Q beschrinkt ist (Beweis siehe z.B.
[1, Theorem 6.28, S. 159]).

Bemerkung:

Wir sagen 090 € C*, wenn es zu jedem Punkt z° € 0 ein r > 0 und eine C*-Funktion
v: R*"! — R gibt, so dak (nach Umbennenung und Reorientierung der Koordinatenachsen,
falls notig) gilt

QN B (2°) = {x € B.(2%) : 2, > y(@1,...,701)},

d.h. 99 148t sich lokal durch den Graphen einer C*-Funktion darstellen.

Problem (1.7) lautet in der schwachen Formulierung:

Fiir gegebenes f € (LP(2))* suchen wir u € X, so daf

/\Vu|p2Vqu0+suapdx = /f(pdx, Vo € X.
Q Q

Definiere einen Operator durch

(Au, p) = / \VuP2VuVp + sup dr, Vu,peX,
Q

und eine Abbildung duch
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Hierbei steht (.,.) fiir das Dualitdtsprodukt.

Behauptung 1: Fiir p >

2n

15 ist die schwache Formulierung von (1.7) dquivalent zur Opera-

torgleichung

Au = b, (1.8)

wobei A und b wie oben definiert seien. Auferdem gilt A: W,*(Q) — (W, ?(Q))*,
be (Wy"(Q)".

Beweis: (Im Folgenden ist mit X immer W, *(Q) gemeint.)

1.

Wir iiberpriifen A : X — X*.
Es gilt

(Au, )| < / Va2 VuVe + sup| de

Q

< /|Vu|p_1|Vg0|dx+/s|ug0|dx

zQ/Vup’(pl) dx)pl,SEQ/Wgopdx); +s[(ﬂ/|u|2dx)5(9/|¢|2 dxﬂ.

Die letze Ungleichung folgt aus der Holderungleichung, einmal mit p = p’ = 2 und zum

anderen mit p’ = 1%. Wir setzen p’ in die rechte Seite ein, dann vereinfacht sich die

IN

Ungleichung zu
[(Au, )| < IVullz, IVellze + sllullzzllollze.

Fiir 1 < p < n gilt X = W(Q) — LP' () mit p’ < »>. Insbesondere gilt X — L*(Q),
falls 2 < & < p > 20 Falls p = n ist, verwenden wir X = Wh*(Q) — L(Q) fiir alle
q < oo. Fiir p > n benutzen wir X = W?(Q) — C**(Q) mit o = 1 — 7. Also erhalten
wir auch fiir n > p, daf X < L2, d.h.

2n
n+2

[ull> < Chljullx < Cof|Vullr Vue X, p=
Insgesamt ergibt sich daher

(Au, o) < IVully, IVl + sllullzzllellze
< C(IVullz' + s Vullz,)IIVellz, -

Aus der Definition der dualen Norm folgt
[ Au]

x- = sup [(Au, )|
weEX
lellx <1

C(IVully," + sl Vullzs),

und somit ist Au € X* sowie A: X — X*, sofern p > 2.

IN
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2. Wir iiberpriifen b € X*.
Es gilt nach der Hélderungleichung

[t ([ a)? ([ iopas)
Q o J

6]

x+ = sup [(b, )]
pEX
lollx<1

< sup [[fllllellee
peX

llollx <1

< Cllflle

da X = W,P(Q) < L?(Q), d.h. ||¢||» < C|¢||x. Wir erhalten, daR b € X*, da (L?)* =

Lr.

3. Aus 1), 2) und der Definition von A und b folgt, da® sich die schwache Formulierung von
(1.7) umschreiben lafst zu

Also gilt Behauptung 1. o

Behauptung 2:
Der oben definierte Operator A erfiillt die Voraussetzungen von Satz 1.1.

Beweis:

1. X = W,?(Q) ist ein separabler und reflexiver Banachraum.

2. A ist monoton, sogar strikt monoton.
Zum Beweis seien u, v € X. Dann gilt:

(Au — Av,u —v) = /(|Vu|p_2Vu — |Vo[P~2V0) (Vu — V) + s/(u —v)dx
>0 fiir u # v,

da s > 0 und nach der Bemerkung nach Definition 1.1 (vgl. auch Ubungsaufgabe 3,
Ubungsblatt 5).
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3. A ist koerziv, denn

(Au,u) = / \Vul? + suudz = ||Vull?, + s||ul|%

A
_ {Au,u)
fullx

slullz

> OVt +
e || ||LP ||VU||L1)

— o0 fiir ||Vu||» — oo, falls p > 1.

4. A ist stetig. Sei dazu (u,) eine Folge mit
Uy, — U in X.

Dann haben wir auch Vu, — Vu in L?(Q). Wir setzen F(u) = |u[P~?u := f(u) und
erhalten | F(u)| < cluP~" = ¢|jul|e fiir ¢ = 7y, d.h. F ist ein Nemyckii-Operator, wobei
f die Bedingungen (1) und (2) erfiillt. Aus Lemma 1.10 folgt daher, daf F': LP — (LP)*
stetig ist, d.h.

F(Vu,) = F(Vu) in (LP)*
fiir unsere Folge (u,). Daraus folgt

(Au, — Au, ) = /(F(Vun) — F(Vu))Vedx + / s(up — u)pdx
< dlF(Vun) = F(Vu)llwn-[IVeller + sllun — ullz2lle]lz2

nach der Hélderungleichung
< c(IIF(Vun) = F(Vu)llzey- + llun — ullx) ol x

wegen X — L2, Nach der Definition der Norm im Dualraum gilt dann

[ Aun — Aul|x- sup |(Aup, — Au, ¢)|

peX
llell<1

< cllF(Vun) = F(V)ll ey + llun = ullx).

Fir n — oo geht die rechte Seite gegen 0, da u,, — v in X und F(Vu,) — F(Vu) in
(LP)* fiir n — oo. Also ist der Operator A stetig und damit insbesondere hemistetig. o

Behauptung 1 und Behauptung 2 liefern zusammen

Lemma 1.3 Sei s > 0, p > nQ—J_‘Z, Q C R* beschrinkt mit 02 € C', f € (LP(Q))*. Dann

existiert genau eine Losung u € Wy (Q) der Gleichung (1.8) (im Sinne der schwachen Lisung).
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Bemerkung:
Lemma 1.3 kann man auf die Gleichung

—div(A(z,Vu)) = f, in Q,
u = 0, auf Q,

verallgemeinern, falls A folgende Bedingungen erfiillt

1. A ist eine Carathéodory—Funktion.
2. |A(z, Vu)| < C(g(x) + |VulP™), g € L (Wachstumsbedingung).
3. (A(z,Vu) — Az, Vu))(V(u—v)) >0 fiir fast alle z (Monotonie).

4. A(z,Vu)Vu > c|Vul? — h(zx), h € L' (Koerzivitit).

2 Pseudomonotone Operatoren

2.1 Der Satz von Brezis

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Theorie zu entwickeln, die es ermd&glicht, auch solche quasilinearen
elliptischen Gleichungen zu l6sen, die einen Term von niedrigerer Ordnung enthalten, der nicht
monoton ist. Zum Beispiel kann die Gleichung

— div(|VulP~2Vu) + g(u) = f in Q,

(2.1)
u=20 auf 092,

nicht mit Hilfe der Theorie monotoner Operatoren gelost werden, da g(u) - u nicht positiv sein
mufs. Eine Inspektion des Beweises von Satz 1.1 zeigt aber, dafs wir allgemeinere Operatoren
zulassen konnen, nadmlich pseudomonotone Operatoren. Typische Beispiele fiir pseudomonotone
Operatoren sind Operatoren der Form

A:A1+A2,

wobei A;: X — X* monoton, hemistetig und As: X — X* stark stetig, also ,.kompakt®, ist, d.h.
die Theorie pseudomonotoner Operatoren vereinigt Monotonie und Kompaktheit. Im Folgenden
werden wir zuerst die allgemeine Theorie entwickeln und dann diese auf (2.1) anwenden.

Zunéchst fiilhren wir einen neuen Begriff ein:



2.1 Der Satz von Brezis 77

Definition 2.1 X sei ein reeller, reflexiver Banachraum, A: X — X* ein Operator. Wir
sagen, A geniigt der Bedingung (M), falls aus

Up = u, Au, = b, limsup(Au,,u,)x < (b,u)x
n—ro

folgt Au =b.

Diese Bedingung ist wichtig, weil sie invariant unter ,kompakten“ Perturbationen ist. Auerdem
erfiillen monotone Operatoren diese Bedingung. Genauer gilt:

Lemma 2.1 X sei ein reeller, reflexiver Banachraum, A: X — X*,B: X — X* seien Opera-
toren. Dann gilt

(a) A ist monoton und hemistetig. Dann geniigt A der Bedingung (M).

(b) Wenn A der Bedingung (M) geniigt und B stark stetig ist, dann geniigt A + B der Be-
dingung (M).

Bewelis:

a) Minty’s Trick Lemma 0.1 (2).
b) Gegeben sei eine Folge (u,) mit

Up — U, Aty + Bup, = b, limsup (Auy, + By, un)x < (b, u)x.
n—oo
Da B stark stetig ist, gilt aulerdem Bu, — Bu und demzufolge
lim sup (Auy,, u,) < (b — Bu,u) und Au, — b — Bu. Da A der Bedingung (M) geniigt,

n—o0

folgt Au = b — Bu, d.h. Au+ Bu =b. o

Definition 2.2 A: X — X* sei ein Operator auf dem reellen, reflexiven Banachraum X.
Dann heifit A pseudomonoton, falls aus

U, = u  und  limsup (Au,, u, —u) <0
n—,oo

folgt,

(Au,u — w) < liminf{Au,, u, — w) Yw € X.

n—oo
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Im folgenden Lemma werden einige Beispiele fiir pseudomonotone Operatoren vorgestellt.

Lemma 2.2 X se: ein reeller, reflexiver Banachraum, und A, B: X — X* seiten Operatoren.
Dann gilt

a) A ist monoton, hemistetig. = A ist pseudomonoton.

b) A ist stark stetig. = A ist pseudomonoton.

¢) A und B sind pseudomonoton. = A+ B ist pseudomonoton.

d) A ist pseudomonoton. = A geniigt der Bedingung (M).

e) A ist pseudomonoton und lokal beschrinkt. = A ist demistetig.

Bewelis:

a) Gegeben sei eine Folge (u,,) mit u, — u, limsup (Au,, u, —u) < 0.
n—o0
Da A monoton ist, gilt

(Auy, — Au,up —u) > 0
= liminf (Aup, u, —u) > liminf (Au,u, —u) = 0.
n—00 n—00

Dies impliziert

nh_)nolo(Aun, Up —u) =0.

Wir setzen z = u + t(w — u) mit ¢ > 0. Die Monotonie von A impliziert

(Au, — Az,up, —2z) > 0
= (Au, — Az,u, — (u+t(w—wu))) > 0
= t{Aup, v —w) > (—Auy, u, —u) + (A2, u, — u)
+t{Az,u — w)
= liggglf (Aup,u —w) > (Az,u—w) Yw € X,

da lim (Auy,u, —u) =0, u, — v und ¢ > 0. Nun verwenden wir die Hemistetigkeit von
n—oe
A und erhalten fiir £ — 0, daff Az — Au und deshalb

lim inf (Au,, u — w) > (Au,u — w) Vw € X.

n—oo
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b)

(uy,) sei eine Folge mit u,, — u. Dann gilt Au, — Au nach Definition der starken Stetig-
keit. Somit gilt

(Au,u — w) = lim (Auy,, u, — w) Vw € X.
n—o0
Wir wéhlen eine Folge (u,) mit u, — u und

lim sup (Au,, + By, u, — u) < 0.

n—0oQ
Damit
lim sup (Aty,, ty, — u) <0
n—0oQ
und

lim sup (Buy,, u, —u) < 0.

n—oo

Wir beweisen diese Behauptung durch Widerspruch.
Annahme: Es gibt eine Teilfolge (u,,) von (uy,), im Folgenden ebenfalls mit (u,) bezeich-

net, so dak
limsup (Aug,, v, —u) = a>0
n—,oo
= limsup (Bug,u, —u) < —a.
n—,oo

Da B pseudomonoton ist, gilt

(Bu,u —w) < liminf (Buy,, u, — w) Vw € X.
n—oo
Wir setzen w = u, dann vereinfachen sich die Ungleichungen zu 0 < —a < 0. Dies ist ein
Widerspruch. Also gilt die Behauptung.
Dabher liefert die Pseudomontonie von A und B

(Au,u — w) < liminf (Auy,, v, — w)

n—oo

(Bu,u — w) < liminf (Buy,, u, — w) .

n—oo

Addieren wir beide Ungleichungen ergibt sich

(Au + Bu,u — v) < liminf (Au, + Buy,, u, — w) Vw € X.

n—o0

Also ist A + B pseudomonoton.
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d) Gegeben sei eine Folge (u,) mit

Up —u, Au, —0b, limsup(Au,,u,) < (b,u).
n—,oo

Dies impliziert lim sup (Auy,, u, — u) < 0.
n—0oQ

Da A pseudomonoton ist, folgt daher

(Au,u — w) < liminf (Au,, u, — w)

n—oo

< {b,u) — {(b,w) = (b,u — w) Yw € X.

Wir ersetzen w durch 2u — w, dann folgt (Au,u — w) = (b,u — w)Vw € X und damit
Au =b.

e) (uy) sei eine Folge mit u,, — u. Da A lokal beschrénkt ist, ist die Folge (Au,) beschriankt.
X ist reflexiv. Daher gibt es eine Teilfolge (Auy,, ) mit Au,, — b, und wir erhalten

lim (Auy, , u,, —u) = 0. Die Pseudomonotonie von A impliziert
n—oo

(Au,u — w) < liminf (Au,, u,, —w) Vw e X
N —>00

= (b,u — w).

Damit folgt Au = b, d.h. Au,, — Au.
Das Konvergenzprinzip Lemma 0.2 (3) liefert, da die Teilfolge beliebig gewéhlt war

Au, — b= Au,

d.h. A ist demistetig. o

Satz 2.1 (Brezis, 1968) Sei A: X — X* ein pseudomonotoner, beschrinkter und koerziver
Operator, wobei X ein separabler, reflexiver, reeller Banachraum ist. dim X = oco. Dann gilt:

Vb e X~ Jue X: Au=»>. (2.2)
Beweis: Nach Lemma 2.2 (e) ist A demistetig, da A pseudomonoton und beschrénkt ist; nach
Lemma 2.2 (d) geniigt A der Bedingung (M), da A pseudomonoton ist.

Sei (w;)ien eine Basis von X. Wir verwenden nun das Galerkin—Verfahren genauso wie im
Beweis von Satz 1.1, d.h. wir suchen

n
Up = Cp Wk,
k=1
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die das Gleichungssystem
gr(cy) = gr(uy) = (Au, — b, wg) =0 VeE=1,...,n

l16sen. Die Losbarkeit diese Gleichungssystemes folgt wie im Beweis des Satzes 1.1 mit Folgerung
2.2, Teil A, aus dem Satz von Brouwer, da A demistetig und koerziv ist. Die Demistetigkeit von
A impliziert ndmlich, da die g stetig sind, und die Koerzivitdt von A, daf ) gx(u,)cp > 0
fiir alle ||u,|| = R (vgl. Beweis von Satz 1.1, Beweisteil b) . Auerdem erhalten wir aus der
Koerzivitiat auch eine A priori-Schranke (vgl. Einleitung), d.h.

l[enllx < R Vn € N.

Also gibt es eine konvergente Teilfolge (u,/) mit u, — u. Wir wollen nun zeigen: u 16st (2.2).
Aus den Gleichungen der Galerkin—Approximation folgt, daf
lim (Au, — b,v) =0 Vo € span{ws, ... ,w,}.

n—oo

Die Beschrinktheit von A liefert, daf die Folge (Au,s) beschrinkt ist und einen schwachen
Limes besitzt, d.h.

Aun: — C.

Es gilt aber ¢ = b mit denselben Argumenten wie im Beweisteil (d) von Satz 1.1. Aus dem
Galerkin—System mit w = u,, und der schwachen Konvergenz der (u,) erhalten wir

(Atps, Uy = (b, tupy) — (b,u) fiir n' — oo.
Daher sind die Voraussetzung fiir die Bedingung (M) erfiillt, und es folgt

Au=0b.

2.2 Anwendungen des Satzes von Brezis

1) Anwendung auf (2.1) Wir betrachten das Problem

— div(|VulP~2Vu) + g(u) = f auf Q,

(2.1)
u=20 auf 092,

mit © C R beschrinkt, dQ € C' und u: Q — R. X sei W,?(Q). Wie in Abschnitt 1.3 erwéhnt,
ist die Norm ||u||x &quivalent zur Norm ||Vu||L».
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Wir setzen

(Au, )y = /|Vu|p2VuV<pda:

(Aqu, ) = /g(U)wdw

Q

/f(pdx Vo € X.

=
S
Il

Parallel zur Vorgehensweise in Abschnitt 1.3 formulieren wir die
Behauptung:

1. Die Operatorgleichung A = A; + Ay = b, mit Ay, Ay, b definiert wie oben, ist dquivalent
zur schwachen Formulierung von (2.1), wobei Ay, Ay: X — X* und b € X*.

2. Der Operator A = A; + A, erfiillt (unter bestimmten Annahmen an g¢(.), f und p) die
Voraussetzungen von Satz 2.1.

Bewelis:

1. a) Der Operater A; entspricht dem Operator A aus Abschnitt 1.3 mit s = 0, also gilt
A1 X = X*.
b) Ay: X — X* denn:

(Ao, 0)| < / l9() | d.

Wenn wir eine Wachstumsbedingung an g stellen,
1 1 1
lg(s)| <e(L+[sI™)  mit ~>=—=>0,
rop n

dann folgt weiter fiir ¢ = Tp

(Az, ¢ c(1+ [u"")|¢| dz

:\

L 1
(i / ) (o)
Q Q
(1.6) l:
< (e + o / ufr=) / ola)
7
< (q—i—@(/lu\”_l)q) >03||<P||Xa

Q
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c)

da X — L4(Q) fiir ¢ = &, d.h. ||¢]|ze < C||¢||x. Weiter folgt

n—p’
(42, 0)] < esllellx(er + callullyug) (2.3)

< allellx(er + eallullc ™),

sofern (r—1)¢’ < ¢, denn X — L9(Q) — L*(Q) fiir ¢ > ¢. Die Forderung (r—1)¢' < ¢
1aft sich weiter umformen zu

=D} <
& (r—1)(%—%) < g=l—g+s
& r(i-1) <1

o Pe ek

Aus der Definition der Operatornorm folgt

| Agu]

x- = sup {4y, @) < esler + eallullx -

we
llellx <1

und demzufolge Au € X*, d.h. Ay: X — X*, sofern 1 >
tumsbedingung erfiillt.

Es folgt b € X*, sofern f € (LP(Q2))*, mit denselben Argumenten wie in Abschnitt
1.3 Behauptung 1.

1 _ 1 ynd ¢ die Wachs-
P n

a) X ist ein reflexiver, separabler Banachraum.

b) Wir wissen aus Abschnitt 1.3 Behauptung 2, daf A; monoton, koerziv, stetig und

c)

beschrinkt ist. Insbesondere ist A; nach Lemma 2.2 a) pseudomonoton.

Aus der im 1. Teil des Beweises gezeigten Abschitzung der Norm von A, folgt, dafs
Ay beschrankt ist, sofern g und r die geforderten Eigenschaften haben.

Weiterhin behaupten wir, daff A, stark stetig ist und damit pseudomonoton nach
Lemma 2.2 b).

Zum Beweis erinnern wir uns zunéchst daran, dak wir fiir n > p die folgenden
Einbettungen haben: X — LI(Q) mit ; = . — - und X << L*(Q) mit ; > > — .

n
1_

Wir wihlen nun eine Folge (u;) mit u, — u in X. Fiir ; > » — - ist X kompakt in
L™(Q) eingebettet; daher gilt u, — u in L™ ().

Wir setzen F'(u) = g(u). Dann ist F' ein Nemyckii-Operator. Wenn wir voraussetzen,
dakf g: R — R stetig ist, und die Wachstumsbediungung aus dem 1. Teil des Beweises
gilt, dann erfiillt g die Carothéodory—Bedingung und die Wachstumsbedingung aus
Abschnitt 1.2. Daher ist F': L™(Q) — L (€2) nach Lemma 1.2 stetig und beschrinkt,

mit - =1 — 1. (Beachte: r — 1 = %). Also gilt

| F (upn) — F(u)||» — 0 fiir n — oo.
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Weiter haben wir

sup (A, = Asn)| < sup / 19(n) — g(w)||¢| da
we
llellx <1 ||<P||X<1Q

Holder i,
sup ¢ /Igun —g(u Irdfv /|€0| dfc

wEX
[lellx <1

= sug |F (un) — F(u)| ;]| ellzr — 0 fiir n — oo,
€

@
llellx <1

denn X — L"(Q) und damit ||¢||r < ¢|l¢l|x < c. Damit folgt Asu, — Au in X*,
d.h. A, ist stark stetig.

d) Aus b) und c) folgt, dal der Operator A = A; + Ay pseudomonoton (vgl. Lemma
2.2 ¢)) und beschrénkt ist. Zu zeigen bleibt noch, daf A koerziv ist.
Aus Abschnitt 1.3 Behauptung 2 wissen wir bereits

(Aru, u) = [[VullL,
Weiterhin gilt

(Agu,u) = /g(u)u dx > ¢,

Q

sofern inﬂf{ g(s)s > —oo. (Man beachte, daf ¢y hier nicht positiv sein muf!) Damit
EIS
erhalten wir
(Au, u) (Ayu, u) N (Aug, u)

[Jullx [Jullx lullx
(Auq,u) c1€o
c
Vully Vel
_ CoC1
> | Val/f,! — 00
= 1” ”LP ||V’LL||Lp
fiir ||u||x — oo, falls p > 1. Also ist der Operator A koerziv (fiir p > 1). O

Wir haben bewiesen:

Lemma 2.3 Sei Q C R® beschrinkt und 02 € C'. Die Funktion g: R — R sei stetig und es
gelte |g(s)| < c(1+ |s|"™") fir alle s € R und + > zl) — =, sowie inﬂgg(s)s > —00. Auferdem sei
sE
n > p. Dann existiert fir alle f € L' (Q) eine verallgemeinerte Losung von (2.1), d.h. es gibt
einu € W, *(Q), so dafs
Au=1b
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Bemerkung:

Der Fall p > n kann analog behandelt werden. Allerdings muf man bei den Einbettungssitzen
Fallunterscheidungen durchfiihren, die die obigen Rechnungen weiter verkompliziert hétten.

2) Anwendung auf die stationiren Navier—Stokes—Gleichungen
Die stationdren Navier—Stokes—Gleichungen lauten

—Au+u-Vu+Vp=~f auf Q C R3,
divu=0 auf Q) C R?, (2.4)
u=20 auf 092,
mit  beschrinkt, 002 € C* und u: Q — R3.

Wir setzen X = W, *(Q) und M = {u € W;*(Q), divu = 0}. Wiederum gilt, dak ||ul|x
dquivalent ist zu ||Vul|z2, da dies auf Wy *(Q) gilt (vgl. Abschnitt 1.3). Setze fiir u, ¢ € M

(Aju, ) :/VuVLde,

0
(Au, ) :/uVugodx,
0
(Asu, ) = /Vpcpdx = —/pdivcpdx =0,
0
(b,cp):/fcpd:v.
0

Wieder iiberpriifen wir, daf die Operatorgleichung A; + As = b dquivalent zur schwachen
Formulierung von Problem (2.4) ist, mit Ay, Ay: M — M*, b € M*, und daf der Operator
A = A; + A, die Voraussetzungen von Satz 2.1 erfiillt.

1. M ist ein separabler, reflexiver Banachraum, denn M ist eine abgeschlossene Teilmenge
von X.
Zum Beweis der Abgeschlossenheit betrachten wir eine Folge (u,) € M mit u, — u in
X. Weiterhin impliziert die Konvergenz in X, daf Vu, — Vu in L?(Q2). Daher gibt es
eine Teilfolge mit Vu,, — Vu fast iiberall. Daraus folgt aber, da divu = tr Vu = 0.
Die Abgeschlossenheit von M stellt sicher, daf M ein separabler Banachraum ist. Aufer-
dem ist eine abgeschlossene Teilmenge eines reflexiven Raumes wieder reflexiv.

2. A;: X — X* ist linear, stetig, koerziv, monoton und beschrinkt, da der Operator A,
dem Operator A aus Abschnitt 1.3 mit s = 0 und p = 2 entspricht. Demzufolge hat
A M — X* C M* diesselben Eigenschaften.
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3. Ay: X — X* ist stark stetig.
a) Ay: X — X*:
(Aou, )| < / [ul|Vullp| da
Q

([ mlear) ([ vapar)’

0 Q
() uftds) / ol dz)’ vl
Q Q

= lullzsllellzel[Vull 2
< dIvulli:llelx,

denn X << L*(Q) wegen ; > . — & = . Aus der Abschitzung folgt A,u € X*

und damit Ay: X — X*. Daher gilt auch Ay: M — M*.

b) A, ist stark stetig:
(u,) sei eine Folge mit u, — u in X. Da X << L*(Q), gilt u, — u in L*(Q).
Zu zeigen: ||Asu, — Asul||x- = sup [|(Aqu, — Asu, )| — 0 fiir n — oo.
ex

¢
lleol|x <1
Beweis durch Widerspruch.

Annahme: 3¢5 > 0, Jp,, € X, ||p,|lx <1, so dak Vn € N:
|<A2un - A2u7 (P'n.>‘ 2 €o-

Die Folge der ¢, ist beschréinkt; daher gibt es eine Teilfolge (¢, ) mit ¢, — @ in X,
und damit ¢, — ¢ in L*(Q). Fiir diese Teilfolge, im Folgenden mit ¢, bezeichnet,
gilt

|(Aqu,, — Aou, ¢,)| = ‘ /unVuncpn —uVuyp, dx‘
0

= ‘ /(un —u)Vu,p, +uV(u, —u)(p, — @)

+uV(u, —u)p dx‘
< [Jun = ul[ps | Va2 |l |4

a1V o = wllizll, = s+ | [ 0T, = we do
Q

< Cy||luy, — uf|zs + Collp, — |14

+

/uV(un —u)pdr| =0 fiir n — oo,

Q
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da u, — uin L*(Q), u, — u in L?(Q) und ¢,, — ¢ in L*(Q). Dies ist aber ein
Widerspruch zur Annahme.

Damit folgt Asu,, — Asu, d.h. A ist stark stetig auf X und somit auch auf M sowie
insbesondere pseudomonoton.

4. Bisher haben wir gezeigt, dakk der Operator A = A; + Ay, A: M — M*, beschrankt und
pseudomonoton ist. Er ist aber auch koerziv auf M:
Es gilt

(Asu, u) = Z u—

_ 9 (|ul
_ /Zujaxj(2)dx,
o J=

0 (|u|2>_12| u Ou L ou
T2

u——-—=>» w—
lu[dz; = " O,

3 2 .
part fnt- Z u_| Ou, dz, denn u € Wl’Q(Q) =X
= 2 aﬁﬁj, 0
o 0=

lu? .. .
= — waudszfuruEM.
Q

Da A; koerziv ist, ist also insgesamt A koerziv auf M. (Die Koerzivitét ist die einzige
Eigenschaft, die nur auf M gilt. Zum Beweis der anderen Eigenschaften bendtigen wir
nicht, daf divau = 0.)

A erfiillt damit auf M alle Voraussetzungen von Satz 2.1.

5. b € X* C M*, sofern f € L?(Q), nach denselben Argumenten wie in Abschnitt 1.3
Behauptung 1.

Wir folgern

Lemma 2.4 Sei Q C R beschrinkt und 0Q € C*'. Dann gibt es zu einem beliebigen £ € L*(Q)
einu e M = {ue W, ), divu = 0}, so daf u (2.4) im schwachen Sinne ljst.

Eine weitere Anwendung fiir den Satz von Brezis ist das Randwertproblem:

3
—Au + asin(u) Z Diu=f auf Q,
i=1

u=0 auf 00
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mit einem offenen, beschrinkten und glatten Gebiet @ C R® und o > 0. Dieses Randwert-
problem besitzt fiir alle f € L?()) und kleine « eine Losung im verallgemeinerten Sinn (vgl.
Ubungsblatt 8).

3  Maximal monotone Operatoren

3.1 Der Begriff der maximalen Monotonie

Die Theorie maximal monotoner Operatoren ist das Herzstiick in der Theorie monotoner Ope-
ratoren, da es die Grundideen zur vollen Entfaltung bringt und sehr allgemein ist. Intuitiv kann
man sich unter einem maximal monotonen Operator einen monotonen Operator vorstellen, der
keine echte monotone Erweiterung besitzt.

Beispiele:

1. f: R — R sei stetig und monoton wachsend, z.B. sei

—x? fiirz<0

/(@) :{ z?  fiir z > 0.

Eine solche Funktion ist maximal monoton.

2. f: R — R sei monoton wachsend, aber unstetig, z.B. sei

—z? fiirz <0
f(x)—{ 22 +2 fiirz > 0.

f ist monoton, aber nicht maximal monoton. Es gibt ndmlich eine Erweiterung die mo-
noton ist, z.B.

—x? firz <0
flz) = [0,2] fiirz=0
22+2 fiirz>0

Allerdings miissen wir fiir die maximale Monotonie ,bezahlen”, denn wir miissen ,mehr-
deutige* Funktionen oder genauer Abbildungen zulassen.

Definition 3.1 Sei A : M — 2Y eine Abbildung, d.h. fir alle u € M ist Au C Y, d.h.
Au € 2Y. Dann ist

D(A) ={u e M, Au # 0}
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der effektive Definitionsbereich, ferner

R(A) = |J Au

ueD(A)
der Wertebereich und
G(A) ={(u,v) € M xY,u € D(A),v € Au}
der Graph von A. Wir schreiben fir (u,v) € G(A) einfacher (u,v) € A.

Bemerkungen:

1) A™! existiert immer: A™': Y — 2M ist definiert durch
A w) ={ue M,v e Au}.
Offensichtlich gilt D(A™!) = R(A4), R(A™) = D(A) und (u,v) € A & (v,u) € AL

2) X,Y seien lineare Riume iiber K und M C X. Fiir gegebene Abbildungen A, B: M — 2¥
und fiir feste o, § € K definieren wir die Linearkombination

aAu + SBu u € D(A)N D(B)
0 sonst.

mA+ﬁmu:{

3) Jede eindeutige Abbildung A: M — Y kann mit einer mehrdeutigen Abbildung
A: M — 2V identifizert werden, indem wir

- | {Au} u € D(A)
Au= { 0 sonst

setzen. Dann gilt

D(A)=D(A)  und R(4) = R(A).

Im Folgenden verwenden wir immer diese Identifizierung und schreiben kiirzer A statt A.

Definition 3.2 X sei ein reeller, reflexiver Banachraum, M C X und A: M — 2X°. Die
Abbildung A heifst
1) monoton <

(" — v u—v)x >0 V(u, u"), (v,v*) € A.
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2) maximal monoton < A ist monoton, und aus (u,u*) € M x X* sowie
(U —v" 5 u—v) >0 V(v,v*) € A

folgt (u,u*) € A.

Bemerkung:

Ein Operator A: D(A) C X — X* wird als mehrdeutige Abbildung A: X — 2% aufgefaft.

1) Dabher ist die Definiton der Monotonie in Defintion 1.1 mit der in Defintion 3.2 identisch.

2) In diesem Fall heift A maximal monoton < A ist monoton, und aus (u,u*) € X x X*
sowie

(u* — Av,u—v) >0 Vv € D(A)

folgt u € D(A) sowie u* = Au.

3.2 Beispiele fiir maximal monotone Operatoren
a) Funktionen von R nach R

1) f: R — R sei monoton wachsend und stetig. Dann ist f maximal monoton.
Beweis: Sei (u,u*) € R x R und es gelte
(w"— f)(u—v)>0 Vv e R.

Zu zeigen: u* = f(u). (u € R ist klar.)

1.Fall: w >w
= u* — f(v) > 0 < u* > f(v). Sei insbesondere v = u,, wobei fiir die Folge (u,,)
gilt: u, * u.

= u* > f(uy) Vn € N.

Die Stetigkeit von f impliziert u* > f(u).

2.Fall: u<w
= u* < f(v). Dies gilt insbesondere fiir v = u,,, wobei (u,,) eine Folge ist mit u,, \, u.
Die Stetigkeit von f liefert u* < f(u).

Da die Ungleichung (uv* — f(v))(u —v) > 0 fiir alle v € R gelten soll, folgt v* = f(u). o
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2) f: R — R sei definiert durch

T <0
f(x)_{ac-i-l z>0"

d.h. f ist monoton wachsend, aber nicht stetig. Dann ist f nicht maximal monoton.

Beweis: Wir wihlen (u,u*) = (3,0) € R x R. Es gilt

—(% —f(v))y>0  Vv€ER, denn

1. Fall: v >0
5 (- @+ D=+ Ho20.

2. Fall: v <0
= (v—3%)v>0.

Aus beiden Fillen folgt insgesamt —(3 — f(v))v > 0, aber 1 # f(0). O

b) Monotone Operatoren

Lemma 3.1 X sei ein refleriver Banachraum, A : X — X* sei ein monotoner und hemisteti-
ger Operator. Dann ist A : X — X* mazimal monoton.

Beweis: Sei (u,u*) € X x X* und es gelte
(u* — Av,u —v) >0 Vv € X.
Wir setzen v = u & tw, w € X und ¢t > 0.

= (u* — A(u £ tw), Ftw) 0 VweX
=

Ft{u* — A(u £ tw), w)
{ (u* — A(u + tw), w) <0,
(u* — A(u — tw), w) > 0.

Da A hemistetig ist, folgt im Grenziibergang ¢ — 0

(u*— Au,w)=0 YweX = u"=Au.
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Bemerkung:

Die inverse Abbildung A~!: X* — 2% einer maximal monotonen Abbildung A: X — 2% auf
einem reflexiven Banachraum X ist wieder maximal monoton, denn

GA Y ={(u"u) € X* x X : (u,u*) € G(A)}

und (u*, u)x = (u,u*)x- fiir alle (u,u*) € X x X*, da X reflexiv ist.

c) Subgradienten

Subgradienten verallgemeinern den klassischen Begriff der Ableitung.

Definition 3.3 Sei X ein reeller Banachraum und f : X — [—o00,00] ein Funktional auf X.
FEin Element u* € X* heifit Subgradient von f an der Stelle u genau dann, wenn f(u) # +oo
und

f) > flu) + (u*,v—u) Yo e X.
Die Menge aller Subgradienten von f in u heifit Subdifferential 0f(u). Falls kein Subgradient

existiert, setzen wir 0f(u) = 0.

Beispiel:
Sei f: R — R eine Funktion. Dann ist 0f(u) die Menge aller Anstiege von Geraden, die durch
(u, f(u)) gehen und vollstindig unter dem Graphen von f liegen.

Sei z.B. f: R — R definiert durch

—bx firx <0,
f(x)—{ ax firz >0,

a, b € Rt. Dann ist 0f(0) = [—b,a]. Denn wenn wir die Ungleichung f(v) > w*v betrachten,
so bemerken wir:

1. Fiir v > 0 gilt: av > u*v = a > u*.

2. Fir v < 0 gilt: —bv > vu*v = —b < u*.
Also kann f(v) > u* fiir alle v € R nur gelten, wenn u* € [—b, a.

Falls f'(u) und 0f(0) existieren, so ist Of (u) = {f'(u)}. Dieser Tatbestand gilt nicht nur fiir
Funktionen von R nach R, sondern auch fiir reellwertige Funktionen auf Banachrdumen.
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Im Zusamenhang mit dem Begriff der maximalen Monotonie ist es besonders fruchtbar, konvexe
Funktionen zu betrachten. Denn aus der reellen Analysis wissen wir, dafs f’ monoton wachsend
ist, sofern f: R — R konvex und C*.

Die letzten beiden Beobachtungen wollen wir nun genauer untersuchen.
Lemma 3.2 Sei f : X — R, X ein reeller Banachraum. Dann gilt:

1) Falls f konvez ist und eine Gdteauz—Ableitung D f(u) im Punkt u besitzt, dann gilt:
Of(u) ={Df(u)}. (3.1)

2) Umgekehrt, falls Of (u) eindeutig und hemistetig ist, dann ist f Gdteauz—differenzierbar
und (3.1) gilt fir alle u € X.

Bewelis:

1. a) Wir setzen ¢(t) = f(u+th), t # 0. Dann ist ¢: R — R und ¢ ist konvex, denn
e(l=nt+7s) = f(A+Q—=7)u+(1—7)th+7sh)

(L Z P f(u+th) + T f(u+ sh)

= (1=7)e() +7e(s)
Da f Gateaux—differenzierbar ist, existiert ¢'(0). Daher gilt

p(1) — ¢(0) > ¢'(0)

(vgl. z.B. [9, S. 165]). Setzen wir die Definition von ¢ und der Gateaux—Differenzier-
barkeit ein, ergibt sich

flu+th) = f(u) = (Df(u),h)  Vt#0,
und nach Definition des Subgradienten also D f(u) € df (u).
b) Sei u* € 0f(u). Dann gilt
fu+th) — f(u) > (u",th) Vhe X, t>0
flu+th) — f(u)
r >
Im Grenziibergang t — 0 folgt
(Df(u), h) = (u*, h),

\%

= (u*, h) Vh € X.

da f Gateaux—differenzierbar ist. Wir ersetzen h durch —h, dann folgt insgesamt
(Df(u), hy = (u*, h), d.h. wir haben gezeigt D f(u) = u*.
Zusammen mit a) folgt daher df(u) = {Df(u)}.
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2. Seit > 0. Es gilt

flu+th) — f(u) > (0f(u),th) und
f(u) = f(u+th) > —(0f(u+th),th).

Demzufolge
St th) — flu)
(0f (u),h)y < lutglonf .
< imenp F ) = 1)
t—0 t
< limsup (0f(u + th), h)
t—0
= (0f(u), h),
da Of(u) hemistetig ist. Also sind alle Ungleichheitszeichen Gleichheitszeichen. Daher
existiert D f(u) und (3.1) gilt. O

Lemma 3.3 Sei f : X — (—o0,00| ein Funktional auf einem Banachraum X mit f # oc.
Dann gilt: u ist eine Losung des Minimierungsproblems

f(u) = min f(v), ue X,

veX

genau dann, wenn 0 € Of (u).

Beweis: ,, <"
Sei 0 € Of (u). Nach Definition des Subgradienten gilt fiir alle v € X

f) = f(u) > (u*;v —u) =0,

da wir fiir v* = 0 einsetzen konnen.
”:>“
Es gelte f(u) < f(v) fiir alle v € X. Dann

f)—f(u)>0=(0,v—u) VYveX,

d.h. 0 € Of (u). 0
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Beispiel:

X sei ein Banachraum und C' C X abgeschlossen und konvex mit der Indikatorfunktion:

(u) = 0 u € C,
M=\ ue X \C.

Unter einem Tragerfunktional von C' im Punkt u verstehen wir ein Funktional u* € X*, so dak
(u*;u—v) >0 Vv e C.

e Falls v € int C, dann ist u* = 0. Denn zu u € int C gibt es ein » € RT mit B,(u) C C.
Wir haben also fiir alle w € X mit ||w|| = 1, dak v := u + fw € C. Die obige Ungleichung
schreibt sich dann

0<(u"u—(u+ gw)) = g(u*,w) :

Wir ersetzen w durch —w und erhalten 0 < —Z(u*,w). Insgesamt folgt daher 0 = (u*, w) fiir
alle w € X mit |[|w|| = 1 und deshalb gilt v* = 0.
e Im Allgemeinen beschreibt die Gleichung

(v, u—v) =0 Vv e X

eine abgeschlossene Hyperebene H in X durch den Punkt u, d.h. obige Bedingung besagt, daf
C auf einer Seite der Hyperebene H liegt.

e Gemif Definition 3.3 folgt

O (u) = Menge aller Trégerfunktionale ueC
MU= 0 ue X\ C.

Die Ungleichung x(v) > x(u) + (u*,v — u) wird, falls u € C, ndmlich zu

1. 0 < (u*,u—w), fallsv € C,

2. 0o < (u*,u—vw), fallsv e X \ C.
Demzufolge ist nach Definition u* ein Trégerfunktional. Falls dagegen u € X \ C, dann ist
X(u) = oo und damit df(u) = @ nach Definition 3.3.

e Insbesondere gilt

vweintC = Jx(u) = {0},
veC = 0¢€dx(u) (siehe oben),

denn die Ungleichung 0 < (u*,u — v) fiir alle v € X ist fiir u* = 0 erfiillt.
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Lemma 3.4 0x: C — 2% ist mazimal monoton.
Beweis:

1. Oy ist monoton:
Seien (u,u*), (v,v*) € dx, dann gilt

(u*, u —w)

v v

0 Yw € C,
0

(v*, v —w) Yw e C.

und somit
(u" — v u—v)=(u,u—v)+ (v,v—u) >0,
d.h. Oy ist monoton.

2. Oy ist maximal monoton:
Sei (u,u*) € C x X*, und es gelte

(" —v5u—v)>0 V(v,v*) € dx, d.h. fiir Vv € C, Yv* € 0x(v).
Nun ist aber aber 0 € dx(v). Fiir v* = 0 schreibt sich die Ungleichung
(u*;,u—v) >0 = u* € Ox(u). O

Die Frage ist, ob 0x: X — 2% ebenfalls maximal monoton ist. Das folgt aber aus dem folgen-
dem Satz:

Satz 3.1 (Rockafellar, 1966) Sei f: X — (—o0,00] konvexr und unterhalbstetig auf dem
reflexiven Banachraum X und sei f # +oo. Dann ist 0f : X — 2%X° mazimal monoton.

Bewelis:

1. 0f ist monoton.
Seien (u,u*), (v,v*) € df, d.h. u* € 0f(u), v* € 0f(v). Dann gilt nach Definition des
Subdifferentials

(u*, v — u) YveX,
(v*,u—v) Yu e X.

Eine Addition beider Ungleichungen ergibt

0> (u" —vv—u)e0< (u —v'u—v).
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2. 0f ist maximal monoton.
Sei (ug, uf) € X x X* so, daf

(ug —u*,up —u) >0 V(u,u") € 0f. (3.2)

Zu zeigen ist jetzt, dak daraus u§ € O0f(ug) folgt, denn dann ist Jf maximal monoton.
Um dies zu beweisen benotigen wir

Lemma 3.5 FEs existiert ein strikt monotoner Operator J: X — X*, so daf8 R(J +0f) =

,,Beweis":
Der Beweis des Lemmas benutzt tiefe Zusammenhénge zwischen Konvexitéitseigenschaften von
X und Glattheitseigenschaften der Norm auf X. Unter anderen benotigen wir fiir den Beweis,
daf die Abbildung u — 1||ull% in X \ {0} Fréchet-differenzierbar ist. Dies ist nicht selbst-
verstindlich. Zum Beispiel ist die Maximumsnorm auf dem R? nicht iiberall differenzierbar.
Das sicht man leicht, wenn man die Formel ||z|| = max(|z|,|y|) = 3(z +y + |y — z|) fiir
z = (z,y) € R? verwendet. Der Gradient der Funktion z — ||z||« schreibt sich dann namlich
L& + 4=, £(1 4+ 4=2)). In den Punkten (0,0), (ly|,|y[) und (~|yl, |y) existiert die
Ableitung nicht.

Der genaue Beweis des Lemmas wiirde den Rahmen der Vorlesung sprengen, deshalb beschrei-

ben wir im Folgenden nur das formale Vorgehen. Ein genauerer Beweis findet sich in [16, S.
397].

Betrachte das Minimierungsproblem

inf (u) = 8

ueX

mit o(u) = 3||ullk + f(u) — (u*, u), wobei u* € X* beliebig gewihlt ist. Dann ist

dp(u) = J(u) + 0f (u) — u* mit J(u) = (5]|ull%)" (Fréchet-Ableitung). (In diesem Schritt wird
eine Summenregel fiir das Subdifferential angewandt, die wir nicht beweisen wollen. Der Beweis
findet sich in [16, S. 389].)

¢ hat folgende Eigenschaften:

a) o(u) ist koerziv, d.h. p(u) — oo fiir ||u|| — oo. Diesen Beweis lassen wir ebenfalls aus,
Genaueres siehe [16, S. 382].

b) ¢ ist unterhalbstetig und konvex, da es die Summme von Funktionalen mit diesen Eigen-
schaften ist.

Aus [6, Beispiel, S. 120] folgt, dak das Minimierungsproblem eine Losung besitzt. Nach Lemma
3.3 ist daher 0 € 0f (u). Somit gilt
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u* = J(u) + 0f(u), d.h. R(J + 0f) = X*, da u* beliebig gewéhlt war. AuRerdem ist J strikt
monoton (Beweis siehe [16, s. 247|). Ende des ,Beweises®.

Wir fahren nun fort mit dem Beweis, daf 0f maximal monoton ist. Dazu benutzen wir den
Operator J aus dem Lemma. Wir wissen, daf J(ug) + u§ € X* ist. Da R(J + 0f) = X* gilt,
erhalten wir

(u,u*) € of: Ju)+u =J(w)+u; & uy—u=J(u)— J(u). (3.3)
(3.2) liefert

(J(u) — J(ug),up —u) = (ug—u,up—u)>0
= (J(ug) — J(u),ug —u) < 0.

J ist aber strikt monoton, d.h. es muf gelten (J(ug) — J(u),uy — u) > 0 fiir uy # u. Deshalb
folgt u = ug, und (3.3) impliziert, daf

u* =ug € 0f (u) = df (uyp),

d.h. 0f ist maximal monoton. o

. . . *
Satz 3.1 verwenden wir nun, um unsere Frage nach der maximalen Monotonie von 9y : X — 2%
zu beantworten.

Lemma 3.6 0x: X — 2% ist mazimal monoton.

Bewelis:

1. x: X = (=00, 0]
2. x ist konvex, denn

a) x(I-t)u+tv) =0=04+0= (1—t)x(u)+tx(v),da (1 —t)u+tv € C, fallsu, v € C,
denn C' ist nach Voraussetzung konvex.

b) x((1 —t)u+tv) < oo =(1—1t)x(u)+tx(v), falls u ¢ C und/oder v ¢ C.
3. x ist unterhalbstetig.

Die Unterhalbstetigkeit ist nimlich fquivalent zur Bedingung, daf x~'((—oo, r]) fiir alle
r € R abgeschlossen ist. Nun ist

0, fallsT <0
—1/(_ — < = ! ’
X (=00, 7]) = {u, x(u) < 1} { C, fallsr > 0.

() ist abgeschlossen und C' ebenfalls nach Voraussetzung; also ist x unterhalbstetig.
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4. x erfiillt die Vorraussetzungen von Satz 3.1. Daher ist 9x: X — 2% maximal monoton.

O

d) Zeitableitungen

In der modernen Mathematik werden bei der Untersuchung von parabolischen Differentialglei-
chungen und Evolutionsgleichungen die Ort— und Zeitvariablen unterschiedlich behandelt. Was
heifit das?

In Gleichungen dieser Art ist die Unbekannte eine Funktion u € X, wobei X ein Funktionen-
raum ist, mit u: Q x I — R. Nun kann man u mit einer Abbildung u: I — X, assoziieren,
die definiert ist durch [u(t)](z) := u(z,t). Somit kénnen wir also u(t): Q@ —- R, =z — u(t, ),
als ein Element eines Funktionenraumes interpretieren. Damit haben wir zwei Sichtweisen fiir
u: Einmal kann man u als Funktion in Ort und Zeit betrachten, andererseits als Funktion in
der Zeit mit Werten in einem Funktionenraum. Im Weiteren werden wir die zweite Sichtweise
benutzen.

Sei z.B. u € L?(Qr), Qr = Q2 x (0,T], 2 C R*, dann gilt

T T
00> Jullon = [ uta)Pdz= [ [ a0l dedt= [ [ulo)fe de
Qr 0 0 0

Aus dem Satz von Fubini folgt daher, daf fiir fast alle ¢ € (0, 7]

/\u(t, z)Pdr < o0,

Q
d.h. u(t) € LP(?) und u € LP(0, T, LP(Q)) mit |[u|7, 1 1o f la(®)[[7q) @

Die Definition von verallgemeinerten Zeitableitungen kann man dhnlich wie die Definition von
verallgemeinerten Ableitungen abstrakt aufbauen (siehe z.B. [8, Kapitel 4]). Hier beschrinken
wir uns auf einen Spezialfall.

Sei V' ein Banachraum und H ein Hilbertraum mit V — H = H* — V*. Auferdem sei V
dicht in H, d.h. V”'”H = H. Ein solches Tripel (V, H,V*) heifst Gelfand-Tripel. Zum Beispiel
ist (W12(Q), L2(Q), W~12(Q)) ein Gelfand-Tripel.

Wenn V' Teil eines Gelfand—Tripels ist, dann gilt (v, w)y = (w,v)y fiir alle v, w € V, denn
v €V C H= H*. Daher 1afit sich v, ebenso wie w, als ein Funktional auf H auffassen. Damit

gilt (v,w) = (v,w)g = (w,v)g = (w,v).
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Definition 3.4 Sei u € LP(0,7,V),1 < p < oo und (V,H,V*) ein Gelfand-Tripel. Dann
deﬁmeren wir die verallgemeinerte Zeitableitung 7 4 gls ein Element des Raumes LP (0,T,V*),
p, + 1_9 =1, fir das gilt:

A T
d
/<d_1:(t),v>v‘)0(t) dt = — /(u(t)’v)ng’(t) dt Yv eV, VpeCP0,T;R).
0 0
Bemerkung:

Im allgemeinen 1st - nicht mit der distributionellen Ableltung identisch. Die distributionelle
Ableitung %7 9u gt namhch auf Q7 definiert durch

//a o du dt = // % pwdt Vo € C2(Qn).

Beide Ableitungen stimmen jedoch iiberein, falls C§°(2) dicht in V' liegt.

Im Folgenden bezeichnen wir mit

d p
W= {ueI’(,V); d—? e IF (I,V")},
i (3.4)
lullw = ||ullzeq,vy + au .
LY (1,V*)

W ist ein Banachraum. Dieser ist reflexiv, falls 1 < p < oo und V reflexiv ist.

Lemma 3.7 Es gilt
(1) W— C(I,H).

(2) f (G @), u®)vdt = gllu@)lf —slluls)ll;  Vs,tel, VueWw.

Beweis:

1. Der Beweis ist technisch und benutzt viele Approximationsargumente. Er findet sich z.B.
in [8, S. 147] oder in [14, S. 422].

2. Das Resultat ist das Analogon zur folgenden Rechnung:
¢ t

/ o (tyu(t) dt = / L2(0) dt = () — 5 lus)

S S

fir u: I — R (siehe z.B. [8, S. 147] oder [14, S. 422]). O
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Lemma 3.8 Sei (V,H,V*) ein Gelfand-Tripel, und sei der Raum W definiert wie in (3.4).
Ferner sei L: D(L) C LP(I,V) — LP (I,V*), I = (0,T) definiert durch

du

dt’

D(L) ={ue W, u(0) =0}.

Lu =

Dann ist L ein linearer mazimal monotoner Operator auf D(L).
Beweis:

1. L ist nach Definition linear.
2. L ist monoton.
Seien u, v € D(L), dann gilt

d(u —v)
dt U U>LP(I,V)

T
U—U
— dt
ez,
0
Lemma 3.7 1 2 1 2
=7 Sl =)D = 51w = v)O0)l

> 0,

(Lu - L’U, u— U>Lp(1,v) = <

da u, v € D(L).

3. L ist maximal monoton.
Seiv e LP(I,V), w € LY (I,V*), und es gelte

T
(w— Lu,v — u)o(1,v) /w—Lu,v—u)thZO Yu € D(L).
0

Zu zeigen: v € D(L) und w = %.
Wir wihlen dazu u = ¢(t)z € LP(I,V) mit ¢ € C§°(I,R), z € V. Es gilt u(0) = 0 und
du — o' (t)z € LP(1,V*), da ¢ € C°(I,R), und damit u € D(L). AuBerdem erhalten wir

()= [ (S ude = S0 - @) o

da ¢ € C§°(I,R). Wenn wir u in die obige Ungleichung einsetzen und das letzte Resultat
benutzen, erhalten wir

T
0< / vdt — /(w, wzyy — {(P'z,v)y dt + 0.
0
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Nun gilt aber (v, w) = (w,v) Vv, w € V.

T
:>0</ /gov—i—gowz dt.
0

z war aber beliebig gew#hlt, d.h. die Ungleichung gilt auch fiir —z und fiir Az, wobei A € R
beliebig grof werden kann, und (w,v) ist unabhingig von z. Damit die Ungleichung fiir
alle z richtig ist, muf daher gelten

T
/gpwz +¢'(v,2)gdt =0 Vzewv, Yo € CP(0,T;R).
0

sw==2=yelP,V),dhveW.
Zu zeigen bleibt, dak v € D(L). Nach Voraussetzung gilt fiir alle u € D(L)

<M,v — u>vdt

0 < (Lv— Lu,v —u)pery)y = 7

~—

| = e

= S (I(T) = (D)7 = [[v(0) = u(0) |7,

da v € W. Wir wihlen nun eine Folge (a,) € V mit a,7 — v(T') in H fiir n — oco. Wir
definieren u,(t) = ayt, u, € D(L) und setzen u, in obige Ungleichung ein, dann folgt

0 < S((T) = u(D) = v(0) — ua(0)[I7)
= S ((T) = anT = [lv(0)lI7)
Fiir n — oo folgt daraus
o<l = w0)=0

und somit v € D(L).

e) Die Dualitdtsabbildung

Definition 3.5 Sei X ein recller refleziver Banachraum und ¢(u) = L||ul%. Dann ist die
Dualitéiitsabbildung J : X — 2X" definiert durch

J(u) = 0p(u) .
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Beispiel:

Sei H ein Hilbertraum und J die Dualitéitsabbildung J: H — 2%". Dann bildet J auf einele-
mentige Mengen ab und kann daher als Operator J: H — H* aufgefalt werden. Weiterhin ist
J charakterisiert durch (J(u),v)y = (u,v) .

Beweis: Nach Lemma 3.2 ist 0p(u) einelementig, falls ¢ konvex ist und eine Gateaux—Ableitung
Dy(u) besitzt.

1. ¢ ist konvex:
Sei t € [0,1]. Dann gilt fiir u, v € H

oltu+ (1— ) = %Htu +(1— |2

IN

S tllullx + (1= D)llv]lx)?

1 1 1 1
< Sl + 51— 2ol + 11— ) (Sl - S lol)
2 2 2 2
1 1
< Stlullx + 51 =Dl = te(u) + (1= v,
1 1
da ab < 3a* + 3b°.
2. ¢ besitzt eine Gateaux—-Ableitung:
Sei v € H, dann erhalten wir
1 2
Op(u+tv) = 8t(§||u + tv||H>
1 1 1 1
= at(g(u, u)y + §t(v, u)y + Et(u, Vg + §t2(v, U)H)

ree ]- ].
H=“84;mmH+ame+¢%uw@
= (U,U)H+t(U,U)H.

Damit folgt, dak dyp(u + tv)|t—o = (u,v)n und die Gateaux—Ableitung existiert.

Die Charakterisierung von J folgt aus der Gleichungskette

(J(u),v)n = (Op(u), v)u = (Dp(u), v)n = A(p(u +tv)|1=0 = (4, v)n-

(Vgl. Ubungsaufgabe 1, Ubungsblatt 9.) O

Lemma 3.9 Sei X ein reller, reflexiver Banachraum. Dann ist die Dualitdtsabbildung
J: X = 2% mazimal monoton.
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Beweis: Nach Satz 3.1 ist J maximal monoton, wenn ¢: X — (—o00,oc] konvex und unter-
halbstetig sowie ¢ Z oo.

1. ¢ Zoound ¢: X — (—o0, 00] ist klar.
2. Die Konvexitdt von ¢ wurde bereits im obigen Beweis gezeigt.

3.  ist unterhalb stetig, da ¢ stetig ist.

(Vgl. Ubungsaufgabe 2, Ubungsblatt 9.) O

3.3 Der Satz von Browder

Ahnlich wie in den vorangegangenen Sektionen wollen wir die Losbarkeit von
b e Au+ Bu, ueC, (3.5)
untersuchen, wobei A: ¢ C X — 2% maximal monoton ist und B: C — X* pseudomonoton.

(3.5) bedeutet, wenn A, B mehrdeutige Abbildung sind, dak wir fiir gegebenes b € X* einu € C
suchen, so daf

b=v+w, wobei v € Au, w € Bu.
Wenn A und B Operatoren sind, dann ist (3.5) dquivalent zu
b = Au + Bu, ueC.
Satz 3.2 (Browder, 1968) Sei C C X eine abgeschlossene, konvere Menge eines reflexiven

Banachraumes X. Sei A: C — 2% mazimal monoton und B: C — X* pseudomonoton, be-

schrankt und demistetig. Falls C unbeschrinkt ist, sei B koerziv beziiglich A und eines festen
Elements b € X*, d.h.

Juy € C, Ir >0 : Yu € C = D(A) mit ||u]| > r:
(Bu,u — ug) > (b, u — ug)

Dann existiert fir dieses b € X* eine Losung u € C' des Problems (3.5).

Beweis: Die Strategie, die diesem Beweis zugrunde liegt, ist folgende:

1. Galerkin—Approximation; aber diesesmal fiihren wir sie nicht mit Gleichungen sondern
mit Ungleichungen durch.
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2. Losbarkeit der Galerkin—Ungleichungen; hierzu verwenden wir ein Abschneide—Argument.

3. A priori-Schranken fiir die Losung der Galerkin—-Ungleichungen; diese folgen aus der Koer-
zivitat von B.

4. Konvergenz der Galerkin—-Methode; diese basiert auf der Pseudomonotonie von B.

Da A: C — 2% maximal monoton ist und C # (), ist der Graph von A ist nicht leer. (Denn:
Angenommen er ist leer, dann ist die Bedingung

(0O—v"u—v)>0 V(v,v*) € A

fir (u*,u) = (0,u) € C x X* keine wirkliche Bedingung, da der Graph von A leer ist; also gilt
sie. Daraus folgt (u,0) € A, da A maximal monoton ist. Also existiert (ug,ug) € A. Dies ist
aber ein Widerspruch zur Annahme.)

O.E.d.A. sei up = 0 und u§ = 0, d.h.(0,0) € A. Ansonsten gehen wir vom Problem

b € Au + Bu, ueC,
iiber zu
b—ug € Av + B, v € C — uy,
wobei wir Av = A(v + up) und Bv = B(v + ug) — u}} setzen. Damit eriillen A, B auch die

Voraussetzungen des Satzes.

1) Aquivalente Variationsungleichung
Wir suchen ein v € C' mit:

(b—Bu—v",u—v)x >0 V(v,v*) € A. (3.6)

Dieses Problem ist dquivalent zu unserem urspriinglichen Problem (3.5). Wenn némlich
u € C die Ungleichung 16st, dann folgt aus der maximalen Monotonie von A, daf

b— Bu € Au < b € Au+ Bu.

Falls umgekehrt v eine Losung von (3.5) ist, dann ist b — Bu € Au und die Ungleichung
gilt wegen der Monotonie von A.

2) A priori-Schranke
Sei u € C eine Losung (3.6) und (0,0) € A. Dann gilt

(b — Bu,u) > 0« (Bu—b,u) <0.

Andererseits ist B koerziv beziiglich A und b mit ug = 0. Daher gibt es ein r mit
(Bu — b,u) > 0 fiir alle ||u|| > 7. Diese und die obige Ungleichung liefern ||u|| < r, falls
u € C eine Losung von (3.6) ist.
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3) Galerkin—Ungleichung
Wir bezeichnen mit £ die Menge aller endlichdimensionalen linearen Unterrdume Y von
X.
Wir wihlen ein festes Y € L. Anstelle von (3.6) betrachten wir das approximative Pro-
blem: Wir suchen uy € CNY, daf die Ungleichung

(b— Buy —v*, uy —v)y >0  V(v,v*) €A mitve CNY (3.7)

16st. Beachte in diesem Zusammenhang, daf aus Y C X die Relation X* C Y™ folgt. Dies
ist so zu verstehen, daf fiir v* € X* die Einschrinkung auf ¥ C X sofort ein Element aus
Y™ liefert, d.h. die Dualitatsprodukte auf beiden Rdumen werden miteinander identifiziert,
und es gilt (v*,v)y = (v*,v)x fiirallev € Y.

4) Losung von (3.7)

a) Losung des abgeschnittenen Problems
Sei

Kr={velCnY :|vl|x <R},
Gr={(v,v") € A, v € Kg}.

Wir approximieren (3.7) durch das abgeschnittene Problem: Suche ugr € Kg:

<b—BU,R—U*,UR—U>Y > 0 V(U,U*) € GR. (38)
Auf das abgeschnittene Problem wollen wir Satz 2.2, Teil A, anwenden. Dazu setzen
wir
1. K - KR
K ist kompakt, konvex und Kz C Y, dimY < oo.
2. M =Gpg

A ist monoton, da A maximal monoton ist. Damit ist auch M monoton.
3. T: K —X*: u—b— Bu

T ist stetig, da B demistetig ist, d.h. aus u,, — u folgt Bu,, = Bu. Wir betrach-
ten aber B eingeschrankt auf Y, d.h. B: Y — X* C Y* mit dimY™* < oo. In
endlichdimensionalen Rdumen impliziert schwache starke Konvergenz, da man
den endlichdimensionalen Raum nach Basiswahl mit K" identifizieren kann, und
damit aus der schwachen Konvergenz die komponentenweise Konvergenz folgt.
Also gilt in unserem Fall Bu,, — Bu. Daher ist T stetig.

Nach Satz 2.2, Teil A, hat (3.8) demnach eine Losung ug € Kg.
b) Losung der Galerkin-Ungleichung (3.7)

Wir setzen

Sr = {ugr € Kg, ug ist eine Losung von (3.8)},



3.3 Der Satz von Browder 107

d.h. Sg C Kk, fiir alle R > 0. Aus 2) folgt:
lug|l <7, wobei 7 unabhéngig von R und Y € L.

Sgr hat folgende Eigenschaften:

1. Sg liegt in der kompakten Menge Kr = {u € CNY, |[u]| < R}.
2. Sg ist abgeschlossen, da B demistetig ist.
3. Sp C Sy fiir alle R, Rmit " > R>r,dafiir R > R > r gilt: G C Gr.

Aus der Charakterisierung kompakter Mengen (siehe nach (3.9)) folgt

oo
EluyeﬂsRn mit R, — oo fir n — oo.

n=1

Hierbei gilt ||uy|| < r. AuRerdem ist uy eine Losung von (3.7), denn fiir (v,v*) € A
gilt: Es existiert ein R, so daf ||v]| < R,,. Damit ist uy eine Losung von (3.8) fiir
R,,, d.h aber, da v beliebig gewahlt war,

(b — Buy —v*,uy —v) >0  V(v,v") € A

5) Konvergenz der Galerkin-Losung uy
Wir wollen erreichen, daf uy ,,—* v in einem gewissem Sinne, wobei u eine Losung von
(3.6) ist. Hierbei tritt das Problem auf, dak Pseudomonotonie nur iiber (abzihlbare)

Folgen definiert ist. £ ist aber iiberabzdhlbar. Also ist eine weitere Approximation nétig:

a) Endliches Durchschnittsprinzip
Seien Y, Z € L. Wir setzen

My = {(uy,Buy) € C x X*, uy Losung von (3.7) mit Y D Z}

Wir wollen zeigen:Es gibt (u,u*) € () M,, wobei M, der Abschluf von My in
zZeL
X x X* beziiglich der schwachen Topologie sei. Dieses u wird die gesuchte Losung

sein.

Wir beweisen nun die Existenz eines solchen Paare (u, u*).

Da ||luy|| < r fiir alle Y € £ und B: X — X* beschrankt und daher B(B,) be-
schriankt ist, gibt es einen abgeschlossenen Ball K C X x X* so daf

U M, CK.
zZeLl

Da X reflexiv ist, sind es auch X* und X x X*. Da K stark abgeschlossen und
konvex ist, ist es auch schwach abgeschlossen (vgl. [2, Satz 5.10, S. 166]). Daher folgt
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insgesamt, daf K schwach kompakt ist, denn K ist genau dann schwach kompakt,
wenn jede Folge eine schwach konvergente Teilfolge besitzt (vgl. |2, Satz 5.7, S. 162]).
Nun ist aber fiir alle Z € £ die Menge HZ schwach abgeschlossen und M; CK.
Demzufolge ist M, schwach kompakt, und

U My c K.

zZeLl

Seien nun Y, Z € L. Wir setzen S = span{Y, Z} und erhalten My N M; O Ms.
Denn sei (ug, Bug) € Mg. Dann ist ug eine Losung von (3.7) in einem Raum
UDS=span{Y,Z} DY und U D S D Z. Das bedeutet aber (ug, Bug) € MzNMy-.
Wiederholen wir diesen Vorgang endlich oft, erhalten wir

N
My, #0 VN, VY; € L.

i=1
Aus einer allgemeineren Charakterisierung kompakter Mengen folgt

A(u,u*) € ﬂ M. (3.9)

zZeLl

(Die allgemeinere Charakterisierung lautet: M ist genau dann kompakt, wenn gilt:

N
Fiir alle A;, die in M abgeschlossen sind und fiir die () A; # 0 folgt, dak () A; # 0.
i=1 i€l

Der Beweis funktioniert analog zu Ubungsaufgabe 1, Ubungsblatt 4 oder [13, S.
756].)
Konstruktion eines speziellen Paares (vy, vf) € A
Behauptung: 3(vy, vg) € A:

(b—u" —vy,u—1v9)x <0. (3.10)

Beweis durch Widerspruch:
Annahme: V(v,v*) € A gilt

(b—u" —v",u—v)x >0.

Da A maximal monoton ist, folgt b — u* € Au. Wir kénnen nun speziell v = u und
v* = b—u* wihlen und erhalten (b —u* —v*,u — v)x = 0. Dies ist ein Widerspruch
zur Annahme. Also gilt die Behauptung.

Spezielle Approximation
Lemma 3.10 Sei M C X reflexiver Banachraum, M beschrinkt. Dann gilt:

VYueM” Ju, € M :  u, — u.
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Beweis: Der Beweis benutzt einige Tatsachen aus der Theorie topologischer Raume.
Eine Anleitung zum Beweis findet sich in [15, S. 911]. O

Wir wihlen nun Y € £ fest: My ist schwach abgeschlossen in X x X*, und (u,u*) €
M, wegen (3.9). Nach obigem Lemma gibt es (u,, ) € My: (up,u’) — (u,u*) in
X x X*. Nach Konstruktion von My ist u; = Bu, und insbesondere u, € C.
Die Menge C' ist abgeschlossen, konvex, also schwach abgeschlossen, daher ist auch
u € C. Demnach gibt es eine Folge (u,) in C, so dak

Up — U in X,
fiir n — oo (3.11)
Bu, — u* in X~
und
(b—Bu, —v*, u,—v)y>0 V(v,v')eAmitveYNC, (3.12)

denn die u, sind in My, und Elemente von My sind Losungen von (3.7).
Pseudomonotonie von B
Wir wollen zeigen, daf gilt

(Bu,u —v) < (v* —b,v — u) V(v,v*) € Amitv e Y NC,

denn damit haben wir gezeigt, daf (3.6) und damit auch (3.5) fiir allev € Y NC
gilt. Wir beschrinken uns dazu auf solche Y € £ mit vy € Y, wobei vy das Element
aus 5b) ist. Es gilt:

Ur=x

YeL
V€Y

Wir wihlen ein festes beliebiges Y. Aus (3.12) folgt fiir alle w € C, (v,v*) € A, v €
Y NC,und allen € N

(Bp, up — w) < {b—v*,up, — v) + (Bup, v — w).

Wir wiihlen insbesondere w = v. ( Dies ist méglich, da A: C' — 2%7.) Dann liest sich
die Ungleichung

(Bg, up — vy < (0° — b, v — uy) V(v,v*) € Amitv e Y NC. (3.13)
Nun wahlen wir w = v, v = vy und v* = v, dann wird die Ungleichung zu
(B, un, — u) < (v — b,vg — tp) + (Bup, vy — u)
(3.10)

= lim sup (Buy, u, — u) < (v5 —b+u",vg —u) < 0,

n—o0
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d.h. lim sup (Buy,, u, — u) < 0.

n—oo .
Da B pseudomonoton ist und u,, — u, folgt

(Bu,u — v) < liminf (Buy, u, — v) Yv el

n—0o0

(3.13)
< W'—=bv—u) Vv,v ) € A, veY¥YnNC

dh. (b—Bu—-v"u—v)>0 V(,v)eAd wveYnNnC.

Zu beliebigem (v,v*) € A gibt esein Y € L mit v € Y, denn |J Y = X. Damit

YeL
vgEY
haben wir
(b—Bu—v,u—v)x >0  V(v,v*) €A,
d.h. u € C ist eine Losung von (3.6). O
Bemerkung:

Die Voraussetzung von Satz 3.2 ist fiir alle b € X* erfiillt, falls B (beziiglich A) koerziv ist, d.h.
Jug € C = D(A) : lim ~———— 0 — o,

d.h. dann gilt Vb € X* : 3 eine Losung von (3.6), d.h. R(A + B) = X*. Denn
(Bu—b,u—uo) _ (Bu,u—uo) |[b]| |lu— uoll

[l [l [l
<BU”U’_ U0> _ ||b|| ”U’” — ||U0||
el [l
(Bu,u — ug)

= 2|[b]] fiir JJul] > fluoll

Die rechte Seite der Ungleichung konvergiert gegen oo fiir ||u|| — oo. Somit gilt
(Bu,u —ug) > (b,u — ug) V||u|]| > r mit r groR genug, d.h. die Bedingungen des Satzes sind fiir
alle b € X* erfiillt.

Anwendungen:
a) Variationsungleichungen:

Gegeben sei A: C' = X*, C' C X konvex, abgeschlossen und b € X*. Wir suchen ein u € C, so
dafs

(b—Au,u—v) >0 Yv e C. (3.14)
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Eine dquivalente Formulierung von (3.14) ist:

Suche ein u € C, so dak
beodx(u)+Au  VueC, (3.15)

wobei x die Indikatorfunktion aus Abschnitt 3.2.c) ist, d.h.

X(U)={0 ueCl

00 ue X\C,
mit

[ {weX  (viu—v)>0 YWwel} uel
8x(u)—{® ue X\C.

Daher bedeutet b € Ox(u) + Au, dak b — Au € 9x(u) und damit (b — Au,u —v) >0

Falls X = C, so ist (3.14) dqivalent zu Au = b.

Satz 3.3 Sei C # () eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge des reflexiven Banachraumes X .
Sei A: C'— X* pseudomonoton, demistetig und beschrinkt. Falls C' unbeschrinkt ist, existiere
ein ug € C, so daff

(Au,u — ug)

Tl — 00 fir ||ul] = oo, ueC.
u

Dann gilt:

(a) Fir alle b € X gibt es eine Losung u von (8.14).
(b) Falls A: C — X* monoton ist, ist die Losungsmenge von (3.14) abgeschlossen und konvez.

(c) Falls A: C — X* strikt monoton ist, ist (3.14) eindeutig losbar.

Bewelis:

(a) C ist konvex und abgeschlossen und daher ist x konvex und unterhalbstetig (vgl. Abschnitt
3.2 b)). Lemma 3.6 liefert dann, daf dx : C — 2*" maximal monoton ist. Auferdem gilt
Ox(ug) # 0. In Satz 3.2 und in der Bemerkung nach diesem Satz wihlen wir A = dx und
B = A. Dann gilt:

Ju € C, so dak b € Ox(u) + Au,

d.h. es gibt eine Losung von (3.14).
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(b) 1. Falls A: C — X* monoton ist, ist (3.14) dquivalent zu:
Suche u € C, so dak

(b—Av,u—v) >0 Vv e C. (3.16)
Denn: Sei u eine Losung von (3.14), dann haben wir

(Av,v — u) = (Au,v — u) + (Av — Au, v — u)
A monoton (3.14)
> <AU,1)—’LL> > (b,v—u),
d.h. v ist eine Losung von (3.16).
Sei umgekehrt v eine Losung von (3.16).
Wir setzen v = (1 — t)u + tw, w € C, 0 < t < 1. Da C konvex ist, folgt v € C.
(3.16) impliziert daher

b—A((1-tu+tw)),u—w)t
< (b—A((1—tu+tw),u — w)

(AVARRVS

Im Grenziibergang ¢t — 0 folgt, da A demistetig ist,
(b— Au,u —w) > 0.
Das ist aber gerade (3.14).
2. Sei S die Losungsmenge von (3.14). Seien u, @ € S. Dann gilt fiir w = (1 — t)u + ta:
(b— Av,w—v) = (b—Av,(1—t)u+ta— ((1 —t)v+tv))
= (1-t)(b—Av,u —v) +t({(b— Av,u—v) > 0,

da u,u € S, d.h. S ist konvex.

3. Sei (uy) eine Folge in S mit u,, — u. Dann gilt
(b— Av,u, —v) > 0.
Fiir n — oo folgt (b — Av,u — v) > 0 und damit u € S. Also ist S abgeschlossen.

(c) Seien u,u € S. Dann gilt

0, v
0

u,
u.

; ()

Wir setzen v = % in die 1. Ungleichung ein, v = u in die 2. Ungleichung und addieren
dann beide Ungleichungen. Diese Rechnung ergibt

(—Au + At,u — 1) > 0 (Au — Atd,u —1u) <0

Falls A strikt monoton ist, folgt daraus v = 4. o
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Beispiel (Hindernisproblem):

Gesucht ist ein u € W, *(R), so daf
—Au = f in Q,

u > g in €,

wobei f, g gegebene Funktionen sind. Diese Gleichungen beschreiben das Verhalten einer ela-
stischen Membran unter dem Einfluf einer Kraft f, falls die Bewegung durch ein Hindernis g
beeinflutt wird.

Kraft \t
/ Membran

Hindernis g

Wir setzen

C = {ueWy?Q), u> g},
(Au,v) = /Vqu dx,
Q

(bv) = / fods.

Q
C ist konvex und abgeschlossen.

Wir betrachten folgende Variationsungleichung: Suche ein v € C' mit
(b— Au,u —v) >0,

d.h. suche ein 4 € C mit

/f(u—v)dx—/VuV(u—v)dxzo Yo € C.
Q Q
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Nach Satz 3.3 gibt es genau ein v € C, das die Variationsungleichung 16st, denn der Operator
A ist stetig, strikt monoton und koerziv, wie wir in Abschnitt 1.3 gezeigt haben (mit p = 2,
s =0).

Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen der Lésung der Variationsungleichung und der
Losung unseres urspriinglichen Problems?

Falls die Lésung v und die Daten f, g glatt sind, dann erhalten wir
O = {ze€Qu(z)>gx)} offen und
C = {ze€Qu(z)=gx)} abgeschlossen.
Wir setzen v = u + 7¢ mit ¢ € C§°(0) und |7| klein. Dann ist v € C, und es folgt

—7'/fgpdx—i-T/Vquodx:T/Vquo—fgodx20.
Q

Q O

Wir ersetzen 7 durch —7, dann folgt insgesamt

/f(pdx—/Vquodmzo Vo € C3°(0).
) o

Partielle Integration dieser Gleichug liefert

/(f—i-Au)gpdx:O Vo € C5°(0),
0

d.h. —Au = fin O.
Sei nun ¢ € C§°(R2), ¢ > 0,0 < 7 < 1. Wir setzen v = u + 7. Dann ist v € C und es gilt
T/fgod:c —T/Vquodx > 0.
Q Q
Partielle Integration der Gleichung ergibt

/(f AWedr >0 Ve CE(Q), ¢ >0,
Q

d.h. —Au > fin Q.
Also 16st unser u, Losung der Variationsungleichung, das Problem

—AU 2 fa U Z g inQa
—Au = f, u > g in O.
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b) Evolutionsgleichungen:

Betrachte fiir alle ¢t € I = (0,7)) das Anfangswertproblem

du(t)
i

(3.17)

mit u: I — V. L sei definiert durch Lu = % mit

D(L) = {u € W, u(0) = 0}, wobei

d ,
W ={ue IP(I,V), d—:f e ¥ (I,V")}

mit ]l) + z%' Mithilfe von L schreibt sich (3.17) als

Lu+ Au = b, u € D(L). (3.18)

Satz 3.4 Sei (V,H,V*) ein Gelfand-Tripel, und sei X = LP(I,V),1 < p < oo, I = (0,7T),
T < 00. Sei A: X — X* pseudomonoton, koerziv, demistetiq und beschrinkt. Dann ezistiert
fir alle b € X* eine Losung von (3.17). Falls A strikt monoton ist, ist diese eindeutig bestimmit.

Bewelis:

1. Existenz einer Losung
Nach Lemma 3.8 ist L maximal monoton auf D(L). Weiterhin ist D(L) konvex und
abgeschlossen in der Norm von W. Mit C' = D(L), up = 0, A = L und B = A sind
die Voraussetzungen von Satz 3.2 und der Bemerkung danach erfiillt. Daher gibt es ein
u € D(L), das (3.18) 16st.

2. Eindeutigkeit der Losung
Seien w1, us € D(L) Losungen von (3.18). Dann gilt

Lui+Aur = b
LU2+AU2 = b

Subtrahieren wir beide Gleichungen voneinander, folgt

0 = <L(U1 — UQ), uy — U/2> + <AU1 — AUQ, Uy — Ug)
emma o. 1
oz T2 (= w) (DI = = u)(O)[ ) + (Aus — Auy, s — uz)

Z <A’U,1 - AQ, Uy — ’U,2>.

Falls A strikt monoton ist, folgt daraus u; = us. D
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Beispiel (parabolischer p—Laplace):

Betrachte das Problem

g—?; —div(|VulP?Vu) + g(u) = f auf Q x I,
v = 0 auf 02 x I,
u(0) =
Wir setzen
(Aju,v) = /|Vu|]’J *VuVu dz,
Q
(Asu,v) = /g Jvdz.
Q

Wie wir in Abschnitt 2.2, Anwendung 1), gezeigt haben, ist der Operator A; ,im stationéren
Fall“ stetig, monoton, beschrinkt und koerziv. Weiterhin wissen wir aus Abschnitt 2.2, Anwen-
dung 1), dak der Operator A, beschrinkt und stark stetig ist, sofern g die dortigen Bedingungen
erfiillt. Wie ebenfalls dort gezeigt, ist der Operator A = A; 4+ A, pseudomonoton, koerziv, stetig
und beschrankt.

Im hier vorliegenden ,instationdren Fall“ miissen wir noch zeigen, dak A: X — X* d.h.
Ar P, WHP(Q)) — (LP(1,WHP(Q)))* = LP(I, (W'#(Q))*) mit ; + ; = 1. Die iibrigen Rech-
nungen lassen sich ohne Probleme vom ,stationdren” auf den ,instationéren Fall“ {ibertragen.

1. A X — X™
Aus Abschnitt 1.3 erhalten wir fiir u, v € X die Abschétzung

[y <c [ 19l Vel de < ([ 19l ) ([ 190, )
1 I I I

Damit folgt A;: X — X*.
2. Ay X — X™:
Aus Abschnitt 2.2, Anwendung 1) wissen wir

/(AQU,w dt < C/||u||w1p||v||wlpdt
I I

— L Wenn wir auf diese Ungleichung die Holder-Ungleichung anwenden, ergibt

[y < c / Jull 22 az)? / Il d

I
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Also folgt Ay: X — X*, falls

(=1 =0 -1 T <pe r<p

Daher gibt es nach Satz 3.4 gibt eine Losung u des obigen Problems (im schwachen Sinne),
sofern g die in Abschnitt 2.2, Anwendung 1), geforderten Bedingungen erfiillt und zusétzlich
r < p gilt.
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Teil D

Der Abbildungsgrad

Der Abbildungsgrad ist niitzlich, um die Losbarkeit von Gleichungen der Art

flz)=y

mit Hilfe topologischer Uberlegungen zu zeigen. Grob gesagt gibt der Abbildungsgrad die An-
zahl der Losungen an. Der Abbildungsgrad kann definiert werden fiir Funktionen

a) f: R* — R". Mit Hilfe dieses Begriffes des Abbildungsgrades kénnen wir den Satz von
Brouwer, Satz 2.1, Teil A, einfach beweisen.

b) f: X — X, wobei X ein Banachraum ist. In diesem Fall finden wir einen einfachen Beweis
fiir den Satz von Schauder, Satz 2.4, Teil A.

1  Der Abbildungsgrad von Brouwer

Im Folgenden sei immer Q C R?, Q # (), beschriankt, offen.

Ziel dieses Kapitels ist es, folgenden Satz zu beweisen:

Satz 1.1 (Brouwer 1912, Nagumo 1951) Sei f: Q — R* eine stetige Funktion, und sei
p € R*\ f(0R). Dann ezistiert eine ganze Zahl d(f,<), p), der Abbildungsgrad, mit folgenden
Eigenschaften:

1) Falls d(f,Q,p) # 0, dann existiert ein zo € 2, so daf

f(zo) =p.
(Ezistenz)

2) Falls f(z,t): Q x [0,1] — R" eine stetige Abbildung ist und p € R*, p # f(x,t) fiir alle
x € 00 und t € [0,1], dann gilt:

d(f(-,0),,p) = d(f(-,1),9,p) .

(Invarianz unter Homotopien)



1.1 Die Konstruktion des Abbildungsgrades von Brouwer 120

3) Sei Q=JQ;, Q offen, disjunkt, beschrankt, 0Q0; C 02. Dann gilt fir alle p & f(0%2):

d(f,Q,p) Zd £.Qu,p) .

(Zerlegungseigenschaft)

Bemerkung:

Seien a € C, I" eine C'-Kurve. Die Umlaufzahl n(T',a) von T beziiglich a ist definiert durch

1 dz
r
n(l',a) = 2m/z—a

T

Wir setzen

1
F N
T

Dabei sei f eine meromorphe Funktion mit f # 0 auf I' und I' eine nullhomologe C'-Kurve.
Dann ist

deg(f,T,0) =) k(z)n

ZEN

wobei N die Menge der Nullstellen von f bezeichne und k(z) € N die Ordnung der Nullstelle
z € N (Argument—Prinzip, siehe [4, S. 162]).

Satz 1.1 verallgemeinert dieses Prinzip von C auf R". Fiir n = 2 stimmen beide Konzepte
iiberein.

1.1 Die Konstruktion des Abbildungsgrades von Brouwer
Sei f: QCR* - R, feCHQ)NCOEQ).
J(f(x)) bezeichne die Determinante der Jacobi-Matrix von f im Punkte z € Q,
J(f(z)) = det(V f(z)).
Ferner setzen wir fiir p € R”
[ ) ={z€Q, f(z) =p}.

Der Punkt z € f~!(p) heikt regulir, wenn J(f(x)) # 0.
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Lemma 1.1 Sei f € CH(Q)NC(Q), p € £(Q)\ f(02), und sei jeder Punkt der Menge f~(p)
requlir. Dann ist f~'(p) endlich.

Beweis: Beweis durch Widerspruch.

Annahme: f!(p) ist nicht endlich. Dann gibt es eine Folge (z,) mit z, € f !(p). Da Q
beschrankt ist, ist auch die Folge (z,) beschrinkt. Daher gibt es ein zy € Q mit Tn, — To
fiir eine Teilfolge (x,,) von (z,). Fiir diese Teilfolge gilt

f(xnk) =D

und somit f(zg) = p, da f stetig ist. Nach Voraussetzung haben wir also zo ¢ 09 und
Ty € fﬁl(p).
Das impliziert aber J(f(z)) # 0, d.h. der Rang von V f(z,) ist n. Demzufolge ist V f(zo)
ein Hom6omorphismus. Nach dem Satz iiber die inverse Funktion, Satz 4.6, Teil B, folgt, dafs
f |U(w0) ebenfalls ein Hom6éomorphismus und insbesondere eineindeutig ist. Dies ist ein Wider-
spruch, denn

f(zo) = p und Fz,, € U(zy) mit f(z,,) =p, da z, — zo.

Definition 1.1 Sei f € CY(Q)NC(Q) und seip € R*\ f(00Q) derart, daf alle Punkte in f(p)
requldr sind. Dann definieren wir den Abbildungsgrad

d(f,Q,p) = Z sgn J(f(z)) .

zef~1(p)

Bemerkung:
— Aus Lemma 1.1 folgt, dak die Summe in der Definition endlich ist. Daher macht die
Definition Sinn.
— Offensichtlich ist d(f, €, p) € Z.

— Falls f~1(p) = 0, definieren wir d(f,Q,p) = 0.

Wir wollen nun die Definition auf solche Fille verallgemeinern, bei denen
a) f!(p) nichtregulire Punkte enthilt,
b) f € C(Q).

In beiden Fillen benutzen wir dazu Approximationsargumente. Genauer werden wir dabei wie
folgt vorgehen:
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a)

1.2

Sei B={x € Q, J(f(z)) =0} und sei p € f(B) \ f(09).
Der Satz von Sard wird liefern, daf m(f(B)) = 0, wobei m das Lebesgue-Maf bezeichne.
Daher hat f(B) keine inneren Punkte. Deshalb gibt es eine Folge (p,,) in R* mit

P ¢ f(B), pn ¢ £(0Q) und p, — p. (1.1)
Wir werden zeigen, dafs der Grenzwert
lim d(f, 2, p,)
n—o0

existiert und zwar unabhéngig von der Wahl der Folge (p,,).
Daher konnen wir fiirf € C*(Q) N C(Q) und p ¢ f(09) definieren

d(f,p) = lim d(f,2,pn).

Zu f € C(Q) gibt es nach dem Approximationssatz von Weierstrafl (siehe z.B. [9, S. 338])
eine Folge von Polynomen (f,), so daf

fn€CHOQ)NC(Q),
fazf auf 2 und (1.2)
p ¢ fn(09)  Vn.

Wir werden beweisen, dafl der Grenzwert
lim d(fn, 2, p)
n—oo

existert und unabhingig von der Wahl der Folge (f,) ist. Danach kénnen wir fiir f € C(Q)
und p € R™\ f(09)

d(f,2,p) = lim d(f», <, p)

definieren.

Technische Hilfsmittel

Es folgen nun einige technische Lemmata, die uns die gewiinschten Ergebnisse liefern.

Satz 1.2 (Sard) Sei f € C1(Q) und sei G offen, so dafi G C Q. Dann gilt

m(f(Gn{z e, J(f(z))=0}) =0.
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Beweis: () ist beschrinkt. = Q C R = [-L, L|".
_ _ N
Wir iiberdecken R mit Wiirfeln r; mit Seitenlinge [ < 1 dist(G,R" \ ). Dann ist G C | r;,

=1
N < oo, 1; CQ.
Wir zeigen, daf das Bild der Menge aller krititschen Punkte (d.h. aller Punkte mit J(f(z)) = 0)

N
in |J r; eine Lebesgue—Nullmenge ist.

i=1
Sei dazu r; einer der Wiirfel mit Seitenlinge [. Vf € C(Q) ist auf G gleichméfig stetig und

beschriankt, d.h.

1. 3L: |Vf| <L Vz € G.

2. Ve>03ImeN:|Vf(p1) = Vf(p)| <& Vpi, pp mit [py —po| < Ly/n=:6.

Demzufolge gilt nach dem Mittelwertsatz fiir alle p;, ps mit [p; — po| < 0

1) — F(o2) = YV (02)pr — p2)] < / V5 (s + (1 — p2)) — V5 (02)] [pr — pol dt

< si\/ﬁ = &d.
m

Nun zerlegen wir r; in m"™ Wiirfel r;; der Seitenlénge % = % und wihlen ein festes r;;.

Fiir alle p;, po € r;; gilt nach obiger Rechnung

f(p1) = f(p2) + Vf(p2)(p1 — p2) + R(p2, p1)

mit |R(ps,p1)| < eLy/n = €6.
Sei nun py € r;; ein kritischer Punkt und sei 7;; — py := {x € R*;2 = —py +y,y € 135} . Wir
definieren fiir p € r;; — p; eine Abbildung T': 7;; — p» — R durch

T(p) = f(p2+p) — f(p2)

= Vf(p2)p + R(p),
mit R(p) = R(p2, p+p2), d.h. |R(p)| < eLl\/n = ed, wenn wir p+ps statt p; in obige Gleichung
einsetzen. Da po ein kritischer Punkt ist, gilt det(V f(p2)) = 0, d.h. der Rang von V f(p,) ist

hochstens n — 1. Also ist da Bild von 7;; — p, unter V f(ps) in einem (n — 1)-dimensionalem
Raum enthalten. Deshalb gilt:

b € R [by| =1, (b,y) =0 Vy e (VF(p2))(rij — p2),

wobei (.,.) fiir das Skalarprodukt im R™ steht. Wir ergénzen b; durch bs, ... , b, zu einer Or-
thonormalbasis des R”. Dann kénnen wir schreiben
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Es gilt

(T (p), b1)| < [(Vf(p2)p, b1)| + [(R(p), b1)]
< O—i—s%\/ﬁ:sé und
< Llp| [b1] + [R(p)|bi|
wegen der Beschrinktheit von V f
< Li\/ﬁ + 6i\/ﬁ
m m
< L6 + &6,

da p € r;; — po, d.h. |p| < £/n . Nach Definiton von T'(.) gilt: T'(ri; — p2) = f(rij) + f(p2)- Da
das Lebesgue-Maf invariant gegeniiber Verschiebungen ist, erhalten wir also

l l

() = (T = o)) < (Lov+ o) le

m

Demnach gilt
m(f(r:)) < Zm(f(rij))

1
< m"W(Ll\/ﬁ +elv/n)"tely/n < ce.

Da ¢ beliebig gewihlt war, folgt m(f(r;)) = 0, falls r; einen kritischen Punkt enthilt. Somit
haben wir fir B = {z € Q;J(f(z)) = 0}, dak m(f(G N B)) = 0, da die r; die Menge G
iiberdecken. 0

Bemerkung:
Wir wollen nun erreichen, daf m(f(©2N B)) = 0.

Dazu wihlen wir G, = {z € Q, dist(0,«) > 1}. Dann gilt G, C Q und Q C [JG,. Aus den
Eigenschaften des Lebesgue-Mafkes folgt also !

m(f(N B)) <> m(f(GnN B)) =0.

Sei nun f € C1(Q)NC(Q) und p € R*\ £(09Q). Die Menge f~(p) enthalte nur reguliire Punkte.
Dann ist diese Menge endlich, d.h.

7 ) = {z,.. ok
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Nach dem Beweis von Lemma 1.1 gibt es zu jedem z;, i = 1,... , k, eine Umgebung U(z;), so
daf
1) U(z;) C Q,
2) U(z;) NU(z;) =0,
(1.3)
3)J(f(w) #0 Vye U U(z:),
4) f |u(z;) ist ein Homoomorphlsmus d.h. eineindeutig

Wir setzen ¢(y) = f(y) — p. Dann ist ¢(U(z;)) eine Umgebung von 0. Demzufolge existiert ein
n > 0:

Nach (1.3) gibt es ein § > 0, so daf

le@ll =6 vyem\[Ju(),

i=1
ok

denn fiir y € Q\ |J U(x;) ist ||¢(y)|| > 0. Aukerdem ist y — ||¢(y)|| stetig und nimmt daher auf
i=1

ok
dem Kompaktum Q\ (J U(z;) ein Minimum an, d.h. es existiert ein d so, da® ||¢(y)|| > ¢ > 0.
i=1

Lemma 1.2 Sei f € CY(Q)NC(Q), f(p) regulir und ¢ € C([0,00)) N C>(0,00) mit

[ étlslyda =1

Rn

und supp ¢ C [0, min(d, n)). Dann gilt:

/ o(11£(x) — p)J(F(x)) dz = d(f, 2, p) (1.4)

Beweis: Offensichtlich ist
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denn ¢ = f — p. Auferdem gilt

/¢||f —pll) dx—/¢||<p ) (o(2)) da

—Z/qsnso ) (o)) da

¢ U(z;)

denn auferhalb von U(z;) ist ¢ = 0, da dann ||¢(z)|| > 6.

—ngnJ / ¢l (@)D (o ()] dz

Uz

= ngnJ (x;)) / o(||z]]) d
o(U(z;))
nach dem Transformationssatz.

= ngn J(p , denn o(U(z;)) 2 B,(0) D supp ¢.

= ngnJ f(z))

= Y J(f(@)=d(f,2p).
()

Bemerkung:

Die rechte Seite von Formel (1.4) gilt unabhéngig von der Wahl von ¢ mit den in Lemma 1.2
geforderten Eigenschaften. Daher ist auch die linke Seite von Formel (1.4) unabhéngig von der

Wahl von ¢.

Lemma 1.3 Seienp € R*, fi: Q = R*, f; € C(Q) NCHQ), i =1,2. Seie > 0 klein genug,

so daf

| fi(x) — pl| > 7e fiiri=1,2 und x € 09, sowie
| fi(z) = fa(x)]| <€ fiir x € Q.

Ferner seien f7'(p), i = 1,2, requlir. Dann gilt

d(f1,5%p) = d(f2,,p) .

Beweis: O.B.d.A. sei p = 0. Sei 7 : [0,00) — [0,1] mit v € C*([0, 00)), so daR

y(r) =1, falls 0 < r < 2¢,
v(r) =0, falls 3e < r.

(L1.5)

(1.6)
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Wir definieren

(@) = (1 =7l @)D) filz) + (£ (@)]) fa(2)-
Dann ist f3 € C*(Q) N C(Q). Dariiber hinaus gilt fiir z € Q, i = 1,2
[1fi(x) = fs(2)]l 11 = (A1 @)D) fi@) + (L (@) ) filz) -

(1 =~(1£1@)D) fi(z) = vl @)D f2(2)]
(1 =14 @I Ifi() = A@I+ A @)IDIfi() = fo(2)]

€.

IA A

Auferdem haben wir
|| f3(z)|| > 6¢ fiir x € 09,
da 7e < |[fi(@)[] < [If1(2) = fo(@)l[ + ([ fs(@) ]| < & + [ fs(2)]]; und
f3(z) = filx),  falls ||fi(2)]] > 3e,
f3(z) = folx),  falls [|fi(2)]] < 2.
Wir wihlen ¢, ¢ mit denselben Eigenschaften wie ¢ aus Lemma 1.2 sowie mit
é1(r)=0 fiir r € [0,4¢] U [5¢, 00) und
Go(r) =0 fiir r € [g, 00).
Dann erhalten wir
o1(Ilfs(2) ) (f3(2)) = bl f1(2) DI (f1(2)),

da fiir || f3]| > 4e gilt ||fi|| > ||f3ll = ||/ — f3]| > 42 — & = 3¢, und deshalb f; = f3. Weiterhin
folgt

G2([| fs(2)[)) T (f3(2)) = o[l f2(2)[]) I (fa(2)),

denn ¢, ist nur ungleich 0, falls || f3]| < €. Dann gilt aber || fo|| < ||fo — f3|| + || f3]| < e +¢ < 2¢,
und somit f3 = fo. Nach obiger Bemerkung und Lemma 1.2 folgt daher

d(fi,Qp) = / o1 @) I (f(2) do

_ / 61 (| f(@)) T (f3(x)) da

/ bo(1f(l2ID 1) (fs(2)) de

/ ol o @ )T (fol@)) dz = d(f, 2, p).
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Lemma 1.4 Seien f; € CY(Q) N C(Q),z € R*,i = 1,2. Sei e > 0 klein genug. Weiterhin

nehmen wir an, dafs

| fi(z) — 2| > 7e firi,j=1,2, z € 09,
| fi(z) — fa(z)|| < e fir x € Q und

|21 — 22| < e.
Seien alle Punkte von f;*(z;), 4,7 = 1,2, requlir. Dann gilt

d(f1,9Q, z1) = d(f2,Q, 22) .

Beweis: Nach Lemma 1.3 gilt d(f1,, z1) = d(f2, 2, z1).
Wir setzen

gi(z) = fa(),
gg(,’I)) = f2(l‘)+(2’1—22).

g1 und g, erfiillen die Voraussetzungen von Lemma 1.3:

lg1(z) — z1l] = [Ife@) — 2| = Te,
lga(x) — 21| = | fa(z) + 21 — 20 — 21]| > 7¢ und
lg2(z) — g1(z)|| = ||fe(z) + 21 — 22 — fo(2)]| < € nach Voraussetzung.

Lemma 1.3 liefert also d(f2, 2, 21) = d(f2 + (21 — 22), 2, 21).
Ferner gllt d(f2 + (Zl - 22): Q: Zl) = d(f27 Q7 22)7 da

6 (z) = {zeQ p@)=at={zeQ, ilz)+a—2n=2}={z€Q, fo(zr) = 2}

= f; '(2).
Aufierdem haben wir die Gleichheit
Vi=Vg =Y sgnd(fo(z)) = sgnJ(g(z)).

Insgesamt erhalten wir

d(fi,21) = d(f2,Q,21) =d(fa+ (21 — 22), 2, 21)
= d(f2, 2, 2).
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1.3 Erweiterung auf nichtregulire Punkte und stetige Funktionen

Nun kénnen wir die Idee zur Konstruktion von d(f, 2, p) fiir nichtregulires p € R" rigoros
ausfiihren:

Seip € f(B)\ f(02), wobei B = {xz € Q,J(f(x)) = 0} die Menge aller irregulédren Punkte ist.

Der Rand 0f2 ist abgeschlossen und beschriankt. Dann ist
If(z) =pll >0  V&edQ

und somit gibt es ein € : || f(z) — p|| > 8¢ fiir alle z € O9.

Wir haben im Satz von Sard bewiesen, daf m(f(B)) = 0 ist, also hat f(B) hat keine inneren
Punkte. Daher gibt es eine Folge (p,) mit

pn — p fiir n — oo, p, ¢ f(0), p, ¢ f(B). (1.7)

Auferdem gibt es ein ng : Vn, k > ng : ||[pr — pu|| < €. Der Grenziibergang k — oo liefert, daft
dann auch fiir alle n < ng gilt: ||p — pn|| < e. Dies hat zur Folge, dak

1f(@) = pull 2 £ (2) =Pl = llp = pull 2 7e Y0 2= no.

Lemma 1.4 impliziert daher, daf fiir alle n, £ > nq

d(f7 Qapk) = d(f7 Qapn)
gilt.

Der Grenzwert lim d(f, €, p,) existiert also, und wir setzen
n—00

lim d(f, 9, pn) =: d(f, 92, p).

Es verbleibt zu zeigen, daf der Grenzwert unabhéngig von der Wahl der Folge (p,,) ist.

Sei dazu (g,,) eine Folge mit ¢, — p, die (1.7) erfiillt. Dann gilt nach Lemma 1.4t
Ing 2 Vo >ng: d(f,Qq,) = d(f,Q, pn),

denn ||p, — ¢,|| < ¢ fiir n > n;.

Damit kénnen wir nun d(f,Q, p) fiir f € C(Q) N CY(Q) und p ¢ f(09) eindeutig definieren.

Im letzten Schritt wollen wir den Abbildungsgrad auf Funktionen f € C(Q) verallgemeinern.
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Lemma 1.5 Seien f; € C(Q)NCHQ), i =1,2, und p € R* \ f(09Q). € > 0 sei klein genug.
Angenommen,

| fi(z) —pl| > 8¢ Ve e o), 1 =1, 2 und
| fi(z) = fa(z)|| < ¢ vz € Q.
Dann gilt
d(f1,€%p) = d(f2, 2, p).
Beweis:

1. Falls p regulér ist, folgt die Behauptung aus Lemma 1.3.

2. Falls p irregulér ist, wihlen wir eine Folge (p,), die (1.7) erfiillt. Dann gilt:
1fi(2) = pull 2 [Ifilz) = pll = [lp = pull = 76 ¥R 2> mo, i =1, 2.

Aus Lemma 1.3 folgt daher die Gleichheit d(fi, 2, p,) = d(f2, 2, p,). Im Grenziibergang
fiir n — oo ergibt sich die Behauptung

d(f1,$%p) = d(f2,%, p).

Sei jetzt f € C(Q) und p ¢ £(99). Nach dem Approximationssatz von Weierstra gibt es eine
Folge von Funktionen mit

fu=zfinQ, f, € CYQ) und p ¢ f,(09Q) Vn. (1.8)
Da p ¢ f(09) und 092 abgeschlossen und beschrankt ist, folgt: Es gibt ein €, so daf
|f(x) —pl| > 9 Vz e 00.
Ferner existiert ein ng, so dafs
I fn(@) = fu(@)|| <& Vn, k>mng, x €,
wegen f, = f auf Q. Deshalb gibt es ein ¢ > 0 mit

[fn(2) = pll 2 I () = pll = lf (2) = fu(2)]| = 8 Vz € 09, Vn = n,.
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Nach Lemma 1.5 gilt also d(fx, Q,p) = d(fn,Q2,p) fiir alle n, & > ny und daher existiert der
Grenzwert lim d(f,,Q,p), und er ist unabhéngig von der Wahl der Folge (f,,), denn wenn (g,)
n—oo

eine weitere Folge ist, die (1.8) erfiillt, dann gilt fiir ein geeignetes n;

”gn(l‘) - fn(l')” <e Vn> ni, YV € Q.

Wir setzen
d(f,,p) = lim d(fn, <2, p).

Fiir f € C(Q) und p ¢ £(09) ist damit der Abbildungsgrad definiert.

1.4 Eigenschaften des Abbildungsgrades von Brouwer

Satz 1.3 Seien Q, Qy C R™ disjunkt, beschrinkt und offen, f: Q1 U Qy — R stetig und
pEeR" pé& f(0 UOQ). Dann gilt:

d(fa Ql U Q2ap) = d(fanap) + d(fa QQap)'

Beweis:
1. Sei f € CH{Q UQ) NC(Q UQy) und p regulir. Dann gilt

Soodf@) =) J(f@)+ Y J(f(@)

zef~(p) f~*(») f~*(»)
€N U2 zeM €N

wegen der Disjunktheit der Mengen (2; und €.

2. Sei f € CH(Q UQ) NC(Q; UQ,) und p irreguliir. Wir withlen eine Folge (p,), die (1.7)
erfiillt. Nach 1. gilt die Behauptung fiir jedes p,. Durch Grenziibergang n — oo folgt
daher die Behauptung fiir p.

3. Sei f € C(Q;USy). Wir withlen eine Folge (f,,), die (1.8) erfiillt. 2. liefert die Behauptung
fiir jedes f,. Der Grenziibergang n — oo liefert dann das Gewiinschte. o

Satz 1.4 Sei f € C(Q) und p ¢ f(09). Falls d(f,Q,p) # 0 ist, existiert ein xo € Q mit
f(xo) = p.
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Beweis: Beweis durch Widerspruch.

Annahme: Fiir alle z € Q gilt f(z) # p. Damit haben wir ||f(x) — p|| > 0 fiir alle € Q und,
da f und die Norm stetig sind, existiert ein ¢ > 0: || f(z) — p|| > 2e.

Sei (f,) eine Folge, die (1.8) erfiillt mit f, € C*(Q2) N C(Q). Dann gibt es ein ng, so daf fiir alle
n > ng

Ifulz) = f2)|| < e Vzeq.

Somit gilt || f.(z) — pl| > || f(x) = p|| = || f(z) — fu(z)|| > € fiir alle z € Q und n > ny.
Also ist f,'(p) = @ und p also regulér. Jetzt konnen wir die Bemerkung nach Definition 1.1
anwenden, die besagt, daft

d(fn,$2,p) = 0.

Im Grenziibergang n — oo folgt d(f, 2, p) = 0. Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung.
Also gilt die Behauptung. o

Satz 1.5 Sei f(x,t): Q x [a,b] — R* stetig und f(z,t) # p fir alle v € 0Q, und alle t € [a, b].
Dann ist d(f(.,t), 2, p) konstant auf [a, b].

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt, dak ein ¢ > 0 existiert:
I f(z,t) —p|| > 9 Vz € 0Q,VteE [a,b].
Auferdem ist f(z,t) gleichmiRig stetig auf Q x [a, b], d.h.

36 =6(e) : Vi, tomit [t —ta| <6 |f(z,t1) — f(z,t2)] < = Vo €.

DN ™

Wir fixieren zwei solcher ¢, to und wihlen zwei Folgen (fi,) und (fs,), die (1.8) erfiillen mit
fin = fla,t1) auf Q und fo, = f(x, 1) auf Q.
Dann existiert ein ng, so dak fiir alle n > ny
If (2, t;) — finll <6 Vo eQ,i=1,2,

und wir erhalten || fin — pll > [lp = f(z,t:)|| = || fin — (@, t:)|| > 8¢.
Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 1.3 erfiillt, was

d(fln, Q,p) = d(an, Q,p)

impliziert. Im Grenziibergang n — oo folgt

d(f(:tl)aQ:p) = d(f(atQ): Qap) tha to mit |t1 - t2| < 4.
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Eine endliche Uberdeckung von [a,b] mit Intervallen der Liinge kleiner ¢ liefert sofort, daf
d(f(.,t),Q,p) konstant ist. o

Bemerkung:

Falls f = id, dann ist

0 pé¢Q,

a0 ={ 1 120

Der folgende Satz liefert nichttriviale Beispiele fiir Funktionen deren Abbildungsgrad nicht
identisch Null ist.

Satz 1.6 (Borsuk) Sei Q ein symmetrisches (d.h. © € Q = —x € Q), offenes beschrink-
tes Gebiet im R*. Sei 0 € Q und f € C(Q) eine ungerade Funktion auf 00 (d.h. f(z) =
—f(—z)Vz € 0Q). Dann ist d(f,Q,0) eine ungerade Zahl.

Beweis: : siehe |7, S. 24]. O

Beispiel: Q = By(0), f(z) = 3.
Im folgenden Satz verschérfen wir die Ausage von Lemma 1.3.

Satz 1.7 Seien fi: Q = R*, i =1, 2, stetig und sei

| fi(z) — fo(2)|| < ||fi(z) —pl|| Vz € 00.

Dann gilt

d(f1,5%p) = d(f2, 2, p).

Beweis: Es gilt nach Voraussetzung
| fi(z) —p|| >0 Vze Q.

AuBerdem erhalten wir

| fo(z) = pl| > = fi(z) = fo(2)|| + || fi(z) —p]| >0 Vz € 0.
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Wir setzen f(z,t) = fi(z) + t(f2(x) — fi(z)) fiir 0 < ¢ < 1. Die Funktion f(z,t) erfiillt die
Voraussetzungen von Satz 1.5, und somit gilt

d(f(z,1),Q2,p) = d(fi(z) + t(f2(z) — fi(2)),Q,p) = C fiir 0 <t <1, C € Z konstant.
Diese Gleichung impliziert, wenn wir £ = 0 und ¢ = 1 einsetzen,

d(fl(ﬁ),Q,p) =C= d(f2(x)’9ap)'

Zum Abschluf dieses Kapitels wollen wir, wie angekiindigt, den Satz von Brouwer auf eine

andere Weise als im Teil A beweisen.

Satz 1.8 (Brouwer) Sei f: B,(0) — B,(0) stetig. Dann existiert ein Fizpunkt in B1(0), d.h.
HLL'() € Fl(O) : f(.’L'()) = Xy-

Beweis: Beweis durch Widerspruch.

Annahme: Vz € B1(0) gelte: f(x) # x.
Wir setzen F(z,t) = z — tf(x) fiir z € B;(0), 0 <t < 1. Unsere Annahme impliziert, daf

1E(z, )]l =l = tf (@) = |2l — ¢l f(2)]| =1 -2 fiir z € B,(0), t € [0,1],
>0 fir z € 0B41(0), t € [0,1),

d.h. 0 ¢ F(0By(0),t), 0 <t < 1. Fiir t = 1 folgt ||F(x,1)]| > 0 fiir alle z € 092 nach unserer
Annahme.
Demnach sind die Vorausetzungen von Satz 1.5 fiir p = 0 erfiillt und damit erhalten wir

Nun ist aber F(.,0) = id und damit d(F(.,0), B1(0),0) = 1. Nach Satz 1.4 gilt daher
3.’1)0 Xy — f(.’L'()) =0.

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. Also besitzt f einen Fixpunkt. o

2 Der Abbildungsgrad von Leray-Schauder

In diesem Kapitel wollen wir den Begriff des Abbildungsgrades auf unendlich-dimensionale Rau-
me ausweiten. Bei diesem Schritt konnen jedoch Probleme auftreten. Die Hauptschwierigkeit
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besteht darin, daf die Einheitskugel in unendlich-dimensionalen Rdumen nicht kompakt ist -
im Gegensatz zu endlich-dimensionalen Raumen. In Teil A haben wir aus dem Gegenbeispiel
von Kakutani bereits gelernt, dafs im Allgemeinen eine stetige Funktion auf einem Banach-
raum keinen Fixpunkt haben muf. Dieses Gegenbeispiel zeigt auch, dal es unmdoglich ist, einen
Abbildungsgrad fiir nur stetige Funktionen auf Banachrdumen zu definieren, der dieselben Ei-
genschaften hat wie in endlich-dimensionalen Rdumen. Diese Eigenschaften implizieren ndmlich
die Existenz eines Fixpunktes von stetigen Abbildungen, die die Einheitskugel auf sich selber
abbilden.

Die Grundidee bei Konstruktion des Abbildungsgrades von Leray-Schauder ist, die betrachteten
Operatoren durch Operatoren mit endlich-dimensionalem Wertebereich zu approximieren. Dazu
erinnern wir uns an Satz 2.3, Teil A. Dieser besagt:

T: M C X — X kompakt, M beschrinkt und abgeschlossen. (2.1)
= 3P,: M — X kompakt mit dim R(P,) < oo Vn und
|Tz — Pzl <2 Vo e M.

Dabher ist es sinnvoll, fiir kompakte Operatoren einen Abbildungsgrad zu definieren. Im Weite-
ren werden wir mit den im Beweis von Satz 2.3, Teil A, konstruierten ,Schauder*—Operatoren
arbeiten.

2.1 Abbildungsgrad fiir endlich—dimensionale Vektorrdume

Bisher haben wir einen Abbildungsgrad auf R" definiert. Jetzt wollen wir dies auf beliebige
endlich—dimensionale normierte Vektorrdme verallgemeinern. Sei nun X ein normierter Vektor-
raum mit dim X < oo. Dann gibt es ein n und einen isometrischen Isomorphismus h: X — R”,
d.h. ||A(z)||rn = [[z]|x-

Sei f: Q C X — X eine stetige Abbidlung, 2 offen und beschrénkt, p ¢ f(0€2). Wir definieren
den Abbildungsgrad der Abbildung f beziiglich 2 und p durch

dx(f,Q,p) =dgn(ho foh™, h(Q),h(p)). (22)
Lemma 2.1 Die Definition (2.2) ist unabhdingig von der Wahl von h.

Beweis: Sei f € C1(Q) N C(Q), p regulir.
0O.B.d.A. sei p = 0. Dann gilt auf Grund der Eigenschaften der Isometrie A und der Substitu-



2.1 Abbildungsgrad fiir endlich—dimensionale Vektorrdume 136

tionsregel

/¢(I|f(w)||)J(f(fv)) do = /¢(I|h0f(w)||)J(h°f(w)) dz

Q

= [ dlliboson @DIhe fo i @) da,
()

wobei ¢ die Funktion aus Lemma 1.2 sei. Damit folgt die Behauptung aus der Theorie, die wir
im 1. Kapitel entwickelt haben. o

Satz 2.1 (Reduktion) Sei 2 C R" offen und beschrinkt. Sei R™ C R", d.h. R™, m < n, ist
identifiziert mit dem Teilraum des R™, fiir dessen Elemente x gilt

Tmg1 = ... =Ty =0.
Sei f: Q — R™ stetig und g: Q — R* definiert durch
g(z) =z + f(z), x€.
Dann gilt fir alle p € R™ mit p ¢ g(09Q)

dn(g: Qap) = dm(g|§ﬂRmaQ N Rmap)'

Beweis: Es ist leicht zu sehen, da ¢g(Q N R™) C R™.

Wir nehmen an, dak f € C(Q) N C* (), und p regulir ist. Wir suchen nun x aus €, so daf
g(x) =z + f(z) = p € R™. Diese Forderung ist dquivalent zu x = p — f(z) € R™, d.h. z € R™,
und z ist also im Urbild von p bzgl. g|ggn- Somit gilt ¢~ (p) = (glgrgn) " (P)-

Zu zeigen ist nun, daf J(g(z)) = J(9/grm(2)). Dazu miissen wir die jeweiligen Gradienten
berechnen. Es gilt:

of;
(@) = I ’
Vlgngrm () + <3$7>i,j=1,

M

I, +Vf| St
Vy(z) = ( T) f}Iamk ), i=1,...,m;k=m+1,... ,n

Entwicklung nach der ,rechten unteren Ecke* liefert J(g(z)) = J(¢|gngm (z)). Aus der Theorie
des 1. Kapitel folgt daher die Behauptung (vgl z.B. Defintion 1.1). o
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2.2 Konstruktion des Abbildungsgrades von Leray-Schauder

Wir betrachten nun die Abbildung I—7": X — X, wobei T kompakt und X ein Banachraum sei.
Es sei ferner 0 € 2 C X offen und beschrinkt, sowie 0 ¢ (I —T77)(052). Wir wollen d(I —T,2,0)
definieren.

Der Einfachheithalber definieren wir den Abbildungsgrad nur fiir den Punkt 0. Es ist jedoch
kein Problem, den Begriff des Abbildungsgrades auf beliebige Punkte p € X und 0 ¢ 2 zu
erweitern.

Zuerst zeigen wir, dak eine positive Zahl r existiert, so dafs

|l —Tz|| >r >0 Vazed. (2.3)

Beweis durch Widerspruch:
Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann gibt es eine Folge (z,,) € 02, so daf

|xn, — Txy|| — 0 fiir n — oo.

Da T kompakt ist, gibt es ein zy € X und eine Teilfolge, wiederum mit (z,) bezeichnet, so dal
Tx, — xy. Damit folgt

[€n = ol| < [lzn — Tl + [|T2n — zof-
Beide Summanden auf der rechten Seite konvergieren gegen 0 fiir n — oo. Also gilt

lim z, = 29 = lim Tx, = Tx,,
n—oo n—oo

auf Grund der Stetigkeit von 7. Wir haben gezeigt, dak xo — Txq = 0 mit 2y € 0€2, da 0 eine
abgeschlossene Menge ist. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung 0 ¢ (I —T)(0%).

Nun betrachten wir Abbildungen P, mit P, = T, die (2.1) erfiillen. Nach (2.1) gibt es eine
positive Zahl ng, so dak fiir alle n > nq gilt

| Pox — Tx|| < g vV z € 00.

Ferner erhalten wir, da X,,NQ =: Q,, offen und beschrankt ist, wobei X, := R(P,) ein linearer,
endlich-dimensionaler Unterraum von X ist; sowie 0€),, C 0f).

Da (I — P,)(22,) C X, und

(2.3)
inf flo = Pyl > inf (|lo =Tz = |To = Paall) > r—5=12>0,
TEN €N 2

kénnen wir dx, (I — Py, Qy,,0) wie in (2.2) definieren.
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Den Leray-Schauder Abbildungsgrad von I — T beziiglich 2 und 0 kénnen wir nun definieren
als

dx(I = T,9,0) := lim dy, (I — P,,,,0).
n—oo

Um diese Definition zu rechtfertigen, miissen wir zeigen, dafl der Grenzwert existiert und un-
abhéngig von der Wahl der P, ist:

Seien dazu FP,, und P,, zwei Abbildungen mit
Pz — T < g Ve, i=1,2

Auferdem seien X,,; die zugehorigen linearen, endlich-dimensionalen Unterrdume von X,
dim X,,, < 0o. X, sei der kleinste lineare Raum, der X,,;, und X,,, enthdlt. Aus Satz 2.1 folgt

d(I - P,,,Q,,,0) =d(I — P,,,,,0), i=1,2, (2.4)
wobei Q,,. = X,,, NQ und Q,, = X,;, N
Wir betrachten die Homotopie H: €, x [0,1] — X,,, definiert durch
H(z,t) =t(I —P,,)(x)+ (1 —t)(I — P,,)(x).
Fiir alle z € 092 gilt
|1H (z,t) = (I = T)(x)]|

1H (z,t) = (¢ + (1 =) = T)(x)]]
)

< Y= FP)(z) - (I -D)@)+ Q=) = P,)(z) — (I = T)(2)]
< t%+(1—t)g:g.

Somit erhalten wir fiir alle ¢ € [0, 1], x € 99
IH (@0l = [ =T)=) - [[H(z,t) = (I =T)(x)]|
(2;3) r >0
> r=5>0

Daher folgt nach Satz 1.5 (Homotopieeigenschaft des Abbildungsgrades), da d(H(.,t), 2, 0)
fiir alle t € [0, 1] konstant ist, d.h.

dti(I — Ppy) + (1 = t1)({ = Py,), 2, 0) = d(t2(I — Pp,) + (1 — to)({ — Pp,), Qm, 0).
Fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 erhalten wir insbesondere
d(I — P,,,Q,0) =d(I — P,,, 2, 0).
Dies und (2.4) ergeben also
d(I — P,,,Q,,,0) =d(I — P,,,2y,,0),

somit ist die Folge fiir n > ng konstant, der Grenzwert existiert und ist unabhingig von der
Wahl der P,.
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2.3 Eigenschaften des Abbildungsgrades von Leray-Schauder

Jetzt zeigen wir, dak der Abbildungsgrad von Leray-Schauder diesselben Eigenschaften hat wie
der Abbildungsgrad von Brouwer.

Satz 2.2 Falls d(I — T,9,0) # 0, dann gibt es ein xo € Q, so daff Txo = xo.

Beweis: Wir wihlen P,, die (2.1) erfiillen. Fiir diese gilt fiir alle n > ny
d(I — P,,Q,,0) #0.
Daher folgt aus Satz 1.4, dak es ein z,, € €2, gibt mit P,z, = z,. Fiir z,, gilt

|zn = Tznll < |lzn — Pagall + | Pazn — Tal|

1
< 0+ -—.
n

Da T kompakt ist und die Folge (z,) C §2 beschriankt, gibt es eine Teilfolge, wieder mit (z,)
bezeichnet, und einen Punkt y € Q, so dak Tz, — y fiir n — oo.

Aus obiger Abschitzung folgt weiter, daf x, — y fiir n — oco. Da T stetig ist, gilt aukerdem
Tx, — Ty fir n - oco. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes impliziert dies Ty = y. Da
0¢ (I—T)(09) ist, gilt also y € Q\ 9Q = Q. o

Definition 2.1 Firt € [0,1] seien die Operatoren T(t): M — X kompakt. Dann ist
T:t— T(t) genau dann eine Homotopie, wenn fir alle e > 0 und alle beschrinkten Teilmengen
G C M ein 6 > 0 ezistiert, so dafl fir alle ty, ty : |ty — to| < 0, und alle z € G gilt:

|T(t:)(z) = T(t2) ()| <e.
Satz 2.3 SeiT eine Homotopie auf Q, wobei Q offen und beschrinkt sei. Sei ferner T(t)(x) # «
t

fir allet € [0,1] und alle x € O). Dann hat fir allet € [0,1] der Abbildungsgrad d(I-T(t),<2,0)
denselben Wert.

Beweis: Zuerst zeigen wir, daf eine Zahl r > 0 existiert, so daf fiir alle ¢ € [0,1] und z € 0%
I =T@®) (@) = 7.

Dies beweisen wir durch Widerspruch: Angenommen fiir alle n existieren x,, € 99, t, € [0, 1],
so daf
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wobei ||y,|| < L. Da die Folge (z,) C 0%, ist die Folge der z, beschrinkt. Weiterhin folgt aus
der Tatsache, daf (¢,) C [0, 1], die Existenz einer Teilfolge, wiederum mit (¢,,) bezeichnet, und
eines Punktes ¢y € [0, 1] mit ¢,, — to. Da der Operator T(¢y) kompakt ist, folgt auch

T(to)(zn) = y € X fiir n — oo. Dies impliziert zusammen mit Definition 2.1

1T (tn)(zn) —yll < NT(n)(@n) — T(to) (@n)ll + [|T'(t0) (zn) — yll
— 0 fiir n — oo.

Also T'(t,)(z,) — y fiir n — co. Wegen (2.5) folgt daraus auch z,, — y € 09 fiir n — oco. Die
Stetigkeit von T'(to) liefert T'(to)x, — T'(to)y fiir n — oo. Damit erhalten wir

[T(tn)(zn) =T @)W < T () (@n) = T (to) (@n)ll + T (t0) (2n) — T (ko) (W)
— 0 fiir n — oo,

d.h. T(t,)(z,) = T(to)(y) fir n — co. Wenn wir daher in (2.5) zum Grenzwert iibergehen,
erhalten wir

y—T(to)(y) = 0,

wobei y € 0€). Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung.
Wir wéhlen nun ein t; € [0,1] fest und Abbildungen P,, die (2.1) erfiillen, d.h. fiir n > ny

| Po(z) —T(t)(x)] < vz € Q.

>3

Da T eine Homotopie ist, gilt fiir alle ¢ mit |t — ;| < § und alle z € Q

1T () (=) =T @) ()] <

Daher haben wir fiir alle ¢ mit |t — ¢;| < ¢

=3

1Pa(2) =T () (@)l < |1Palz) = T (1) (@) + 1T (t1) (@) = T(@) ()] <

N3

Die Definition des Abbildungsgrades von Leray-Schauder impliziert fiir alle ¢ mit |t — ¢;]| < ¢
und n grofs genug

d(I = Py, 0, 0) = d(I — T(t),,0),

wobei €2, = QN X, und X,, = R(P,), d.-h. der Abbildungsgrad ist konstant auf dem Intervall
(t1—06,t1+0). Nunist [0,1] C | (t1 —0,t1 +9). Da [0, 1] kompakt ist, gibt es t1,. .. ,t;, mit
t1€[0,1]
0,1] € U (t; — 6,t; + 6). Also hat fiir alle ¢t € [0,1] der Abbildungsgrad d(I — T'(¢),£,0)
tj=1
denselbeli Wert. o
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Satz 2.4 (Schauder) Sei Q C X offen, konvez, 0 € Q und T: Q — Q kompakt. Dann hat T
einen Fizpunkt, d.h. es gibt ein o € Q mit T'(zo) = zo.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 1.8 mit H(z,t) =z — tT'(x). O

Satz 2.5 (Borsuk) Sei Q) C X beschrinkt, offen und symmetrisch, 0 € Q, T: Q — Q ungerade
und kompakt. Ferner sei T(x) # x fir alle x € 0). Dann ist d(I — T,€2,0) ungerade.

Beweis: Sei vy, ... ,v, ein e-Netz von T(Q2). Setze vy = —vy, ...,V = —Vp, SOWi€ Vgpi1 =
V1,...,VUsp = Vp. Definiere

% mi(T (x))v;
Pyz) = ——

I

iw@@)
wobei

mae) = 4 €~ e =wll fir flo — il <e,
Z 0 fiir ||z — v > e.

Es gilt: dim R(P,) < oo, 2N R(P,) ist symmetrisch und P, = T (vgl. Beweis von Satz 2.3,
Teil A). Auferdem sind die P, ungerade, denn

S m(T@)s S ey (T(—2)visy
Pn($) — =1 — =1 ’ (26)

iw@w) iwmﬂﬂ»

denn T'(z) = —T(—x), v; = —Vitp, 1 =1,...2p, und

mi(T(z)) =¢ — [[T(z) — vl = e — || = T(—=) — vil| = ¢ = [|[T(—2) — vigp|| = mi1,(T(—2)).
Dies zusammen mit der Definition von vgpy1, ... ,vs, liefert, dak man P,(x) auch schreiben
kann als

2p
; Mip(T(2))Vigp
Pn(x) = % ;
5~ misy(T(a)

also erhalten wir aus (2.6), dak P,(x) = —P,(—x). Mit Satz 1.7 folgt, dak d(I — P,,,,0)
ungerade ist. Demnach ist nach Definition des Abbildungsgrades d(I — T, (2, 0) ist ungerade. o
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