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1 Einfiihrung

Die Funktionalanalysis beschéftigt sich mit unendlich—dimensionalen Vektorrdumen
(iiber R oder C), in denen ein Konvergenzbegriff (Topologie) gegeben ist, sowie den
Abbildungen zwischen ihnen. Besonders angestrebt sind Ergebnisse, die sich auf
konkrete Funktionenriume (z.B. Cla, b], L*(Q2) etc.) und konkrete Gleichungen (z.B.
Integralgleichungen oder partielle Differentialgleichungen) anwenden lassen.

Die Betrachtungsweise der Funktionalanalysis, Funktionen als Punkte in einem un-
endlich-dimensionalen Raum aufzufassen und geometrische Uberlegungen u.i. anzu-
wenden, hat sich als sehr fruchtbar erwiesen und zu einer enormen Bereicherung der
Analysis gefiihrt. Die Sétze der Funktionalanalysis sind sehr allgemein und geben
ein tieferes Verstidndnis zahlreicher Zusammenhénge.

Ein typischer Satz der Funktionalanalysis ist der Banachsche Fizpunktsatz (,jede
kontrahierende Abbildung eines Banachraumes in sich besitzt einen Fixpunkt®).

Die Funktionalanalysis ist ein Produkt dieses Jahrhunderts (Beginn ca. Anfang die-
ses Jahrhunderts). Der Name kommt von dem Wort ,, Funktional“. Ein lineares Funk-
tional ist eine lineare Abbildung eines Vektorraumes in seinen Grundkorper. Ist
dieser Vektorraum selbst ein Funktionenraum, so sind die Argumente des Funktio-
nals Funktionen. Um nicht von einer Funktion von Funktionen zu sprechen, ver-
wendeten unsere Vorfahren das Wort ,,Funktional“. (Heute wiirde man sich daran
weniger storen.) Da in den Anwendungen der Funktionalanalysis viel mit solchen
Abbildungen — also Funktionen von Funktionen, letztere aufgefait als Punkte eines
Vektorraumes — gearbeitet wird, erklart sich auf diese Weise der Name ,, Funktional-
analysis“.

Ein groferes Teilgebiet der Funktionalanalysis ist die lineare Funktionalanalysis.
Sie befafit sich z.B. mit der Losbarkeit von linearen Gleichungen Au = f oder
Eigenwertproblemen (Spektraltheorie).

Ein fiir die Vertiefungsgebiete an unserem Institut wichtiges Teilgebiet ist die nichtli-
neare Funktionalanalysis, die sich z.B. mit Fixpunktsitzen, mehrdeutiger Losbarkeit
nichtlinearer Gleichungen A(u) = f etc. befaft.

In der Funktionalanalysis, welche mit unendlich-dimensionalen Vektorraumen arbei-
tet, gibt es viele, im Vergleich zur Analysis im R” ungewohnte Effekte. Wir zidhlen
einige von diesen auf:

a) Surjektive lineare Abbildungen kénnen einen von Null verschiedenen
Kern haben.
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Beispiel: Sei V = { (¢1,¢2,¢3,...) | ¢; € R} der unendlich-dimensionale Vektorraum
mit der komponentenweisen Addition als additiver Verkniipfung und der komponen-
tenweise Multiplikation mit Skalaren o € R als Skalarmultiplikation. (Man kénnte
V = R* oder besser R¥ schreiben.) Die lineare Abbildung A: V' — V sei definiert
durch

Ac = (co,3,C45...), c=(c1,09,C3,...).
Offensichtlich ist A(V) =V, aber A(¢,0,0,...) =(0,0,...).
b) Ist der Nullraum N(A) einer linearen Abbildung Null, so ist A nicht

notwendig surjektiv.

Beispiel: V' sei wieder wie oben definiert. Es sei Ac = (0, ¢y, ¢o,¢3,...). Aus Ac =0
folgt ¢ = 0, also N(A) = 0. Offensichtlich ist aber A(V') echter Teilraum von V.

Die in a) und b) beobachteten Effekte kénnen im endlich-dimensionalen Fall nicht
eintreten.

Man bemiiht sich in der Funktionalanalysis, durch Zusatzbedingungen an A die im
R" bekannten Sétze zu retten.

c) Lineare Abbildungen — selbst einfachster Art — miissen keinen Eigen-
wert haben.

Beispiel: Ca, b] = Raum der R- oder C-wertigen stetigen Funktionen auf [a, b]. Sei
A diejenige lineare Abbildung, welche definiert ist durch

(Af)(z) = (sinz) - f(x), f€Cla,b], xz€la,b].

A ist also ein sehr simpler Operator, namlich ein Multiplikationsoperator - die Mul-
tiplikation mit sin z.

A hat keinen Eigenwert. Andernfalls existiert f € Cla,b], f # 0 (d. h. f ist nicht
die Null-Funktion) und A € R (oder C) mit (sinz)f(z) = Af(x). Da f # 0, existiert
ein xy € [a,b] mit f(x) # 0 fiir z € U(xp) und es gilt

sinz = A = const, z € Ul(x) .

Dies ist nicht moglich, sin # const auf einer offenen Menge.

In der Funktionalanalysis gibt man Klassen von linearen Operatoren (= Abbildun-
gen) an, fiir die das Eigenwertproblem #hnlich wie bei n x n-Matrizen behandelt
werden kann. Auflerdem werden verschiedene Abschwichungen des Begriffs ,,Eigen-
wert® eingefiihrt, um eine Analogie zu n x n-Matrizen zu bekommen. Zudem sind
diese Abschwichungen durch die Quantenphysik motiviert. Hiermit beschéftigt sich
die ,,Spektraltheorie”.
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d) In unendlich-dimensionalen Riumen gibt es hiufig mehrere natiirli-
che Konvergenzbegriffe.

(Im R" gibt es aufler der euklidischen Topologie natiirlich noch beliebig viele andere
Topologien - diese sind aber exotisch und fiir die Analysis nicht zu gebrauchen.)

Beispiel: V =12 = { (¢, ¢2,¢3,...) | io:l ;> < 00}
j=
Man hat z.B. die Topologie der punktweisen Konvergenz
doe e dog (j = o0) fiir alle 7 € N.
Ferner gibt es die [>-Konvergenz

doce |d=cp—=0 (j—o0).

Hierbei ist ||w|| = (3 |wi|?)'/2.
k=1

Schliellich kennt man noch die schwache [?-Konvergenz, die wir spiter kennenlernen.

Die drei Konvergenzen sind nicht dquivalent.

e) Lineare Abbildungen sind nicht notwendig stetig.

Sei V' der Vektorraum der Polynome auf [—2,2], versehen mit der gleichmdfigen
Konvergenz als Konvergenzbegriff, d.h. p — p < [|p’ — pllc — 0 (j — o0).
Hierbei ist ||¢||cc = max{ |¢(z)| |z € [-2,2]}.

Wir definieren die lineare Abbildung A: V' — V, indem wir sie auf den Basisele-
menten z" definieren:

Az"™ = 3"g".

Mit pa(2) = 3 15)n x™ gilt p, — 0 (n — 00), aber
3" x"
Apy, = — 00.

Die stetigen linearen Abbildungen und Klassen von unstetigen linearen Abbildungen
werden in der Funktionalanalysis besonders studiert.

f) Im R" gilt der sogenannte Browersche Fixpunktsatz: , Jede stetige
Abbildung der Einheitskugel in sich besitzt einen Fixpunkt.“

In jedem unendlich—dimensionalen Banachraum (Definition spéter) gibt es eine ste-
tige Abbildung der Einheitskugel in sich ohne Fixpunkt. Man sagt: Unendlich—
dimensionale Banachrdume besitzen nicht die Fixpunkteigenschaft.
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g) Im R gilt der anschaulich einleuchtende Satz, dafl disjunkte konvexe
Mengen durch eine Hyperebene getrennt werden kénnen.

Dies ist z.B. wichtig fiir die Optimierungstheorie.

Im unendlich—dimensionalen Fall gilt dies nur unter Zusatzbedingungen an die kon-
vexen Mengen (z.B. eine von ihnen muf} nicht—leeres Inneres haben).

Schlieflich betonen wir noch, daff man auch das Studium konkreter Funktionenriume
zur Funktionalanalysis zdhlen kann, wenn auch die Grenzen flielend sind. Es gibt
zahllose Funktionenrdume in der Analysis. Der Anfanger kennt vermutlich die Rdume
Cla,b] , Ct, C™ Cv, C*, L*(Q), LP(Q). Man benétigt die vielen Funktionenriume
u.a., um Sitze der Funktionalanalysis einer konkreten Situation anzupassen. Will
man z.B. erreichen, daf der sogenannte Nemytski-Operator T;: LP[a, b] — L9|a, b]

(Tyu)(@) = f(u(z)), € C(RR) vorgegeben,
stetig beziiglich der in L” und L? gegebenen Normen ist, so folgt notwendig
fOI< KlgPl + K .

Ist f also z. B. eine vorgegebene Funktion mit polynomialem Wachstum, so muf}
man den Grundraum LP mit einem gentigend grofilem p wahlen. Man pafit also den
Grundraum der Nichtlinearitit an.

In Hinblick auf die Abstimmung mit anderen Vorlesungen beginnt die Vorlesung mit
einem Schnellkurs iiber den Hilbertraum. Danach beschéftigen wir uns mit linearer
Funktionalanalysis in Banachrdumen und lokalkonvexen Rdumen. Es werden grund-
legende Definitionen und Prinzipien erldutert. Nach einem anschliefenden Exkurs
iiber Spektraltheorie hoffe ich, noch die Theorie monotoner Operatoren zu behan-
deln.
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Teil 1

Schnellkurs iiber Hilbertraume

2 Der Hilbertraum

Definition 2.1 FEin Pri—Hilbertraum V' (inner product space®) ist ein Vektorraum
iiber R bzw. C, in dem ein Skalarprodukt (.,.) gegeben ist, d.h. eine Abbildung von
H x H nach R oder C mit den Eigenschaften

(i) Bilinearitit bzw. Sesquilinearitdt

(au + Bv,w) = a(u,w) + B(v, w)
(u, az + Bw) = a(u, 2) + B(u, w)

fiir alle a,, B € R bzw. C und alle u,v,w,z € V.
(i1) (.,.) ist symmetrisch bzw. hermitesch, d.h.
(u,v) = (v, u) fir alle w,v € V. (= ,Konjugiert-Komplex-Zeichen®).
(iii) (.,.) ist positiv definit, d.h.
(u,u) >0  fir alleu €'V,
und (u,u) =0 genau fir u = 0.

Definition 2.2 ||u|| := /(u,u) ist die durch das Skalarprodukt in V definierte
Norm.

Definition 2.3 FEine Folge (u;)jen, uj € V konvergiert beziglich ||.|| (man sagt auch
Lin V“) gegen u € V' genau dann, wenn

luj — ull =0 (J = 00).
Man schreibt u; — w in 'V und spricht von der durch die Norm definierten Konver-
genz oder von der starken Konvergenz in V.
Definition 2.4 Eine Folge (u;)jen, uj € V heifst Cauchyfolge (beziglich ||.||) genau
dann, wenn Ve > 03lg € N mit: Vj, k > 1y gilt

luj —ug|| < €.
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(Man schreibt auch etwas unprézise ||u; — ug|| — 0 fiir j, k — 00.)

Definition 2.5 FEin Hilbertraum ist ein Pri—Hilbertraum, in dem jede Cauchyfolge
einen Limes besitzt. Man sagt auch: ,Der Hilbertraum ist vollstindig. “

Beispiele:
a) R" oder C* mit dem Euklidischen Skalarprodukt (.,.) sind Hilbertridume.
b) R* oder C* mit dem Skalarprodukt
(u,v)4 = (u, AD)
mit einer hermiteschen positiv definiten Matrix A.

¢) C[a,b] mit dem Skalarprodukt

b
(f.9) = / fgda

ist Pra—Hilbertscher, aber kein Hilbertscher Raum.

d) [? ist ein Hilbertraum. Hierbei ist

e) L*[a,b], allgemeiner L?(12), ist ein Hilbertraum. Hierbei ist
b
L?[a,b] = { [u] |u ist mefbar und /|u|2dx <00}

und [u] die Klasse aller Funktionen, die sich von u auf einer Menge vom Mafi Null
unterscheiden. Das Skalarprodukt ist erkléirt durch

b

([u], [U]) = (u,v) = /%@da:.

a

Es ist iiblich, nicht zwischen [u] und u zu unterscheiden, obwohl dies unprézise ist.

f) Der Sobolevraum H'?(12), Q offene Teilmenge des R (siehe nachfolgende De-
finitionen).
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Definition 2.6 von H'2(Q). Sei H“? die Menge aller Funktionen aus C*(Q) mit
[ (lu]*+ |Vul?) dz < cc.

Q
Beziiglich des (sogenannten H“?-Skalarproduktes)

(u,v)1 :/uﬂd:r+/Vu-Vﬁdx
Q

Q

ist HY? ein Pri—Hilbertraum.

Wir erldutern im Folgenden drei Definitionen des Sobolevraumes H'2.

Definition 2.7 (Erste Definition von H'2) H'%(Q) ist der Restklassenraum der
Cauchyfolgen (u; € H"?)jen nach den Nullfolgen (alles beziiglich der H'*~Norm).

Man kann sich H? als die Menge aller Funktionen u vorstellen, fiir die eine Cauchy-

folge (u;) in der H'2-Norm existiert, so daf§ u; — u in L*(Q). Die GréSe L?-lim Vu;
j—o0

kann man sich als verallgemeinerte Ableitung von u vorstellen und schreibt Vu =

lim Vu,.

j—o0

Durch die Restklassenbildung sieht man Limites von Cauchyfolgen (u,), (u}) als

i j
gleich an, wenn u; —u; — 0 in H"?. Diese Art der Definition des Sobolevraums H'~

nennt man die ,Definition durch Vervollstiandigung®.
Fiir die zweite Definition von H"? (fiir den Anfiinger am empfehlenswertesten)

benétigen wir zundchst den Begriff der verallgemeinerten Ableitung.

Definition 2.8 Sei u € L?(Q). Die Funktion u; € L?(Q) heifit (erste) verallgemei-
nerte Ableitung von u beziiglich der i-ten Variablen, wenn

(u, Di) 2 = —(us, ) 2 fiir alle o € C§°(9). (2.1)
Hierbei ist C§°(€2) der sogenannte Raum der Testfunktionen, d.h. C§°(2) = {p|¢
ist unendlich oft differenzierbar und ¢ hat kompakten Trager in Q}.

Der Triger von ¢ ist der Abschlufi der Menge aller Punkte x mit ¢(z) # 0. Es gilt
¢ = 0 in U(0R). Die Definition (2.1) ist motiviert durch die partielle Integration,
falls u € C*(Q), denn dann gilt

(u, Dip) 2 = —(Diu, @) 2 -

Lemma 2.1 (Eindeutigkeit der verallgemeinerten Ableitung) Es seien u;,
@; € L?(Q) verallgemeinerte Ableitungen von u € L. Dann gilt u; = ; f. .
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Definition 2.9 (Zweite Definition von H'? mit Hilfe verallgemeinerter Ab-
leitungen)

H"(Q) = {u € L*(Q) | u besitzt erste verallgemeinerte Ableitungen in L*(Q)} .

Das Skalarprodukt wird dann mit Hilfe der verallgemeinerten Ableitungen definiert
durch

(u,v); = (u,v)2 + (Vu, Vo).
Satz 2.1 H“%(Q) ist vollstindig.

Beweis: Sei (u;) Cauchy-Folge in H?(§). Dann ist (u;) auch eine Cauchy-Folge
in L?(Q)) mit Limes u € L*(). Wir zeigen, daf u verallgemeinerte Ableitungen in
L*(Q) hat. Da (D;u;) ebenfalls Cauchy-Folge in L?(f) ist, gilt D;u; — 4; € L*() in
L*(Q) und —(D;,u;) = (¢, Diu;) — (¢, 4;) fiir alle p € C(R). Daher gilt @; = D;u.

]

Definition 2.10 (Dritte Definition des Raumes H'?(Q) nach Tonnelli)
Es sei M die Menge aller quadratintegrablen Funktionen f mit der Eigenschaft, daf
die durch

Qoz(f) = f(mlax% HE axiflafa‘,L'H»la - xn)

definierten Restriktionen @; bis auf eine Ausnahmemenge von Punkten

(X1, T2y -+ Tie1, Tix1, - - - , Tn) mit dem (n-1)-dimensionalen Maf$ Null absolutstetig
ist. Die fast tiberall definierte Ableitung d%%’ bezeichnen wir mit D;f. D;f ist eine
mefbare Funktion. Gilt dberdies D;f € L*(Q), 1 = 1,...,n, so schreiben wir f €
HY2(Q). Das Skalarprodukt ist erwartungsgemdf definiert durch

(u,v) 12 = (u,v) 2 + (Vu, Vo) ez .

Damit die Definitheitsvoraussetzung g¢ilt, muf die tbliche Klassenbildung durch-
gefiihrt werden, d.h. die Elemente von HY2(Q) sind Klassen von Funktionen, die
sich auf einer Menge vom Maf Null unterscheiden.

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es von grofier Bedeutung,
zum Ausdruck zu bringen, daf} eine H?-Funktion am Rand des Gebietes in einem
verallgemeinerten Sinne verschwindet.

Dies leistet der Raum

12
HP(Q) =C2(Q)" ={ueH"7?

Fu; € C§° mit u; — uin H'? }
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Beispiele von H!2-Funktionen:

Lemma 2.2 Se: Q C R" offen und beschrinkt, 0 € Q, und s < 5 — 1. Dann ist
lz|~* € H"?.
Fir s > 2 —1 st |z|~5 ¢ H".

Fiir n = 3,4 ist also z. B. ﬁ ¢ H'2, fiir n > 5 gilt die Inklusion jedoch.

Eine unbeschrinkte H'?-Funktion fiir n = 2 ist die Funktion

log

1
logm‘.

Im Fall n = 1 sind H%2-Funktionen Hélderstetig zum Exponenten %

Der Beweis des Lemmas ist vielleicht am einfachsten, wenn man die Definition der
Sobolevrdume nach Tonnelli durchfiihrt. Die Funktion |z|~* ist dann fast iiberall
klassisch differenzierbar mit der Ableitung

V]z|™* = —sz|z|2
und mit Hilfe von Polarkoordinaten erhilt man z; |z| 52 ~ |z| ! € L*(Q).

Um die im Lemma behauptete H'2-Inklusion im Fall der zweiten Definition nach-
zuweisen, arbeitet man am besten mit einer Abschneidefunktion 7 € C*(R"), 7 =1
in R" — Bog,7 =0 in Bg, |V7| < KR! Es ist dann |z|*7 € C*°(R") und aufgrund
partieller Integration gilt

(Di(lz|~*7),¢) = (l2[7°7, Dip) — —(l2|7*, Dip) (R —0).
Andererseits ist
(Dill2|7°7),¢) = (=s@i o[~ 7*r,0) + (|2] 7, Dip) .
Es gilt |z| *|D;7| < KR *R ' und (fiir n > 2) somit [ |z| *|D;r| < KR™?* %% —

Bir
0 (R — 0), wobei 6 = § — 1 — s. Daraus erhélt man die Identitat

(Di(jz]7°7), ) = = (|27, Digp) .
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Leider kénnen H'?-Funktionen auf einer dichten Menge Singularititen haben, z.B.

oo
—q y —S . .
u(z) = E 2 7‘35 —x(7)| , s wie im Lemma
7=0

2 durchléuft alle Punkte aus € mit rationalen Koordinaten.

Wir notieren noch einige Standardfolgerungen aus den Eigenschaften des Skalarpro-
duktes. Zunéchst sei darauf hingewiesen, dafl im komplexen Préd-Hilbertraum die
Identitat

lla +blI* = llall* + (a,) + (b, a) + [Ib]I* = [lall* + 2 Re(a, b) + ||b]I*

(Re = Realteil) gilt, da (b,a) = (a,b).
Lemma 2.3 (Cauchy—Schwarzsche Ungleichung) Sei V' ein Prd-Hilbertraum.
Dann gilt fir alle u,v € V

| (w, 0)| < ] o] -

Beweis fiir den reellen Fall: Es gilt

1
0< (ou— Lv, au—2v) = o) ||ul® + W“vn? — 2Re(ou, L),

und somit

1
2Re(u,v) < laf* Jlull” + WHUIV- (2.2)

=

Mit o = (%)2 ,u# 0,v# 0, folgt

Re(u,v) < [ul [|v]l -

Ubergang von u zu —u ergibt die behauptete Ungleichung. o

Beweis fiir den reellen und komplexen Fall: Es gilt mit a € R, p€ C

p 14 21,112 1 2
0 < I’ —_— 2 R 9
(o v, o v) = o”||ul e(u, pv) + — vl
Man setze o? = —”ZH Dann folgt

Re(u, pv) < [[ull [[v]| und Re(p(u,v)) < [lul [[v]
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Setze p = %, falls (u,v) # 0. Dann folgt

[ (w, 0) | < ] [

Folgerung aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:
Lemma 2.4 Das Skalarprodukt ist beziiglich der Normkonvergenz stetig.

Beweis: Sei u; — u, d.h. ||u; — u|| = 0 (j — o0). Dann gilt
|(w, w) = (g, w)| < Jlu =y} [Jw]]

und daher (u;,w) = (u,w) (j — 00). Entsprechend gilt (w,u;) = (w,u) (j — 00).

]

Lemma 2.5 Sei V ein Pri-Hilbertscher Raum mit Skalarprodukt (.,.). Die durch
lu|| = \/(u,u) definierte Grife erfiillt die Dreiecksungleichung

[lw 4+l < Jlull + [Jv]] -

Bewelis:

lu+ll* = [[ull® + 2Re(u, v) + [Jv]* <
< ull® + 2 |(u, v) |+ [[oll” < Hlull* + 21{Jull - o]l + loll* = (el + [lo])*-



[.3. DER PROJEKTIONSSATZ 15

3 Der Projektionssatz

Ist H ein unendlich—dimensionaler Hilbertraum und V ein linearer Teilraum, so gibt
es im Gegensatz zum endlich—-dimensionalen Fall nicht notwendig eine Zerlegung der
Gestalt

H=VeV:. (3.1)
Hierbei ist das ,,Orthogonalkomplement von V “ definiert durch
Vi={zeH|(z,v)=0 YveH}.
Die Gleichung (3.1) bedeutet: Zu jedem u € H gibt es eine eindeutige Zerlegung
v=v4+w, veV, weVt.

Ein Gegenbeispiel zu (3.1) ist der Hilbertraum L?(I), I = (a,b) und der Raum
V = Cg§°(I), wobei

Co)={pecC>)| TrgpCl}

mit Trgp := {z € I |p(x) # 0} (M = Abschliefung von M).

In der Tat: Sei v € L*(I), u ¢ C§°(I). Angenommen, es wiire v = v + w mit
v € C(I) und w € C§e(I)*, so folgt aus

(w, ) =0 fiir alle ¢ € C5°(1)
der Widerspruch w = 0. (Hierbei ist (.,.) das L*-Skalarprodukt.)

Zum Beweis dieser Folgerung beachten wir, daB C°(I) in L*(I) dicht ist, d.h. zu
w € L?(I) existiert eine Folge ¢; mit ¢; — w in L?(I). Da das Skalarprodukt stetig
beziiglich der L?~Konvergenz ist, gilt fiir das obige w

0= (w,p;) — (w,w),
d.h. w =0, qg.e.d..
Fiir den Beweis des Satzes, dai C°(I) dicht in L?(I) ist, wird benutzt, daf§
x(I)w — win L? (¢ — 0),

wobei x(I.) die charakteristische Funktion des Intervalles I, = [a +¢,b —¢], [ =
[a,b] ist. Ferner wird benutzt, daB die Faltung wy, * x(I:)w gegen x(I.)w in L*(I)
konvergiert.

Die Hilbertraum—Theorie startet mit dem Satz, da§ die Zerlegung (3.1) fiir abge-
schlossene lineare Unterrdume V' C H funktioniert.
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Satz 3.1 (Projektionssatz) Sei V' ein abgeschlossener Teilraum des Hilbertrau-
mes H. Dann gibt es zu jedem u € H eine eindeutige Zerlegung

v=v4+w, veEV, weVe .

Man schreibt: H=V & VL.

Der Beweis beruht auf der Tatsache, dafl das Element v in Satz 3.2 dem Element u
»am niichsten® ist, d.h. [lu — v|| = inf {|lu —y|| |y € V}.

A

Zur Konstruktion eines solchen Elementes bendtigen wir einen entsprechenden Satz
iiber die Annahme des minimalen Abstandes, den wir gleich allgemein fiir konvezxe
Mengen M formulieren.

Definition 3.1 Fine Menge M C H heifit konvex < Yu,v € M und VYo € [0,1]
gilt
y=au+(l—a)pe M.

M

Satz 3.2 FEs sei M eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge C H undu € H.
Dann gibt es ein eindeutiges Element v € M mit

|lu —v|| = inf {|lu—w]| ‘wEM} =:d.
Beweis: Wenn u € M, gibt es nichts zu beweisen (inf = 0). Sei also u ¢ M. Sei

(w;), w; € M eine Minimalfolge, d.h. ||u — w;|]| = d (i — 00). Wir benutzen die
Parallelogrammgleichung

la +0lI* + fla — blI* = 2 lall” + 2|b]|"
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i — 1, 1, — 1, _1 i
mit a = ju — wj, b= ju — jwg. Dann gilt

lu = 5w + we)lI” + (15 (wr — w)lI* = 5llu — wyll* + Fllu — wy]|* — d”

fiir j, k — oco. Da M konvex ist und somit 5 (w; +wy) € M, gilt |Ju— 5 (w;+wy)||> >
d?. Damit folgt

d + |15 (wr = wp) II* < llu = 5(w; +wi)[I* + 15 (ws — wy)lI* = d” + 0(1),

und somit ||3(wy — w;)|| = o(1), d.h. (w;) st eine Cauchyfolge und hat einen Limes
v € M. (Beachte, daB M abgeschlossen ist.) Da w; — v, folgt ||u — v||* = d?, und
der Satz ist — bis auf die Eindeutigkeit — bewiesen. Das Element v € M ist das den
minimalen Abstand realisierende Element.

Die Eindeutigkeit folgt aus der folgenden Uberlegung: Sei v, v’ € M und ||u—v|| = d,
|lu — ¢'|| = d. Dann gilt im reellen Fall

lu =3+ )P = [lull* = (u,0) = (u,0') + 2101 + 3 (v, 0") + 21117
= sl —ol” + gllu = v'II* = Zllvll” + (v, ') = ZlIV'|* =

=d*— illv—V|> <d?, fallsv#0.

(Im komplexen Fall ersetzt man in der ersten Zeile (u, v) und (u,v') durch Re(u, v)
bzw. Re(u,v') sowie in der ersten und zweiten Zeile (v,v’) durch Re(v,v').) Falls
v # v', kann somit |[u — v|| und ||u — v'|| nicht der minimale Abstand von u zu M
sein. o

Beweis von Satz 3.1: Aus Satz 3.2 mit M = V folgt die Existenz eines eindeutigen
Elementes v € V mit |lu — v||* = inf { [[u — w||*|w € V' } =: d*. Es gilt
lu—v|*<|lu—v+tp||>, teERbzw.C, ¢peV.
Daraus folgt, zunéchst im reellen Fall:
0<2(u—w,tp)+ o>

Kiirzen mit ¢ > 0 und Grenziibergang ¢ — 0 ergibt 0 < 2 (u — v, ¢) fiir alle p € V.
Ersetzt man in dieser Ungleichung ¢ durch —¢, erhilt man 0 > 2 (u — v, ), also
insgesamt

0=2(u—wv,p) firallepeV

Man setze w = v —v. Dann gilt w1V undu=uv—v+v=v+w,veV, wlV.
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Im komplexen Fall erhilt man
0 < 2Re(u — v, ty) +[t]* [lol® (3-2)
und daraus wie eben
0="Re(u—v,p)

Um auch Zm(u —v, ¢) = 0 zu erhalten, wihlt man in (3.2) t =i7 (i=+/-1,7 € R,
7 > 0) und erhélt

0<2Re(—iT(u—v,9)) =7 l¢|*
Kiirzen mit 7, und Grenziibergang 7 — 0 ergibt
0 <Re(—i(u—v,9)) =Zm(u—v,p)
Durch Ubergang zu —¢ folgt wieder insgesamt
Im(u—wv,0) =0

Die Eindeutigkeit der Zerlegung ergibt sich folgendermaflen: Sei u = v+w = v' +w’,
w,w' LV, v,v" € V. Daraus folgt v — v' = w’ — w. Skalare Multiplikation mit v — v’
ergibt

v —2'|]> = (w' — w,v—v") = 0.
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4 Beschriankte lineare Funktionale und der Riesz-
sche Darstellungssatz

Definition 4.1 FEin beschrinktes lineares Funktional F' auf einem Hilbertraum H
st eine lineare Abbildung H — R bzw. C mit der Figenschaft, daf$ eine Konstante
K existiert, so dafs

|F(u)| < K]ul|-
Die Menge der beschrinkten linearen Funktionale wird auch mit H* bezeichnet.
Satz 4.1 Fin lineares Funktional auf einem Hilbertraum ist genau dann beschrdnkt,
wenn es stetig ist.
Beweis:
»,=" Beschrdnktheit impliziert Stetigkeait.
Dies ist trivial: Gilt u,, — u, so folgt
|F(um) — F(u)| = [F(um — v)| < Kl —ul| = 0.
=" Stetigkeit impliziert Beschrinktheit.

F sei stetig. Angenommen, F' wére nicht beschrankt. Dann gibt es eine Folge

(Um), U, # 0 mit W =y, — 00 (M — 00). Setze
1 uy,
Up 1= — — =
Dann gilt einerseits ||vn|| — 0, andererseits |F(vy,)| = = Z¢ml — 1 qn. F

: . am ||[uml|
wire nicht stetig.

Definition 4.2 Die Norm eines beschrinkten linearen Funktionals F': H — R ist
definiert durch

1P|l = inf {K | |F(u)| < K|lu|| fir allew e H }.
Aquivalent ist die Definition

F(u)
il

||F||=sup{ ‘uEH,u;éO}.

(Nachweis: Ubungsaufgabe)
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Lemma 4.1 Die oben definierte Abbildung ||.||: H — R ist eine Norm auf H*.
(Ubungsaufgabe)

Satz 4.2 (Rieszscher Darstellungssatz) Sei H ein Hilbertscher Raum. Zu je-
dem F € H* gibt es eindeutig bestimmtes Flement f € H mit

F(u) = (u, f).

Man sagt daher: H 148t sich mit H* identifizieren und schreibt — unpréziserweise —
H=H".

Beweis: Sei N = {x € H|F(z) =0} der Nullraum von F. N ist abgeschlossener
linearer Teilraum von H. Ist ndmlich u,, € N, u,, — u, so folgt 0 = F(u,,) — F(u),
d.h. v e N.

O.B.d.A. diirfen wir N # H annehmen. (Andernfalls ist f = 0.) Es gibt daher ein
wy € H, das nicht in NV ist. Nach dem Projektionssatz ist

wo=v+w mitve N,we N wH0.

Wir beachten, da F(w) # 0, daw ¢ N, und F(u— g((z)))w) =0, alsou— %w € N.
Da w € N+, folgt

F(w)
und
w 2
(v, w) = F(u) L'v(yj) ’
somit
_ F(w)
F(u) = (u, T w).
Damit ist das darstellende Element konstruiert. o

Eine wichtige Anwendung des Rieszschen Darstellungssatzes ist der Nachweis eines
Existenzsatzes fiir elliptische Randwertprobleme der Gestalt

= > Dia(@)Dy) + cw)u= f in (4.1)

mit Randbedingungen fiir u auf 0€2. Hierbei ist {2 eine offene Punktmenge des R",
feL?ay e L®(Q),ce L®(Q), und es gilt die Elliptizititsbedingung
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D awbi& > Nolé”  firalle { € R". (4.2)
ik=1

mit einer positiven Konstante )\ (,,Elliptizitatskonstante®).
Ferner gelte
Qi = Qg (4.3)
und
c(x) > A >0 (4.4)
(Fiir Nullrandbedingungen kénnte man \; = 0 zulassen.)
Wir versehen nun den Raum H'%(Q) mit einem neuen Skalarprodukt, nimlich

(u,v)4 = Z/aikauDiuda:-l-/cuvdac

ik=1¢, o

und beschrianken uns auf den reellen Fall.

Die Bedingungen (4.2) und (4.3) stellen sicher, daf (., .) ein Skalarprodukt ist. Diese
Vorgehensweise ist typisch fiir die Anwendungen der Funktionalanalysis - man pafst
das Skalarprodukt dem Problem an.

Aufgrund von (4.2) und (4.4) erkennt man, daf§ die Skalarprodukte (.,.)g12 und
(.,.)a dquivalent sind, d.h. es gibt Konstanten K;, K, mit

[ullar> < Ky lulla < Kallul[ae - (4.5)

Aquivalente Skalarprodukte erzeugen den gleichen Konvergenzbegriff, H L2(Q) ist al-
so auch Hilbertraum bzgl. (.,.)4 und wir kénnen den Rieszschen Darstellungssatz
anwenden, indem wir das beschriankte lineare Funktional ¢,

o(v) == (v, f)
durch ein Element u € H'?(Q) darstellen:
(v,u)a = (v, f) fiir alle v € H"*(Q)
Ausgeschrieben bedeutet dies

Z/aikauDivda:—l—/cuvdx:/fvdx (4.6)
Q

ik=179) o
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d.h. u ist schwache Losung der Differentialgleichung (4.1). Auflerdem folgt aus (4.6)
noch die natiirliche Randbedingung

Z air Dyuv; =0 auf 092, v = Normalenvektor (4.7)
ik=1

Statt H'2 148t sich auch H,* als Grundraum nehmen, (4.7) entfillt dann.
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5 Beschrinkte lineare Abbildungen

Definition 5.1 Seien Hy, Hy Hilbertsche Riume. Fine lineare Abbildung A: H; —
Hy heifit beschriankt genau dann, wenn eine Zahl K € R existiert mit

|Aul| < K||ul| fiir alle uw € Hy . (5.1)

Anmerkung: Fiir w € Hy, z € Hy wird das gleiche Symbol fiir die Norm verwendet:
llwl]|, ||z||- Wenn Verwechselungsgefahr besteht, kann man einen Index verwenden,
z.B. ||w]|1, ||2]|2 ete.

Satz 5.1 Fine Abbildung A ist genau dann beschrinkt, wenn sie stetig ist.

Beweis:

»,= Sei A beschrinkt und u,, — v in Hy, d.h. ||uy — u|| = 0 (m — o0). Dann
folgt aus (5.1)

|| At — Aul| — 0
d.h. Au,, — Au.

»<=“ Sei A stetig. Angenommen, A wire nicht beschrinkt. Dann existiert eine Folge
(Um), Um € H, ty, # 0 mit

[Aum|l _

= Q,; — 0.
[t |

Wir setzen vy, := o, ! %= Es gilt || Av,,|| = 1 und ||v,,|| — 0. Dies widerspricht

™ |fum||*

der Stetigkeit von A.

Anmerkung: Satz und Beweis gelten in beliebigen normierten Rdaumen.
Beispiele beschrinkter linearer Abbildungen in Hilbertschen Riumen:
a) Hy = Hy = L?(Q), Q offene Teilmenge C R™. Sei A: H; — H, gegeben durch
(Au)(2) := g() - u(z), weL*(Q),

mit einer festen Funktion g € L*(Q). A ist beschriinkt, da ||Aul|z2 < [|9]|col|]|z2-
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b)

H, = H**(Q), Hy = L*(Q).
(Au)(z) := Dyu(z)
(D; = verallgemeinerte partielle Ableitung). A ist beschrénkt, da
IDyullze < (ullZ> + IVulZ2)" = llullme -

(Auf L? wire D; nicht einmal definiert, als Abbildung von LZ2N HY? — L2 ist
D, unbeschréinkt.)

Sei Hy = Hy = L*(Q) und K: OxQ — R, K mefbarund [ [ K*(z,y) dz dy =:
Q0

C < o0. Dann ist die durch

= /K(z, y) u(y) dy (5.2)

definierte Abbildung beschrankt.

Beweis: [|Aul|?, —f(fK z,y) u(y) ) ({(sz T,y dyg{ u*(y) dy) dz

—ffKvay dydwfu ) dy = Cllull*. o

Die Abbildung in (5.2) heifit Integraloperator mit Kern K. Es gibt Kerne,
die so singulér sind, da8 [ [ K?(z,y) dx dy = oo, sie aber dennoch einen be-
schrankten Integraloperator erzeugen.

Sei Q2 ein Wiirfel, H;, = H%?(Q) und H, = L?(09). Jede Funktion v € C*(Q)
besitzt eine Restriktion Ru auf 0f2, die definiert wird durch

(Ru)(2) :=u(z), z € 09).
Man kann beweisen:
||Ru||L2(3Q) < K||u||H1,2(Q) . (5.3)

R 148t sich durch AbschlieBung auf ganz H?() zu einer beschrinkten linea-
ren Abbildung

R: HY(Q) — L*(09)

fortsetzen. R heifit Restriktions— oder Spuroperator. Die Abbildung R wird
verwendet, um Elementen von H?, die eigentlich Klassen von Funktionen
sind, die bis auf eine Menge vom Maf} Null erklért sind, dennoch eine Restrik-
tion auf die Menge 0€2, welche Mafl Null hat, zuzuordnen. An Stelle der Vor-
aussetzung, daf} 2 ein Wiirfel ist, reicht es, zu verlangen, dafl 92 sich in endlich
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viele C'-Fléichen zerlegen 148t. (Genauer: 0 ist Lipschitz—Mannigfaltigkeit.)
Die Konstruktion von R geschieht folgendermafen: Zu u € H'?(Q) existieren
Funktionen u; € C'(Q) mit u; — u in H' (j — o). (Beweisbediirftig, da
u; € C*(Q) und nicht blo € C'() verlangt wird - die Glattheit von 9 wird
verwendet.) Wegen (5.3) gilt || Ru; — Rug||r200) — 0 (4, k — 00), d.h. R ist
Cauchyfolge mit Limes v € L?(09). Man definiert nun Ru = v.

Es folgen nun einige Losbarkeitssétze fiir lineare Gleichungen Au = f mit beschrank-
ten linearen Abbildungen A: H — H, H ein Hilbertscher Raum.

Satz 5.2 Sei A eine beschrinkte lineare Abbildung eines Hilbertschen Raumes H in
sich. Es gelte die Koerzitivitdtsbedingung

Re(Au,u) > col|ul|® fir allew € H, (5.4)

mit einer Konstanten cg > 0. Dann ist die Gleichung Au = f fiir alle f € H
eindeutig l6sbar und die inverse Abbildung A™' ist beschrinkt.

Beweis: Zunichst bemerken wir, da§ der Bildbereich A(H) von H abgeschlossen
ist. Aus (5.4) folgt ||Au|| > col|u||. Ist nun Au; — 2, so folgt co||lu; — || < ||Au; —
Aug|| = 0 (j, k — 00), d.h. u; ist eine Cauchyfolge mit Limes u. Ware nun A(H)
ein echter Teilraum von H, so giibe es ein Element w # 0, wLA(H). Aus (5.4) folgt
der Widerspruch

0 = Re(Aw,w) > col|lw||* > 0,

d.h. A(H) = H. Die Eindeutigkeit und die Stetigkeit der Inversen folgen ebenfalls
aus der Ungleichung ||Au — Au'|| > ¢|lu — o'||. 0

Beispiel: H = L*(Q), Au:=u — [ K(z,y)u(y) dy unter der Voraussetzung
Q

//\K(x,y)|2dxdy§q<1,
Q Q

denn mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

/ K(v)ul) dy)] <l [ / K de dy.

Q

Die Konstante ¢ in (5.4) ist dann 1 — gq.

Eine der wichtigsten Anwendungen von Satz 5.2 liegt jedoch in der Theorie der ellip-
tischen partiellen Differentialgleichungen. Hierzu bendtigen wir den Begriff der be-
schrinkten Bilinearform (bzw. Sesgilinearform) und das Lemma von Lax—Milgram.
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Definition 5.2 Fine beschrinkte Bilinearform (Sesquilinearform) ist eine Abbil-
dung [.,.] von H x H nach R bzw. C mit den Eigenschaften

a) [u,v] ist linear in u und v (bzw. antilinear in v).

b) Es existiert eine Konstante K mit

[u, o]| < Klull [[o]] fir alle u,v € H.

Definition 5.3 Fine Bilinearform (Sesquilinearform) heifit koerzitiv, wenn eine
Konstante cg > 0 ezistiert mit |[u,u]| > col|ul|? fiir alle w. Man beachte, daf8 wir
keine Symmetrie fir [u,v] vorausgesetzt haben.

Lemma 5.1 (von Lax—Milgram) Sei H ein Hilbertscher Raum und |., .| eine koer

zitive beschrdinkte Bilinearform auf H. Dann gibt es zu dem beschrinkten linearen
Funktional f € H* ein eindeutiges u € H mit

[v,u] = f(v) fir allev e H. (5.5)

Beweis: Fiir jedes u € H definiert die Abbildung ¢,(v) = [v,u] ein beschrinktes
lineares Funktional auf H. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es daher ein
eindeutiges Element A(u) € H mit

[v,u] = (U,A(u)) .

Die Abbildung A ist linear, denn es gilt (v, A(Az+ By) — AA(z) — BA(y)) = 0 fiir alle
v € H und somit A(Az+ fBy) — AA(x) — BA(y) = 0. Wir schreiben daher A(u) = Au.
Da [.,.] beschrinkte Bilinearform (Sesqilinearform) ist, gilt ||Aul|? = [Au,u] <
K ||Aul| ||u||, woraus die Beschrénktheit von A folgt.

SchlieBlich ist Re(Au,u) = Relu,u] > col|ul|?, d.-h. A ist koerzitiv. Das lineare
Funktional f stellen wir nach dem Rieszschen Darstellungssatz durch ein Element
fo dar:

f(v) = (v, fo).
Die Gleichung (5.5) iibersetzt sich daher in die Form
(v, Au) = (v, fo) fiir allev € H,
oder, dquivalent,

AU:fo.
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Da wir gezeigt haben, dafl A beschrankt und koerzitiv ist, folgt mit Satz 5.2 die
eindeutige Losbarkeit von (5.5). 0

Beispiel: Sei a;, € L™, i,k =1,...,n, und es gelte die Elliptizitdtsbedingung

D an(@)&& > Molé> fiiralle L €R”. (5.6)

ik=1

Ferner sei ¢ € L*°(Q), ¢ > A\ > 0. Sei H = H"*(Q) und die Bilinearform [.,.] auf
H x H definiert durch

n

[’LL, U] = Z (aika:ua DiU)L2 + (C’LL, IU)LQ .
1,k=1

Man {iiberlegt sich leicht, da8 [.,.] die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram
erfiillt. Ferner ist das durch f(v) = (f,v)r2 definierte Funktional auch auf H'?(Q)
beschriinkt (es ist sogar als Funktional auf L? beschrinkt). Nach dem Lemma von
Lax—Milgram gibt es daher eine eindeutig bestimmte Funktion v aus H'? mit

n

> (@i Deu, Div) > + (cu,v) 2 = (f,0)12

i k=1

d.h. es gibt eine schwache Lésung der elliptischen partiellen Differentialgleichung

- Z D;(aix(z) Dyu) + c(z) u = f(x)

ik=1

mit natiirlichen Randbedingungen (s. Skript Infini III).

Eine andere Randbedingung, ndmlich Nullrandbedingungen, erhélt man, wenn man
als Grundraum H,”*(Q) wihlt.

Definition 5.4 Die Norm einer beschrinkten linearen Abbildung A: Hi — H,,
H,, Hy Hilbertsche Rdiume, ist die Grifle

Al = sup {[| Au|| | [[u] =1}
oder dquivalent

|A] = inf { K € R| [|Au|| < K||u| fiir allew € H} .

Man beweist leicht
A+ B[ <A+ IBll, [AA[l = [A]]A]
sowie fiir A: Hl — Hg, B: H2 — H3
IAB| < [All | Bl -
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Satz 5.3 (,,Neumannsche Reihe*) Sei H ein Hilbertscher Raum und A: H —
H linear und beschrinkt mit

Al <g<1. (5.7)

Dann besitzt die Abbildung I — A eine auf ganz H definierte beschrinkte Inverse.

Beweis: Wir wollen die Gleichung (I — A)u = f losen. Mit der Bedingung (5.7)
zeigt man leicht, daf§ die Reihe Sf = f + Af + A%f + A3f + ... in H konvergiert.
(,Die Neumannsche Reihe S = >~ A7 konvergiert, wenn [|A[| < 1“) und &hnlich wie

7=0
bei der Berechnung der geometrischen Reihe erhélt man

I-A)Sf=F,

und somit (I — A)™t = > A7, A°=1T.

7=0

Die Eindeutigkeit und Stetigkeit der Inversen folgt aus

lu = Aull > [Jull — [|Aull > flull (1= [Al) = 1 = q) [ull -
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6 Adjungierte Abbildungen

Es seien H;, H, Hilbertsche Rdume und A: H; — H, eine beschriankte lineare Ab-
bildung. Fiir jedes u € Hy wird durch ¢,(v) := (u, Av) ein beschrénktes lineares
Funktional ¢, (v): H; — R oder C definiert. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz
148t sich ¢, durch ein Element, welches wir mit A*u bezeichnen, darstellen:

ou(v) = (A*u,v). (6.1)

Definition 6.1 Sei A: Hy — Ho linear und beschrinkt. Die vermdge (6.1) definier-
te Abbildung A*: Hy — H, heifit die zu A adjungierte Abbildung.

Satz 6.1 A* ist linear und beschrinkt.

Beweis:
(A*(au + Bw),v) = (au + fw, Av) = &(u, Av) + B(w, Av)
= a(A*u,v) + B(A*w,v) = (aA*u + BA*w,v) fiir alle v € Hy

= A*(ou + fw) = aA*u + SA*w.
Die Beschrinktheit schliefit man aus
|(A%u, v)| = [(u, Av)| < [Jul] [|A]] [Jv]]
= sup [(A"u,v)| = [|[A%u|| < [A] [Ju]].

lloll=1

Satz 6.2 A™ = A, falls A: H, — Hy beschrinkt, ferner ist |A|| = || A*||. (Ubungs-
aufgabe)

Die adjungierte Abbildung ist von grofler Bedeutung fiir die lineare Funktionalana-
lysis. Ein Beispiel ist der folgende Alternativsatz, den man aus der linearen Algebra
endlich-dimensionaler Rdume kennt.

Satz 6.3 Fs seien Hy, Hy Hilbertsche Rdiume und A: Hy, — H, eine lineare be-
schrinkte Abbildung mit abgeschlossenem Bildbereich A(H,). Dann ist

Hy = A(Hy) @ N(A").

Hierbei ist N(A*) der Nullraum von A*.



[.6. ADJUNGIERTE ABBILDUNGEN 30

Folgerung 6.1 (Fredholmsche Alternative) Unter der Voraussetzung von Satz
6.3 gilt: Die Gleichung Au = f ist genau dann l6sbar, wenn f1 N(A*).

Beweis: Da A(H;) abgeschlossen ist, gibt es nach dem Projektionssatz einen Teil-
raum V C Hy mit
Hy=A(H)e®V,
d.h. jedes z € Hy besitzt eine eindeutige Darstellung
z=w+v, weAH), veV, wlv.
Behauptung: N(A*) =V.
,C“ Sel y € N(A*). Dann ist (y, Au) = (A*y,u) = 0 fiir alle u, d.h. yLA(H;). In

der Zerlegung y = y1 + 42, y1 € A(Hy), y2 € V, y1 Ly, folgt y — y2 = y; und
ly — ol = (Y1, — y2) =0, d.h. y = y» € V. Damit folgt N(A*) C V.

»,D“ Sei umgekehrt y € V. Dann ist v L A(H;) und 0 = (y, Av) = (A*y, v) fiir alle
v € Hy. Daraus folgt A*y =0 und y € N(A*), also V C N(A*).

Damit ist N(A*) =V und Satz 6.3 bewiesen. 0

Beweis der Folgerung:

,<=“ Sei f1N(A*). Nach Satz 6.3 ist f = f1 + fo, f1 € A(H), fo € N(A*), somit
If = fill>= (fo, f — f1) =0, d.h. f = f; € A(H,), d.h. es gibt ein v € H; mit
Au = f.

»=: Ist f nicht orthogonal zu N(A*), so gibt es eine Zerlegung f = f1 + fo, f1 €
A(Hy), fo € N(A*) , fo # 0. Hiitte f die Gestalt Au, wire f 1L N(A*), und es

folgte
0=(f—fi,fo) = foll’, db. fr=0

Beispiele von adjungierten Operatoren:
1. Hy = H, = L[*(Q), Q offene Punktmenge des R",

(Au)(z) = / K(z,y) u(y) dy
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mit einem Kern K € L?(Q x Q). Es gilt

A*u = /K(y, z)u(y) dy.

2. Hy = H, = I*(Q), (Au)(z) := g(z) u(z). A*u(z) = g(z) u(z).

3. H = H1’2(I), I=la,b] CR, Hy = L2(I), Au =,
Nach Definition ist

(A*v,u)y, = (v,u')2 fiir allew € Hy, d.h.

((A*v) '), + (A0, u) 2 = (v, ).

¢
Wir verschieben die Inhomogenitét der rechten Seite durch y = A*v— [ v(s) ds

a
und erhalten

t
(', ') o+ (y+ [v(s)ds,u),, =0,

a

d.h. y ist schwache Losung der Differentialgleichung
t
-y +y+ [v(s)ds=0 (6.2)

mit den natiirlichen Randbedingungen y'(a) = y'(b) = 0. Diese Differenti-
t
algleichung 148t sich in y losen. A*v = y + [wvds ist dann die gewiinschte

Darstellung der adjungierten Abbildung. Offensichtlich ist bei dieser Wahl der
Grundridume nicht A*v = —u', sondern aufgrund der verschiedenen Skalarpro-
dukte ergibt sich ein komplizierterer Ausdruck, der linear in v ist.

Beispiel zur Fredholmschen Alternative bei gewdhnlichen Differentialglei-
chungen:

Sei H = Hy = H, H = H"?(I) = Sobolevraum iiber einem Intervall I = [a, b]. Sei
A die vermoge des Rieszschen Darstellungssatzes definierte Abbildung A: H — H,
die definiert ist durch

(Au,v) 12 = (u',v") 2 + (c(z) u,v),, mit ce L=(I).
Die Gleichung

(Au,v) e = (f,0)12 = (fo, )z fiir alle v € HY(I)
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besagt, dafl u eine schwache Losung der gewohnlichen Differentialgleichung
—u"+cu=f a.e. in [

ist mit den natiirlichen Randbedingungen v'(a) = u'(b) = 0.
Da der Bildraum von A abgeschlossen ist (nicht trivial, beweisbediirftig!), ist nach
der Fredholmschen Alternative die Gleichung Au = f, genau dann lésbar, wenn

(fo, V)2 = (f,v)r2 =0
fiir alle v mit
(u, A*0) 12 = (Au,v) g2 =0 fiir alle u € HY*(1).
Dies bedeutet aber, dal v eine schwache Losung der Differentialgleichung
—v"+c(r)v=0 ae inl
mit den natiirlichen Randbedingungen v'(a) = v'(b) = 0 ist.

Wir stellen fest:
Die Gleichung

—u"+cu=f inlab], u'(a)=u'(b)=0

ist genau dann 16sbar, wenn f orthogonal beziiglich des L?-Skalarproduktes zu den
Loésungen von

—v"+cu=0, v'(a)=2'(b)=0
ist.

Vollig analog behandelt man allgemeinere Differentialgleichungen oder auch Proble-
me mit Nullrandbedingungen. Man arbeitet dann mit H,”* anstelle von H"2.

Ubungsaufgabe: FErliutere die Fredholmsche Alternative fiir das Randwertpro-
blem

' +du' +cu=f, u(a)=u'(b)=0.

Hinweis: N (A*) besteht aus den Losungen von

—" — (bv) +cv=0, v'(a) + d(a) v(a) = v'(b) + d(b) v(d) = 0.
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Es fehlt noch der Nachweis, dal A(H) abgeschlossen ist. Dies folgt aus der Koeziti-
vitatsungleichung

(Au,u) > allu'llf. — dllullz., we H™?

mit Zahlen a > 0 und d € R. Der Beweis lif3t sich abstrakt fithren, wenn der Begriff
der Kompaktheit und die kompakte Einbettung von L? nach H%? behandelt ist.
Alternativ 148t sich mit Hilfe von Fourieranalysis argumentieren.

Adjungierte Abbildungen unbeschrinkter Operatoren

Fafit man, wie eben, die Differentation Au = u' als beschréinkte Abbildung von H*!?
nach L? auf, so ergibt sich A* als Losung einer Differentialgleichung zweiter Ordnung,
ist also relativ kompliziert. Eigentlich hétte man ja ganz gerne eine Theorie, in der
A* = —u' ist. Dies erreicht man, indem man lineare, nicht notwendig beschriankte
Abbildungen betrachtet, die nicht auf dem gesamten zugrundeliegenden Hilbertraum
erklért sind.

Beispiel: H = L*(R), Au = v/, D(A) = Definitionsbereich von A = C§°(R) oder
auch

S={ueC®||V™u(z)|-|z|* - 0 fiir |z] > 00, meN, seN }.
A ist ein unbeschrdinkter Operator.
In den Anwendungen der Funktionalanalysis ist der Definitionsbereich D(A) zumeist

nur dicht in H. Dann definiert man die adjungierte Abbildung wie folgt:

Definition 6.2 (adjungierte Abbildung) Sei A: D(A) — H eine lineare Abbil-
dung, wobei D(A) ein linearer dichter Teilraum von H ist. Dann hat die adjungierte
Abbildung A*: D(A*) — H den Definitionsbereich

D(AY) =
{v e H|py,(u) = (v, Au) definiert ein beschrinktes lineares Funktional ¢, auf D(A) }

A*v ist dasjenige durch den Rieszschen Darstellungssatz gegebene Element von H,
fiir welches

(A*v,u) = (v, Au)  fiir alle u € D(A)
gilt.
Zur Definition von ¢, in der D(A*) definierenden Gleichung muf} beachtet werden:

Zunichst ist ¢, nur auf D(A) erkliart. Aber da fiir v € D(A*)

0w (u; — ug)| = (v, A(uy — up)) < Klju; — ], (6.3)
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148t sich ¢, auf ganz H als beschrinktes lineares Funktional fortsetzen. Ist u € H
und nicht in D(A), so gibt es, da D(A) dicht in H ist, eine Folge (u;) mit u; — u
in H und (u;) ist Cauchyfolge. Wegen (6.3) konvergiert dann ¢(u;) und der Limes
wird als ¢(u) definiert. Die Definition ist unabhéingig von der Folge (u;), die gegen u
geht. Auf das so fortgesetzte lineare Funktional wird der Rieszsche Darstellungssatz
angewandt.

Beispiel: H = L*(R), D(A) = C§°(R) (oder S), Au = «'. Sei v € D(A*), d.h.
v € L*(R) und

(v, u")| < K||u||z> fiir alle v € L*(R). (6.4)

Man kann dann zeigen, daf v absolutstetig ist und v' € L*(R) liegt, also v € H"?
(s. Analysis IV—Skript, Teil iiber Variationsrechnung). Umgekehrt gilt (6.4) genau
fiir v € H2. Daher gilt

D(A") = H1’2,
und damit
_(U,’ u) = (U7 ul) ) (6-5)

d.h. A*u = —u'. Die Randterme in (6.5) fallen weg, da u,v € L*(R) ist.

Definition 6.3 Fine lineare Abbildung A: D(A) C H — H, D(A) linearer dichter
Teilraum von H, heifit selbstadjungiert, wenn

1. D(A) = D(4") und
2. Au= A*u  fir alle w € D(A).

Demzufolge ist die Abbildung
Au = \% u', D(A) = C{°(R) oder S
nicht selbstadjungiert, da D(A) zu klein ist, D(A) C L?(R). Die Abbildung Au =

ﬁ u' (a.e.) mit D(A) = H?(R) ist jedoch selbstadjungiert.

Die Abbildung A mit D(A) = H"?(R) wird auch als AbschlieBung der Abbildung
A mit D(A) = C§°(R) bezeichnet.

Definition 6.4 Eine unbeschrinkte lineare Abbildung A: D(A) C H — H, D(A)
dicht in H, heifst abgeschlossen, wenn aus u; — u, u; € D(A) und Au; — f die
Implikation u € D(A), Au = f folgt.
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Eine Abbildung ist also abgeschlossen, wenn der Definitionsbereich nicht ,,unnétig
klein“ ist.
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7 Separable Hilbertraume und Orthogonalsyste-
me

Wir erinnern:

Definition 7.1 Eine Teilmenge M eines Hilbertraumes H heif$t dicht in H, wenn
es zu jedem u € H eine Folge (u;), uj € M gibt mit u; — u.

Definition 7.2 Ein Hilbertraum H heif$t separabel, wenn es eine abzéhlbare, dich-
te Teilmenge in H gibt. Die meisten Hilbertrdume, die aus den Anwendungen kom-

men, sind separabel, z.B. L*(Q), H?(Q).

Definition 7.3 Ein Orthogonalsystem ist eine Menge {p; € H,p; # 0|j € N}
mit
(r, 5) = 0, k#3.

Das Orthogonalsystem heif$t Orthonormalsystem, wenn zusdtzlich ||;|| =1, j € N.
Ein Orthogonalsystem heifit vollstindig in H, wenn span{ ¢;|j € N} dicht in H
15t.

Lemma 7.1 Es sei M = {v; € H|j € N}. Dann gibt es Orthonormalsysteme
{pj € H,p; #0|j € N} mit span M = span{p,}.

Beweis: Man fithrt einen Orthogonalisierungsprozefl durch. O.B.d.A. diirfen wir

annehmen, daf fiir jedes N die Elemente v;, vs, ... , vy linear unabhiingig sind. Setze
P o]

Sei ¢; schon konstruiert. Man setze

J

Dj+1 = Vjq1 — Z(Ujﬂ, <Pl) ®1 (7-1)
=1
Dj+1
Qi1 = o (7.2)
’ [rasy|

Offensichtlich ist ;11 Ly, 1 <1 < j. Damit sind die ¢; durch vollstdndige Induk-
tion definiert. Durch die Konstruktion erreicht man

span{ ¢, | j € N} =span{M}.
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Aus den Definitionen und Lemma 7.1 folgt offensichtlich

Satz 7.1 FEs sei H ein separabler Hilbertraum. Dann gibt es ein vollstindiges Or-
thonormalsystem.

Lemma 7.2 Sei {¢;} ein Orthonormalsystem in einem Hilbertraum H. Dann ist
fir jedesw € Hy N € N

N
[t epe]

N

=D 1w, )" < [lwl”.

=1

Folgerung: Y |(w, ¢;)|* < co.

j=1
Beweis: Es gilt
2

N
0< Hw =) (w, ;) ¢;

Jj=1

= ||w||2 + Z |(w’(pJ Z w ) Pj QDJ) + ((W,QDJ') @j’w)} =

7j=1
N
= [l + D 1w, ¢))|
j=1

=

mz

(w,05) + (w, ) (w, ) | =

j=1
N
= lwl® = l(w, ;)
j=1
Hieraus folgt die Aussage des Lemmas. o

Satz 7.2 Sei {¢;} ein vollstindiges Orthonormalsystem in einem Hilbertraum H.
Dann lafit sich jedes Element u € H als konvergente, verallgemeinerte Fourierreihe

u=> (u,9)¢; (7.3)

=1

darstellen, und es qult

lull* = Z\ : (7.4)
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N
Beweis: Nach Satz 7.1 gibt es zu u € H eine Folge u™ = Y puf¢; — u. Es ist
7j=1

py = (u",;), wie man sich durch Multiplikation im Sinne des Skalarproduktes mit
@, liberlegt. Es gilt wegen Lemma 7.2

N
HZ N 0i) @;

2 N2
SHu—u H — 0.

Da u®" — u, folgt somit

H _zj_vj(u, i) ¢i —UH — 0. (7.5)

Aus (7.5) folgt

N
Z| u, ¢5)| Z(u: ©;) (9, u Z u, ¢;) u ,p5) + ||U'||2 -0,
j=1

=2
2

j=1 j=1
d.h.
N
ull> = [(u, @) = 0
j=1
Da
N
lull> = I(u, ;) > 0
7j=1

nach Lemma (7.2), gilt

N
lull> = [ (w, 5)]> =0
7j=1

Damit ist (7.4) bewiesen. Man kann sich iiberlegen, da§ die Vollstéindigkeit eines
Orthonormalsystems dquivalent zu Relation (7.4) ist. O

Die verallgemeinerten Fourierkoeffizienten besitzen eine Minimaleigenschaft. Die
Losung des Minimumproblems ,,Suche yq,... ,uy € R oder C, so daf3

N
lu =" il
=1

minimal ist,* lautet u; = (u, ¢;).
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Satz 7.3 Jeder separable Hilbertraum H ist isometrisch—isomorph zum Hilbertraum
12.

Beweis: Sei {¢;} ein vollstindiges Orthonormalsystem in H. Jedes u besitzt eine
Darstellung

Dem Element u ordnen wir den Vektor

Tu = ((u, 1), (U, 2), (u, @3),...)

zu. Offensichtlich ist T eine umkehrbar eindeutige Abbildung von H auf /2. Insbe-
sondere ist

Satz 7.3 ist niitzlich, da gewisse Sétze iiber Hilbertrdume in dem recht anschaulichen
Raum /2 bewiesen werden konnen. Ein Beispiel werden wir in dem niichsten Kapitel
sehen.
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8 Schwache Konvergenz und schwache Kompakt-
heit

Neben der Normkonvergenz gibt es in Hilbertrdumen einen weiteren, sehr wichtigen
Konvergenzbegriff, nimlich die schwache Konvergenz.

Definition 8.1 FEine Folge (u;)jen, u; € H in einem Hilbertraum H konvergiert
schwach gegen ein Element u, in Zeichen

u; ~u oder wu; — u schwachin H (j — o)
genau dann, wenn fir allev € H
(uj,v) = (u,v) (= 00).

Im Unterschied hierzu bezeichnet man die Konvergenz beziiglich der Norm als starke
Konvergenz.

Beispiel: Sei {¢;} ein Orthonormalsystem in H. Dann konvergiert

¢; =0 schwach in H .

Beweis: Sei v € H. Es gilt

U= Z(Ua QDJ) ¥y -
=1
Da nach Satz 7.3 > |(v, ¢;)|? konvergiert, gilt (v, ;) — 0 o

|
7j=1

Da ||¢;|| = 1, kann (g;) nicht stark (d.h. beziiglich der Normkonvergenz) gegen Null
konvergieren. Man sieht also, daf} die schwache Konvergenz verschieden (,,schwécher*)
von der starken Konvergenz ist.

Der folgende Satz ist ein Analogon des Satzes von Bolzano—Weierstraf.

Satz 8.1 (,,Schwache Kompaktheit beschrinkter Mengen im Hilbertraum¢)

Sei (Um)men, Um € H eine beschrinkte Folge in einem Hilbertschen Raum H. Dann
gibt es eine schwach konvergente Teilfolge (um)men, A C N.
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Beweis: Wir fiihren das Problem auf den Fall des separablen Hilbertraumes zuriick,
indem wir die Abschlieung H, von span{u,, | m € N} betrachten. Hy ist separabel,
da die Menge der endlichen Linearkombinationen von Elementen u,, mit rationalen
Koeffizienten einerseits abzihlbar, andererseits dicht in Hj ist.

H, ist isometrisch-isomorph zu [? (sieche vorangegangenes Kapitel), und Satz 8.1
iibersetzt sich in die Aussage:

sSei ¢ = (c,ch,...) €2 Z |i|> < K, I € N. Dann gibt es eine Teilfolge A € N

und ein Element ¢ = (01,02, ...) € I mit

cé-@—)chﬁj (I =00, l€A)
j=1 =

fiir alle p = (uy, po,-..) € 1% ©

Der Beweis geschieht folgendermafien: Nach dem Weierstra3schen Doppelfolgensatz
gibt es eine Teilfolge A C N, so daf3

c§—>cj (Il »00,l€N)

fiir alle j € N. (Man setzt das bekannte Diagonalverfahren ein.) Diese Folge A ist
bereits unsere gesuchte Teilfolge, denn es gilt zunéchst

N N
. !
>l = lim Y| < K,
Jj=1 Jj=1
und somit

N
Z |cj‘2 <K,
j=1

d.h. ¢ € I?2. Weiterhin gilt

‘Z( — )| <
j=1

J— ] N+1

Der Term A geht gegen Null fiir [ — oo, [ € A, N fest, und B laf}t sich abschétzen
durch

(Y la-¢r) " (3 me) " < g+ ien( 3 me)”

j=N+1 Jj=N+1 Jj=N+1

X N\1/2
<2k( > ?)

j=N+1
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Da Y |u;|? konvergiert, 148t sich fiir N > N(g), N fest, erreichen, da§ B < ¢ ist.
j=1
Damit erhilt man

() = ()] <o) +e (I =00, LEA),
und die schwache Konvergenz ¢! — ¢, | € A, ist bewiesen.

Damit gilt (v, u,) = (v,u) (M — 00, m € A), u= ) ¢; ¢j, v € Hy und damit auch
(W, Um) = (w,u), w = wy + w, w1 € Hy, wy € Hy". -

Es folgen weitere Betrachtungen zur schwachen Konvergenz sowie ihrem Verhiltnis
zur starken Konvergenz.

Satz 8.2 Sei H ein Hilbertscher Raum und (Un,), u, € H, schwach konvergent.
Dann ist () beschrinkt.

Dies ist eine Folge des Prinzips der gleichmé&fiigen Beschrénktheit, ein grundlegender
Satz, welcher besagt, dal in vollstindigen Rdumen eine , punktweise“ beschrinkte
Folge linearer beschrankter Abbildungen gleichmifiig beschrinkt ist. Dieser Satz
wird im zweiten Teil der Vorlesung bewiesen. Im obigen Fall sind die linearen be-
schriankten Abbildungen lineare Funktionale, ndmlich ¢,,(v) = (v, us,). Wegen der
schwachen Konvergenz der u,, ist ¢,,(v) beschrinkt, also ,,punktweise“ beschrinkt,

und das Prinzip der gleichméfBigen Beschrinktheit ergibt sup |¢,,(v)| < K, woraus
l[oll=1
luml| < K folgt.

Satz 8.3 Sei A: Hy — H, beschrinkt und linear, Hy, Hy Hilbertsche Rdume. Dann
ist A stetig beziiglich der schwachen Konvergenz von Hy und H,.

Beweis: Sei u,, — u schwach in H;. Dann gilt (Aty,, v) = (U, A*) = (u, A*v) =
(AU, U). O

Die Umkehrung von Satz 8.3 kénnen wir im Augenblick nicht beweisen.
Die Umgebungsbasis der schwachen Topologie

Die Umgebungsbasis eines Elementes v € H in der starken Topologie sind die e-
Umgebungen U.(u) = {z € H| |lu —z|| < €}, € > 0. In der schwachen Topologie
sind es die Mengen

Us o109, om (W) = {z € H| (pju—x)| <e, j=1,...,m}.
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Hierbei sind alle ¢ > 0 und alle m € N zu verwenden. Im separablen Fall kénnte man
sich auf abzdhlbar viele ¢, beschréinken. Dann wéire das sogenannte erste Abzihl-
barkeitsaxiom, d.h. jedes Element hat eine abzidhlbare Umgebungsbasis, erfiillt (e
148t man die rationalen Werte durchlaufen). Wenn das erste Abzihlbarkeitsaxiom
nicht erfiillt ist, gibt es bei einigen topologischen Begriffen Probleme, z.B. mufl man
dann zunéchst zwischen folgenkompakt und iiberdeckungskompakt unterscheiden.

Ein weiterer, grundlegender, fiir die Variationsrechnung und Optimierung sehr niitz-
licher Satz ist

Satz 8.4 (Banach—Saks) Fs sei H ein Hilbertscher Raum und (up,), t, € H,
eine beschrdinkte Folge. Dann gibt es eine Teilfolge A C N, so daf$ die arithmetischen
N
Mittel % Zlumj stark in H konvergieren.
‘7:

Beweis: O.B.d.A. nehmen wir an, daf} bereits u,, — u beziiglich der schwachen
Konvergenz (s. Satz 8.1) und u = 0 gilt (Ubergang von u,, zu u,, — u). Wegen der
schwachen Konvergenz u,, — 0 wihlen wir sukzessive Indizes m; € N aus, so daf}

1 . .
|(umj7umk)| < ]—2 firj<k, j€eN.
In der Tat: Ist uy,, bis u,, bereits konstruiert und damit fest, nutzen wir
(U Ury) = 0 (m — 00,1 =1,... k)

aus und erhalten so den Index my1.
Die Indexfolge (m;) ist die gewiinschte, denn es gilt

1< 2 1 X g N k-1
| X | = 57 2 ol 5 32 D" Ry )
7=l 3=1 k=1 j=1
N k-1
N 2 1 K 9 2
N R —<=+4+-—=N-— —0 (N—=o).
[m]

Wir geben zwei Anwendungen des Satzes von Banach—Saks an:

Satz 8.5 Sei (un) eine schwach konvergente Folge vektorwertiger Funktionen aus
LA RY), Q offen, und C eine abgeschlossene konveze Menge des RN, so daf
um(z) € C fiir alle v € RN mit Ausnahme einer Menge vom Maf Null. Dann gilt
fiir den schwachen Limes u der wy,, daff u(x) € C fir alle x € R mit Ausnahme
einer Menge vom Mafl Null.
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Anmerkung: Wenn C nicht konvex ist, ist die entsprechende Aussage i. A. falsch.

Beweis: Ist u,,(z) € C, so gilt auch fiir die arithmetischen Mittel
| X
N Z U, (7) € C'.
j=1

N

Da es sich durch Auswahl von Teilfolgen erreichen 148t, daB + > tm, (z) — u in
j=1

L? konvergiert (N — o00), erhéilt man durch Auswahl einer weiteren Teilfolge, daf

N
x Zlumj fast iiberall konvergiert. Daraus folgt fiir den Limes u, dal u(z) € C fiir
]:

allez € R* — E, pu(F) =0 gilt. o

Allgemeiner zeigt man mit der gleichen Methode

Satz 8.6 Fs sei C eine konvexe, abgeschlossene Menge in einem Hilbertraum H
und
Um € C, Uy — u schwach in H (m — 00). Dann gilt u € C.

Interessant ist in diesem Zusammenhang der folgende Satz, den wir ohne Beweis
angeben.

Satz 8.7 Sei f: R — R stetig, und die durch Tu(x) = f(u(x)) definierte Abbildung
bilde L?(R™) in sich ab und sei beziiglich der schwachen Topologie im Bild und Urbild
stetig. Dann ist f eine lineare Funktion, d.h. f(x)=a-z+ 3, a € R*, € R

Wir prisentieren noch eine Anwendung des Satzes von Banach-Saks in der Optimie-
rung:

Satz 8.8 Fs sei C eine nichtleere abgeschlossene Menge eines Hilbertschen Raumes
H und f: C — R = RU {oco} stetig in der starken Topologie von H. Ferner sei f
konvex und koerzitiv auf C, d.h. f(u) — oo fir ||u|| = oo, u € C. Dann ezistiert
ein Minimum von f auf C.

Beweis: O.B.d.A. sei f # const = 00. Sei (unp,), U, € C eine Minimalfolge, d.h.

fum) — igff < 00.



1.8. SCHWACHE KONVERGENZ UND SCHWACHE KOMPAKTHEIT 45

Wegen der Koerzivitit von f ist ||u,|| < K und es gibt eine Teilfolge, so daf}, nach
Umnummerierung,

N
U, — u schwach und E uj — u stark.

Jj=1

Z|-

N N
Es ist & Zluj € C, also auch u € C. Ferner gilt + Zlf(uj) — inf f und
= =

N N

f(u)ga—f-f(%z:uj) Ss—i—%Zf(u)SZe-l—inff.

Anschlielender Grenziibergang ¢ — 0 ergibt die Behauptung. o
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9 Kompakte lineare Abbildungen

Definition 9.1 Fine Menge M eines Hilbertraumes H heifst relativ folgenkompakt,
wenn jede Folge (up,), um € M eine Teilfolge besitzt, welche in H konvergiert.

Unpréziserweise sagt man auch, daf§i M kompakt ist, meint aber relativ folgenkom-
pakt.

Definition 9.2 Eine Menge M eines Hilbertraumes H heifit folgenkompakt, wenn
ste relativ folgenkompakt ist und alle Hiufungspunkte in M liegen.

Ublicherweise definiert man in topologischen Riumen diejenigen Mengen M als
kompakt, welche die Eigenschaft haben, daf jede Uberdeckung von M durch of-
fene Mengen O,, + € I, eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. es gibt eine

endliche Indexmenge Iy C I mit M C |JO,. Im Unterschied zu folgenkompakt
el
spricht man auch von iberdeckungskompakt. Fiir die an Anwendungen in der Analy-

sis orientierte Funktionalanalysis wird der Begriff der , Uberdeckungskompaktheit®
als zu umstindlich empfunden. Auflerdem dient es bei Beweisen manchmal dem
Vorstellungsvermégen, bei einer Folge an einen zeitlichen Ablauf zu denken.

Wie wir in Kapitel sieben bereits diskutiert haben, sind beschrinkte Mengen im
Hilbertraum nicht notwendig relativ folgenkompakt - fiir die schwache Topologie
gilt dies jedoch.

Fundamental fiir die Anwendungen der Funktionalanalysis ist der Begriff des kom-
pakten Operators (Abbildung).

Definition 9.3 FEine Abbildung A: Hy — Hy mit Hilbertrdumen Hy, Hy heifit kom-
pakt, wenn A beschrdinkte Mengen in relativ kompakte tuberfihrt.

Die Abbildung A: Hi — Hy heifit vollstetig, wenn sie schwach konvergente Folgen
in stark konvergente tberfihrt.

Bei diesen Definitionen mufl A nicht notwendig linear sein.

Lemma 9.1 Seien Hi, Hy Hilbertrdume. Die lineare Abbildung A: Hy — Hs ist
genau dann kompakt, wenn sie vollstetiqg ist. Insbesondere ist A beschrdinkt.

Bewelis:
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[41
”¢

Sei A vollstetig und M beschrankt. Sei (u,,) eine Folge mit u,, € M. Zu zeigen
ist, daB8 (Au,,) eine konvergente Teilfolge hat. Da beschrankte Mengen schwach
kompakt sind, gibt es eine Teilfolge A C N, so daBl u,, — u (m € A, m — 00)
schwach in H;. Da A vollstetig ist, konvergiert Au,,, m € A.

Sei A kompakt und u,, — u schwach in H;. Wir zeigen, dafl A beschrdinkt ist.
Wiire A unbeschriinkt, giibe es eine Folge v, mit ||vy,| =1 und ||Av,|| — oo.
Dies widerspricht der Forderung, da§ (Av,,) relativ kompakt ist.

Nach den Ergebnissen von Kapitel 7 sind beschriankte Abbildungen stetig von
der schwachen Topologie in die schwache, d.h. aus u,, — u schwach folgt
At — Au schwach. Angenommen, Aw, konvergiere nicht stark gegen Au.
Dann gibt es ein € > 0 und eine Teilfolge A mit ||Au,, — Au|| > &, m € A. Da
(Atm)men relativ kompakt ist, gibt es eine Teilfolge Ay C A, so dafi Au,, — f
stark in H,. Es folgt || f — Au|| > «.

Andererseits gilt (v, Auy,) = (A*v, uy) = (A*v,u) = (v, Au) und (v, Au,,) —
(v, f). Damit folgt Au = f. Es muf} daher die Konvergenz Au,, — Au statt-
finden.

Beispiele kompakter linearer Abbildungen:

Typische Beispiele sind Integraloperatoren: Sei {2 C R® beschriankt und offen, K €
L*(2 x Q) und

Au(z) = / K (z,) uly) dy (9.1)

Lemma 9.2 Die durch (9.1) definierte Abbildung A : L*>(Q)) — L?(Q) ist vollstetig.

Beweis: Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir Kerne K € C(ﬁ X ﬁ) Es gilt fiir
U € L2, |Jum|| < const

[Atm(z) = Atum(2)]l0c < sup

/(K(w,y) — K(z,9)) u(y) dy‘ <

Q

yeN

< sup|K(z,y) - K(z,)] - / u(y)| dz <

< sup [K(z,y) = K(2,9)] - Q2 [|ul| gy -
ye
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Da K gleichméBig stetig ist, gibt es fiir ¢ > 0 ein 6 > 0, so daf sup |[K(z,y) —
yeN

K(z,y)| < e ist fiir ||z — z|| <.

Die Funktionen Au,, sind daher gleichgradig stetig — beschrinkt in L?(§2) sind sie
ebenfalls. Nach dem Satz von Arzela—Ascoli gibt es daher eine gleichméfig konver-
gente Teilfolge. Konvergenz in L*°((2) impliziert L?-Konvergenz bei beschriinktem
Gebiet. Die Abbildung A ist daher bei gleichmifig stetigem Kern kompakt.

Im allgemeinen Fall K € L*(Q2 x Q) verwenden wir ein Approximationsargument.
Da der Raum der gleichmiflig stetigen Funktionen dicht in L? ist, gibt es eine Folge
von Funktionen K,, € C(Q x Q) mit

//|K—Km\2dxdy—>0 (m — 00).
Q

Wir setzen Apu(z) := [ Ky (z,y) u(y) dy und erhalten
Q

mA—AMP=ﬁm;/WJu«@w—K@uw»wwm/dxg

< [ [ 1K) - Knlwy)Pdody 0

Q Q

Da A,, vollstetig ist, impliziert der folgende Satz die Aussage von Lemma 9.2. g

Satz 9.1 Seien H,, Hy Hilbertsche Riume und A,,: Hi — Hy linear und vollstetig.
Sei

A= Anll =0 (m—o0).

Dann st A vollstetig.

Interessanterweise fiihrt also die Konvergenz beziiglich der Operatornorm nicht aus
der Menge der vollstetigen Abbildungen heraus.

Beweis: Sei u; — u schwach in H;. Es gilt [ju;|| < K gleichméfig. Sei ¢ > 0
vorgegeben. Dann gilt
£
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fir mindestens ein m. Es konvergiert A, u; — Aju (j — 00) stark in H,. Daraus
folgt

[Au; — Aul| = [|Anu; — Amu+ (A — An) u; — (A — Ap) u <
< [Amu; — Anul| + |A = An| [us]] + [[4 = Al [Jul] <
dD+%<6

Ein weiterer, duflerst wichtiger kompakter Operator ist die Einbettung J von H'?
nach 2. Essei Hy = HY2(I), T = [a,b], oder H; = H,*(2), Q offen und beschriinkt.
(Im Fall H; = H"?(2) wiirde man noch geringfiigige Regularitiit an 9 benétigen.)

Satz 9.2 Sei J: H, — L? die Abbildung, welche einer Funktion u € H; (H, wie
oben) die Funktion u, aufgefaft als Element von L?, zuordnet. Dann ist J vollstetig,
d.h. aus u, — u schwach in H, folgt u,, — u stark in L?.

Bewelis:

(i) Der eindimensionale Fall H;, = H"“*(I)
Sei Uy, € HY2(I), ||tml| 712 < K. Dann ist

(1) — tm(6)] = \ / o, ds
3

d.h. die u,, sind gleichgradig stetig. Die Beschrinktheit folgt, da

1/2
< ln— g2 ( / |u'm\2dt) < Kln— &2,
I

‘/um dn—um(o\ /|um<>—u( )\dn<K][|77 €12 dn < K - 1]}

f Mittelwert iiber I), und | [ un(n) dn| < |I|*2||tup||r2. Nach dem Satz

von Arzela-Ascoli gibt es daher eine Teilfolge, die gleichméfiig und damit auch
stark in L? konvergiert.

(ii) Der Fall H, = H,”*(Q)
Wir werden noch andere Beweise kennenlernen; diesmal machen wir es iiber

Fourieranalysis.

Da H,;”(€) der AbschluB von C°(Q) in der H"?(€2)-Norm ist, kénnen wir
als Teilraum eines Wiirfels Q = [—7 L, 7L]" betrachten. Die Hy”*(€2)-Funktionen
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werden periodisch auf ganz R" fortgesetzt mit () als Periodizitatswiirfel. Sei
nun u, € Hy”*(Q) beschrinkt.
Un, besitzt eine Fourierentwicklung

Um = § :czmezkm/L’
k

wobei die Summation iiber die Multiindizes k = (k1, ko, ... , k), —00 < k; <
00, lauft. Die Beschrénktheit der Folge ||ty || m1.2 zieht die Beschrénktheit von

DRI <K, ey, of <K (9.2)
k

nach sich. Aus (9.2) folgt die Kompaktheit der Folge ¢™ = (... ,c",...) in
I2. Seine Elemente sind hier Folgen, deren Glieder mit Multi-Indizes versehen
sind. Wahlt man namlich nach dem Doppelfolgensatz eine Teilfolge A C N aus
mit ¢™ — ¢ komponentenweise, so folgt aus (9.2) > |k|? |cx|* < K und

k

1
Dol —alf< ) o' —el” + 53 > kP e el
k

k<N |k>N

K
§0(1)+m<€ fiir m > m(e).

Auf die Fouriersche Reihe iibertragen, impliziert die Konvergenz ¢™ — ¢ in [
die Konvergenz u™ — u stark in L?, wobei ¢ der Vektor € [ der Fourierkoef-
fizienten der u definierenden Reihe ist.

Satz 9.2 148t sich auch folgendermaflen interpretieren:

Lemma 9.3 Sei J: Hy?(Q) bzw. HY?(I) — H'?(Q) die durch den Rieszschen Dar-
stellungssatz gegebene Abbildung mit

(Ju,v)gr2 = (u,v) g2 fiir alle u,v € Hy? bzw. HY?. (9.3)

Dann ist J kompakt.

Beweis: Sei ||ty || g2 < K. Dann folgt aus (9.3) mit v = Ju,,

||Jum||H12 S ||um||H12 S K.
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Die Ju,, sind also beschriankt. Andererseits gibt es wegen Satz 9.2 eine Teilfolge A,
so dafB} (U;)mea eine Cauchy-Folge in L? ist. Daraus folgt

sup (Jupm — Jug, v) g2 = ||ty — ug|[zz = 0 (m,k — 00, m,k € A),
ol 2=1

woraus ||Juy, — Jug|| g2 — 0 folgt. 0

Als erste Anwendung der Begriffe werden wir in diesem Kapitel die Endlichdimen-
sionalitidt des Nullraumes von Operatoren der Gestalt A + K, A koerzitiv und be-
schrankt, K kompakt, und verwandte Fragen behandeln. Zuvor benétigen wir noch

Satz 9.3 Sei K: Hy — H, lineare, vollstetige Abbildung eines Hilbertraumes Hy in
einen Hilbertraum Hy. Dann ist die adjungierte Abbildung K*: Hy — Hy wollstetig.

Beweis: Sei v,;, — v schwach in Hs. Nach Definition des Begriffs ,,Supremum® gibt
es ein Element u,, mit ||tu,,|| = 1 und Zahlen ¢,, — 0, so daf

| K* v — K*v|| = sup (K*vp — K*v,u) = (K*vpm — K*0, U) + €m -
llull=1

Daraus folgt
1K vy — K*v|| = (0 — v, Kthyy) + € - (9.4)
Da die Folge (Ku,,) kompakt ist und v,, — v — 0 schwach konvergiert, gilt
(U — v, Kuy,) — 0.

In der Tat: Angenommen, es wéire |(vy, — v, Kuy,)| > ¢ fiir eine Teilfolge A. Dann
gibe es eine weitere Teilfolge A; C A und ein f € Hy mit Ku,, — f — 0 stark. Man
hat dann den Widerspruch

|(Vm = v, Kum)| = |(vm = v, Kt = f) +0(1)] < Jlvm = o]l | Kum = f][ +0(1) = 0.

Mit (9.4) folgt daher die Behauptung. o

Satz 9.4 FEs sei A: Hy — Hj eine beschrinkte lineare Abbildung zwischen den Hil-
bertraumen Hy und Hy. A geniige der Koerzivitdtsungleichung

[Aul| > cllull,  we H

mit einer positiven Konstanten c. Ferner sei K: Hy — Hy linear und vollstetig.
Dann ist der Bildraum (A + K)(H,) abgeschlossen und der Nullraum von A + K
endlichdimensional.
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Beweis:

(i)

(i)

Angenommen, es wére
dimN(A+ K) = . (9.5)

Dann gibt es nach den Ergebnissen von Kapitel 6 ein Orthonormalsystem
{¢;}, vj € N(A+ K). Da ¢; € N(A+ K), gilt Ap; = —Kyp;, d.h. die
Folge Ay, ist relativ kompakt, und es gibt eine konvergente Teilfolge (Ayp,,).
Da ¢, Lyj., | # k, folgt ||¢j, — ¢l = V2, und wegen der vorausgesetzten
Koerzivitatsungleichung

|Ap;, — Al > V2,  L#k.

Die Folge (Agj,) kann daher nicht konvergieren. Die Annahme (9.5) wurde
daher zum Widerspruch gefiihrt.

Es sei (A + K)uy, — f in Hy. Wir miissen zeigen, daf ein v € H; existiert
mit (A+ K)u = f. Dadim N(A + K) < o0, ist der Nullraum N(A + K) von
A + K abgeschlossen. Jedes u,, hat somit eine eindeutige Zerlegung

Um = U + Wi, Wy € N(A+ K), v, LN(A + K).

Wir werden zeigen, dafl die v, konvergieren. Nach dem im Anschlufl bewiese-
nen Lemma gibt es eine positive Konstante ¢y, so daf§

(A + K)v|| > col|v]| fiir alle v € N(A + K)*. (9.6)
Da (A + K)u, = (A + K)vp, gilt auch
(A+ K)vy, — f (m — o0)

und ((A + K)vy,) ist eine Cauchyfolge. Wegen (9.6) ist daher auch (vy,) eine
Cauchyfolge (wende (9.6) mit v = v,, — vy an). Daher folgt f = (A+ K)v, und
Satz 9.4 ist bewiesen.

Lemma 9.4 Sei A: Hi — H, linear und beschrinkt, K: H, — H, linear und
vollstetig, und es gelte

|Au|| > c||ull fir alle w € Hy (9.7)

mit einer positiven Konstanten c. Dann gibt es eine positive Konstante cq, so dafs

|Au + Kul| > ¢ ||ul| fiir alle w € N(A+ K)*.
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Beweis: Angenommen, die Behauptung wire falsch. Dann gibt es eine Folge u,, €
N(A+K)* mit ||upl =1, ||Atm+Kuy| — 0. Da K kompakt und (u,,) beschriinkt,
ist die Folge (Ku,,) relativ kompakt, somit auch die Folge Au,,. (In der Tat, jede
Teilfolge A C N besitzt eine Teilfolge Ay C A, so dal Ku,, — Kux, — 0 (m,k €
A, m,k — o0).) Da Au,, + Ku,, — 0, konvergiert

Auy,y, — Auy + Kuyy, — Kug, — 0 (m,k € A, m,k — o0),

somit auch Au,, — Aur — 0. Aus (9.7), angewandt fiir u,, — uy, folgt, daB (wmy,)mea
fiir eine Teilfolge eine Cauchy-Folge ist. Somit gilt u,, — u (m — 0, m € A), und
da ||u,| = 1, folgt ||u]| = 1, also u # 0. Da u,, € N(A+ K)* und N(A + K)*
abgeschlossen ist, gilt auch u € N(A + K)*. (Orthogonalkomplemente sind immer
abgeschlossen: 0 = (u,,v) — (u,v).) Damit gilt (4 + K)u # 0, da N(A + K)* n
N(A+ K) = {0}, und es ergibt sich der Widerspruch

(A+ K)up, >0 und (A+K)u#0.

Die Endlichdimensionalitéit des Defektraumes ((A + K) (Hl))L erhilt man analog
zu Satz 9.4 durch eine Voraussetzung an A*.

Satz 9.5 FEs sei A: Hy — Hj eine beschrinkte lineare Abbildung zwischen den Hil-
bertrdumen Hy, Hy. Die adjungierte Abbildung A* erfiille

[A*|| = clloll, veH

mit einer positiven Konstanten c. Ferner sei K: Hy — Hy linear und vollstetiq.
Dann ist

dim (A + K)H,)" < oo.

Beweis: Nach Satz 9.4 und Satz 9.3 ist dim N(A* + K*) < co. Sei nun v € ((A +
K)Hl)L, d.h. (v, (A+ K)u) = 0 fiir alle v € H;. Daraus folgt ((4 + K)Hl)L C
N(A* + K*). Da dimN(A* + K*) < oo und ((4 + K)Hl)L linear ist, folgt die
Abgeschlossenheit von ((A+ K )Hl)L und die Endlichkeit der Dimension von ((A -+
K)H,)". .

Ist Hy = Hy = H, so folgen die Bedingungen ||Aul|| > c||ul|, ||A*u|| > c||u|| beide
aus der Bedingung

(Au,u) > c|lul]?. (9.8)
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Im Folgenden bringen wir eine bedeutende Anwendung der Ergebnisse von Kapitel 5
und 8 auf Randwertprobleme elliptischer partieller Differentialgleichungen und auch
gewoOhnlicher Differentialgleichungen. Entscheidend ist, dafl man fiir Randwertpro-
bleme

— Z D, (aik (x) Dku) + Z bi(z) Diu+ c(x)u = f in O

ik=1 i=1

mit Randbedingungen auf 02 sowie das eindimensionale Analogon
—(pu') +7ru' +qu=f in [a,b] und Randbedingung

die sogenannte Gardingsche Ungleichung beweisen kann:

Satz 9.6 Sei Q) eine beschrinkte offene Punktmenge C R™ und sei a;, € L*™(2),
bi € L®(Q), c € L*®(NQ), f € L*(). Es gelte die Elliptizititsbedingung

n

> an() &&= ol

ik=1

mit einer positiven Konstanten o > 0. Die beschrinkte Bilinearform sei definiert
durch

Q(u,v) = / [ Z aikauDiv+ZbiDiuv+cu-v dz .
o k=1 i=1
Dann gilt die Gardingsche Ungleichung
Q(u,u) > co ||[ull3m2 — Xo ||ull2: fiir alle uw € HY?(Q)

mit einer positiven Konstanten cy > 0 sowie einer Konstanten .

Fiir gewohnliche Differentialgleichungen lassen wir eine noch etwas allgemeinere Bi-
linearform zu:

Satz 9.7 Sei I = [a,b], p € L*(), p > ¢ = const > 0, r € L¥(I), q €
L>(I), a, B € R und

Q(u,v) := /[pu'v'+ru'v+quv] dz + Bu(b) v(b) — au(a)v(a).

a

Dann gilt die Gardingsche Ungleichung
Q(u,u) > co ||ull3r.: — Xo ||ull2: fiir alle u € HY2(I),

mit einer positiven Konstanten cy > 0 und einer Konstanten \g.
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Der Beweis von Satz 9.6 ist sehr einfach:

Beweis von Satz 9.6 Wegen der Elliptizitdtsbedingung schitzt man

/ Z a3 Dyt D dz > oz/ YVl de = o |ful%s — o|[u%

2,k=1

ab. Den zweiten Summand schéitzt man nach unten ab,

/E b; Diuudr > —g/|Vu\2dx— | ||°°/\u\2dx,
, 2 2a

o =1 Q Q

woraus sich

2
Qu,u >a/|Vu|2dx /|v 2 dy — 'b” /| 2 dy — ||c||oo/|u|2dx—
b 2
:%(/\Vu|2dx+/|u|2dx> — <| Io +— +|| ||oo>/|u\2dx

ergibt.

Der Beweis von Satz 9.7 verlduft analog, nur beachtet man, dafl

b b b
W2(b) — u2(€) :/(uQ)'dxgs/|u'|2da:+Kg/|u|2dx
I3 a a

ist. Um die Gardingsche Ungleichung zu verwerten, setzen wir — nach dem Rieszschen

Darstellungssatz —

(Au,v) g2 = Q(u,v)

mit H = Hy” oder H = H"? als Grundraum. Die Abbildung A ist dann eine

beschriankte lineare Abbildung von H in sich und erfiillt

(Au, u) > cllullyy — Ao llullz: - (9.9)

Es sei J die - nach den vorangegangenen Uberlegungen — vollstetige lineare Abbil-

dung von H nach H, fiir die gilt:
(Ju,v) g = (u,v) g2 -
Aus (9.9) folgt

((A + XoJ)u, u)H > c||ull%,
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und wir kénnen Satz 9.4, 9.5 und die Bemerkung im Zusammenhang mit (9.8) auf
die Abbildung A + A¢J (anstelle von A) und —\oJ (anstelle von K) anwenden. Dies
ergibt den Hauptsatz zur sogenannten normalen Ldsbarkeit elliptischer Randwert-
probleme.

Satz 9.8 Unter den Voraussetzungen von Satz 9.6 oder Satz 9.7 ist das Randwert-
problem
,gesucht ist u € Hy* bzw. HY?, so dafs

Q(u,v) = (f,v)r2 fiir alle v € Hy? bzw. HY? ¢
losbar genau dann, wenn

(f,v)r2=0 fir alle v e N(A"),

N(A") = {U € H&’Z bzw. H1’2| Q(u,v) =0 fiir alle u € H&’Q},
Es gilt dim N(A*) < oo und dim N(A) < oo mit

N(A) ={ue Hy” baw. H?

Q(u,v) = 0 fir allev € Hy* bzw. H'"?}.

Im Fall, daf8 HY? der gewdihlte Grundraum ist, muf zusditzlich vorausgesetzt werden,
daf$ der Einbettungsoperator J wvollstetig ist.

Erliuterung: Im Fall der Grundriume Hy*(I) und H%2(I) ist J immer kompakt,
im Fall H%(Q) dagegen nur, wenn 9 geniigend regulir ist. Wir haben daher diese
benétigte Voraussetzung in die letzten beiden Zeilen von Satz 9.8 aufgenommen.
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10 Das Eigenwertproblem fiir vollstetige lineare
selbstadjungierte Operatoren

Aus der linearen Algebra wissen wir, dafl jede hermitesche (=selbstadjungierte) li-
neare Abbildung eine vollstdndige Orthonormalbasis von Eigenwerten besitzt und
die Eigenwerte reell sind. Eine vollig analoge Aussage gelingt fiir vollstetige linea-
re selbstadjungierte Abbildungen eines Hilbertraumes in sich. Dariiberhinaus erhélt
man noch, daf es hochstens abzihlbar viele Figenwerte gibt und diese gegen Null ge-
hen miissen, und die Figenrdume mit eventueller Ausnahme des Nullraumes endlich—
dimenstonal sind. Ferner werden die Eigenvektoren iiber ein Maximum-Minimum-—
Prinzip erhalten. Wir werden diese Aussage im Folgenden beweisen, zum Teil unter
schwécheren Voraussetzungen.

Der Vollsténdigkeit halber erinnern wir an die

Definition 10.1 Se: A: H — H. Ein Element u € H, u # 0, heif$t Eigenvektor
oder Figenelement von H zum Figenwert A € R oder C, falls

Au = du.

Allgemeiner 148t sich auch die Situation A: D(A) — H, D(A) dicht in H, betrach-
ten.

Lemma 10.1 Sei H ein Hilbertscher Raum iiber C und D(A) dichter linearer Teil-
raum von H. Die lineare Abbildung A: D(A) — H sei selbstadjungiert. Dann ist
jeder Figenwert von A reell, und FEigenvektoren zu verschiedenen FEigenwerten sind
orthogonal.

Beweis: Sei u € D(A), u # 0 und Au = Au. Dann folgt (u, Au) = X (u,u), und, da
A selbstadjungiert ist, A = A* und v € D(A*), d.h.

A (u,u) = (u, Au) = (A*u,u) = (Au,u) = A (u,u).
Daraus folgt
A=A,
Gilt Au = \u, Av = pv, mit A # p, u,v # 0, so folgt
A(u,v) = (Au,v) = (u, Av) = (u, ) = T (u, v) = p (u, v),

woraus (u,v) = 0 folgt. 0
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Lemma 10.2 Sei H ein Hilbertscher Raum und K: H — H wollstetig und linear.
Sei A € C ein beliebiger, von Null verschiedener Eigenwert. Dann ist der Eigenraum
V ozu A

V:={u € H| Ku = \u}

endlich—dimensional.

Beweis: Wenn V' leer oder endlich—dimensional ist, ist nichts zu beweisen. Ist
dim V' = o0, so gibt es einen separablen Teilraum Vj mit dim V, = oo, und Vj
besitzt ein vollstdndiges Orthonormalsystem {¢;|j = 1,...,00}. Da K vollstetig
ist, K kompakt und die Menge der ¢, beschriinkt ist — es gilt ja ||¢;|| = 1 —, wird sie
von K in eine relativ kompakte Menge iiberfiihrt. Andererseits gilt K¢; = Ay, also
ist auch die Menge der ¢; relativ kompakt (beachte, daf8 hier A # 0 benutzt wird).
Ein abzédhlbar unendliches Orthonormalsystem kann jedoch nicht kompakt sein, da
es wegen der Beziehung ||¢; — ¢kl = V2, j # k, niemals eine Cauchyfolge bilden
kann. Die Annahme dim V' = oo ist daher nicht moglich. o

Mit einer dhnlichen Methode beweist man

Lemma 10.3 Es sei H ein Hilbertscher Raum und K: H — H wollstetig, linear
und selbstadjungiert. Dann gibt es keinen von Null verschiedenen Hdufungswert von
paarweise verschiedenen Figenwerten von K.

Beweis: Sei Kv;, = \jv; mit v; € H, ||v;|| = 1, A\; # X fiir j # k, \; € R
Aj = A # 0 (j = o0). Da (v;) beschréinkt ist, ist die Folge Kv; relativ kompakt,
somit auch die Folge )\j_lK v; (hierbei wurde A # 0 benutzt). Daher ist auch die
Folge (v;) relativ kompakt. Dies ist jedoch nicht méglich, da v, Luy fiir j # k nach
Lemma 10.1. Die v; miissen daher ein abzdhlbar unendliches Orthonormalsystem
bilden, welches nicht relativ kompakt sein kann — siehe Beweis von Lemma 10.2

Folgerung aus Lemma 10.3: Der Nullraum von K kann also eventuell unendlich—
dimensional sein. Die Eigenwerte von K gehen gegen Null, sofern dim N(K) <
oo, dim H = oco. Falls dim N(K) = oo, gibt es entweder abzihlbar viele paarweise
verschiedene Eigenwerte, die gegen Null gehen, oder aber nur endlich viele, von Null
verschiedene Eigenwerte.

Es folgen nun Sétze, die die Ezistenz von Eigenwerten sicherstellen.
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Satz 10.1 Es sei H ein Hilbertscher Raum und K: H — H kompakt, linear und
selbstadjungiert. Dann gibt es ein uw € H mit ||u|| = 1 und

\(Ku,u)\:sup{|(Kv,v)|| v =1} =:s. (10.1)

Dieses Element u ist Eigenvektor zum Figenwert A = (Ku,u), und X\ ist der be-
tragsmdafig grofite Figenwert.

Bewelis:

(i) Wir zeigen zuniichst, dal das Supremum bei (10.1) durch einen Vektor u an-
genommen wird. Sei (u,,) eine Mazimalfolge, d.h. ||uy,|| =1 und

(K U, U )| = 8 (m — 00).

Wegen der schwachen Kompaktheit beschrinkter Mengen im Hilbertraum und
der vorausgesetzten Kompaktheit von K diirfen wir nach Umnumerierung an-
nehmen, dafl

Uy, — u  schwach und Ku,, —» Ku stark.
Daraus folgt (K, ) — (Ku,u), denn

|(K Uy U) — (Kuyu)| < |[(Kt — Kty t)| + | (K, Uy — u)|
< || Ktp — Kul| +0(1) = o(1) .

Es gilt daher

(Ku,u)| =s.

Wir zeigen, dal u # 0 gilt. (Aus der Tatsache, dafl u,, — u schwach und
|lum|| = 1, kénnen wir némlich nicht notwendig schliefien, daf§ ||u|| = 1 ist -
dies ist i.A. falsch.) Aus u,, — u schwach, ||u,| = 1 kénnen wir ||u|| < 1
schliefen:

[ull* = o(1) + (tm,u) < o(1) + |lull,

also [|ul|” < [[u| und [juf < 1.
Angenommen, es wire v = 0. Dann folgt |(Ku,u)| = 0 und somit s = 0, und
daher

(Kv,v) =0 fiirallev € H.

Aus dem im Anschlufi bewiesenen Hilfssatz folgt damit K = 0, was wir als
trivialen Fall von vornherein ausschliefen diirfen. Wir diirfen damit v # 0
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(i)

annehmen. Wire ||u|| =60 <1, 60 > 0, so wire fiir a:=60"'u ||a]| =1, und
es ergibe sich der Widerspruch

s> |(Ka,0)| =072 |(Ku,u)| =025 > s.
Dabher gilt ||u|| = 1, und die Maximaleigenschaft (10.1) von u ist gezeigt.

Wir zeigen, dal Maximal- bzw. Minimalstellen v von (Ku,u), ||u|| = 1, Ei-
genvektoren sind. Sei v(t) = ucost + vsint, v € H, ||v|]| = 1, vLu. Wegen
der Maximaleigenschaft (0.B.d.A.) von u gilt (Ku,u) > (Kwv(t),v(t)), denn
llv(®)|| = 1, und somit

d

%(Kv(t), v(t))|1=0 = 0.

Andererseits ist (da K selbstadjungiert)

%(Kv(t), v(t)) =2 (Ko(t),v(t)) = 2(—Kusint + Kvcost, ucost + vsint).
Damit gilt
d

0= %(Kv(t), v(t))|t=0 = 2 (Kv,u) = 2 (v, Ku) fiirallevlu. (10.2)

Wegen des Projektionssatzes ist Ku = Au + vy, voLu, und wegen (10.2)
0 = (v, Ku) = lwoll?,

d.h. vg = 0 und Ku = Au. Ist schliefflich u € R ein weiterer Eigenwert von K
zum normierten Eigenvektor ug, so gilt

1] = [(po, uo)| = [(uo, Kuo)| < Sup |(u, Ku)|.
u||=1

Hilfssatz 10.1 Se: H Hilbertscher Raum und K: H — H linear und selbstadjun-
giert. Es gelte (Ku,u) =0 fir alle w € H. Dann ist K = 0.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt (K (u + v), u + v) = 0, somit

0= (Ku,u)+ (Kv,v) +2 (Ku,v) =2 (Ku,v) fiiralleve H.

Daraus folgt Ku = 0. o
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Wir konstruieren uns nun weitere, betragsmaflig monoton fallende Eigenwerte von
K mit Hilfe der folgenden Konstruktion:
Sei A; der nach Satz 10.1 existierende betragsmifig grofite Eigenwert. Es gilt

Ku=M\u fiirueV,",
Ku=-M\u firuelV, .

Die Eigenrdume V;*, Vi~ sind nach Lemma 10.2 endlich dimensional, nach Lemma
10.1 ist V;*1V;” und dimV;" @ V;~ > 1 nach Satz 10.1. Zur Konstruktion des
betragsmiBig zweitgrifiten Eigenwertes losen wir die Optimierungsaufgabe:

Gesucht ist v € H mit ||ul]| =1 und ul Wy, Wi := V" @ V", so daB |(Ku,u)| = max .
(10.3)

(Im Gegensatz zur Konstruktion des betragsmiflig groiten Eigenwertes besteht in
der Optimierungsaufgabe noch die zusdtzliche Nebenbedingung u Ll W;.)

Lemma 10.4 Sei K: H — H linear, selbstadjungiert und kompakt und W1 # H.
Dann gibt es eine Losung u der Aufgabe (10.3).

Beweis: Wegen Hilfssatz 10.1 nehmen wir 0.B.d.A. an, daf§
0 = sup {(Ku,u)‘ lull =1, ulW;} > 0.

Andernfalls ist Wi Eigenraum zum Eigenwert Null. Sei (u,,) eine Maximalfolge,
d.h. |[um|| = 1, up Wi, (Kty,, ty,) — o. Wegen der schwachen Kompaktheit be-
schriankter Mengen im Hilbertraum gibt es eine Teilfolge (u;)mea, so dafl

Um — v schwach in H, (m — o0, m€A).

Wegen der Kompaktheit von K gilt Ku,, — Ku und (Kuy,, uy,) — (Ku,u). Ferner
gilt u L W und

[ull* = (u, um) + 0(1) < [Jull lumll + o(1) < [Jull + o(1),

woraus ||u|| < 1 folgt. Es muB u # 0 gelten, da o > 0, und es muf} ||u|| = 1 gelten,
da einerseits o = (Ku,u), andererseits wegen der Maximaleigenschaft von o

(Ki L) <o,

llual[ > [Jee]]

somit ¢ < o||ul|?, woraus ||lu]| > 1 folgt. Der obige schwache Limes u ist somit
Losung von (10.3). 0
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Lemma 10.5 Jede Lésung u € H von (10.3), H # W1, ist Eigenvektor zum Eigen-
wert Ay = (Ku,u). Es gilt |A\1| > |Xo|, und es gibt keine weiteren Figenwerte A von
K mat |)\1| > |)\| > |/\2|

Beweis: Sei u Losung von (10.3). Es gilt ||u|| = 1 und u L W;. Sei v € H mit ||v|| = 1,
vlu und v LW;. Wir definieren wieder die ,, Vergleichsfunktion*
v(t) =ucost+vsint.
Sei 0.B.d.A.
0 =sup {(Kz,z)‘||z|| =1, zLWi} >0.

(o = 0 ist nicht moglich wegen Hilfssatz 10.1.) Wegen der Maximaleigenschaft von
u gilt

(Ku,u) > (Kv(t), v(t)),
und wie beim Beweis von Lemma 10.1 schlielen wir wieder
(v, Ku) =0 fiir alle v Lu, v LW . (10.4)
(Zweimalige) Anwendung des Projektionssatzes ergibt
Ku=Xu+w+v, we W, viu, vIW;. (10.5)

Hieraus und aus (10.4) erhalten wir durch Bildung des Skalarproduktes mit v, daf

||v||* = 0 und somit v = 0 ist. Skalare Multiplikation von (10.5) mit w ergibt

0= (u, \w) = (u, Kw) = (Ku,w) = (Agu, w) + [[wl|* = |lw|]?*, daulw.
Somit ist w = 0 und
Ku = M\u.

u ist also Eigenvektor.

Wir zeigen noch, dafl zwischen |\;| und |)s| kein Betrag eines anderen Eigenwertes
liegen kann:

Sei |A1] > |A| > |A2| und X Eigenwert zum Eigenraum V. Da Eigenrdume selbstad-
jungierter Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten zueiander orthogonal sind, gilt
VAiW; und firv €V, ||v|| =1

Al = |(Kv,v)| <sup { |(Kz,2)| | eL W1, [lzll = 1} = [ Xe].

Dies ist ein Widerspruch. m
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Konstruktion der Eigenrdume V,} und Vy zum Eigenwert Ay > 0 bzw. —Ay:

Die Eigenrdume V" und V;~ zum Eigenwert \; > 0 bzw. —); seien schon konstruiert
firj=1,...,N — 1. Es gelte

IA1] > | A2 > ... > [An1] >0,

(M| = sup{|(Ku, u)| [lull =1, uw e H},

und es existiere kein Eigenwert mit |\;_;| > |A| > [N\, j = 1,... ,N — 1. Wir
konstruieren Vi und Vy durch die folgende Optimierungsaufgabe:

Gesucht ist v € H, |jul| =1, ulW, = V;-Jr eV, j=1,...,N—1,s0daB

[(Ku,u)| = oy :=sup {|(Kz, 2)| | 2| =1, 2AW;, j=1,...,N—1}. (10.6)

Lemma 10.6 Se: H # @ W;. Unter den Voraussetzungen von Lemma 10.4 besitzt
die Aufgabe (10.6) eine Losung u.

Der Beweis geschieht dhnlich wie in Lemma 10.4 und wird daher hier nicht abge-
druckt.

Lemma 10.7 Jede Lisung von (10.6) ist Eigenvektor zum Eigenwert \y. Es gilt
IAn_1| > |[An|, und es gibt keinen Eigenwert X von K mit |Ax_1]| > |[A| > [An].

Beweis: Das Element Ku von (10.6) hat nach dem Projektionssatz die Darstellung

N—1
KU::E)\NU—FZ’LU]'—FU, ijWj (107)
7j=1
mit vlw;, j = 1,...,N — 1, vLu. Die Orthogonalitit ulW; , j =1,... ,N =1
gilt nach Konstruktion ohnehin. Wir zeigen, daf§ die Elemente w; und v in (10.7)
verschwinden, so dafl die Eigenwertgleichung Ku = +Ayu gilt. Dies folgt wieder
durch skalare Multiplikation mit w;

0 = £X;(wj, u) = £(Kwj, u) = £(w;, Ku) = |lw|]?
bzw. mit v
0= (v, Ku) = ||v]|?,

wobei die Beziehung (v, Ku) = 0 aus der Beziehung

d
—(v(t), Kv(t)) ;=0 = 0 t) = t+— t
o (v( ), Ko( ))|t_0 , v(t) :=ucost + ||“|| sin
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folgt. Ist schlieBlich A ein Eigenwert mit |[Axy_1| > |A| > |Ay| zum Eigenraum V, so ist
VIW;, j=1,...,N—1, und &hnlich wie in Lemma 10.5 ist die Extremaleigenschaft
von |\y| verletzt. -

Durch die vorangegangene Konstruktion erhalten wir Eigenwerte +A;, Ao, ... mit
endlich—dimensionalen zugehorigen Eigenrdumen. Das Verfahren bricht nach endlich
vielen Schritten ab, wenn der Raum H endlich—dimensional ist oder wenn Ay = 0.
Wenn dim H = oo und Ay = 0, liegt ein unendlich-dimensionaler Nullraum vor.
Der Standardfall ist jedoch, dafl das Verfahren nicht abbricht und wir abzihlbar
unendlich viele Eigenwerte +);, j € N, mit |A;_;| > |A;| erhalten. Ferner ist noch
zusdtzlich der Eigenwert Null moglich. Es kénnen nicht iiber abzdhlbar viele Ei-
genwerte vorliegen, und die Eigenwerte A\; miissen wegen Lemma 10.3 gegen Null
gehen.
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Die Vollstindigkeit des Systems der Eigenfunktionen

Satz 10.2 Sei K eine lineare, vollstetige, selbstadjungierte Abbildung eines Hilber-
traumes H in sich und V}J’, Vi~ die in Lemma 10.6 konstruierten Eigenrdume von
K zum Eigenwerte £);, j € N. Dann gilt

H=N(K)® Hy, QB VieVv))
Erléduterung: Hy besteht aus allen konvergenten Reihen Y (p v} +pjvy), vy €
7=1

V;-i, /L;-t € R oder C. Die Eigenfunktionen zu den von Null verschiedenen Eigenwer-
ten bilden also ein vollstéindiges Orthonormalsystem in N (K)*.

Beweis: Angenommen, dafl N(K) @& Hy # H. Dann betrachten wir die Optimie-
rungsaufgabe

|(Ku,u)| =max!, |lu||=1, uwlN(K) @ H,. (10.8)

Mit den schon bekannten Methoden beweist man die Existenz einer Losung u. Wir
behaupten, dafl u Eigenvektor von K ist: O.B.d.A. sei (Ku,u) > 0. Man setze

w(t) =costu+sintw, |w||=1, wlu, wl N(K)® H,.

(Falls es ein solches w nicht gibt, gilt Ku = Au+wv, v LN(K)@® Hy und man springe
u (10.11) mit w = 0.)

Es gilt
4 (Ku(®), )| =0 (10.9)
dt t=0 ’
da w(t) zur Konkurrenz in (10.8) zugelassen ist.
Aus (10.9) folgt
(Ku,w) =0 fiir wlu, wl N(K)® H,. (10.10)
Allgemein gilt wegen des Projektionssatzes
Ku=Xu+w+wv, wlu, vliu, ve N(K)® Hy, wlov. (10.11)

Durch skalare Multiplikation mit w ergibt sich

|lw||?* = (Ku,w) =0, also Ku=Au+v,
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und durch skalare Multiplikation mit v
[0]|* = (Ku,v) = (u, Kv) .

Da K den Raum N(K)@® H, in sich selbst abbildet, folgt (u, Kv) = 0 und |[v||* = 0.
(Warum bildet K den Raum N(K) & Hj in sich selbst ab? Ist z € N(K) & Hy, so
gilt

o0

p=2+ Y ((Fof+¢v), vEeVE, |vill=1
7j=1
o [e o]
mit Y (I¢H? + ¢ |?) < oo. Da K insbesondere stetig, folgt Kz = Y ((fAf v} +
7j=1 7j=1

G Aj vy ). Beachte, da8 |)\Ji| < ||K||. Die letzte unendliche Summe konvergiert somit
in H, und damit gilt Kz € Hy.)

Aus (10.11) folgt damit die Eigenwertgleichung

Ku = \u, u#0.

Da u ¢ N(K), gilt [\| > 0, und |A| muB die Ungleichung A\; > [\ > A,;_; fiir
einen Index j erfiillen, da |A\;| — 0. Dies ist aufgrund der Konstruktion des A; nicht
moglich. o

Anwendungen auf Rand-Eigenwertprobleme fiir elliptische Differential-
operatoren der Gestalt

— Z Di(aikau) +cu

=1

Sei 2 eine beschriinkte offene Punktmenge des R™, ay € L®(QY), aipx = agi, ¢ €
L*>(€). Es gelte die Elliptizitdtsbedingung

n

D aw(@)&& > alé?, EER (10.12)

ik=1
mit einer Konstanten «y.

Wir betrachten das Eigenwertproblem

z':21 (aixDyu) + cu= Iu u # (10.13)

u|39= 0
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In der schwachen Formulierung lautet dies: Gesucht ist v € Hy(9) mit

n

(Au, )2 = Z (aixDru, Dip)r2 + (cu, @)r2 = Mu, @) r2
ik=1

fiir alle o € Hy*(9).

Wir kénnten auch natiirliche Randbedingungen behandeln, indem wir H%?(Q) als
Grundraum wéihlen. Hierbei brauchte man jedoch die Zusatzvoraussetzung, daf§ die
Einbettung von H'?(Q) als Grundraum nach L?(Q2) kompakt ist. (Aus diesem Grun-
de benétigen wir auch die Voraussetzung, dafl {2 beschrénkt ist.)

Wir fithren noch die mit der Einbettung von H'? nach L? zusammenhingende
Abbildung J: L? — H? ein:

(Ju,v) g2 = (u,v)pe

Die Restriktion von L? auf H"? wird ebenfalls mit J bezeichnet. Mit diesen Be-
zeichnungen fiihrt die schwache Formulierung des Eigenwertproblems (10.13) auf
die Gleichung

Au = AJu. (10.14)

Hierbei ist A: H&’2 — H& % eine lineare Abbildung, welche der Gardingschen Unglei-
chung (Satz 9.6)

(Au,u) gz > aflulle — Aollullz:
mit Konstanten a, A\g > 0 geniigt. Dies schreiben wir in der Form

(A4 Xod)u, u) s > aflullfne - (10.15)

12
Das Eigenwertproblem (10.14) formulieren wir dquivalent um:
(A+ XJ)u = (A+ Xg)Ju,
Wir setzen
B=A+XJ, p=X+)X.

Damit lautet das Eigenwertproblem

Bu = pJu. (10.16)

1
Sei C' = B2 der eindeutig bestimmte lineare, beschrinkte, selbstadjungierte positive
Operator mit

C?=B.
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Beachte, daf§ (u, Bu) > allu||? fiir alle v € H mit einem « > 0, d.h. ,, B ist positiv¥.
Die Existenz einer solchen Abbildung B > = C wird in einer Ubungsaufgabe gezeigt.
Im R* 148t sich die Existenz der Wurzel einer positiven semidefiniten hermitischen
Matrix iiber die Transformation auf Diagonalform beweisen:

B=5'DS , D Diagonalmatrix mit nichtnegativem Diagonalelement, 5'S =1I.Man
hat dann Bz = ET\/ES , VD = Diagonalmatrix mit den Elementen \/E

(10.16) formen wir um mit

“v=B3JB iy, (10.17)
Die Abbildung B~z ist linear, beschrinkt und selbstadjungiert, die Abbildung J
ebenfalls; tiberdies ist J kompakt. Damit ist die Abbildung

K=B :JB>

linear, beschrinkt und selbstadjungiert, und wir kénnen die in Kapitel 9 entwickelte

Theorie anwenden. Zur Vereinfachung ist es niitzlich zu wissen, dafl die Nullrdume
N(K) und N(J) verschwinden.

Lemma 10.8

Beweis: Es ist (Ju,v)g12 = (u,v)r2. Gilt also u € N(J), so folgt
(u,v)2=0 fiir alle v € Hy?(Q) .

Da B™7 invertierbar, folgt auch N(K) = 0. o

Wir betrachten somit das Eigenwertproblem
Ku=u in HY?,
u

N(K) =0, K = K*, K kompakt. Aus Lemma 10.8 sowie Satz 10.1 und Satz 10.2
erhalten wir

Satz 10.3 Das elliptische Rand—Eigenwertproblem (10.13) besitzt — unter den an
a;, und c genannten Voraussetzungen — abzihlbar—unendlich viele Eigenwerte v;. Die
FEigenwerte sind reell und gehen gegen unendlich. Die Vielfachheit der Figenrdume
Vj ist endlich, Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal. Die Ge-
samtheit der Eigenvektoren ist vollstindig in HY2(Q).
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Anmerkung: Selbstverstéindlich 148t sich ein analoger Satz fiir H%(Q) als Grund-
raum — dies entspricht natiirlichen Randbedingungen — oder auch elliptische Opera-
toren héherer Ordnung formulieren.

Beweis: Die Zahl v ist genau dann Eigenwert des Problems (10.13), wenn die Zahl

ﬁ Eigenwert von K = B~3JB3 ist. Da die Eigenwerte von K gegen Null gehen,

d.h. Uji/\o — 0, folgt |vj| — oo, und da (Ku,u) > 0, gilt v; — oo (j — oo) fiir die

Eigenwerte v; von (10.13). O
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Teil 11

Allgemeine lineare
Funktionalanalysis

1 Grundbegriffe der Funktionalanalysis

Metrische Riaume

Definition 1.1 Ein metrischer Raum ist ein Vektorraum V dber R oder C, auf dem
eine Abstandsfunktion p: V' x V' — R gegeben ist, die die folgenden Eigenschaften
fur alle x,y € V besitzt:

(i) positive Definitheit: p(z,y) > 0, p(z,z) =0, und falls p(xz,y) = 0, dann folgt
T=y

(ii) Symmetrie: p(z,y) = p(y,z)

(11i) Dreiecksungleichung: p(x,y) < p(z, z) + p(z,y)

Man sagt auch: ,V wird durch p metrisiert und nennt p eine Metrik.

Im metrischen Raum I48t sich ein Konvergenzbegriff einfiihren.

Definition 1.2 Fine Folge (up)men, um € V konvergiert genau dann gegen ein
Element u, wenn

p(tm,u) — 0 (m — 00) .

Man schreibt u,, — u in'V oder beziiglich p (m — o0). Fin metrischer Raum 'V heifit
vollstindig, wenn jede Cauchyfolge (u,,) in V einen Limes beziglich der Metrik hat,
d.h. gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N mit

p(um’uk) <e fUT mak 2 no ,

so gibt es ein u € V- mit up — u (m — 00).

Beispiele metrischer Riume:

a) R™ mit p(x,y) = |z — y| - kennt jeder!
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b) Der Folgenraum | = { (c1,¢c2,...,)| ¢; € R oder C} mit der Metrik

o0

p(a,b) :ZLM (1.1)

— 27 1+|aj—bj\

Wir zeigen, dafl in der Tat p die Eigenschaften einer Metrik erfiillt. Die positive
Definitheit und die Symmetrie sind offensichtlich. Die Dreiecksungleichung ergibt
sich folgendermaflen:

o0

=1 1 1
1 )< il
§2< 1+|%—b|>_22< 1+|aj—0j|+|0j—bj|>

< .

1+ aj — ¢l + ¢ — b

Jj=1

Man iiberlegt sich leicht:

Lemma 1.1 ¢® — ¢, ¢® | ¢ € I, konvergiert genau dann beziglich der Metrik

p in (1.1), wenn die Komponenten cg-k)

konvergieren.

von ¢ gegen die Komponenten cj von c

a) Der Raum der mefbaren Funktionen

Sei F = {f:Q — R oder C| f meBibar } mit einer beschrinkten mefibaren Menge
Q, und

N ={f € F|f =0 fast iiberall} .
Wir betrachten den Restklassenraum
F=F/N.

Etwas unprizise kann man sagen, da} F' aus allen Funktionen besteht, die bis auf
einer Menge vom Maf} Null definiert sind und zwei Funktionen als gleich angesehen
werden, wenn sie sich nur auf einer Menge vom Maf§ Null unterscheiden.

Als Metrik in F' definieren wir

_[_lf-4
p(f,9) —Q/mdﬂﬁ

Man priift leicht nach, dafl p eine Metrik in F' definiert. Die Dreiecksungleichung
beweist man wie in Beispiel (ii).

Satz 1.1 Die Rdume R, 1, ' sind beziiglich der angegebenen Metriken vollstindig.
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Beweis: Fiir den R™ weif} dies jeder. Fiir den Raum [ schliefit man aus p(a(m), a(’“)) —

0 (m, k — o), daB die Komponenten a{™ Cauchyfolgen in R oder C bilden. Es gibt
daher ein a € [, so daB a(™ — a komponentenweise. Daraus folgt

N

p(a(m) a)<2i |a§m)—aj‘ + i i—0(1)—{—i—>0f1’irN—>~oo
, = 2j1+‘a§m)_aﬂ'| j=N+12j 2% |

was zu zeigen war.

Fiir den Raum F betrachten wir eine Folge f; mefibarer Funktionen (genau genom-
men, Klassen [f;]) mit [ 242 gz — 0.
Q

1+ fi—fxl

Fiir eine Teilfolge schliefft man dann f;— fy — 0 fast {iberall, somit f; — f fast iiber-
all mit einer mefibaren Funktion f. Hierbei werden Standardsitze der Mafitheorie
benutzt, z.B. dal der punktweise Limes meflbarer Funktionen mefibar ist.

Fiir 5,k > ngy gilt

_ \fi = Jil €
p(f]afk)_/1+J|fJ_fk|dx<§
Q

Wir lassen den Index k die konstruierte Teilfolge durchlaufen, £ — oo, und gehen
nach dem Satz von Lebesgue zum Limes iiber. Dies ergibt

plfif) <5 <e.

Die Vollstindigkeit ist damit bewiesen. =

Ein Beispiel eines unvollstindigen metrischen Raumes ist der Raum C(£2) der reell-
oder komplexwertigen Funktionen auf {2 mit der obigen Metrik des Raumes der
meflbaren Funktionen. Offensichtlich fithren Cauchyfolgen aus diesem Raum heraus.

In einem metrischen Raum lassen sich in Analogie zum R" die Begriffe ,,beschrinkte
Menge*, , offene Menge“, , abgeschlossene Menge*, ,, Haufungspunkt einer Folge oder
Menge® definieren. Als e-Umgebung eines Punktes x eines metrischen Raumes V'
definiert man naturgeméf

Us(z) ={y € V| p(z,y) <e}.

Die Begriffe ,,folgenkompakt“ und ,,iiberdeckungskompakt“ sind in metrischen Raum-
en #quivalent, obwohl der Raum unendlich-dimensional sein kann (Beweis siehe
KANTOROWITSCH/AKILOV, Funktionalanalysis in normierten Rdumen, Kap. I1,3.).

Ist der Raum unendlich—-dimensional, so sind jedoch beschrinkte abgeschlossene
Mengen nicht mehr folgenkompakt.
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Normierte Riume und Banachriume

Definition 1.3 FEin normierter Raum ist ein Vektorraum tber R oder C mit einer
Abbildung ||.]| : V = R, so daf$ die folgenden Eigenschaften fir alle u,v € V erfiillt
sind:

(i) Positive Definitheit: ||ul| > 0, ||u|| = 0 gilt genau dann, wenn u = 0.
(i1) Positive Homogenitit: ||Au|| = |\| ||u]|, A € R oder C.

(11i) Dreiecksungleichung: ||u + v|| < ||ul| + ||v||-

Setzt man p(u,v) = ||u — v||, so wird auf V' eine Metrik definiert.
Umgekehrt 148t sich leicht beweisen
Lemma Sei V' ein metrischer Raum mit einer translations— und skalierungsinva-
rianten Metrik, d.h.
plu+w,v+w) = pu,v),  p(h, W) = A p(u, ).
Dann wird durch ||u|| :== p(u,0) eine Norm auf V definiert.
Da jede Norm auch eine Metrik erklart, lassen sich die bei den metrischen Rdumen
definierten Begriffe wie Konvergenz, Vollstandigkeit, Umgebungen, Offenheit und

Abgeschlossenheit einer Teilmenge des Raumes verwenden. Insbesondere definiert
man die Konvergenz

Up = uin 'V, m — 00 & ||uy, —ul| = 0.
Definition 1.4 FEin Banachraum ist ein vollstindiger normierter Raum.

Hilbert- und Banachrdume sind die wichtigsten Raumtypen der Funktionalanalysis.

Beispiele:

a) Der Euklidische Raum R* bzw. C* mit ||a| = (Z |aj|2) * als Norm (dies weif
j=1
jeder);
b) Der Folgenraum ” = {a = (a1, a9,4as,...,)|a; € R oder C, ||a], < o0},1 <

p < oo mit der Norm

S°] 1

lally = (D" lasl”)” -

Jj=1
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Die Dreiecksungleichung — zunéchst fiir endliche Summen — folgt zum Beispiel aus
der Darstellung

N P
> " [bje 21}-

i=1

N
lall, = sup { S ash;
j=1

Dies folgert man seinerseits iiber die Theorie der Extremwerte mit Nebenbedingun-

gen - Infinitesimalrechnung II.

Im Fall p = oo setzt man fiir a € [*°

lalloo = sup |a] -
J

Im Fall 0 < p < 1 definiert ||a||, keine Norm (wohl aber noch eine mit den algebrai-
schen Operationen vertrégliche Topologie).
c¢) Die Lebesgueschen Funktionenrdume L, 1 < p < oo.
Es sei 2 eine mefbare Punktmenge des R* und L? = L?(£2) die Menge aller meBbaren
1
Funktionen f:  — R oder C (oder R* oder C*) mit ||f]}, = ( Wi dm) P < oo fiir
Q
p < oo und ||f|lec = esssup |f| < oco. Hierbei ist das wesentliche Supremum von f
iiber () definiert durch
esssup |f| = inf{c € R|¢ > |f] fast iiberall in Q},

d.h. das wesentliche Supremum ist das Infimum der ,,wesentlichen Schranken c“. Die
so definierte GroBe || f|, auf L? erfiillt die Eigenschaften einer Norm mit Ausnahme
der Definitheit, d.h. es ist zwar ||f||, > 0, doch es gibt von Null verschiedene Ele-
mente g mit ||g||, = 0. Dies gilt fiir die Funktionen g aus der Menge der Funktionen

N = {g € L?| g = 0 fast iiberall in Q} .

Um aus LP einen normierten Raum zu konstruieren, definiert man den Restklassen-
raum

LP(Q) = LP(Q)/N

und bezeichnet die Elemente aus L?(2) ebenfalls — unpriiziserweise — als Funktionen,
wobei zwei Funktionen als nicht verschieden angesehen werden, wenn sie auf einer
Menge vom Mafl Null iibereinstimmen.

d) Der Raum der stetigen Funktionen

Es sei M Cc R® oder C* und

C(M) ={f: M — R oder C| f ist gleichméBig stetig auf M} .
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Mit der Norm

[flloo = sup{|f(z)|, z € M}
ist C(M) ein Banachraum.

Es herrscht eine Verwechslungsmdoglichkeit in der Bezeichnung || f||oo, wenn M N By

fiir eine Kugel Br das Mafl Null hat — das wesentliche Supremum wiirde diese

Menge ,,vergessen“. Ist M offen oder AbschlieBung einer offenen Menge, so ist fiir

stetige Funktionen esssup |f| = || f]|lco- (Ist M kompakt, wird das Supremum sogar

angenommen.) Da C'(M) ein Banachraum ist, ist in dem Fall, daB esssup|f| =
M

sup |f| gilt, der Raum C (M) ein abgeschlossener Teilraum. Ist 2 offen, so bezeichnet
M

man iiblicherweise C(€2) als den Raum der stetigen Funktionen iiber Q. Da fiir
f € C(Q) der Fall eintreten kann, da8 f(z) — oo fiir x € Q, x — x¢ € 09, ist C(Q)
kein Banachraum beziiglich ||.|| -

e) Der Raum der Hélderstetigen Funktionen C%, 0 < o < 1

Sei M C R". Die Hélderseminorm einer Funktion f: M — R oder C ist definiert
durch

o = sup {22160

der Raum der Holderstetigen Funktionen auf M ist definiert durch
C*M) ={f: M —R|[fla <oo}.

‘:r,yGM,w#y},

Mit der Norm
1 flla = I flloo + [fla

ist C'* ein Banachraum. Holderstetige Funktionen zum Hélderexponenten oo = 1 sind
genau die (global) Lipschitzstetigen Funktionen. Man verwendet fiir diesen Raum
nicht das Symbol C', sondern C%* (oder auch H%*).

f) Die Rdume C™ und C™*, m €N, 0 < a < 1.

Sei €2 eine offene Punktmenge des R". Dann bezeichnet C™ (ﬁ) bzw. C™¢ (ﬁ) die
Menge aller Funktionen f: 2 — R oder C, die in {2 m—mal differenzierbar sind und
deren m-te Ableitung gleichméfig stetig bzw. Holderstetig ist. Beziiglich der Norm

1 lloosm =D 11V flloo
§=0

bzw.

[ lloomta = I llcom + V™ fla

ist C™ und C™% ein Banachraum.
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g) Die Sobolevraume H™?(Q), m € N, 1 < p < oc.

Es sei Q eine offene Punktmenge. Mit H'”(Q) bezeichnen wir den linearen Raum
aller Funktionen (,Elemente“) aus L?((2), die erste verallgemeinerte Ableitungen in
LP(€2) haben, d.h. es existieren Funktionen u € L? mit

/u&p dx:—/u(i)godx
83;1-
Q

Q

fiir alle p € C§°(2).
Viel bendtigt werden die Sobolevschen Ungleichungen:

Satz 1.2 Sei Q C R*, Q beschrdinkt offen und 02 Lipschitz—stetig. Dann existiert
eine Konstante K = K (n, 0$2) mit

np

lully < K llullip, — ¢= —

sofern p < n.

Ist u € Hé’p(Q), Q offen C R", so gilt ohne weitere Finschrinkung an )

np
< K |Vull,, =
lull < K(IVull,, —a=—

mit einer universellen, nicht von €2 und n abhdngigen Konstanten.
Im Grenzfall p = n gelten zahlreiche Besonderheiten. Fiir den Fall p > n gilt

Satz 1.3 Sei p > n. Unter den Voraussetzungen an ) wie in Satz 1.2 gilt
HY(Q) c C*(Q)
mita=1-— %. Fir die Normen gqilt entsprechend

[ulloe < KlJullzs -

Man schreibt D;u = v und auch V = (Dy, Ds, ..., D,). Mit der Norm
lullip = [lull, + [[Vull,
wird H'? ein Banachraum. Analog werden die Rdume H™P" definiert.

h) Die schwachen LP~R&ume (,, Marc¢inkiewic-Raume*)
Zur Motivation der folgenden Definition iiberlegen wir uns das

Lemma Seiu € LP(QY). Dann gilt fir alle L > 1

p(z| u(z)] > L) < lall”

< (1.2)
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Beweis:

[ull” > ul?dz > L p(lu| > L) .

Eigenschaft (1.2) gibt Anlaf§ zur folgenden Definition:

Definition 1.5 Eine mefbare Funktion u liegt schwach in LP, wenn eine Konstante
K existiert, so daf8 fiir alle L > 1

ule] (@) > ) < 7. (1.3)

Man schreibt dann u € L2 () (w wie ,weakly“). Das Infimum der Konstanten in
(1.3) ist die Norm in L?. Daf§ dieses Infimum die Eigenschaft einer Norm hat, ist
schwer zu beweisen. Man kann zeigen, daf} fiir beschrianktes €2 fiire >0, p—e >1

IP(Q) C I2(Q) C IP~5(Q)

mit echten Inklusionen C.

Die schwachen LP-R&ume werden in der sogenannten Interpolationstheorie benotigt.
Ein anderes Beispiel ist der Satz

Satz 1.4 Sei () eine beschrinkte offene Punktmenge mit glattem Rand und u €
H,?(Q) eine schwache Lisung von

—Au=feL(Q).

Dann gilt V?u € LL.
Leider gilt nicht V2u € L!, das Analogon fiir 1 < p < oo ist jedoch richtig, d.h. gilt
in obigem Satz zusitzlich f € LP, dann folgt V?u € LP, falls 1 < p < oo.

i) Die Morrey-Raume

Fiir die vertiefende Theorie der partiellen Differentialgleichungen sind die Morrey—
Bedingung und die dazugehérenden Riume sehr wichtig.

Definition 1.6 Fine Funktion u € LP(Q2), Q C R™ mefbar, geniigt einer Morrey—

Bedingung, wenn eine Konstante K sowie ein A € [0,n[ existiert, so daf fiir alle
Kugeln Br C R" mit Radius R €0, Ro[, Ry fest, z.B. Ry = 1, die Ungleichung

/ lu[P de < KR"™. (1.4)

BrNQ

gilt.
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Der Morrey—Raum LP*(Q) ist derjenige Teilraum von LP((2), dessen Elemente die
Bedingung (1.4) erfiillen. Sehr #hnlich zu LP*(Q) ist der gewichtete LP~Raum, der
aus allen LP-Funktionen mit der Eigenschaft

1
P —de < K 1.5
Q/'“' e < (15

besteht.

Die Norm in LP* wird definiert durch das Infimum der zuléissigen Konstanten K in
(1.4) oder, dquivalent

lullzon = sup {R / ul? da

BrNQ

0<R<R0, BR(.T) CRTL, Lo ER”}

mit Bg(zo) := {z| |z — zo| < R}.

Die Morrey-Bedingung beinhaltet, daf die Singularitdten von u eingeschréinkt wer-
den. Wenn z.B. u € L**, so kann u z.B. nicht gleich der Funktion m, e >0,
sein. Besonders wichtig sind die folgenden beiden Einbettungssétze:

Satz 1.5 Sei Q C R™ beschrinkt und habe Lipschitz-stetigen Rand. Die HP(§2)-
Funktion u geniige der Morrey—Bedingung

/ \VulP do < KR"7+or (1.6)

BrNQ

mit einer Konstanten K fiir alle Kugeln B C R"™, 0 < R < Ry sowie einer

Konstanten « €]0,1[. Dann ist u € C*(Q).

Anders ausgedriickt: HYP=2P(Q) C C*(2), wobei H'»* der Teilraum von H'»P
bezeichnet, dessen Elemente u die Inklusion Vu € LP* erfiillen. Satz 1.5 ist ein
duflerst wichtiger Stetigkeitstest.

Satz 1.6 (Marcinkiewi¢—Stampacchia) Sei ) C R" beschrinkt und habe Lipschitz—
Rand L1(Q) C HYP* mit

g p A

sofern X > 0. Die entsprechenden Normen werden entsprechend abgeschdtzt:

[ullg < K[[u]

1,p; A

Erlauterung: Fiir A = n ist die Aussage dieses Satzes der iibliche Sobolevsche Ein-
bettungssatz, fiir n > A > p erhélt man eine bessere L?-Inklusion, als sie die Sobo-
levschen Ungleichungen liefern wiirden.
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j) Der Raum BV|a,b] von Funktionen beschrinkter Variation
Definition 1.7 Eine Funktion f: [a,b] — R hat beschrinkte Variation, wenn fir

alle N € N und alle Pirchen t;,t;, j =1,... ,N mit t; <1; <t;11 die sogenannte
Totalvariation
N
V(f) = Sup{2|f(tj) — f(&)] ‘N EN, t;<ty<tp, j=1,...,N, t;,t) € [a,b]}
j=1
(1.7)

endlich ist.

Die Menge der Funktionen mit beschrénkter Variation bildet einen Banachraum
BVa, b] beziiglich der Norm

1fllsv = lFllze + V()

Im Fall von n Dimensionen betrachtet man additive, reellwertige Mengenfunktio-
nen, die etwa auf den Lebesgue-mefibaren Teilmengen einer beschrinkten mefibaren
Menge 2 definiert sind und definiert als Totalvariation einer Mengenfunktion ®

N

V(®) =sup { Z(I)(ej)

J=1

e; CQ,e; meBbar , e;Ne, =0, j#k, j,k=1,...,N, NEN}.

Sehr viel allgemeiner als Banachrdume oder normierte Rdume sind topologische
lineare Rdume, die jedoch im Groflen und Ganzen zu allgemein sind, um brauchbare
Anwendungen zu liefern.

Definition 1.8 FEin topologischer linearer Raum ist ein Vektorraum V idiber R oder
C, auf dem eine Topologie erklirt ist, die mit der Addition in V und der Multipli-
kation mat Skalaren vertrdglich ist.

Erlauterung: Eine Topologie auf V' ist gegeben, wenn es zu jedem Punkt z € V ein
System i, von Umgebungen U C V gibt, so dafl

1. zeUfirU ey,
2. UnU e, falls U U € 4,
3. Wel, fallsein U € 4, mit U C W existiert.

4. Ist U eine Umgebung von z und y € U, dann existiert eine Umgebung W
von y mit W C U
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Lafit man den dritten Punkt weg, so spricht man von einer Umgebungsbasis. Durch
die Topologie wird ein Konvergenzbegriff und Stetigkeitsbegriff erklart.

Die Vertriglichkeit der algebraischen Operationen in V' mit der Topologie bedeutet,
daf diese stetige Funktionen beziiglich der Topologie sind.

Um eine Topologie auf V' zu definieren, geniigt es, eine Basis von Nullumgebungen
anzugeben, da man die Umgebungsbasis eines allgemeinen Punktes durch Transla-
tion erhélt.

Eine groflere Bedeutung fiir Anwendungen in der Analysis haben die lokalkonvexen
Réume.

Definition 1.9 Fin lokalkonvexer (topologischer linearer) Raum ist ein topologi-
scher linearer Raum mit einer aus konvexen Mengen bestehenden Null-Umgebungsbastis.

Eine wichtige Klasse von lokalkonvexen Rdumen sind Raume mit Multi-Norm.

Definition 1.10 Se: V' ein linearer Raum. Eine Multi-Norm ist eine Familie von
Semi-Normen ||.||,, auf V, v € I, die in ihrer Gesamtheit definit sind, d.h. aus
|lu||, = 0 fir alle v € I folgt v = 0.

Erinnerung: Eine Semi-Norm erfiillt die Dreiecksungleichung und die positive Ho-
mogenitit, braucht aber nicht definit zu sein.

Anmerkung: Die Indexmenge I braucht nicht abzdhlbar zu sein; ist sie abzéhlbar,
nennt man den Raum abzdahlbar normiert und kann ihn durch die Metrik

(e o]

L =yl

metrisieren. Beispiele von lokalkonvexen Riumen:

1. Die Rédume C(2), C™(2).
Sei 2 C R offen und ©; C Q offen, |J ©; = Q. Der Raum C(€2) bzw. C™(2)

Jj=1
aller auf €2 stetigen bzw. m-mal stetig differenzierbaren Funktionen wird mit
Hilfe der Multi-Norm
[[ull; = sup |ul
Q;

bzw.

full =sup (1 + 3 17"
J

k=1
ein lokalkonvexer Raum.
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2. Die Raume L?

loc

(R"), Hp"(R").
Es handelt sich hierbei um die linearen Riume von Funktionen, deren Re-
striktion auf beschrinkte Mengen in LP bzw. H™P liegt. Eine Multi-Norm

1St
ully = llullze@;)

mit ; C R", beschrinkt und mefibar, |J Q; = R*. Der Raum H;” wird

loc
Jj=1
analog definiert.
Entsprechend bildet man L} (2)-Réume fiir Q # R".

loc

3. Der Raum D = C§°(2) (Schwartzscher Raum)

Es sei Q C R" offen. C§°(Q) besteht aus allen unendlich oft differenzierbaren
Funktionen f, deren Triger supp f = {z € Q| f(z) # 0} beschrinkt ist. Sei

Q; C 2 offen und beschrénkt, |J €2; = 2. Eine Multi-Norm in D ist gegeben

7j=1
durch

I/

|j,m:=s§1;p|me|, j=1,2...,m=0,1...,.
i

4. Der Raum S

Der Raum S besteht aus allen unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die
im Unendlichen stérker als jedes Polynom fallen. Eine Multi-Norm ist gegeben
durch

1flljm = sup [V™ f] (Il +1)".

Auch in lokalkonvexen linearen Ridumen 1488t sich definieren, wann eine Menge be-
schrankt ist.

Definition 1.11 FEine Menge M in einem lokalkonvexen linearen Raum E heifst
beschriankt, wenn

sup{{p, z)|x € M} < oo fiir jedes p € E* = Raum der stetigen linearen Funktionale.

Die Frage, ob die Beschrianktheit einer Menge die relative Kompaktheit nach sich
zieht, ist sehr wichtig und sehr gut studiert, so dafl man heutzutage eine kristallklare
abstrakte Erkldrung dieses Phinomens hat.

Fiir die Rdume D und S gilt die Inklusion ,, Beschriinktheit = relative Kompaktheit®,
obwohl sie unendlich-dimensional sind.
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2 Beschrankte lineare Funktionale und beschriank-
te lineare Operatoren

Definition 2.1 FEin lineares Funktional auf einem normierten Raum V st eine
lineare Abbildung von V in die reellen oder komplexen Zahlen. Das lineare Funktional
heifit beschrinkt, wenn eine Konstante K existiert mait

If(w)| < K ||u|| fir allew eV .

Die Norm eines beschrdinkten linearen Funktionals f wird durch

[f1l = sup [f(u)] (2.1)

[Jufl=1

definiert.
Lemma 2.1 Ein lineares Funktional ist genau dann beschrinkt, wenn es stetig ist.

Der Beweis verlauft wie im Hilbertraum.

Die Menge der beschrénkten linearen Funktionale bildet beziiglich der natiirlichen
Addition und Multiplikation mit Skalaren einen Vektorraum, welcher als Dualraum
V* von V bezeichnet wird. Hierbei ist die Bezeichnung (f,u) = f(u) fiir f € V*, u €
V {iblich.

Lemma 2.2 V* ist beziiglich der in (2.1) definierten Norm ein Banachraum.

Der Beweis geschieht dhnlich wie im Hilbertraum.

Mit Hilfe des Dualraums 1488t sich die schwache Konvergenz in einem normierten
Raum definieren.

Definition 2.2 FEine Folge (um)men in einem normierten Raum V konvergiert schwach
gegen ein Element uw € V', in Zeichen:

Um — U (schwach) in V (m — o0),
wenn fir jedes f € V*

(fyum) = (fru) .
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Den Dualraum V** zu V* nennt man den bidualen Raum zu V. In V* gibt es zwei
Arten von Konvergenz, ndamlich die schwache Konvergenz wie oben definiert, sowie
die x—schwache Konvergenz:

* . .
fm — f im Sinne der x-schwachen Konvergenz

bedeutet, daf fiir alle uw € V

(fmsu) = (fru) — (m —00).

Satz 2.1 (x—schwache relative Kompaktheit beschrinkter Mengen)
Es sei (fm), fm € V* eine beschrinkte Folge im Dualraum eines normierten sepa-
rablen Raumes. Dann gibt es eine x—schwache konvergente Teilfolge.

Anmerkung: Separabilitit wird wie im Hilbertraum definiert.

Beweis: Sei (u;) eine Folge linear unabhéngiger Elemente aus V/, deren lineare Hiille
dicht in V ist. Nach dem Doppelfolgensatz gibt es Teilfolge A C N, so daf3

(fm,u;)  konvergiert fiir alle j, m € A,m — oo.
Wir setzen
(f,u;) =lm(frm,u;) meA m—oo.

Da span (u;) dicht in V ist und die f,,, beschrénkt, 148t sich die Definition von (f, u)
und die Konvergenz (f,, u) — (f, u) auf alle u € V durch AbschlieBung ausdehnen.
Die Beschrianktheit von f sieht man aus der Gleichung bzw. Ungleichung

[{fsw)] = o(1) + [(fm, w)| < 0(1) + [[fanll - [[ul] < o(1) + Klul] -

Der x—schwache Limes der f,, und die Teilfolge sind damit konstruiert. o

Dualridume von konkreten Funktionenriumen

Satz 2.2 Sei Q eine meflbare Teilmenge des R* und p € [1,00[. Dann existiert zu
jedem

f € (LP(Q))* eine eindeutig bestimmte Funktion g € L1(Q)), ¢ = ﬁ (q = oo, falls
p=1) mit

(f,u):/g-udx. (2.2)

Q
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Umgekehrt beschreibt jedes g € L%(Q) iiber Gleichung (2.2) ein Element f €
(L2(2))".

Aufgrund dieses Satzes sagt man, da3 L? der Dualraum zu L? ist, ¢ = p%, 1<p<
0.

Beweis: Wir fithren den Beweis nur in dem einfacheren Fall 1 < p < 2 bei be-
schranktem €2 aus. Der Fall p > 2 findet sich etwa in dem Buch von KANTORO-
WITSCH/AKILOV, , Funktionalanalysis in normierten Raumen*“.

Sei also p € (1,2],Q beschrinkt und f € (L?(Q))*. Da dann L*(Q) C LP(Q), ist
f insbesondere ein beschriinktes lineares Funktional auf L?(Q) und wird nach dem
Rieszschen Darstellungssatz durch ein Element g € L?*(2) dargestellt:

(f,u)z/gu dx u € L*(Q). (2.3)

Q

r_
Wir zeigen, dafl sogar g € Lr—1 () gilt. Durch AbschlieBung in L?, da L? dort dicht
ist, folgt dann aus (2.3) die behauptete Darstellung. Hierzu definieren wir:

g falls |g| <L
gL =
0 falls |g| >L

und wihlen in (2.3) u = |g;|° sign g. Da g7, beschréinkt, ist v € L? und damit zuléissig
n (2.3). Es gilt

/|g |5+1d:c—/g wde = (f,u) < K - [[ul],

- ( / jgul dx)

Wir wihlen s so, da8 s + 1 = sp, d.h. s = —. Wegen s + 1 = - folgt dann

1
/maﬁd:cSK(/wL%)”
Q Q

und wegen 1 — 1 =21
p p

/|9L|’%d$SK’%-

Mit dem Grenziibergang L — oo folgt aus der Definition des Lebesgue-Integrals fiir
unbeschrinkte Funktionen, dafl g € =3 o
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Der duale Raum zu C|a, b

Zur Vorbereitung bendtigen wir den Begriff des Riemann—Stieltjes—Integrals.
Es sei g € BV|a, b], also eine Funktion mit beschrinkter Variation. Zu jedem f €
Cla, b] definieren wir die Riemann—Stieltjes-Summe

> F(&) (9(@rsn) — glan))

k=1

beziiglich einer Zerlegung a = 7o < 71 < ...xy = b von [a,b] und einer Bele-
b

gung & € [zxxg41]. Das Riemann—Stieltjes—Integral [ fdg wird dann &hnlich wie

a
das klassische Riemann-Integral als Grenzwert der Riemann—Stieltjes-Summen bei
gegen Null gehender Feinheit
max |z, — x41| definiert.

Es gllt die Abschitzung

< [ flleV (9)

b
[ s

b
so daB8 [ f dg ein beschréinktes lineares Funktional auf C|a, b] definiert. V'(G) ist hier-

bei dieaTota]variation von g, siehe Def. (1.7). Umgekehrt 148t sich zeigen, daf jedes
¢ € C*[a, b] als Riemann—Stieltjes-Integral dargestellt werden kann. Die Zuordnung
@ € C* +» g € BV ist nicht eindeutig, man muf} sich auf ,normalisierte“ Elemen-
te aus BV einigen, d.h. nur rechtsstetige oder nur linksstetige BV -Funktionen g
zulassen.

Beispiel: Wir betrachten den Raum C[—1, 1] und das Delta—Funktional §; mit

(0, 1) = £(0).

Offensichtlich ist § € C*[—1, 1]. Die Darstellung als Stieltjes-Integral lautet:

(5,f>=/1fdg

mit

~ o+
ANAY
o O

o =

g(t) = {
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Der Dualraum zu L*(Q).

Sei {2 meB3bar und beschriankt, 2 C R", sowie ¢ eine additive reelle Mengenfunktion,
welche auf den Lebesgue—mefibaren Teilmengen von €2 definiert ist. Additiv bedeutet:

¢(e1Ues) = ¢le1) + d(e2), exNea = 0.

Man kann sich z.B. ¢(e) = [ wdz vorstellen, w € L'.
Definition 2.3 ¢ ist von beschrinkter Variation, wenn
N
()
7j=1

Fiir jedes ¢ von beschrinkter Variation und f € C*(€) 148t sich das Lebesgue—
Stieltjes—Integral iiber die entsprechenden Lebesgue—Stieltjes-Summen definieren:

exr C Q, ex mefbar, e; Ne, =0, ];ék} < 00.

N

D olidlior < f <)y o< =lflloos In > 1l

Jj=1

Die entsprechenden Limites werden als Radon—Integral oder Lebesque—Stieltjes—Integral
f f d¢ bezeichnet. Man kann zeigen, daf} sich jedes beschriankte lineare Funktional

Q/fdaﬁ

mit einer additiven, auf den Lebesgue-mefibaren Teilmengen von €2 definierten Men-
genfunktion ¢ darstellen ldBt. Hierbei hat ¢(e) nicht notwendig die Gestalt [ w dx.

Q
auf L>() in der Form

Literatur: Kantorowitsch-Akilov, XI.4.
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3 Das Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit

Dieses Kapitel behandelt einen grundlegenden Satz iiber Folgen beschriankter linea-
rer Operatoren in Banachriumen.

Satz 3.1 Sei (A,) eine Folge linearer besschrinkter Operatoren, die einen Banach-
raum B in einen normierten Raum V' abbilden. Die Folge sei punktweise beschriankt,
d.h. fir alle x € B gelte

sup ||Anz|| < 00
n

Dann sind die Normen der Operatoren gleichmdflig beschrinkt:

sup || A, < oo
n

Anmerkung: Fiir nichtlineare Abbildungen ist die entsprechende Aussage bereits im
R! falsch:

folz) = { lz|  fiir [z] <n

n  fir |z| >n

Eine alternative Formulierung ist der Satz von der Festlegung der Singularitit:

Lemma Gilt sup [|A,| = oo, so gibt es ein x mit sup ||Anz|| = co.

Beweis: Wir zeigen zunichst, daf fiir eine lineare Abbildung A aus der Ungleichung
|Az|| < C  fiir z € Bs(z) = {y € B‘ ly — o < 6}

die Ungleichung

2C
A < = (3.1)

folgt, d.h. ist A punktweise beschrinkt auf einer kleinen Kugel mit Mittelpunkt z,
— egal, wo z liegt — so erfiillt die Operatornorm eine konkrete Abschéitzung. Dies
gilt entsprechend dann fiir Folgen von Operatoren.

Nachweis von (3.1): Fiir jedes y mit ||y|| < 1 gilt £ = zo + dy € Bs(x). Nach
Voraussetzung gilt

[A(zo + oY)l < C,
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daher
0]l Ayll < C + || Azo|| < 2C.
Ubergang zum Supremum beziiglich ||y|| = 1 liefert (3.1).

Es folgt nun der Hauptteil des Beweises: Angenommen, daf§ |A,|| — oo (n — o).
Sei p(z) = sup ||An(z)||- Die Abbildung p muf} auf jeder Kugel B;(zo) unbeschrinkt

sein, andernfalls schlieit man aus (3.1), dal doch nicht ||A,| — co. Da die Abbil-
dung p auf jeder noch so kleinen Kugel unbeschréinkt ist, liegt die Menge Ey = {x €
B|p(z) > k} dicht in B. Auflerdem ist diese Menge offen, denn ist p(zo) > &, so
folgt || Ap,zo|| > k fiir ein ny € N, und daher ||A,,z|| > £ fir € U.(x). Dies wieder
impliziert p(z) > k fiir x € U.(xo).

In wvollstindigen Raumen gilt jedoch, dal der Schnitt von abzihlbar vielen offenen
Mengen, die jeweils dicht in B liegen, nicht leer ist. Man beachte, dafi z.B. schon
im R! der Schnitt abzihlbar vieler offener Mengen leer sein kann. Wenn die offenen
Mengen aber dicht liegen, geht dies nicht.

Die eben gemachte Aussage 1dfit sich mit Hilfe des Baireschen Kategoriebegriffs
durchleuchten — siehe etwa KANTOROWITSCH/AKILOV; der Einfachheit halber ver-
zichten wir darauf und beweisen sie direkt in dem folgendem Lemma.

o
Es ergibt sich somit die Existenz eines Elementes z, € () Ei. Fiir dieses gilt
k=1
sup ||Anzo|| > k fiir alle k, also sup ||Anzo|| = oo, was der Voraussetzung wider-
n n

spricht. o

Zum Beweis von Satz 3.1 benétigen wir das folgende Lemma, welches eine duale
Formulierung des sogenannten Baireschen Kategoriensatzes ist.

Lemma 3.1 Es sei O; eine absteigende Folge von offenen Mengen in einem Ba-
nachraum B. Jede der Mengen O; sei dicht in B. Dann ist

(o #0.
=1

Anmerkung: L&t man die Forderung der Dichtheit von O; fallen, ist die Aussage
bereits im R* falsch. Beispiel: O; =0, +[. Es gilt O; 2 O;;; und % ¢ O, i> j,sowie
0 ¢ O. Der Schnitt der O; mufi daher leer sein.

Beweis: Wir konstruieren eine Folge von ineinander geschachtelten Kugeln B, (z;), €; —
0, die in allen O, liegen, so daf z; — z*. Von diesem Punkt z* zeigen wir, daf z* € O;
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fiir alle 7 € N.

Start: Da O offen ist, gibt es eine Kugel B, (z1) C O;. Da O, dicht in B ist, ist
Oy N B;, /2(z1) auch dicht in B, o(x1). Es gibt daher ein x5 € B, j2(2z1) N Oy, und
da O, offen, gibt es ein e, mit B.,(x2) C Bx, j2(21) N Os.

Es gilt e < .
Diese Konstruktion wird fortgesetzt. Ist B, (x,) C B.,_,/2(¥p-1) N O, schon kon-

struiert, so finden wir, da O, dicht in B, /s(z,) ist, eine Kugel B, (zn11) C

B, /2(%n) N Opyy. Es gilt £,41 < & sowie B, (z,) C () O; da B, (z,) C O, N
j=1

n—1

B.,_./2(xn—1) und B.,_, (z,-1) C [ O;. Die Mittelpunkte z,, konvergieren. Zunéchst
j=1

gilt & < e - 27711 auBlerdem

Tj+k € ng/Q(xj) > d.h. ||-7/‘j+lc — l‘]” < ej/2 —0 (_] — OO) .

Die Folge (z;) konvergiert daher gegen ein z*. Wir behaupten, da8 z* € O; fiir alle
j € N. In der Inklusion z;, € B;,/»(x;) konnen wir zur Grenze k — oo iibergehen,
es ergibt sich z* € B, jo(7;) C O;. 0

Eine dquivalente Folgerung aus Lemma 3.1 ergibt sich durch Komplementbildung:
Die Komplemente der Mengen O; in Lemma 3.1 sind abgeschlossene, nirgends dichte

Mengen A;, d.h. A; enthélt keine Kugel. Da [ O; # 0, kann die Vereinigung der A,
j=1

nicht den ganzen Raum ergeben. Dies ist der sogenannte Bairesche Kategoriensatz.

Satz 3.2 Die Vereinigung von abzihlbar vielen abgeschlossenen, nirgends dichten
Mengen eines Banachraumes kann nicht den ganzen Raum ergeben.
Anmerkung: Satz und Beweis gelten analog in vollstindigen metrischen Rdumen.

Unter Benutzung schéner Vokabeln 148t sich Satz 3.2 folgendermafien formulieren:

Satz 3.2’ FEin Banachraum (bzw. vollstindiger metrischer Raum) ist von zweiter
Kategorie.

Hierbei heifit eine Menge ,,von zweiter Kategorie“, wenn sie nicht von ,erster Kate-
gorie“ ist, d.h. die Vereinigung abzédhlbar vieler nirgends dichter Mengen ist.

Ebenfalls eine Folge des Baireschen Kategoriensatzes ist der Satz von der offenen
Abbildung.
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Definition 3.1 Eine Abbildung eines topologischen Raumes in einen andern heifit
offen, wenn sie offene Mengen in offene tiberfiihrt.

Satz 3.3 (Satz von der offenen Abbildung) Jede stetige surjektive lineare Ab-
bildung A: E — F eines Banachraumes E in einen Banachraum F' ist offen.

Erléduterung: Betrachten wir den Fall E = F' = R". Stetige, surjektive nichtlineare
Abbildungen sind selbst hier nicht offen. Beispiel:

0 fir |z| <1
flx)=¢9 z—-1 fir =z >1
r+1 fir » <-1

Offensichtlich ist f(U.(1)) nicht notwendig offen.

Der Fall F = F = R" mit einer linearen, surjektiven, stetigen Abbildung A ist ele-
mentar. Wenn A surjektiv ist, gilt det A > 0 und A" existiert auf R”. Da A~! stetig,
sind Urbilder offener Mengen offen, d.h. A ist offen. Im R" gibt es den beriihmten

Satz von Brouwer iiber die Gebietsinvarianz. Dieser besagt, daf jede stetige injektive
Abbildung f: R* — R” offen ist.

In der Theorie der komplexen Funktionen gibt es ebenfalls einen Satz iiber die
Gebietsinvarianz: ,,Sei f: C — C holomorph und nicht konstant. Dann ist f offen.“

Beweis des Satzes von der offenen Abbildung:

1. Schritt: Wir zeigen, dafl eine Konstante ¢ > 0 existiert mit
AB; D By, (3.2)

Hierbei ist B,(z) = {z € E baw. F | ||z — 2| < r}, B, = B,(0) und AB; das Bild
von B; unter A, der Querstrich bedeutet die Abschliefung.
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Beweis: Setze X,, = nAB;. Da A surjektiv ist, gilt |J X,, = F, und nach dem

n=1

Baireschen Kategoriensatz muf} eines der X,, eine Kugel enthalten, d.h. int X,,, # 0.
Daraus folgt, dal auch int X; = int AB; # 0, d.h. 3¢ > 0 und y, € F mit

B4C(y0) C ABI .

Insbesondere ist yo € AB; und aus Symmetriegriinden —y, € AB;. Daraus folgt

—Yo + B4c(y0) = B4C(0) C ABy + ABy C 2AB;.

Daraus ergibt sich (3.2).

2. Schritt: Wir zeigen, dafl mit obigem c

B, C AB, (3.3)

Beweis: Um (3.3) zu beweisen, miissen wir zu y € B, ein € By mit Az = y finden.
Wegen (3.2) existiert zu jedem & > 0 ein z € E mit ||2|| < § und ||y — Az|| < ¢, denn

AB1/2 D Bc 2.

Wahlt man € = £, hat man ein z; € E mit

>
1 c
lzalf <5 und - ly = Azl < 5

Wir wiederholen das Spielchen mit y — Az, anstelle von y und € = 7. Da AB;/4 D
Beja > y — Az, finden wir ein 2z, mit
€

1
Izl < 3 und [y — Az) = Azf| < 7

4
Dieses Argument wird wiederholt, und wir erhalten eine Folge (z,) mit

1 c
l2all < on und  |ly—A(z1+ 22+ ...2)| < TR

Die Elemente z,, = 21 + 29 + ... 2, bilden daher eine Cauchyfolge mit Limes z. Es

[e.e]
gilt [[z,]| < ||z1]| + 3= 57 und somit

J=2
0 e’}
1 1 1
Izl < )l + §<§+§ 5 =1
=2 =2

Ferner gilt ||y — Az,|| — 0, und schlieflich y — Az = 0. Das gewiinschte = mit
||z|| < 1 ist damit konstruiert. 0
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Aus dem Satz iiber die offene Abbildung folgt der Satz von der stetigen Inversen, da
die Stetigkeit einer Abbildung dquivalent ist, dafl Urbilder offener Mengen offen sind.
Ist nun V Urbild einer offenen Menge der Gestalt A~'U, U offen, so ist A(A™'U)
offen, wenn A offen ist, d.h. V ist offen. Wir haben somit bewiesen:

Satz 3.4 (Satz von der stetigen Inversen) FEs seien E und F' Banachrdume und
A: E — F linear, stetig und bijektiv. Dann ist A~! stetig.

Eine weitere elegante Folge ist

Satz 3.5 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Seien E und F' Banachriume,
A: E — F linear. Der Graph G(A) = {(z, Az) € E x F'} sei abgeschlossen beziiglich
der Graphennorm

[(z, Az)|| = [l + [| Az

Dann ist A stetig.

Beweis: Wir wihlen als Raum E in Satz 3.4 den Raum G(A) mit der Graphennorm,
als Bildraum den Raum FE; als Abbildung Ay: G(A) — E definieren wir

Ao(z, Ax) = 4.
Offensichtlich ist Ay bijektiv. Aulerdem ist Ay beschriankt, da
[Ao(z, Az)[| = ||lz|| < [|=]| + [|Az[| = |lz[lc(a) -

Nach Satz 3.4 ist damit A, "' stetig, d.h. fiir z; — z folgt (z;, Az;) — (v, Az) und
somit Az; — Az. O

Folgerung (Aquivalenz von Normen):

Satz 3.6 Der Banachraum B sei beziiglich der Normen ||.||o und ||.||; vollstindig.
FEs gelte ||ul|1 < ||ullo fiir alle w € B. Dann gibt es eine Konstante K, so dafs

[ullo < Kljully .

Beweis: Wir wenden Satz 3.4 an mit A = I als identischer Abbildung. Der Raum
E bzw. F sei der mit ||.||o bzw. ||.||1 versehene Raum B. Als Abbildung von E nach
F ist die identische Abbildung I stetig, da ||z||s = |[{z||1 < ||#||o. Nach Satz 3.4 ist
daher die Inverse stetig; daraus folgt, dal ein K > 0 existiert mit

lzllo = 117 2llo < K[lz]|: -
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Eine weitere iiberraschende Folgerung aus unseren Sitzen ist der Satz von Hellinger—
Toeplitz:

Satz 3.7 Sei H ein Hilbertscher Raum und A: H — H linear und selbstadjungiert.
Dann ist A beschrinkt.

Beweis: Wir versehen H mit der Graphen—-Norm ||z||a = ||z| + ||Az||. H ist
beziiglich ||z||4 vollstandig! Ist ndmlich ||z; — zx||la — 0, so folgt ||z; — x| — 0
und ||Az; — Az|| < € fiir j,k > ng(e). Hieraus schlieen wir |(Az; — Az, ¢;)| < €
fiir alle ¢; mit ||¢;|| <1, j, k wie oben.

Da (Azg, ;) = (xk, Ap;) = (z, Ap;) = (Az, p,) fiir k — oo, folgt
(Azj — Az, ¢5)| <& loll <1,
und somit
|Az; — Az|| <e  j>mny.

Da ||z|| < ||z||4 und H beziiglich beider Normen vollstéindig ist, folgt aus Satz 3.6
die Ungleichung

|z]ja < K ||2]]
und somit

[Az|| < (K = 1) [l]-

Eine Anwendung des Satzes von der stetigen Inversen ist der Nachweis der stetigen
Abhéngigkeit von Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen von den Daten.
Zur Illustration betrachten wir

Av:=vu+cu=f in|[0,T], u(0) =0€eR" (3.4)

mit gegebenen Funktionen f € LP(0,7), ¢ € L*(0,T). Die Vektorfunktion u €
H'?(0,T;R") ist gesucht. Der in (3.4) definierte Operator A bildet den Raum
Hé)’p = {v € H'"| v(0) = 0} nach LP(0,T)ab. A ist stetig als Abbildung von
Hé)”’ nach LP, aulerdem ist A surjektiv und injektiv, da sich (3.4) nach den Sétzen
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iiber globale Losbarkeit von Anfangswertproblemen gewdhnlicher Differentialglei-
chungen eindeutig 16sen 148t. Nach dem Satz iiber die stetige Inverse folgt damit,
daf8 die Losung von (3.4) stetig von der rechten Seite f abhéngt, d.h. konvergie-
ren die Funktionen f in LP, so konvergiert die Losung in H'P. Das gleiche Argu-
ment 148t sich verwenden, wenn man f € Cla,b] und u € C'[a,b] betrachtet und

A: C'a,b] N Hy? — Cla, b] auffaft.
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Sonstiges:
Tonnelierte Rdume (Englisch: barreled spaces)

Ein sehr allgemeiner Raumtyp in der Klasse der lokalkonvexen R&ume, in der ein
Analogon des Prinzips der gleichméfiigen Beschrinktheit gilt, sind die tonnelierten
Raume.

Definition 3.2 Fin lokalkonverer Raum V heifst tonneliert, wenn jede abgeschlos-
sene, konvexe, absorbierende Menge eine Nullumgebung ist.

Eine Menge M heifst absorbierend, wenn zu jedem u € V ein A € R existiert mit
T e M.
)

Wir betrachten lokalkonvexe Riume F und F und eine Menge U = {4,| « € J} von
linearen stetigen Operatoren A,: £ — F.

Definition 3.3 Die Menge U heifit punktweise beschrinkt, wenn fiir jedes x die
Menge U(z) = {A,(x)| ¢ € J} beschrinkt ist (siehe Definition (1.11) zur Beschrdinkt-
heit in lokalkonvezen Rdumen)

Definition 3.4 Die Menge U heif§it gleichgradig stetig, wenn man zu jeder Nullum-
gebung W im Raum F eine Nullumgebung V im Raum E finden kann, so dafs

uWv)cw fiir alle L € J

qilt.

Der Begriff , gleichgradig stetig® ersetzt die gleichméfiige Beschranktheit der Ope-
ratornormen.

Satz 3.8 Sei F tonneliert. Dann ist jede punktweise beschrinkte Menge von stetigen
linearen Operatoren gleichgradig stetig.

Beweis: sieche Kantorowitsch/Akilov, XI,3.
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4 Der Satz von Hahn—Banach

Der Satz von Hahn-Banach befaf3t sich mit der Fortsetzung von linearen Funktiona-
len, welche auf einem linearen Teilraum definiert sind, auf den ganzen Vektorraum
— dies unter Beibehaltung der Norm bzw. verwandter Gréfien.

Im nicht—separablen Fall wird zum Beweis des Lemma von Zorn verwendet.

Ahnlich wie die Sitze im vorigen Kapitel zihlt der Satz von Hahn-Banach zu den
grundlegenden Sitzen der Funktionalanalysis. Wir geben eine analytische und spéter
eine geometrische Formulierung dieses Satzes.

Satz 4.1 (Satz von Hahn—Banach, analytische Form, reeller Fall) SeiV ein
Vektorraum dber R und p: V — R subadditiv und positiv homogen, d.h. p(Azx) =
Ap(z) fir alle z € E und A € R, A > 0, und p(z +y) < p(x) + p(y). Ferner sei W
ein linearer Teilraum von V und ¢: W — R ein lineares Funktional mit

o(z) < p(z) fiir alle x € W .
Dann gibt es eine Fortsetzung f: V — R von ¢, d.h. flw = ¢, so daff

f(z) < p(x) fir alle x € V.

Anmerkung: Besonders wichtig ist der Fall, dal p(z) = ||z||, wenn V normierter
Raum mit Norm |.|| ist.

Eine Anwendung fiir Ungeduldige: Nicht jedes beschrinkte lineare Funktional ¢ auf
L>(a,b) 1a8t sich in der Form

b
gp(z):/gzdx, z € L*(a,b)

a

mit einer Funktion g € L' darstellen. In anderen Worten:
Satz L'(a,b) ist ein echter Teilraum von (L*)*.
Da (L')* = L™, folgt der

Satz

L(a,b) ist nicht reflexiv.
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Beweis (der Aussage (L*®)* # L'): Der Raum C(a,b) ist ein echter Teilraum
von L*°. Wir betrachten das Dirac-Funktional ¢ = § mit

d(z) = 2(0), z € C(a,b)

((a,b) enthalte die Zahl 0). Die Voraussetzungen des Satzes von Hahn-Banach mit

p(2) = ||2]|co sind erfiillt, es gibt daher eine (sicherlich nicht eindeutige) Fortsetzung

f von ¢ = ¢ auf ganz L mit f(z) < ||z|| fiir alle z € L. Die letzte Ungleichung gilt

auch fiir —z, somit ist [f(z)| < ||z]| und f € (L*°)*. Das Dirac—Funktional 1&8t sich
b

aber nicht in der Form §(z) = [ z dz darstellen, somit auch nicht das Funktional f.

a
O

Zum Beweis von Satz 4.1 zeigen wir zunéchst, dal das Funktional ¢ in Satz 4.1
auf einen grofleren Raum W @ () unter Erhaltung der Ungleichung ¢(z) < p(z)
fortgesetzt werden kann.

Lemma 4.1 (Elementarerweiterung) Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1
gibt es zu jedem xy € V — W eine lineare Fortsetzung f1 : W & (xg) — R wvon
o: W =R, so daff

fily) <ply)  fir alley € W & (zo) - (4.1)

Beweis: Wir setzen
fi(x + txg) = () + ta,

wobei o noch definiert werden muf. Jedenfalls ist f; linear auf W & (z4). Um ein
geeignetes « zu finden, welches die Ungleichung (4.1) erfiillt, beachten wir, dafl wegen
der positiven Homogenitéit von p nur sichergestellt werden muf}, daf§ fiir alle z € W

¢(z) +a < plz+20)

o(z) - < plz— o) (42)

gilt. Ersetzt man in (4.2) « durch z/¢, ¢ > 0, und multipliziert mit ¢, so ergibt sich
(4.1) fiir y = x £ tzg. Um (4.2) zu gewihrleisten, mufl man offensichtlich

fgvla{w(w) — Pz —x0)} << inf {p(z + o) — ¢(2)}

sicherstellen. Eine solche Wahl von « ist aber moglich, da

@(§) = p(€ —m0) < p(w +m0) — (), zeW. (4.3)
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Es gilt ndmlich

p(2) + @) = oz +&) < pz+&) < pr+z0) +p(€ — T0),

woraus (4.3) folgt. o

Bevor wir Satz 4.1 beweisen, bemerken wir, daf} der wichtige Fall von separablen
normierten Rdumen sowie dem Funktional p(z) = K||z|| einfach zu beweisen ist:

Beweis in separablen normierten Riumen, p(z) = K||z|: Es sei {z;|j € N}
eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren aus V', deren lineare Hiille in V' dicht
ist. Sei

{z;|j € A C N} die Teilmenge von Vektoren z;, die nicht in W liegen. Durch
sukzessive Anwendung der Elementarerweiterung mit zo = x;, j € A, erhalten wir
eine Fortsetzung f; von ¢ auf W @ (z;;j € A) unter Beibehaltung der Ungleichung
¢(z) < K]||z||. Durch AbschlieBung erhalten wir eine Fortsetzung auf den ganzen
Raum V', d.h. wir definieren

f(z) = lim fi(z), y, € W (z;;5 € A).

Y —T

Der Beweis des allgemeinen Satzes von Hahn-Banach geschieht mit Hilfe des Lemmas
von Zorn. Zur Formulierung dieses Lemmas bendotigen wir einige Begriffe: Es sei M
eine Menge mit einer Halbordnung <, d.h. fiir gewisse Paare (a,b) € M x M ist

a<b oder b<a.

Wenn einer der beiden Fille zutrifft, sagt man dann ,,a und b sind vergleichbar®. Es
gelten die Regeln

(i) a<a,
(ii) {a < bund b < a} = a =0,
(iii) {a <bund b<c} = a<c.

Beispiel:

(i) M =R" mit der Halbordnung <, die definiert ist durch

a<bsa <b fiir die Komponenten a; und b;, i =1,... ,n.
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(ii) Die Menge der linearen Teilrdume eines Vektorraumes bildet eine Halbordnung
beziiglich der mengentheoretischen Inklusion.

Eine Kette @) ist eine Teilmenge einer Menge M mit Halbordnung, welche total
geordnet ist, d.h. fiir je zwei Elemente a,b € @) gilt a < b oder b < a.

Beispiel: Jede eindimensionale Strecke im R" mit der Halbordnung < ist eine
Kette.

Eine obere Schranke fiir eine Teilmenge S einer Menge M mit Halbordnung < ist
ein Element a mit

s<a firallese S.

Ein Element m € M heifit mazimal (auf M), wenn es von keinem anderen Element
x € M beziiglich < iibertroffen werden kann, d.h. aus

m<x folgt . = m.

(Es ist aber durchaus méglich, dafi m maximal ist und mit dem Element y nicht
vergleichbar ist.)

Lemma 4.2 (Lemma von Zorn) Sei M eine nichtleere Menge mit Halbordnung.
Jede Kette aus M besitze eine obere Schranke. Dann besitzt M ein mazimales Ele-
ment.

Beispiel: Sei M C R? beschriinkt und abgeschlossen und mit der Halbordnung
< aus Beispiel 1 versehen. Man {iberlegt sich — etwa mit Hilfe komponentenwei-
ser Supremumsbildung — dafl jede Kette eine Schranke besitzt. Es mufl daher ein

4

maximales Element in M geben. M braucht durchaus nicht ,konvex“ sein.

maximales Element
Schranke der Kette

Kette

Das Lemma von Zorn wird aus dem sogenannten Auswahlaziom der Mengenlehre
hergeleitet: Ist F eine Familie von Mengen, so gibt es eine Funktion, die jeder Men-
ge M aus F ein Element m € M zuordnet.
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Dies erscheint evident, aber die Aussage ist dquivalent zum sogenannten Wohi-
ordnungssatz, der zumindest einem Analytiker Unwohlsein erzeugt, wie sogleich
erldutert wird.

Der Wohlordnungssatz besagt, dafl jede Menge M wohlgeordnet werden kann, d.h.
es gibt eine Ordnungsrelation < in M, die die Axiome der Halbordnung erfiillt, so
daB je zwei Elemente a,b € M wvergleichbar sind (d.h. es gilt a < b oder b < a) und
zusétzlich die Eigenschaft besitzt, dafl jede nichtleere Teilmenge von M ein kleinstes
Element beziiglich der Ordnung < besitzt. Die letztere Eigenschaft bedeutet, dafl die
iibliche Ordnung in R, welche durch das <-Symbol gegeben ist, keine Wohlordnung
ist, denn offene Intervalle in R besitzen kein kleinstes Element. In der Tat hat bisher
noch niemand eine Wohlordnung der reellen Zahlen konkret konstruiert — man weif3
nur, dafl sie existiert und aus dem Auswahlaxiom folgt.

Nimmt man den Wohlordnungssatz als gegeben an, ist der Beweis des Zornschen
Lemmas ,,einfach“. Wir geben ihn an, weil in ihm das Prinzip der transfiniten Induk-
tion verwendet wird, welches man aus ,erkenntnis-theoretischen“ Griinden einmal
gesehen haben sollte.

Beweis des Lemmas von Zorn mit Hilfe des Wohlordnungssatzes Es sei
M die im Lemma von Zorn genannte halbgeordnete Menge und z,, o € I, eine
Wohlordnung der Elemente z, € M, d.h. « ist eine wohlgeordnete Indexmenge
beziiglich einer Ordnungsrelation, die wir mit dem Symbol < bezeichnen, und zu
jedem « € I gehért genau ein x, € M. Wir bestimmen durch transfinite Induktion
eine Kette G in M.

(i) Irgendein zo € M gehore zu G.

(ii) Ist fiir B < 7, B,v € I, entschieden, welche x5 zu G gehoren, so gehore z,
genau dann zu G, wenn xg < z, fiir alle z3 € G, 8 < 7.

Nach Konstruktion ist G eine Kette. Nach der Voraussetzung im Lemma von Zorn
hat G eine obere Schranke z. Da z eines der z, ist, muf} z in G liegen, ist also das
grofite Element von G und maximal in M. (Wenn es nicht maximal wire, gibe es
ein z!, > z, welches aber dann aufgrund der Konstruktion von G in G liegen miifite,
z koénnte dann nur obere Schranke sein, wenn z/, = 2.) O

Der Kiirze halber haben wir hier die Indexmenge I nicht konkretisiert und verweisen
auf Biicher aus der Mengenlehre (Kamke).

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir den Satz von Hahn-Banach fiir reelle
Vektorrdume in voller Allgemeinheit:
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Beweis: Wir betrachten die Menge
M = {h: D(h Tn> ]R‘ D(h) lin. Teilraum von V, W C D(h),
hlw = ¢, h(z) < p(z) Yz € D(h)}.
In M besteht die Halbordnung <, welche erklért ist durch
hy < hy < D(hy) C D(hs) und hy ist Fortsetzung von h; .

Da ¢ € M, ist M # (). Ferner erfiillt (M, <) die Voraussetzung des Lemmas von
Zorn. Ist ndmlich K eine Kette in M, K = {h; € M| i € I}, so definiert man

UD ) und h(z) = hi(z), =z € D(hs).

Das so konstruierte Element h € M ist dann eine Schranke von K. Nach dem
Lemma von Zorn gibt es daher ein maximales Element f € M beziiglich <. Wir
behaupten, daBl D(f) = V, was den Beweis dann vollenden wiirde. Angenommen,
es wire D(f) # V. Dann gibt es ein o € V, zy ¢ D(f) und wir fiihren eine
Elementarerweiterung von f nach Lemma 4.1 durch. f wire dann nicht maximal. o

Im komplezen Fall sind die Ungleichungen in der reellen Formulierung des Satzes von
Hahn-Banach — Satz 4.1 — folgendermafien abzuéndern: Fiir das lineare Funktional
¢: W — C setzt man

o(z)] < p(z)
voraus und erhilt eine Fortsetzung f : V — C von ¢ mit |f(z)| < p(x).

Geometrische Formulierung des Satzes von Hahn-Banach als Trennung
konvexer Mengen durch Hyperebenen:

Wie im endlich-dimensionalen Fall hat man die

Definition 4.1 Eine Hyperebene in einem Vektorraum V dber R oder C ist eine
Menge der Gestalt

H={zeV|p(x)=a}=(p=0q)
mit einer linearen Abbildung ¢ : V — R bzw. C, ¢ # 0, und einer Zahl oo € R oder
C.

Lemma 4.3 Sei V' ein normierter Vektorraum. Fine Hyperebene (¢ = «) ist genau
dann abgeschlossen, wenn ¢ stetig ist.
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(Beweis: Ubungsaufgabe)
Definition 4.2 Seien A, B Teilmengen des normierten Vektorraumes V. Man sagt,
,die Hyperebene (p = «) trenne A und B*, wenn

o) <a<ply) firadlexreAundye B. (4.4)

(Auf die Reihenfolge von A und B kommt es nicht an, d.h. (4.4) bedeutet auch, daf
(¢ = a) die Mengen B und A trennt.)

Man spricht von ,strikter Trennung®“, wenn ein € > 0 existiert mit
olz)+e<a<p(y) —e, r€A yeB.
Definition 4.3 Fine Menge A C V heifit konvex genau dann, wenn fir r,y € A
und t € [0, 1]
tr+(1—-t)ye A.
Satz 4.2 (Satz von Hahn—Banach, geometrische Form) Sei V' ein normier-

ter Raum und A, B zwei nicht-leere, disjunkte konvexe Teilmengen von V. Die Men-
ge A sei offen. Dann gibt es eine abgeschlossene, A und B trennende Hyperebene.

Zum Beweis benotigen wir das Minkowski—Funktional pc einer konvexen Menge
ccVvV,0eC
po(r) :==inf{a > 0|a 'z € C}.

Lemma 4.4 Sei C offene konvere Teilmenge des normierten Vektorraumes V. Es
set 0 € C. Dann gilt

0 <pc(z) < M|z mit einer Konstanten M (4.5)
und

C={zeV|pc(zx) <1}. (4.6)

Ferner ist pc positiv homogen und subadditiv.
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Beweis:

e Sei B, C C, r > 0. Dann gilt (r—e)% € C, zeV,und pe(z) < ap = L2l

x| r

|
nach Definition von pe. Daraus folgt (4.5).
e Die positive Homogenitit von pe folgt aus

pc(Mz) = inf{a > 0/a" Az € C} = inf{BA| B 'x € C} =
= \inf{B| 87 'z € C} = Apc(x), A>0.

e Wir beweisen (4.6): Ist z € C, so gilt auch (1+4¢) z € C fiir geniigend kleines ¢
wegen der Offenheit von C. Daher p¢(z) < ﬁ <1,dh.C C{zeV|pc(z) <
1}. Ist umgekehrt pc(z) < 1, dann folgt o 'z € C mit einem o > 0 und somit

r=cala'z)+(1-a)0eC.

e Es verbleibt der Nachweis der Subadditivitdt von pc: Sei z,y € V, € > 0. Da

pc(pc(;) +6> = pc(xl) +€Pc($) <1,

folgt
€ Yy
———— € (C und entsprechend —— € C'.
pe(r) +e pc(y) +e
Aus Konvexitatsgriinden ist
1—-1¢
v U=0Y oo <<t

pe(z)+e  pely)+e
Setzt man

_ pe(z) +¢
pe(x) + pely) + 2&’

folgt

r+y
c
pe(z) + pe(y) + 2¢

Nach Definition von C' folgt daraus

pe(z +y) < pe(z) +pely) + 2.

Grenziibergang ¢ — 0 ergibt die Behauptung.
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Lemma 4.5 (Trennung einer konvexen Menge und eines Punktes) SeiV nor-
mierter reeller Vektorraum und C C V offen, konver und nichtleer. Sei xy € V, xy ¢
C. Dann gibt es ein beschrdnktes lineares Funktional f € V*, f # 0 mit

f(z) < f(zo) fiir alle x € C'.

Beweis: O.B.d.A. sei 0 € C. Auf dem eindimensionalen Raum (z,) definieren wir
das lineare Funktional ¢ durch

o(txg) =t.

Es gilt ¢(z) < pc(z), da andernfalls

pc(z) <¢(z), dh. pe(tze) <tund pe(zo) <1.

Dies wiirde nach Lemma 4.4 zy € C bedeuten. Nach dem Satz von Hahn—Banach in
der analytischen Form 148t sich ¢ zu einem linearen Funktional f: V' — R fortsetzen
mit

f(x) < pc(x).

Insbesondere ist f(x¢) = 1 und andererseits f(z) < 1 fiir x € C wegen (4.6). 0

Wir schreiten nun zum Beweis von Satz 4.2:

Beweis: Die Menge C' = A6 B = {a — b| a €A be B} ist konvex. Wegen der
Darstellung C' = |J (A — y) ist C offen. Da AN B = (), gilt 0 ¢ C. Wegen Lemma

yeB
4.5 gibt es f € V* (d.h. ist stetig und linear) mit

f(z) < f(0)=0, =z€C,
fl@) < fly), =z€A yeB.

Wir wahlen « so, daf3

sup f(z) < a < inf f(y).
T€A yeB

Die Hyperebene (f = «) ist wegen Lemma 4.3 abgeschlossen und trennt A und B.

m}

Im Unendlich-dimensionalen lassen sich beliebige konvexe Mengen nicht notwendig
trennen.
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Beispiel: V = L?(Q) mit L?>-Norm, 2 offen, C R".
A={zeCO)NL? |zl <1},  B={y}

mit fester L*~Funktion yo ¢ C(€2), ||yollz2 = 3. Man beachte, da das Innere von
A beziiglich der L2-Norm leer ist. Ferner gilt A N B = (. Wir behaupten, daf§ A
und B nicht durch eine abgeschlossene Hyperebene getrennt werden kénnen. Gébe
es ein f € (L?)* mit darstellendem Element uy # 0, fiir das

f(z) < f(vo), zeC()NL*, |zl <1,
gilt, so folgt
(Uo,Z) < (UanO)’ ”Z”L2 < ]-a

und, da C(Q) N By dicht in By = {w € L?| ||w||; < 1}, ist

lluoll < (uo, yo) < 3lluoll -
q.e.d.

Wir notieren ohne Beweis eine Variante der geometrischen Form des Satzes von
Hahn-Banach:

Satz 4.3 Sei V ein normierter Vektorraum und A, B C V konvezxe, disjunkte nicht-
leere Teilmengen von V. Ferner sei A abgeschlossen und B kompakt. Dann gibt es
eine abgeschlossene Hyperebene, die A und B strikt trennt.

Beweis siehe Brezis, Analyse fonctionnelle, Th.1.7. (Man approximiert A durch die
offene Menge A + B..)

Die analytische Form des Satzes von Hahn-Banach 148t sich mit Hilfe der geome-
trischen Form beweisen — siche K6the, Topologische lineare Rdume, Kap. 17.2. Der
Satz ist dort noch erheblich allgemeiner dargestellt: In einer Spezialisierung wer-
den disjunkte konvexe Mengen, in denen die eine einen ,algebraisch inneren“ Punkt
enthélt, durch Hyperebenen getrennt.

Eine Reihe von Sétzen iiber Hilbertriume — z.B. iiber die normale Losbarkeit linearer
Gleichungen — 148t sich — abgeéndert — auf Banachrdume B iibertragen, wenn man
mit dem Raumpaar B, B* und der Wirkung (f,u) eines Elementes f € B* auf
u € B anstelle des Skalarproduktes arbeitet. Hierfiir (und fiir vieles andere) sind die
anschliefenden Folgerungen aus dem Satz von Hahn-Banach wichtig.

Wir erinnern an die Definition || f||y« = sup (f,u)
llull <1
ueV
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Lemma 4.6 Sei V normierter Raum und W C V linearer Teilraum. Jedes lineare
stetige Funktional o € W* lifit sich zu einem linearen stetigen Funktional f € V*
fortsetzen, so daf

/]

v < lollw

Beweis: Man wendet Satz 4.1 mit p(z) = ||¢||w~ ||z|| an. 0

Lemma 4.7 Sei V normierter Vektorraum. Zu jedem u € V existiert ein f € V*
mit (| fllv+ = lullv und (f,u) = ||ul]*.

Beweis: Man wendet Lemma 4.6 mit W = (u) und ¢(tu) = t ||u]|*> an. Es gilt dann

ol = sup {2 [[ull*] [¢llull]l < 1} = [lu]]-

Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es eine Fortsetzung f € V* von ¢ mit
11 < llull- Da flw = ¢ gilt

(f,u) = [lull?

und somit

sup (f,v) = |lu]l,

llvll<1
denn

[l < lull - lv]l-

O

Folgerung:

Lemma 4.8 Sei V' normierter Vektorraum und u € V. Aus (f,u) = 0 fir alle
feV* folgt u=0.

Beweis: Man wiihle das in Lemma 4.7 konstruierte f und erhilt 0 = (f, u) = |Ju||*.

[}

Anmerkung: Das Element f in Lemma 4.7 muf} nicht eindeutig sein — dies gilt nur,
wenn die Norm in V* strikt konvex ist, d.h. fiir jedes Pirchen fi, fo € V* gilt

[tfi+ (1 =t) Ll <t[Al+ A =D)L, 0<t<1.
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Die Abbildung, die jedem u € V die Menge der Elemente f zuordnet, so dafl die
Aussagen von Lemma 4.7 gelten, nennt man die Dualititsabbildung.

Nach Definition von || f|

I1/]

Vi, f eV, gilt

y+ 1= sup {\(f, u)H lu|| < 1,u € V}, (4.7)
nach Lemma 4.7 hingegen gilt

[[ull = max{|(f, w)|] [| /]

denn es gibt ein fo mit (fo,u) = [|ull®, [|fol
realisiert das Maximum in (4.8).

v-<1, fevt, (4.8)

v+<) = |lul|. Das Element ||u|~"fo

Man kann beweisen, daf auch das ,sup“ in (4.7) genau dann angenommen wird,
wenn der Raum reflexiv ist.
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5 Anwendungen des Satzes von Hahn—Banach in
der konvexen Analysis

Konjugiert—konvexe Funktionen

Im Folgenden sei V' ein normierter Raum. Wie iiblich verabreden wir: Die Funktion
g:V = RU{oo}
heifit konver, wenn
gtz + (1 —t)y) <tg(z)+ (1—1)g(y) fir alle z,y € V,0 <t < 1.

Hierbei ist oo + 0o = oo gesetzt. Die Menge aller x € V' mit g(x) < oo bezeichnen
wir mit D(g). Es ist klar, dafl D(g) konvex ist.

Definition 5.1 g: D(g9) — RU {oco} heifit unterhalbstetig, wenn fir alle konver-
genten Folgen (x,) aus V mit z,, — x die Ungleichung
g(z) < liminfg(x,)

n—oo

qilt.

Definition 5.2 Der Epigraph einer konveren Funktion g: V — R U {oo} ist die
Menge

epig = {(z, \) EVX]R| g(z) <A}

epi(9)

/ 9()

Y

D(g)
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Lemma 5.1 g ist genau dann unterhalbstetig, wenn der Epigraph von g abgeschlos-
sen st.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Wenn g konvex ist, ist auch epi g konvex; die Umkehrung ist ebenfalls richtig.

Definition 5.3 Sei g: V — R U {oo} und g # oo, d.h. D(g) # (. Die duale
Funktion ¢*: V* — R U {oo} ist definiert durch

g (f) =sup {(fu) —g(u)},  feV*.

ueVv

Es ist klar, dafl g* konvex ist, selbst wenn g nicht konvex sein sollte.

Beispiel: V=R, g¢(z) = %

9°(¢) =sup{€-x—%}-

z€eR

Das Supremum z* wird angenommen; es gilt dann £ — |z*|P~! sign * = 0 und somit

* *|p— . * * |$*|p ( 1 *
g (&) = |z*|P (signa*) - ¥ — =(1——=)|z"P.
() = |="" " (sign ) 5 )1

1

Wegen |z*| = |£]p-1 folgt

Lemma 5.2 Sei V' ein normierter Raum und g: V — RU {oo} konvez, unterhalb-
stetig, und es sei g #Z co. Dann ist g* # 00.

Beweis: Sei zq € D(g) und A\ < g(x). Wir wenden den Satz von Hahn-Banach in
der Variante ,, Trennung einer konvexen abgeschlossenen Menge und einer konvexen
und kompakten Menge® an. Als Grundraum wahlen wir V' x R, als abgeschlossene
konvexe Menge A = epig und B = (xg, Ag). Nach der Definition von epi g ist ANB =
(. A ist konvex und abgeschlossen und B kompakt, da letztere nur aus einem Punkt
besteht. Es gibt daher eine trennende abgeschlossene Hyperebene H, die A und B
strikt trennt. Die Hyperebene hat die Gestalt

H={(z,)A) €V xR| (f,z) + kA = a}
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mit einem f € V* k €R, «a € R. Es gilt hierbei

(f,z0) + kXA > « V(z,)\) € epig. (5.1)

(f,z) + kAo < . (5.2)
Da (o, g(z0)) € epig, folgt
(f,20) + kg(z0) > o > (f, 20} + kAo .
Daraus folgt & > 0. Aus (5.1) folgt mit A = g(x)
(—3fiz)—gl@)<—%, z€D()),

und damit

Die biduale konveze Funktion zu g hat die Gestalt g**(z) = sup {(f, z) — g*(f)}.
fev+

Satz 5.1 Sei V normierter Raum und g: V — RU{oo} konvex und unterhalbstetig
sowie g Z oo. Dann gilt g** = g¢.

Beweis: Sei zunichst g > 0. Da g(z) + ¢*(f) > (f, z) folgt g(x) > (f,z) — ¢*(f)
und durch Ubergang zum Supremum

9(z) > g™ (z).

(Dies gilt auch ohne die Voraussetzung g > 0.)
Angenommen, es wiirde g** # g gelten. Dann gébe es ein zy mit

9" (o) < g(x0) - (5.3)

(9(zo) = oo ist zugelassen, aber dann beinhaltet die Widerspruchsannahme ¢**(zy) <
00.)

Wir wenden den Satz von Hahn-Banach an und trennen die Menge epig und den
Punkt (xo, g**(20)), denn wegen (5.3) liegt (x9, g™*(x0)) nicht in epig. Ahnlich wie
beim Beweis des letzten Lemmas erhédlt man dann ein f € V* und £ € R sowie
o € R mit

(f,x) + kA >« V(z,)\) € epig, (5.4)
(f,@0) + kg™ (z0) <cv.
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LaBt man in (5.4) A gegen oo gehen, folgt & > 0. Aus (5.4) schliefit man mit A =
g(x) =0

(f,o)+(k+¢)g(z) >, z € D(g),
und damit
(= [ o) —9(2) < —32%,

und durch Ubergang zum Supremum in z

Damit folgt

Der Grenziibergang ¢ — 0 fiihrt zu einem Widerspruch mit (5.5).

Dies war der Fall g > 0.
Den allgemeinen Fall erhdlt man durch Abéndern von g mit einem fy C D(g*)

g(x) = g(x) = (fo,x) + 9"(fo) > 0.

Fiir g weil man, dafl g** = 7. Es gilt

7'(f) = 225{<f’ z) —g(x)} =
= sup {{f + fo,2) = 9(x) ~ g"(fo)} =

=9"(f + fo) — 9" (/o)
g7 (x) = sup {{f + fo,z) — g"(f + fo)} + 9" (fo)

fev+

= sup {(f,z) — g"(F)} — (fo. z) + 9" (fo)

fevx

=g"(x) — (fo,z) + 9" (fo)

Daraus folgt g(z) = ¢**(x). O



I1.5. HAHN-BANACH IN DER KONVEXEN ANALYSIS 112

Orlicz—Riume

Definition 5.4 FEs sei g: R — R eine nichtnegative konvere Funktion und (2 C R”
mefSbar. Mit IA/g (,Orliczklasse “) bezeichnen wir die Menge aller mefbaren Funktio-
nen f: Q — R mit

G(f)i= [ a(f)do < oo,
Q
Der Orlicz-Raum L, ist die Menge aller Aquivalenzklassen [f] von Funktionen f,

fiir die

W%=ﬁm{/waKN@§1}<m
Q

ausfdllt. Hierbei ist [f] die Klasse aller Funktionen, die sich von f nur auf einer
Menge vom Mafl Null unterscheiden, und G* st die zu G duale konvere Funktion.
Die Grife || fll, nennt man die Orlicz-Norm von f zur Funktion g.

Der Kuhn—Tucker—Satz der konvexen Optimierung

Die Funktionen F': R* — R und g: R* — R™ seien stetig und konvex. Wir betrach-
ten die Optimierungsaufgabe. Gesucht ist z* € R", so daf

F(z*) < F(x) fiir alle = € R" mit g(z) <O0.
Man schreibt auch
F(z) = min!, g(z) <0, zeR". (5.6)

Die Menge M = {z € R"| g(z) < 0} heifit zulissige Menge (der Optimierungsauf-
gabe).

Ahnlich wie in der Theorie der Lagrange-Multiplikatoren fiir Extrema mit Neben-
bedingungen und differenzierbaren Funktionen 148t sich ein entsprechender Satz fiir
konvexe, nicht differenzierbare Funktionen F' und g herleiten. Dies geschieht — wenn
man will — {iber den Satz von Hahn-Banach.

Die Lagrange—Funktion zum Problem (5.6) lautet
L(z,\) =F(z)+ X-g(x), reR, NeR".

Fiir A > 0 (d.h. die Komponenten ); von A sind > 0) ist L(x, A) konvex in z.
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Definition 5.5 Ein Sattelpunkt der Lagrange—Funktion L zu (5.6) ist ein Paar
(z*,X*) € R* x R™ mit A\* > 0 und

L(z*, \) < L(z*,\*) < Lz, \") (5.7)
fir allex € R*, A€ R™, A > 0.
Wir werden mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach unter einer Zusatzvoraussetzung

an M einen Sattelpunkt konstruieren. Der Zusammenhang mit der Optimierungs-
aufgabe (5.6) ergibt sich durch den folgenden Satz:

Satz 5.2 Ist (z*, \*) Sattelpunkt von L, so ist z* eine Lésung der Aufgabe (5.6).
Sind uberdies F' und g differenzierbar, so gilt

V. F(z*) + zm: A Vgi(z*) =0. (5.8)

Anmerkung: Offensichtlich entspricht (5.8) der aus der Analysis unter anderen Vor-
aussetzungen bekannten Aussage zur Existenz von Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis: (Der Satz von Hahn-Banach wird hier noch nicht verwendet.) (5.7) bedeu-
tet

Fa") +A-g(z") < F(a") + A" - g(a") < F(z) + A" - g(z) (5.9)

fir A eR*, A >0und z € R".
Aus der ersten Ungleichung folgt

A=X")-g(z") <0, A>0, AeR™.

LBt man die Komponenten von A gegen +oc sausen, folgt g(z*) < 0, d.h. z* € M,
die Nebenbedingung ist fiir z* erfiillt. Da A\* > 0, folgt

A"-g(z7) <0,
und setzt man in der ersten Ungleichung A = 0, folgt
F(z*) < F(z*) + X* - g(x*),
also A* - g(z*) > 0. Damit folgt

A -g(z*) =0. (5.10)
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Aus der zweiten Ungleichung in (5.9) folgt dann
F(z*) < F(z) + A" - g(z) < F(z),

da A* >0, g(z) < 0. z* ist also tatsichlich Minimalstelle. 0

Anmerkung: Die Beziehung (5.10) wird als besonderes Lemma festgehalten:

Lemma 5.3 (,,Gleichgewichtssatz®) Sei (z*, \*) Sattelpunkt der Lagrange—Funktion
L von (5.6). Dann gilt

A" -g(z*) =0.

Die Bedingung(5.8) heifit auch ,dritte Kuhn-Tucker-Bedingung®, die Bedingung
(5.10) ,,zweite Kuhn—Tucker—Bedingung“. Die Nebenbedingung g(z) < 0 und die
Vorzeichenrestriktion A > 0 nennt man die ,erste Kuhn—"Tucker-Bedingung®.

Um zu einer Losung z* des Optimierungsproblems (5.6) ein \* € R™, \* > 0, zu
konstruieren, so dafl (z*, \*) Sattelpunkt ist, ben6tigt man eine Zusatzbedingung,
die manchmal als Slater-Bedingung in den Optimierungsbiichern herumgeistert:

FEs gibt einen inneren Punkt der Menge M . (5.11)

Analytisch heifit dies: Es existiert o € R” mit g;(z9) <0, j =1,... ,m.

Satz 5.3 (Kuhn-Tucker—Satz der konvexen Optimierung) Sei F: R* — R
und g: R* — R™ konver und stetig. Die Menge M = (g < 0) besitze einen inneren
Punkt. Dann ist ein Punkt x* € R* genau dann Lésung der Optimierungsaufgabe
(5.6), wenn es ein A* € R™, \* > 0 gibt, so daf§ (z*, \*) Sattelpunkt der Lagrange—
Funktion L zu (5.6) ist.

Beweis: Die eine Richtung des Satzes ist bereits in Satz 5.2 festgehalten. Fiir die
Umkehrung miissen wir den Multiplikator A* konstruieren. Hierzu betrachten wir
die Mengen

A={y=(yo,--- ,Ym) ERm+1| Yo > F(x), y; > gj(z), j=1,...,m
fiir mindestens ein :c}

sowie

B:{y:(yo,...,ym)ERm+1‘y0<F(x*), y; <0, j=1,...,m}.
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Die Mengen A und B sind konvex. (Fiir B ist dies offensichtlich, fiir A beachte man,
daB8 F' und g konvex sind.) Die Mengen A und B sind disjunkt, da es sonst ein y
gibe mit F(z) < yo < F(z*), g;(z) < y; < 0 fiir ein z € R, so daf z* nicht
minimal wire. B ist offen (bendtigt man beim Hahn—Banach im R" nicht), A und
B sind offensichtlich nicht leer). Damit 148t sich der Satz von Hahn-Banach iiber
die Trennung konvexer Mengen anwenden und es gibt u € R™, u # 0, so dafl

oy > ez firalley € A, z € B. (5.12)

Laft man die Komponenten von z nach —oo sausen (beachte die Definition von B),
ergibt sich aus (5.12)

p=>0.
Aus (5.12) folgt fiir y € A, z € B (Abschliefung von B)
Ly >z (5.13)

Aus (5.13) ergibt sich mit

und

wo F(x) + Z,uj gj(x) > po F(z"), z e R". (5.14)
7j=1

Daraus entnimmt man g > 0. Andernfalls wire ) p;g;(z) > 0, z € R*, und
j=1
insbesondere

Z 15 95(z0) >0
j=1

mit dem Punkt zo aus der Slater-Bedingung g(zo) < 0. Da u; > 0 — wie schon

bewiesen —, ergibe sich ein Widerspruch. Wir setzen
1

A= — (f1y ey o) -

Mo( ' )

Es gilt A* > 0, und wegen (5.14)

F(z) 4+ A" -g(z) > F(z") (5.15)
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Wir setzen z = z* und erhalten \* - g(z*) > 0, da z* zuléssig, gilt g(z*) < 0, somit
A*-g(z*) <0 und

A -g(z*) =0. (5.16)

Aus (5.15) und (5.16) ergibt sich die eine der beiden Ungleichungen der Sattel-
punktsbedingung

F(z)+ X -g(x) > F(z*)+ \* - g(z¥) .
Die weitere Ungleichung
F@*)+ X -g(z*)=F(z*) > F(z") + A g(z") .

ist trivial, da g(z*) < 0 und X\ > 0 verlangt ist. o

Eine weitere Anwendung des Satzes von Hahn-Banach sind

Alternativsitze fiir lineare Ungleichungssysteme

Satz 5.4 Sei A eine m x n—Matriz und b € R™. Entweder besitzt
Az =b, x>0 (5.17)
eine Losung x € R*, oder
ATy >0, b-y<0 (5.18)

besitzt eine Losung y € R™.

Bewelis:

(i) (5.17) und (5.18) konnen nicht gleichzeitig 16sbar sein, denn andernfalls exi-
stierte £ € R” und y € R™ mit

0>b-y=(Az)-y=2"ATy>0.

(ii) Ist (5.17) unlésbar, so liegt b nicht in dem von den Spaltenvektoren a!), ...  a(™ €
R™ aufgespannten Kegel

K= { Zgja@} .
7j=1



I1.5. HAHN-BANACH IN DER KONVEXEN ANALYSIS 117

Es gibt dann auch eine abgeschlossene Kugel B, (b) um b, so daf
KN B(b) =0,
und fiir den von B, (b) aufgespannten Kegel
Ky ={oy|y € B.(b), acR'}
gilt
intK,NK=40.

Da K konvex und abgeschlossen, int K;, konvex und offen, 1488t sich der Satz
von Hahn-Banach anwenden. Es gibt daher eine Hyperebene, welche K und
int K, trennt, d.h. es existiert a € R™, a # 0 mit

a-y<a-z, yeK, zeintK,. (5.19)
Da y =0 € K und b € int K,, folgt
a-b>0. (5.20)

Da 0 € int K, = K, folgt

insbesondere

Dies bedeutet
ATa <0. (5.21)
Mit —a = y ergibt sich aus (5.20) und (5.21)
ATy>0, y-b<0,

d.h. eine Losung von (5.18).
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6 Adjungierte lineare Operatoren in Banachraum-
en

Es seien E und F' Banachrdume. Wir betrachten nicht notwendig beschrénkte lineare
Operatoren A: D(A) — F mit einem in F dichten linearen Unterraum D(A). Wie
in der internationalen Literatur iiblich, wollen wir den Bildbereich von A mit R(A)
bezeichnen:

Der Nullraum ist definiert durch:
N(A) :={z € E| Az = 0}

Der Vektorraum der beschriankten linearen Funktionale auf F bzw. F' wird wieder
mit E* bzw. F* bezeichnet.

Definition 6.1 (des adjungierten Operators A*) Sei A: D(A) C E — F . Sei
D(A*) :={v e F*|3c >0, so daf |(v, Au)| < c||ul| fiir alle u € D(A)}.

Ist nun v € D(A*), so definiert p(u) = (v, Au) ein beschrinktes lineares Funktio-
nal auf D(A), welches durch Abschlieffung auf ganz E zu einem Element f € E*
fortgesetzt werden kann:

(fiu) =p(u)=(v,Au)  ue D(A).
Man definiert:

Av=f.

Es ist klar, daB f eindeutig ist, denn aus (f,u) = (f,u) = o(u) fiir u € D(A) folgt
f = f, daw dicht in E ist und f, f stetig sind. Ebenso ist die Linearitiit von A* und
D(A*) Klar.

Der Operator A*: D(A*) C F* — E* heifit der zu A adjungierte Operator.

Fiir das Paar A, A* gelten dhnliche Alternativsidtze zur Losbarkeit der Gleichung
Au = f wie im Fall des Hilbertraumes. Wir behandeln sogar nicht notwendig be-
schrankte, jedoch wenigstens abgeschlossene lineare Operatoren A. Fiir die meisten
Anwendungen reicht dies aus.

Wir bereiten dies durch einen Satz und ein Lemma vor. Hierfiir bendtigen wir die
folgende Definition:
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Definition 6.2 Sei B ein Banachraum. Das Orthogonalkomplement einer Menge
M C B st die Menge

M+ :={feB*|(f,m)=0 fir allem € M} .
Das Biorthogonalkomplement M1+ ist die Menge

M*+ = {u € B| (f,u) =0 fiir alle f € M*}.

Satz 6.1 Se: B ein Banachraum und W C B ein linearer Teilraum. Dann gilt

Wt =Ww.

Beweis: Es ist klar, daB W c W'+, denn ist w € W, so gilt (f,w) = 0 fiir alle
f € W. Dies impliziert w € WL, Ferner ist klar, dal W'+ abgeschlossen ist, da
M+ fiir jede Menge M abgeschlossen ist. In der Tat, wenn fi—=f fi€ M+, folgt
0= (f;,m) = (f,m), d.h. f € M+, und entsprechend fiir M+,

DaW C W+, gilt somit W C W+, Angenommen, W wire echt in W enthalten.
Dann gibt es ein xg € W+ mit 5 ¢ W. Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es
eine abgeschlossene Hyperebene, die £, und W trennt, d.h. es existiert f € B* und
a € R mit

(f,2) <a<(fzo), zeEW.

Da W ein linearer Teilraum ist, folgt (f,z) = 0 fiir alle z € W, d.h. f € W+. Da
andererseits o € WL, gilt dann (f,2¢) = 0. Dies ist ein Widerspruch, und der
Satz ist bewiesen. o

Lemma 6.1 Sei A: D(A) C E — F linear, D(A) = E. Dann ist A* abgeschlossen,
d.h. der Graph G(A) == {(v, A*v)‘ v € D(A*)} ist abgeschlossen in F* x E*.

Beweis: Sei v, — v, A*v, — f, v, € D(A*), in F* bzw. E*. Wir miissen zeigen:
(i) v € D(A*) und
(il) A*v = f.

Es gilt:

(Un, Au) = (A%v,,u), u € D(A),
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nach Grenziibergang

<UaAu> = <fa u),

woraus man v € D(A*) und A*v = f abliest. 0

Satz 6.2 Sei A: D(A) C E — F abgeschlossen und linear mit D(A) = E. Dann
qilt

(i) N(A*) =R(A)*
(i) N(A)=R(A")*
(iii)  N(A)L D> R(A*)
(i)  N(

Anmerkung: ,=“ hat man noch nicht sofort, es kénnten ja weiter Elemente zu R(A*)
orthogonal sein.

Beweis: Ein genialer Trick, den man in dem Buch ,Analyse fonctionnelle“ von
Brezis findet, macht den Beweis einfach:

(i) Wir betrachten den Graphen
G =G(A) = {(u,Au) € E x Flu € D(A)}

und den Raum L = E x {0} C E x F. Die Beweisidee besteht darin, (G + L)*
auszurechnen:

(G+ L)' ={(u+v,Au) e Ex F|ue D(A), ve E}" =
:{wAu €E><F|u€DA),wEE}L:

={(0,f") € E*x F*| f*LAu} =

= {0} x R(A)".

Andererseits gilt ganz allgemein fiir die Summe zweier Raume

(G+ L)Y =GN L,

denn

(G + L)* {z+y|z€G yEL} _{g0|g0 2y +{¢*y) =0, zEG,yEL}.
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Setzt man z bzw. y = 0, erhidlt man, dal das linear beschrinkte Funktional
©* sowohl in G als auch in L* liegt. Umgekehrt erfiillen diese ¢* € G+ N L+
die verlangte Orthogonalitit zu z + y.

Wir erhalten somit

{0} x R(A)* =G+ nLt=
= {(e*, f*) EE*XF*| (e*,u) + (f*, Au) = 0 und
{(e",v) + (f*,0)=0, weD(A), veE}

Falls aber (e*,v)+(f*,0) = 0 fiir alle v € E, folgt e* = 0, und die letzte Menge
{...} ist gleich der Menge

{(0,f*) € B* x F*| (f*,Au) =0, wu€ D(A)}
und damit gleich
{(0, f)[A7f* = 0} = {0} x N(4).
Damit erhalten wir
R(A)*t = N(A"). (6.1)

(i) = (6.1) ist damit bewiesen.

Anmerkung: Die folgende simple Uberlegung reicht nicht zum Nachweis von
(6.1). Falls f = Au € R(A), folgt fiir f* € N(A*)

(f5 1) = {f", Au) = (A" f*,u) = 0,
d.h. R(A) LN(A*). Daraus folgt nur
N(A4%) C R(A)*

Es konnte ja noch andere Elemente aufierhalb von N(A*) geben, die orthogonal
zu R(A) sind.

Wir betrachten den Ausdruck (G*+ + LL)L, G und L wie im Beweis fiir (i):
Einerseits ist

(GL+LJ_)J- — ottt =gnL =
= {(u, Au)| v € D(A)} N {(v,0
= {(u, Au)| Au=0, u€ E} =
— N(4) x {0},

da G und L abgeschlossen sind.

JJve k)= (6.2)
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Andererseits ist L~ = {(0,h*) € E* x F*| h* € F*}.

G-+ L = {(e*, f*) + (0,h*) € E* x F*‘(e*,u) +(f*, Au) =0,u € E,h* € F*}
Da alle h* € F* zugelassen sind, folgt

G+ L= {(e*,9")| g* € F*, zu e existiert f*, so daB (e*,u) + (f*, Au) = 0}.

Wenn fiir ein Paar (e*, f*) die Gleichung (e*, u) + (f*, Au) = 0 fiir alle u gilt,
so ist f* € D(A*) und

(e + A f*u)y =0, u € D(A).
Daraus folgt e* = —A* f*. Umgekehrt impliziert die letzte Gleichung, daf§
(e*,u) + (f*, Au) = 0.
Daraus folgt

G+ L ={(-A"f",¢")| fre D), g € F*}

= R(A") x F™.
Anwendung der L-Operation ergibt

(G*+ LY = R(A")* x {0}
Zusammen mit (6.2) folgt

N(A) x {0} = R(A*)* x {0}
und damit N(A) = R(A*)*.

(iii) Aus (i) folgt
N(A") = R(A),
allgemein gilt jedoch fiir einen linearen Teilraum V', daf}
V=V, (6.3)

woraus (iii) folgt, wenn man V' = R(A) wéhlt. In der Tat, Orthogonalkomple-
mente sind immer abgeschlossen; auf der anderen Seite ist

(VO ={ve E| {(f,v)=0,f eV*}.

Wenn f* € V4, ist (f*,u) = 0 fiir alle w € V, d.h. die (V1)* definierende
Menge enthilt V', und wegen der Abgeschlossenheit von V++ ergibt sich (6.3).
Ahnlich schlieBt man fiir (iv).
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Wie im Fall des Hilbertraumes 148t sich auch die Aussage des vorigen Satzes verschérfen,
wenn man die Abgeschlossenheit des Bildbereiches R(A) fordert:

Satz 6.3 Sei A: D(A) C E — F abgeschlossen, linear und D(A) dicht in E, E
und F' Banachrdume. Dann sind die folgenden Figenschaften dquivalent:

(i) R(A) ist abgeschlossen.

(
(i) R(A*) ist abgeschlossen.
(iii) R(A) = N(A*)*.
(iv) R(A*) = N(A)™.

Anmerkung: (iii) 148t sich so lesen: Au = f ist genau dann l6sbar, wenn (v, f) =0
fir alle v € N(A*).

Beweis: Wir begniigen uns damit, aus der Abgeschlossenheit von R(A) zu folgern,
daBl R(A) = N(A*)* ist. Dies folgt einfach aus Satz 6.2, (i), durch Anwendung von |,
welches R(A)*+ = N(A4*)* ergibt. Wenn R(A) abgeschlossen, ist R(A)*+ = R(A),
woraus (iii) folgt. -

Beispiel: Sei I = [o, 8] ein beschrinktes Intervall des R* und E = LP(I), F =
LP(I), mit p € (1,00). Sei D(A) = H>!(I) N Hy”(I). Hierbei ist H>? der Sobolev-
Raum der LP-Funktionen mit zweiten verallgemeinerten Ableitungen in LP, oder,
dquivalent, die Menge aller C*-Funktionen, deren erste Ableitung absolutstetig in I
ist und deren zweite - fast iiberall existierende Ableitung - in L? liegt. Hy”(I) besteht
aus den H'P-Funktionen, die auf dem Rand von I, als on o und 8 verschwinden.
(In einer Dimension ist die punktweise Restriktion einer H”-Funktion erlaubt.)
Offensichtlich ist D(A) dicht in LP (beziiglich der LP-Norm). Der Operator A :
D(A) — LP sei definiert durch

Au = —u" + cu

mit einer vorgegebenen L°°-Funktion c. Da fiir u € H*?, u € C(I), ist cu € LP, so
daB} der Storterm cu die Inklusion Au € LP nicht verfialscht.

Man iiberlegt sich leicht, dafl der Graph von A abgeschlossen ist. Aus Au,, — f
in L?, u,, — u in L? folgert man leicht, da8 u,, in H*? konvergent ist. Wegen der
Vollsténdigkeit von H*? folgt u € H*P und anschliefend Au,, — Au. Wir kénnen
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damit aussagen, daf der Nullraum des adjungierten Operators orthogonal zu R(A)
ist und daf} die Elemente N(A*) auch die einzigen sind, die zu R(A) orthogonal sind.

Wir wollen den Nullraum von A* bestimmen. Wir wissen, daf}

AT DAY C DD - 101y, g= T
p_

abbildet und dafl N(A*) aus allen Elementen g € L? besteht, fiir die

B
/g(—u" +cu)dt =0 fiir alle u € D(A).

a

Ahnlich wie im Hilbert-Raum-Fall schliet man damit zunichst, dal g zweite ver-
allgemeinerte Ableitungen hat und dafl ¢” € L9, ¢ = p(p — 1). Es folgt dann weiter

—¢"+cg=0 fiir in [/ (6.4)
und
g9(a)=g(8)=0. (6.5)

Der Nullraum von A* besteht also aus den Losungen des Randwertproblems (6.4),
(6.5), und ist das Randwertproblem

—u"+cu=felLr, u(e) =a(B) =0 (6.6)

losbar, so mufl f die Orthogonalitétsrelation (,,Paarung von (L7, LP)%)

B
/fgdxz(]

erfiillen. Daf§ dies auch notwendig fiir die Losbarkeit von (6.6) ist, folgt aus Satz
6.3,(iii), wofiir man die Abgeschlossenheit von A beweisen mufl. Dariiberhinaus 148t
sich zeigen, dafl R(A) abgeschlossen ist. Der Nachweis geschieht &hnlich wie im
Hilbertraum, indem A als Summe eines koerzitiven und eines kompakten Operators
geschrieben wird.
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7 Konvexitit und schwache Topologie

Aus der Hilbertraum—Theorie kennen wir den Satz von Banach—Saks, der besagt, dafl
man aus den Elementen einer schwach konvergenten Folge stark konvergente konvexe
Linearkombinationen (nimlich arithmethische Mittelung) mit dem gleichen Limes
bilden kann. U.a. konnte man damit beweisen, dafl der Begriff ,,abgeschlossen und
konvex“ unabhéngig davon ist, ob die starke oder die schwache Topologie verwendet
wird. Diese Aussagen bilden ein sehr allgemeines Prinzip in der Funktionalanalysis,
welches sogar in lokalkonvexen Riumen gilt. Wir beschrinken uns hier aber auf die
starke und schwache Topologie in Banachriumen.

Im Folgenden sei also B ein Banachraum und B* sein Dualraum, eine Folge (u,,),
Uy € B heilt schwach konvergent, u,, — u, genau dann, wenn

<f’um> — <fau>
fiir alle f € B*.
Satz 7.1 Fine konvexe Menge C' eines Banachraumes B ist genau dann beziiglich

der starken Topologie abgeschlossen, wenn sie beziiglich der schwachen Topologie
abgeschlossen ist.

Beweis: Die Richtung
,C ist schwach abgeschlossen“ = ,C ist stark abgeschlossen*

ist trivial, da die schwache Topologie grober ist als die starke. Sei also C' stark ab-
geschlossen. Wir miissen zeigen, da} das Komplement C' beziiglich der schwachen
Topologie offen ist:

Sei 29 ¢ C. Nach dem Satz von Hahn—Banach existiert eine 2o und C strikt tren-
nende abgeschlossene Hyperebene, d.h. es existiert ein f € B* und ein a € R mit

(fizo) <a<(fy), yeC.
Die Menge
V={ze€ B|(f ) <a}

ist aber eine beziiglich der schwachen Topologie offene Menge, somit eine offene, mit
C disjunkte Umgebung von zy. Damit ist C' offen beziiglich der schwachen Topologie.

[}
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Folgerung (Satz von Mazur): Fs sei (Up), un € B, m € N, eine schwach
konvergente Folge in einem Banachraum B. Dann gibt es eine Folge (v;), v; € B,
von konvexen Linearkombinationen

<

N; N
szzczcumkj’c;czo’ch?czlamkjEN’ N; €N, (7.1)
k=1 k=1

die stark gegen den schwachen Limes der u,, konvergiert.

Beweis: Wir bilden die Menge C' aller endlichen konvexen Linearkombinationen
von Elementen u,,. C ist offensichtlich konvex, ebenso die Abschlieung C beziiglich
der starken Topologie. Ist nun u,, — u schwach, so mufl wegen Satz 7.1 u ebenfalls
in C liegen. Nach Definition von C gibt es dann aber eine Folge von Elementen aus
C, die stark gegen u geht. Die Elemente aus C haben aber gerade die Gestalt (7.1).

m}

Beispiel: Jedes konveze, koerzitive, unterhalbstetige Funktional f auf einer abge-
schlossenen konvexren Menge C' eines reflexiven Banachraumes besitzt einen Mini-
mierer. Die Begriffe ,abgeschlossen® und ,unterhalbstetig” sind beziiglich der star-
ken Topologie gemeint.

Beweis: Sei (up,), Uy, € C Minimalfolge von f, d.h.
f(um) —)igff (m — 00).

Dann gibt es eine schwach konvergente Teilfolge (t)men, Um — u, m € A, und
wegen Satz 7.1 gilt u € C. Ferner gibt es eine Folge (v;) von konvexen Linearkom-
binationen der u,,, die stark gegen u konvergieren. Wegen der Konvexitét folgt

N; N;
F) <Y e flum,) <) c (inf f+e) =inff+e.
k=1 k=1

(Die my; kénnen so gewéhlt werden, da8 f(um,,) = il(}ff +e, le] < ¢, indem man

my; geniigend grof wihlt.) Da f unterhalbstetig ist und v; — u stark, gilt

f(u) <lim inf f(v;) < iréff +e.

J—0

Grenziibergang ¢ — 0 ergibt f(u) = igf f, d.h. das Minimum wird angenommen. g
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8 Der Satz von Krein—Milman und der Satz

von Ljapunov

Der Satz von Krein—Milman stellt die Existenz von Extremalpunkten kompakter
(auch schwach kompakter) konvexer Mengen sicher. Eine beriihmte Anwendung ist
der Satz von Ljapunov iiber die Konvexitidt des Wertebereiches von Vektormafien.

Definition 8.1 Es sei K eine Teilmenge eines normierten Raumes B. Ein Punkt
x € K heifft Extremalpunkt von K, wenn aus der Darstellung x = oy + (1 —
a)z, y,z € K, 0 < a < 1 die Gleichheit x = y = z folgt.

Mit anderen Worten: Ist z ein Extremalpunkt, so kann x nicht echte konvexe Line-
arkombination verschiedener Elemente aus K sein.

Extremal punkt

Keine Extremal punkte

Extremal punkt Extremal punkt

Jeder Randpunkt einer Kugel
ist Extremal punkt

Es gibt noch den Begriff des ezponierten Punktes: Ein Punkt x € K heifit exponiert,
wenn z auf einer Stiitzhyperebene S zu K liegt und wenn z der einzige Punkt von
K auf S ist. Jeder Extremalpunkt ist exponierter Punkt, aber nicht umgekehrt.

Der Satz von Krein—Milman in reflexiven Banachriumen:

Satz 8.1 Jede konveze, abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge M eines reflexi-
ven Banachraumes B besitzt mindestens einen Ertremalpunkt.

Beweis: Wir nennen eine nichtleere Teilmenge A von M eine extremale Teilmenge
von M, wenn die Inklusion

ar+(1—a)ye A, z,y€ M, a€]0,1] fest,
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die Inklusion z,y € A impliziert.
Extremale Teilmengen werden auch als , Winde“ bezeichnet.

/ extremale Teilmenge

M selbst ist extremale Teilmenge von M, einpunktige extremale Teilmengen von M
sind Extremalpunkte.

Es sei F die (nichtleere!) Familie aller abgeschlossenen nichtleeren extremalen Teil-
mengen von M, die durch die mengentheoretische Inklusion mit einer Halbordnung
versehen ist. Wir werden zeigen, dafl F beziiglich dieser Halbordnung mindestens
ein minimales Element M, besitzt, welches aus genau einem Punkt, einem Extremal-
punkt, besteht. Hierzu benutzen wir das Lemma von Zorn, welches die Existenz eines
minimalen Elementes beziiglich einer Halbordnung sicherstellt, sofern man weif}, dafl
jede maximale total geordnete Unterfamilie der zugrundeliegenden Familie (in unse-
rem Falle F) ein minimales Element hat. Eine Unterfamilie U von F heifit ,linear
oder ,total geordnet”, wenn fiir My, My € U entweder M; C M, oder My C M, gilt.
Sie heifit mazimal, wenn es keine linear geordnete, U echt enthaltende Unterfamilie
U C F gibt.

Daf total geordnete Unterfamilien von F in unserem Fall ein minimales Element ha-
ben, folgt aus der schwachen Kompaktheit der Menge M: Ist U eine linear geordnete
Unterfamilie von F und gilt

(YM|M, eUL =0,
so gilt dies wegen der schwachen Kompaktheit von M auch fiir endlich viele M;, d.h.
(Y{MlreA}=0, [A<co.

Dies ist ein Widerspruch, da die M, linear geordnet und nichtleer sind. (Wir ha-
ben friiher bewiesen, dafl beschrénkte, abgeschlossene, konvexe Mengen in reflexiven
Raumen schwach folgenkompakt sind. Man kann noch folgern, s. etwa Kéthe, To-
pologische Lineare Riume, daf} sie auch iiberdeckungskompakt sind, und wir haben
soeben eine hierzu dquivalente Formulierung benutzt.)

Es gilt also Ny = (\{M,| M, € U} # 0, und man iiberlegt sich sofort, dafi Ny selbst
abgeschlossene, nichtleere, extremale Teilmenge von M ist. Wegen der Maximalitét
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von U ist Ny € U und N, ist das minimale Element von U. Nach dem Lemma von
Zorn gibt es daher mindestens ein minimales Element Ay in F. Angenommen, Ay
enthielte zwei verschiedene Punkte z1,xo. Dann gibt es ein f € B* mit (f, z1) =
0, (f,x2) # 0. Setze § = inf{(f,x)| z € Ap}. Dann ist die Menge 41 = {z €
A0| (f,xy=7p } eine nichtleere abgeschlossene konvexe eigentliche Teilmenge von Aj.
Wir zeigen, dal A; extremale Teilmenge von M ist: Es seien z,y € M, 0 < a < 1, so
daB az + (1 —«a) y € A;. Da A; C Ag und Ay extremale Teilmenge von M ist, folgt
zunéchst z,y € Ag. Nach Definition von g gilt (f,z) > 8, (f,y) > . Angenommen,
fiir mindestens eines der Elemente z,y gilte (f,z) > 8 bzw. (f,y) > [, so folgte

(fraz+ (1 —a)y) =alf,2) + (1 - a){f,y) > B,

d.h. az + (1 — @)y wire nicht in A; enthalten. Dies ist ein Widerspruch, und es
muf} gelten (f,z) = 8, (f,y) = 5, d.h. z,y € A; und A; mufl extremal sein. Dies
widerspricht der Minimalitdt von Ap, und die Annahme, A, bestehe aus mehr als
einem Punkt, ist damit zum Widerspruch gefiihrt. o

Eine bekannte Anwendung des Satzes von Krein-Milman ist der Satz von Ljapu-
nov iiber den Wertebereich von Vektormaflen, den wir in einer einfachen Situation
beweisen werden: Es sei [a, b] ein Intervall des R* und f: [a,b] — R* meBbar und
beschriankt. Wir setzen

b
M:{/fudt‘()gugl, uELoo[a,b]} und
MO:{/fdt‘EC[a,b] meﬁbar}.
E

Die Ungleichung 0 < u < 1 fiir u € L* soll bis auf eine Ausnahmemenge vom
MaB Null im Intervall [a,b] gelten. Offenbar sind M und M, Teilmengen des R
b

und es gilt My C M, da jedes Element [ fdt von My in der Form [ fudt, u =
E a

1 auf K
0 auf[a,b]\
der erreichbaren Mengen von Steuerungssystemen auf.

PR geschrieben werden kann. Solche Mengen treten beim Studium

Lemma 8.1 Die Menge M 1ist eine abgeschlossene und konvere Teilmenge des R".

Dies folgt aus den Ergebnissen von Kapitel 7.

Mit Hilfe des Satzes von Krein—-Milman werden wir zeigen:
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Satz 8.2 M = M,.
Da M abgeschlossen und konvex ist, folgt als Korollar der

Satz 8.3 (Satz von Ljapunov) Der Wertebereich des Vektormafes J(E) = [ fdt, E C
B
[a, b] mefbar, ist abgeschlossen und konvex.

Unter einem Vektormaf] versteht man eine o-additive Funktion eines Maflraumes in
den R”.

Satz 8.3 ist die spezielle Form des folgenden allgemeinen Satzes von Ljapunov iiber
Werte von nicht—atomaren Vektormaflen in endlichen Mafirdumen, der auch in der
Wabhrscheinlichkeitstheorie/Statistik und anderen Gebieten (z.B. Theorie der kon-
vexen Korper) eine Rolle spielt. Wir geben kurz eine Erlduterung der Begriffe:
Eine Familie Y von Teilmengen FE einer Menge S heifit eine Algebra von Teilmengen,
wenn

(i) Se>,
(ii) Mit E € > istauch S—FE € ),
(iii) Ist E1, Fy € Y, so ist auch F1 N Ey und Ey U By € Y.

Eine Algebra ) von Teilmengen heifit o—Algebra, wenn fiir jede abzihlbare Familie
{E; €Y |i=1,2,...} die Inklusionen ﬁl E; € ) und fj1 E; € )" folgen.
Eine Abbildung p: > — R heifit additiv, wenn fiir jedes Paar E;, E; € Y mit
E1 N Ey = ( die Gleichung

u(Er U Ep) = u(Er) + p(Es)
gilt.

Eine Abbildung p: > — R" heifit o—additiv, wenn fiir jede abzihlbare Familie
{E; €Y |i=1,2,...} mit E;NE, =0, i # k, die Gleichung

M(Qﬂ) = i n(E;)

gilt. 4 wird dann auch ,,Vektormafl“ genannt.
Das Tripel (p, S,>") nennt man auch einen ,Mafiraum*.

Ein Vektormafl auf einer o—Algebra heifit nicht-atomar, wenn zu jedem E € )
mit u(E) # 0 ein E' C E,E' € ), existiert mit 0 # |u(E')| < |pu(E)|. Mit diesen
Bezeichnungen lautet der allgemeine Satz von Ljapunov
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Satz 8.4 Der Wertebereich eines nicht—atomaren Vektormafles auf einem MafSraum
15t abgeschlossen und konvex.

Eine Beweisskizze findet sich in dem Buch von Lee—Markus. Wir werden hier nur
die Version mit Lebesgue-meflbaren Mengen beweisen.

Beweis von Satz 8.2 Wir prisentieren einen ,einfachen“ Beweis, dessen Haupti-
dee auf Lindenstraufl zuriickgeht, vgl. das Buch von Hermes-Lasalle, Time optimal
control. Fiir jedes u € K := {v € L*[a, b] | 0 < v <1 fast iiberall} sei T: K — R"
definiert durch

b
Tu := /fudt.

Es sei nun z € M, d.h. es gibt ein v € K mit T'u = 2. Wir miissen zeigen, daf} es eine
b

mefbare Menge E C [a,b] gibt, so daB Txg = [ fxgdt = [ fdt = z gilt. Hierbei ist
a E

1 fE
x e die sogenannte charakteristische Funktion von E, d.h. yg = { 0 2(1)1 o Es sei
n

C ={v € K| Tv = z}. Die Menge C ist nicht leer, da u € C', und konvex wegen der
Linearitéit von 7T'. Fassen wir C als eine Teilmenge von L?[a, b] auf, so ist die Menge
C abgeschlossen in der schwachen Topologie von L?, s. Satz (7.1). Nach dem Satz
von Krein—Milman (Satz 8.1) hat die Menge C' einen Extremalpunkt. Daraus folgt
die Existenz einer Funktion v* € C' mit der Eigenschaft ,u* liegt nicht im Inneren
irgendeines ganz in C liegenden Intervalls“, d.h. aus v* = au; + (1 — @)uz,0 < a <
1, u1,uy € C folgt u* = uy oder u* = uo.

Wir zeigen, dafl der obige Extremalpunkt v* von C' die charakteristische Funktion
einer Menge F ist. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann gibt es eine mefibare
Menge G C [a,b] mit |G| # 0, s0daB 0 < u* < 1 auf G gilt. Daraus folgt die Existenz
einer Zahl ¢ > 0 und einer mefibaren Menge Go mit |Gy| #0,s0dale <u* <1—¢
auf Gy gilt. Zum Beweis sei H; = {t € [a,b”% <ur(t) < 1-— %} Es gilt dann

U H
‘7:

|Go| # 0, enthdlt Gy (n + 1) disjunkte mefibare Teilmengen G;, i = 1,..., n+1,
deren Maf} nicht verschwindet. (Hier wird ausgenutzt, dafl das Lebesgue-Maf} nicht—

# 0, und damit existiert ein jo mit |H;,| # 0. Setze Gy = H,,, € = Jio Da

atomar ist.)
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n+1
Da (n+1) Vektoren im R" stets linear abhéngig sind, gibt es Zahlen \; mit Y |\;| #

i=1
0 und

n+1
>N / fdt=
i=1 G;
Wir diirfen zuséitzlich annehmen, daf [\;| <e, i =1,...,n+ 1. Setzt man
=y G i=1,...,n+1
=0 auf [a,b] — G; A ’

so gilt fir « € R

n+1

n+1
(u +OZZ)\@X1> —z+az A /fxzdt—z

und fiir o« € [—1,1]

n+1

0<u +aZ)\ixi <1 auf [a, d],
i=1

n+1

< ¢ auf |J G; = Gy, d.h. auf der Menge, wo ¢ < u* < 1 — ¢.
i=1

n+1

Z AiXi

=1

denn

n+1
Damit ist gezeigt, dal u* + « Z Aixi € C gilt, d.h. u* ist innerer Punkt eines in
C liegenden Intervalls. u* kann daher kein Extremalpunkt sein und die Annahme,
dal u* verschieden von 0 oder 1 auf einer Menge nicht verschwindenden Mafes
ist, ist zum Widerspruch gefiihrt. u* ist daher die charakteristische Funktion einer
meflbaren Menge F, und der Satz ist bewiesen. o
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Teil 111

Anhang

A Fixpunktsitze

Die nichtlineare Funktionalanalysis beschéftigt sich mit nichtlinearen Abbildungen
zwischen unendlich—dimensionalen topologischen linearen Rdumen sowie zugehori-
gen Gleichungen. U.a. werden Aussagen zur Losbarkeit nichtlinearer Gleichungen
und Eigenschaften ihrer Losungen gegeben. Von besonderem Interesse sind Ab-
bildungen, die aus Differential- und Integralgleichungen und zugehérigen Funktio-
nenrdumen herriihren.

Séaulen der nichtlinearen Funktionalanalysis sind Fizpunktsditze; besonders wichtig
und bekannt sind:

(i) der Banachsche Fixpunktsatz
(ii) der Fixpunktsatz von Schauder
(iii) die Theorie der monotonen Operatoren

(iv) die Leray—Schauder—Theorie

Diese vier Prinzipien wollen wir kurz vorstellen:

1. Der Banachsche Fixpunktsatz
Diesen Satz lernt man im Fall des R™ bereits in den Anfingervorlesungen kennen.

Satz A.1 Eine kontrahierende Abbildung eines Banachraumes B in sich besitzt
einen Fizpunkt. Fine Abbildung A: B — B heif$t kontrahierend, wenn

|Az — Ay|| < ql|lz —y]|, z,y€eT (A1)
mit einer Konstanten q < 1.
Satz A.1l gilt analog in vollstindigen Rdumen, eine Variante besteht darin, daf§ T’

eine Teilmenge C — zumeist eine Kugel oder konvexe Menge — in sich selbst abbildet
und die Kontraktionsbedingung dafiir nur fiir die Elemente x, y € C' gefordert wird.
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Der Beweis von Satz A.1 beruht darauf, indem man sich den gesuchten Fixpunkt
als Limes der Elemente (=iterierten Vektoren) A™zxg, x4 beliebige , Startwerte“, kon-
struiert.

Eine klassische Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes sind bekanntlich An-
fangswertprobleme fiir gewdhnliche Differentialgleichungen

z=f(,z), xz(t) =0,

mit einer Lipschitz—Bedingung fiir die stetigen Funktion f beziiglich des zweiten
Arguments.

Man wihlt als Grundraum den Raum B = C([ty, o + J], R"). Die Abbildung A ist
definiert durch

(Az)(t) = zo + /f(s, z(s)) ds (A.2)

Durch die Kleinheit von ¢ wird die Kontraktionsbedingung (A.1) erreicht.

Erfiillt f eine globale Lipschitzbedingung

|f(ta€) _f(tﬂ?)‘ < L|§—77|,

so 1aBt sich die Existenz einer Losung des Anfangswertproblems auf einem grofien
Intervall [ty, T] durch geschickte Wahl der Norm erreichen.

Man definiert die Abbildung A, auf die der Banachsche Fixpunktsatz angewandt
werden soll, wie in (A.2). Als Norm wihlt man

|z]] = sup |e ¥z(t)]
tefto,T)
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mit einem geniigend groflen Parameter A. Die Kontraktionsbedingung wird folgen-
dermaflen bewiesen:

t

|Az — Ayl| = sup |e™ / (F(s,(s) — F(5,y(s))) ds

tefto,T)

to
t

= sup e_)‘t/e“se_)‘s(f(s,x(s)) —f(s,y(s))) ds

te(to, T

to
t

< sup leN / e\ £(z) = £ w)l| ds

te(to, T

to
t

< sup e_)‘t/e“s ds
te(to,T

Lilz =yl

to
e+)\t _ e+)\t0

= sup | ————|Lllz —y]
te(to, T
1_6—)\(t—t0)
= up P2 ey
t€[to,T]
1
=1 (1= e )Lz -y

Wiéhlt man etwa A > 2L, erhilt man die Kontraktionsbedingung ¢ = %(1 —
e M=) L < 1.

Die Ausfiihrung zeigt, wie man die Norm durch geschickte Wahl dem Problem an-
passen kann.

2. Der Schaudersche Fixpunktsatz

Satz A.2 Es sei A eine stetige Abbildung einer kompakten konvezen Menge C eines
Banachraumes B in sich. Dann besitzt A einen Fizpunkt.

Alternativ 148t sich voraussetzen, dafl C' eine abgeschlossene konvexe — nicht not-
wendig kompakte — Teilmenge von B ist und C stetig und , kompakt“ ist, d.h.
beschrinkte Folgen in relativ kompakte iiberfiihrt.

Eine bekannte Anwendung ist wiederum die in (A.2) definierte Abbildung A, welche
die lokale Losbarkeit von Anfangswertproblemen fiir gewohnliche Differentialglei-
chungen bei stetigem f — ohne Lipschitzbedingung — sichert.
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Eine andere Standardanwendung ist das Randwertproblem

—Au = f(u) ae inQCR"

u =0 auf 09 (A.3)

Hierbei ist {2 eine beschrinkte Menge des R* und f eine vorgegebene, auf ganz
R beschrinkte stetige Funktion. Das Problem (A.3) 148t sich in zahlreichen Funk-
tionenrdumen definieren. Wir verwenden hier den Raum L?({2) und benutzen, daf
fiir Gebiete mit glattem Rand die Abbildung —A eine umkehrbar-eindeutige stetige
Abbildung von H>%(Q) N Hy*(Q) nach L?(9) ist.

Problem (A.3) 148t sich damit als Fixpunktgleichung

u=(=A)"f(u)

schreiben. Da f beschriinkt ist, gilt ||f(u)]|zz < K und || — A7 f(u)||gze < K
mit einer Konstanten K fiir alle u € L?. Die Abbildung A = —A~'f(u) bildet
daher die Kugel Bg aus L? in sich ab und fiihrt beschrinkte Folgen aus L? in H?2-
beschriinkte Folgen iiber. Da in H?? beschrinkte Folgen wegen des Rellichschen
Einbettungssatzes relativ kompakt in L? sind, fiihrt A beschriinkte Folgen in relativ
kompakte iiber. Ferner ist A stetig. Nach dem Schauderschen Fixpunktsatz gibt es
daher einen Fixpunkt von A und damit eine (sogenannte starke) Losung von (A.3).

Der Satz von Schauder ist das unendlich—dimensionale Analogon des Brouwerschen
Fixpunktsatzes. Der Beweis wird auf letzteren zuriickgefiihrt, indem die Abbildung
A mit Hilfe von Projektionen P; durch ,endlich dimensionale® Abbildungen A; =
P;AP; approximiert wird.

Das Analogon des Schauderschen Satzes fiir lokalkonvexe R&ume ist als Satz von
Tychonoff bekannt. Auch fiir die Rdume L?, 0 < p < 1, gibt es einen ,,Schauderschen
Fixpunktsatz“.

3. Die Theorie der Monotonen Operatoren

Ein Standardsatz ist der folgende:

Satz A.3 Es sei A eine stetige Abbildung eines Hilberraumes in sich. A fiihre be-
schrinkte Mengen in beschrdnkte iiber. Ferner sei A monoton, d.h. es gelte fiir alle
T,y e H
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und koerzitiv, d.h.
(Au,u) — o0 fir ||u|| = oo.

Dann ist die Gleichung Au = f fiir alle f € H losbar.

Im endlich—dimensionalen Fall ben&tigt man die Monotoniebedingung nicht, sie wird
im unendlich-dimensionalen Fall zur Rechtfertigung des Grenziiberganges bei der
Approximation durch endlich-dimensionale Probleme benotigt.

Satz A.3 148t sich auf Abbildungen A: B — B*, B Banachraum, B* Dualraum,
verallgemeinern — die Monotoniebedingung lautet dann:

(Az — Ay, v —y) > 0.

Typische Anwendungen liegen im Bereich elliptischer partieller Differentialgleichun-
gen, etwa

=Y Di(|Vul*Du) = fin Q, u€ H?.

=1

Die Abbildung A wird in diesem Falle definiert durch

(Au, p) = Z/ |VulP~2 Dyu Dip dz .

=1 Q

Die Theorie der monotonen Operatoren erlaubt zahlreiche Verallgemeinerungen, z.B.
Operatoren der Gestalt Au = S(u,u) € B*, wobei S in einem Argument monoton,
im anderen vollstetig ist, oder, noch allgemeiner, sogenannte pseudo—monotone Ope-
ratoren, was wir hier nicht definieren wollen.

4. Die Leray—Schauder—Theorie

Diese Theorie ist ein starkes Hilfsmittel zur Verwertung von a priori-Abschétzungen
im Hinblick auf Existenznachweise fiir Randwertprobleme bei partiellen Differenti-
algleichungen.

Eine einfache — black-box—version — verlauft folgendermaflen: Es sei S eine voll-
stetige Abbildung eines Banachraumes in sich. Es existiere eine Kugel Br mit der
Eigenschaft: ,Fiir etwaige Losungen uy der Gleichung

u+60Su=f
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mit § € [0, 1] gelte ug ¢ 0Bg.“ Dann besitzt die Gleichung u + S = f eine Lisung
in BR-

Mit anderen Worten: Man fiihrt einen , Monotonie-Parameter“ 6 € [0,1] ein. Von
der Gleichung u + 0Su = f wird die Losbarkeit nicht verlangt, sondern nur, dafl
keine Losung, sofern sie existiert, im Rand 0Bp liegt. Im einfachsten Fall sichert
man dies durch eine ,a priori-Abschitzung® ||ue|| < R.

Hintergrund fiir die Leray—Schauder—Theorie ist die Deformationsinvarianz des Ab-
bildungsgrades, einer ganzen Zahl, die man dem Tripel (u + 0Su, f, B) zuordnen
kann. Ist f € Bg, 6 = 0, so ist der Abbildungsgrad = 1, und er bleibt bei der
Deformation von u iiber u + #Su nach u + Su konstant, wenn etwaige Losungen ug
von u + 0Su = f nicht in By liegen.

Wenn der Abbildungsgrad des Tripels (u + Su, f, Bg) 1 ist, so ist die Gleichung
u + Su = f losbar.

Empfehlenswert ist fiir Anféinger ohne gréfiere Topologiekentnisse, die Arbeiten von
Nagumo iiber die Definition des Abbildungsgrades mit Hilfe von Funktionaldeter-
minanten zu lesen.
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B Erlauterungen zum Literaturverzeichnis

Literatur zu Teil A

zu §0 Einfiihrung:

Einen ersten Uberblick bzw. Eindruck kann man sich anhand der Tafeln und Texte
Seite 364-371 in Band 2 des “dtv—Atlas zur Mathematik” (Analysis und angewand-
te Mathematik) [54] verschaffen. Ausfiihrlichere Informationen erhélt man in 17
Artikeln zu Einzelthemen der Funktionalanalysis (z. B. in den Artikeln 199 Hilbert
Spaces, 39 Banach Spaces, 407 Topological Linear Spaces, 251 Linear Operators, 72
Compact Operators, 135 Eigenvalue Problems; eine Liste sdmtlicher Artikel findet
man auf Seite 1531) in “Encyclopedic Dictionary of Mathematics” [30]. Dort findet
man auch schon einige historische Hintergrundinformationen.

Den modernsten, ausfithrlich gehaltenen Uberblick, der “angenehm” zu lesen ist,
liefert E. Zeidler in Kapitel 11 (Lineare Funktionalanalysis und ihre Anwendun-
gen), 12 (Nichtlineare Funktionalanalysis und ihre Anwendungen) Seite 338-480 des
“Teubner—Taschenbuch der Mathematik Teil IT” [22]. Neben viel Theorie findet man

dort auch viele relevante Beispiele und ein modernes Literaturverzeichnis, welches
wir als Ergénzung zu unserem beigefiigten Literaturverzeichnis empfehlen.

Alter, kiirzer, aber wesentliche Themen behandelnd ist der Bericht zur Funktional-
analysis in [8] Kapitel 11, Seite 422-484, der “Grundziige der Mathematik, Band III
Analysis”.

Fiir historische Beziige verweisen wir auf:
e die “Historical notes”, Seite TVS V.80 - 92, in N. Bourbaki’s “Topological
Vector Spaces, Chapters 1-5” in der Reihe Elements of Mathematics, [10];

e die “Notes and Remarks” am Ende der einzelnen Kapitel in Dunford—Schwartz:
“Linear Operators I, 1T, III”, [15];

e Kapitel XIX “Ein Blick aud die werdende Funktionalanalysis”, Seite 599-663,
in H. Heuser’s “Funktionalanalysis”, [27]; sowie schlielich auf

e J. Dieudonné: “History of Functional Analysis”, North—Holland, Amsterdam
1981.

Etwas aus der Reihe empfehlen wir auch einen Blick in
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e R. Courant und D. Hilbert: “Methoden der Mathematischen Physik I, II”,
[13], sowie

e S. Michlin: “Variationsmethoden der mathematischen Physik”, [45],

zu werfen. In diesen beiden Werken werden zahlreiche physikalisch motivierte und
relevante Beispiele diskutiert. Der “Courant—Hilbert” ist auflerdem aus historischen

Griinden empfehlenswert: In einem gewissen Sinne ist es das erste Lehrbuch, welches
iiber Methoden der Funktinalanalysis berichtet. Insbesondere enthilt es in Kapitel 7
Band II “Losung der Rand— und Eigenwertprobleme auf Grund der Variationsrech-
nung.” eine Methode zur Behandlung von Randwertproblemen fiir gewhnliche und
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die man als Vorldufer der heutzu-
tage verwendeten funktionalanalytischen Methode (Stichwort: “schwache Theorie”)
ansehen mu$.
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