Wintersemester 2017/18 Universitat Bonn
Analysis 3 Prof. Dr. Sergio Conti
Ubungsblatt 12 Dr. Pavel Zorin-Kranich

Abgabe in der Vorlesung am Donnerstag, 2018-01-18

Aufgabe 1. Sei (X, S, ) ein Mafiraum und E € S mit pu(F) < co. Fiir eine messbare Funktion f : E — R
definieren wir

d(f) = inf{r € [0,00) ‘ p{z e E||f(z)|>r}) < r}
und d(f,g) := d(f — g). Zeigen Sie dass

(a) d eine Halbmetrik auf der Menge der messbaren Funktionen ist,
(b) d(f,g) =0 genau dann wenn f = g fast iiberall,
(c) eine Folge von messbaren Funktionen (fj); konvergiert gegen f im Maf} genau dann wenn d(fx, f) — 0.

Aufgabe 2. Sei (X, S, 1) ein Mafiraum, F € S. Seien 1 < p,q < ocomit 1/p+1/¢=1. Sei f : E — R messbar.
Zeigen Sie dass

11, = sup{ [ fodul g € Ly(E). N, < 1}.
Hinweis: nehmen Sie zunéchst || f[|, < oo an.

Aufgabe 3. Sei (X, S, 1) ein Mafiraum, F € S. Seien 1 < pg < p; < 00,0 <6 <1,und 1/py = (1-0)/po+6/p1-
Sei f: F — R messbar. Zeigen Sie
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Aufgabe 4 (Zentraler Grenzwertsatz). Sei f : R — [0,00) messbar mit
/ f(x)dx =1, / zf(x)dr=0 und V := / 2?2 f(x)dx < oo.
R R R

Wir definieren rekursiv fi := f, frr1 := fr * f sowie gr(z) := Vkfr(Vkz). Zeigen Sie:

(a) [pgk(z)de = [; fu(z)dz =1 fiir alle k > 1.

(b) Gu(€) = Fu(&/VER).

() f€C*R,C)mit F(0) =1, (f)(0) =0 und (f)"(0) = —V.
(d) limg_s00 Gi(€) = exp(—VE2/2) fiir alle ¢ € R.

Aufgabe 5 (Minkowski-Integralungleichung). Sei f : R™ x R™ — [0, co] messbar und 1 < p < co. Zeigen Sie

(/(/f(x’y)dx)pdy)l/p S/(/(f(%y))”dy)l/pdgc.

Aufgabe 6. Seien 0 < r < R < 0co. Zeigen Sie

L3{(x,y,2) € R¥| (x,\/y? + 22) € B((0, R),7)} = 21° Rr?.



