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Dies ist das letzte zulassungsrelevante Ubungsblatt. Frohe Feiertage und guten Rutsch!

Aufgabe 1. Sei f: R" — R integrierbar und ¢ € Cf(R"), k > 0, wobei
CFR"™) = {g:R" — R | D% ist eine beschrinkte stetige Funktion fiir alle Multiindizes a € NZ.}
und N2, = {a € N"[|a| = |a1| + -+ + |ay| < k}. Zeigen Sie dass f* ¢ € CF(R™) und
D*(f * ¢) = f* D¢ fiir alle o € NZ,. (10 Pkt.)

Aufgabe 2. Sei
A= {(.’,U,y,Z) €R3|y < 2'2 <z < 2}
Entscheiden Sie ob das Lebesgueintegral
2e*MAL3(x,y, 2)

A
existiert und berechnen Sie ggf. seinen Wert. (10 Pkt.)
Aufgabe 3. Zeigen Sie
) Jo wtde =300 e (5 Pkt.)
b) Jo© Fyde = 0L (1) (5 Pkt.)

Hinweis: 1/(1 —X) =Yo7 /A" falls [A\] < 1.

Aufgabe 4. Sei ®,(z) = (47rt)*”/2e*|$‘2/(4t) der Gausskern auf R™, ¢t > 0. Sei weiterhin f € Ly (R™). Zeigen
Sie

a q)t * (PS = q)t+87 t, s > 0, 3 Pkt.

(a)
(b) @ erfiillt die Wirmeleitungsgleichung V2®; = 9,®;, wobei V? = Z] 1 3]2, 3 Pkt.
)
)

¢ 1e Funktion F(z,t) = f * ®4(x) ertullt die Warmeleitungsgleichung z,t) = O F(x,1). t.
Die Funktion F' fx® fullt die Wa lei leich V%F O F 3 Pk

( )
( )
( )
(d) limgol|f * ®; — f||, = 0. (3 Pkt.)

Sei nun ¢ : R® — R stetig mit supp g C B(0, R) fiir ein R < co. Zeigen Sie

(€) limy_,osup,epn|g(z) — g * O4(x)| = 0. (4 Pkt.)
(f) Es existiert eine Folge von Polynomen in n Variablen p,, mit limp,—co SUPep(0,r)19() — pm(z)| = 0.
Hinweis: schneiden Sie die Potenzreihenetwicklung der Exponentialfunktion nach endlich vielen Gliedern
ab. (4 Pkt.)

Aufgabe 5 (Bonus). Fir « € {—1,0,1} definieren wir die Mengen der Intervalle
Dy ={2"(n,n + 1)+ a(-1)"/3),n € Z}, D :=UrezDy.

Fiir f € L1(R) definieren wir

Mof(e):= sup_ [l |fl; = Vol(D) / Flact.

xzeleD
(a) Zeigen Sie dass jedes I € Dy, eine disjunkte Vereinigung von 2 Intervallen in Dy ist. (2 Pkt.)
(b) Fiir jedes endliche Intervall J C R existieren « und I € D mit J C I und Vol(I) < 3Vol(J). (2 Pkt.)



(c)

Sei f € L1(R). Zeigen Sie dass die Funktion
Mf = sup|— / flx dx
t>0 ;
messbar ist. (3 Pkt.)
Zeigen Sie
Mf(x) <3 sup M,f(z). (2 Pkt.)

a=-1,0,1

Sei f € Li(R), A >0, und Z% = {I € D* | |f|; > A}. Zeigen Sie dass fiir jede Teilmenge J C I die aus
paarweise disjunkten Intervallen besteht Y- ;. , Vol(J) < A7 f]|; gilt. (3 Pkt.)

Seien f, A wie zuvor. Zeigen Sie

LY{z e R|MF >N <N f|l,. (3 Pkt.)

Sei f € L1(R) und F(x f f(y)dL (y). Zeigen Sie dass die Menge

N = {z € R|limsup|f(z) — (F(x +t) — F(x))/t| > 0}

t—0,t>0

eine Nullmenge ist. Hinweis: ersetzen Sie f zunéchst durch f * ®; mit einem Gausskern ®g. (5 Pkt.)



