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In allen Aufgaben ist (X, S, 1) ein Mafiraum.

Aufgabe 1. (a) Finden Sie eine Folge von beschrénkten Borel-messbaren Funktionen auf [0, 1] fiir die in der
Aussage des Lemmas von Fatou keine Gleichheit gilt. (2 Pkt.)

(b) Sei f; : X = R, j € N, eine Folge messbarer Funktionen. Zeigen Sie dass die Menge
{z € X : die Folge (f;(x)); konvergiert} (3 Pkt.)

messbar ist.

Aufgabe 2. Sei f: X — [0, 00] eine messbare Funktion. Wir definieren v(A) := [, fdu fir A € S.

(a) Zeigen Sie dass (X,S,v) ebenfalls ein Mafiraum ist. (2 Pkt.)
(b) Zeigen Sie u(A) =0 = v(A)=0fiir A€ S. (1 Pkt.)
(¢) Man nehme an dass f(X) C (0,00]. Zeigen Sie v(A) =0 = p(A)=0fir A€ S. (1 Pkt.)
(d) Man nehme an dass f(X) C (0,00). Zeigen Sie u(A) = [, %du fir alle A € S. Hinweis: zeigen Sie fiir

jedes b > 1 und A € S die Ungleichungen
1 1

—u(A4) < / —dv < bu(A).

b alf

Betrachten Sie zu diesem Zweck zunéchst den Fall a < inf f(A) < sup f(A) < bamit 0 < a < oo. (6 Pkt.)

Aufgabe 3. Man nehme an dass (X, S, i) o-endlich ist. Fiir eine messbare Funktion f : X — [0, o] definiert
man die Verteilungsfunktion

or(N) =p{zr e X : f(x) > A}), 0<A<oo,

und die fallende Umordnung
fr(t) :==inf{X:0p(N\) <t}, 0<t<oo.

(a) Zeigen Sie f < g = 05 <0, = [* < g*, wobei f,g: X — [0, 00] messbare Funktionen sind und alle
Ungleichungen punktweise zu interpretieren sind. (3 Pkt.)

(b) Zeigen Sie dass fiir jedes f die Verteilungsfunktion oy monoton fallend und rechtsseitig stetig ist (d.h.
lime,o.es007(A 4+ €) = op(N)). Zeigen Sie dass die fallende Umordnung f* ebenfalls monoton fallend
ist. (3 Pkt.)

(c) Seien f; : X — [0, co] messbare Funktionen sodass die Folge (f;(x)); fiir jedes € X monoton steigend ist
und gegen f(x) konvergiert. Zeigen Sie dass die Folge der zugehdrigen Verteilungsfunktionen o, ebenfalls
monoton gegen oy konvergiert. (3 Pkt.)

(d) Zeigen Sie

/ fdu = / ap(N)dLr(N). (4 Pkt.)
X (0,00)

(e) Zeigen Sie of+ = of, wobei o+ mit Hilfe des Lebesguemafes £ definiert ist. (3 Pkt.)
(f) Zeigen Sie [y fdu = [ ) f* ()AL (). (2 Pkt.)
(g) Zeigen Sie [, fdu < f(O#(A)) fr(t)dLt(t) fir alle A € S. (3 Pkt.)

(h) Man nehme an dass f integrierbar ist. Zeigen Sie lim o sup,4)<. [, fdpu = 0 indem Sie den Satz iiber
monotone Konvergenz auf die Funktionen f*1( ) anwenden. (4 Pkt.)



