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Aufgabe 1. Sei S eine g-algebra, F € S, m,n € N, f: E — R". Zeigen Sie dass folgende Aussagen dquivalent
sind: (6 Pkt.)

(a) f ist (komponentenweise) messbar,
(b) f71(O) € S fiir alle offenen Mengen O C R™,
(c) f~1(B) € S fiir alle Borelmengen B C R™.

Sei g : R™ — R™ stetig und f erfiille die oben angegebenen dquivalenten Bedingungen. Zeigen Sie dass g o f
ebenfalls messbar ist. (2 Pkt.)

Aufgabe 2. Sei S eine g-algebra, £ € S, f,g: E — R messbar. Zeigen Sie dass folgende Funktionen messbar
sind:

(a) Af, wobei A € R, (2 Pkt.)

(b) max(f,g), min(f,g), |f], (2 Pkt.)

(c) f+9, f—y, (2 Pkt.)

(d) fg (2 Pkt.)
e) Sei abweichend f : E — [—00, 0] messbar. Zeigen Sie f~1({—o0}), f71({0}), f 1 ({+oc}) € S. (2 Pkt.)
)

Konvention fiir Rechnen mit co einsetzen und der Fall co — oo nicht auftritt. (Analoges gilt fiir alle
anderen obigen Funktionen, das soll aber nicht schriftlich iiberpriift werden.) (2 Pkt.)

Aufgabe 3. Sei X ein lokalkompakter metrischer Raum. Der Durchmesser einer nichtleeren Teilmenge F' C X
ist definiert durch diam(F') = sup{d(z,y) | z,y € F}. Fir 0 < o, 0 < oo definieren wir

(o)
HO,(E) = inf{> _ diam(F;)* | E C U2, F},diam F; < § fiir alle j}, E C X.
j=1

(a) Zeigen Sie dass H% in § monoton fallend ist, also § < & = H(E) > HI (E). (1 Pkt.)
(b) Zeigen Sie dass jedes HS, ein duBeres Mafl auf X ist. (2 Pkt.)
(c) Zeigen Sie dass H(E) = sups-oHS(E) ein duferes MaB auf X definiert (genannt das a-dimensionale
dufere Hausdorffmaf). (2 Pkt.)

(d) Zeigen Sie dass alle offenen Mengen beziiglich H? messbar sind (Hinweis: Carathéodory-Kriterium).
(3 Pkt.)

(e) Seien 0 < a < 8 < 0o. Zeigen Sie Hj(F) < oo = Hj =0und H3(E) >0 = H;, = co. (3 Pkt.)
(f) Die Hausdorffdimension einer Menge S C X ist definiert durch dimg(S) = inf{a > 0| H%(S) = 0}. Zeigen
Sie dimg([0,1]?) = d fiir d € N. (3 Pkt.)

(g) Man nehme an dass X o-kompakt ist, das heifit X = U2, X, mit X,, kompakt. Zeigen Sie dass H}, auf
X von innen und von auflen regulér ist. (3 Pkt.)

(h) Sei C C [0,1] die Cantormenge (s. Ubungsblatt 4) und o = logy 2. Zeigen Sie dimg(C) = o und dass H
ein Radonmaf} auf C' ist. (3 Pkt.)

(i) Seien X,Y lokalkompakte metrische Réume und f : X — Y eine Holder-stetige Funktion mit Exponent
7, das heifit d(f(z), f(2')) < Md(x,2")7. Zeigen Sie H},(f(E)) < M*H}, (E) fiir alle E C X. (3 Pkt.)

(j) Sei f:C — [0,1] Holder-stetig mit Exponent « und surjektiv. Zeigen Sie v < logs 2. (2 Pkt.)

Korrektur: in Teilaufgabe [g] braucht man die zusétzliche Annahme dass H} lokal endlich ist, d.h. jedes z € X
ist in einer offenen Menge U mit H}(U) < oo enthalten. Diese Annahme ist z.B. fiir %} auf R? nicht erfiillt.



