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Ab diesem Ubungsblatt bitten wir Sie Zweiergruppen zu bilden. Es sollte ersichtlich sein dass beide Gruppen-
mitglieder jeweils einen substantiellen Teil (in der Regel > 10 Punkte) der Abgabe aufgeschrieben haben. Wir
ermutigen Sie weiterhin auch in gréferen Gruppen zu diskutieren.

Aufgabe 1. Fiir eine Menge A C R", Zahl a € R, und Vektor b € R™ schreiben wir

aA={ax|lr€ A}, A+b={z+blzc A}, aA+b=(ad)+b.

Zeigen Sie
(a) Fiir alle A, a,b wie oben mit a > 0 gilt L*(aA +b) = a"L*(A). (5 Pkt.)
(b) Ist A Lebesgue messbar, so ist aA + b auch Lebesgue messbar. (5 Pkt.)

Aufgabe 2 (Cantorfunktion und Cantormenge). Man definiere eine Folge von Funktionen f, : [0,1] — [0, 1],
n € N, induktiv wie folgt:

fn(32)/2, x <1/3,
fO(x) =7 fn+1($) = 1/27 1/3<‘T<2/3v
fu(Bz—2)/2+1/2, 2/3<x.
Weiterhin definiere man eine Folge von Mengen mit Cy := [0,1] und Cp41 := %Cn U (%Cn + %)
(a) Skizzieren Sie fo, f1, f2 sowie Cy, C1, Co. (2 Pkt.)
Zeigen Sie fiir n > 0 folgende Aussagen.
(b) fn(0) =0, f,(1) =1, die Funktion f, ist stetig und monoton steigend. (
(©) Ifat1 = fullo £277/6. (
(d) Cp41 CCh. (2 Pkt.
(e) L(Cyn) = (2/3)". (

Nach Teilaufgabe ?? konvergiert die Folge (f,) insbesondere gleichméBig gegen einen Grenzwert f, genannt
Cantorfunktion. Sei aulerdem C' := N, enCh,, genannt Cantormenge.

(f) Zeigen Sie L(C) = 0. (1 Pkt.)
(g) Zeigen Sie fiir die Cantorfunktion f die Funktionalgleichung
f(3z)/2, x <1/3,

flz)=4{1/2, 1/3 <z < 2/3, (2 Pkt.)
fBz—2)/2+1/2, 2/3<ux.

(h) Zeigen Sie f(Cy) = [0,1] fiir alle n € N. (3 Pkt.)
(i) Zeigen Sie dass die Cantorfunktion f monoton ist. (1 Pkt.)
(j) Zeigen Sie dass die Menge B := {b € [0,1] : #f~1(b) > 1} hochstens abzihlbar ist. (3 Pkt.)
(k) Zeigen Sie dass [0,1] \ f(C) eine Nullmenge ist. (3 Pkt.)

Tatséchlich gilt f(C) = [0, 1], das soll hier aber nicht gezeigt werden um zusétzliche Notation zu vermeiden.
(1) Zeigen Sie |f(x) — f(y)| < |z — y|* fur alle z,y € [0, 1], wobei a = logs 2. (5 Bonuspkt.)

Man sagt dass f Holder-stetig mit Exponent « ist.



