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Zusammenarbeit bei der Losungsfindung ist ausdriicklich erwiinscht, die endgiiltige Ausformulierung muss je-
doch von Thnen selbst stammen; es sind nur Einzelabgaben zugelassen. Denken Sie daran Thren Namen, den
Namen Thres I“Jbungsgruppenleiters7 und die Nummer des Ubungsblattes auf der Abgabe zu vermerken.

Aufgabe 1. Seien X, Y metrische Raume und f : X — Y eine Funktion. Zeigen Sie dass folgende Eigenschaften
von f dquivalent sind: (10 Pkt.)

(a) f ist stetig, also Vz € X,e > 030 > 0:d(z',z) <0 = d(f(2), f(z)) <e,
(b) zn =& = flon) = f(2),
(c) fiir alle offene Teilmengen U C Y ist auch f~1(U) offen.

Aufgabe 2. Sei Q = {[]\"[a;,b;) : a;,b; € R,a; < b;,i =1,...,n} die Menge der halboffenen Quader in R™.
Sei p: @ — (0,00) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(1) plc+ Q) = p(Q) fir alle Q € Q und ¢ € R™,
(i) Q) =p(Q1) + n(Q2) falls Q,Q1,Q2 € Q, Q =Q1UQ2, und Q1 N Q2 =0,
() u(0.0" = 1.

Zeigen Sie dass fiir alle halboffene Quader p([ ]\ ;[ai, b;)) = [T (b; — a;) gilt. Hinweis: fithren Sie dies auf den
Fall n = 1 zuriick. (10 Pkt.)

Aufgabe 3. Ein nichtleerer abgeschlossener Quader in R" ist eine Menge der Form [];_, [a;, b;], wobei a;, b; €
R,a; < bj,i = 1,...,n. Wir schreiben Vol(T]}_,[a;, b;]) = [];(b;i — a;). Die leere Menge ist ebenfalls ein
abgeschlossener Quader (mit Vol(f) = 0).

(a) Sei (Q;);en eine Folge nichtleerer abgeschlossener Quader. Zeigen Sie dass N;Q; ein abgeschlossener
Quader ist. (2 Pkt.)

(b) Sei (Q;)jen eine Folge nichtleerer abgeschlossener Quader die in [0,1]™ enthalten sind. Nehmen Sie
Vol(Q;) > ¢ > 0 fiir alle j an. Zeigen Sie dass eine Teilfolge (Q;x))r mit Vol(Mr@Qjx)) > 0 existiert.
Hinweis: betrachten Sie zuerst den Fall n = 1. (8 Pkt.)

Aufgabe 4. (a) Finden Sie eine Folge stetiger Funktionen f, : [0,1] — [0, 1] sodass liminf,_,~ f, nicht
Riemann-integrierbar ist. (5 Pkt.)

(b) Finden Sie eine Folge stetiger Funktionen g, : [0,1] — R sodass g, — g punktweise, die Funktion g
Riemann-integrierbar ist, aber [ g, /4 [ g. (5 Pkt.)



