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2.A  Weitere Resultate

3 Wahrscheinlichkeitstheorie, Teil 11

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Einfiihrung in die Theorie der Martingale zu geben.
Zunéchst fithren wir den Begriff der ,,bedingten Erwartung “ein.

3.1 Bedingte Erwartung

Seien () eine Menge mit #€) < co und (Q,P(Q), IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Sei X : 2 — R messbar bzgl. P(2), also eine Zufallsvariable. Betrachten Sie fol-
gende Aufgabe: Thnen wird eine o-Algebra £ C P(Q2) gegeben und Sie sollen eine
Zufallsvariable Y angeben, die einerseits £-messbar ist und andererseits moglichst
nah an X ist. Fiir & = P(Q) wihlt man natiirlich V(w) = X(w)Vw € Q. Fiir
E = {0,Q} bleibt einem nichts anderes iibrig, als X (w) = E(X)Vw € Q zu wihlen.
Sei nun aber £ # {0,Q} und £ # P(Q). Da Y moglichst nah an X sein soll, wire
es wiinschenswert, dass wenigstens die Mittel iiber Mengen M € £ stimmen, d. h.
dass

(3.1) Y Y(P({w}) = Y X(w)P({w}) VM € € gilt .

weM weM
Die ,bedingte Erwartung® E(X|E) ist nun genau diejenige Zufallsvariable, welche
obige Aufgabe l6st.

Beispiel: Betrachtet werde ein zweifacher Miinzwurf. Das zugehorige mathematische
Modell ist

QO={KK,KZ,ZK,ZZ} mitP({w})=1 Ywe Q.

Der Wahrscheinlichkeitsraum ist (€2, P(€2), P), wobei P(£2) 16 Elemente hat. Sei nun
X : Q0 — N definiert durch

X(w) = Anzahl von Kopf ,, K“ in
Dannist E(X)=2-14+1-141-12=1.Sei £ C P(Q) definiert durch

={0,Q{KK K2} {ZK,ZZ}} .
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Wie muss man nun Y : Q — N definieren, so dass Y Bedingung (3.1) erfiillt und
zugleich £— messbar ist? Die Antwort lautet

Y ) = 3/2 iwe{KK KZ},
N2 swe{zk 27}

Interessant ist hier, dass man £ als die Menge derjenigen Ereignisse ansehen kann, die
nach dem ersten Miinzwurf unterscheidbar sind. Insofern stellt Y die beste Schétzung
von X dar, die man nach dem ersten Wurf abgeben kann.

Definition 3.1 Seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, € C F eine griobere
o-Algebra als F und X € L(Q, F,P). Eine Zufallsvariable Y € L' (Q, F,P), welche
E-messbar ist und

E(Y1y) =E(X1) VM € £2°

erfillt, heifst ,bedingte Erwartung von X gegeben £ (oder unter £) und man
schreibt E(X|E) anstelle von Y .

Satz 3.2 Unter den obigen Voraussetzungen existiert eine bedingte Erwartung E(X|E).
Sei Z eine weitere Zufallsvariable mit den gewiinschten Eigenschaften, so gilt Z =
E(X|E) P-fast sicher.

Beweis: Sei zundchst X > 0 P-fs.. Sei Ple Restriktion des Mafles P auf die o-
Algebra £. Die Zuordnung M +— Q(M f X (w)P(dw) definiert nun ein neues Maf}

Q auf £, welches absolutstetig bzgl. ]P| € ist Nach dem Satz von Radon-Nikodym exi-
stiert nun eine Dichte Y = dcllp‘ welche die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Sei
nun Z eine zweite solche Zufallsvariable. Da die Mengen {w € Q; Z(w) > Y (w)} und

{we Q; Z(w) < Y(w)} Elemente in € sind, miissen beide wegen [(Y7)dP = 0VM €

M
& Maf Null haben, woraus die behauptete Eindeutigkeit folgt. Den allgemeinen Fall
X € LY(Q, F,P) behandelt man wie {iblich mittels einer Zerlegung X = X T+ X~. m

Eine andere Moglichkeit, Satz 3.2 zu beweisen, ist, den Rieszschen Darstellungs-
satz zu verwenden. Sei zundichst X € L?*(Q, F,P). Dann ist die Abbildung ¢ :

20Wir benutzen hier und im Folgenden die Notation E(X1,/) = [ X (w)P(dw). Manchmal wird
M
E(X1,) auch als E(X; M) geschrieben.
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L*(Q,E,Plg) — R, ¢(Z) = [(Z, X)dP ein lineares Funktional und besitzt ein dar-
Q
stellendes Element Y € L*(Q, £, P) mit

[izx)wle= [zyips  vzer@erp).
Q Q

Somit ist Y ebenfalls eine bedingte Erwartung E(X|€). Den allgemeinen Fall beweist
man iiber eine Approximation durch Abschneiden.

Selbstverstindlich gilt fiir X € LY(Q, F,P) und £ C F die Beziechung
(3.2) X =E(X|f) < X ist E-messbar.
Definition 3.3 Seien (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X € L'(Q, F,P)

undY : Q — R eine Zufallsvariable. Dann bezeichnet man mit E(X|Y) = E(X|o(Y))
die ,bedingte Erwartung von X gegeben Y “.

Einerseits gelten fiir bedingte Erwartungswerte die iiblichen Eigenschaften von Er-
wartungswerten bzw. Integralen, z. B. Linearitéit, Abgeschlossenheit unter monoto-
ner und majorisierter Konvergenz und die Jensensche Ungleichung;:

Satz 3.4 (1) Seien X,Y € LY(Q, F,P),E C F und o, 3,7 € R. Dann gilt

E(aX 4+ 8Y +4|€) = aE(X|E) + PEY|E) + 7.

(2) Seien X, X € LY(Q,F,P),n € N. Es gelte X,,;1(w) > X, (w) und X, (w) —
X(w) fiir P-fast alle w € Q. Dann folgt

E(X|E) — B(X|E) P-fs.YE C F.

(3) Seien X,, € L*(Q0, F,P),n € N und |X| < YP-fs. mit Y € LY(Q,F,P). Es
gelte X,, — X P-f.s.. Dann folgt

E(X,|E) — E(X|§) P-fs. VECF.

(4) Seien X € LY(Q, F,P),o : R — R konver und p o X € L*(Q, F,P). Dann
gilt

e(E(X|€)) <E(e(X)E) P-fs. YECF.
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Die Beweise der obigen Aussagen entsprechen denjenigen der analogen Aussagen fiir
einfache Erwartungswerte.

Die folgenden drei Aussagen sind neuartig und stellen auf die spezielle Struktur der
bedingten Erwartungswerte ab.

Satz 3.5 (1) Seien X € LY(Q, F,P) und D C £ C F o-Algebra. Dann gilt
E(E(X|)|D) = E(X|D).
(2) Seien X € LY, F,P), Y E-messbar und XY € LY(Q, F,P). Dann gilt
E(XY|E) = YE(X|E).

(3) Seien X € LY(Q, F,P),E C F und X unabhingig von €. Dann gilt
E(X|E) = E(X) P-f.s..

Es ist wichtig, Aussage (3) nicht mit Aussage (3.2) zu verwechseln.

Beweis: Aussage (1) folgt aus der Definition und dem Existenz- und Eindeutig-
keitssatz. Zum Beweis von (2) betrachten wir die Hilfsfunktion

t— 2772, t>0, neN,

und setzen &, (w) = 27"[2"Y (w)]. O.B.d.A. kénnen wir X > 0,Y > 0 P-f.s. anneh-
men. Die Folge &, ist P-f.s. monoton wachsend und erfiillt &, — Y,, P-f.s. Seien nun

Me&und Ay ={we Q£ <Y(w) < £} € £ Dann gilt

n—oo n—oo

E(E(XY|&)1y) = E(XY1y) = lim E(X&,1y) = lim Z / X (w)P(dw)

=0 A,nM

- im Y £ [ BCIeP) - Jm B(E(XEe L)
k=0 A, M

woraus die Behauptung (2) folgt. Der Nachweis der dritten Behauptung folgt nun
direkt mittels der zweiten Behauptung. Falls X unabhéngig von &£, so sind X und
1y, fiir M € £ unabhéngig. Also gilt

E(X1y) = B(X)E(1y) = E(E(X)1),

und die Behauptung ist bewiesen. [
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