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2 Die Brownsche Bewegung, Teil I

Die Bezeichnung ”Brownsche Bewegung” geht auf den britischen Botaniker Robert

Brown'?

zuriick, der die Bewegung von Pollen auf der Wasseroberfliche durch ein
Mikroskop beobachte und versuchte, in Worte zu fassen. Angeregt durch die Un-
tersuchung von Finanzspekulationen arbeitete der Franzose Bachelier'® eine erste
Theorie der Bronwnschen Bewegung aus. 1905 studierte Einstein'® in seiner Arbeit
iitber die molekularkinetische Theorie der Warme die Brownschen Bewegung, ohne
Bezug auf die Arbeiten von Bachelier zu nehmen. Die Existenz einer Brownschen

Bewegung wurde rigoros zuerst von Wiener!® 1923 bewiesen.

Definition 2.1 Fin stochastischer Prozess B = {By; By : Q@ — R, t > 0} mit Wer-
ten in R wird (eindimensionale) ”Brownsche Bewegung” genannt, wenn er folgende
FEigenschaften hat:

(1) P-fast sicher gilt: Bo(w) = 0. 1°
(ii) P-fast sicher gilt: t — By(w) ist stetig.

(111) Fir alle N € N und {t;, € I;ty—y <ty undk=1,...,N} gilt:
Die Zufallsvariablen By, — By,, By, — By,, ..., By, — By, _, sind unabhdngig.

(w) Fiir allet,s € I mit s <t gilt: By — By ~ N(0,t — s).

Ein stochastischer Prozess B mit Werten in R¢, d > 1, wird d—dimensionale Brown-
sche Bewegung genannt, wenn er sich als Vektor von eindimensionalen, unabhéngi-
gen Brownschen Bewegungen schreiben lésst.

12Robert Brown, 1773 (Montrose/Scotland) - 1773 (London)

13Louis Bachelier, 1870 (Le Havre) - 1946 (St-Servan-sur-Mer). Erfinder der Finanzmathema-
tik. Da seine Resultate teilweise nicht rigoros bewiesen waren und P. Lévy eine Arbeit anschei-
nend missverstand, wurde er zu Lebenszeiten in Frankreich nicht seinen Leistungen entsprechend
gewlirdigt.

M Albert Einstein, 1879 (Ulm) -1955 (Princeton/New Jersey), Physiker.

5Norbert Wiener, 1894 (Columbia/Missouri) -1964 (Stockholm), U.a. Vater der Kybernetik,
fundamentale Beitrige auf dem Gebiet der harmonischen Analysis.

16Wegen Eigenschaft (i) wird B auch manchmal ”standardisierte Brownsche Bewegung” genannt,
wobei dieser Begriff im Englischen besser als im Deutschen klingt. H. Bauer nennt B mit Startpunkt
Null in seinem Lehrbuch ”normale” Brownsche Bewegung.
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2.1 Die Konstruktion nach P. Lévy

Wir geben im Folgenden eine Konstruktion der Brownschen Bewegung. Die Methode
geht auf eine Arbeit von Lévy!7 (1948) und eine Vereinfachung von Ciesielski (1961)
zuriick.

Satz 2.2 FEs gibt eine Brownsche Bewegung.

Beweis: Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem eine abziahlbare un-
endliche Familie von unabhingigen A (0, 1)-Zufallsvariablen existiert.

Schritt 1: Es ist ausreichend, eine Brownsche Bewegung auf I = [0, 1] zu konstruie-
ren. Sei (B"),en, eine Folge von unabhingigen Brownschen Bewegungen auf [0, 1].

Dann ist
[t]-1

Bi=By+ 3 B
7=0

mit [t] = max{k € Ny, k <t} eine Brownsche Bewegung auf [0, c0).

Schritt 2: Seien n € No, D, = {4k € N,0 < k < 2"} und D = | D,.
=0

Sei {Z; }iep eine Sammlung von unabhingigen N (0, 1)-Zufallsvariablen auf TSL) Wir
setzen hier voraus, dass eine solche Sammlung existiert und verweisen auf die Kom-
mentare in der Vorlesung. Wir definieren nun eine Folge (F),)nen, von zufélligen
stetigen Funktionen F), : [0, 1] — R. Es seien Fy(t) = tZ; und fiir n > 1

\/% ﬁirtEDn\anl,
(2.1) F.(t)=1<0 firt e D,,_q,
linear zwischen Nachbarpunkten aus D, .
Die Wahl des Skalierungsfaktors ﬁ wird erst in Schritt 4 verstéindlich. Definiere

nun firn > 1und t € D, \ D,

B0:O7 BIZZI7

n o

22) B= Y Fi(t) =Y F(t),

i=0 =0

wobei die letzte Gleichung gilt, da F;(t) = 0 fiir alle t € D, und i > n + 1.

17Paul Pierre Lévy, 1886 (Paris) -1971 (Paris), franzosischer Mathematiker, Mitbegriinder der
modernen Wahrscheinlichkeitstheorie.

22



Kapitel 2 Beta-Version vom 16. Mai 2006

D D, \D

n-1

n=0 - d

n:l ———eo ———

----9

N=2 o —e+—o—+ s

n=3

Abbildung 1: Die Mengen D,, und D,, \ D,

Schritt 3: Firn > 1und t € D, \ D,,_1 seien t* =t+27" und ¢~ = ¢ — 27" rechte
und linke Nachbarpunkte von t. Diese liegen in D,,_;. Wir zeigen, dass gilt:

Bt+ + Bt— Zt
, — > .
.. . S . Zy
Fiir n = 1ist (2.3) richtig, denn es gilt D1\ Dy = {3} und nach (2.2) B = %+\/2nzﬁ

(2.3) gilt im Allgemeinen, denn nach Definition gilt fir ¢ € D, \ D,,_; die Beziehung

n—1
_ ] . . _ Z .
By = i:EO F(t) + F,(t), einerseits F,(t) = 245 und andererseits

n—1 n—1

F(tT) + Fi(t~ B By~

>R =) (HE) - B
i=0 i=0

da F; fiir i < n — 1 eine lineare Funktion auf dem Intervall [¢7,¢"] ist. Hier haben

wir tT,¢~ € D,,_; verwendet. Somit ist (2.3) bewiesen.

Schritt 4: Wir beweisen nun folgende Eigenschaften der Abbildung B : Q2 x D — R:

(a) Sei n € N. Dann sind die Zufallsvariablen By, t € D,, unabhéngig von den
Zufallsvariablen Z;, t € D\ D,,.

(b) Seien t1,to,t3,t4 aus D, mit t; < t5 < t3 < t4. Dann gllt Bt4 — Bt3 ~ N(O, ty—
t3) und By, — By, ist unabhéngig von By, — By, .

Damit ist B eine diskrete Version der Brownschen Bewegung und die Wahl des Ska-
1

lierungsparameters JgeT 0 Schritt 1 ist erkldrt. Aussage (a) ist offensichtlich wahr,
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da fiir festes n € N die Grolen By, t € D,,, ohne Verwendung der Zufallsvariablen
Zy, t € D\ D, definiert sind. Aussage (b) beweisen wir iiber vollstédndige Induktion.
Wir weisen (b) zunéchst fiir n = 1 nach. Es gilt

B 21
=5 B Be=gtt
Wegen (a) und Korollar 1.19 folgt nun Aussage (b) fiir n = 1. Es gelte nun (b) fiir
alle k=1,...,n.
1) Auf der Ebene D, .1 beweisen wir (b) zuerst fiir die spezielle Situation s €
Dpii\Dpund r = s7,t = sT. Seien X = $(B;— B,) und Y = \/frjﬁ X und Y sind
unabhingig und beide gemi A(0,27("*?) verteilt. Nach Korollar 1.19 sind dann
auch X +Y = B, — B, und X — Y = B, — B, unabhingig und beide N(0,2~-("+1)
verteilt, was zu beweisen war.

|

|
_|_
‘t\:h—-

B, —-B

2) Nun betrachten wir die allgemeinere Situtation s € D, 1,7 = s — 2-(n+1) ¢ —
5+ 2" Den Fall s € D, \ D,, haben wir eben bereits behandelt. Sei nun k =
min{j € No;s € D;}, also s € Dy \ Di_1. Indem man B, sukzessive mit Hilfe von
(2.3) ersetzt, beweist man

Bs _Br = Cn,k(Bs _Bs*> - Z Cv,n,k‘va Bt_Bs = Cn,k(Bs?L _Bs> - Z Cv,n,ka

veM; veE Mo

wobei ¢, ; Konstanten und M, M, disjunkte Mengen aus D,,y; sind. 18 Da sowohl
(Bs — Bs-) und (Bg+ — Bs) nach Induktionsvoraussetzung unabhéngig als auch M,
und M, diskunkt sind, folgt dass B, — B, und B; — B, unabhéngig sind. Die Aus-
sage B, — B, ~ N(0,2-("*Y) folgt bereits aus der Tatsache B, — B, = B,+ — B,
und 7 € Dy 41 \ D,,. Diesen Fall haben wir bereits behandelt. Damit ist (b) im Fall
s € Dyiq,m=5—2"0FD t = 5 4 27+ bewiesen.

3) Zuletzt macht man sich klar, dass damit die Familie {B; — B;_gn+1,t € D, 41} un-
abhéngig ist. Da die einzelnen Zufallsvariablen normal verteilt sind, reicht hier nach
Korollar 1.21 die paarweise Unabhéngigkeit, d.h. B;, — B;, unabhéngig von B;, — B, .
Diese haben wir im interessanten Fall s = t3 = t3 € D,yq,t1 = s — 2-(n+1) ¢, =
s+ 2" in Schritt 2) gezeigt, der Fall zweier disjunkter Zeitintervalle wird analog
bewiesen.

18Die Einzelheiten sind hier nicht wichtig, ungefihr miisste der Zusammenhang wie folgt sein:

n+l—k —

Bs, — B,- . Z;
2.4 B.— B, = =2 ST _ E: 9—j+1 J
(24) ST T gnl—k = ont1—j+1
wobei Z =Z; mit j =r—2"0+t) _27n _9=(n=1) _ 9= +1=J) ¢ilt. Eine entsprechende

Aussage gilt nun fiir B; — Bs.
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4) SchlieBlich kann man den allgemeinen Fall t1,ts,t3,t4 aus D, iiber Ketten-
summen auf den eben behandelten zuriickfithren. Damit ist der Induktionsschluss
n ~ n+ 1 vollstandig. Aussage (b) ist bewiesen.

Schritt 5: Wir setzen nun fiir festes w € Q und ¢t € [0,1] B, = Z F;(t) und wollen

zeigen, dass die Abbildung ¢ — B, fiir P-fast alle w stetig 1st Da die F; stetige
Funktionen sind, ist es ausreichend, die gleichméflige Konvergenz der Summe zu
zeigen. Nach Lemma 1.15 wissen wir

P(|Z,] > ev/n) < C\/_\/—z_ﬂ T < e

fiir jedes ¢ > 0 und n grofl genug in Abhéngigkeit von c. Sei nun

A, ={weQ;3teD,:|Z]>c/n}

Dann folgt
S PA) <SS P(2] = evn) < 320+ 1)e
n=0 n=0teDy, n=0

Also konvergiert die Summe Z P(A,) fiir jedes ¢ > v2In2. Mit Hilfe von (1.7)

folgt dann P(”A, i.0. ") = 0. Also existiert fiir P-fast alle w € Q ein N(w) mit
w ¢ A,¥Yn > N(w), was wiederum bedeutet, dass |Z;| < ¢y/n fiir alle ¢t € D,, und
fiir alle n > N(w). Also gilt nun

sup |EF,(t)| < ev/n2™™? ¥ n > N(w) fiir P — fast alle w.

te(0,1]

Also ist sind die Fj fiir festes w gleichméBig summierbar und die Abbildung ¢ — B,
ist fiir P-fast alle w stetig.

Schritt 6: Zuletzt muss gezeigt werden, dass auch die Zuwichse des Prozesses
B = {By;t € [0,1]} die gewiinschten Eigenschaften haben. Sei {t;}_; eine Zerlegung
des Intervalls [0, 1]. Seien (¢, ;)7 Folgen mit ¢;, € D Vk und t;, — t; fiir k — oo.
Einerseits gilt aufgrund der Stetigkeit der Pfade

(2.5) B, — By, — By, — By P — fast sicher .

j+1,k
Auf der anderen Seite gilt
lim B(By,,,, — B,,) =0,

k—o00

(2.6) khm Cov (B, — By,

41k

G,k Bti+1,k - Bti,k) = khjrolo ]l{i:j}(tj-i-l,k - tj,k)

= Lyizjy (tj41 — t5) -
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Mit (2.5) folgt auch, dass Ps, ., B, = Pb, -5, Wicin Lemma 1.20 zeigt man,
dass (2.6) die Folgerung Pp,  —p, = N (0,141 — ;) impliziert.

Die Konstruktion ist damit abgeschlossen und Satz 2.2 bewiesen. [
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