Kapitel 1 Beta-Version vom 23. Mai 2006

1 Wahrscheinlichkeitstheorie, Teil 1

1.1 Wahrscheinlichkeitsraum, Zufallsvariablen, charakteri-
stische Funktion und Unabhingigkeit

1.2 Wahrscheinlichkeitsraum und Zufallsvariable

Definition 1.1 Ein Tripel (Q, F,P) heifst ”Wahrscheinlichkeitsraum”, wenn Q eine
Menge, F eine o-Algebra von Teilmengen von QL und P ein Maf auf F mit P(Q) =1
ist. Elemente A € F werden auch ”Ereignisse” genannt. Fin messbare Abbildung X :
(Q,F) — (RY B(RY)), d € N, heifst ” Zufallsvariable”. Unter dem ”Erwartungswert”
E(X) einer Zufallsvariablen versteht man den Wert des Integrals

E(X) = [ X(w)P(dw).
/

Das Bildmafl von P unter der Abbildung X wird mit Px abgekiirzt und heifit ” Ver-
teilung von X 7. Allgemein nennt man ein Maf auf R? mit Gesamtmasse Eins eine
Verteilung. Fir zwei Zufallsvariablen X und Y bezeichnet man mit

Cov(X,Y) = ]E((X —EQX)(Y - E(Y))t)

die "Kovarianzmatriz” und benutzt die Abkirzung Cov(X) = Cov(X, X). Fir eine
reellwertige Zufallsvariable X bezeichnet man mit Var(X) = Cov(X) die ”Varianz”
von X. Die Grife E(X*), k € N, wird das "k-te Moment” der Zufallsvariablen X
bzw. der Verteilung Px genannt.

Bemerkung: Wir werden Integratoren in der Form ,,dP“ bzw. auch als ,,P(dw)“.

Die folgenden Resultate sind der Integrationstheorie entnommen und in der Sprache
der Wahrscheinlichkeitstheorie formuliert.

Satz 1.2 Seien (2, F,P) wie oben und X : Q@ — R eine Zufallsvariable. Dann
gelten die folgenden Aussagen:
1
(1.1) X > 0P — fast sicher = P(X >\)< XIE(X) VA>0.
(1.2) g:R — R konver und X,g(X) € L'(0,P) = g(E(X)) <E(g(X)).
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Zu jedem Maf p: B(R) — R mit u(R) = 1 existiert ein Wahrscheinlich-
keitsraum (Q, F,P) und eine Zufallsvariable X mit Px =

(1.4) f:R — R beschrinkt oder nicht-negativ = E(f /f )Px(dx).

(1.5) X > 0P — fast sicher = E(X?)= /p)\p_l]P(X > \)dA Vp>1.

0

Bemerkung: Die Gleichung E(f = [ f(z) Px(dz) wird stéindig benutzt wer-
den und gilt auch fiir Rd—wertlge Zufallsvarlablen X.

Beweis: Die erste Ungleichung ist nach Chebyshev! benannt und gilt aufgrund von

P2 N =Bl s [ TP <

< E(X).

{X(w)=A}

Die zweiten Ungleichung heifit wird auch ”Jensensche Ungleichung”? genannt. Da
g konvex ist, gibt es zu zy € R? eine Konstante ¢ > 0 mit g(X(w)) > g(z0) +
¢(X(w) — xg) Vw € Q. Nun wihlt man zo = E(X) und bildet rechts und links
Erwartungswerte.

Zum Nachweis der dritten Behauptung wéhlt man ©Q = [0, 1] versehen mit dem
Lebesgue®-MaB P = A\! und definiert dann X : Q — R durch

X (w) = inf{t; p((—o0,]) > w}.

Fiir alle a € R gilt dann Py ((—o00,a]) = P(X < a) = p(—00, a] und somit folgt die
Behauptung.

Die Gleichung E( f = [ f(x) Px(dz) beweist man zunéchst fiir Funktionen des
Typs f(z) = ILM( ), M € B(R ), und verwendet dann ein AbschlieSungsargument.
Schliellich gilt, da X nicht-negativ ist,

/X p]P dw //]l{x (w)P>t} IP dw) dt = /)\p /]]-{X(w)Z)\} IP(du)) d)\,

woraus auch die letzte Aussage folgt. [

!Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821 (Borovsk, Russland)-1894 (St. Petersburg)
2Johan Ludwig William Valdemar Jensen, 1859 (Nakskov, Didnemark) - 1925 (Kopenhagen)
3Henri Léon Lebesgue, 1875 (Beauvais, Picardie/Frankreich) - 1941 (Paris)
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Definition 1.3 Seien (0, F,P) und X wie in Definition (1.1). Dann bezeichnet
man mit

c(X)={(Xe€A;AeBR)} ={{w;X(w) € A}; A€ B(R)}

die von X erzeugte o-Algebra.

Man iiberlegt sich leicht, dass o(X) tatsichlich eine o—Algebra ist.

1.3 Unabhéangigkeit

Ein maéchtiges Konzept der Wahrscheinlichkeitstheorie ist das Konzept der Un-
abhéngigkeit. Dieses stellt die erste grofle Hiirde fiir Mathematiker ohne Vorkennt-
nisse der Wahrscheinlichkeitstheorie dar. Sei F eine o-Algebra. Wir nennen die Er-
eignisse A, B € F von einander "unabhéngig”, wenn die Wahrscheinlichkeit, dass A
eintritt genauso grof3 ist wie die Wahrscheinlichkeit, dass A unter der zusétzlichen
Annahme ” B tritt ein” eintritt?. Genauer gilt:

Definition 1.4 Sei (2, F,IP) wie oben. Seien A, B € F. Dann heifit die Grifse

P(A|B) = P’?;?) die "bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B”. Man nennt

A und B voneinander unabhdngig, wenn

P(A|B) =P(A) oder hierzu gleichbedeutend P(ANB)=P(A)P(B)

gilt. Zwei o-Algebren F und B heiffen von einander unabhdngig, wenn A und B von
einander unabhdngig sind fir alle A € F und alle B € B. Fine Zufallsvariable X
und eine o— Algebra F heiffen von einander unabhingig, wenn o(X) und F von
etnander unabhdngig sind.

Beispiel: Sei (2, F,P) = ([0, 1)%, B([0, 1]?), dz x dy). Dann sind die beiden Mengen
A={(z,y) e Qo <3} und B={(z,y) € 2 <2 <3 1 <y<3 } unabhiingig
voneinander. Stellen Sie sich vor, dass Sie sich im Wald Q verlaufen haben. Sie wollen
gerne wissen, wie grof§ die Wahrscheinlichkeit P(A) ist, dass Sie im Waldgebiet A
sind, in dem es keine Béren gibt. Die Zusatzinformation, dass Sie im Waldgebiet B

4 Auf gut Deutsch: Fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A ist es schnurzpiepewurscht, ob
B eintritt oder nicht.
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sind, wo Steinpilze wachsen, hilft Thnen leider nicht bei der Berechnung von P(A).
Die Ereignisse A und B sind unabhéngig.

Beispiel: Sei (2, F,P) = ([0,1]%, B([0,1]?),dz x dy). Seien f,g : R — R messbar.
Dann sind die Zufallsvariablen X (w) = X((z,y)) = f(z) und Y(w) = Y ((z,y)) =
g(y) von einander unabhéngig.

Wenn (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y von einander unabhéngige
Zufallsvariablen und f, g : R — R messbar sind, so sind ebenfalls f o X und goYV
von einander unabhéngig. Wir formulieren diesen Zusammenhang etwas allgemeiner
in einem Lemma.

Lemma 1.5 Seien X1,..., Xy : Q — R? unabhingig und fi: R>™i — R, j =
1,...,n messbare Funktionen mit my; + ...+ m, = N. Wir definieren

}/VIZ(X17"'7Xm1)7 )/VQZ(XM1+17"'7Xm1+mz)7 -~~7Yn:(Xmen+1a~~~7XN)-

Dann sind die Zufallsvariablen (f; o Y;), j = 1,...,n, unabhingig.

Man nennt eine Familie von Ereignissen {Aj} unabhéngig, wenn fiir jede endliche

N

Indexmenge {k1, ks, ..., ky} C NP(Ay,NA, N...NAg,) = [] P(Ag,) gilt. Analoges
j=1

gilt fiir Zufallsvariablen. Beachte, dass Unabhéngigkeit einer Folge die paarweise

Unabhéngigkeit impliziert aber nicht umgekehrt.

Formal bedeutet die obige Definition von Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen fol-

gendes: Die R%wertigen Zufallsvariablen X7, ..., Xy sind unabhingig genau dann,
wenn

N
(1.6) Px,...xy = | [Px, eilt.

j=1

Hierbei bezeichnet P(x, . x,) die Verteilung der (RY)N-wertigen Zufallsvariablen
N

(X1,...,Xn) und [] Px, das ProduktmaB. Seien By,..., By € B(R"). Dann folgt
j=1

die behauptete Aquivalenz aus den beiden Beobachtungen

Pxy,..xy)(Bi X ... x By) =P(X'(B)N...n X N (By)),

(ﬂ]PXj>(B1 X ...X By) = ﬁ (]P(X]fl(Bj))) _

=1
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Um eine weitere wichtige Eigenschaft von unabhéngigen Zufallsvariablen angeben
zu konnen, erinnern wir kurz an die Faltung von Maflen. Seien p und v Mafle auf
R?. Dann definiert die Faltung

<wwm@:/WA—wM@wi//M@+wwmmuw,Aesmﬁ

R4 R4 R4

ein weiteres Mafl auf R?. Diese Definition vertrigt sich mit der bekannten Definition
der Faltung zweier Funktionen f und g im folgenden Sinne. Wenn p und v Dichten
f und g beziiglich des Lebesgue-Mafles haben, so hat das Mafl u x v die Dichte
h = f % g, denn, wie man leicht nachrechnet, es gilt fiir beschrankte Funktionen
h:R?*— R

[ 1@ @) = [ 1o de.

Rd R4

Lemma 1.6 Fir unabhingige Zufallsvariablen X1, ..., Xy gilt

IPXI * IPXQ X ... *]PXN = IPX1+X2+.‘.+XN .

Beweis: Fiir M € B(R?) gilt
(IPXl*IPXz*---*IPXN)(M>:/---/ILM($1+$2+---+$N)IPX1---IPXN

/ /ILM (w1 + 22+ ... +on) Pixy, x0)

- ]PX1+X2+...+XN (M) .

Fiir zwei Funktionen f,g: Q = (0,1) — R gilt die Aussage f € L'(Q), g € L'(Q)
= (fg) € L*(Q) natiirlich im Allgemeinen nicht. Fiir unabhiingige Zufallsvariablen
ist ein solcher Schluss hingegen zuléssig und charakteristisch.

Lemma 1.7 Fiir unabhdngige reellwertige Zufallsvariablen Xq,..., Xy mit X; €
LY () Vi gelten

N N N

[[1x/e '@ und IE(HXi):HIE(Xi).

i=1 i=1 =1



Kapitel 1 Beta-Version vom 23. Mai 2006

Beweis: Es sei eine Funktion f : RY — R durch f(xq,...,2x5) = |v1| - ...« |z,]
definiert. Mit Hilfe des Satzes von Fubini5 schlieSen wir dann

N
E<H|Xi|> = /fﬂ)(xh...,xN) = /!%IPX dxz HE 1X,]) .
i=1

R

Also gilt [TY, |Xi| € L'(Q). Die zweite Aussage beweist man, indem man den obi-
gen Beweis wiederholt, nun aber die Betragsstriche fortlésst. [

Die eben bewiesene Aussage sagt viel {iber die Struktur unabhéngiger Zufallsvaria-
blen aus. Seien X und Y reellwertig und unabhéngig mit E(X) = 0. Dann gilt fiir
alle f: R - Rmit foY € LY(Q)

E(X(foY)) = E(X)E(foY) =0,
Das bedeutet, dass foY im L?-Sinn orthogonal zu X ist fiir alle zugelassenen f. Es
ist also gar nicht so einfach, eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen anzugeben.

Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1], B([0,1]), ') ist durch
o)

A =[0,1), A=[01), A=0HU, .., 4= J [

2k 2k+1>
on’  9n

eine Folge (Aj) unabhéngiger Ereignisse definiert. Die Folge (14,) ist eine Folge
unabhingiger Zufallsvariaben. Sehr héufig konstruiert man Folgen unabhéngiger
Zufallsvariablen, indem man Zufallsvariablen X : Q; — R¢ betrachtet und dann die
Folge auf dem unendlichen Poduktraum €2 = €24 x {25 x . .. definiert. Die erforderliche
Orthogonalitét gilt dann automatisch.

Lemma 1.8 Fiir unabhdngige reellwertige Zufallsvariablen Xy, ..., Xy mit X; €
L*(Q) Vi gilt

Beweis: Setze Y; = X, —E(X). Da dann die Y; unabhéngig sind und E(Y;) =0V j
gilt, folgt mit obigem Lemma E(Y;Y}) = 0 falls j # k. Somit kénnen wir schlieflen

N
Var(Xi + ...+ Xy) = E((Yi + ...+ Yy)?) = Y _ E(Y;Y3) Z]E (Y7,

jk=1

5Guido Fubini, 1879 (Venedig) - 1943 (New York City)

10
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woraus die Behauptung folgt. [

Wir beweisen nun ein Hilfsresultat, das sich in vielen Situationen als sehr niitzlich
erweisen wird.

Definition 1.9 Seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Ay) eine Folge
von Ereignissen. Dann bezeichnet man mit

"Ap 1.0 = limsup A, = ﬂ U A; = {w;w € Ay fir unendlich viele k}
k=00 k=1 j=k

das sogenannte “terminale Ereignis”.

Lemma 1.10 (Borel’>~-Cantelli’) Sei(Ay) eine Folge von Ereignissen in (Q, F, P).
Dann gilt

NE

(17) ]P(Ak> <0 = ]P(NAk i.O./l) =0.

>~
Il

1

Ist die Folge (Ax) unabhdingig, so gilt auch die Umkehrung, d.h.

(1.8) iIP(Ak):oo —  P("A, 0/ =1.
k=1

Dass (1.8) wirklich die Umkehrung von (1.7) ist, wird durch Lemma 1.25 klar.
Beweis: Die Folge B, = A; ist absteigend. Da P ein Ma$ ist, folgt nach Vor-
—k

]7
aussetzung fiir jedes k

P("Ax 0") = P((B) <P(|J4) <D P4)),

womit (1.7) folgt wegen > P(A;) — O fiir & — oo. Sei nun die Folge (Aj) un-
j=k
abhiingig &. Unter Verwendung der Voraussetzung und mehrfacher Komplementbil-

"Félix Edouard Justin Emile Borel, 1871 (Saint-Affrique)-1956 (Paris), Mitbegriinder der mo-
dernen Mafitheorie.

"Francesco Paolo Cantelli, 1875 (Palermo) - 1966 (Rom).

8Man kann die Annahme mit einem etwas aufwendigeren Beweis darauf reduzieren, dass die A,
nur paarweise unabhéngig sind.

11
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dung folgt
P(UJA) =1-P(((A)) =1 - [ P((40)) =1 - [] (1 - P(4v))
k>n k>n k>n k>n
>1—J[e "™ =1- e E 1,
k>n
was den Beweis abschliefit. ]

1.4 Die charakteristische Funktion

Definition 1.11 Sei Py die Verteilung einer Zufallsvariablen X : Q — R<. Dann
heifit die wie folgt definierte Abbildung px : R¢ — C

ox(X) = E(ei<y’X>) = /e“y’@]PX(dx)

R4

die "charakteristische Funktion” der Zufallsvariablen X bzw. der Verteilung Px.

Die obige Definition fiihrt u.a. dazu, dass man Funktionen Q@ — R, w — 1(w)

fiir M C €2 nicht, wie in der Analysis iiblich, als charakteristische Funktion sondern

eher als ”Indikatorfunktion” bezeichnet. Wir nennen solche Funktionen auch ”Stu-

fenfunktion”, da Funktionen der Form w — }_ ¢;1y,(w), ¢; € R, M; C Q, héufig
j=1

" Treppenfunktionen” heiflen.

Lemma 1.12 Seien X1, ..., Xy : Q — R? unabhingige Zufallsvariablen und Sy =
N

>~ X;. Dann gilt

j=1

o) =][ex,(v) VYyeR"

j=1

Bemerkung: Insbesondere gilt fiir unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen
N
X1,..., Xy : Q — R? die Gleichung ¢g, (y) = <¢X1(y)> Vy € R4

12
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N
Beweis: Da ¢g, (y) = E(exp(i(y, Sn)) = E( [ exp(i(y, X;))) gilt, folgt die Aus-
j=1

sage aufgrund der Unabhéngigkeit. [

Lemma 1.13 Sei X : Q — R eine reellwertige Zufallsvariable mit E(]X|*) < oo
fiir k € N. Dann gilt px € C*(R) mit

@ -
(1.9) dg;x(y) :/(ix)]e”y]})x(dx) VyeR, j=0,1,...,k.
R

Beweis: Wir beweisen die Aussage zuerst fiir k& = 1. Zunéchst zeigt man, dass fiir

ox(y+h)—px (y)
A

alle y € R der Grenzwert IlziH(l) existiert. Er existiert wegen

/ ¢ty (e”xh - 1) IPX(dx)‘

R

<1071 [ e llah] Px(da)]|
R

ox(y+h)—ox), |,

und dem Satz von der majorisierten Konvergenz. Setzt man (px)'(y) = [(iz)e™ Px(dx)
R

so sieht man, dass fir alle y € R }llin% Wz((px)’ (y) gilt. Die Funktion

y +— (px)(y) ist zudem stetig, was man durch eine weitere Anwendung des Satzes

der majorisierten Konvergenz beweist. Den gesamten Schluss iteriert man nun und

beweist so px € C*(R) und Gleichung (1.9) fiir k € N. ]

1.5 Gauflsche Zufallsvariablen

Definition 1.14 Fine Zufallsvariable X : Q — R heiffit "normal verteilt” oder
"Gaufsche Zufallsvariable” °, wenn fiir alle M € B(R)

]P(XEM)—]PX(M)—/<\/21T7eW>dy

mitm,o € R und o > 0 gilt. Die Verteilung Px wird in diesem Fall oft mit N'(m, o?)
bezeichnet und man schreibt: "X ist N'(m, o?)-verteilt” bzw. 7 X ~ N(m,0?)”. Im

Fallm = 0,0 =1 nennt man X 7standardisiert normal verteilt”.

13
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Dass die obige Definitionen sinnvoll sind, wird durch folgendes Lemma erlautert.

L —em)?

Lemma 1.15 Seienm,o € R mito > 0. Sei f : R — R durch f(z) = =€~ 27

definiert. Sei X ~ N(m,c?). Dann gilt

JECIEE

Der Beweis der drei Behauptungen beruht auf Standardtechniken wie der Substitu-
tion von Variablen und der Transformation auf Polarkoordinaten.

Lemma 1.16 Sei X ~ N(0,1). Dann gilt fir alle z > 0

2 2

T 1 . e
— ¢ 2 <P(X>2x2)<-—-
2+ 1.2r = P )—a: o2

Beweis: Wir beweisen zunéchst die Abschitzung nach oben. Es gilt

(o.¢]

1 —s2 1 1 _g27 00

P(X >z) < /f—eT == [ _]

TN 2m

woraus die gewiinschte Abschitzung folgt. Sei nun g : [0, 00) — R definiert durch
g(z) =z ? — (2 + 1) /6_82/2 ds.

Die Abschétzung nach unten ist bewiesen, wenn man gezeigt hat, dass g(z) < 0Vaz >

0 gilt. Zunéchst gelten ¢g(0) < 0 und lim g(x) = 0. Ausreichend ist demnach zu

zeigen ¢'(z) > 0 Vz > 0. Es gilt

oo 1 oo
J(z) = 2e~" 12 _ 2 / e ds = 233(—6*’”2/2 — /632/2 ds) )
x

9Carl Friedrich GauB, 1777 (Braunschweig) - 1855 (Gottingen), Mathematischer Universalge-
lehrter

14
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woraus die gewiinschte Ungleichung folgt, wenn man die bereits bewiesene Abschétzung
nach oben benutzt. [ |

Lemma 1.17 Fiir die charakteristische Funktion px einer N'(m, o?)-verteilten Zu-
fallsvariablen X gilt

px(y) =¢€
Wir betrachten nun mehrdimensionale Gaufische Zufallsvariablen.

Definition 1.18 FEine Zufallsvariable X : Q — R heifit "standardisiert normal
verteilt” bzw. “standardisierte Gaufische Zufallsvariable”, wenn unabhingige Zu-
fallsvariablen X; ~ N(0,1),i=1,...,d, existieren mit X (w) = (X1(w), ..., Xa(w))*
Vw € Q. Eine Zufallsvariable X : Q — RY heifit "normal verteilt” bzw. ”Gaufische
Zufallsvariable”, wenn es einen Vektor m € RY, eine d x n-Matriz A, n € N, und
eine standardisiert normal verteilte Zufallsvariable Y : Q — R™ gibt mit

X(w) =AY (w))+m Vwe Q.

Ist X : Q — R? eine GauBsche Zufallsvariable mit Cov(X) = S und E(X) = m,
so schreibt man X ~ N(m, S), wobei die Verteilung N(m,S) das BildmaB auf R¢
bezeichnet. Im Fall der obigen Definition gelten Cov(X) = AA" und E(X) = m.
Die d x d-Einheitsmatrix kiirzen wir mit I; ab und schreiben X ~ AN(0,1;) an
Stelle von X ~ AN(0,5) im Falle S = I;. Wie wir weiter unten sehen sind N(0, 1)

verteilte Zufallsvariablen genau die standardisiert normal verteilte Zufallsvariablen
X :Q— R4

Lemma 1.19 Seien © eine orthogonale d x d-Matriz und X ~ N(0, ;). Dann gilt
auch ©X ~ N(0, 1).

Beweis: Zunichst priift man nach, dass die Dichte von Px = N(0,1;) durch
z 2

f R = R, f(z) = We_% gegeben ist. Hierbei verwendet man die Un-

abhéngigkeit der einzelnen Komponenten von X. Mit Hilfe der Variablensubstituti-

on y = ©~ !z sieht man, dass die Dichte von Pgx ebenfalls durch f gegeben ist. Die

Aussage ist damit bewiesen. [

15
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Korollar 1.20 Seien X ~ N(0,0?), Y ~ N(0,02) unabhingig. Dann sind die bei-
den Zufallsvariablen X +Y und X —Y unabhingig mit Px.,y = Px_y = N(0,20?).

Beweis: Die Matrix M = % ( 1 : ] ) definiert eine orthogonale Abbildung
©: R? = R? mit O((z,y)") = %(1‘ +y,x — y)". Die Behauptung folgt mit Lemma
1.19. [

Das folgende Lemma rechtfertigt die Einschrinkung der Notation N (m, S) auf zwei
Parameter. Diese beiden reichen namlich aus, um normal verteilte Zufallsvariablen
festzulegen.

Lemma 1.21 Seien X,Y : Q — R? normal verteilte Zufallsvariablen mit E(X) =
E(Y) und Cov(X) = Cov(Y). Dann gilt Px = Py.

Beweis: Es ist ausreichend, den Fall E(X) = E(Y) zu betrachten. Es existieren
also eine Zufallsvariable X : @ — R™, eine d X n;-Matrix A, eine Zufallsvariable
Y : Q — R™ und eine d X ne-Matrix B mit

Xw)=AX(Ww)), Yw) =BYW) VYwe.

Sei k = max{ny, ny}. Durch Hinzufiigen von Nullen kénnen wir annehmen, dass die
Matrizen A, B beide k Spalten und d Zeilen haben und die X sowie Y Werte in R
annehmen. Seien nun V, und Vg die Vektorrdume, welche von den Zeilenvektoren
Aj, By, j=1,...,k, der Matrizen A und B aufgespannt werden. Wir wihlen [ € N
so, dass die Vektoren Ay, Ao, ..., A; eine Basis von Vy bilden. Wir definieren nun
eine Abbildung © : V4 — Vg durch O(4;) = B;, j = 1,...,1. Wir wollen zeigen,
dass © ein Isomorphismus ist. Zunéchst zeigen wir, dass © injektiv ist. Sei v € V4
mit O(v) = 0, d.h. es gilt

@(’UlAl + ... —|—U1Al) =0.

Sei nun v definiert durch v; = v; fir j=1,...,lund v; =0 fiir j =1+ 1,... k.
Dann bedeutet die obige Zeile v'B = 0, und es folgt

[0 Al = 0" AAD = v' BB = 0.

Also gilt v'A = 0, woraus wir v = 0 schlieBen. Die Abbildung © ist also injektiv, und
es gilt dimV, < dim Vi. Wenn wir die Rollen von A und B anfangs vertauschen,

16
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erhalten wir dim V4 > dim Vg, also ist © ein Isomorphismus.

Fiir alle v, w € Vy gilt auBerdem (v, w) = (A'v, Alw) = (B'v, B'w) = (©(v)*, O(w)?"),
also ist © auch eine orthogonale Abbildung von V4 nach Vz. Man setzt nun © wie
iiblich fort zu einer orthogonalen Abbildung © von R* nach R* , indem man das
orthogonale Komplement von V4 orthogonal auf das orthogonale Komplement von
Vp abbildet. Damit gilt nun

Xw)=AX(w)), YW =BYW)=A0OF(w)) VYweq.

und die Aussage folgt nach Lemma 1.19, da X ~ A(0, ;) und O(Y) ~ N(0,1;). m

Mit Hilfe von Lemma 1.21 kénnen wir A (0, I)-verteilte Zufallsvariablen mit stan-
dardisierten Gaufischen Zufallsvariablen identifizieren.

Korollar 1.22 Sei X : Q — R? N(m,S)-verteilt. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(i) Die Komponenten X, ..., X, sind unabhdngig.
(ii) S ist eine Diagonalmatriz.

(i1i) Die Komponenten Xy, ..., Xy sind paarweise unkorreliert, d.h. es gilt E(X;X;) =
R(X)E(X;) fiir 1 4 j.

Beweis: Die Schliisse (iii)—(ii) und (i)—(iii) gelten klarerweise. Der einzige beweis-
bediirftige Schluss ist (ii)—(i). Da man mit Hilfe von Lemma 1.21 1° eine Zufalls-
variable Y : Q — R mit Y ~ N (m, S) und unabhingigen Komponenten Y7, ..., Y,
konstruieren kann, muss ebenfalls X unabhéngige Komponenten haben. Denn zwei
vektorwertige Zufallsvariablen mit derselben Verteilung haben entweder beide un-
abhéngige Komponenten oder beide nicht. [

10Seien s?;j =1,...,d, die Eintrdge von S auf der Diagonalen. Sei Y : Q — R? GauBsch mit
unabhiingiggen Komponenten Vi, .. .,Y; und IE(XN/J) = %E(Xj), Var(f/) = I;. Dann gilt fir die
J

Zufallsvariable Y = (s1Y7, ..., s4Y4) einerseits E(Y) = E(X) und andererseits Cov(Y) = Cov(X).
Da Y Gauflsch ist, gilt nach Lemma 1.21, dass Y und X dieselbe Verteilung besitzen.
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1.6 Stochastische Prozesse

Definition 1.23 Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei I = [0,00),1 =
[0,b), I =[0,b] mitbe Ry oder I =N. Eine Familie von Zufallsvariablen {Xy;t €
I, X, : Q — R} nennt man “stochastischer Prozess”. Wir schreiben schlicht X
fiir einen stochastischen Prozess. Die Abbildung t — X(w) heift Pfad? , und in
diesem Sinne kann man ) als Raum der Pfade auffassen.

Seien X und Y zwei stochastische Prozesse auf ein und demselben Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F, P). Oftmals ist die Frage wichtig, wann man X und Y miteinander
identifizieren kann bzw. wann und in welchem Sinne sie gleich sind. Gerade wenn
man die Theorie des Lebesgue-Integrals verinnerlicht hat, ist man geneigt, die Be-
deutung dieser Frage bei stochastischen Prozessen zu unterschétzen.

Definition 1.24 (Identifikation von stochastischen Prozessen) .
1) Wenn fir alle N € N und reelle Zahlen 0 < t; <ty <t3...<ty, ty € I und alle
Mengen A € B(R?) gilt

P((Xty, Xigs oo, Xiy) € A) = P((Yay, Yy, ..., Vi) € A),

so sagt man: "X und Y haben dieselben endlich-dimensionalen Verteilungen”.
2) X und Y heiflen ”Modifikationen” voneinander, wenn fir alle t € I

3) X und Y heiffen "ununterscheidbar”, falls

P(X,=Y,Vtel)=1.

Wenn X und Y ununterscheidbar sind, so sind sie trivialerweise Modifikationen von-
einander. Wenn sie Modifikationen voneinander sind, so haben sie dieselben endlich-
dimensionalen Verteilungen. Folgendes Beispiel illustiert, dass letztere Eigenschaft
nicht die anderen impliziert.

Sei X ein stochastischer Prozess auf (Q, F,P) und dem Zeitintervall I = [0, 1]. Sei
T : Q — [0,1] eine Zufallsvariable. Wir stellen uns 7" als Wecker vor, der jedem

1Die Schreibweise X; fiir einen stochastischen Prozess ist weit verbreitet und genauso gut bzw.
schlecht wie die Verwendung von f(z) fiir eine Funktion f: R — R.
12Man kann auch den Graphen {(t, X;(w));t > 0} als Pfad bezeichnen.
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Pfad einen Uhrzeit zuweist. Definiere nun einen neuen stochastischen Prozess Y auf
(Q, F,P) durch

Y(w) _ Xt(w) 7t 7é T<w) )
' 0 t=T(w).

Dann besitzen X und Y dieselben endlich-dimensionalen Verteilungen, sind aber
nicht ununterscheidbar. Wenn fast alle Pfade von X stetig und nicht trivial sind, so
sind fast alle Pfade von Y unstetig. So etwas kann bei ununterscheidbaren Prozes-
sen natiirlich nicht auftreten. Wenn man im obigen Beispiel annimmt, dass T eine
Verteilung mit einer stetigen Dichte hat, so sind X und Y Modifikationen, denn
P(X,=Y,)=P(T #t)=1Vt.

1.7 Ein Beispiel

1.A  Anhang 1: Weitere Resultate

Eine Richtung in Lemma 1.10 wird noch besser verstédndlich, wenn man folgendes
grundlegendes Resultat kennt.

Lemma 1.25 (Null-Eins-Gesetz von E. Borel) Sei (Ay) eine Folge paarweise
unabhdngiger Ereignisse in F. Dann gilt

P(Ay i.0.) =1 oder P(Ag i.0.) =0.

In spéteren Versionen zu ergénzen: Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion.

1.B  Anhang 2: Folgen unabhingiger Zufallsvariablen und
Grenzwertsitze

In spéteren Versionen zu ergénzen: Sétze iiber die Konvergenz von Verteilungen,
siehe das Buch von Dudley.

Lemma 1.26 (Lévy) Sei (X,,), eine Folge unabhdingiger Zufallsvariablen. Dann
sind die folgen Aussagen dquivalent:
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1. > X, konvergiert P-fast sicher.

n=1
2. > X, konvergiert dem Maf nach.
n=1

o0
3. > X, konvergiert der Verteilung nach, d.h. die Verteilung p, =P kon-
n=1 Z X'n
n=1
vergiert gegen ein MafS u fiir k — oo.
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