1 Ubersicht iiber Approximationssysteme
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Die Approximationstheorie beschéftigt sich damit, Daten bzw. mathematische Objekte in Form
von explizit gegebenen Vektoren oder Funktionen zu approximieren. Als Anwendung kann man
implizit gegebene Funktionen approximieren, z.B. als Losung von Gleichungen bzw. Differen-
tialgleichungen oder als Integrale. Dies fiihrt aber auf weitere Gebiete, wie z.B. Theorie und
Numerik von Differentialgleichungen, Numerische Integration.

Die Aufgaben der Approximationstheorie werden am besten verdeutlicht durch das Problem der
besten Approximation. Dies ist die folgende Fragestellung:

Gegeben sei ein linearer normierter Raum X (in Zukunft abgekiirzt zu LNR X') und eine nicht-
leere Teilmenge M von X. Zu einem gegebenem Element f € X bestimme man

1 dist(f; M)x = inf ||f —

(1 ist(f5M)x = inf | ~ gllx
Wir bezeichnen ein Element gy € M als beste Approzimation zu f aus M, falls gilt
2 dist(f; M)x = inf || f —

(2) ist(f; M)x = inf [|f = gollx

Die Menge aller besten Approximationen zu f € X aus M wird mit Pysf bezeichnet. Dadurch
wird eine i. A. mengenwertige Abbildung Py : f € X — Py f € 2™ = Potenzmenge von
M (= Menge aller Teilmengen von M) definiert, die als metrische Projektion von X auf M
bezeichnet wird.

Eine Variante - die vor allem bei der Wahl von nichtlinearen Mengen M wichtig wird - ist
der Begriff der lokal besten Approximation zu f aus M. Ein Element g1 € M wird als solche
bezeichnet, falls eine Kugel B(g1;7) :={g € X : ||g1 — g|| < r} mit Radius r > 0 um g; existiert,
so dass

(3) If — gull = dist(f; M 0 B(gy; ) x

Diese Probleme werden nun fiir alle moglichen Vorgaben von X, f und M betrachtet, wobei
zunéichst interessieren der qualitative Aspekt interessiert, d.h. die Frage nach Existenz, Eindeu-
tigkeit (bzw. lokaler Eindeutigkeit) und Charakterisierung von Elementen bester Approximation.
Letztere Fragestellung ist besonders wichtig, da erst sie zu praktischen Verfahren zur Berechnung
einer besten Approximation fiihrt.

Ein anderer zentraler Aspekt ist der quantitative, wo man die GréBe von dist(f; M) x in Abhéngig-
keit von den Eigenschaften von f, X und M untersucht. Insbesondere méchte man eine Folge
von Untermengen {M,}5° ; mit M,, C M4+ finden, deren Vereinigung dicht in einem LNR X
ist, d.h. fiir die

(4) nh_}ngo dist(f; My)x =0, VieX

gilt. Eine typische solche Aussage liefert der berithmte Satz von Weierstrass (1885), nach dem
jede Funktion aus C|a, b] (=Menge der stetigen rellwertigen Funktionen auf einem beschrinkten
Intervall [a,b]) beliebig gut durch algebraische oder trigonometrische Polynome gleichmissig
approximiert werden kann. Neben der Frage nach der Konvergenz kann man hier auch genauer
nach die Giite oder Approximationsrate untersuchen, d.h. wie schnell die Folgen in (4) gegen
null streben. Dies ist der Inhalt der ebenfalls sehr bekannten Sétze von D. Jackson 1911 und von
S.N. Bernstein 1912. Die quantitative Approzimationstheorie verallgemeinert diese Aussagen auf



die verschiedensten Approximationsverfahren. Sie wird in spéteren Kapiteln behandelt und ist
von grofler Bedeutung, da es oft zu schwierig oder zu aufwendig wird, die beste Approximation
zu berechnen. Insbesondere trifft dies auf die beste Approximation von Funktionen mehrerer
Variablen zu. Dann ist es notwendig, zu einfacheren Approximationsprozessen iiberzugehen, die
sich quantitativ aber ,fast “ wie die beste Approximation verhalten. Solche Verfahren, z. B. die
Interpolation, sind in der Regel linear in f.

Es folgt eine Ubersicht der wichtigsten Typen von Funktionen, die in der Theorie der besten Ap-
proximation betrachtet werden. Am einfachsten und verbreitesten ist die Approximation durch
lineare Teilrdume. Dies wird als lineare Approximationstheorie bezeichnet. Darunter fallen:

1.1 Approximation durch Polynome

Die einfachsten Teilrdume von X = Cla, b] sind
(5) I, = {g(a:) D g(x) =ao+ a1z + ... + apa®, aj,xelR}

Es bezeichnet also IT, = IIx(IR) die Menge der reellwertigen Polynome einer reellen Variablen
vom Grad <k (k=0,1,2,...).

Eine grundsétzlich andere Angelegenheit ist die Approximation mit Polynomen einer komplexen
Variablen auf einem Gebiet der komplexen Ebene. Dies fiihrt zur Approximationstheorie im
Komplexen, die in dieser Vorlesung nicht betrachtet wird. Der Leser sei zur Einfithrung auf die
Biicher von D. Gaier(1987) und J. L. Walsh (1956) verwiesen.

1.2 Approximation mit trigonometrischen Polynomen

Wir definieren als Teilrdume von X = C*[a, bjJ= Menge der 2m-periodischen, stetigen reell(komplex)-
wertigen Funktionen

k
(6) b= {g(x) s g(x) =ao+ Z lajcos jo + bjsinjz] , aj,bj,z € ]R}
j=1
Eine dquivalente Darstellung liefert die komplexe Schreibweise

k
(7) T} = {g(:v): g(x) =+ Z cje” , ¢; €C, ¢j =5, xG]R}
j=—Fk

Mit der Euler-Formel ergibt sich konkret c4; = (a; £ib;)/2, 1<j <k, cy= ao.
Der Zusammenhang mit gewohnlichen Polynomen ergibt sich durch die Substitution der Varia-
blen x = cos t. Genauer gilt

g(z) €Il < g*(t) :=g(cos t) € II* :== {g(:r) 2g(z) = Z?:o ajcosjr, aj,x € ]R}.
Weierstrass bewies wie bereits bemerkt, dass die Menge aller trigonometrischen Polynome dicht

in C*[—m, 7] ist. Eine sehr wichtige Folgerung daraus ist, dass die Fourier-Reihe von f €
C*[—m, w] im quadratischen Mittel gegen f konvergiert, d.h.

™

k
g,[—ﬂ,ﬂ'] = lim |f(x) - Z Cj 6”1‘2 dr = 0.

k—oo ) =k

k
®)  Jm @) - Y et

i=—k




1.3 Approximation mit verallgemeinerten Exponentialsummen

Zu einem gegebenen , Satz von Frequenzen“ X := {\;} le mit paarweise verschiedenen \; und
einer Folge 7:= {r;} le von natiirlichen Zahlen definieren wir

E (X, F) = {g(x) :g(x) = zp:pj(x)e/\ﬂ , pj(x) € I, , 1<5< p}
j=1

Im Falle r; = 0, 1 < j < p sprechen wir von Ezponentialsummen mit einfachen Frequenzen.
Durch die Substitution ¢ = exp £ kommen wir dann zur Approximation mit

Span{t*, ... t*}

Dieser Approximationstyp wird als Miintz- Approximation bezeichnet. Wir gehen nicht darauf
ein, er hat aber in der Literatur gewisse Beachtung gefunden, siehe das Buch von Cheney 1966,
86.2. Beziiglich neuerer Fortschritte auf diesem Gebiet sei auf den Artikel von M. v. Golitschek
im Tagungsband “Approximationstheorie V¢ (Chui-Schumaker-Ward eds.), Acad. Press 1986
verwiesen.

Eine andere Erweiterung der Polynomapproximation bildet die

1.4 Approximation mit (polynomialen) Spline-Funktionen k-ter Ordnung
Gegeben sei ein Intervall (a, b) (endlich, halbendlich oder gleich IR) sowie eine Zerlegung

(9) A={a=ty<t; <...tp <thy1 =b} mit Knoten ty...t, .
Jedem Knoten ¢; sei eine Vielfachheit z;, 1 < z; < k+1 zugeordnet mit Z := (z1,..., z,). Setze
i) s(2)|,t00) € , 0<i<n

S(k,A,Z) =< s(x) :
i) s (=) =sW(t+) , 0<v<k—z , 1<i<n

Die Elemente dieser Menge werden als Splines vom Grad k (bzw. der Ordnung k+1) mit Knoten
t1, -, t, und Glattheit C*~1=% an der Stelle t; bezeichnet. Als Splines im eigentlichen Sinne
bzw. im klassischen Sinne werden solche mit einfachen Knoten, d. h. z; = 1, bezeichnet. Es sind
dies die glattest moglichen nichttrivialen Splines, sie liegen in C*~!(IR). Ein anderer Grenzfall
liegt vor, wenn z; = k + 1 gilt. Dann ist C~}(IR) als Lo, (IR) zu verstehen, speziell sind Spline-
Funktionen erster Ordnung stiickweise konstante Funktionen. Im Ubrigen sind Splines in den
Knoten immer durch rechtsseitige Stetigkeit definiert.

Polynomiale Spline-Funktionen sind die allgemeinsten Funktionen, die allein mittels Additi-
on und Multiplikation berechnet werden kéonnen und daher evidenterweise fiir die Praxis von
grofftem Interesse. Verallgemeinerte Spline- Funktionen sind Funktionen, die stiickweise im Null-
raum eines linearen Differentialoperators fester Ordnung liegen, z. B. stiickweise trigonometrische
Polynome oder Exponentialsummen. Dazu wird auf die umfangreiche Spezialliteratur, speziell
auf L. L. Schumaker ,,Spline Functions. Basic Theory*“ (Wiley 1981) verwiesen.

Zur quantitativen Approximation werden bei Splines Folgen von Zerlegungen in (9) betrachtet,
z.B. Partitionen Ay, := {t; = a+i-h,0 <i < n+ 1} mit dquidistant verteilten Knoten ¢; der
" Gitterweite” h := (b — a)/n. Fiir diese - nach I.J.Schoenberg als Cardinal Splines bezeichnet -
existiert eine besonders reichhaltige und elegante Theorie.



Eine in den meisten Lehrbiichern iiber Approximationstheorie nicht behandelte Approximati-
onsart, die in der mathematischen Theorie der Signalverarbeitung gebraucht wird, ist die
1.5 Approximation mit bandbegrenzten Funktionen

Es seien L, (—00,00),1 < p < oo die iiblichen Lebesgue-Réume reellwertiger Funktionen und
S = S(R) der Raum der rasch abfallenden, unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf
(—o00,00). Es sei auf S die Fouriertransformation erklért durch

(10) F(f)(v)

~ 1 0 .
fw):= Ton /_OO f(x)exp —ivz dz

Damit definieren wir fiir 1 < p < oo, 0 >0

(11) By, = {g € L, (—o00,00) : /

—00

o0

g(@)p(r)de=0 VeeS mitp(r)=0,|z| Sa}

Wir bezeichnen B, , als Menge der Funktionen in L, (—o00, 00) mit Bandbreite . Um die Moti-
vation dafiir zu erkennen betrachten wir den Fall p = 2 und benutzen folgende Hilfsmittel aus
der Fourieranalysis (ausfithrliche Beweise findet man in jedem Buch iiber Fourieranalysis):

1. Der Raum § ist dicht in L, (—o0,00), 1 < p < oo.

2. Es gilt fiir f,g € Ly (—00,00) die Plancherel-Formel

| F@g@de= [~ s@ie) dv

3. Die Fouriertransformation ist auf & wohl definiert und bildet & auf ganz S ab.

4. Die Umkehrtransformation der Fouriertransformation ist auf S gegeben durch

(12) o(z) = \/12? /o:o @ (v) expive dv

Aus Eigenschaft 3. folgt, dass das Integral in (11) fiir alle 1 < p < oo existiert, also B, , wohl
definiert ist. Im Falle p = 2 ist die Plancherel-Formel anwendbar und liefert

0:/ g (z) p(x) dz Ve e S mit p(z) =0 fiir |z| <o

Da S nach Eigenschaft 1. dicht in Lo (—00,00) liegt, kann man daraus schliefen, dass
82,0 = {g € L2 (—O0,00) : |§(’U)| =0 f.i. ) |U| > J}

Dies gilt auch fiir 1 < p < 2, denn die Plancherel-Formel gilt auch dann noch. Da physikalisch
gesehen die Fouriertransformation zu einem ,,Zeitsignal“ (mit Variable x) seine Darstellung im
»Frequenzbereich® (mit Variable v) liefert, bedeutet dies, dass Elemente von B, , ihren Frequenz-
bereich in (—o, o) haben. Man spricht dann von der (Frequenz)-Bandbreite o. Im Falle p > 2 ist
diese Interpretation nur im ,distributionentheoretischen* Sinne giiltig, da die Fouriertransfor-
mation dann statt auf S nur noch in diesem Sinne definiert werden kann. Die obige Definition
des Raumes B, , beriicksichtigt dies bereits. Daher besteht auch dann eine bemerkenswerte
Verbindung zu den trigonometrischen Polynomen:



Lemma 1.1 Die Menge der 2m-periodischen Funktionen in B, , ist gleich der Menge der tri-
gonometrischen Polynome vom Grad < [o|= grifite ganze Zahl < o.

BEWEIS: Man kann mit Hilfe der Umkehrformel (12) verhéltnisméBig leicht zeigen, dass f € By o
stetig ist. Ist f auflerdem 27-periodisch, so gilt fiir ¢ € S aufgrund von Eigenschaft 3.

00 e 27 2T
13) [ @@ de= 3 [T f@e@+2mk) de= [ fa)i) da
—© k=—00

wobel ¢ (z) ==Y 7o @ (x + 27k) stetige und 27m-periodisch ist. Fiir sie gilt
N 1 21 s

.. 1 27 ..
- —ijx — -~ —ij(z+27k)
vlj] o Y(z)e V" dx 5 /0 k:E_OO o (z+2mk)e dx

= o | e@edn = o)/ VR

wobei wir zuletzt die Umkehrformel (12) der Fouriertransformation benutzt haben.
Mit dem aus der Theorie der Fourierreihen bekannten Satz, dass die gleichméflig konvergente
Fourierreihe einer Funktion (hier ¢) die Funktion selbst darstellt erhalten wir

)= D p(=je ™ =" @o(=j)e 7", wenn p(z) = 0 fiir |z| <o
j=—00 |j|>o

Nach Einsetzen in (13) erhalten wir, da Summe und Integral vertauschbar sind, 1t. Definition
von f € By,

oo ~
(14) 0= [ f@p@di= Y w(-DFl),  Vees

- i[>0
Daraus folgt sofort f[j] = 0 fiir |j| > o und damit aus der Theorie der Fourierreihen, dass f
ein trigonometrisches Polynom vom Grad < [o] ist. Umgekehrt folgt aber mittels (14), dass ein
trigonometrisches Polynom f von diesem Grad in B, liegen muss. a

Zu erwéhnen ist noch eine dquivalente Charakterisierung des Raumes B, , als Raum der Funk-
tionen vom exponentiellen Typ o in L, (IR). Dies sind diejenigen Funktionen f in L, (IR), die eine
analytische Fortsetzung in der ganzen komplexen Ebene haben, fiir die die Wachstumsbedingung

(15) |f(z)] < Cexpollmz|, ze€C

gilt ( Der Beweis ist ziemlich tiefliegend, s. ,,W.Rudin Analysis 1973 “, Kapitel 7).

1.6 Translationsinvariante Riume und Wavelets

Ein Grundgedanke der Approximationstheorie besteht darin, einen gegebenen Banach-Raum
X bzw. seine Elemente durch eine Skala von Unterrdumen zu approximieren. FEine Multi-
Resolution-Analysis (MRA) ist eine spezielle solche Skala mit folgenden Eigenschaften:

(A1) VovcVvicWVeCc---CV,CX

(A2) =1 V; liegt dicht in X.



(A3) Vj ist ein Unterraum von X = Lo(R?), der durch Translate einer Funktion ¢ € C(R%) N
Ly(R%) erzeugt wird in dem Sinne, da8 fiir jedes f € Vj im Sinne der Lo—Norm gilt

fl@) =Y arpop(x) = > axd(x—Fk)

kezd kezd
mit {ax}peza in l2(Z%), d.h. 3 |ag|? < oo.

(A4) Die Translate {¢(z — k)},cza bilden eine Riesz-Basis, d. h. es besteht eine stetige lineare
und bijektive Abbildung von Vj auf lo(Z%), d.h. sie ist Iy-stabil.

(A5)  fla)eV; < f(2) € V.

Diese Axiome wurden 1989 von S. Mallat aufgestellt, um einen Rahmen fiir die Konstruktion
von Wavelets zu geben.

Die Axiome (A1) und (A2) besagen, dafi die Unterrdume V; hierarchisch angeordnet sind und
Element von X durch Folgen aus den V; beliebig gut approximiert werden kann. Die Wichtigkeit
dieser Eigenschaften wurde schon unter (4) betont.

Die Axiome (A3)und (A4) bilden die Grundlage der ”Theorie der translationsinvarianten
Réume”. A3 impliziert namlich, daf§ mit f(z) € Vj auch jedes f(z + «) in Vj fiir a € Z¢ liegt.
Es gibt zahlreiche Beispiele von solchen Approximationssystemen: Sinc- Funktionen, Spline-
Funktionen (=Cardinal Splines), Radial-Basis functions.

Die eigentliche Wavelet-Theorie beginnt mit Axiom(A5). Man méchte eine erzeugende Funk-
tion ¢ fiir den Raum Vj finden, d.h. im Falle d = 1 soll jedes f € Vj als Linearkombination von
ganzzahligen Translaten von ¢ dargestellt werden konnen. Axiom(Ab5) zeigt dann zusammen
mit Axiom(A1), dass es eine Folge {hj}rez € l2(Z) gibt mit

(16) p(x) =Y hp 62z —k), xR

keZ

Diese Gleichung wird Verfeinerungsgleichung oder Skalierungs-Gleichung fiir ¢ genannt.
Sie liefert eine Funktionalgleichung fiir ¢(z) und damit den Weg zur Konstruktion: man startet
mit gegebenen Koeflizienten {hy},cz4, der sogenannten Maske und zeigt die Existenz einer
Losung ¢ von(43). Die Erzeugenden der Skala der Réume V; ergeben sich dann direkt durch die
Dilatationsskala {277 }52 nach Axiom A5.

Die zu den Wavelets fithrende Idee besteht darin, die Maske so zu wihlen, dass die Basis fiir 1}
aus Translaten von ¢ orthogonal ist und ferner Basen fiir V; mit Hilfe einer Orthogonal-Zerlegung
zu einer solchen in Vj,1 ergdnzen. Diese Idee wird prézisiert durch die Zerlegung

(17) ‘/}‘+1:‘/3’@Wj, WjJ_V}, 3=0,1,...

wobei W; das orthogonale Komplement in V1 von Vj ist. Man kann sich {iberlegen, dass W;
wie in Axiom A5 durch j— fache Dilation aus dem Raum Wj hervorgeht, der analog zu 1} eine
Erzeugende 1) besitzt. Diese Funktion € Ly(IR) heisst dann Wavelet und geniigt ebenfalls einer
Skalierungsgleichung wie ¢ in (43). IThre Translate sind paarweise zueinander orthogonal sowohl
in Bezug auf die Translation als auch die Dilatation. Dies liefert sehr effektive (Zerlegungs-
und Rekonstruktions)Algorithmen fiir die sogenannte Wavelet- Transformation, die bei der An-
wendung in der Signal- und Bildverarbeitung der klasischen Methode der schnellen diskreten
Fourier-Transformation mittlerweile den Rang abgelaufen hat. Fin weiterer Grund dafiir ist,



dass man Wavelets mit denselben vorteilhaften lokalen Eigenschaften wie Splinefunktionen kon-
struieren kann. Dies geschieht durch Abschwichung der Orthogonalitéit (44) durch Biorthogo-
nalitdt zu einer zweiten dualen MRA. Es gibt sehr viel Literatur dazu, z.B. die umfangreiche
Ubersichtsarbeit von A.Cohen in ”Handbook of Numerical Analysis” (P.G. Ciarlet-J.1.Lions Eds.,
Elsevier 2000, 417-711.

1.7 Multivariate Approximationssysteme

Zu allen bisher betrachteten Approximationstypen bzw. Approximationssystemen gibt es mul-
tivariate Analoga. Die einfachste Moglichkeit, sie zu konstruieren, bieten Tensorprodukte dieser
Approzimationssysteme. Das sind Rdume von Funktionen mehrerer Variablen, die bei Restrik-
tion auf jeweils eine Variable Elemente aus einem der in 1-6 auftretenden Raume sind. Konkret
seien lineare Teilriume M® i =1,--- d von X = C[a,b] = mit Basen {gj }7L1 gegeben. Dann
definiere z.B. fiir d = 2

(18) MW@ M® = {geC(a,b) : g(wr,x2): Zz%%@ ) al) g2 (x2),

’Ll l’Ld 1

wobei a(j ) € R. Analog kann man Tensorproduktriume M) ® ... ® M@ der Dimension d
deﬁmeren Fiir viele Zwecke ist diese Approximation durch Tensorproduktraume jedoch nicht
flexibel genug. Jedoch kann bei der Approximation durch Polynome in mehreren Variablen
der ,,Grad“ in verschiedener Weise definiert werden. Bei Gebieten von der Form von Simplizes
(Dreiecke im Fall des IR?) sind Tensorprodukte von Polynomriumen ungeeignet, man arbeitet
dann besser mit Polynomen von einem festen ,totalen Grad“, das sind Funktionen der Form

(19) M (RY) = {g € C[a,b]?) : glx1,---,xq) := Z anz”, ae € R},
|or| <k

wobei wir die sogenannte Multiindexschreibweise (a; € ZT) beniitzen:

Ao = Aoy eays Q] =01 4 -+ + ag, z® =y

Bei Approximation auf der Kugeloberfliche oder allgemeiner auf der Einheitssphiire des IR?
arbeitet man mit sphérischen Polynomen (siehe dazu M. Reimer ” Constructive Theory of
Multivariate Functions”, Mannheim 1990).

Wir kénnen im Rahmen dieser Vorlesung ebenso wenig darauf eingehen wie auf die Verall-
gemeinerung der Spline-Réume in Abschnitt 1.4 auf mehrere Variable. Neben der seit langem
existierenden Theorie der Finiten Elemente (siehe z. B. ,, The Finite Element Method for Elliptic
Problems® von P. G. Ciarlet 1978) wéren hier noch die neueren Entwicklungen der multivariaten
Spline-Theorie zu nennen, wie simpliziale Splines, Box-Splines und ,radial basis functions®.

Damit sind kurz die wichtigsten Zweige der linearen multivariaten Approximationstheorie an-
gesprochen. Eine qualitative Theorie der besten Approximation existiert dort aber (wie spéter
verstandlich werden wird) bis auf den Hilbertraumfall nur in Ansétzen, z.B. bei der besten
Approximation durch harmonische Funktionen im L..- und L;- Fall.

Als néchster Approximationstyp ist zu erwéhnen die

1.8 Approximation durch konvexe Teilmengen

Hierunter fillt vor allem die Approximation mit linearen Teilrdumen M = Span{p;}/ ;, deren
Elemente Nebenbedingungen erfiillen sollen. Beispiele sind



L MY ={peM: o=3" ap;, a; >0}
2. MNC,, Cp:={p(x): ¢ € L. (R), () >0}
3. MNCp,, Cu:={¢(): ¢ € Lo (R), ¢ monoton wachsend}
Analog definiert man die Approximation durch monoton fallende Funktionen.
4. MNC., Cec:={p(x): ¢ € L1 (R), ¢ konvex}
Analog wird die Approximation durch konkave Funktionen definiert.
5. Einseitige Approximation: f € L; (a,b) wird approximiert durch

My :={pe MnNLi(ab): p(x)< f(zx) f.i. in (a,b)}

Analog definiert man einseitige Approximation von oben.

Andere Approximationstypen mit Nebenbedingungen sind co-monotone Approximationen (Mo-
notonieverhalten wie die zu approximierende Funktion) oder auch etwas ausgefallenere wie die
Approximation mit ganzzahligen Koeffizienten (analog zu 1).

Zum Schluss fithren wir die wichtigsten Beispiele fiir die Approximation mit echten (d.h. nicht
konvexen) nichtlinearen Teilmengen auf.
1.9 Approximation mit (verallgemeinerten) rationalen Funktionen

Es seien = {¢;}2;, 15 = {¢;}/L, Systeme von linear unabhéngigen und reellwertigen Funk-
tionen auf einem Intervall [a,b] C IR. Dann definiert man

20 R (50) = { D et [ Shwi) + anbi e R Yo > o)
=1 =1 j=1

Im Fall, dass Span{y;} = II,, und Span{v;} = II, gilt, liegen die gewohnlichen rationalen
Funktionen vor. Ein anderes Beispiel bildet der Fall Span{¢;} = II,, Span{t;} = I} mit den
trigonometrischen Polynomen aus 1.2.

1.10 Approximation mit Exponentialsummen (variable Frequenzen)

Fiir N € N fest definiere als Spezialfall von Abschnitt 3
. N
(21) &0 (/\> = {g(l‘) : g(x) = Zaj exp)\ja: s aj,)\j ER, M<Xh<...< /\N}
j=1

Gegeniiber 1.3 fassen wir jetzt die Frequenzen \; als zusétzliche nichtlineare Parameter auf. Fiir
Approximationszwecke betrachtet man dann die abgeschlossenen Mengen

(22) En ::U{g (X.7) : ij(urj) < N}

Jj=1

wobei 7; = gradp; den Grad der dort auftretenden Polynome p; bezeichnet.



1.11 Approximation mit Spline-Funktionen (variable Knoten)

Mit den in Abschnitt 1.4 eingefiihrten Rdumen S(k, A, Z) definieren wir

(23) S (k,N) ::U{S: #AzézigN}

Hier ist also im Gegensatz zu Abschnitt 1.4 die Zerlegung A nicht fest vorgegeben, sondern nur
die Anzahl ihrer Knoten (einschlieBlich Vielfachheit).

Allgemeiner kann man (nach Hobby-Rice 1967) sogenannte -Polynome betrachten, die die Bei-
spiele in den Abschnitten 1.10,1.11 umfassen, sowie die Approximation mit rationalen Funktio-
nen. Weitere Beispiele fiir Approximation mit nichtlinearen Teilmengen sind die Approximation
mit Summen von Gaup-Kernen exp Az — )% mit den nichtlinearen Parametern A, o im Kern
und stiickweisen polynomialen FunKtionen mit variablen Knoten und Graden (dies fithrt zur
sogenannten h-p Finite-Element-Methode).

Diese Ubersicht ist noch nicht vollstéindig, da einige moderne Entwicklungen fehlen, wie z.B. die
Approximation von Kurven und Fléchen mit parametrisierten Splines. Interessant ist auch die
mathematische Theorie der neuronalen Netze, wo in Ansatzfunktionen, z.B. den sogenannten
sigmoidal functions fn(x) = Y i g cep(ar - © + by) + co die Parameter a € R und ¢y, by,
adaptiv ermittelt werden. Hier besteht eine Verbindung zu dem Gebiet der hochdimensionalen
Approzximation, das durch die Entwicklung leistungsfahigerer Rechner aktuell geworden ist.

Zur Abrundung der Theorie der besten Approximation sind noch folgende allgemeine Bemer-
kungen von Bedeutung:

Eine ausgezeichnete Rolle spielt die beste Approximation in Hilbert-Rdumen durch lineare Un-
terrdume M, die durch die sogenannte Orthogonalprojektion beschrieben wird. Daher ist sie dort
linear in f und deshalb besonders einfach zu berechnen.

Einen wichtigen theoretischen Aspekt behandelt die Theorie der Kolmogoroff-Durchmesser und
der damit verwandten Approzimationszahlen. Statt bester Approximation zu einem f € X aus
einem gegebenen linearen Approximationsraum M wird hier weitergehend nach einem Appro-
ximationsraum gefragt, der beziiglich einer kompakten Teilmenge von X optimale Approxima-
tionsgiite liefert. Eine ausfiihrliche Darstellung dieses interessanten Gebietes findet man in dem
Buch von A.Pinkus(1986). In dem Uberblick von Tichomirov (1980) wird von diesem Standpunkt
aus die ganze Approximationstheorie betrachtet. Der Schwerpunkt liegt dabei auf Ergebnissen
quantitativer Art, darunter den schon erwihnten Sitzen von Jackson und Bernstein.

Ein verwandtes Gebiet bildet die Theorie des ,,Optimal Recovery* wo nach optimalen Appro-
ximationsprozeduren mit vorgegebener , Information® gefragt wird (s. C.A. Micchelli/T.Rivlin
1977).



2 Beste Approximation im (Prid) Hilbertraum

Besonders einfach ist die Theorie der besten Approximation in (Pra)Hilbertraumen. Ein grund-
legender Satz lautet

Satz 2.1 a) Es sei M eine konvexe Teilmege eines Préihilberraums (iber C) mit dem Skalar-
produkt (x,y) fir x,y € X. Dann ist g~ beste Approximation zu f € X aus M genau dann
wenn,

(24) Re(f —g%9"—9) <0 ,Vge M.

b) Ist M ausserdem abgeschlossen, so gibt es genau ein Element bester Approzimation.

c) Ist M ein abgeschlossener linearer Teilraum eines Prdhilbertraumes X, so existiert zu jedem
f € X genau ein Element g* = Py f bester Approzimation zu f. Es gilt

(25) (f~Pufg)=0 ,YgeM.

Der Operator Py der metrischen Projektion (vergl. Einleitung) ist hier ein linearer Projektor
von X auf M mit Norm 1 und heisst Orthogonalprojektion von X auf M.

Es gibt Veranschaulichungen der besten Approximation aus konvexen Mengen im Hilbert-Raum,
die den Begriff der Orthogonalprojektion erweitern. Sie benutzen die Begriffe Kegel bzw. dualer
Kegel, siehe z.B. den Artikel von Chui-Deutsch-Ward (Constructive Approximation 6 (1990).

Im Fall endlich-dimensionaler M kann die beste Approximation konkret durch ein lineares Glei-
chungssystem berechnet werden.

Korollar 2.1 Es sei M = span {¢;}_, mit ¢; € X = ein Prahilbertraum. Die beste Approxi-
mation Py f zu einem f € X hat die Darstellung Par(f) = Y11 Ni(f) s, wobei die Koeffizienten

Ai = A\i(f) Léosung des Gramschen Gleichungssystems sind

n

(26) Z)\i(ﬁbi,%) = (f, ¢5) 1< <n.

=1

Die zugehérige Gramsche Matrix hermitesch und positiv definit, falls die {¢;}_, ein linear
unabhdngiges System bilden. Dariiber hinaus gilt die Gramsche Formel

(27) 1f = Pr(DI? = C(o1,-,dn, )/ G (01, 6n).
Hierbei ist G(¢1, ..., ¢n) als Matriz (¢;, ¢n)f 1 erklirt und G(¢1, ..., ¢n, f) entsprechend.

Ein besonders einfacher Spezialfall dieses Korollars ergibt sich, wenn die Basis {¢;};; fir M
als orthonomiert angenommen wird, d.h. (¢;, ¢;) = 6; ; fir 1 <4, j < n. Dann ist die Gramsche
Matrix die Identitéit, und es gilt A\; = (f, ¢;), also

Korollar 2.2 Besitzt M die obige orthonormierte Basis, so ist die beste Approzimation Py (f)
gegeben durch

n

(28) Py (f) = Z(f, i)pi, mit (f,¢i) = i-ter Fourier-Koeffizient

=1
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Man kann diesen Fall auch fiir unendlich-dimensionale Rdume M betrachten. Zur genauen For-
mulierung bendtigt man

Definition 2.1 Es seit M ein Unterraum eines Prihilbertraums X . Eine Folge {¢;}52, von
orthonormierten Vektoren in M heisst vollstindig (bzw. vollstindige orthonormale Basis fiir
M), falls fiir jedes g € M aus (g, ¢;) = 0 fir alle ¢; folgt g = 0.

Korollar 2.3 Unter den Voraussetzungen von Definition 1.8 gilt die Parseval-Identitét

(29) gll> => (g, 4> Vge M cCX.
=1

und fir die beste Approximation g* € M zu f € X

(30) g =2 (oo If =g 1P=1f17 =D 1(f. 6l
i=1 i=1

wobet die Konvergenz der Reihe in der Hilbertraum-Norm von X zu verstehen ist.

2.1 Lineare Ausgleichsrechnung

Das Standard-Problem der linearen Ausgleichsrechnung lautet: Gegeben seien die Daten y, =

f(zk),1 < k < n, einer stetigen Funktion f € Cla,b] mit Stiitzstellen z1,..., 2, in [a,b] und
gegeben m (linear unabhéngige) Ansatzfunktionen ¢1(x),..., ¢m(x) € Cla,b], wobei m < n sei
(i.a. liegt sogar m << m vor). Dann finde man Parameter A}, ..., A} € R derart, dal mit wg > 0

> wnlf(ar) = Y Adu(an)? = min D wplf (@) = Y- Aidi(an)]’
k=1 i=1 =1

—A
1,7 mk):l

gilt. Diese Aufgabe geht in das Problem der besten Approximation iiber

|2,w

(31) 1F =2 Xidillow = min [If =D Nids

i=1 LyAm i=1

wobei das diskrete Skalarprodukt (f,¢)w = > p_q wrf(zxr)g(xy) fir f,g € Cla,b] mit ent-
sprechender Seminorm ||f||2, w := \/(f, f)w definiert wurde (die wy > 0 werden als Gewichte
bezeichnet).

Im R™ betrachtet man statt Funktionen jetzt Vektoren f, a,eR"

(32) F={Vorfa)li =1 @ ={Vusdi(z)}i_,

geht dies in ein Approximationsproblem im R" iiber, das als approximative Losung eines iiber-
bestimmten Gleichungssystems fiir den Vektor A = (\1...., \;,) € R™ geschrieben werden kann,
némlich als

(33) If = AX||2! = min A= (nxm)=(G,...,dm)

Diese Sicht ist in der Numerischen Mathematik vorherrschend (eine schéne Darstellung findet
man in Stoer Einfihrung in die Numerische Mathemtik, Kapitel 4.8 ).
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In konkreten Fillen kann es von Nutzen sein, das Problem als Spezialfall von Korollar 2.1 fiir
geeignete f und ¢; anzusehen. Es folgt also

m
(34) Z Gjihi =< f, aj >3, <, >9= Skalarprodukt im R",
i=1

wobei Gj; =< @j,d; >2= (A*A);; mittels der Transportierten A* der Matrix A gilt und die
Losung durch die sogenannten Normalengleichungen erhalten werden kann:

(35) A*AX=A*f  feR" A* = (m xn).

In der Schreibweise des urspriinglichen Approximationsproblems lesen sich diese Formeln als

m

(36) D GiyAj=(frdi)w, L<i<m  Gij=(0i,0j)w =D wedi(xi)d;(xs).
k=1

=1

Eine Moglichkeit zur Losung der Normalengleichungen ist die Householder-Transformation (Néher-
es s. Stoer, loc. cit. Kapitel 4.7), mit der A in ein Produkt A = P - R transformiert wird, wobei
R eine obere n x m Dreiecksmatrix und P = n X n eine unitéire Matrix ist. Als Konsequenz kann
man mit y = RX fiir das Ausgleichsproblem schreiben

min ||f = AX[2 = min ||f = PRA||2 = min [|f~ PX[l2,
XeRm XeRm XeR™

so dass die Losung durch folgende Prozedur erhalten werden kann:
1. Zerlege A in A = PR, wo P unitidr und R nichtsinguldre obere A-Matrix n x m

2. Lose das Gleichungssystem f = RX in R™.

Bei der Ausgleichsrechnung mit Polynomen geht man von Ansatzfunktion {¢;}/"; mit ¢, (z) :=

2'~! aus. Hier sind orthonormierte Polynome beziiglich eines Skalarprodukts besonders einfach

mit Hilfe von Rekursionsformeln zu konstruieren.

Lemma 2.1 Zu dem Skalarprodukt (f,g)w wie oben lisst sich eine Folge von orthogonalen
Polynomen qi vom Grad k (mit hichsten Koeffizient 1) durch folgende Rekursionsformeln
konstruieren

(37) o) =1, q@)=r-a
() = (x—ap)qr—1(v) — brqp—2(x) k>2
mit ap = (2qr—1(2), @e—1(2))w/(@Gh=1(2), @h—1(2))w, bk = (@qr-1(2), @r—2())w/(qh—2, G—2)w-

Da die Polynome g¢;(x)/||gj||2,,, orthonomiert im Sinne des Skalarprodukts (2.6), sind, ist die
Losung des Ausgleichproblems

|6 = Fllo.w = dist(f, Prn)2w

gegeben durch

Ik cx) = S (Qkf)w T
d)m = ¢m(fv )_k:z:: (Qk7q1c)ka( )
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Der Aufwand ist mit fiir kleine m mit dem Aufwand n - m2 des Householder-Verfahrens ver-
gleichbar.

Es sei bemerkt, dafl das Lemma fiir beliebige Skalarprodukte gilt . Im Falle des Skalarproduktes
mit kontinuierlicher Gewichtsfunktion w(z) > 0 aus Lq(—1,1) liefert es

1

<Lg>w= [ w@f@ede  f(@),glx) € Cl-1,1

-1

die klassischen 3-Punkt-Rekursionsformeln aus der Theorie der orthogonalen Polynome. Im Spe-

8)

zialfall der Jacobischen Polynome PT(LO" , die der Orthogonalrelation

1
/ P ()P ()1 - 2)*(1+2)Pde =0 o, 8> —1
~1

geniigen, berechnet man sie am besten durch die sogenannte Rodrigues-Ralation
(=" a"
2" - nl dx™
Fir o« = =0 bzw. « = 8 = 1/2 sind dies die Legendre- bzw. Tschebyscheff-Polynome. Mehr

ber orthogonale Polynome findet man z.B. im Buch G. Freud “Orthogonale Polynome” (1969).
Eine umfangreiche Literatur gibt es auch {iber orthogonale Polynome in mehreren Variablen.

(1 —2)*(1+2)° P (2) = Sl = @) (1 )]

2.2 Ausgleich mit trigonometrischen Polynomen

In komplexer Schreibweise (s. Einleitung ) hat ein trigonometrisches Polynom vom Grad m die
Darstellung t,,(z) = 7L ., cxe™*® mit komplexen Koeffizienten cy.

Es wird reellwertig genau dann wenn c_j = ¢ gilt (insbesondere ¢, reell). Schreibt man ¢ =
ap — by, so geht es {iber in

(38) tm(z) = ao+ 2 Z(ak cos kx + by sinkx),
k=1

mit reellen Koeflizienten ag, by . Einfacher rechnet man aber mit der komplexen Darstellung
und Basisfunktionen {eikw}km:_m. Die Besonderheit gegeniiber algebraischen Polynomen besteht
nun darin, daf8 nicht nur die Orthogonalitétsrelation [ e hrg=ile g — 270y, gilt, sondern dass
diese Funktionen auch fiir bestimmte diskrete Skalarprodukte von (31) orthogonal sind.

Lemma 2.2 Mit dem Skalarprodukt (auf der Menge C™ = der Vektoren mit n komplezwertigen
Komponenten bzw. der Menge der komplexwertigen, stetigen 2¢ periodischen Funktionen)

- 27rk 27rk
(39) =2l )
sind die Funktionen ¢;(x) = €7%,0 < j < n — 1, baw. die Funktionen v;(z) mit 1qj(x) =

cos jx, Paj—1(x) = sinjx paarweise orthonormiert bzw. es gilt [, ;. = 1/2.

BEWEIS: Durch einfache Rechnung sieht man fiir [ # j

n n

n[g, diln =Y UM =N = 22" —1) /(1 - 2) =0

k=1 k=1
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wenn z = e2"0D/" gesetzt wird. Ferner gilt n[¢;, ¢;ln = Sp_; 1 = n. Durch Ubergang zum
Real- und Imaginérteil folgt daraus fiir [ # j

0 = [, ¢1]n = [cos jz, coslx]y, + [sin jz, sin lx], + i{[sin jz, cos lz], — [cos jx,sinlz],}

Addiert man hierzu die entsprechende Gleichung von 0 = [¢;, ¢_]», so folgt hieraus [cos jz, coslz], =
[sin jz,sinlz], = 0 fiir j # . Ferner folgt uns n[¢;, ¢j], = n durch Ubergang zu Real- und Ima-

ginérteil [cosjz,sinjz], = 0. Addiert man weiter 0 = [¢;, ¢_;], mit Real- und Imaginérteil
zu [¢j, dj]n, = 1 so ergibt sich 1 = 2[cos jz, cos jz|, und schlieBlich [sin jz, sin jz|,,, womit alle
gewiinschten Relationen gezeigt sind. O

Satz 2.2 Gegeben f € Cor = Menge der stetigen 2w - periodischen Funktionen so gibt es
genau ein trigonometrisches Polynom m — ten Grades t),(f;x) der Form (38) das die Aufgabe
(n>2m+1)

. n 2rk 2rk 12 .
1t171nsz::l'f(n)—tm(n)‘ = inf[f — tu, f ~ tul;
"ok ok

(40) = S ES -]

Ist. Im Falle b = 2m + 1 ist t),(f;z) das eindeutig bestimmte trigonometrische Polynom vom
Grad m = [n/2], das f an den Stellen 27k/n,1 < k < n, interpoliert. Allgemein hat das
Ausgleichspolynom t} (f;x) die Form

m

(41) t(fi2) = > [f,e™]ne™.
k=—m
Ist f reellwertig, so gilt
(42) tr (fiz)=1[f,1]n+2 Xn:{[f, cos kx)y, cos kx + [f,sin kz], sin kx }

k=1

BeEwEIs: Die Aussage von Korollar 2.2 gilt auch fiir die komplexwertigen Skalarprodukte (39)
statt der reellen Skalarprodukte. Da die ¢?**, —m < k < m , nach Lemma 2.2 orthonormiert sind,
folgt hieraus direkt die Darstellung in (41). Im Falle n. = 2m+1 sei L, (f;z) = S0, cpe’™ das
trigonometrische Interpolationspolynom vom Grad m , das f an den Stelle 27k /(2m+1) interpo-
liert (Existenz ist klar, da dies durch Auflésung eines linearen nichtsinguléren Gleichungssystems
geschieht). Bildung der Skalarprodukte mit €% nach (39) liefert

m
[f, €9%]n = [tm(f), €9%]5 = Z ck[eikxeijx]n =G
k=—m
woraus nach (41) die Gleichheit ¢, (f;x) = Ly (f; ) folgt Ist f reellwertig, so gilt [f, e¥%], =
[f,cos jx], —i[f,sin jx], und (42) folgt durch leichte Rechnung aus (41). O

Bemerkung: Die numerische Berechnung von (2.17) lduft auf die schnelle und effektive Be-
rechnung der diskreten Fourierkoeffizienten [f, e?**], in t,, hinaus. Es gibt nun sehr effektive
Algorithmen, die dies fiir alle sinnvollen 0 < k < n mit nur O (n log n) Punktoperationen (statt
der n? zu erwartenden). Eine Einfiihrung in diese als schnelle diskrete Fouriertransformation
(FDFT) bezeichneten Algorithmen gibt “Einfithrung in die Numerische Mathematik”, Kapitel
2.3 von J. Stoer (loc.cit.).
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2.3 Translationsinvariante Riaume und Wavelets

Ein Grundgedanke der Approximationstheorie besteht darin, einen gegebenen Banach-Raum
X bzw. seine Elemente durch eine Skala von Unterrdumen zu approximieren. Eine Multi-
Resolution-Analysis (MRA) ist eine spezielle solche Skala mit folgenden Eigenschaften:

(A1) VycwvcWwcec---CcV,CcX
(A2) 721 Vj liegt dicht in X.

(A3) Vj ist ein Unterraum von X = Ly(R?), der durch Translate einer Funktion ¢ € C(R%) N
Ly(R?) erzeugt wird in dem Sinne, da8 fiir jedes f € Vj im Sinne der Lo—Norm gilt

fl@) =Y apdor(x) = > ardlz—k)

kezd kezd
mit {ak}kezd in ZZ(Zd)7 d.h. Z |al€|2 < 0.

(A4) Die Translate {¢(x — k) },.cza bilden eine Riesz-Basis, d. h. es besteht eine stetige lineare
und bijektive Abbildung von Vj auf lo(Z%), d.h. sie ist ly-stabil.

(A5)  fla)€V; <= f(22) € Vjju.

Diese Axiome wurden 1989 von S. Mallat aufgestellt, um einen Rahmen fiir die Konstruktion
von Wavelets zu geben.

Axiome (A1) und (A2) besagen, dafl die Unterrdume V; hierarchisch angeordnet sind und
Element von X durch Folgen aus den Vj beliebig gut approximiert werden kann. Die Wichtigkeit
dieser Eigenschaften wurde schon friither betont.

Die Axiome (A3), (A4) liefern die Grundlage der ” Theorie der translationsinvarianten
Riume”. Es impliziert ndmlich, da mit f(x) € Vg auch jedes f(z + «) in Vj fiir o € Z liegt.
Zur Untersuchung der Approximationseigenschaften gibt es eine elegante Theorie auf der Basis
der Fourier-Analysis, auf die spéter eingegangen wird.

Mit Axiome(A4),(A5) beginnt die eigentliche Wavelet-Theorie. Man mdchte eine erzeugende
Funktion ¢ fiir den Raum Vj finden, d.h. im Falle d = 1 soll jedes f € V; als Linearkombina-
tion von ganzzahligen Translaten von ¢ dargestellt werden kénnen. Zusammen mit (A1) zeigt
Axiome(A5), (A1), dass es eine Folge {h}rez € l2(Z) gibt mit

(43) o(x)=> hy ¢z —k), x€R.

keZ

Diese Gleichung wird Verfeinerungsgleichung oder Skalierungs-Gleichung fiir ¢ genannt.
Sie liefert eine Funktionalgleichung fiir ¢(x) und damit den Weg zur Konstruktion: man startet
mit gegebenen Koeffizienten {hy},cz4, der sogenannten Maske und zeigt die Existenz einer
Losung ¢ von(43). Die Erzeugenden der Skala der Réume V; ergeben sich dann direkt durch die
Dilatationsskala {277}%2; nach Axiom A5.

Die zu den Wavelets fithrende Idee besteht darin, die Maske so zu wihlen, dass die Basis fiir Vj
aus Translaten von ¢ orthogonal ist und ferner Basen fiir V; mit Hilfe einer Orthogonal-Zerlegung
zu einer solchen in Vji1 ergdnzen. Diese Idee wird prézisiert durch die Zerlegung

(44) Vim=V;eW,;,, W; LV, j=0,1,...
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wobei W) das orthogonale Komplement in V11 von Vj; ist. Man kann sich iiberlegen, dass W; wie
in Axiom A5 durch j— fache Dilation aus Wy hervorgeht und letzterer Raum analog zu Vj eine
Erzeugende 1) besitzt. Diese Funktion € La(IR) heisst dann Wavelet und geniigt ebenfalls einer
Skalierungsgleichung wie ¢ in (43). Das einfachste Beispiel liefert die Funktion ¢(z) := X[O,l)(x)’
fiir die ¢ (z) == X[0,1/2) (x)— Xq /271)(m) das zugehorige Wavelet ist. Definiert man allgemeiner fiir
keZ,7=0,1,2,---

pin() =220(2x — k), piule) =222 — k).

fur k € Z,5 = 0,1,2,--- so sind die Raume V; := Span{y;;}rez und W; := Span{v; s }rez
orthogonal zueinander undes gilt V; @ W; = Vj41.

Allgemeiner sind die Translate derWavelets paarweise zueinander orthogonal sowohl in Bezug
auf die Translation als auch die Dilatation. Dies liefert sehr effektive (Zerlegungs- und Rekon-
struktions)Algorithmen fiir die sogenannte Wavelet- Transformation, die bei der Anwendung
in der Signal- und Bildverarbeitung der klasischen Methode der schnellen diskreten Fourier-
Transformation mittlerweile den Rang abgelaufen hat. Ein weiterer Grund dafiir ist, dass man
Wavelets mit denselben vorteilhaften lokalen Eigenschaften wie Splinefunktionen konstruieren
kann. Dies geschieht durch Abschwichung der Orthogonalitit (44) durch Biorthogonalitét zu
einer zweiten dualen MRA. Es gibt sehr viel Literatur dazu, z.B. die umfangreiche Ubersichts-
arbeit von A.Cohen in "Handbook of Numerical Analysis”(P.G. Ciarlet-J.1.Lions Eds., Elsevier
2000, 417-711.

2.4  Niherungsweisen Lésung von Operatorgleichungen

Gegeben sei eine Operatorgleichung Lu = f mit einem linearen Operator L auf einem Hilber-
traum X in einen Hilbertraum Y, und es sei bekannt, daf fiir f € Y diese Gleichung genau eine
Losung v* in X hat. Fiir praktische bzw. numerische Zwecke wollen (und kénnen) wir nur eine
néherungsweise Losung ) in dem endlich-dimensionalen Unterraum S,, = span{¢;}1; von X
bestimmen. Das entsprechende Ersatzproblem lautet dann

1Ly, = flly = min [|f = Lully = inf{|lf - glly : g € L(S.) C Y.

Falls L stetig ist, ldsst sich die Losung aus Lu) — f L L(S,) bzw. aus der Normalenglei-
chung L*Lu), = L*f bestimmen, wobei der adjungierte Operators L* ist. Fiir die Losung
uh = > 1 a;¢; ergibt sich daraus das Gleichungssystem

n
(45) M ai < Loy, Lo; >y=<f,Lo; >y, 1<j<n.
=1

Wenn konkret Differentialgleichungen vorliegen, kann die Losung durch die Normalengleichung
zu kompliziert sein, z.B. bei dem Sturm-Liouville Randwert-Problem

(Ly)(x) = [p(x)y ()] — ¢(@)y(z) = f(z), a<z<b, yla)=y(b) =0,

mit Losung y(x) € C?[,a,b] wird L*L ein Differentialoperator 4-ter Ordnung. Daher ist es
glinstiger, die sogenannte ”schwache Form ” des Problems

(46) a(y,v) = —(f,v)2, Vo € X := {u(x) € La(a,b) : u'(z) € L*(a,b), u(a) = u(b) = 0}

16



mit f € La(a,b) und Testfunktionen v(x) € X zu betrachten, wobei zur Abkiirzung

o= [ 1@ de aly) = [ Gy @) + g@y)e)i

bezeichnen. Zur Néherung werden statt (45) die sogenannten Galerkin Gleichungen
n

(47) > i a(di, ) = —(f, ¢5)2, 1<j<n,
i=1

verwendet. Besonders einfache Verhiltnisse liegen vor, wenn die Bilinearform a(u, v) symmetrisch
und positiv definit auf X ist ( Dies ist z.B. der Fall, wenn die Galerkin Gleichungen aus einem
Variationsproblem abgeleitet werden kénnen). Dann gilt

Satz 2.3 Ist die Bilinearform a(u,v) symmetrisch und positiv definit auf X, so bildet sie ein
Skalarprodukt auf X und ||y|la := a(u,u) eine Norm auf X und es gibt genau eine Lisung
y € X wvon (46). Fir die Niherung u, = Y i oip; € S, C X, die (47) erfillt, gilt die
Fehlerabschdtzung

1y — unlla = dist(y, Sn)a,

d.h. uy ist beste Approximation zuy € X aus S, im Sinne der Norm || - ||q.

BEWEIS: Der erste Teil der Aussage folgt aus dem Satz von Lax- Milgram, der hier nicht bewiesen
sei.

Zum zweiten Teil sei bemerkt, dass die Losbarkeit der Gleichungen (47) daraus folgt, dass lt.
Voraussetzung in (47) eine Gramsche Matrix vorliegt. Beniitzt man nun (46) nur fiir Elemente
aus S, und subtrahiert dies von (47), so folgt

a(y — up,v) =0, Yv € Sy.

Dies ist aber genau die Orthogonalitdtsbedingung des Satzes 2.1 fiir y € X mit bester Approxi-
mation u, € M = 5,. O

Bemerkung: Symmetrie und positive Defnitheit von a(u,v) liegen vor, wenn die Galerkin
Gleichungen aus einem Variationsproblem abgeleitet werden kénnen. Man spricht dann von
Ritz-Galerkin Gleichungen.

Als Ansatzfunktionen ¢; wihlt man in den Ritz-Galerkin Gleichungen Splinefunktionen bzw.
allgemeiner stiickweise Polynome. Damit ist dann die Grundidee der sogenannten “Theorie der
Finiten Elemente” skizziert. Beziiglich weiterer Information {iber dieses umfangreichen Gebiet
der Numerischen Analysis sei z.B. auf das Buch “The Finite Element Method for Elliptic Pro-
blem” von P.G. Ciarlet 1978 verwiesen.
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3  Weitere Aussagen zur Besten Approximation

3.1 Beste Approximation in linearen normierten Riumen

Im Folgenden geben wir nun die grundlegenden Sétze iiber Existenz und Eindeutigkeit der besten
Approximation in linearen normierten Rdumen (mit LNR bezeichnet) an. Beweise findet man
z.B. in den Biichern von E.W. Cheney, J.R. Rice, D. Braess und in K. Scherer: Theorie der
besten Approximation(Vorlesungsskript, Bonn 1992-2004).

Die zentralen Begriffe fiir dieses Kapitel sind zusammengefasst in

Definition 3.1 Fine Teilmenge M eines LNR X heifit E-Menge (Existenz-Menge), falls zu
jedem f € X mindestens ein Element g* € M bester Approximation existiert, d. h.

(18) I = 6"l = dist(f: M)x = it 11 g1

Die Menge M heifst U-Menge (Eindeutigkeits-Menge), falls zu jedem f € X hdochstens ein Ele-
ment g* bester Approzimation existiert. Ferner heifit M eine T-Menge (Tschebyscheff-Menge),
falls M eine E- und eine U-Menge ist.

Die allgemeine Theorie hat zum Ziel, unter geeigneten Zusatzannahmen an X ”geometrischer
Natur” die E-, U- und T-Mengen zu charakterisieren.

Ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz gibt
Lemma 3.1  Jede E-Menge M in einem LN R X ist abgeschlossen.

Der Beweis folgt sofort durch Annahme der gegenteiligen Aussage.

Vor dem Versuch, die Existenz einer besten Approximation zu beweisen, kontrolliere man also
die Abgeschlossenheit von M. Andernfalls ist es i.a. leicht moéglich, ein Gegenbeispiel zu finden.
Um dies zu vermeiden, sollte man zuerst den Abschluss von M bilden. Allerdings darf dieser
Abschluss nicht zu grofl werden und zu schwierig zu beschreibende Elemente enthalten.

Ein hinreichender Satz zur Existenz ist :

Satz 3.1 Fine Teilmenge M eines LNR X sei beschriankt kompakt, d.h. fir jede Kugel
K(z;r)={y € X : ||z —y|| < r} mit Zentrum x € X und Radius r > 0 ist der Durchschnitt
MK (x;r) eine folgenkompakte Menge in X, d.h. jede Folge in MK (x;r) besitzt eine konver-
gente Teilfolge. Dann ist M eine E-Menge, insbesondere ist jeder endlich-dimensionale Teilraum
M eine E-Menge.

Beweis: Es sei {g,} eine Minimalfolge, d.h. es gilt lim,ool|lf — gnl| = dist(f; M)x. Man
zeigt leicht, dass ||gn| < 2dist(f; M)x fir n > ng, ng groB genug. Die Konvergenz (einer
Teilfolge) gegen ein g* € MK (0; 2dist(f; M)) folgt dann nach Annahme und der erste Teil der
Behauptung aus ||f — ¢*|| < limp—ool|f — gnl| = dist(f; M).

Der zweite Teil folgt daraus, weil bekanntlich (Heine-Borel Satz) abgeschlossene und beschrénkte
Mengen in einem endlich-dimensionalen Raum M kompakt sind.

Die Voraussetzungen dieser Sitze geniigen noch nicht, um die Eindeutigkeit der besten Appro-

ximation allgemein zu beweisen. Es gibt jedoch eine ”geometrische” Eigenschaft der Norm von
X, die dafiir charakteristisch ist:
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Definition 3.2 Fin LNR X und seine Norm heiffen strikt konvex, falls fiir alle f,g € X
mit || f]| = 1, |lg]] = 1 und f # g folgt |A\f + (1 — Ng| < 1 fir A € (0,1). Geometrisch
bedeutet dies : die Oberfliche S := {f € X : ||f|| = 1} der FEinheitskugel von X enthilt keine
Verbindungsstrecke zwischen je zwei Elementen f und g aus S. Fin LNR X heisst uniform
konvex, wenn zu jedem € > 0 ein 6 = d(e) < 0 existiert, so dass aus ||z| = ||y]| = 1 und
1@+ 9)/2] > 1— 8 folgt |l — yl| < c.

Bemerkung: Ist ein LNR X uniform konvex, so gilt lims_gw(d) = 0 fiir den sogenannten
Konvezititsmodul w(d) := sup{||z — y|| : ||z|| = [ly|]| = 1,||(x + y)/2|| > 1 — §{, insbesondere ist
X strikt konvex. Ist X endlich-dimensional, so fallen beide Eigenschaften zusammen.

Satz 3.2 (Ezistenz, Eindeutigkeit) Fin LNR X ist strikt konvexr genau dann, wenn in jeder
abgeschlossenen und konvexen Menge M hdéchstens ein Element bester Approximation zu jedem
f € X existiert.

Beweis: Zeige nur die Hinlénglichkeit. Gébe es ein feX mit zwei verschiedenen besten Approxi-
mationen g; # go in der abgeschlossenen und konvexen Menge M, so gilt ||g — g1]| = ||g — 92| =
dist(f; M) und wir kénnen d > 0 annehmen, da sonst ||g1 — g2|| = 0. Dann liegen die Elemente
x=(f—g1)/d,y = (f — g2)/d auf der Oberfliche der Einheitskugel und es gilt weiter wegen
(1=XNg1+Ag2 € M

L<[f = (1= Ngr = Age]/d|| = [[(1 = M)z + Ayl| < (1= M[z][ + Ally[| =1

nach Definition von d. Es liegt also das Liniensegment (1 — \)x + Ay fiir A € (0,1) auf der
Oberfliche der Einheitskugel, ein Widerspruch zur strikten Konvexitit von X.

Satz 3.3 In einem uniform konvexen vollstindigen LNR existiert in abgeschlossenen und kon-
vexen Mengen M genau eine beste Approximation.

Beweis: Wir kénnen d = inf{||f — g|| : ¢ € X} > 0 annehmen, denn andernfalls wiirde eine
Folge g, € M gegen f € X streben und wegen Abgeschlossenheit von M ist f selbst Element
bester Approximation.
Also existiert eine Folge hy, = f — gn, gn € M mit lim,,_, ||hn|| = d < 0. Wir wéhlen N = N(9)
zu § > 0 so grof}, dass

(49) L<||hn/d]| <146 ,n=N

Sei nun n,m > N und h!, := A\ hy,/d mit Ay, := d/||h,|| < 1 gesetzt. Dann folgt

B+ b (1= A (1= Am)hum
d||(h, +h)/2]| = — -
I+ B2 = 22 3 2|
Pt B (L= Al (1= M)l ]

Nun gilt wegen der Konvexitidt von M nach Definition von d
[(hn + hm) /2l = [|f = (9n + gm)/2]| = d

und folglich mit (49)

Y

d|l(hy, + k)2l = d = ([l + hml) /2 + (AallBal| + Al [Bill) /2
d—

(146)d+d=d(1—06)
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Die Elemente h], erfiillen also ||A;,|| = 1 und ||(h), + h,)/2|| > 1 — 4. Daher muB ||h;, — hl,|| <€
gelten, wenn nur 0 = §(¢)) (und damit oben N = N(¢) ) wie in der Definition der uniformen
Konvexitit gewihlt wird. Also bildet {A,h,} eine Cauchy-Folge in X und ist konvergent, weil X
vollsténdig ist. Da lim,, 00 Ay, = limy, 500 d/||hy|| = 1 gilt, mufl auch {h,, = f —g,} konvergieren.
Somit existiert ¢* = limy, o gn, und man verifiziert leicht, dass g* beste Approximation zu f
aus K ist. Die Eindeutigkeit von g* folgt aus Satz 3.2.

Wichtige Beispiele von strikt konvexen (und sogar uniform konvexen) Riumen sind die Lebesgue-
Réume LP(p; G) im Falle 1 < p < oco. Dazu

Satz 3.4 (Clarkson) Die Rdume Ly(1;G),1 < p < oo, der reell-(komplex)wertigen und
beziiglich des Lebesgue (Stieltjes) Mafes pu Ly-integrierbaren Funktionen auf einem offenen und
beschrinkten Gebiet G des RY sind uniform konvez.

Der Beweis folgt direkt aus den sogenannten Clarkson-Ungleichungen (Beweis in R.A. Adams
”Sobolev Spaces ” oder vereinfacht in A.Schénhage ” Approximationstheorie” 1971)

IF+ )2+ 1 =921 < (I +1lglp)/2, 2<p <o,

I+ /21 +1F -2 < (UFE+lgln/2)’ " 1<p<a

Als néchstes betrachten wir Charakterisierungssétze fiir L,-Réume.

Satz 3.5 (Charakterisierung) Es sei M ein linearer Teilraum von L,(G).
a) g* € M ist beste Approzimation zu f € Ly(G) im Falle 1 < p < oo genau dann, wenn

/!f—g*\p_l[sign (f—g)hdp=0 NheM

b)g* € M ist beste Approzimation zu f € Li1(G) (im Ly — Sinne) genau dann wenn

/ [sign(f—g*]hd,u—i—/|h|d,u:0 ,VheM
G/Z z

gilt (Kripke-Rivlin, Trans. Amer. Math. Soc. 119 (1965)).

Aussage a) gibt Gleichungen fiir die zu bestimmenden Parameter o] an, jedoch sind sie mit
Ausnahme von p = 2 nichtlinear. Im Falle p = 2 aber ergibt sich ein Spezialfall des allgemeineren
Satzes 2.1 in Hilbert-Rdumen. In Aussage b) stort die Existenz einer Ausnahmemenge Z. Sie
wird relativ einfach, wenn das Mafl von Z gleich null ist, was z.B. bei der Approximation mit
Tschebyscheff-Systemen (s. néchster Abschnitt) oder mit harmonischen Funktionen der Fall ist.

Beweis von Satz 3.5: Die Idee der Variationsrechnung ist es, statt infyeps |[f — g|[5 das
Minimum des Funktionals F(e;h) = |[f — g* — eh[} fiir jedes feste h € M zu betrachten.

Offenbar ist dafiir notwendig, dass die (Gateaux)-Ableitung £ F(e; h) beziiglich € € [0,1] an der
Stelle € = nicht negativ ist. Zu zeigen ist also

60) 0= Flab) g = tm ol 1f-g —chPdu— [ 17— gP =t [ oadn

e—0 €

mit ¢e(x) = [[¢p(x) — eh(x)]P — |p(x)P]/e, d(z) = f(x) — g*(x). Wir berechnen zunichst den
punktweisen Grenzwert und unterscheiden dabei zwei Félle

_ ] . _ 0 firp > 1
—0- — p—1 P
i) ¢(x)=0: lg%qﬁe(a:) = lim e |h(z)[P = { \h(z)| firp=1
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sowie nach der Kettenregel ( fiir € geniigend klein)

y , , o [¢(2)| — € ()] — [p(x) [P
i) ¢#0: lg% ¢e(x) = lim h(z)

e—0 € h(z)

= —p h(z)

Punktweiser Limes and Integral konnen nach dem Lebesgueschen Satz iiber majorisierte Kon-
vergenz vertauscht werden, denn es gilt mit dem Mittelwertsatz

be(@)] < [llo(2)] + € [h(@)]]” — [6(x)["] /e = pll¢(x) + &|A(2) P~ ()]
< p 277" max (|p(@)[P~ ! h(2)], [A(2])?)

Beide Terme in Maximum liefern Li-integrierbare Funktionen, denn die Hoélder-Ungleichung mit
q=p/(p—1) zeigt |¢(x)[P~L|h(z)| € L. Also bekommen wir fiir beliebiges h € M

Flleh)|_ =4 P Jo M@)|f(2) — g*(z) [P~ sign (f(z) — g*(2))dp 1 <p<oo
1 le=0 — fG/Z h(z) sign (f(x) — g*(z))dz + [, |h(z)|dp, p=1 )

wobel Z :={z € G: f(x) = g*(z)}. Damit kénnen wir obige Aussagen beweisen:
Durch Einsetzen von A(z) und —h(x) in (50) folgt sofort die Bedingung von a). Dass sie hinrei-
chend ist, folgt durch (h = g — ¢g* beliebig in M, 1/¢+ 1/p=1)

J1r=grdn = [IF =)+ o= glIf =g "sign ( — g")d
= [ = 9)lf = g sien (5 — g7

(Jir-sta) (15 )

wobei zuletzt die Holder-Ungleichung benutzt wurde. Es ist (p — 1)g = p wegen 1/p + 1/¢, so
dass nach Division durch ([ |f — g*|Pdp)"/? die Minimaleigenschaft von g* folgt.

IN

zu b): Im Falle p = 1 folgt die Notwendigkeit der Bedingung genau wie eben, wihrend die
Hinlanglichkeit eine kleine Variante des obigen Arguments benétigt:

/!f —g*ldp = / (f — g)sign (f — g%)dp +/ (9 —g%)sgn(f —g")du
G/Z G/Z

= / (f —g)sign (f — g")du — / lg* — glsign (f — g”)dp
G/Z G/Z

< [ (- g)sien (F = g")du+ /Z f — gl

G/Z

wobei h = g* — g beliebig in M war und g*(x) = f(z) auf Z beniitzt wurde.

Es sei noch erwédhnt, dass Satz 3.5 auch fiir konvexe Teilmengen M gilt.
Der Fall p = oo fiihrt auf noch etwas kompliziertere Bedingungen. Man kann das sogenannte
”globale Kolmogorov-Kriterium ”beweisen:

Satz 3.6 Es sei X := C(Q), B= kompakte Menge in R?, f € X und M = Span{p;}",.
Dann wird ||r|| := || f — g|| ein Minimum beziiglich g € M f € X genau dann, wenn kein Vektor
d=(dy,--,dy,) existiert, der die Ungleichungen
r(x) Zdjgoj(:r) > 0, Ve e B :={x € Q:|r(x)|=|r|}
j=1

erfillt. Man bezeichnet hier B* als Menge der aktiven Punkte in B.
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Formal stellt die Menge B* das Analogon zur Menge G/Z aus Satz 3.5 dar, wobei die entspre-
chende Ungleichung jedoch punktweise gilt.

Um ihre Notwendigkeit zu zeigen, nehme an, dass das Residuum ||7|| kein Minimum wére. Dann
ddeR" mit ||f —g— > digilloo < ||7]|oo, speziell fiir x € B* gilt dann

r(z) =Y _digi® < |lrlloc = [r(@)]* = 2r(2) Y digi(a) > | Y dioil ™.

Falls ||d||oc klein genug gewihlt wird, folgt dann obige Bedingung.

Auf den Beweis der Hinlénglichkeit sei hier verzichtet. Die Herleitung kann im Rahmen der
Semiinfiniten Optimierung geschehen oder direkt, s. E.W.Cheney §3.4. Mit dem Lemma von
Caratheodory kann man auflerdem B* auf < n + 1 Punkte reduzieren. Den entscheidenden
Fortschritt beziiglich Eindeutigkeit und numerischer Berechnung liefert aber erst die Haar-
Bedingung, die im n#chsten Abschnitt die zentrale Rolle spielt.

3.2 Beste Approximation in Chebychev - Systemen

Da wichtige Rdume wie Cla,b] und L;(a,b) nicht strikt konvex sind, muss man hier die Fragen
nach Existenz, Eindeutigkeit und Charakterisierung der besten Approximation in Abhéngigkeit
von dem jeweiligen Approximationsunterraum studieren.

Eine wichtige Klasse solcher linearer Unterrdume bilden Chebychev - Systeme, auch kurz als T—
Systeme bezeichnet. Fiir diese ist die sogenannte Haar -Bedingung erfiillt. Sie erméglicht eine
genaue Charakterisierung der besten Approximation von stetigen Funktionen durch Unterrdume,
die diese Bedingung erfiillen.

Definition 3.3 Eine Folge {¢;}-, von stetigen reellwertigen Funktionen auf Cla, b] heifst Tschebyscheff—
System, wenn es die Haar—Bedingung erfillt, d.h. fiir jede Wahl von n verschiedenen Punk-
ten x1,..., 2y in |a,b] bilden die Vektoren g; := {¢i(z;)}j_; ein linear unabhingiges System in
IR". Der von den {¢;}I-, aufgespannte Raum heifst Tschebyscheff-Raum oder kurz T-Raum.

Um die Rolle der Haar-Bedingung ndher zu beleuchten, wird folgendes Lemma formuliert:
Lemma 3.2 Die obige Folge {¢;}}- erfilllt die Haar-Bedingung genau dann, wenn
1. die Determinante

D<¢17 A ’¢n

L1y, -+ ,Tp

$1(z1) -+ Pnlr1)
)::det :

ist fir jede Wahl von paarweise verschiedenen x; ungleich 0,

2. die Interpolationsaufgabe
n
¢(x;) = 1; ¢=Zag‘¢j
j=1

mit zu bestimmenden Koeffizienten o ist fiir jede Wahl von Daten {r;}7_, eindeutig losbar,

3. jede Linearkombination ¢ = Z?:l Bj ¢j hat héchstens n — 1 paarweise verschiedene Null-
stellen in [a,b].
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Der (leichte) Beweis sei dem Leser iiberlassen. Die Eigenschaft 2) zeigt, dass die Haar-Bedingung
fiir eine vorgegebene Basis von Funktionen dquivalent zur Losbarkeit einer beliebigen Interpola-
tionsaufgabe im zugehorigen Funktionenraum ist. Dies ist sowohl praktisch wie theoretisch von
grofler Bedeutung. Die bekanntesten Basissysteme wie Polynome und trigonometrische Polyno-
me in it einer Variablen erfiillen diese Bedingung, da dann die Interpolationsaufgabe bekanntlich
eindeutig losbar ist (Vandermonde-Determinante). Ferner folgt aus Eigenschaft 2), dal jede Ba-
sis eines T—Raumes ist wieder ein Haar—System ist, da ein Basiswechsel nur die Multiplikation
mit einer festen reguldren Matrix bedeutet.

Die Haar-Bedingung ermdoglicht folgende Charakterisierung der besten Approximation:

Satz 3.7 Es sei M ein n— dimensionales T-System in Cla,b|, d.h. die Haar-Bedingung sei
erfillt. Dann ist g* beste Approzimation aus M zu f € C(a,b] in der Supremum - Norm genau
dann, wenn die Fehlerfunktion f — g* in [a,b] eine Alternante der Linge n+1 besitzt. Per
Definition bedeutet dies, dass f — g* mindestens n+ 1 alternierende Extremalpunkte {ml}fjll mn
[a,b] besitzt, d.h. es gilt mit einem oe{—1,1}

olf (i) = g¢ (@)l (=1)" = |f = grllo,fap)-

Dies kann aus dem Kolmogorov-Kriterium von Satz 3.6 hergeleitet werden, das mit Hilfe der
Haar-Bedingung und dem Lemma von Caratheodory in eine Alternanten-Bedingung umgewan-
delt wird (s. Cheney loc. cit.). Ein direkter Beweis ist in J.R. Rice ” The Approximation of
Functions”, §3.2 zu finde Die Notwendigkeit der Bedingung wird dort durch die Annahme, dass
sie nicht erfiillt ist, bewiesen und die Hinldnglichkeit dadurch, dass die Existenz einer besseren
Approximation als obiges gy angenommen wird.

Dieser Satz ermoglicht die Berechnung durch den Remez-Algorithmus. Die Grundidee ist,
dass die beste Approximation von f € C[a, b] sukzessive in n+ 1 Punkten X ) = (zﬁ”), e ,3351121

durch Losen des Gleichungssystems
Yool ei@)) ~ @) = of? (-DF k=11
j=1

explizit berechnet werden kann. Mit Hilfe der Haar-Bedingung kann man zeigen, dass jedes solche
Gleichungssystem eindeutig 16sbar ist und dass ag/) > 0 die Grof des Fehlers der besten Appro-
ximation darstellt. Der Ubergang von X ) zu X1 geschieht durch geeigneten Austausch von
Punkten aus X durch neue, derart dass der Wert oz(()y) > 0 ansteigt. Dann kann man relativ
leicht folgern, dass Folge der X ) konvergiert. Der Hauptaufwand besteht aber darin, dann zu
zeigen, dass die Grenzwerte der oz;:) die gesuchte beste Approximation auf ganz [a, b) liefern (s.
J.R. Rice loc.cit.).

Aus Satz 3.7 kann man auch leicht die Eindeutigkeit folgern:

Satz 3.8 Ist M ein n— dimensionales T-System in Cla,b], so gibt es genau eine beste Appro-
zimation aus M zu f € C(a,b] in der Supremum - Norm.

Analog zur strikten Konvexitét in Satz 3.3 ist die Haar- Bedingung auch charakteristisch fiir die
Existenz und Eindeutigkeit der besten Approximation in der Supremumsnorm:

Satz 3.9 (Haar) Es gibt eine eindeutige beste Approzimation aus M zu jedem f € C(a,b] in
der Supremum - Norm genau dann, wenn M die Haar- Bedingung erfillt.
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Die Haar - Bedingung ist auch hilfreich bei der Untersuchung der besten Approximation in der
Li— Norm.
Zunichst liefert sie als Korollar zu Satz 3.6 die Charakterisierung

Korollar 3.1 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.10 ist g* € M beste Approzimation im
Li— Sinne genau dann, wenn gilt

b
(51) / sign (f — g")(z) g(z)dz =0, Vg € M.
Daraus ergibt sich weiter die Eindeutigkeit:

Satz 3.10 (Jackson) Es sei M ein n- dimensionaler Unterraum von C|a,b], fir den die Haar
- Bedingung erfiillt sei. Dann gibt zu jedem f € C(a,b] genau eine beste Approximation g* aus

M mit ||f — g*[|1,(ap) = infgenm [|f — gll1,(ap)-

Im vorliegenden Fall lassen sich aber noch mehr Aussagen gewinnen: fiir eine bestimmte Teilklas-
se von Cfa,b] kann man die beste Approximation sogar durch Interpolation bestimmen. Dazu
fithren wir die Begriffe ” kanonische Punkte” und ”konvexer Kegel” ein:

Definition 3.4 Es sei M ein n— dimensionaler Unterraum von Cla,b] und du ein Maf$ auf
[a,b] derart, daf$ Cla,b] C Li(u) gilt. Die Punkte x1,---,z, werden als kanonische Punkte
von M bezeichnet, wenn gilt (xo := a,x,41 :=b)

52) S0 [ g@an=0 vgen

i=0 Zi

Definition 3.5 Der konvexe Kegel K(M) ecines linearen Unterraums M von Cla,b] mit
Basis o1, ,n, der die Haar - Bedingung erfillt, ist die Menge aller f € Cla,b], fir die
{f, 01, ,on} wieder ein Haar -System bzw. T -System ist.

Mit diesen beiden Begriffen gilt nun

Satz 3.11 Jeder n— dimensionale Haar - Raum M in C|a,b] besitzt eine eindeutig bestimmite
Menge von n kanonischen Punkten in [a,b]. Liegt f ¢ M im konvexen Kegel von M, so ist die
beste Approximation g* € M zu f der eindeutig bestimmte Interpolant von f an den kanonischen
Punkten von M.

Dieser Satz zeigt, dafl die beste Approximation im L;— Sinne sogar noch giinstigere Figen-
schaften besitzt als diejenige im Lo, — Sinne, da sie wenigstens fiir eine Teilklasse durch einen
einfachen linearen Operator erhalten werden kann. In dieser Hinsicht verhélt sie sich also wie
die beste Approximation im Hilbert - Raum. Die kanonischen Punkte einiger konkreter Haar-
Systeme listet auf

Lemma 3.3 1. Der Raum P, , = Span{l,cosz,...,cosnz} ist ein Haar-Raum auf [0, ].
Die kanonischen Punkte von P, sind (j+1/2)n/(n+1), j=0,...,n, da

/ cos kt[sign cos(n + 1)t]dt =0 , k=0,....,n.
0

2. Der Raum P, := Span{sinz, ... ,sinnx} ist ein Haar-System (der Ordnung n) auf (0, ).
Die kanonischen Punkte von Ps,, sind jom/(n+1), j=1,...,n, da

/ sin kt[sign sin(n + 1)t]dt =0 , E=1,...,n,
0
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3. Der Raum P, := Span{l,x,...,a"} ist ein Haar-Raum der Ordnung n+1 auf[—1,1]. Es
gult
1
| p@)lsign TL o) =0 Vpe P,
~1
wobei Ty, 4o das Tschebyscheff-Polynom vom Grad n+2 ist. Also sind die Extrema cos jm/(n+2), 1 <
j <n+1 die kanonischen Punkte von P,.

( Eine umfassende Darstellung der Li- Theorie gibt das Buch von A. Pinkus ” On L; Approxi-
mation ”, Cambridge 1988.)

Von einem allgemeinen Gesichtspunkt aus betrachtet stellt die Haar-Bedingung jedoch eine sehr
einschrinkende Bedingung dar, was durch folgenden Satz deutlich wird.

Satz 3.12 FEs gibt kein Haar—System der Dimension > 1 im Raum C(B) der stetigen Funktio-
nen, wobei B = [a,b] x [c,d] C IR? ist.

Beziiglich eines Beweises sei auf das Buch von J.R. Rice verwiesen. Es gibt einen weitergehenden
Satz von Mairhuber—Curtis, der sogar besagt, daf falls ein Raum C(B) mit einer kompakten
Menge B ein reelles Haar—System der Dimension > 2 enthélt, die Menge B homeomorph zu einer
Teilmenge des Einheitskreises im R? sein muf. Damit kann man bei einer gegebenen kompakten
Menge B i.a. nicht erwarten, dafl es in C(B) eine Basis von linear unabhéngigen stetigen
Funktionen gibt, die die Haar-Bedingung erfiillen.

3.3 Beste Approximation in schwachen Tschebyscheff- Systemen

Definition 3.6 Eine Folge {¢;}i_, von linear unabhingigen Funktionen in Cla,b] heifst
schwaches Tschebyscheff-System Tschebyscheff-System!schwaches, wenn fiir jede Wahl von
a<xi<a9<...<x,<b

(53) D(zq,...,2,) >0, oder D(zq,...,2,) <0.

fir die Determinante aus Lemma 2 gilt. Entsprechend heif$t der von den {¢;}i_, aufgespannte
Raum schwacher Tschebyscheff-Raum oder kurz WT-Raum.

Von zentraler Bedeutung fiir den Ubergang von WT-Systemen zu T-Systemen ist

Satz 3.13 (Karlin-Studden 1966) Ein n— dimensionaler Teilraum M wvon Cla,b] ist ein

schwacher Tschebyscheff-Raum genau dann wenn eine Basis g1, . ..,gn von M existiert, fir die
gilt

. 0
(54) Jim (19— 9" |oc oy = 0.

wobei span {ggé), . ,97(15)} fiir jedes § > 0 ein Tschebyscheff-Raum der Dimension n ist.

Dies fithrt zu einer anderen Charakterisierung von WT-R&umen, die die Vorzeicheneigenschaft
2) in Lemma 3.2 abschwicht:

Satz 3.14 (Jones-Karlovitz 1970) Fin linearer Raum mit Basis {¢;i}l_, von linear un-
abhingigen Funktionen in Cla,b] ist ein WT-Raum genau dann, wenn jede nichttriviale Li-
nearkombination ¢ der ¢; hichstens n — 1 starke Vorzeichenwechsel z; in [a,b] hat, d.h. ¢
dndert in hochstens n — 1 verschiedenen Punkten x; in [a,b] sein Vorzeichen.

Daraus haben Jones-Karlovitz weiter gefolgert:
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Satz 3.15 (Jones-Karlovitz) Ist M ein WT-Raum der Dimension n in Cla,b], so gibt es zu
jedem feCla,b] eine beste gleichmdaflige Approximation (d. h. im Lo, — Sinne) gy € M derart,
daf f — gy eine Alternante der Léinge n+1 besitzt.

Umgekehrt ist ein g € M mit dieser Eigenschaft beste Approximation zu f im Ls,-Sinne.

Bemerkung: Jones-Karlovitz beweisen dariiber hinaus, daf3 endlich-dimensionale Unterrdume
von Cla, b], fir die dieser Satz gilt, notwendigerweise WT-Réume sein miissen, d.h. die Aussage
des Satzes charakterisiert gerade die WT-R&ume.

Das wichtigste Beispiel von schwachen Tschebyscheff-Rdumen sind Spline-Ridume (s. mein
Vorlesungsskript iiber ” Splinefunktionen”). Die Anwendung des obigen Satzes liefert

Korollar 3.2 Es sei M der in der Einleitung definierte Splineraum S(k, A, Z) der Dimension
n+ k. Dann gibt es zu jedem f € Cla,b] eine beste Approxzimation sy € S(k,A,Z), so daf§ die
Differenz f — sy mazimal alterniert, d.h. es gilt

olf(@i) = sp(@)](=1)' = If = sfllocfap)y 1<i<n+k+1,  oe{-11}

La. ist aber die beste Approximation in den Splinerdumen S(k, A, Z) nicht eindeutig. Es existie-
ren dann exakte Kriterien dafiir, wann eine Splinefunktion beste Approximation zu f € C|a, b]
beziiglich der Lo.-Norm ist. Sie sind allerdings komplizierter als fiir Tschebyscheff-Raume.
Unter zusétzlichen Bedingungen an f kann auch Eindeutigkeit der besten Approximation gezeigt
werden. Diese mufl dann mit der in Satz 3.15 angegebenen iibereinstimmen. Eine hinreichende
Bedingung dafiir ist, dafl f im konvexen Kegel von M = S(k, A, Z) liegt, s.G.Niirnberger ”
Approximation durch Splines ”.
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