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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

8.1 Einfithrung

Eine gewohnliche Differentialgleichung ist — grob gesprochen — eine Gleichung, in die ein Parameter 7 € R, eine
Abbildung x : R — R" und ihre Ableitungen nach ¢ eingehen; also

[t x(0), X' @),..., ¥ ®) = 0.

Die Aufgabe besteht darin, solche Gleichungen nach x aufzulosen. Wiirde x von mehreren Parametern abhingen,

dann tréiten partielle Ableitungen auf, und man wiirde von einer partiellen Differentialgleichung sprechen.
Gewohnliche Differentialgleichungen findet man hiufig in den Anwendungen, insbesondere in der Physik. Vie-

le Vorginge in der klassischen Mechanik werden durch gewohnliche Differentialgleichungen beschrieben. Solche

Vorginge sind determiniert, endlich-dimensional und differenzierbar. Damit ist folgendes gemeint:

1. Kennt man den Zustand zur Zeit #, (in der Gegenwart), dann kennt man ihn fiir alle Zeiten (in der Zukunft und
in der Vergangenheit).

2. Die Menge der Zustdnde zu einem festen Zeitpunkt — insbesondere die Menge der Anfangszustinde — ist
endlich-dimensional.

3. Der Prozef} soll durch differenzierbare Funktionen beschrieben werden.

Natiirlich lassen sich nicht alle Probleme aus den Anwendungen auf diese Weise beschreiben. Insbesondere
liegt die dritte Forderung in der Natur der Sache, weil wir ja Differentialgleichungen behandeln wollen. Es gibt
Verallgemeinerungen des Ableitungsbegriffs, um auch nicht differenzierbare Vorginge mit einzubeziehen.

Lassen Sie mich das Gesagte an einem Beispiel erldutern. Denken Sie an den freien Fall in Erdnéhe. Nach
NEewrTonN ist Kraft gleich Masse mal Beschleunigung, also

mh” = -mg.

Dabei sind / die Hohe und g = 9, 81 m/sec? die Erdbeschleunigung. Wihlen wir Zeit durch /g als neue Variable
t, dann lautet unsere Differentialgleichung
y'=-1.

Hinzu treten Anfangsbedingungen. Aus der Physik weil man, dafl der Anfangszustand durch zwei Konstanten,
nidmlich durch die Anfangslage und die Anfangsgeschwindigkeit

y(0) = aund ' (0) = b

gegeben ist.
Diese Aufgabe ist so einfach, dafl man sie durch Integrieren direkt 16sen kann, namlich

y@® = -t+b
2
) = ——+bt+a.
y(®) 3 a
Mit a = b = 0 erhilt man also y

> 1

An diesem Beispiel sehen Sie schon, dal man zum Losen einer Differentialgleichung integrieren mufl. Und
Sie wissen auch, dal sich nicht alle elementaren Funktionen geschlossen integrieren lassen. Und selbst wenn
das moglich ist, erkennt man es nicht immer sofort. So gibt es eine ganze Reihe von Integrationstechniken und
-tafeln. Dieses Problem potenziert sich beim Losen von Differentialgleichungen. Es gibt viele Nachschlagewerke,
und die technische Seite beim Losen der Gleichungen hat jahrelang im Vordergrund gestanden. Dadurch hat die
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Entwicklung der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen gelitten, und das ganze Gebiet war etwas in
MiBkredit geraten.

Inzwischen hat sich die Situation aber geéndert, und zwar einmal natiirlich durch die Entwicklung in der theo-
retischen Mathematik selbst, zum anderen aber gerade auch durch das Hilfsmittel des Computers. Heute wird ein
Anwender nicht mehr unbedingt in Nachschlagewerken nach exakten Losungen suchen, an denen er dann oft doch
nicht viel erkennen kann. Vielmehr wird er sich lieber direkt vom Computer ein Bild der Losung geben lassen,
an dem er dann qualitativ viel mehr sieht. Und auch der Theoretiker ist oft von solchen Bildern iiberrascht und
kann eine Menge daraus lernen. So ist viel Ballast abgeworfen worden, und auch die Fragestellungen selbst haben
sich veridndert. Man ist gar nicht mehr so sehr an exakten Losungen interessiert. Vielmehr stehen heute qualitative
Fragen im Vordergrund, wie die Frage nach dem asymptotischen Verhalten der Losungen, nach ihrer Stabilitit,
nach periodischen Losungen oder Verzweigungen.

Leider habe ich in dieser Vorlesung iiber Infinitesimalrechnung nicht viel Zeit fiir die gewohnlichen Differenti-
algleichungen. Ich kann Sie daher, gerade was moderne Fragestellungen angeht, eigentlich nur neugierig machen
und muf} auf Spezialvorlesungen verweisen. So werde ich zunichst klassische Existenz- und Eindeutigkeitssitze
zeigen und danach kurz spezielle Losungsmethoden angeben und qualitative Aussagen streifen. In §8.5 mochte ich
aber doch etwas ausfiihrlicher Rand- und Eigenwertaufgaben behandeln.

Ich mochte Thnen einige Literaturhinweise zu diesem Teil der Vorlesung geben. Auch jetzt nenne ich nur
wenige Biicher:
Amann: Gewohnliche Differentialgleichungen. De Gruyter, Berlin 1983.
Arnold: Gewohnliche Differentialgleichungen. Springer-Verlag, Berlin 1980.
Heuser: Gewohnliche Differentialgleichungen. B.G. Teubner, Stuttgart 1989.
Kocak: Differential and difference equations through computer experiments. Springer-Verlag, Berlin 1989.
Verhulst: Nonlinear differential equations and dynamical systems. Springer-Verlag, Berlin 1990.

Wer einen Computer benutzen kann, der sollte sich unbedingt das Buch von Kocak ansehen und die dort
dargestellten Methoden auch zur Losung von Ubungsaufgaben benutzen. Dem Buch ist eine Diskette mit dem
Programm Phaser beigefiigt. Es gibt vergleichbare Werke anderer Autoren.

Lassen Sie mich jetzt in der Einfiihrung noch etwas fortfahren und das Beispiel des freien Falls genauer be-
trachten. Ich habe bereits von der Menge der Anfangszustinde gesprochen. So hatten wir beim freien Fall den
Anfangszustand y(0) = a und y’(0) = b mit a,b € R. Der Zustandsraum, oder der Phasenraum X, wie wir sagen
wollen, ist in diesem Falle der R2, also X = R%. Im allgemeinen soll X endlich-dimensional sein, das war unsere
zweite Forderung. Es sei daher X im folgenden ein R" oder allgemeiner eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, zum
Beispiel eine Zylinderfliche.

Die Bewegung soll nun durch eine Abbildung

O® : RxX— X

beschrieben werden. Rx X nennt man auch den erweiterten Phasenraum. Fiir jedes feste ¢ und x° soll also ®(z, x°) €
X gelten. Eine solche Beschreibung der Bewegung ist angemessener als die eingangs gewihlte. Die Eigenschaften
der Losungen lassen sich so besser verstehen. Sie werden das sofort sehen. Beim freien Fall setzen wir dazu

und erhalten fiir x die gewohnliche Differentialgleichung (das System)
X = v(x), x(0) = x°

mit

Den Phasenflufs

erhalten wir dann durch
O(1, %) 1= O,x° = x(1),

und es ist Oy = id.
Auch jetzt kann man wieder direkt integrieren. Es ist

2
S+ 9+ 20
—t+x3 '

x(t) = (
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Damit ist die Bewegung fiir alle € R bekannt.

Wie gesagt, in der klassischen Mechanik soll der Flul @ determiniert, endlich-dimensional und differenzierbar
sein. X = R? ist endlich-dimensional. Determiniert soll

®, : X — X, bijektiv

@ = id und @, = O,d,

bedeuten. Wir suchen also eine einparametrige Gruppe (®,) von differenzierbaren bijektiven Abbildungen des
Phasenraumes X. Bestitigen Sie fiir unser Beispiel die Kompositionsvorschrift ®@,,, = ©,,!

Noch einige Bezeichnungen:
x:R—> X istdie Bewegung.
x(t) = ®,x° st der Zustand zur Zeit t.

t— (1, Ox°) e Rx X

heiBt Integralkurve durch x°. Deren Projektion auf X heiBt Phasenkurve, Trajektorie oder Orbit durch x°,
7 = {0’ | reR}c X,

Wir wollen die Orbits fiir den freien Fall ausrechnen: Aus
2 0 0
0y _ =5 txt+x feRY = X1
() {( -t + xg ’ € ' X2

(2)? = 2x1 + (D* + 240,

folgt 7 = xJ — x, und damit

Fiir x(l) = xg = 0 ergibt sich

- X

Ein Punkt x° heiBt Fixpunkt oder stationdir, wenn
VieR @x°=x°
ist. Ein Orbit y(x°) heiBt periodisch mit der Periode p, wenn
dp >0, pminimal: V¢ &, K= (D,xo

gilt.

Wir wollen noch etwas genauer auf den Zusammenhang zwischen Phasenfluf} und Differentialgleichung einge-
hen. Es sei also ein Phasenflul gegeben. Dann definieren wir die Phasengeschwindigkeit oder das zu ® gehorende
Vektorfeld v durch

v(x) :=0,Dx |z=0 eX

und nennen
’
x' = v(x)

die zu ® gehorende Differentialgleichung. Anschaulich gesprochen bedeutet das Losen der Differentialgleichung
also, Orbits zu finden, die in das vorgegebene Vektorfeld v passen. Wir suchen also Kurven, deren Tangenten durch
v gegeben sind. Fiir unser Beispiel ist v zu Beginn der nichsten Seite skizziert.

Man sieht sofort Satz 8.1.1
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I 3 M

Satz 8.1.1: Es seien ® ein Phasenfluff und x(t) := ®, x°. Dann lost x die zu ® gehorende Differentialgleichung,
und es ist x(0) = x°.

Der Beweis folgt unmittelbar aus den Definitionen. x(0) = x° ist klar. Ferner gilt fiir 4 — 0

He+h) - x(0) }2 —H %(cph — id) Dx” —> o) = v(x(1).

In der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen beschiftigt man sich nun mit der Untersuchung des
Zusammenhangs solcher einparametriger Gruppen von Phasenfliissen und den dazugehorenden Vektorfeldern v.
Zum Beispiel mochten wir gerne wissen, wann es zu vorgegebenem v ein @, gibt, also wann x” = v(x) 16sbar ist.

Ich erwihne noch, daB ein Punkt x° € X singuldrer Punkt des Vektorfeldes v heiBt, wenn v(x°) = 0 ist. Man
sieht sofort, daf ein Fixpunkt singulér ist. Wenn man die Differentialgleichung x” = v(x) eindeutig 16sen kann, ist
auch die Umkehrung richtig.

SchlieBlich bemerke ich noch, daB eine Gleichung der Form

x = v(x)
autonom heifit, weil v nur von x und nicht von ¢ abhingt. Die Gleichung
x = w(t, x)

mit x € X nennt man dann natiirlich nichtautonom. Auch solche Gleichungen passen in unser Schema, denn
man kann jedes nichtautonome System sehr einfach als ein autonomes schreiben. Man wihle nur den Phasenraum

Y :=XxRund
y:= ():)ey.

y = (x/) _ (w(t, x)) )Y

Offenbar gilt dann

1 1

0
I B
y(0) =y —(0)~

Dies wollen wir im folgenden immer beriicksichtigen.

Ich mochte diese Einfithrung mit fiinf Beispielen abschlieen. Zum besseren Verstédndnis sei schon jetzt darauf
hingewiesen, dal wir im néchsten Abschnitt Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir

X =), x(0)=x"

beweisen werden, und zwar unter der Voraussetzung, dafl v in X stetig ist und einer (globalen) Lipschitzbedingung
geniigt, ndmlich
ALeR) VYx,xeX |u(x))—uv(x)| < Llx — xal.

Gentigt v nur lokal einer solchen Bedingung, das heif3t gilt nur
VxeX AUxcX TL,eRj Yx;,xeUX) |ux)—v(x)l < Lylx — xa,

dann gibt es auch nur lokal (in 7) eine Losung, und es stellt sich die interessante Frage, ob oder wie sie nach einiger
Zeit singuldr wird.
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Beispiel 8.1.2:

1. Es seien X = R? und
(x) = 0 1
@ ={ o ]x

Das Vektorfeld v ist linear und geniigt deshalb einer globalen Lipschitzbedingung. x' = v(x) ist deshalb
eindeutig 16sbar. x° = 0 ist Fixpunkt. Fiir x # 0 findet man die Losung durch einen speziellen Ansatz, nimlich

x1(f) = eV,
Aus diesem Ansatz folgt x; = —xy, also 2% = —1 oder

x(t) = (

cost sint |
—sint cost '
Fiir x° # 0 sind alle Orbits mithin periodisch, nimlich Kreise.

2. Es seien X = R! und v(x) = x°. Jetzt geniigt v nur noch einer lokalen Lipschitzbedingung. x° = 0 ist wieder
Fixpunkt. Fiir x° # 0 kann man explizit integrieren und erhilt

x(t) =

X0
Diese Losung wird offenbar fiir t — 1/x( singulir.

3. Es seien X = R! und v(x) = 2 VJx|. Auch jetzt ist der Punkt =0 singuldr, v geniigt aber in U (x%) keiner Lip-
schitzbedingung mehr. Die Losungen sind nicht eindeutig bestimmt, vielmehr besitzt die Differentialgleichung
X' = v(x) beliebig viele Losungen mit x(0) = x°, niamlich x(¢) = 0 und

) = 0 firt<c
YW ZY t=0?  firt>e

mit beliebigem ¢ > 0. Jeder Punkt ¢ € Ry ist also Verzweigungspunkt.

4. Wir betrachten wieder den freien Fall, diesmal aus groBer Hohe vertikal auf die als fest angenommene Erde. Es
seien
R = 6,37 - 10°m der Erdradius,
M = 5,97 - 10" g die Erdmasse,
G = 6,67 - 107'%m?/g sec? die Gravitationskonstante
und & der Abstand vom Erdmittelpunkt. Dann lautet die Newtonsche Bewegungsgleichung

mh” = -mMGh2.

Wihlen wir wieder die Variable ¢ geeignet (oder alle Konstanten als Eins) und X = [1, o) X R, dann erhalten
wir im Phasenraum die Differentialgleichung

X =ux), x(0)=x"

v(x) :( _xi )
(x1)?

mit
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Diese Gleichung 146t sich nicht mehr so einfach exakt 16sen. Es gibt jedoch ein erstes Integral (d.h. eine Erhal-
tungsgroBe 7 : X — R mit I(x(r)) = I(x")). Aus

) , 2xz 2)(’1
XpXy = ——— = —
T N e

folgt ndmlich
21 ()1
e G2 LG 1
2 X1 2 x(l)
Wir untersuchen zwei spezielle Fille:

a. Ein Meteor fillt auf die Erde: Es seien x‘l) = o0, x(z) = 0 und #; durch x(#;) = 1 festgelegt. Dann ist
xp(t)) = — V2 = —00.
In iiblichen Einheiten entspricht dies einer Aufschlaggeschwindigkeit
11,2 km/sec.

Zum Vergleich, die Schallgeschwindigkeit betrigt 0, 33 km/sec und die Lichtgeschwindigkeit 3-10° km/sec.

b. Wir berechnen die Fluchtgeschwindigkeit: Es seien jetzt umgekehrt x(l) =1und x(z) so gewihlt, da3
lim x;(f) > oo
1—00
gilt. Dann folgt

XY = (9P ~220
oder
xg > ‘/E = 1p.
vp heiflt deshalb auch Fluchtgeschwindigkeit. Man vergleiche das Phasenbild (Bild 1 in §8.6).

5. Wir betrachten die Schwingungen eines ebenen ungeddmpften mathematischen Pendels. Die Punktmasse m sei
an einem Faden der Lidnge [ aufgehéngt. ¢ sei der Ausschlagwinkel, ¢ = 0 entspreche der Ruhelage. Dann folgt
aus den Newtonschen Gesetzen mit w? := g/l

¢ +w’sing = 0.

Zur Vereinfachung setzen wir w = 1 und wihlen den Phasenraum X = R2. Dann lautet unsere Differentialglei-
chung
X' = o(x), x(0) = x°

wx) = (— sin xl)‘

Auch diese Gleichung ist schwer zu integrieren. So wihlt man fiir kleine Schwingungen oft die Niherung

vo(x) = (_x;l)

und man diskutiert x’ = vg(x), x(0) = x°. Dies ist unser Beispiel 8.1.2.1. Man erhdlt fiir diese Niherung die
Schwingungsdauer Ty = 2.

Doch betrachten wir jetzt x* = v(x). Das Vektorfeld v geniigt einer (globalen) Lipschitzbedingung. Die
Aufgabe ist also fiir alle Anfangswerte x° eindeutig 16sbar,

x":(n(;r) nez

mit

sind Fixpunkte. Ein erstes Integral kann man wieder leicht angeben. Aus
2xx5 = =2 xysinx; = —2x] sinx;

folgt
1 1
E@) =3 x()? + (1 = cos x; (1)) = E(xg)2 +(1=cosx)) > 0.
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E ist die Energie der Bewegung (Summe von kinetischer und potentieller Energie). Unser erstes Integral besagt
also, daf} die Energie konstant ist, und es folgt

01 = 2{(E = 1) + cos x,(1)}.
Damit lassen sich die Orbits im Phasenraum skizzieren. Fiir E = 0 erhilt man die Fixpunkte x**. E = 1 ergibt
(x2)2 =2coSs xj.

Das ist ein periodischer Orbit. E = 2 ist Grenzlage. Fiir grolere E gibt es keine periodischen Orbits mehr. Man
vergleiche das Phasenbild der Bewegung (Bild 2 in §8.6); man wihle auch fiir X die Zylinderfliche S' x R und
skizziere dazu das Phasenbild. Man vergleiche auch Beispiel 8.4.13.

Wir wollen noch die Schwingungsdauer T'(x9) fiir xJ = 0,0 < x{ < x, bestimmen. Fiir die erste Halb-
schwingung folgt aus dem Energieintegral

X(f) = — \/2(005 x1(1) — cos x0)

oder
! x2(s)ds Ny

0 \Jeos x(s) — cos x9

Es sei 7 die erste positive Nullstelle von x;(¢), also

x2(7) = 0 und x;(7) = —x.

Dann ist
-

X1 (1) d
Vir=- f S
X A /cos r — cos x?

XO
T(x?)=27=2\/§fl
0

oder

dr
/ _ 0
COS 7' — COS X|

Dies ist ein elliptisches Integral, fiir dessen Berechnung es gute Néherungen gibt, so das Gaulsche Verfahren
des arithmetisch-geometrischen Mittels. Damit findet man

T(%)/To -1,1804 und T(%)/To = 1,0498.
Wenn T konstant sein soll, mufl man das Pendel entlang einer Isochrone fithren. Das ist eine Zykloide
(rt —asin t)
X = .
r—acost
Man spricht dann von einem Zykloidenpendel.

6. Ich skizziere noch kurz das Gausche Verfahren zur Berechnung elliptischer Integrale. Es sei

dr

] f dr _1f“
V2 Jo +Vcosr—cosa 2 Jo 2

—gin? L +sin? &
sin® § +sin® 5

Mit k := sin § und u := % sin 5 folgt daraus

1 /2
. f du _ f " _kw.
0 (1 —u)(1 - K2u?) 0 1-k2sin?¢
Es sei nun &’ := cos , also k* + k? = 1, und

. % 1-k2 k2
k._

T4k (1+k)r T (4K
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Dann rechnet man nach (die Rechnung ist in §8.7.2 ausgefiihrt)

K(k) = f - f
cos2 ¢+ k2 sin ¢ 1+k \/(1+’<)2

Es seien nun

dt

cos?t+ k' sin’ ¢

by = k' <  a = 1
b, = VK a = LE
. +b

byt = anb, Ap+1 = 2 5

Dann folgt aus a?, | — = 3@ —b)* 20

n+1

by < byy1 < apyr < ay.

Mithin konvergieren beide Folgen (a,) und (b,), und zwar gegen den gemeinsamen Grenzwert c(k). Die Kon-
vergenz ist quadratisch. Nun ist

Kk) = f
\/ aZcos?t+ b2 sin’ ¢

a? cos? 1 + b? sin? 1

Daraus folgt schlieBlich
g

2¢(k)’

7. Als weiteres Beispiel wird in §8.7.1 die Bahn eines Satelliten im Feld Erde-Mond berechnet.

K(k) =

8.2 Klassische Existenz- und Eindeutigkeitssitze

In diesem Abschnitt wollen wir klassische Existenz- und Eindeutigkeitssitze beweisen. Wir behandeln sofort nicht-
autonome Systeme, also

X (1) = f(t, x(0)),  x(0) = x". (*)
Dabei seien x € X = R", J := [0, &], S := J X X ein Streifen und

f:5S—-X
stetig. AuBlerdem geniige f in S einer globalen Lipschitzbedingung, ndmlich
AL=0 Y(tx), (,x) €S lf (2, x1) = f(t, x2)l < LIxy — xal.
Dann gilt der nach E. Picarp (1856—1941) und E. LINnDELOF (1870-1946) benannte Satz, namlich

Satz 8.2.1: Es sei x° € X. Dann gibt es unter den angegebenen Voraussetzungen an f genau ein x € C1(J, X) mit
1. x(0)=x°
2. X' =f(,x).

Zum Beweis fithren wir die Differentialgleichung in eine Integralgleichung iiber. Dieses Vorgehen liegt einmal
von der Physik her nahe. Ich erinnere daran, daf3 man die Differentialgleichungen der klassischen Mechanik aus
Integralprinzipien — wie dem Hamiltonschen — erhiilt.

Auch mathematisch besitzt dieses Vorgehen Vorteile. Differentialoperatoren sind unbeschrinkt, die entspre-
chenden Integraloperatoren jedoch oft beschrinkt und damit leichter zu behandeln (vgl. §9.2). Man kann auf diese
Weise auch den Ableitungsbegriff verallgemeinern und nicht differenzierbare Vorginge mit einbeziehen. Ich werde
in dieser Vorlesung noch oft Differential- und Integralgleichungen nebeneinander betrachten.

Es sei also x eine Losung der Differentialgleichung. Dann gilt offenbar

x(f) = 20 + ff f(s, x(s))ds.
0

Dafiir schreiben wir kurz
x=Tx. ()



8.2 Klassische Existenz- und Eindeutigkeitssétze 11

Umgekehrt erfiillt eine stetige Losung von Gl. (x*) unsere Differentialgleichung.

Gl. (*x) ist eine Fixpunktgleichung. Im Banachschen Fixpunktsatz haben wir bereits ein kriftiges Hilfsmittel
zur Losung solcher Gleichungen gewonnen. Wir wollen ihn anwenden und miissen dazu einen geeigneten Raum
stetiger Funktionen finden, in dem T kontrahiert.

Es sei

M:=CU, X)

mit der Metrik
d(f.g) := sup e &V (f(1) = g(0)-

(M, d) ist ein vollstindiger metrischer Raum; offenbar gilt
T : M— M,

sowie
YmeM (Tm)0)=x".

Auflerdem folgt aus f € C(S, X) die Differenzierbarkeit von Tm mit

(Tm) () = f(t, m(1)).

Wir miissen daher nur noch die Kontraktion von T nachweisen, also
Ak €[0,1) d(Tm;, Tmy) < kd(m,my).

Das folgt mit k := L/(L + 1) aus folgender Abschétzung

d(Tmy, Tmy) = sup {e "

teJ

j(;t{f(s,ml(s)) — f(s, mz(s))}ds’}

!
< sup {e*<L+1)tL f [ (s) — mz(S)|ds}
teJ 0
!
< Ld(m;,mp)sup {e—(L-H)tf e(LH)SdS}
teJ 0
= kd(m;,mp)sup e—(L+1)t{e(L+1)z _ 1}
teJ
< kd(m,mp).

Damit ist der Satz von Picard-Lindelof bewiesen. Der Beweis ist konstruktiv. Man kann mit einem beliebigen
my starten, bildet m,; := Tm, und erhélt die Losung von Gl. (x*) durch

x = lim m,,.
Es gilt auch die Fehlerabschitzung
d(-x9 mn) S 1 _ k d(m19m0)'

All das folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz.

Beispiel 8.2.2: Es seien X = R und x' = id + x, x(0) = 0. Wir wéhlen my = 0 und erhalten

t t2
m(t) = f sds = —
0 2
t SZ t2 t3
mz([) = L (S + E)ds = E + 5
l2 [”+1
m,() = =

2T Ty
und damit x(f) =e' — 1 —t¢.

Das Resultat von Satz 8.2.1 ist besonders schon, weil die Existenz einer bzgl. t globalen Losung geliefert wird
(das heift, x existiert fiir alle # € J). Fiir die Anwendungen stort es jedoch, dal f einer Lipschitzbedingung tiberall
in § geniigen muf. Damit wire

ft,x)=t+ X



12 8 Gewohnliche Differentialgleichungen

bereits ausgeschlossen. Wie schon in der Einfithrung angedeutet, wollen wir daher sowohl diese Voraussetzung als
auch die Aussage des Satzes abschwéchen und lokalisieren. Das ist leicht moglich.
Wir sagen, da} f in J X {x} einer Lipschitzbedingung geniigt, wenn

AU cX AL eRy Y(tx), (bx) e JxUE  |f(tx) - f{t, x)] < Lixi — x|

gilt. f geniigt in S einer Lipschitzbedingung, wenn f fiir alle x € X einer Lipschitzbedingung in J X {x} geniigt.

f geniige in S einer Lipschitzbedingung. Dann wihlen wir eine Testfunktion ¢ € Coo(X) mit @ = 1 in einer
Umgebung von x° € X. Die Testfunktionen Coo(X) sind beliebig oft differenzierbar und haben kompakten Tréger.
Es sei

F = of.

Dann hat F bzgl. X einen kompakten Triger und geniigt deshalb einer globalen Lipschitzbedingung in S. Mithin
ist
X =F(,x), x(0)=x"

nach Satz 8.2.1 eindeutig Iosbar. In einer Umgebung von (x°) ist F(-, x) = f(-, x). Mithin gilt in einer Umgebung
von (0, x%)
¥ =[x, x(0) = x".

Damit haben wir also eine lokale Losung unserer Differentialgleichung gefunden.

Diese Losung ist auch eindeutig. Das folgt — sogar unter allgemeineren Voraussetzungen — aus folgender Uber-
legung: Es seien xj, x, lokale Losungen mit x;(0) = 0. Es sei [0, a] im gemeinsamen Existenzintervall enthalten.
Dann gilt fiir alle ¢ € [0, a]

[x1 (1) = x2(2)]

' fot {£(s.x1() = f(s. xz(s))}ds|

IA

Lx°f|xl(s)_x2(s)|ds-
0

Fiir ¢ := |x; — x| gilt also ¢ > 0, ¢(0) = 0 und

@) < Ly f w(s)ds.
0

Dann verschwindet ¢. Das folgt aus dem Gronwallschen Lemma, das wir anschlieBend beweisen. Damit ist gezeigt

Satz 8.2.3: Es seien x° € X und f € C(S,X). f geniige in S einer Lipschitzbedingung. Dann gibt es in einer
Umgebung U(0, x°) genau eine stetig differenzierbare Losung unserer Differentialgleichung.

Bevor wir weitermachen, beweise ich das GRoNwaLLScHE Lemma (1918), das wir noch mehrfach benutzen werden.

Gronwallsches Lemma: Es seien ¢ € C([0,a],R), h € L'([0, al,R{), @ € R und

Vtel0,a]l o) <a+ f h(s)p(s)ds.
0

Dann gilt
!
o) < aexp(f h(s)ds).
0

Beweis: Mit € > 0 sei (zunéchst fiir stetiges &)

!
Yt) = (x+¢) exp(f h(s)ds).
0
Dann ist ¢’ = iy oder
!
v =a+e+ f h(s(s)ds.
0
Wir wollen ¢ < ¢ zeigen. Fiir ¢ = 0 ist das wegen

p0)<a<a+e=y(0)
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richtig. Es sei 1y € [0, a] die erste Stelle mit ¢(f) = ¥(#y). Dann ist ¢(¢) < () in [0, fy), und es wiirde

1o

o(ty) < a + fo h(s)p(s)ds < a+ &+ f h(s)y(s)ds = y(tp)
0 0

folgen. Also gilt ¢ < ¢ in [0, a]. Mit € | O folgt daraus die Behauptung des Lemmas.

Der Eindeutigkeitsnachweis zu Satz 8.2.3 zeigt nun, dafl dazu eine Lipschitzbedingung nicht erforderlich ist.
So geniigt zum Beispiel die Nagumobedingung (nach M. Nacumo, 1905-)

Yt x), (Lx) €S - |f(t,x) — f(t, %)l < |x) — xa.
Wir werden in einer Ubungsaufgabe (bzw. in §8.7.3) darauf eingehen. Hier gebe ich nur
Beispiel 8.2.4: Es sei X = R!. Dann gibt es hichstens ein x € C,(J, X) mit X' = f(-, x), x(0) = x° und
£(t, %) = Visin ;
f geniigt also keiner Lipschitzbedingung. Es gilt aber

lx1 — X2

Vs

F(s,x1) = F(s, )| = Vs 1“;3”\-}%52\ <

Damit erhalten wir

|x1(2) — x2(0)| = ‘f {f(s, x1(8)) = f(s, x2(s))}ds < f Mds,
0 0 Vs

Wir wollen Satz 8.2.3 zur Illustration auf den R! spezialisieren und die Lebensdauer der Losung abschiitzen.
Es seien k > 0 und Q der Quader

und aus dem Gronwallschen Lemma folgt |x;(#) — x»(#)| = 0.

0 :=10,h] x [x° =k, x° +k].
f geniigt in J x {x°} einer Lipschitzbedingung. Das heiBt, es gilt
AUGY) ALe V(). () €IX UG Ifx") = (6] < Lol = 2.

Wir wihlen & so klein, da3
0cJxUKX%

ist. Es seien ferner
k
A= d :=minlh, —|.
mgx lfl  un a mln( A)
Dann gilt fiir die nach Satz 8.2.3 existierende lokale Losung x

x€Ci([0,a],X) und |x—x"| <k

Zum Beweis wihlen wir

fC,x) fir xX* —k<x<x’+k

FCx"+k) furx>x0+k
F(,x) =
f(-,x0 —k) firx<a®-k.

Dann geniigt F in S einer globalen Lipschitzbedingung, und y' = F(-,y), y(0) = x° kann eindeutig gelost
werden. Fiir ¢ € [0, a] ist aber

ly(t) — x°| = 'I} F(s,y(s))ds| < Aa < k.

Mithin bleibt  im Quader [0, a] x [x° — k, x° + k] und stimmt dort mit x iiberein. x existiert also in [0, a].

Man wird nun versuchen, x iiber t+ = a hinaus fortzusetzen oder mogliche Singularititen jenseits von a zu
charakterisieren. Auf solche Fragen werden wir in §8.4 ein wenig eingehen.
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i i
* |
X0+ k i, Y,
////
B o — B
xo—k
>
a h

Beispiel 8.2.5: Es seien X = R!, ¥’ = f(, x) und x(0) = 0 mit
ft,x) =1+ x>

Dies ist eine Riccatische Differentialgleichung (nach J.F. Riccati, 1676—1754). Wihlt man & = k = 2, dann ist
A = 8 und a = 1/4. Dieser Wert ist zu klein, die Lebensdauer der Losung liegt bei 2. Interessant ist der Zusam-
menhang der nichtlinearen Gleichung mit linearen Gleichungen zweiter Ordnung, den Besselschen Gleichungen.

Dazu macht man den Ansatz ,
u(t) := exp (—f x(s) ds)
0

W () + Pu) =0, u©)=1, «'(0)=0.

und erhélt ¥’ = —x u sowie

u ist eine Besselfunktion, ndmlich
u(®) = Vi Z,(*/2) mit v = +1/4.

Die Bessel- oder Zylinderfunktionen Z, treten in der Physik oft auf. Sie stellen geddmpfte Schwingungen dar
und gentigen der Differentialgleichung

270 + tZ,(1) + (* = v)Z,(1) = 0.
Unabhingige Losungen sind fiir v ¢ Z die Besselfunktionen

{en + O},
ey + O + 1))

Z,(n)
Z_\(1)

Fiir u(t) kommen also in Betracht (mit ¢; # 0)

ui () = \/;ZV(IZ/Z) = Heyp+--},
u(1) \/;Z,y(t2/2) =+,

und aus u(0) = 1, ’(0) = 0 folgt mit v = 1/4
u(t) = cVt Z_,(*2).
Daraus erhilt man
W)
u®)’

Die erste Nullstelle von u ist also die Lebensdauer unserer Losung x.

x(1) =

Wir kehren nun zum Existenzproblem zuriick. Ich erinnere an Beispiel 8.1.2.3, das ich leicht abgewandelt
wiederhole.

Beispiel 8.2.6: Es sei X =R!, " = (-, x) und x(0) = 0 mit
0 firx <0

fit,x)=4 24t fir0<x<1
2 fiir 1 < x.

f geniigt in J x {0} keiner Lipschitzbedingung, und zwar liegt die Schwierigkeit bei diesem Beispiel nicht am
Verhalten fiir groRe x, sondern bei x = 0. Fiir x° # 0 geniigt f einer Lipschitzbedingung, und man kann lokal
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eindeutig 16sen. Wie wir aber am Beispiel 8.1.2.3 gesehen haben, gibt es zu x(0) = O beliebig viele Losungen.
Ich wiederhole das Beispiel, um zu betonen, dafl die Lipschitzbedingung auch zum Nachweis der Existenz einer
Losung nicht notwendig ist.

Wir wollen deshalb den Existenzsatz ebenfalls verbessern und den Satz von Peano beweisen, der die Existenz
einer Losung schon fiir nur stetige f liefert. Wir hatten den Satz von Picard-Lindelof mit Hilfe des Fixpunktsatzes
hergeleitet. Auch zum Beweis des Satzes von Peano benétigen wir ein tieferliegendes analytisches Hilfsmittel,
namlich einen Auswahlsatz, den Satz von Arzela-Ascoli. Diesen Satz werden wir im weiteren Verlauf der Vor-
lesung noch mehrfach benutzen. Ich unterbreche deshalb hier die Behandlung der Differentialgleichungen kurz
und schiebe einen wichtigen Satz von allgemeinem Interesse ein, der auf C. ArRzeLA (1847-1912) und G. AscoLr
(1843-1896) zuriickgeht. Dazu geben wir folgende

Definition 8.2.7: Es seien G C R" und f, € C(G,R™). Dann heift (f,) gleichartig stetig in G :
YVxeG VYe>0 A6>0 VyeG,|x—y|l<d VYneN () — fuly)l < &.
Die Folge (f;,) heifit gleichmdifsig gleichartig stetig in G : &
Ve>0 d6>0 Vx,yeG,|x—yl<d VYneN |fn(x) = fuly)| < &.
Dann gilt

Satz 8.2.8: Es seien G € R", f, € C(G,R™) sowie (f,) punktweise beschrinkt und gleichartig stetig in G. Dann
gibt es eine Teilfolge (f,) und ein f € C(G,R™) mit

for = fIl — 0.

Der Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli erfolgt in zwei Schritten:
1. Wir zeigen, daB (f,) gleichmiBig gleichartig stetig ist: Indirekt, es gelte

de Y6 Ax,ylx—-yl<s An /(%) = fuy)| = &.

Dann wihlen wir 6, := 1/k und dazu xg, yi, n;. Weil G beschrinkt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge der
(x). Es sei bereits (x;) diese Folge und x; — z € G. Dann gilt auch y; — z und

e (i) = foo, (wi)l = €

im Widerspruch zu

i () = S WOl < 1, ) = fon @ + | (2) = S (Wl < &,

denn (f,) ist in G gleichartig stetig.

2. Es sei nun Y eine iiberall dichte abzihlbare Punktmenge in G, zum Beispiel ¥ := Q" N G. Es seien ¥ =
{y1,y2,... 1, fuo = fu, (fus) eine in y; konvergente Teilfolge von (f,;—;) und (f, ) die Diagonalfolge. Es sei
bereits (f,) diese Diagonalfolge. Dann konvergiert (f,) in G gleichmiBig. Um das zu zeigen, wihlen wir zu
£ > 0 ein 6(&) mit

VaxyeGlx—yl <o) Yn  |fu(x) - fim)l < g
und eine endliche Teilmenge Z von Y mit
VxeG 3dzeZ lx — 2| < 6(e).
Ferner wihlen wir ein N(g) mit

YzeZ VYm,n>N(s) |f;l(Z)_fm(Z)|<§'

Dann folgt fiir alle x € G und alle n,m > N(&)
fn(x) = faQOl < 1fin(%) = (@] + [fin(2) = fu@] + [ fa(2) = fu(X)] < &.
Das war zu zeigen.

Wir kehren nun zur Theorie der Differentialgleichungen zuriick und sind in der Lage, folgenden Satz von PEano
zu beweisen:
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Satz 8.2.9: Es seien x° € X und f € C,(S, X). Dann gibt es ein x € C,(J, X) mit x(0) = x° und
X = f(,x).

Der Beweis ist sehr anschaulich und benutzt im Grunde ein numerisches Verfahren. Solche Existenzbeweise
durch Approximation findet man oft in der Theorie der Differentialgleichungen, deshalb auch die grofle Bedeutung
der Computer in diesem Gebiet. Es seien

h
Iy 1= o mitp=0,1,...,2"
2m
Wir approximieren x nun durch einen Polygonzug, der in diesen Punkten jeweils den richtigen Anstieg hat (vgl.
die Abbildung),

i e
>~
h
namlich x,,(0) := x° und fiir 1,5, < 7 <ty s, 0 S p <27 — 1
xm(t) = xm(tm,/,t) + (t - tm,u)f([m,ps xm(tm,y)) (1)

X, ist stetig und in jedem Teilintervall linear. Zur Abkiirzung schreiben wir

gn(0) = f(0,x%)
gm(t) = f(tm,;u xm(tm,;l)) fur tm,,u <t< tm,;t+l'
Dann gilt
!
X(t) = xm(tm,p) + f gm(S)dS~
By
Nun ist
xm(tm,y) = xm(tm 0) + Z xm(tm v) xm(tm v—l)}
= X+ gm(s)ds
Z Iny—1
also

13
xm(t) = xO + f gm(s)ds- (2)
0
Wir wollen zeigen, daf} (x,,) eine gleichmifig konvergente Teilfolge enthilt. Mit

c:= sup |f(t,x) <o0
(t,x)eS

ist auch
Yted |gn®| <c.

Mithin sind (g,,) und (x,,) in J beschrénkt. Fiir ¢, 1, € J gilt

5]
f gm(s)ds
4]

Die Folge (x,,) ist deshalb beziiglich m gleichartig stetig in J, und aus dem Satz von Arzela—Ascoli folgt die
Existenz einer konvergenten Teilfolge. Es sei (x;,) bereits diese konvergente Teilfolge. Dann gibt es ein x € C(J, X)
mit

X (11) = Xm(22)] = <cln -l

I, = x|l — 0.
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Fiir festes ¢t € J war
gm(t) = f([m,/u xm([m,u))
mit u = u(t), so dab t,,, <t < 1. Mithin ist

h
|tm,/1(t) - t| < 2_m — 0,

und aus GI. (1) erhalten wir

ch
2'71
fistinjedem K € S gleichméBig stetig. Mithin konvergiert (g,,) in J gleichméBig,

llgm = fC, 0l — 0,

|xm(tm,y) - xm(t)| <c It - tm,u| < — 0

und aus Gl. (2) folgt
!
x(0) =x" + f f(s, x(5))ds.
0
Das war zu zeigen.

Wenn man weil}, da} die Aufgabe eindeutig 16sbar ist (wenn f also zum Beispiel eine Nagumo-Bedingung
erfiillt), dann ist das angegebene Verfahren konstruktiv. Das sei noch einmal betont. Denn dann enthilt jede Folge
(x,,) eine Teilfolge, die gegen denselben Grenzwert konvergiert. Mithin konvergiert (x,,) selbst.

Das angegebene Verfahren 146t sich fiir numerische Zwecke verbessern. Ich mochte solche Fragen in dieser
Vorlesung nicht weiter vertiefen. Das geschilderte Verfahren hei3t explizites Euler-Verfahren und hat die Konver-
genzordnung eins. Phaser verwendet auch das verbesserte Euler-Verfahren mit der Konvergenzordnung zwei und
das Runge-Kutta-Verfahren mit der Konvergenzordnung vier.

Neben der Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit der Losungen ist in den Anwendungen besonders auch
die Frage nach ihrer stetigen Abhédngigkeit von den Anfangswerten und Koeffizienten von besonderer Bedeutung.
Wir wollen auch diese Probleme anschneiden. Als erstes zeigen wir

Satz 8.2.10: f geniige einer globalen Lipschitzbedingung in S. Es seien x°,y° € X und
¥ = fCx0, x(0) = x°

y =[Gy, y©0) =4
Dann gilt mitk := L/(L+ 1) < 1
1 =yl
1-k °
Der Satz besagt also die stetige Abhingigkeit von den Anfangswerten. Der Beweis folgt dem von Satz 8.2.1. Es ist

d(x,y) <

x0) =y =x" -y’ + fo {£(s, x(5)) = f(s5, y())]ds,
also

d(x,y)

IA

!
X’ — % + L sup e_(L”)’f |x(s) — y(s)lds
0

teJ

IA

X0 — 4% + kd(x, p).
Es gilt auch

Satz 8.2.11: Es seien f,g € C(S,X) mit ||f — g|| < oo, und f geniige in S einer globalen Lipschitzbedingung mit
der Lipschitzkonstanten L. Es seien ferner x,y in J Losungen von

X = f(,x), x(0)=2x°

y =gC.x, yO) ="
Dann giltmitk=L/(L+1) < 1

h
dix,y) < —|If =9l
(x,y) l—k“f gll
Der Beweis folgt wieder aus

x(1) — y(1) = t f(s. x(5)) = f(s.y(9))pds + r f(s.y(9)) = g(s.y(s))y ds
0 0

oder
d(x,y) < kd(x,y) + k| f -4l
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8.3 Spezielle Losungsmethoden

In diesem Abschnitt wollen wir uns einige spezielle Gleichungen néher ansehen und die entsprechenden Losungs-
methoden kennenlernen. Es sei wieder X = R" und

X =oux), x(0)=x".

Das Vektorfeld v moge einer globalen Lipschitzbedingung in X geniigen. Dann wissen wir, daf es fiir jedes 7 > 0
eine eindeutige Losung in [0, 7] und [T, 0] gibt. Weil x’(¢) sowohl fiir # | O als auch fiir # T 0 existiert und beide
Limites iibereinstimmen, gilt x € C|(R, X). Es sei

O, = x(1)

der zugehorige FluB3. Dann ist @y = id und
Dy = DO, D ()

Letzteres folgt aus der eindeutigen Losbarkeit der Differentialgleichung. Mit
(1) := Dy x® und z(t) := (D, x°)
folgt namlich y(0) = z(0) und
, d
YO = gy P = U@ x) = 0(y()
20 = o(@(®@sx%) = v(z(0)).

Mithin ist in diesem einfachsten Fall (®,) wirklich eine einparametrige Gruppe stetig differenzierbarer bijek-
tiver Abbildungen. Die Gleichung fiir das ungeddmpfte Pendel (Beispiel 8.1.2.5) gehort hierhin. Noch einfacher
sind natiirlich lineare Gleichungen, die wir zuerst diskutieren wollen.

8.3.1 Lineare Systeme
Es sei wie im ersten Abschnitt J := [0, 4] und S := J X X. Wir beginnen mit dem nichtautonomen linearen System
X =Fx+f, x0)=x". (D)
Dabei sei F € C(J, L(X)) eine n X n Matrix und f € C(J, X) ein Vektor.
v(,x)=Fx+f
geniigt in S einer globalen Lipschitzbedingung.
Wir behandeln zuerst das homogene System
X =Fx, x0)=x". (2

Offenbar besitzt Gl. (2) genau 7 linear unabhingige Losungen. Es seien fiir i = 1,...,n die y' Losungen mit
¥'(0) = ¢ und

\Pt = (yl(t)v cr yn(t))
Dann gilt ¥y = id, und

x(0) = ¥, 1" = Z ()0
i=1

ist die eindeutige Losung von Gl. (2). Weil diese Gleichung als nichtautonom angenommen wurde, erfolgt die
Komposition von ¥ jedoch im allgemeinen nicht gemaf (x).

Es gilt
Satz 8.3.1: Es seien x',...,x" Losungen von x' = F x und
A®) = det (x' (1), ..., X"(D)).
Dann sind x*, ..., x" in J linear abhingig

diyed At =0.

In diesem Falle gilt sogar
YteJ A@®=0.
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Beweis: Dal} die Determinante verschwindet, wenn die Losungen linear abhiingig sind, ist klar. Es sei also fiir ein
to € J A(tp) = 0. Dann gibt es Konstanten (cy,...,c,) # (0,...,0) und ein

n

x(1) = Z ¢; X' (1)

i=1
mit x(tp) = 0. Wegen der Eindeutigkeit folgt daraus aber x(f) = O fur alle ¢ € J.

Natiirlich gilt ein solches Kriterium nur fiir Losungen linearer Gleichungssysteme. Es seien

2
(@) = ((t)) und X% = (IO)

Dann ist A(f) = 0; x! und x? sind jedoch in J linear unabhiingig.

Die Determinate in Satz 8.3.1 ist nach H. Wronsk1 (1776—1853) benannt. Sie 146t sich leicht berechnen. Es gilt
niamlich

!
A = Altg) exp ( f Spur F(s)ds).
1o
Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen. Es ist

det(x',...,x") = det(x',..., ") =:det(z',...,2"

und

Daraus folgt

>
I

n
Z det(zl,...,zj,,...,z”)
=

n
Z det(z',..., F;z/,....2"
j=1

A - Spur F.

Wir behandeln nun die inhomogene Gleichung (1). Es sei p eine partikuldre Losung dieser Gleichung; das
heift, es sei p’ = Fp + f mit beliebigem p(0) =: p°. Dann erhilt man die eindeutige Losung von GI. (1) durch

xX=p+ ‘P,(xo - pO).

Eine partikuldre Losung kann man mit der Methode der Variation der Konstanten berechnen. Dazu macht man den
Ansatz

pt) =¥ c(2).

Waire ¢ konstant, dann wiirde man die homogene Gleichung 16sen. So aber erhilt man
p'(t) = FOPc(t) + P, (1) = F(t)p(t) + .’ (¢).
Wir erhalten also eine partikuldre Losung, wenn wir ¢ mit
Y. c'(t) = f(t) oder () =¥, f(1)

wihlen. Mithin ist

() = P, f W f(r)dr. 3)
0

eine partikuldre Losung.
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Systeme mit konstanten Koeffizienten: Es sei nun F(f) = A eine n X n -Matrix mit konstanten Koeffizienten.
Gl. (2) ist jetzt autonom. Fx geniigt einer globalen Lipschitzbedingung in R x X, der Fluf} @, existiert, und man
kann ihn explizit angeben. Der einfachste Fall ist der einer diagonaldhnlichen Matrix A, das heif3t

A4 - 0
AT T'AT=D=| : ~_
0 - 2,

Dieser Fall tritt auf, wenn A n linear unabhéngige Eigenvektoren u/, Au/ = A;u/ besitzt; zum Beispiel wenn alle
A; verschieden sind oder A symmetrisch ist. Dann ist 7 die Matrix dieser Eigenvektoren,

T =@ u?....u".

Die Gleichung y’ = Dy wird durch y(¢) = ¥,° mit
Y=l @\

gelost. Das heift, es ist Wy = id und y’ = Dy. Daraus folgt
Ty =ATY, T~' Ty°

oder mit y° := T7'x% und x := Ty
X =A®d

@, := T¥, T~! ist daher der FluB. Auch der Fall allgemeiner Matrizen A 148t sich vollstindig durchrechnen. Man
benutzt dazu die Jordansche Normalform von A. Ich verzichte hier auf Einzelheiten.

Auch die inhomogene Gleichung 148t sich natiirlich 16sen. Formel (3) fiir die partikuldre Losung vereinfacht
sich jetzt zu

p@t) = fo O f(r)dr.

Beispiel 8.3.2: Wir diskutieren im R*
X =Ax, x(0)=x"
mit detA # 0.
Der Punkt x° := 0 ist Fixpunkt. Fiir A gibt es drei Grundtypen, nimlich

Ay : A hat die Normalform ( /})1 /? ) mit 4; € R,
2

A> : A hat die Normalform ( E)l /ll ) mit A € R
und

A3z : A hat die Normalform ( g g ) mit Im A # 0.

A; und Aj sind diagonaldhnlich. Wir wollen diese Fille jedoch getrennt diskutieren und beginnen mit A;. Es
sei

1. 4; - 43 > 0. Dann ist
e 0
wo(0)

und fiir 4; < O und ¢t — oo sehen die Richtungen der Orbits folgendermalien aus:
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X2

?

N | e
S I AN
|

x¥ ist in diesem Falle ein Knoten oder ein positiver bzw. negativer Attraktor, auch eine Senke bzw. Quelle; im
Falle A; = A, auch ein Brennpunkt oder Fokus. Die Orbits sind dann Halbgeraden in den Nullpunkt.

2. Es sei A; - Ay < 0. Jetzt erhdlt man etwa fiir 1; < 0 und + — oo die Richtungen der Orbits in der folgenden
Skizze. x° nennt man in diesem Falle Sattelpunk.

X2

— > —— @ —— <«——eo —» X|

N e

Wir diskutieren nun die Bewegung im Falle A,. Jetzt ist ¢! Eigen- und ¢*> Hauptvektor, das heiBt (A — A id)e* =
e'. Daraus folgt
Y, =el(e!, & +1eh).

Auch jetzt ist x° ein Knoten.
Im Falle A3 sei A = y +iw mit w # 0. Es seien ferner Au = Au mit u = u' +iu? und
U:= (ul, uz).
U ist reellwertig und nicht singuldr. Dann erhdlt man x(¢) in der Form

x(1) = a x'(0) + BX2(1)

2

x'(f) = Reeu = e"{u' coswt—u?sinwt)

xA(t)

Im ey = &{u? coswt + u' sin wr}.
Daraus folgt

coswt sinwt \[a coswt  sinwt _
x(f) = U ) =eMU ) U~ X,
—sinwt cos wt —sinwt coswt

also

CD,:e”’U( cos wt sinwt) 4

—sinwt coswt

Im Falle i = 0 sind die Orbits periodische Bahnen um den Nullpunkt. x° heiBt dann Zentrum. Im Falle u # 0 ist x°
ein Strudelpunkt oder eine Spirale. Beispielsweise erhilt man fiir

{0 -172
-3 )
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A=1undu = (i, 2)', also
O, = 0 1 cost sint 0 1/2
Yl 2 0 —sint cost 1 0 )

2

((U’lx)l)2 + ((U’lx)z)2 = % + x% = const.

und damit die Orbits

Gleichungen hoherer Ordnung: Wir betrachten kurz im R!

y" = gCyys. .y ).

y(0),...,y"D(0) seien vorgegeben. Solche Gleichungen lassen sich leicht als Systeme erster Ordnung umschrei-

ben. Es seien nimlich
(n—1)

X1:=y, :=y,..., x,:=Yy
Dann folgt fiir x das nichtautonome System
X" = Ax+ B(x), x(0)=x"

mit 1° = (4(0),....5""1(0)) und

010 0 0
0 0 1 0 0
A= AN s B =
o0 0 - 1 0
000 - 0 g

Von besonderem Interesse sind auch hier lineare Gleichungen der Form

Y = fory" == foy = f “)
mit f, f; € C(R!,R"). Ihnen entspricht
X =Fx+f, x(0)=x" (5)
mit
0O 1 0 0 0
0 1 0 0
F=|: = 1 ~ und f =
o 0 o0 - 1 0
fo i oo fa S

Damit ist Gl. (4) auf eine bereits behandelte zuriickgefiihrt. Wegen ihrer grolen praktischen Bedeutung wollen
wir jedoch kurz die erhaltenen Ergebnisse fiir diesen Spezialfall neu formulieren.

Die Wronskische Determinante hat jetzt eine besonders einfache Form, namlich
15
A(t) = A(ty) exp (f fn_l(‘r)d‘r).
fo
Steht i fiir den Vektor (yi, ¥, ... ,y"(”_l))t der i-ten Losung, dann ist
A=det(x!,..., X)) =det’, ... 0" = WALy,

Wenn man n — 1 Losungen yl, e, y”‘l der homogenen Gleichung (4) kennt, 146t sich aus der Wronskischen
Determinante die n-te berechnen. Man muf} nur

W'y @) = eXp(fO fn—l(T)dT)
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etwa mit der Methode der Variation der Konstanten 16sen. Beziiglich der Einzelheiten der Rechnung sei auf die
Ubung verwiesen.
Auch jetzt sind Gleichungen mit konstanten Koeffizienten von besonderem Interesse, also

(n)

Y —ap y" V= —agy = f. (6)

Zur Losung der homogenen Gleichung macht man den Ansatz exp(Af) und erhilt fiir A die charakterische Glei-
chung
0=2"~a A" = —ag= (A=) (A= )"

mitk; +--- + k. = n.

yi () = e, yp@ =te', .., yu, @) =17 eM

yn@) =e"', ...

sind dann linear unabhéngige Losungen der homogenen Gleichung. Es sei ¢ die Losung der homogenen Gleichung
mit

¢(0) = ¢'(0) = - =" 2(0) =0, ¢"V(O0)=1.
Dann 16st

!
p@) = f et = 1) f(Ddt
0
die inhomogene Gleichung.

Lineare Gleichungen zweiter Ordnung treten bei vielen Schwingungsproblemen in der Physik auf. So das
folgende

Beispiel 8.3.3:
1 )
(Ly" +Ry + C y) ) = ke,

Dabei sind y die Stromstdrke, L die Induktivitiit, R der Widerstand und C die Kapazitdit eines elektrischen Kreises.
Auf der rechten Seite steht die Anregung. Die charakteristischen 1-Werte lauten

L R [R ]
Y S Y RS

Im Falle positiver R erhélt man geddmpfte Schwingungen. Im Falle R = 0 ist

1
Wy = A —
"~ \NcL

die Resonanzfrequenz. Dieses Beispiel 146t sich vollstindig durchrechnen. Wegen der Einzelheiten sei wieder auf
die Ubung bzw. §8.7.4 verwiesen.
Zum Abschluf} bringe ich noch ein Beispiel, das Sie an die Operatorenrechnung heranfiihren soll.

Beispiel 8.3.4: Berechnung partikuldrer Losungen.
Es seien
d
D:=—, RO)f :=
& ros= [
ein unbestimmtes Integral und fiir a # 0

1 D D?
R(a)f:: —Z(1+E+¥+"')f,

sofern diese Reihe konvergiert. R(a) ist also zum Beispiel fiir Polynome erklért. Formal ist R(a) die geometrische

Reihe zu
_ 1 D\-1
(D-a)' =—-(1-=) =R@).
a a
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R(a) 1aBt sich aber auch fiir Funktionen wie e*, sin x, cos x usw. erklidren; das sind alles Funktionen, die in der
praktischen Schwingungstheorie hiufig auftreten. Zum Beispiel seien

ea/t

R@)e” := fiir a# «a
a—a
R@)e™ = te”
. a . a
R(a) sinat := ——— sinat - ——— cosar
a’+a at+a
o' . a
R(a) cosat = —— sinar — ——— cosat.
a’+a a’+a

In all diesen Fillen gilt also

D -a)R(@)f = f und R@)(D-a)f = f.
Betrachten wir speziell
y' =3y +2y=t

oder
(D-1)D-2y-=t.

Dem entspricht
D-2)yy=R(Mt=-1+D)y=—-@+1)

also

y=-RQ)t+1)= %{1 +§}(r+1)= l(t+§).

2 2
y ist in der Tat eine partikuldre Losung. Im analogen Beispiel

Yy’ — 3y + 2y = sint

finden wir

1
Y= E{sint+ 3cost}.
8.3.2 Spezielle Gleichungen
Separable Gleichungen: Die einfachsten direkt integrierbaren Differentialgleichungen sind wohl die separablen

im R!, nimlich

X = f0)g).

X dS ft
— = g(s)ds.
x0 f(s) Iy
Als autonomes System wird daraus mit x; 1=, x; ==y

’ _ 1 _ .0 _ 0
* _( e sin x; )’ x(0) = x _(c)’

Ihre Integration erfolgt iiber

Beispiel 8.3.5: y’ = e¥ sint mit y(0) = c.

und man erhélt mity := e -1

() = !
=1 “log(cost +9) |
Ein Phasenbild finden Sie in §8.6, Abbildung 3.

Transformation der Variablen:
Beispiel 8.3.6: x'(¢) = f(ax + bt + ¢) mit a # 0 und x(0) = x° im R.

Es sei y(f) := ax + bt + c. Dann ist

y =af(y)+b, y0)=ax’.
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Homogene Differentialgleichung:
Beispiel 8.3.7: x'(¢) = f(x/t) mit x(1) = x° im RL.
Es sei y(¢) := x/t. Dann ist
YO = (W) -y), yD) =

Bernoullische Differentialgleichung:
Beispiel 8.3.8: x'(¢) = a(t)x + b()x® mit a # 0,1, x(I°) = x" im R!.

Es sei y := x'~®. Dann ist
y' () = (1 —a)a®y + b)), ylto) = (x)'™.

Das erste Integral: Das erste Integral (eine ErhaltungsgroBe) ist schon in den Beispielen 8.1.2.4 und 8.1.2.5
aufgetreten. Es seien also wieder
X = u(x), x(0)=x" @)

und @, der dazugehorende Flu3. Dann nennen wir
[: X >R mit Vi I(®x°) = I(x) (8)

erstes Integral von Gl. (7). Solche Erhaltungsgrofien spielen naturgemif in der Losungstheorie eine grof3e Rolle.
Aus GI. (8) folgt unmittelbar
0=VI(x)-x' =VI(x)-v(x)

V1 steht also auf dem Vektorfeld v senkrecht. (V ist der Gradient, er wird in §9.4 erklirt.)

»=()

Dann ist (w,v) = 0. Um ein / zu finden, miissen wir die Gleichung

Es sei nun zur Vereinfachung X = R? und

VIi=w

nach I auflosen. Dafiir gibt es in der Vektoranalysis Integrabilititsbedingungen. Ein Vektorfeld w heil3t exakt, wenn
es sich als Gradientenfeld darstellen 146t, und die Bedingung dafiir lautet

dw := —0w; + 0w, = 0.

Fiir unser w bedeutet das
divo := dyv; + dLvp = 0.

Dann erhilt man I durch

I(x) = 1) + f (w, 7).
Y(x0,x)

Das Integral ist vom Wege y(x°, x) unabhiingig; 7 ist der Tangentenvektor von y(x°, x). Beziiglich der Einzelheiten
mub ich auf §12 verweisen.

Beispiel 8.3.9: Es sei

Dann ist div v = 0. Fiir y wihlen wir mit xX’ = 0 den Streckenzug

y={(s,0) | s€[0,x1], t=0}U{(s,0) | s=x1, t€][0,x]}

X1 25
f (w, 1) f 35%ds + f (4x; 5+ 35°)ds
7(0.%) 0 0

)’ + 20 (0)° + () = (%),
Offenbar ist w = VI, und I ist ein erstes Integral unserer Gleichung (7). Gleichung (7) mit divv = 0 nennt man
deshalb auch exakt.

und erhalten
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Riccatische Differentialgleichung: Unter einer Riccatischen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung
der Form (im R")
X =fx>+gx+h, xty)=2x"

mit f,g,h € C(R). Es handelt sich also um die allgemeine quadratische Gleichung, die naturgemifl nach der
linearen von besonderem Interesse ist.

Riccatische Gleichungen sind ldngst nicht mehr so einfach vollstindig zu behandeln wie lineare. Ich erinnere
an Beispiel 8.2.5 und gebe noch einige Hinweise.
1. Es sei eine partikulire Losung p mit p(f) # x° bekannt. Dann kann man die allgemeine Losung berechnen. Fiir

die Differenz y := x — p zweier Losungen gilt nimlich

v =y +Qpf+9y, yo)=x"~p.
Das ist eine Bernoullische Gleichung. Beispielsweise sei

X(@)=x>+2tx+2, x(0)=2x".

Eine partikulidre Losung ist p(f) = —1/¢. Damit folgt

) 1
y(t)=y2+2y(t—;),

!
E(f) = f e ds
0

e {x + 2E(1))
— te " {x0 + 2E(1))

2. Riccatische Gleichungen lassen sich auf lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung zuriickfithren. Dazu
macht man den Ansatz

und mit

berechnet man

x(t) = 1

u(t) 1= exp (— ft f($)x(s) ds)

und erhalt y
u”—u’(g+f7)+hfu=0

mit u(ty) = 1 und u’(ty) = —f(to)xo.
3. Man kann versuchen, mit der Picard-Lindelofschen Iteration oder durch Potenzreihenansatz Losungen zu er-
halten. Beispielsweise folgt aus (vgl Beispiel 8.2.5)

X (@) =x>+1, x(0)=0
die lineare Gleichung
W' (1) + Pu®) =0, u(0)=1, u'(0)=0.
Macht man in der Umgebung des Nullpunktes den Potenzreihenansatz

00

u(t) = Z a,t",

n=0
dann folgt ap = 1, a; = 0 und

ap-2

=0 =0 n =
@@= BN G =T T+ 2)

Man erhilt so
i 8
S R T
u(?) 3473478

[(x):= f e dr.
0

EsistI'(1 +x) = xI'(x), (1 + n) = n!und I'(3/4) = 1,22541--- .

o =TG/4) V12 Z.1(P)2)

mit
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8.3.3 Wachstumsmodelle
Es sei x(¢) die Population einer Spezies. Dann 148t sich durch

¥ =[x, x(0) = x° ©)
das Wachstum einer Bevolkerung oder der radioaktive Zerfall beschreiben. f ist beispielsweise die Differenz von

Geburten- und Sterberate.

Den einfachsten Spezialfall erhilt man durch die Wahl
V(t,x)eRxR f(t,x)=acR.

Dann ist GI. (9) linear und wird durch
x(f) = X0

gelost.
In den meisten Fillen ist die Annahme einer konstanten Wachstumsrate jedoch nicht sehr realistisch. Man geht
deshalb von
d£>0 Vx=¢é f(t,x)<0

aus. Eine einfache Situation dieser Art liegt vor, wenn
f(t,x) = b(¢ - x)
ist mit b > 0. Mit diesem f und a := b¢ lautet Gl. (9)
X =ax—bx* (10)

Dies ist die Gleichung des beschrinkten Wachstums oder die logistische Gleichung. Sie wurde 1837 von dem
holldandischen Biomathematiker P. VERHULsT (1804—1849) aufgestellt. Mit einer einfachen Variablentransformation
wird aus Gl. (10)

x' = x(1 - x). (11

Diese Gleichung weist schon interessante Phdnomene auf. Sie 148t sich explizit integrieren (Separation der Va-
riablen). Die Punkte x! = 0 und x*> = 1 sind Fixpunkte der Bewegung. x' ist abstoBend, x” ist anziehend. Man
vergleiche das Phasenbild 4 in §8.6.

Réuber-Beute Modelle: Wir betrachten nun noch ein etwas komplizierteres Modell fiir zwei Populationen x (¢)
und x,(¢). Dabei seien x| (¢) die Beutespezies und x,(¢) die Rauberspezies. Es gelte

xp = nCxx
X (-, X)xs.

12)

In dem Modell wurde angenommen, daf} die Riuberspezies sich ausschlielich von den Beutespezies ernédhren,
wihrend fiir die Beutespezies unbegrenzt Nahrung vorhanden ist.

Als erstes betrachten wir wieder den Fall des unbegrenzten Wachstums. Mit positiven Konstanten a, b, ¢, d
wihlt man dann

ri(t,x) = a—-bx

r(t,x) = —-d+cx.

Diese Gleichungen sind nach Viro VorTeErRRA, 1860-1940, und ALFrReD JaMEs Lotka, 1880-1949, benannt. Es gibt
wieder zwei Fixpunkte der Bewegung, nimlich x' = 0 und x*> = (d/c, a/b). x' ist ein Sattelpunkt, um x> gibt es
periodische Orbits. Man vergleiche das Phasenbild 5 in §8.6.

Beim Riuber-Beutemodell mit begrenztem Wachstum modifiziert man das Volterra-Lotka-System und fiigt
soziale Reibungsterme hinzu, ndmlich mit positiven Konstanten m, n

ri(t,x) = a-bxy—mx

rn(t,x) = —-d+cx;—nx.

Jetzt gibt es vier Fixpunkte, ndmlich wieder x!' =0, sowie mit k := mn + bc

0 a/m 1 (na+bd
2 _ 3 4 _
* _(—d/n)’ * ( 0 ) und = (ac—md)'
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Man beachte, da$} lings der Geraden
gi: a—-bx;—-mx; =0

das Vektorfeld parallel zur x,-Achse verlduft (x| = 0) und daf es ldngs
gr: —d+cx;—nx;=0

parallel zur x;-Achse verlduft (x} = 0). x* ist der Schnittpunkt beider Geraden.

Je nachdem x* im ersten Quadranten liegt oder nicht, verlaufen die Orbits verschieden. Sie konnen sich einem
Fixpunkt oder einem Grenzzyklus annzhern. Die Achsen selbst sind Orbits. In jedem Fall gibt es obere Grenzen
fiir beide Spezies. Man vergleiche die Phasenbilder 6-8 in §8.6 und Beispiel 8.4.12.

8.4 Qualitative Aspekte

In diesem Abschnitt wollen wir qualitative Aspekte bei der Diskussion des Losungsverhaltens in den Vordergrund
stellen und zum Beispiel die Frage nach dem asymptotischen Verhalten der Losungen aufwerfen. Hier gibt es noch
viel zu tun. Denken Sie zum Beispiel an das Mehrkorperproblem in der Himmelsmechanik. Man kann zwar lokal
die Losungen berechnen, aber die Frage, ob eines Tages die Erde mit einem anderen Planeten zusammenstoft, 146t
sich noch nicht beantworten. Beim Dreikorperproblem etwa kann man nur Aussagen der folgenden Art machen:
StoBen zwei Korper zusammen, dann hat der dritte einen endlichen Abstand. Oder: Die Zusammenst6e hiufen
sich im Endlichen nicht.

Leider kann ich in dieser Anfangervorlesung auf solche interessante und moderne Fragen nicht tiefer eingehen.
Ich werde also in diesem Abschnitt nur etwas erzidhlen und ein paar Beispiele bringen.

8.4.1 Maximale Losungen

Wir gehen wieder von von

X = f(,x), x(0)=x" (1)

in J X X,X = R" aus. Das Vektorfeld f sei in I X X stetig mit J C [. Dann ist Gl. (1) lokal losbar. Es sei
x : [0,b) — X eine solche Losung. Dann interessiert uns natiirlich das Verhalten von x(¢) fiir t — b. Wenn dieser
Limes existiert, dann konnen wir in + = b den Existenzsatz wieder anwenden und die Losung iiber ¢ = b hinaus
fortsetzen. Analog geht man fiir negative ¢ vor.

Definition 8.4.1: x : (a,b) C I — X heifst maximale Losung von Gl. (1), wenn x nicht aus einer anderen Losung
durch Einschrinkung des Definitionsintervalles gewonnen werden kann.

Es gilt
Satz 8.4.2: Jede lokale Losung von GI. (1) laft sich zu einer maximalen fortsetzen.

Eine maximale Losung
x : (a,b) — X

wird also fiir # | a bzw. ¢ T b singuldr. Weill man, dall f beschrinkt ist, dann existieren x(a) und x(b) jedoch,
genauer

Satz 8.4.3: f sei in (a,b) X X beschrinkt. Dann existieren
li t d i 7).
,lfffx( ) un }Tr;lx( )
[ seiin [a, D] x X beschrinkt und stetig. Dann existieren die rechts- bzw. linksseitigen Ableitungen x',(a) und x’_(b).

Mit #; < T < 1, ist namlich
Ix(t2) — x(t)] = (t, =t (D] < cltr — 1]

Mithin konvergiert x(t,) fiir ¢, | a. Dann ist auch

x(a+h)—x(a) _

l a+h
) . f F(s,x())ds,

und der Limes existiert fiir 2 | 0.



8.4 Qualitative Aspekte 29

Eine Losung kann also bei beschrinktem f am Rande nicht oszillieren. In (0, 1 /) ist zum Beispiel

T
1

2 sin 1
2t sin % —COS ©

x(1) = (

beschrinkt und 16st die Differentialgleichung

s X2 _ {0
x(t)—(_ %z"‘,%)xl +%x2) s x(l/n)—(l).

Genliigt f nun zusétzlich beispielsweise einer Lipschitzbedingung, dann sind die erhaltenen Losungen eindeu-
tig. Man definiert

Definition 8.4.4: (7,&) € R X X heifit globaler Eindeutigkeitspunkt fiir x' = f(-, x), wenn durch (1, &) genau eine
maximale Losung verlduft. (1,£&) heifit lokaler Eindeutigkeitspunkt, wenn es eine Umgebung U(t,&) gibt, in der
(1, &) globaler Eindeutigkeitspunkt ist.

Es folgt

Satz 8.4.5: Jeder Punkt (1,£€) € G C R X X sei lokaler Eindeutigkeitspunkt fiir x' = f(-, x). Dann sind die (7, &)
sogar globale Eindeutigkeitspunkte.

Es sei nun x eine maximale Losung von x” = f(-, x) mit D(x) = (a, b). Dann nennen wir & € X Grenzpunkt von
x bzgl. t — b, wenn es eine Folge 1, T b gibt mit

£ = lim x(1,).

n

Definition 8.4.6: Die Grenzpunktmenge (w-Limesmenge) M, von x bzgl. b ist die Menge aller Grenzpunkte von x
bzgl. t T b. Entsprechend heif3t M, auch a-Limesmenge.

Es gilt

Satz 8.4.7: f seiin G C R X X stetig und entweder beschrinkt oder jeder Punkt von G sei lokaler Eindeutigkeits-
punkt. x sei maximale Losung mit D(x) = (a, b). Dann gilt mita < a < b:

1. Ist My, = 0, dann gilt |x(t)| — oo fiirt — b.

2. Es sei M}, # 0. Dann ist M}, abgeschlossen.
M,, ist beschrinkt < xistin [a, b) beschrdnkt.
Ist b endlich, dann ist {b} x M, C dG.

8.4.2 Stabilitit

Wir wollen nun wieder GI. (1) betrachten und annehmen, daf} sie eindeutig 16sbar ist und daf} eine Losung x im
ganzen R definiert ist. Dementsprechend bezeichnen wir mit M, und M_ die Grenzpunktmengen bzgl. t — oo und
t — —oo. Es interessieren nun folgende Fragen:

1. Gibt es Fixpunkte x°, fiir die also x = xo Losungen sind?

2. Es sei y eine Losung (zum Beispiel ein Fixpunkt) und x eine zweite Losung, die zur Zeit ¢ = #( nahe bei y liegt.
Bleibt x dann fiir alle ¢ > # nahe bei y?

3. Es sei x eine Losung. Was sind M, und M_?

Die erste Frage 148t sich leicht beantworten. Fixpunkte sind gerade die singuldaren Punkte des Vektorfeldes,
also f(-,x°) = 0. Bei der Behandlung der beiden anderen Fragen spielt der Begriff der Stabilitit eine groBe Rolle.
Er geht auf A. LyapuNov (1857-1918) zuriick. Es gibt verschiedene Konzepte dafiir. Zur Vereinfachung wihlen wir
wieder 7o = 0 und fiir y einen Fixpunkt, 0.B.d.A. y = 0. Dann verwenden wir fiir # — oo (und entsprechend fiir
t > —0)

Definition 8.4.8: y heifit stabil —
Ve>0 F6>0 Vux, |[x(0)—yol<d V=0 |x(t)—yol <e.
Definition 8.4.9: y, heifst asymptotisch stabil < vy ist stabil und

lim - [x(#) = yol = 0.
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Mit instabil bezeichnet man nicht das logische Gegenteil von stabil sondern
Definition 8.4.10: y, heifit instabil
Ve>0 VYx,0<|x(0)—yol<e dt>0 |x(t) — yol > €.

Die andere Moglichkeit nennt man labil.

Die Frage nach der Stabilitit der Losungen 146t sich bei den linearen Systemen
x = Ax 2)

durch Ausrechnen explizit beantworten. Man vergleiche §8.3.1. Ist der Realteil aller Eigenwerte nicht positiv

(Knoten, Strudel oder Zentrum), dann ist y = O fiir # — oo stabil. Sind diese Realteile sogar negativ (Knoten oder

Strudel), dann ist y = 0 asymptotisch stabil. Sind sie positiv, dann ist y = O instabil. Ein Sattelpunkt ist labil.
Interessant ist nun die Behandlung gestorter linearer Systeme, ndmlich

X =Ax+g(-, x) 3)

mitdetA 0,9 € Ci(R X X, X), X =R" und
g(t, x) = o(|x]) 4)

fiir x| — 0, und zwar gleichméBig bzgl. r. Man kann zeigen, daB sich die Losungen von Gl. (3) in der Umgebung
des Nullpunktes wie die Losungen des linearen Systems (2) verhalten. Jedoch kann aus einem Zentrum ein Strudel
werden. Ich beweise hier nur

Satz 8.4.11: Die Realteile der Eigenwerte von A seien negativ. Dann ist y = 0 bzgl. GL. (3) und t — oo asympto-
tisch stabil.

Zum Beweis verwenden wir
Ja>1, b>0 Y20 "] <ae™.
Dabei ist

(o) 1
At . _ n
N = E_O —(An)

der FluB} zur linearen Gleichung (2), und im Falle diagonalidhnlicher Matrizen folgt die Abschétzung leicht aus

el ... 0

Tl eMT=eP=| 1 N\

Die Losung x mit x(0) = x° von GI. (3) hat die Form

x(f) = Mx° + j(; t M g(r, x(1))dr.
Daraus folgt
[x() < a {e‘btlxol + f: e_b(’_r)|g(r, X(T))|dT} .
Nun gilt wegen Gl. (4)
Vee(0,b) 36€(0,8) Vx,l<s Vi>0  |gt,x)|< §|x|.

Wir behaupten nun

5
Vi>0 V% K%<= x| <éd<e. 3)
a
Es sei namlich x° € X mit |x°| < 6/a und

O :=inf{re Ry | ()] = o).
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Dann wiirde fiir O < ¢ < £ ,
x| <6 +& f e x(r)ldr
0

folgen, und aus dem Gronwallschen Lemma wiirden wir

!
[x()] < 8™ exp (s f e"<”>dr) <se e (6)
0

erhalten, insbesondere also
0
§=x(") <6 <.

Damit ist Abschitzung (5), also die Stabilitit, bewiesen. Abschitzung (6) gilt dann aber fiir alle # > 0. Mithin ist
y = 0 asymptotisch stabil. Das war zu zeigen.

Beispiel 8.4.12: Das Réiiuber-Beute Modell in §8.3.3.

In diesem Falle ist
x1(a—bx; — mxl))

foy = ()Cz(—d +cx; — nxy)
also mit f(x) =0,i=1,2,3,4, ' '
fx)=0f(xN(x—x)+--
mit
[ a—2mx; - bx, -bx;

0f(x) = ( cxy —d+cxy —2nx; |’

Mithin gilt fiir die Linearisierung:
x! = 0istein Sattelpunkt (labil),

X2 ist instabil,
Xistfirac <md asymptotisch stabil, sonst labil,
x* ist fiir a ¢ > m d asymptotisch stabil.

Unsere Abbildungen bestitigen dieses Verhalten.
Beispiel 8.4.13: Das ungeddmpfte Pendel, Beispiel 8.1.2.5.

Nun ist

af<x>=( 0 (1))

—COS X1

Mithin gilt fiir die Linearisierung 2> = — cos x| und
o [2nm\ . .
x = 0 sind Zentren (stabil)

e ((2n + Dn

0 ) sind Sattelpunkte (instabil).

Als letztes mochte ich noch den Begriff der Lyapunov-Funktion einfithren. Zur Motivation erinnere ich an die
Gleichung fiir geddmpfte Schwingungen, nimlich mit » > 0

X =v(x) := ( 2 )

—X1 —TFrXp

Es ist divo = —r. Fiir r > 0 existiert also kein erstes Integral, die Summe von potentieller und kinetischer Energie
ist ja nicht mehr konstant. Im Falle r = 0 ist
2
E(x) = ||

die Energie, und es gilt £’ = (VE) - x’ = 2x - v(x) = 0. Im Falle r > 0 haben wir aber noch
E' = (VE)X =2x-0(x) = =2r(x2)* < 0.

Wenn man sich auf einem Orbit bewegt, nimmt die Energie wegen der Dimpfung ab. Im Fixpunkt x° = 0 ver-
schwindet sie.

Obwohl E im Falle geddmpfter Schwingungen nicht mehr konstant ist, kann man wegen der Monotonie aus
der Kenntnis von E wichtige Schliisse ziehen. Deshalb definiert man
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Definition 8.4.14: Es sei x° ein isolierter singulirer Punkt des Vektorfeldes v(x). Dann heifit L € C(X, R%)

Lyapunov-Funktion zu v, x° :< L besitzt in einer Umgebung von x° folgende Eigenschaften:

1. L(x) = 0 nur fiir x = x°.
2. (VLyp<NO.

Gilt statt 2 sogar
2’ (VL <0 fiirx # x°,
dann heifit L strenge Lyapunov-Funktion.

Es gilt das

Stabilitiitskriterium: x° = 0 sei isolierter singuléirer Punkt von v, und es existiere eine Lyapunov-Funktion. Dann
ist x° bzgl. x' = v(x) stabil. Existiert sogar eine strenge Lyapunov-Funktion, dann ist x° asymptotisch stabil.

Den Beweis fiihrt man in zwei Schritten:
1. L existiere in B(x", &), es sei&e > 0 gegeben, € < & und

m(e) 1= Hln L(x) > 0.

Wegen L(x") = 0 und der Stetigkeit von L gibt es ein d(g), etwa & < & mit
Vx, |x]<d L(x)<m(e).
Es sei nun x ein Orbit und #; € R mit |x(#;)| < 6. Es sei ferner E := L(x). Dann ist
E(t) < m(e)
und

E'(H) = (VL) <0.

x=x(t)
Daraus folgt
Yt>t E@) <m(e).

Der Orbit kann daher die Kreislinie |x| = & nicht erreichen, denn dort wire E > m. Mithin ist x° stabil.
2. Es sei L sogar eine strenge Lyapunov-Funktion. Dann fillt E(¢) streng monoton. Es ist also

Et)=A:= tlim E(@ >0,

und wir miissen nur noch A = 0 zeigen.

Dazu nehmen wir A > 0 an. Dann existiert wegen L(x°) = 0 ein p mit 0 < p < § < &, so daB
VY, |xl<p Lx)<A
ist. Ferner gilt nach Voraussetzung
VYx,p<lxl<e ((VL)(x) <M <O.

Fiir t > 11 ist |x(7)| < € (erster Beweisschritt) und wegen E(f) > A auch |x(?)| > p, also
15
E() = E(t) + f E'(dr < E(h) + M(t— 1),
4

Mithin wiirde E(f) — —co folgen im Widerspruch zu E > 0. Also gilt 4 = 0 und damit die asymptotische
Stabilitit.

Es ist nicht immer leicht, zu einem vorgelegten System eine Lyapunov-Funktion zu finden. Beim Gradienten-
system
X =v(x):=—-(VU)(x)

mit U € C;(X, R) ist
(VU = —=(VU)* < 0.

Das Potential U ist also ein natiirlicher Kandidat fiir eine Lyapunov-Funktion.
Betrachten wir noch einmal ein gestortes System in Normalform, etwa

X = 0(x) = —x+a(x) mit a(x) = O(x]).
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Wir versuchen L als quadratisches Energiefunktional anzusetzen, in diesem einfachen Falle als
2
L(x) = |x".

Dann ist
(VL))(x) = =2lx* + O(Ix*).

In einer Umgebung des Nullpunktes ist L mithin eine strenge Lyapunov-Funktion, und x° ist asymptotisch stabil.
Nichtlineare Terme konnen das Verhalten der Losungen natiirlich empfindlich storen. Betrachten wir etwa im
R? die Gleichung
X =u(x):= ( x23)
X

1
mit x(0) = x° und € € {~1, 0, 1}. Dann ist

I1(x) 1= 2(x2)% — e(x)* = ¢

ein erstes Integral. Fiir € = 0 ist x, konstant und x, eine lineare Funktion von ¢. Fiir ¢ = —1 existiert x(¢) fiir jedes
x9 und ist fiir alle # beschrinkt. Fiir £ = 1 erhilt man aus Xp=x2= 4Jc+ (x1)*/ V2

x1 (1) d
=12 f .
a0 Ve+ st
Wenn ¢ und x;(0) positiv sind, wichst deshalb x;(¢) und damit auch x,(¢) fiir

0 ds
t— \/E
x0) Ve + st

unbeschrinkt.

8.4.3 Normalformen

Bei der Diskussion von Abbildungen spielt das Zuriickfithren auf Normalfunktionen eine grofle Rolle. Denken
Sie an die Diagonalgestalt oder die Jordansche Normalform bei Matrizen und ihre Anwendung bei den linearen
Differentialgleichungssystemen.

Eine solche Typeneinteilung mochte man auch bei den Differentialgleichungen finden. Betrachten wir wieder
x' = v(x).

Hier spielen die Fixpunkte eine groBe Rolle. Das haben wir ja bereits an den Beispielen bemerkt. Ist x° kein
Fixpunkt, gilt also in einer Umgebung U(x")
v(x) # 0,

dann folgt aus unseren Existenzsitzen, dafl man v in dieser Umgebung geradebiegen kann. Das heifit, es gibt eine
bijektive stetig differenzierbare Abbildung (einen Diffeomorphismus), die X’ = v(x) in y’ = e' iiberfiihrt.

Betrachten wir nun wieder ein lineares System im R? in einer Umgebung eines singuliren Punktes. Dann ordnet
man den singuldren Punkten Zahlen zu, um sie dadurch zu charakterisieren. Ich kann das jetzt nur kurz skizzieren,
weil wir Wegintegrale noch nicht besprochen haben. Wir wollen den Index eines Vektorfeldes verwenden.

Es sei y eine geschlossene Jordankurve (eine bijektive stetige Abbildung der Kreislinie) und v € C; ein Vek-
torfeld mit v # 0 auf y. Dann definiert man

1 . v
iv,y) = — fd(p mit ¢ := arctan =,

2w y vy

Offenbar ist i eine ganze Zahl, und es gilt
i(v,y) =0,

wenn v auch im Inneren von vy nicht verschwindet. Denn i hiangt dann stetig von y ab und verschwindet fiir kleine
.
Es sei nun x° ein isolierter singulirer Punkt von v. y; und y, seien geschlossene Jordankurven; x° liege im
Inneren von y; und ;. Dann gilt auch

i(v, 7)) = i(v, y2).
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Der Index hiingt dann also auch nicht von der speziellen Wahl der Jordankurve ab.
Auf diese Weise kann man jedem isolierten singuliren Punkt x° von v eine ganze Zahl zuordnen, nimlich den
Index

ind(v, x°) := i(v, y).
Dabei ist y irgendeine geschlossene Jordankurve, die x° im Inneren enthilt, aber keine anderen singuliren Punkte
von v.

Durch die Berechnung der Indizes lassen sich wichtige Schliisse ziehen. Auf diese Weise kann man beispiels-
weise den Fundamentalsatz der Algebra beweisen. Es seien z = x| + i xp, P(2) = 2" + - - + ap und mit x := (x1, x3)

__[ReP(2)
o(x) = (Im P(Z)).

Waire iiberall v # 0, dann wiirde der Index verschwinden. Er 148t sich aber fiir einen Kreis mit groBem Radius
leicht berechnen, es ist nidmlich i(v, B(r, 0)) = n fiir groBe r.

Man kann nun die Indizes fiir die in §8.3.1.1 angegebenen Normalformen ausrechnen und erhilt fiir v(x) = Ax
mit detA # 0
ind(v, 0) = sign(detA),
also ind(v, x°) = —1 fiir Sattelpunkte und = +1 sonst. Man zeigt auch, daf sich der Index bei Stérungen der Form
(3), (4) nicht @indert. ind(v, x°) ist der lokale Index und 148t sich auch im R erkliren, nimlich wieder als sign(det A).

Im R? haben Sattelpunkte deshalb den Index —1, aber auch Senken (alle Eigenwerte sind negativ). Hingegen hat
eine Quelle (alle Eigenwerte sind positv) den Index +1.

8.4.4 Periodische Losungen im R?

In den Anwendungen ist es oft wichtig, geschlossene Orbits zu finden. Ich muf} mich jetzt wirklich kurz fassen und
teile nur einige Ergebnisse mit:

Umlaufsatz: Ein periodischer Orbit muf3 singuldre Punkte umlaufen, deren Indexsumme +1 ist.

Satz von Poincaré-Bendixson: Es seien K ein kompaktes Gebiet in der Ebene und x Losung von x' = v(x)
mit V't x(t) € K. K enthalte keine singuldren Punkte von v. Dann ist M, ein periodischer Orbit, und x(t) strebt
spiralformig dagegen.

Beispiel 8.4.15: Wir zeigen, dafs
Y+ +20) -y +y=0

eine nichttriviale periodische Losung besitzt.
Das entsprechende System lautet

x
—x1 + (1= (x1)? = 2(x2)?)x2)

X =v(x):= (

Nur der Nullpunkt ist singulér, er hat den Index 1. Es sind also periodische Orbits um den Nullpunkt herum
moglich. Nun ist

|)C|2 ' ’ ’ 2 2 2
| =xx+anx = (1 = (x1)” = 2(x2)")(x2)

und
positiv fiir 2|x? < 1
negativ fiir |x|> > 1.

1= (x1)? = 2(x2)? ist {

Daher folgt fiir jede Losung, die mit
V1/2 < |x(to)| < 1
startet,

Vi 12 <x@) < 1.

Aufgrund des Satzes von Poincaré-Bendixson gibt es deshalb in v/1/2 < |x| < 1 einen periodischen Orbit. Man
vergleiche das Phasenbild 9 in §8.6.
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Beispiel 8.4.16: Es sei

X =v(x):= (_XIXZ_ x3)'

1

Dann ist der Nullpunkt die einzige singulédre Stelle von v mit dem Index 1. Mithin sind periodische Losungen um
den Nullpunkt herum moglich. Weil das Vektorfeld divergenzfrei ist, existiert auch ein erstes Integral, und man
findet leicht

I(x) = 2)x]> + (x)* = 2.
Es sei x.(0) = x? mit I(x?) = ¢. Dann folgt sofort |x.| < ¢/ V2. x.(1) ist aber auch von unten beschriinkt. Es sei

namlich |x(¢)| < 1. Dann ist

2

P 2 5300 + 207 + @0 = 5

also fiir alle ¢

=) <) <

min (1,

Vi Pl

X, ist deshalb periodisch (x = M,), oder x(#) nihert sich spiralférmig einem periodischen Orbit. Wegen x; =
0 = x, = +¢/ V2 scheidet letzteres aus. Jeder Orbit ist also periodisch. Man vergleiche das Phasenbild 10 in
§8.6. Wir berechnen noch die Periode T'(c). Wegen

=0 = (x)=-1+VIi+c2

folgt mit a(c) := \ V1+c2 -1

a(c)
T() = 4V2 f ds
= R

8.4.5 Verzweigungen

Als letztes mochte ich noch kurz Verzweigungsprobleme anreilen. Solche Probleme treten in den Anwendungen
oft auf und sind sehr wichtig.
Betrachten wir die parameterabhingige Gleichung

XA, 1) = f(4,1,x). )

Dabei seien A > A die Parametermenge, T € C;(A,R) die Periode und f € C(A X R x X, X). Nehmen wir an, GI.
(7) besibe fiir ein Ay € A eine T(dp)-periodische Losung x(A, t). Dann stellt sich die Frage, ob Gl. (7) fiir A nahe
Ao auch Frage, ob Gl. (7) fiir 4 nahe Ay auch T'(1)-periodische Losungen x(4, £) nahe x(Ay, t) besitzt.

Diese Frage ist im allgemeinen zu verneinen. Denken Sie nur an das gedampfte mathematische Pendel

’ X2
X = . .
—Smmx; —rxp

Dabei ist r > 0 der Dampfungsparameter. Im ungeddampften Fall gibt es in einer Umgebung U(0) des Ursprungs
durch jeden Punkt genau einen periodischen Orbit. Es sei

1
L(x) := E(xz)2 + (1 —cos xy)
die Energie im ungeddmpften Fall. Dann ist L fiir » > 0 eine Lyapunov-Funktion. Es ist ndmlich
(VL - v)(x) = —r(x2)*.

Mithin ist der Nullpunkt im Falle r > O stabil, und aus Satz 8.4.11 folgt sogar x(¢) — 0.

Auf weitere Einzelheiten kann ich aber jetzt wirklich nicht mehr eingehen. Ich schliee mit folgendem

Beispiel 8.4.17:
P _ 3
X' =v(d,x) = ( = () )
X2
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. Sattelpunkte

Sattelpunkte / Knoten

- Sattelpunkte

Der Punkt x° = 0 ist dann fiir jedes A singulidrer Punkt von . Es sei 1y = 0. Wegen

10
(0:0)(2.0) = (O 1)
wechselt det(d,v) ihr Vorzeichen fiir A € U(0). Man kann zeigen, daf3 dann (0, 0) Verzweigungspunkt fiir singulire
Punkte von v ist. Oder anders ausgedriickt, (0, 0) ist Bifurkationspunkt des von x” = v erzeugten Flusses.
Das kann man in diesem Beispiel durch Nachrechnen bestitigen. Fiir negative A ist nur x°(1) = 0 singulirer
Punkt von v mit dem Index —1. Das 4ndert sich bei A = 0. Fiir 2 > 0 bleibt x° singulir, jetzt aber mit dem Index 1.
Es spalten sich jedoch zwei weitere singulidre Punkte x', x? ab, beide mit dem Index —1, namlich

+ \//_l)

2 =( 0

Wir erhalten also folgendes Bifurkationsdiagramm

Fiir 1 > 0 sind x°(1) Senken und x'(1) sowie x*(1) Sattelpunkte. Man vergleiche die Phasenbilder 11 und 12 in
§8.6. Man beachte auch, daBl die vorgelegte Gleichung ein Gradientensystem ist. Es gilt ndmlich v = VU mit

1
U x) = 7(24(x ) = (x)* + 2(x2)%).

Fiir 2 > 0 ist x°(1) = 0 isolierte Nullstelle von U(A, x), und U ist in einer Umgebung von x° Lyapunov-Funktion.
Fiir A < 0 gilt das nicht. Es folgt, daB x°(1) = 0 fiir A > 0 instabil ist (eine Quelle).

8.5 Rand- und Eigenwertaufgaben

Bisher haben wir uns mit Anfangswertaufgaben beschiftigt. Es waren eine Differentialgleichung und Anfangs-
werte, etwa zur Zeit ¢ = 0, gegeben. Gesucht war die Losung. Es gibt aber noch eine zweite, vollig andere Pro-
blemstellung, die sowohl aus mathematischer Sicht als auch vom Anwendungsbezug her besonders wichtig und
interessant ist. Es handelt sich um Randwertaufgaben und damit zusammenhédngend um Eigenwertaufgaben und
Schwingungsprobleme.

Ein typisches Beispiel ist die Beschreibung der Auslenkung einer Saite. Es seien ein Intervall I := (a, b) auf
der x-Achse und eine Funktion f € C(I, R) gegeben. Dann mdchte man etwa ein u € C»(I, R) bestimmen mit

. w+u=f
2. u(a) =u(b)=0.

Das ist eine Randwertaufgabe, denn u wird am Rande 01 vorgegeben (etwa die Saite dort fest eingespannt). Gesucht
wird u fiir alle x € 1.

Die Randwertaufgaben hingen eng mit Schwingungsproblemen zusammen. Denken Sie wieder an die Saite.
Thre Auslenkung wird durch die Wellengleichung ?u = 0*u beschrieben. Man fragt dann zunichst nach stehenden
Wellen a(t) - v(x) mit der Amplitude a und der Schwingung v; man macht also einen Separationsansatz und erhilt
fiir v die Helmholtzsche Schwingungsgleichung

v +Av=0 mitv(a) =vb) =0.

Diese Gleichung hat nur fiir bestimmte Eigenwerte A1 € C nichttriviale Losungen, die Eigenfunktionen, und man
mochte diese Eigenwerte und damit die Eigenfrequenzen der Saite bestimmen.

Solche Probleme haben zu sehr interessanten Entwicklungssitzen fiir Differential- und allgemeinere Operato-
ren gefiihrt. Wie in der linearen Algebra 146t sich eine Normalform fiir den zugrundeliegenden Differentialopera-
tor angeben, analog zur Transformation auf Diagonalform bei symmetrischen Matrizen. Im folgenden mochte ich
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solche Fragen fiir eine Klasse gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung behandeln. Die meisten Re-
sultate lassen sich wesentlich verallgemeinern, und zwar sowohl beziiglich der Ordnung des Differentialoperators
als auch beziiglich der Dimension des zugrundeliegenden Raumes. Die in §7.5,6 erhaltenen Entwicklungssétze
(Fourierreihen) werden dabei als Spezialfille wiederkehren.

8.5.1 Sturm-Liouvillesche Randwertaufgaben

Im folgenden wollen wir eine Klasse von Differentialgleichungen untersuchen, die nach CH. STurm (1803-1855)
und J. LiouviLLE (1809-1882) benannt sind, ndmlich in / := (a, b)

—(pu'Y +qu=Aru+rf. (D

Dabei seien u € C»(J,C), 1 € C, p e Ci(L,R), p> 0, f,q,r € C(J,R) und r > O mit J := [a, b].

Zur Differentialgleichung (1) kommt eine Randbedingung hinzu. Es gibt viele mogliche Randbedingungen, ich
nenne hier nur

1. u(a) =u(d) =0, die Dirichletsche Randbedingung.

2. u'(a) =u’(b) =0, die Neumannsche Randbedingung.

3. W +hu)a)=wW +hu)(b)=0.

4. Man kann zum Beispiel auch p(a) = 0 zulassen. Dann geniigt u € C(J, C) bereits als Randbedingung; u soll
also in a endlich sein.

Benannt sind diese Randbedingungen nach P. LEseuNe-DiricHLET (1805-1859) und C. NEumann (1832-1925).
Auf die feineren Unterschiede bei den einzelnen Randwertaufgaben mochte ich hier nicht weiter eingehen, son-
dern nur die wesentlichen Ideen herausstellen. Ich beschrinke mich daher im folgenden auf die Dirichletsche
Randwertaufgabe.

Als zugrundeliegende Funktionenmenge wihlen wir deshalb

D :={u e Cy(J,C) | ula) = u(b) =0}

Wir suchen also nach Losungen u € D von Gl. (1). Es sei aber noch einmal ausdriicklich betont, daf} es sich
hierbei um eine spezielle Randwertaufgabe handelt. Auch Differentialgleichungen erster oder htherer Ordnung
und unbeschrinkte Gebiete lassen sich behandeln.

Die folgenden Uberlegungen sind wie die in §7.5,6 dadurch gekennzeichnet, daB wir in C(J) zwei Normen
nebeneinander verwenden: einmal die {ibliche Supremumsnorm

llzell := sup [u(x)l,
xeJ

und zum anderen die gewichtete £2(I)-Norm

lll = o= f () (0P dx

mit dem Skalarprodukt
(u,v) := fr(x)u(x)@dx.
I

Gerade dieses Skalarprodukt mochten wir benutzen. Natiirlich ist C(J) unter der £2-Norm nicht vollstindig, es gilt
nur

Il < clifll mit c:= V(b —a)llrll.

Wir definieren nun
L : D — [XI,0),

u Lu
mit
Lu:= %{ —(pu') + qul.
Dann lautet GI. (1)
Lu=Au+f, 2

das heif3t, wir suchen einu € Dmit Lu = dAu + f.

Wir definieren ferner
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Definition 8.5.1: Eine Zahl A € C heifit Eigenwert zum Operator L, wenn es ein u € D, u # 0, gibt mit
Lu=A2u.

Die Funktion u heif3t dann Eigenfunktion zum Eigenwert A und wird durch ||u||2£ = 1 normiert.

Es ist unser Ziel, in diesem Abschnitt folgendes zu zeigen:

1. L besitzt abzédhlbar unendlich viele Eigenwerte 4, — oo mit zugehdrenden orthonormalen Eigenfunktionen.

2. Jede geniigend glatte Funktion g, die der Randbedingung geniigt, kann in eine gleichmifig konvergente Fou-
rierreihe nach diesen Eigenfunktionen entwickelt werden.

3. Aus & € L£*(I) und (h,u,) = O fiir alle n folgt ||4]| 2 = 0. Das System der {u,} ist also vollstindig.

4. Losung der Randwertaufgabe.

Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Hilfssétzen.
Lemma8.5.2: f,geD = (Lf,9)=(f,Lg).

Der Beweis folgt durch partielles Integrieren

(Lf.9) = fl{(—Pf’)’ +4q f1g = B(f.9) = (f.Lg). 3
Dabei haben wir zur Abkiirzung
B(f.9) = fl{pf’é' +4./9}
gesetzt. B(-,-) heilit Dirichletsche Form zu L.
Lemma 8.5.3: Alle Eigenwerte sind reell.
Es sei niamlich Lu = Au mit ||u|%, = 1. Dann folgt aus Lemma 8.5.2
A=(Lu,u)=(u,Lu) =2
Wir wollen uns daher von nun an auf reellwertige Funktionen beschrianken.
Lemma8.54: A, # 1, = (uy,u,) =0.
Auch das folgt aus Lemma 8.5.2. Es gilt ndmlich
AUy Un) = (Lt Un) = (U, Ltn) = A (i, ).

Satz 8.5.5: Die Eigenwerte sind von unten beschrdnkt. Es sei fiir x € J

= min 4w
do =

Dann ist A > q.

Es sei namlich u die Eigenfunktion zu A. Dann folgt
A= (Lu,u) = B(u,u) > j‘qlul2 > qo frlulz.
1 1

Wegen “””2L = 1 ist daher 2 > g.
Korollar 8.5.6: Es sei g > 0. Dann sind alle Eigenwerte positiv.

Aus Satz 8.5.5 folgt zunichst nur A > 0. Es sei also 4 = 0 und u Eigenfunktion. Dann ist B(u, u) = 0, das heif3t

fplu’lz =0.
1

Wegen p > 0 folgt daraus u’ = 0, also u = const und wegen der Randbedingung schlieBlich # = 0 im Widerspruch
zu [} = 1.
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Korollar 8.5.6 gilt beispielsweise bei der Neumannschen Randwertaufgabe nicht. Hier ist 4 = 0 mdglich; die
Konstante ist Eigenfunktion, wenn g verschwindet.

Es ist oft bequemer, mit positiven Eigenwerten rechnen zu konnen. Wir verschieben deshalb die Eigenwerte
bei negativem gy um —g, nach rechts. Es seien

Ly == L—qo

Bo(u, u) := (Lou, u) = Blu, ) — qo(u, ) > 0.
Aus Lu, = A,u, folgt dann
Lou, = (A, — qo)ut, =: Au,,

und die Eigenwerte A% von L, sind analog Korollar 8.5.6 positiv.

8.5.2 Die Greensche Funktion

Wir haben schon im zweiten Abschnitt die Aquivalenz von Anfangswertaufgaben zu Integralgleichungen heraus-
gestellt. Wir wollen jetzt dhnlich vorgehen und zeigen (wenn A = 0 kein Eigenwert ist)

Lu=f & u=Mf

mit
(Mf)(x) = ﬁ SWG(x, y)r(y) dy.

Dabei ist M ein Integraloperator; er wird von der Greenschen Funktion G : J X J — R erzeugt, benannt nach G.
GrEeN (1793-1841).

Als erstes stellen wir die Eigenschaften einer Greenschen Funktion heraus und zeigen dann ihre Existenz. Man
iberlegt sich, daB G eine singuldre Losung der Differentialgleichung sein muf. In Distributionenschreibweise ist

Klassisch verwenden wir

Definition 8.5.7: G € C(J X J,R) heifst Greensche Funktion zu L, wenn fiir alle y € I folgendes gilt:

1. G(,y) € C(U\{y},R)

2. G(a,y)=G(b,y) =0

3. (LG)(x,y) =0fiirx #y

4. py0:Gy +0,y) - 0:G(y - 0,y)} = -1.

Das Wort singulire Losung bedeutet also, dal die erste Ableitung von G an der Stelle y nicht mehr stetig ist.
0; bezeichnet die Ableitung von G nach der ersten Variablen (die zweite, ndmlich y, ist fest).

Wenn A = 0 kein Eigenwert von L ist, 146t sich die Greensche Funktion relativ leicht angeben, also zum Beispiel
fiir Ly. Wenn 4 = 0 Eigenwert ist, weill man schon aus der linearen Algebra, dal dort die zu Lu = f analoge
Gleichung nicht mehr fiir alle f gelost werden kann. Dann existiert nur eine Greensche Funktion im erweiterten
Sinne. Dieser Fall ist fiir die Eigenwerttheorie nicht sehr interessant, weil man sich wegen der Linearitit auf Ly
zuriickziehen kann. Ich mochte auf die Greensche Funktion im erweiterten Sinne deshalb in dieser Vorlesung nicht
weiter eingehen.

Es sei also fiir den Rest dieses Abschnitts §8.5.2 A4 = 0 nicht Eigenwert von L. Dann konstruieren wir eine
Greensche Funktion zu L folgendermalien:

1. Lu=0, u(a)=0undu'(a) =1 ist eindeutig 16sbar.
2. Lv=0, v(b)=0undv'(b) =1 ist eindeutig losbar.

Beide Funktionen, u und v, verschwinden nicht identisch. Sie sind aus C,(J). Es sei W ihre Wronskische Determi-
nante,

W:det(”, )
u U

Dann gilt

; u v ’_ u v\ _
(pW) —det( ol pv ) —det( o )—O



40 8 Gewohnliche Differentialgleichungen

Die Funktionen u und v sind linear unabhéngig, weil nach Voraussetzung 4 = 0 kein Eigenwert ist. Mithin ver-
schwindet W nicht, es gilt also
pW=c mit c¢eR\{0}.

Es sei nun

u(x)-vly) firx<y

u(y) -v(x)  fir x> y. “

1
G(.X, !/) = _; {

Dann ist G Greensche Funktion. G ist nimlich in J X J stetig, und auch die Bedingungen 1-3 sind offensichtlich
erfiillt. Es bleibt der Nachweis von 4:

1 , , 1
PG +0.y) = 016Gy = 0.9} = ——pW{uV' W) — ' e} = ——(pW) = -1.
Aus der Darstellung (4) der Greenschen Funktion folgt unmittelbar ihre Symmetrie, also

G(x,y) = G(y, x). )
Beispiel 8.5.8: Es seiena=0,b=1und L = —d?/dx>.

Dann ist u(x) = x, v(x) =x—1und

W=det()1c (x;l) )=1,

also
x(1-y) firx<y

G(x,y) = { y(l—x) firx>y.

8.5.3 Randwertaufgaben

In diesem Abschnitt wollen wir
Lu=f (6)

l16sen, und zwar unter der Voraussetzung, da3 4 = 0 nicht Eigenwert von L ist. Den allgemeinen Fall behandeln
wir im Anschluf} an die Eigenwerttheorie.

Es sei

1)) = [ G gy ™
1
Wir wollen zeigen, dal M : C(J) — D abbildet und dall L(M f) = f ist. Dann gilt

Satz 8.5.9: A = 0 sei nicht Eigenwert von L. Dann ist
Lu=f

fiir alle f € C(J) eindeutig losbar; u = M f ist die Losung.

Wegen der Stetigkeit von G gilt nimlich M f € C(J,R) und (M f)(a) = (Mf)(b) = 0. Weiter ist
X b 4 b
arry=([ [ o= [ rwacaprman

b
(p(Mf)) (x) = f FWaw)G(x, Pr(y) dy + p(x) f(){01G(x, x = 0) = 91G(x, x + 0)}.

also

Wegen der speziellen Gestalt (4) von G ist dann auch M f € D, und es folgt

LM [f)(x) = =p(x) f(){01G(x + 0, x) = 81 G(x = 0, 0)} = f(x).

Damit ist Satz 8.5.9 bewiesen.
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8.5.4 Eigenwertaufgaben

In diesem Abschnitt wollen wir Existenz und Eigenschaften der Eigenwerte von L herleiten. Wir suchen also
Zahlen A € R, fiir die
Lu=u mitlul} =1 8)

gilt.
Zu festem A kann es nur eine linear unabhingige Eigenfunktion geben. pW(u, uy) ist ndmlich fiir zwei Losun-
gen uy, up konstant und verschwindet wegen u;(a) = up(a) = 0. Mithin sind u;, u, linear abhéngig.

Wir wollen die Eigenwertaufgabe noch etwas vereinfachen. Weil wir die Eigenwerte verschieben konnen,
nehmen wir in diesem Abschnitt 8.5.4 an, daB alle Eigenwerte positiv sind (Ubergang von L zu Lo). Es gibt noch
andere Transformationen, die unsere Gleichung weiter vereinfachen. So kann man fiir differenzierbare r von u zu
v := +/ru iibergehen und sich so von r befreien. Das wollen wir aber hier nicht weiter verfolgen.

Es sei also fiir den Rest dieses Abschnitts und in §8.5.5 A € R*. Dann existiert nach §8.5.3 ein
M : CJ)—D
mit LM =id. Es seiu € D und f := Lu. Dann folgt
LMf = f = Lu,

also auch fiir alle u € D
u=Mf=MLu.

Damit erhalten wir aus Gl. (8) die dquivalente Integralgleichung
Mu = pu, |ull; = 1 )

mit u € R* und u € C(J).

Es sei ndamlich u eine Losung von GI. (9). Dann erhalten wir mit A := 1/u
Lu=u, |ul}=1.
Zum Nachweis der Existenz von Eigenwerten benotigen wir nun einige Vorbereitungen.
Lemma 8.5.10: Es gilt auch M : L>(I) = C(J) mit

IMAIl < Ky IfIG und IIMAIG < kalIFI1-

Dabei sind
ki = sup|G(x,y)l- %
x,yeJ
ky := \/ f G2(x, y)r(x)r(y) dx dy.
IxI

Der Beweis folgt aus

(Mf)) = f, FOGx. priv) dy.

also
(04~ )] < sup |G - Gl [y
< é;g |G(x,y) = G(xo. )| - IIAIZ - NI
und

M1 f, | f, @GO yyr)dy| r(x) dx

IA

I | Geeurreodray.
IxI
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Lemma 8.5.11: (M f, f) verschwindet nicht identisch.
Es sei namlich (Mf, f) = 0 fiir alle f € £2(I). Dann gilt

Vfge L) 0=(M(f+g).f+g)=2Mfg).

Dabei haben wir die Symmetrie von M benutzt, die aus der Symmetrie der Greenschen Funktion folgt. Mit g :=
M f ist also
VfeLD) 0=I[Mfll

Daraus folgt || f|l,2 = 0, und fiir f € C(J)ist f = LM f = 0.

Lemma 8.5.12: Es gilt

sup |(Mf. f)| = sup MfI =: M.
Hflli=l Hfl\zfl

[|M]| ist die Operatornorm, vgl. §9.2. Wir beweisen Lemma 8.5.12: Zunichst ist
(M, ) < IMAT - 111

Wir miissen also
IM|| < o := sup |(Mf,f)|

I/13=1
zeigen. Dazu bilden wir mit & > 0
5 1 1 1 1 1
MfIG = Z{(M@f+ = Mp. af + —Mf) - (M@f -~ M[). af - ~Mf)}
a a a a

IA

o 1 2 1 )
slllaf + = MfIG +llaf = — MfI)
o 1
= ST + — IMA)
Es seien nun f # 0 und M f # 0. Dann folgt mit a? = M fll g2 /11 fl 2

IMfI5 < T IIMfliz2 - 1Ifll e

oder

Ve LX) IMflz <aliflle.

Das war zu zeigen.

Lemma 8.5.13: Es seien f, € L*(I) mit Ilfull;2 < 1. Dann enthdlt (Mf,) eine beziiglich der Supremumsnorm
konvergente Teilfolge.

Beweis: Nach Lemma 8.5.10 bildet M in C(J) ab. Es sei g,, := M f,,. Dann ist

lgall < ki llfullez < ki
und

|g2(x) = gn(x0)* < sup |G(x,y) = G(xo. )| - lid]| 2.

ye

Mithin ist (g,,) beziiglich || - || gleichmiBig beschrinkt und gleichartig stetig. Auf Grund des Satzes von Arzela-
Ascoli enthilt (g,) deshalb eine in C(J) konvergente Teilfolge.

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir
Satz 8.5.14: GI. (9) besitzt einen Eigenwert u mit u = ||M||.

Es ist klar, daB3 es groBere Eigenwerte nicht geben kann. Denn aus
M
M-pu-= —y(id— —)
U

folgt fiir i > ||M|| die Existenz von

1
(id— %) L L2 — 220,
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namlich die Neumannsche Reihe

(o3 - 260

n=0

Zum Beweis wihlen wir nun eine Folge (f,), f, € L2(I) mit ||f,|l> = 1 und
(M fu, fu)l = [IM]].
Das ist nach Lemma 8.5.12 moglich. Die (f,,) seien so gewihlt, dafl
(M fo, o) = p€R mit |ul = [[M]| >0

gilt. Wegen Lemma 8.5.13 enthilt (M f,,) eine beziiglich der Supremumsnorm konvergente Teilfolge. Es sei bereits
(M f,) diese Folge und f € C(J) mit

IMf, = fll = 0.
Aus
0 < IMfy = full o = IMfull e = 2u(M fr, fo) + 17 < 2u(u = (M fy, fi)) = 0
folgt
IMf = fullz = 0
und
lu(fo = Pl <l fo = Ml + 1M S, = pfll 2 = 0,
also

Ifu = fllez = 0 und ||flle = 1.

Damit erhalten wir
IMF = pfllz = lim 1M fy = pfyll gz = 0,

oder
Mf=uf, Ifllp=1
Wir wissen bereits, dafl alle Eigenwerte positiv sind. Deshalb gilt 4 = ||M||, und Satz 8.5.14 ist bewiesen.

Damit haben wir den gréften Eigenwert y; := p von M und die zugehorige Eigenfunktion u; := f gefunden.
Esist u; € C(J),
Muy =

und g ist durch

il = sup [(Mf, )l
1l 2=1

charakterisiert. Wegen M : C(J) — D giltauch u; € D und mit A; := 1/y
Luy = Qiuy,  lwillge = 1.
Damit haben wir auch den ersten Eigenwert von L gefunden.

Zur Bestimmung weiterer Eigenwerte setzen wir dieses Verfahren fort und bilden fiir n > 2

lal = sup  [(Mf, fl.

HfH£2=l
(fat)=0,i=1,...;n1

Wir erhalten auf diese Weise eine Folge (1,,) von Eigenwerten A,, > 0 und zugehorige Eigenfunktionen u,, € 9 mit
Lu, = A, u,
IMIT = <2 <o
(U Un) = Opun.

Ferner gilt

Lemma 8.5.15: Die Eigenwerte hdufen sich im Endlichen nicht.
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Der Beweis folgt aus

(e
A

< [ (6= Y, L vy

i=1

n 2
[Geprma-y, 2

1 i=1
oder
& () 2
DI fG (%) ry) dy < ks < oo, (10)
i=1 i 1
also
Sl
=< f G*(x, Pr(y)r(x)dy dx = k3. (11)
A Ix

Mithin konvergiert die Reihe links.

Lemma 8.5.16: V f € L2(I) ist (Mf, f) > 0.

Denn sonst besifle L negative Eigenwerte.

Lemma 8.5.17: Es gibt unendlich viele Eigenwerte.
Es seien namlich 44, ..., 4; die Eigenwerte,

k
H(x,y) = Glx,y) = )| ===

ui(X)ui(y)
i=1 Ai

und N der analog M von H erzeugte Operator, also

S Cou)
N:M—Z ’/llui.
=

Dann folgt aus der Konstruktion der Eigenwerte

sup [(Nf, )l = sup  [(Mf, f)l = 0.

IIAI=1 Al g2 =1
(fut)=0,i=1,...k

Weil N ebenfalls symmetrisch ist, konnen wir Lemma 8.5.12 mit N verwenden und finden N = 0; das heif3t

VY fe LX) fl FWH(x,y)r(y)dy = 0.

Wegen H € C(J x J) folgt daraus H(x, y) = 0 oder

k

ui(X)u;i(y)
G(x,y) = —.
(x.) Z o
Dann wire aber G € C,(J X J). Wir wissen jedoch, daf} die erste Ableitung von G in x = y springt. (Oder: Es wire
M endlich dimensional, das heifit dim R(M) < co, im Widerspruch zu R(M) = D.)

Mit dieser Konstruktion haben wir auch wirklich alle Eigenwerte erfaf3t. Es sei ndmlich 0 < o < oo ein weiterer
Eigenwert zur Eigenfunktion v, also
Lv=0cv mito ¢ {11,45,...}.

Dann gilt nach Lemma 8.5.4
Yn (v,u,) =0
oder | |
Yn —=Mvv)<u,=——0.
o A

n

Damit haben wir bewiesen:
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Satz 8.5.18: L besitzt abzdhlbar unendlich viele Eigenwerte und zugehdrige orthonormale Eigenfunktionen. Die
Eigenwerte sind von unten beschrdnkt und hdéufen sich im Endlichen nicht.

Fiir praktische Zwecke hat das Konstruktionsverfahren allerdings den Nachteil, da3 man zur Berechnung des n-
ten Eigenwertes alle vorherigen kennen muf3. Deshalb ist die folgende auf R. Courant (1888-1972) zuriickgehende
Charakterisierung von Interesse:

Courantsches Mini-Max-Prinzip : Es seien hy, ..., h,_, € L>(I) beliebige Funktionen und

Va(his ... 1) == sup  (Mf, f).

HfII£2=1
(fhp)=0,i=1,....n—1

Dann gilt

1

— =, = inf Va(hi, ... hyq).

Ay, Ry sy €L2(T)

Der Beweis benutzt das Ergebnis von Satz 8.5.18. Demnach ist

Va(Ut, ... Up1) = Mn-

Wir miissen also v, (hy,..., h,—1) > u, zeigen. Dazu wihlen wir

n

u = Z Ci U

i=1
mit ||ul| 2 = 1 und (u, h;) = 0fiiri = 1,...,n— 1. Offenbar lassen sich geeignete Konstanten ¢; immer finden. Dann
folgt

n n 2 1
Valht, .o b)) 2 (Mu,u) = ;::1 cick(Mu, uy) = ; 7’1 > T Hn-

8.5.5 Entwicklungssitze

In diesem Abschnitt zeigen wir die Vollstindigkeit des Systems der Eigenfunktionen und Entwicklungen danach.
Es seien 4 € £2(I) und

hi == (h,u;),

der i-te Fourierkoeffizient von h. Es seien ferner

gn = h—i h,-u,-.
i=1

Dann gilt (g,,,u;) =0 firi=1,2,...,nund

n
2 2 2
lgalle = A1 = > B2,
i=1

also
n

h} < (k. (12)

i=1

Das ist wieder die Besselsche Ungleichung. Mithin konvergiert
n
Z hiu; — b e L2(0).
i=1

Wir mochten & = h* beweisen. Dazu holen wir etwas aus. Aus der Definition der Eigenwerte folgt wegen (g, u;) =
Ofiri=1,2,...,n

1Mgallz> < pan llgnll 2 < pan 1Bl 2 — 0,

also
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Lemma 8.5.19: Es seien h € L*(I) und f := Mh. Dann gilt

= s
i=1

Es ist ndamlich f; = h;/A;. Fiir solche quellenmdifig darstellbare Funktionen gilt also der Entwicklungssatz. Zum
Beispiel sei f € Co(J) mit f(a) = f(b) =0und h := Lf. Dann ist f = Mh.

Das allgemeine Resultat folgt dann durch Approximieren. Testfunktionen sind in £2(I) dicht, und Testfunktio-
nen sind quellenméBig darstellbar. Folglich gilt fiir 7 € £L%(I)

L2—>0.

Ve>0 FpeCoull) Ilh—glp < =

2
Ve>0 Voelul) AneN g eR Hga—zn:a,-uiﬁ<§,
i=1
also .
YVe>0 dneN dg;eR ”h—Zaiui£2<s.

i=

Es sei betont, dal} die a; von & abhédngen. Die a; sind nicht die Fourierkoeffizienten von 4. Es folgt

Lemma 8.5.20: Es seien h € L*(I) und (h,u;) = O fiir alle i. Dann ist ||| ;> = 0.

Aus der letzten Abschédtzung erhilt man ndmlich durch Quadrieren

n
Ve>0 (il + > al <&,
i=1

also verschwindet 4.
Es gilt
Satz 8.5.21: Es sei h € L2(I). Dann ist

o - 0.

-3

Wir wissen namlich bereits Y\, hju; — h* € L2(D), und g = h — h* hat die Fourierkoeffizienten Null.

Aus Satz 8.5.21 folgt unmittelbar die Parsevalsche Gleichung

AR, = > A (13)
i=1

Man kann den Entwicklungssatz 8.5.21 verschirfen, wenn die darzustellende Funktion glatter ist. Es sei etwa
f = Mh quellenmiBig dargestellt. Dann ist nach Gl. (10)

- “ n noo2 n
(35 vl)” = (3 w5 < (S )Y )<t Yo < oo

i=m i=m i

Es gilt also

Satz 8.5.22: Es sei f = Mh mit h € L*(I). Dann ist
F@ =) fui),
i=1
und die Reihe konvergiert absolut und gleichmdpfig.

Es gibt auch Entwicklungssitze fiir die Greensche Funktion selbst. Naheliegen wiirde

G(x,y) = Z —ui(lefli(y) .
i=1 !

Um eine solche Darstellung herzuleiten, miissen wir aber etwas ausholen und beweisen zunéchst ein allgemeineres
Konvergenzresultat, ndmlich den
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Satz von Dini: Es seien F, € C(J,R) sowie
VxeJ F,x)<F,1(x) und F,(x) > F(x) € CW).

Dann folgt
|F, — F|| — 0.

Zum Beweis setzen wir
Fp(x) + Ry(x) = F(x)

und nehmen
de>0 Vi dn; dx; Ry(x)>¢

an. Dann ist
Fp(x) = F(x;)) = R, (x) < F(x;) — &,

und insbesondere gilt fiir jedes feste N und alle n; > N
Fn(x) £ Fp(x) < F(x;) — &.
Wiihlen wir nun eine Teilfolge der (x;), die gegen xo € J konvergiert. Dann folgt
VN eN Fn(xg) < F(xp) —e.

Das steht aber im Widerspruch zur vorausgesetzten punktweisen Konvergenz der Folge (Fy(x)). Damit ist der Satz
bewiesen; er ist nach U. Dint (1845-1918) benannt.

Um den Entwicklungssatz fiir G herzuleiten, glitten wir zunidchst wieder und bilden die iterierte Greensche
Funktion

Go(x,y) = f/ G(x,2)G(z, y)r(z) dz.

Offenbar wird G,(:, y) quellenmaBig dargestellt, es gilt also bei festem y

Ga(x,y) = Z w
i=1 i

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichméBig beziiglich beider Variablen. Es gilt ndmlich nach GI. (10)

|t ()i (y)|\2 5 Ui (x) ) 5 uF(x)
Zuxuy J=(2 A;)(Zuﬂf)s@zua;'

i=m i i=m i i=m i

Wegen

n 2()6)
Z 2 — Ga(x,x) € C(J)

i=1 i

folgt dann die Konvergenz der Reihe in der Supremumsnorm, also
Satz 8.5.23: Es konvergiert absolut und gleichmdf3ig beziiglich beider Variablen
Zn ui(X)ui(y)
i 21 y - Ga(x,p).
A
i=1 i

Korollar 8.5.24: Es konvergiert gleichmdfiig beziiglich x € J

.

- 0.

12

i=1

Der Beweis folgt aus

n

n . . 2
[ (6= ) MY gy = Gt - Z 1)

i=1 A

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir das Hauptresultat dieses Abschnitts zeigen, ndmlich den



48 8 Gewohnliche Differentialgleichungen

Satz von Mercer: Es konvergiert

Z": w(uiy) Gle)

i=1 A

und zwar absolut und gleichmdpf3ig in beiden Variablen.

Der Satz geht auf J. Mercer (1909) zuriick. Sein Beweis erfolgt in zwei Schritten:

1. Fiir alle x € J ist G(x, x) > 0. Denn aus G(xy, x9) < 0 wiirde G(x, y) < 0 in einer Umgebung von (xp, xo) folgen.
Das steht aber im Widerspruch zu Lemma 8.5.16.

2. Der von

ui(X)ui(y)

H(xy) = Glry) = ) =

i=1
erzeugte Operator N hat nur positive Eigenwerte, ndmlich
Hntl > Hpy2 > -0 ° > 0.

Upi1,Uns2, - .. Sind die zugehorigen Eigenfunktionen. Das folgt aus

Vie LX) (NAH= ) wlfiu)

i=n+1

Nach 1 ist dann auch H(x, x) > 0 und

n 2
> ar A(x) < G(x, %).

i=1

Die Summe links konvergiert deshalb fiir jedes feste x, und es folgt fiir festes y

S DUy )y o 1Y) 5 uF(x)
(2 =) =2 5 ) =e =

i=m i=m i=m i=m

Mithin konvergiert

Z": ui(X)ui(y)
i=1 Ai

bei festem y absolut und gleichméBig beziiglich x, und zwar gegen G(x, y) nach Korollar 8.5.24. Also gilt punkt-
weise

n_2
; ui/l(iX) - G(x, x).

Aus dem Satz von Dini folgt deshalb

H an uiz/l('X) - G(x, x)” - 0.
i=1 ¢

Mithin konvergiert

Zn: ui(u;(y)
i=1 Ai

absolut und gleichmifig beziiglich beider Variablen. Das beweist den Satz von Mercer. Es folgt

Korollar 8.5.25:

n

Z /% — ﬁG(x, x) r(x)dx.

i=1
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8.5.6 Anwendungen

Es sei nun wieder L der in §8.5.1 definierte Operator und Ly = L — go. Ly hat nur positive Eigenwerte /12 = A —qo-
Es sei M, der entsprechend M zu L, gebildete Operator.

1. Als erstes wollen wir eine Entwicklung fiir den Operator L selbst nach Eigenfunktionen angeben. Aus §8.5.4,5
folgt fiir h € L2(I)

| >

f::Mthif,-uizi s, (14)
i=1 i

i=1 i

&~

und die Reihen konvergieren absolut und gleichmiBig in C(J) und damit erst recht in £2(I).
Esseinun f € C(J)und v := My f € D. Dann ist Lov = f, also

Lov=f= Z fiui = Z /l?v[u,-.
i=1 i=1

Diese Reihen konvergieren beziiglich der £2(I)-Norm. Daraus folgt

Lv = Z /1? viu; + qo Z viu; = Z A; viu;.
i=1 i=1 i=1
Zur Abkiirzung schreiben wir das als
L= A, upu (15)
i=1

und haben damit eine Spektraldarstellung des Operators L erhalten. Es ist unmittelbar klar, daf die Vorausset-
zung f € C(J) zur Konvergenz der Reihen unnétig stark war. Es wiirde f € £2(I) geniigen. Deshalb konnen
wir L auf eine groBere Funktionenmenge fortsetzen, ohne die wesentliche Eigenschaft (15) zu verdndern. Wir
bezeichnen die Fortsetzung mit L und wihlen

D) = {ve L2(U) | i A2 | ) < o).
i=1

und
L : DL — LX)

(o]
v Z/li(v,u,-)ui.
i=1

Dann ist D ¢ D(L). Man kann sich iiberlegen, daB
D) ={peCi() | (p'Y € LX), v(@) = v(b) =0}
ist. Dabei soll (pv’)” nur noch im schwachen Sinne existieren, das heift, es soll gelten

dge LX) VpeCul) (0,(pd)) = (9. 9).

Diese Fortsetzung des Operators L, die Diskussion von L und M im Hilbertraum £2(I) und ihre Spekt-
raldarstellungen haben sich als duflerst praktikabel erwiesen. Beachten Sie, dal wir mit der Erweiterung von O
zu D(L) den Losungsbegriff verallgemeinert haben. Wir verlangen jetzt gar nicht mehr die klassische Differen-
zierbarkeit der Losungen u, sondern nur noch u € D(L). Die in diese Definition eingehenden Eigenwerte und
-funktionen haben wir aber iiber Integralgleichungen gewonnen. Genauere Regularitdtsuntersuchungen miiflten
das alles prizisieren. Im folgenden lasse ich die Tilde iiber L wieder fort.

Mit Hilfe der Spektraldarstellung (15) lassen sich auch Potenzen und sogar stetige Funktionen von L defi-
nieren. Natiirlich L° :=id : £*(I) » L£*(I)

L= Z (-, upu;,
i=1
aber auch

DL = {v e LX) | Z 2 ,u)l < ‘X’}

i=1
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und
L . o> — LX)

v Z /ll.z(v, Upi;
i=1
oder im Falle nicht negativer Eigenwerte

D(VL) := {u e LX) | i A1, up)l? < oo}
i=1

VL : oY) — LX)
v Z \/Z(v, U,
i=1
2. Die Spektraldarstellung (15) liefert einen handlichen Kalkiil. Wir wollen ihn benutzen, um endlich Gleichung
(2) zu 16sen. Es sei also f € L2 vorgegeben; wir suchen ein v € D(L) mit
Lv=2v+ f. (16)
Verwenden wir die Darstellung (15), dann folgt die Aquivalenz dieser Gleichung mit
(A = Dv; = fi. a7)

Dabei sind v;, f; wieder die Fourierkoeffizienten (v, u;) bzw. (f, u;) von v und f.

Wenn A kein Eigenwert von L ist, dann ist Gl. (17) eindeutig losbar, und wir erhalten

fi
Uj.
A=A

vi=(L-Aid) ' fi=)
i=1

Offenbar konvergiert die Reihe in £2(1), und es gilt v € D(L).
Wenn A = 4, ein Eigenwert ist, dann ist Gl. (17) nicht mehr fiir alle f 16sbar. Vielmehr muf} f die notwen-
dige und hinreichende Losungsbedingung f, = O erfiillen. In diesem Falle ist mit ¢, € R

i
i
V= Cplty + E Ly
=1 A=A
i

die allgemeine Losung von Gl. (16).

3. Wir behandeln die schwingende Saite. Es sei / = (0, 7) und Lu = —u”. Dann ist

1
G()C, !/) = —

x(m—y) firx<y
b3

y(r — x) fiir x > y.
Aus Lu = Au folgt u” + Au = 0, also
u(x) = acos Vax + Bsin Vax.

Aus u(0) = 0 folgt dann @ = 0 und aus u(r) = 0 schlieBlich

2
A, =n* und u,(x) = \/; sin(nx).

Der Satz von Mercer besagt daher

Gla.y) = % i sin(nx) sin(ny)'

2
n=1 n

4. Es gibt eine Fiille weiterer Anwendungen. Zum Beispiel kann man die Legendreschen Polynome als Eigenfunk-
tionen deuten und Entwicklungssitze danach beweisen. Darauf kann ich aber hier nicht mehr eingehen. Ich
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mochte aber doch wenigstens skizzieren, wieso die klassische Fourierreihe in unsere Theorie pait. Es seien
I := (—m, ) und
D :={ueCi,C) | u(-n) = u(n)

Lu:=-iu'.

Lu = Au ist jetzt eine Eigenwertaufgabe fiir einen Operator erster Ordnung. Man tiberzeugt sich leicht von der
Symmetrie von L,
Yu,veD (Lu,v)=(u,Lv).

Aus Lu = Au folgt
u(x) — el/lx mit e—l/l:r — el/lﬂ’

oder sin A = 0. Das bedeutet A = n € Z und

[1 .
u,(x) = Ee"”‘.

Weil A = 0 Eigenwert ist, werden die weiteren Uberlegungen etwas erschwert, und es existiert nur eine Green-
sche Funktion im erweiterten Sinne. Deshalb schrianken wir L zunichst auf

L ={fe 2 | (f,1=0}
ein. Zu jedem f € £2(I) gibt es dann ein & := f — (f, up) uy € Lg(l) mit
Jf=(f,uo)uo + h.
Damit folgt aus dem Entwicklungssatz fiir 47 wieder die Spektraldarstellung fiir f und L. Mit

(t)'—L n—t fir0<t<n
o= 71—t fir —71<t<0

ist g’(¢) = —i/2n, also konstant, und mit

folgt wegen (f,1) =0

(MY (x) = fF)g(x — (x-)) = g(x = (xh)} = f(O){g(0+) — g(0-)} = if ().

g ist deshalb Greensche Funktion fiir den eingeschriinkten Operator, und wir kdnnen unsere Theorie darauf
anwenden. Insbesondere folgt aus dem Satz von Mercer

— n 2w £ n
— —

n#0 n#0

1, ()it (1) 1 — ett=9 i < sinn(x—y)
W@ L Loy
n=1

in Ubereinstimmung mit

ZSIW = ”;x fiir 0 < x < 27.

n=1
Es sei noch bemerkt, dal man im Falle / = R analog die Fouriertransformation erhilt.

5. SchlieBlich sei noch bemerkt, dal es auch nichtlineare Randwertaufgaben gibt. Sie sind allgemein recht schwie-
rig zu behandeln. Damit Sie eine Vorstellung von ihnen erhalten, betrachten wir

Lu = f(-,u).

Dabei sei f € C(I X R,R) und geniige einer globalen Lipschitzbedingung. 4 = 0 sei kein Eigenwert von L.
Dann erhalten wir die dquivalente Fixpunktgleichung

u=Mf(,u) = F(u).
Diese 146t sich 16sen, wenn die Lipschitzkonstante nicht zu grof3 ist. Das folgt aus
IFup) = Fu)ll = IM(fCun) = fCou))ll < [IMI Lluy = wall.

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert dann die Losung. Auch f = f(-, u, u’) kann zugelassen werden.
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8.6 Abbildungen

<=
1/

PHASE PORT: t
x min: X Max
1.900000 S50 .800080
-
y min: Yy max:
-2 .00000 «— 2.000000
SETUPFP:
Equation: bildl Dimension: 2 Algorithn: Runge-Kutta

Paraneters: p=—1.,008

Time Start: 0.800000 Tine End: 800.06880

Step Size: ©.100880 Jumps/P1t: 1

34 Projection: X axis: x1 Y axis: x2 Z axis:

May Poincare Planhe: ©.880x + 1.000u + 9.000z + 9.000 = 8 P
Init Conds: 1.0000 1.4000

’ X2
X .
—sin x|

PHASE PORT:

x nin! 2 x max:
-10.0000 10 .90800
4 nin: Y max:
-5 .800008 S . 000000
SETUP:
Equation: bild2 Dimension: 2 Algorithm: Runge-Kutta
Paraneters: c=-0.0000 g=1.9000 1=1.0000 n=-1.0000
Time Start: 0.000000 Tine End: -30.0000

Step Size: -0.100080 Jumps/Plt: 1

34 Projection: X axis: x1 ¥ axis: x2 Z axis:

Map Poincare Plane: ©0.808x + 1.900y + 8.008z + 8.P80 - 8 P
Init Conds: -18.88 -4.0680
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, 1
x = .
(e"z sin xl)

PHASE PORT:

x min: X Max:
-3 .00080 9 .0800008
4 nin: Y Max:
-5.00000 S .P0B0080

—>

SETUP:
Equation: bild3 Dimension: 2 Algorithm: Runge-Kutta
Paramneters !
Time Start: 0.000000 Time End: 15.080000
Step Size: 0.001000 Junmps /P1t: 1
3d Projection! X axis: x1 ¥ axis: x2 Z axis:
Map Poincare Plane: ©.888x + 1.880y + 0.000z + P.000 = P
Init Conds: -3.000 2.0000
~-3.008 S.0000

y=y(l-y)

PHASE PORT:
—
x min: X mMax:
9 .00N0B6 3 .00080080
u min: ¥y max:
2 .090080 7/ 2 .800000
—‘i
—_—
SETUP:
Equation: bild4 Dimension: 2 Algorithn: Runge-Kutta

Paraneters:
Tine Start: 6.000000 Time End: 15.80000
Step Size: 0.100000 Junps /P1t: 1
3d Projection: X axis: x1 Y axis: x2 Z axis:
Map Poincare Plane: ©0.000x + 1.000y + 6.000z + 8.090 = 8 P
Init Conds: 9.0000 1.0080
2.0008 1.5000

53
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, ((a—bxz—mxl)xl

X =
(=d +cx1 —nxp) x
PHASE PORT: L
x min? N\ X max:
2 .000000 4 .500000
y min: ¥ Max:
0 .900008 4 .500000
S
SETUP:
Equation: bildS Dimension: 2 Algorithm: Runge-Kutta

Paraneters: a=1.8000 L=1.0000 c=1.8800 4-1.8000 n=0.0008 n=0.0000
Tine Start: 8.008000 Time End: 15.00000
Step Size: ©0.810000 Junps/Pl1t: 1
3d Projection: X axis: x1 ¥ axis: x2 Z axis:
Map Poincare Plane: ©.800x + 1.000y + 8.000z + 8.608 = 8 P
Init Conds: 1.99008 1.0000
1.5000 1.0000

PHASE PORT:
x min: X Max:
2 .000000 3.200000
y min: U Mmax:
B .000000 3.000008
—
SETUP:
Equation: bildé Dimension: 2 Algorithn: Runge-Kutta

Paraneters: a=1.0000 b=1.0000 c=1.0008 d=1.0080 n=0.0108 n=0.0186
Tina Start: 0.000000 Time End: 5006.0008

Step Size: ©0.010000 Junps/Plt: 1

3d ProJjection: X axis! x1 Y axis: x2 Z axis:

Map Poincare Plane: ©0.000x + 1.060y + 0.000z + ©0.900 = 8 P

Init Conds: 8.8008 3.8000
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V= ((d—bxz —mxy) X
(—d+cx;—nx)x

PHASE PORT: i/
x min: X Max:
0 .P00000 7 .600008
y min: . ¥ max:
2 .900000 S .000000
- <_"
e s —
SETUP: ==

Equation: bild? Dimension: 2 Algorithm: Runge-Kutta
Paramneters: a=6.0008 b=1.0000 c=1.0008 d=1.0008 n=1.0800 n=1.0000
Time Start: 0.000000 Time End: 15.60008
Step Size: ©0.010000 Jumps/PLLt: 1
3d Projection!: X axis: x1% ¥ axis: x2 Z axis:
Map Poincare Plane: 2.998x + 1.00Pu + 6.888z + 8.0080 = 8 P
Init Conds: 7.0000 ©.2560
7.80600 0.1250

PHASE PORT: \"
x min: X Max:
2 .920P000 2 .8000000
y min: ¥ max:
2 .282008 S . 000000
7/,
v?
.'.;.' -F_—-
SETUP: TS =
Equation: bild8 Dinension: 2 Algorithm: Runge —Kutta
Paraneters: ac=1.0008 b=1.0000 c=1.8000 d=1.0000 n=2.0080 n=1.8008
Tine Start: ©.000008 Tine End: 15.00080
Stey Size: ©.010088 Junps/P1t: 1
3d Projection: X axis: x1 ¥ axis: x2 Z axis:
Map Poincare Plane: ©.808x *+ 1.000y + B.BBOz + B.808 = 8 P
Init Conds: 8.3008 5.80008
8.6000 S.0000
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X = ( X2
T \ex - X - 2(x2)2))

PHASE PORT!:

x min: X Max:
-1 .200006 //;7 1.200000
y min: 4 max:
-1.20000 1.200000

v

SETUP:
Equation: bild9 Dimension: 2 Algorithn: Runge-Kutta
Paraneters !
Tine Start:. 0.000000 Tine End: 15.00008
Step Size: ©.100000 Junps/Plt: 1
3d Projection: X axis: x1 ¥ axis: x2 Z axis:
Map Poincare Plane: ©.008x + 1.880u + P2.000z + B.VO® = @& F
Init Conds: 95.0100 ©.6000
1.2000 ©.0000

Y=o )
—-x1 = (x1)?

PHASE PORT:

Z10.as00 N 1600000
“se.0008 @@) s6. 00000

SETUP:
Equation: bildi@ Dimension: 2 Algorithmn: Runge-Kutta
Paraneters
Time Start: 0.000000 Time End: 15.00000
Step Size: 0.001000 Jumps/P1t: 1
3d ProJjection: X axis: x1 ¥ axis: x2 Z axis:
Map Poincare Plane: ©6.000x + 1.000y + ©.000z + 9.0006 = ® P
Init Conds: 5.0000 ©.0000
7.0000 ©.0000
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, (lx' - (x1)3)
X

PHASE PORT:

x min: 5 : X max:
-5 .00000 S . 000000
Yy min: jr Yy max:?
-16.0000 10 . 200806
— N 4 <~
SETUP:

Equation: bildill
Parameters: 1=-1.000
Time Start: 0.000000

Step Size: 0.0810000

3d Projection: X axis:

Map Poincare Plane:

2.008x + 1.P9908y + ©.P00z + B6.P00 = B P
Init Conds: 5.0000 3.0000

Dimension: 2 Algorithn: Runge-Kutta
Time End: 108,0000
Jumps /P11t 1

x1 Y axis: x2 Z axis:

5.0008 -3.000
PHASE PORT: /{\
— 0
x mini 4 f X Max:
-5.00000 S .000000
Yy min: 3 4 max:
-10 .8008 10 .90000
’ ¢ Al
SETUP:

Equation: bildi2
Paraneters: 1=-1.0000
Tine Start: 0.000008

Step Size: 0.810000

3d Projection: X axis:

Map Poincare Plane:

8.8000x + 1.0900y + P.000z + 0.000 = B P
Init Conds: -9.100 ©.1808

Dinension: 2 Algorithn! Runge—-Kutta

Time End: 100.9800
Jumps/Pl1t: 1

xt ¥ axis:! x2 Z axis:

57



58 8 Gewohnliche Differentialgleichungen

8.7 Erginzungen
8.7.1 Bahn eines Satelliten im Feld Erde-Mond

Zweikorperproblem: Es seien im R? x! und x? die Lagen zweier Korper (Erde, Mond) mit den Massen »2; und
my. Dann ist nach NEwTtoN das Gravitationsfeld durch

2 x = xk
=-G = 1
g(x) ; (s 8))
gegeben. Dabei ist G die Gravitationskonstante. Es folgen die Bewegungsgleichungen
()" = g(x), @
also
. ol 2
o = -Gm T 3)
, K2yl
)" = -Gm Z_xF “

‘Wihlt man die relativen Koordinaten

mx' + myx?

x:=x"—x! und &:=

my + my
dann erhilt man mit M := m; + m;
X = GM-X (5)
[x®
& = 0. (6)

Der Schwerpunkt & bewegt sich also mit konstanter Geschwindigkeit. Wir wihlen im folgenden ¢ = 0. Dann ist

mit @ :=m;/Mund g8 := my/M
2

x!'=—Bx und x* =ax @)
Aus GI. (5) folgt
" x'x’
X X ﬁ
oder
x)? G N ,
—— + cons
2 | x]

Damit haben wir ein erstes Integral (die Energie)

. ) GM _
I](X) = ) - W =cC

der Bewegung gefunden. Eine zweite Invariante ist das Impulsmoment, namlich
L(x):=xxx =d.

Das folgt aus
Dx)=xxx +xxx" =0.

Mit Hilfe dieser Invarianten 143t sich die Bewegung vollstindig beschreiben. Wir verwenden Polarkoordinaten
(cos go)
X=r| . .
sin g

’ GM [cosg
X'=——1.
r2 \singp

Dann ist 72¢’ = d,
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und
d , 1 , GM (cos ¢
—_— X = — = —— s
dy ¢ d \sing
also
, GM (— sin go)
xX'=— +a.
d \cosg
Das heif3t, es ist
GM .2
’ 2 ’ 2 _
(x]—a)) +(x;, —ax) = (_d ) .
Weiterhin folgt aus
, ,(cos go) ,(— sin <p) GM (— sin go)
x =r| . + re = — +a
sin ¢ cos d \cose
durch Elimination von r’
, GM .
rg’ = R —a; sing + a; cos ¢
oder
! = M _a sin +a2 cos
P R e A R

Das ist die Gleichung eines Kegelschnitts in Polarkoordinaten.

59

Niherung: Zur Vereinfachung nehmen wir im folgenden ’ = 0 an, die Bewegung soll also kreisférmig verlau-

fen. Dann ist ¢’ = d r~2 konstant, also

d
)= —1t,
o) =3
und aus /,(x) = ¢ folgt
& GM
=z _IF_;
2r2 r

Ferner seien die Zeit- und Radiusskalen so gewéhlt, dafl
)=t und r=1

gilt. Dannistd = 1, GM = 1, ¢ = —1/2, und wir erhalten die Bewegung

w-(2)

Mitrotierendes Koordinatensystem: Wir wihlen nun ein mitrotierendes Koordinatensystem, in dem die beiden

Korper ruhend erscheinen, ndmlich

X :=D(t)x := ( .
—sint cost

cost 1
pofnr)= (o)

—sint cost )

cost sint )

also speziell

Mit
—cost —sint

A@):=D'(1) = (

folgt nach leichter Rechnung

X' = DX +AD'X
X" = Dx'"+2AD7'X' —(AD™")’X
44 0 1 74
= Dx +2( - O)X + X.
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Bahn des Satelliten: Fiir einen Satelliten gilt nun analog Gl. (2) die Bewegungsgleichung

S—XxX1 S— X2

44
s =-Gm ——— - Gmy .
s — x| ls — x3

Wir nehmen an, daf} der Satellit die Bewegung der Erde und des Mondes nicht beeinfluf3t, und benutzen die ange-
gebene Néherung. Dann folgt mit S = Ds wegen der Invarianz des Absolutbetrages unter Rotationen
s -Xx' S-Xx?

IS — X1 IS — X2

0 1
-1 0

S”=2( )S'+S—a ®)

Das ist die Satellitengleichung. Darin ist 8 = 0,01213 und @ = 1 — 8, sowie nach GlI. (7)
1 1 1 2 2 1
X' =D@®)x (t)=-L 0 und X° = D()x“(t) = «a of

Wihlen wir die Anfangsbedingungen
S1000=1,2 S1(0)=0 S,(0)=0 und S5(0)=-1,04936,

dann erhalten wir in der (S 1, S »)-Ebene folgenden Bahnverlauf:

8.7.2 Rechnung zur Seite 10 oben

/2 1
K(k) :=f S =f dx .
0 1-K2sin’t 0 /(1 —x2)(1 - k2x2)
Es sei
xV1 —x2
yi=(1+k) ——.
V1 — k22
Dann ist ) L
d 1-2:2+k
2o k) XX
dx (1-2)(1 - k2x2) (1 - K2x2)
und

1222 + I2x 2
(=)

Es sei xop = V1/(1 + k’) die Nullstelle von

= (1-yH(1 - Ey).

1-22+kx*=0
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in (0, 1). Dann ist yp = 1 und

1 X0 1 2 Yo dy
K(k) = _— e = ’
® L \fo‘ +L 1+k’f0 (1 - )1 - 242)

also

K(k) = K(%).

1+k
Nunistmit & := VI —k2 =2Vk'/(1 + k)

K(k)

flr/Z dt fﬂ/z dt
0 V1-ksin’t 0 \/cos2 t+ (k)2 sin’ ¢t
1+ K

/2
2 f‘) Josy

dt

cos2t+ Kk sin’ ¢t

Es folgt also
dt

flr/2 dt f’f/z
0 +cos2r+k’*sin’ ¢ 0 \/(%)2 cos?t + k' sin’ t

K(k)

8.7.3 Zur Nagumobedingung

Es sei y(r) die Differenz zweier Losungen, es sei f stetig, und es erfiille f die Nagumobedingung. Dann verschwin-
det y in einer Umgebung des Nullpunktes; das soll gezeigt werden. Dazu bilden wir

g() := ’@‘

Wegen g(t) = |y'(61)], 0 < 8 < 1, ist g in J stetig mit g(0) = 0 und nimmt dort das Maximum M an. Es sei nun
M > 0 und
to=inf{te J | gt) = M}.

Dann ist ¢y > 0, g(ty) = M, und aus der Nagumobedingung und dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt der
Widerspruch

1 (" 1[0
M = g(ty) = 5\ fo y(s)ds| < - fo g(s)ds = g(0to) < M.

8.7.4 Der RLC-Kreis

Die Gleichung fiir einen elektrischen Oszillator lautet

//+R ' 4 1 _f
vy v rieYs
k .
t — l(l.)['
f=7e

Als erstes wollen wir eine Losung ¢ der homogenen Gleichung mit ¢(0) = 0 und ¢’(0) = 1 bestimmen. Dazu
machen wir den Ansatz ¢(t) = Ae"’ und erhalten fiir A die charakteristische Gleichung

R 1
0=2+=-A+—=1A-2)-(1- D).
+14*t 16 ( - ( 2)
Mit den Abkiirzungen
R d g R? 1
= — un = a4 — - —
*=or " 42 IC
ist

Ay=—a+B und A =-a-p.
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Daraus folgt

1
@(t) = %e_‘”{eﬁ’ —e ).

Eine Losung y der inhomogenen Gleichung mit y(0) = y’(0) = 0 erhdlt man dann gemif

y@) = fo et = 1) f(r)dr.

Mit y := —a + 8 sind also Integrale der Form

! !
I(t) = f el dr = & f el NTgr
0 0

zu berechnen. Hier sind zwei Fille moglich:
1. Es sei iw # y. Dann ist
1 .
1) = ——{e“" — e},
iw—-y
2. Es sei iw = . Dann ist
I(1) = te”".

Wir wollen nun die Losungen der inhomogenen Gleichung diskutieren. Als erstes sei R # 0. Dann tritt Fall 1
auf, und wir erhalten

k eia)t _ e(—ar+/3’)t eiwt _ e(—a—ﬁ)t
Yol = 5—{
28L

Zweitens sei R = 0. Dann ist @ = 0 und 8 =: iwy. Es sei zunichst w # wy. Dann ist

iw+ta-B  iwt+ta+p }

elw! _ giwot elw! _ g-iwot

H= - +
Yol?) 2La)0{ w — Wy w + Wy

Es sei schlieBlich R = 0 und w = wy, also w gleich der Resonanzfrequenz wy. Dann tritt Fall 2 auf, und wir erhalten

ik . 1
)= —— < —te'"" + — sinwot .
yo(?) Yol { o0 0 }

Man sieht sofort, daf} bei festem ¢
Jim o (0) = yo(t)

ist. Physikalisch konnen wir das als Einschwingvorgang deuten; yo(¢) divergiert fiir grof3e 7.
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9 Funktionen von mehreren Verinderlichen
In diesem Kapitel wollen wir Abbildungen
f:Df)cX—Y

behandeln. Dabei sind D(f) der Definitionsbereich von f und X, Y metrische Rdume. Insbesondere sollen uns hier
die Fille

X=R" und Y=R"

interessieren.

9.1 Stetige Funktionen

Am Ende von §5.1 haben wir bereits die Stetigkeit von Abbildungen in beliebigen metrischen Rdumen definiert.
Ich wiederhole:

Definition 9.1.1: f heift stetig in xp € X &
Ye>0 36>0 VxeX dy(x,xo) <8 dy(f(x),f(xp) <e
und

Definition 9.1.2:
feClX,Y) = VxelXistfinxstetig.

Den folgenden Satz haben wir bewiesen (Satz 5.1.20):
Satz9.1.3: f: X — Y ist stetig
YV CY, Voffen, ist f~'(V) c X offen.
Satz 9.1.3 146t sich auch in seiner dualen Form aussprechen, ndmlich
Satz9.14: f: X - Y iststetig
VA C Y, A abgeschlossen, ist f~'(A) C X abgeschlossen.

Zum Beweis von Satz 9.1.4 nutzt man C f~'(A) = f~'(CA) aus, also X = f~'(4) U f~1(CA).
Ich erinnere auch an die Definition des Tréigers von f:

Definition 9.1.5: Der Triger (Support) von f ist

supp f := {x € D(f) | f(x) # O}

Ist D(f) # X, dann wird C(D(f), Y) analog C(X, Y) definiert. Will man Satz 9.1.3 verwenden, dann mufl man
aber beriicksichtigen, daf der zugrundeliegende metrische Raum nicht mehr X, sondern D(f) ist. Man muf} also
die Begriffe offen oder abgeschlossen auf D(f) beziehen. Dafiir sagt man, f~'(V) sei relativ D(f) offen, genauer

Definition 9.1.6: Es sei A C B C X. Dann sagt man:
A ist abgeschlossen relativ B ;< A=ANB,
A ist offen relativ B :— B\A ist abgeschlossen relativ B.

Beispiele: Jedes B ist relativ B offen und abgeschlossen. Es ist
1. (0, 1] abgeschlossen relativ R*.
2. [0, 1) offen relativ Rj.

Auch jetzt gilt wie im Falle B = X

Lemma 9.1.7: A ist relativ B abgeschlossen < B\A ist relativ B offen.
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Beweis: Es sei C := B\A. Dann sind A, C disjunktund B = A U C, also B\C = A. Damit folgt:

= A abgeschlossen ~» A = B\C abgeschlossen ~» C offen.
& C offen ~» B\C = A abgeschlossen.

Es sei hervorgehoben, daf3 in der Definition der Stetigkeit das ,,¥ x € X, dx(x, xo) < 6* wichtig ist, und zwar
mit der Betonung des ,.fiir alle®. Das gilt natiirlich schon im R!. Denken Sie an Sprungfunktionen, die an der
Sprungstelle unstetig sind; die einseitige Stetigkeit 146t sich aber noch definieren. Dieses Phinomen tritt natiirlich
in hoher-dimensionalen Riumen deutlicher hervor. Man spricht im R" von partieller Stetigkeit, wenn die Funktion
nur beziiglich einer Variablen stetig ist, wobei die anderen festgehalten werden. Ein Beispiel moge das erldutern.

Beispiel 9.1.8: Es seien X = R, Y = R und

fiirx®>+y>>0

xy
— X242
Sy { 0 fiirx=y=0.

Wir zeigen
1. In (xo,y0) # (0,0) ist f stetig: Es sei r := y/x? + y> und rg := /x3 + y2 mit

70
— <r<2r.
2

Dann ist

|f(-x7 y) - f(.X(], !/0)|

(x=x0)y . (Y —yo)Xo 11
2 + r(2) + X y(r—z - r_(z))'

|rg -7

1
< —Qlx = xol + Iy — yol) +
0

IA

1 2
r—(2lx = xol + ly — yol) + ﬁ(lx — Xollx + X0l + Iy = yolly + yol)
0 0

8 8V2
< S(r-xltly-pl) € e o+ Iy - P
ro ro

Das heifit, daB f in (x, yo) stetig ist.

2. Der Nullpunkt ist kritisch. Halten wir zunichst y fest und betrachten f als Funktion nur von x. Fiir y # 0O ist
f dann stetig. Fiir y = 0 ist f(x,0) = 0, also ebenfalls stetig. Analoges gilt, wenn man x festhilt. Mithin ist
f partiell stetig. f ist jedoch im Nullpunkt nicht stetig, denn es gibt Folgen (x,, y,) — (0,0), fiir die f(x,,y,)
nicht gegen Null konvergiert. Es sei etwa y = ax mit a # 0. Dann ist

firx#0
fiir x = 0.

f(x,ax) = { ‘f?

Mithin gilt

de:= Yx#0, x>0 |f(x,ax)| > ¢,

a
1+ad?
und f ist in (0, 0) unstetig.

Wir wollen nun einige Eigenschaften stetiger Funktionen herausstellen und beginnen mit folgendem Lemma
(dabei denken wir an B := D(f)):

Lemma 9.1.9: Es sei B C X kompakt. Dann ist B auch relativ zu sich selbst kompakt.

Beweis: Es sei wieder A ¢ B C X.
1. A sei relativ B abgeschlossen. Dann gibt es ein abgeschlossenes C mit A = C N B. Man wiihle nur C := A.
2. A sei relativ B offen. Dann gibt es ein offenes D mit A = D N B. Es gilt ndmlich

YaeA dAr,>0: VYbeBmitd(b,a) <r,isth e A.

D := UV“'

acA

Es seien V, := {x € X|d(x,a) < r,} und

Dann leistet D das Gewiinschte.
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3. Es sei nun {U, |1 € A} eine relativ B offene Uberdeckung von B. Dann gibt es zu jedem U, ein offenes U;
mit U, = U} N B, und die {U}} iiberdecken B. Mithin geniigen endlich viele dieser U’ zur Uberdeckung, etwa
Uj] e Ujl Dann tiberdecken aber auch bereits U,,, ..., U,, die Menge B. Das war zu zeigen.

Esseinun f € C(D,Y) mit D = D(f) C X. Dann gilt analog Satz 5.1.11
Satz 9.1.10: Es sei D kompakt. Dann ist auch R(f) kompakt.

Beweis: Es sei V eine offene Uberdeckung von R(f). Dann ist fiir V € V
F~Y(V) c D relativ offen,

und weil D auch relativ kompakt ist, geniigen endlich viele der {f~!(V)|V € V} zur Uberdeckung von D. Wegen
f(f~1(V)) = V iiberdecken dann aber auch endlich viele der {V € V} die Menge R(f), das heiBt, diese ist kompakt.

Folgerung 9.1.11: Es seien D kompakt und Y = R™. Dann existieren das Maximum und das Minimum von |f].

Eine kompakte Menge ist namlich beschrinkt und abgeschlossen (Satz 4.5.2). Mithin werden

sup |£(0] und inf |(x)

xeD

angenomimen.

Es seien nun D C R" und Y = R™. Dann ist C(D,R™) wieder ein Vektorraum. Auch das Produkt und die
Verkniipfung stetiger Funktionen sind stetig, wenn diese Operationen moglich sind. Wie im R! geben wir die
folgende

Definition 9.1.12: f : D — R™ heift gleichmdfig stetig .

Ve>0 F6>0 Vx,xoeD,|x—x9l <0 |f(x)— fxo)l <e.
Es gilt wieder
Satz 9.1.13: Es seien K € R" und f € C(K,R™). Dann ist f gleichmdpflig stetig.

Der Beweis ist wortlich derselbe wie der zu Satz 5.1.17. Eine gleichmiBig stetige Abbildung f : D — R™ kann
auch stetig auf D fortgesetzt werden (Satz 5.1.15).

Wir mochten ein Analogon zum Zwischenwertsatz zeigen. Dazu benotigen wir den Begrift des Zusammen-
hangs.

Definition 9.1.14: Ein metrischer Raum X heifst nichtzusammenhdngend :—=
dAC X mit A istoffen und abgeschlossen.

Dazu dquivalent ist
X=AUB

mit A, B # 0, AN B = 0 und A, B sind abgeschlossen (oder offen).

X heiB3t nun zusammenhdngend, wenn X nicht nichtzusammenhingend ist. Damit folgt der

Zwischenwertsatz: Es seien X ein zusammenhdngender metrischer Raum, Y ein metrischer Raum und f €
C(X,Y). Dann ist R(f) zusammenhdngend.

Wir beweisen indirekt: Es seien A # 0, A & R(f) und A sowohl offen als auch abgeschlossen. Dann ist
R(f)=AUB,
und auch B := R(f)\A ist relativ R(f) offen und abgeschlossen. Folglich sind f~'(A) und f~'(B) offen und abge-

schlossen in X. Es gilt f~1(A) # 0, f~'(B) # 0, f~'(A)Nf~'(B) = 0 (denn f ist eindeutig) und X = f~'(A)U f~'(B).
Also wire X nichtzusammenhéngend.
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Bemerkung: Oft definiert man zusammenhidngende Mengen im R" als wegzusammenhdngend. Ich mochte das
erldutern:

Definition 9.1.15: Eine stetige Abbildung vy : [a,b] — R heifst Weg. Man sagt, die Punkte y(a) und y(b) seien
durch den Weg vy stetig verbunden.

Definition 9.1.16: Eine Teilmenge M C R" heifst wegzusammenhdngend, wenn man je zwei ihrer Punkte durch
einen in M verlaufenden Weg stetig miteinander verbinden kann.

Ein wegzusammenhingender Raum ist zusammenhéngend. Die Umkehrung gilt aber nur unter zusitzlichen An-
nahmen. Das Beispiel
{(ry) | y=sin(l/x), 0<x<1}U{QO,y) | -1 <y<1}

zeigt dies.

Wir wollen nun noch den Fall
f : D — R™ injektiv und stetig
betrachten. Es existiert dann
£ R DR
Im R! haben wir fiir offene D bewiesen, daB f~! stetig ist (Satz 5.1.19). Die entsprechende Aussage gilt auch fiir

beliebige m = n. Zum Beweis muf} man fiir eine Kugel B ¢ D C R" zeigen, dall dann auch f(B) c R" offen ist.
Dazu fehlen uns aber die topologischen Hilfsmittel. Wir zeigen hier nur

Satz 9.1.17: Es seien K € R" und f € C(K,R™) injektiv. Dann ist f~' : R(f) — K stetig.

Der Beweis unterscheidet sich nicht vom ersten Teil des Beweises zu Satz 5.1.19. Es seien xy € K, yo := f(xo) und
7! in yo unstetig. Dann gilt

Je>0 VY6>0 Ay ly-wl<s If'W-7F"w)l=e

Zu jedem § = 1/n gibt es daher ein y, € R(f) mit |y, — yo| < 1/n und |f~'(y,) — f~'(yo)| > &. Es seien x, :=
f~'(y,) € K. Dann existieren eine Teilfolge von (x,) — es sei (x,) bereits diese Teilfolge — und ein x € K mit
X, — x (Satz 4.5.6). Wegen |x, — xo| > € ist x # x¢. Aus der Stetigkeit von f folgt aber

F() = Tim f05) = lim g, = yo = f(x0).

Damit ist der Satz bewiesen.

9.2 Lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt behandeln wir lineare Abbildungen. Es seien X, Y normierte K -Vektorriume und A eine
lineare Abbildung, also
A: X—Y
mit
Vxi,xeX VYaj,aeK A(aix) +arxy) = a; Axy + ax Ax;.
Dafiir schreiben wir A € £(X, Y). Ist A linear, dann gilt auch Ale L(R(A), X), sofern diese Abbildung existiert.
Speziell heiit A € L(X,K) lineares Funktional.

Eine wichtige Teilklasse von £(X, Y) bilden nun die beschrinkt linearen Abbildungen, nimlich

Definition 9.2.1:
Ae Ly(X,Y) = sup ||Ax|ly existiert.
[Ixllx=1
Mit
lAllz, := sup [|Ax]ly
[Ixllx=1

wird £,(X, Y) selbst zu einem normierten Vektorraum.

Natiirlich gibt es unbeschrinkt lineare Abbildungen. Gerade die Differentialoperatoren sind unbeschrinkt.
Denken Sie zum Beispiel an X = C;([0, 1],R), versehen mit der Supremumsnorm. Es seien f,(x) := x" und
A e L(X,C([0,1],R)), Ax := x’. Dann ist

Ifall=1 und ||Afll = n.
A ist also unbeschrinkt.

Offenbar sind die beschrinkt linearen Abbildungen stetig. Wegen der Linearitit gilt sogar
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Satz 9.2.2: Essei A € L(X,Y). Dann gilt:
1. Aist entweder in allen x € X stetig oder nirgends.
2. CX,Y)NLXY) =LyX,7Y).

Beweis:

1. A sei in xy € X stetig, das heif3t
YVe>0 36>0 Vux,|lx—xll<d [|[Ax — Axgl| < &.
Es sei x; € X beliebig und x € B(x;, ). Dann gilt
lAx = Axil = JA(x = x1 + x0) — Axoll < &

wegen ||(x — x; + xo) — xol| = |lx — x1]| < 6. A ist also auch in x; stetig.
2. Aus A € L,(X,Y) folgt ||Ax]| < c ||x||. Mithin ist A im Nullpunkt stetig, also A € C(X, Y).
Umgekehrt, es sei A im Nullpunkt stetig. Dann gibt es ein 6 = (1) mit

Vx, lxll <o [lAx]| < 1.

Es sei x # 0 und

o
Xp 1= ——X.
20
Dann ist ||xo|| < 9, [|Axoll < 1, und es folgt
2 2
i = 20 ol < 2

Das heif3t, es ist ||A|| < 2/6.

Eine wichtige Klasse nicht notwendig stetiger linearer Abbildungen ist die Klasse der abgeschlossenen linearen
Abbildungen. Um sie zu definieren, erinnere ich an den Graphen

G(A) == {(x,Ax)|xe D} c X x Y
einer AbbildungA: Dc X — Y.
Definition 9.2.3: A € L(D,Y) heifst abgeschlossen, wenn G(A) in X X Y abgeschlossen ist.

A ist also abgeschlossen, wenn aus x, — x und Ax, — y auch x € D und Ax = y folgt. A heilit ab-schlieSbar, wenn
ein linearer Operator B mit G(B) = G(A) existiert. A := B hei3t dann Abschiuf3 von A. In den Anwendungen ist
es ein wichtiges Problem zu priifen, ob ein gegebener Operator abschlieBbar ist. Gerade die Differentialoperatoren
sind oft abgeschlossen bzw. abschlieB3bar. Ich erwihne nur, daf in vollstandigen Rdumen X, Y ein abgeschlossener
Operator mit D(A) = X auch beschriinkt ist (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Wir zeigen

Satz 9.2.4: Es sei A € L(R",R™). Dann gilt:
1. Aistabgeschlossen.
2. Ae L,(R",R™).

Zum Beweis wihlen wir eine Folge (x;) mit x; — x und y; := Ax;y — y. Es sei z; := x; — x. Dann ist () eine
Nullfolge, und es gilt Az = yy — Ax — y — Ax. Es sei

n
k= Z dikei.
i1

Dann ist
1l = 1zi )] < Izl
und
n
Az < ) Iial - 1Aeil < clad
i=1
mit

c = n-max |Ae;|.
1<i<n
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Mithin gilt auch Azy — 0, und es ist y = Ax. Die zweite Behauptung folgt analog aus

[lAll < n - max |Ae;|.
I<i<n
Damit haben wir gleichzeitig fiir diesen endlich-dimensionalen Fall den Satz vom abgeschlossenen Graphen be-

wiesen.

Im Beweis des letzten Satzes haben wir das Skalarprodukt im R" benutzt. Es ist

X = V(x,x)

und
n n n
(xy) = mef mit x = Z&ei und y = Z miei.
i=1 i=1 i=1

Dieses Skalarprodukt werden wir im folgenden héufig verwenden. Ich mochte daher an dieser Stelle drei leicht
beweisbare und allgemein giiltige Resultate aus der Theorie der Hilbertrdume bereitstellen. Ein Hilbertraum ist ein
vollstidndiger Vektorraum mit dem Skalarprodukt (-, -) und der davon abgeleiteten Norm || - || (vgl. §3.4).

Wir beginnen mit dem

Approximationssatz : Es seien M ein abgeschlossener Teilraum des Hilbertraumes H, h € H und
d = inf |lm — hl|
meM

der Abstand von h zu M. Dann gilt:
1
AdmeM |m-hl|=d.

Es gibt also genau ein Element bester Approximation m € M. Zum Beweis des Satzes wihlen wir eine Mini-
malfolge (m,) mit
lim ||m, — h|| = d.
n—oo

Das Problem ist zu zeigen, dall (m,) — oder eine Teilfolge davon — konvergiert. Nun gilt die Parallelogramm-
gleichung
et + 0ll® + e = 0l = 2(lle + o])-

Aus ihr folgt mit u := h —m,, v :=h—my

+ my 2

my
4llp -2
-3

=d?+py1, pu=0

i, = myl? = 2(1h = mal> + 2 = myl?) — 4 d*

Fiir [,n — oo gilt also
|2, — ]| — O.

Das heiB3t, (m,) ist eine Cauchyfolge. H ist vollstindig, und M ist abgeschlossen. Mithin gibt es es ein m € M mit
m, — m.
m ist eindeutig bestimmt. Es sei ndmlich (z,) eine andere Minimalfolge. Dann folgt aus der Parallelogramm-
gleichung mit 4 := h—m, und v := h — z,
”mn - Zn” — 0.

Mithin konvergiert (z,) ebenfalls gegen m.

Bemerkung 9.2.5: Es sei bemerkt, dafs die Voraussetzung, M sei ein Teilraum von H, unnotig ist. Es geniigt, daf3
M eine abgeschlossene konvexe Teilmenge ist. Fiir eine konvexe Teilmenge gilt

Vsel0,1] VYm,myeM smi+(—-s)mye M.
Mit m,,,m; € M ist dann

my, + my
2

eM,
und mehr wurde nicht benotigt.

Aus dem Approximationssatz folgt nun der



9.2 Lineare Abbildungen

Projektionssatz: Es seien M ein abgeschlossener Teilraum von H und
M*:=theH |VYmeM (hm)=0}.
Dann gilt
VheH dmeM IAm'eM* h=m+m".
Zum Beweis wihlen wir m aus dem Approximationssatz. Dann gilt fiir alle A € Cund x € M mit x # 0
= ml* < [lh—m = Ax|* = \h — mll* = 2Re A(h — m, x) + |A1* ||x]/>.

Wihlt man
_(h—-m,x)

lldll>

dann folgt daraus
0 < —AP - [lxlP?

oder A = 0, das heifit
h=m+m* mit m':=h-—meM™.

Diese Zerlegung ist eindeutig. Aus
h=m +m™*

folgt ndmlich
0=(m—-m')+(m*—m"),

also
O=m-m',m—m') = |lm-n'|

M ist ebenfalls ein abgeschlossener Teilraum von H.

Vermoge des Projektionssatzes konnen wir eine lineare Abbildung, die orthogonale Projektion

P: H — M

h +— m,

69

definieren. Aus (Ph, g) = (Ph, Pg) = (h, Pg) folgt ihre Symmetrie und Beschrinktheit (J|P|| = 1 falls M # {0}). Es

ist P2 = P. H selbst wird in eine direkte Summe
H = MeM*" = R(P)®N(P)
zerlegt. Es ist ndmlich
R(P)*" = {x|Yh (Ph,x) =0} = {x|¥h (h,Px) =0} = {x| Px = 0} = N(P).

Q :=id — P ist die orthogonale Projektion auf M~.

Als letztes allgemeines Resultat folgern wir noch einen Darstellungssatz, der auf F. Rigsz (1880-1956) zuriick-

geht.

Rieszscher Darstellungssatz : Es sei F € L,(H,K) ein beschrinkt lineares Funktional. Dann gilt:
1
dfeH VYheH Fh=(,f)

und || fI| = [IF]l.

Es sei namlich N ;= {h € H | F h = 0}. N ist ein abgeschlossener Teilraum von H. Aus x, € N, x, — x folgt

namlich
[Fx| = |Fx, + F(x = x,)| < |IF|| - |[x = x| = 0.
Nun sind zwei Fille moglich:
1. Es sei N = H. Dann wihle man f := 0, und dann ist || f]| = ||F]|.

2. Es sei N # H. Dann ist
H=NoN"*,
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und es gibt ein w € N* mitw # 0 und F w # 0. Es folgt

h—wF—heN
Fw

oder

llwll?
h,w) = —Fh.
(h,w) Fuw

Man wihle deshalb o
f Fw
= —w.
llwl|?
Dann ist Fh = (h, f). Es sei auch (h, f) = Fh. Dann folgt
YheH ((hf-f)=0,
also ||f — f'|I> = 0, das heiBt f = f’. Es bleibt || f|| = ||F|| zu zeigen. Das folgt aus

[Fwl
Ifll = sup — < [|F]|
fwi=1 wl

und

IF|l = sup |Fh = sup |(h, /I < [If]l
lll=1 Ihll=1

Damit ist der Darstellungssatz bewiesen.
Wir fahren nun mit der Diskussion linearer Abbildungen
A: RR—R

fort und wollen Gleichungen der Form
Ax=f (%)
losen. N(A) ist abgeschlossen. Das gilt allgemein fiir abgeschlossene Abbildungen. Wichtig ist nun

Lemma 9.2.6: Es sei A € L(R",R"). Dann ist R(A) abgeschlossen.
Beweis: Es sei Ax, =y, — y, N := N(A) und

| x| := inf |x + n|
neN
der Abstand von x zu N. Dann ist | x| < |x|. Wir wihlen z; := x; + nj, n; € N, mit
il = = <l < Ll + <.
J J

Dann folgt auch Az; = y; — y. Die Folge (] x;|) ist beschriinkt. Es sei ndmlich |x;| — co und

Dann ist (|v;]) beschrinkt, und es gilt Av; = y;/|x;| — 0. (v)) enthilt eine konvergente Teilfolge; es sei (v;) bereits
diese Teilfolge und v; — v. Dann ist v € N, weil A abgeschlossen ist. Dem widerspricht aber
1
1< —'x,~+(n,~— |x7|v)| =vj = vl — 0.
] 7 ——— -
€

Also ist (] x;|) beschrinkt und damit auch (|z;]). Mithin gibt es eine Teilfolge von (z;) — 0.B.d.A. wieder (z;) selbst
—mit z; — z. Dann ist Az = y und damit y € R(A). Das war zu zeigen.

Aus diesem Lemma und dem Projektionssatz folgt die Losungstheorie zur Gl. (x), ndmlich

Satz 9.2.7: Es sei A € L(R",R"). Dann ist
R" = R(A) ® N(A")

eine orthogonale Zerlegung.
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Dabei ist A’ die zu A transponierte Matrix. Der Beweis folgt aus
R" = R(A) ® R(A)*
und
RA)* = (x[Vy (Ay.x) = 0} = {x|Vy (4. A"x) = 0} = {x|A'x = 0} = N(A").
Es ist auch dim N(A) = dim N(A"). Damit gilt die Fredholmsche Alternative fiir Gleichungen von der Form (x).
Aus Satz 9.2.4 folgt die Stetigkeit von A™! : R(A) — R".

Als letztes zeigen wir noch folgendes Resultat:

Satz 9.2.8: Es sei Q die Menge der bijektiven linearen Abbildungen des R" in sich. Dann gilt:
1. AceQa:=|A"",Be LR, R"), ||B-All<a= BeQ.

2. Qc LR, R") ist offen beziiglich ||A|| := SUP) =1 |Ax|.

3 F:QO-0 A Alist stetig.

Beweis:

1. Es sei 8 := ||B — Al|. Dann folgt aus |x| = |A™'Ax| < i |Ax]

A

(@=Plxl < |Ax[=BIxl = |Axl =B = All-|xl
JAx| —|(B—A)x| < |(A+(B-A)x| = |Bxl.

IA

Mithin ist B fiir 8 < « invertierbar.
2. Das folgt aus 1.

3. Aus 1 folgt
1

187" < )
a-p
Deshalb ist
IF(A)-FB)l = A" -B" = |A7'(B-A)B|
< JATUB - Al 1B < —P— S0
a(a - p)

fiir 8 = ||A — B|| - 0.

Der Satz gilt analog in Banachriumen fiir stetige bijektive Abbildungen A mit stetigem A~

9.3 GleichmiBige Konvergenz

Es sei jetzt wieder
f : DcR" —R"

und ¥ (D, R™) die Menge dieser Abbildungen. 7 ist ein Vektorraum. Es sei 8(D, R™) der Teilraum der beschriank-
ten Abbildungen, ndmlich
B(D,R") := {f € F(D,R™) | ||fl < co}.

Dabei sei
711 == sup | f(x)l
xeD
wieder die Supremumsnorm. 8(D, R™) ist ein normierter Vektorraum.
Wie im R! geben wir die
Definition 9.3.1: Es seien D C R", f; € B(D,R™) und f € B(D,R"). Dann heifit die Folge (f;) gleichmdif3ig

konvergent gegen f
lim If; = f1 = 0.

Die Cauchy-Konvergenz definiert man analog.
Analog Satz 5.2.4 folgt
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Satz 9.3.2: Es seien f, € C(D,R™), f € ¥(D,R™) und

Ifn = f1l = 0.
Dann gilt auch f € C(D,R™).
Speziell ergibt sich die Vollstindigkeit der folgenden Raume beziiglich der Supremumsnorm:
B(D,R™), BC(D,R™), C*(D,R™), C(K,R™).

Dabei ist K € R" und C* die Menge der gleichmiBig stetigen Funktionen.
Es sei im folgenden K € R", und es seien f, g € C(K,R). Dann ist auch

1
max(f.g) = 5(f +g+1f - gl) € CK. )

. 1
min(f,g) = 5(f +9-1f - 9l) € CK. ).
Analoges gilt fiir das Maximum oder Minimum endlich vieler Funktionen.

Wir wollen nun in C(K,R) Approximationssitze beweisen. Es sei V c C(K,R), und f € C(K,R) soll durch
f; € V beziiglich der Supremumsnorm approximiert werden. Dann stellt sich die Frage, wie ,,gro* <V sein mu8.
Als erstes zeigen wir den Satz von M. StonE (1903-), ndmlich

Satz 9.3.3: Es sei V eine Teilmenge von C(K,R) mit folgenden Eigenschaften:
1. Mit f, g gehoren auch max(f, g) und min(f, g) zu V.
2Va,beR VyzeK y+z JdveV vy =a A v(z)=D>.

Dann gilt:
VfeCKR) Ye>0 JveV |v-fll<e.

Beweis: Es seien f € C(K,R) und £ > 0 vorgegeben. Zu y,z € K und a := f(y), b := f(z) wihle man v,, nach 2.
Dann gilt

1. Es sei y fest. Dann folgt aus v,,(z) = f(2)
Yz AU@) YVxeU@NK uy,(x) - f(x)>-&

Die U(z) iiberdecken K. Mithin gibt es zj,...,z, € K, so daB U(zy),...,U(z,) die kompakte Menge K {iiber-
decken. Es sei
v, = max(vy;,,...,0;) € V.

Dann ist
VxeK v (x)— f(x)>-e. (%)

2. Wir wiederholen diesen ProzeB beziiglich y. Wegen v,.,(y) = f(y) ist auch v,(y) = f(y). Daraus folgt
YyeK AV(@y VYxeVynkK uv,(x)- f(x)<e.
Wiederum gibt es y,...,ys € K, sodal U(y,),..., U(ys) K iiberdecken. Es sei
g = min(vy,,...,v,) € V.

Dann ist
VxeK gkx)-f(x)<e, ()

nach () gilt auch
VxeK gx) - f(x)>—e.

Damit haben wir
VxeK |gx)-fx)|<e

bewiesen.

In der Praxis ist die Menge V oft eine Unteralgebra A C C(K, R) (A ist Vektorraum und Ring mit Eins). Dafiir
gilt der
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Satz von Stone-WeierstraB : Es sei A C C(K,R) mit
1. Vfige AundVceRgilt f+ge Aundcf e A
2. Vf,geAgiltf-ge A
3. 1:xw—1gehort zu A.
4. Yy,z€ K mity # z gibt es ein g € A mit g(y) # g(z).
Dann gilt
YfeCKR) Ye>0 dgeA |f-4gl<e

Eine Teilmenge von C(K,R) mit den Eigenschaften 1-4 nennt man eine punktetrennende Unteralgebra von
C(K,R).

Beweis: Es sei A die abgeschlossene Hiille von A. Wir wollen A = C(K,R) zeigen. Der Beweis erfolgt in vier
Schritten:

1. Auch A ist eine punktetrennende Unteralgebra.

2. Es sei f € A. Dann folgt |f] € A. Das sieht man so: Die Abbildung ¢ ~ [¢] 14Bt sich in jedem symmetrisch zum
Nullpunkt liegenden kompakten Intervall gleichmifig durch Polynome approximieren (Satz von Weierstraf3).
Das heif3it

Ve>0 Ye>0 AP Vie[-ccl | PO- |<e

Es sei nun ||f]| < ¢. Dann folgt

VxeK | P(f(x)-If()l | <e.

Ist f € A, dann ist es auch P(f), also
feA = |fle A.

Daraus folgt
feA = |fle A,

denn zu & > 0 wihle man g € A mit ||f — g|| < . Dann ist |g| € A und

IHA=1gll < 1 f—gll <&

3. A besitzt die Eigenschaften 1 und 2 im Satz von Stone: Die erste ist zum Beispiel wegen

1
max(f,g) = 5(f+g+1f -4
erfiillt. Es sei g € A mit Eigenschaft 4 der Voraussetzungen. Man wihle mit A,z € R

v(x) = A+ pug(x),
so dal
Wy =A+pgly) =a
v(z)=A+uglz)y=>b

ist. Das ist moglich, denn die Determinante des Gleichungssystems ist gerade g(z) — g(y). Also hat A auch die
zweite Eigenschaft.

4. Aus dem Satz von Stone folgt dann
Ve>0 VfeCK,R) dgeA |g-fll<e/2.

Zusammen mit
Ve>0 YgeA TheA |g-hl<e/2

bedeutet das
Ye>0 YfeCK,R) JheA |f-hl<e.

Das war zu zeigen.
Folgerung 9.3.4: Zu jedem f € C(K,R) und & > 0 gibt es ein Polynom P mit

Ilf —Pll <e.
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Beweis: Es sei A die Menge der Polynome (der ganzrationalen Funktionen) eingeschrinkt auf K. Dann erfiillt A
die Voraussetzungen des Satzes von Stone-Weierstrall. Fiir die Voraussetzungen 1-3 ist das klar. Wir zeigen 4: Es
seien x = (&1, ...,&,), Y,z analog und etwa n; # ;. Es sei

giIK—>R

x +— &

Dann ist g; € A und g;(y) # ¢i(z).

9.4 Differenzierbare Abbildungen

In §5.4 habe ich schon auf die Schwierigkeiten bei der Ubertragung der klassischen Definition der Differenzier-
barkeit im R! auf den R" oder Banachriume hingewiesen. Die Taylorsche Formel — die weiterhin gelten sollte

fGe+h) = f(x)+ f/(Oh+ r(x, blhl

}lleO r(x,h) =0
zeigt aber, wie man vorzugehen hat: Es sei U ¢ R" offen und
f : U—R"
Es seien x € U fest, V := {h e R" |x +h e U}, f'(x) € LR",R™) und

r(x,-) : V—R" mit }lig(l)r(x,h):O.

Dann ist f’(x) die Ableitung von f an der Stelle x. Im R! ist also

Jx+h) - f(x)

r(x,h) = ﬁ( h

7 - f/(X)).

Die Ableitung von f ist also eine lineare Abbildung des R" in den R™; wir erkldren

Definition 9.4.1: Es seien U C R" offen und V := {h € R" | X+ h € U}). Dann heifit f : U — R™ an der Stelle
x € U differenzierbar :—=

1. Es gibt ein A(x) € LR",R™).
2. Es gibt eine im Nullpunkt stetige Abbildung

rx,-) : V—>R" mitr(x,00=0

und
fx+h) = f(x)+Ax) - h+r(x, h) - |h].

Definition 9.4.2: f heif3t in U differenzierbar, wenn f fiir alle x € U differenzierbar ist. Man nennt A(x) auch die
— erste — Ableitung von f und schreibt

f(x) := A(x).

Als erstes miissen wir zeigen, dafl die Ableitung eindeutig definiert wurde. Es seien A;(x) und A,(x) Ableitun-
gen. Dann folgt
(A1(x) = Aa(xX)h + (r1(x, ) = ra(x, b)|A| = O

oder fiir festes y # Ound alle t € R mitz — 0

|(A1(0) = A0y | [(Ar(x) = Ay |
Iyl B lty]

= |G ty) = (e ml — 0.
Es gilt also
YyeR" Aj(x)y=A(x)y.
Das heifit, es ist Aj(x) = A»(x). Das beweist die Eindeutigkeit.
Aus der Definition der Ableitung folgt sofort
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Satz 9.4.3: f sei in x differenzierbar. Dann ist f dort stetig.

Im Falle f : R" — R! folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz die Existenz von fi(x), ..., f,(x) mit

n

F@ b= fih,

i=1
und durch Spezialisieren erhilt man

_of
fi) = 0.

Die df/0x; sind die partiellen Ableitungen von f (die Ableitungen in Richtung der Koordinatenachsen). Man
differenziert also nach x; und hélt dabei die anderen Variablen fest. Zur Abkiirzung verwendet man den Nabla-
Operator

9

. 0
v=] : it 9; := —
mi 3
On

Das Wort Nabla stammt aus dem Griechischen (lateinisch nablium) und bezeichnet ein antikes Saiteninstrument.
Das Symbol V (ein umgekehrtes Delta) soll an eine Harfe erinnern. Es gilt also

@) b= (Vf(x),h) = (h,V)f(x) = (V) f(x).

V f nennt man auch den Gradienten von f und schreibt grad f := V f dafiir.

Im Falle f : R* — R™ geht man analog vor. Aus dem Rieszschen Darstellungssatz folgt nun fiir k = 1,2,...,m

(FCOh) - e =) fiuoh
i=1

oder
@ e fin(®)
f@-h=| : ;
S () fn(x) I

Durch Spezialisieren erhélt man

0
fki(-x) = a_fk(x) m]tf = (flw"’fm)l'
Xi

Die Matrix
ohr - Oufi
Jr(x) = : C @ = (afeee.0uf)
Ofm - Onfm
bezeichnet man als Jacobi-Matrix von f, benannt nach C.G. Jacosr (1804—1851). Es ist also

) -h=Tp(0h = (h,V)f(x) = (W'V)f(x).

Beispiel 9.4.4: Es sei f : R — R? mit

)= ()?
=720 ).
Dann ist
" _ 2x1 —Z)C2
ro=( 20 ).

Beispiel 9.4.5: Es sei f : R> — R mit

x1(x2)? ..
Fo) = ﬁ fiirx#0
0 fiir x = 0.



76 9  Funktionen von mehreren Verédnderlichen

Dann ist fir x # 0

o L) (= () + (2))
@ =1 20x1)

Kritisch ist der Punkt x = 0. Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dal — wie bei der Stetigkeit — der
Grenziibergang i — 0 fiir alle Nullfolgen / durchgefiihrt werden mufl. Das Ergebnis darf nicht von der speziellen
Wahl von & abhingen, und insbesondere geniigt es nicht, die partiellen Ableitungen auszurechnen.

In unserem Beispiel ist an der Stelle x = 0

L. f(te;)) =0~ 91 f(0)=0
2.f(tex) =0 ~>  9,f(0)=0.
3. Wenn f(0) existieren wiirde, wére also f/(0) = 0. Das steht aber im Widerspruch zu

1_ f(t(er + e2))

: T2 D P O)er +e2) =0,

Mithin ist f im Nullpunkt nicht differenzierbar.
Wir geben noch eine leicht abgewandelte Formulierung der Differenzierbarkeit. Es sei wieder
f : UcCR"—R"
und x € U. Wenn f in x differenzierbar ist, dann existiert f'(x) € L(R",R™). Ist f in U differenzierbar, dann

existiert also
.U — LR,RM

x  — fl(x). ()
Wir schreiben nun auch
f ) -h=:f'(x,h),
also
f: UxR" — R"
(h) +—  f(x)-h ()

Dabei ist f’(:, ) linear in der zweiten Variablen.

Die differenzierbaren Abbildungen bilden einen Vektorraum. Fiir die Menge der stetig differenzierbaren Abbil-
dungen von U C R" in den R™ schreibt man kurz C;(U, R™). Fiir differenzierbare Abbildungen f,g: U ¢ R* — R!
gilt wieder die Produktregel

(f-9) =9 +fd
und fiir f : U CR* - R™, g : V CR™ — RP mit f(U) C V die Kettenregel
(go /) (x)=(g" o f)x) - f(x).
Mit H := f(x + h) — f(x) ist nimlich
(go x+h)—(go fHx)=(g" o /)x)-H+ry(f(x),H) - |H|.

Nun ist
H = f"(x)h +rp(x,h) - |hl,

also

(g 0 N)x)-H=(g" o f)x) f'(h+(g o f)x)-re(x,)hl.

Daraus erhélt man die Behauptung.
Folgerung 9.4.6: Es scien x: U CR — R" mit R(x) C Vund g : V C R" — R differenzierbar. Dann ist

’ ’ - 0 ’
(g(x) = Vg(x) - x' = Z 8—5()6) X
=1 "
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Anschauliche Deutung des Gradienten: Es seien f : R" — R differenzierbarund x = a + hmith = thy, t € R
und |hg| = 1, hy € R™ fest. Es sei ferner
F(@) = f(a+thy).

Dann ist
F'(0) = V(@) - ho

die Richtungsableitung von f im Punkte a in Richtung Ay. Der Gradient von f an der Stelle a ist daher ein Vektor in
Richtung der stiirksten Anderung der Funktion f, und sein Betrag hat den Wert der Ableitung in dieser Richtung.

Beispiel 9.4.7: Es sei f : R> — R mit
fx) = x% + x%.

Dann ist Vf(a) = 2a = 2|alay. Die stirkste Anderung erfolgt in radialer Richtung, fiir iy = ag, und es ist |V f(a)| =
2|al.

k_xz

X1

Die Linien f = const nennt man Hohenlinien. Hier im Beispiel sind es Kreise. Die Kurven in Richtung der
Gradienten nennt man Fallinien.
Es sei p = n(€) eine solche Kurve mit a; = n(a;). Dann ist im Beispiel wegen V f = 2x

alson = k& od
n & oder “ )
n¢) = Zf fir a; # 0.

Die Fallinien sind hier also Geraden durch den Nullpunkt.
Aus f = const folgt allgemein fiir den Anstieg der Hohenlinien

Ovf X +0yf - X, =0,

also
of _ % _dx
COf xdn’
Der Anstieg der Fallinien war
=0
T

Mithin stehen Hohenlinien und Fallinien senkrecht aufeinander.

Weitere Beispiele:
1. Es sei f(x) = (x )2 + 2(x2)2. Dann sind die Hohenlinien Ellipsen, und fiir die Fallinien gilt

also 17 = k&. Das sind Parabeln.
2. Es sei f(x) = (x1)? = (x)?. Dann sind die Hohenlinien Hyperbeln, und fiir die Fallinien folgt

n :_E’

also 7 = k/£. Das sind ebenfalls Hyperbeln.
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3. Es sei jetzt f : R® — R®. Man nennt div f := V'f = Z?:I 0, f; die Divergenz von f,

O fs — 03 />
rotf:=VX f:=| 031 —01f3 die Rotation von f
012 — 01 /i

und

3
A:= V'V =divgrad = ) (9/0x)°
i=1

den A- oder Laplace-Operator. £2(R?) 148t sich orthogonal zerlegen in divergenz- und rotationsfreie (Gradien-

ten-) Felder. Zum Beispiel sei
X

fx) = 3

|x]

Dann ist f offenbar ein Gradientenfeld, nimlich

1
f=Vo mite(lx)=—-—.
|x]

Esist fir x # 0divf =0und rot f = 0.

Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung: Es seien nun wieder U C R" offen sowie f : U — R" injektiv und
an der Stelle a € U differenzierbar mit det f'(a) # 0. Ferner seien

g:=f": fU) >R,

sowie b := f(a) innerer Punkt von f(U) und g an der Stelle b stetig. Beides ist beweisbar, man vergleiche den Satz
von der lokalen Umkehrbarkeit 9.7.1 und Satz 9.1.17. Dann gilt

Satz 9.4.8: Unter den angegebenen Voraussetzungen ist g an der Stelle b differenzierbar mit
g =(f @)

Aus g o f = idg folgt also
g’ (b) - f'(a) = idp.

Beweis: Es ist

fla+x) = fla)+ f(a) -x+r(ax)-|x
= fla)+F(a,x)-x

_ | fl@+ra,x) - xo fiir x £ 0
Fla. = { f(a) fiir x = 0.

Bei festen a, x ist F(a, x) € L(R",R"). F(a, x) ist an der Stelle x = O stetig als Funktion von x, und es gilt
F(a,0) = f’(a) mit detf'(a) # 0.

Dann folgt aus der Matrizenrechnung die Existenz einer Umgebung U(0), in der (F(a, )c))_1 existiert, und in der
lim (F(@, )" = (£ (@)

ist.
Es seien nun
fla+x)=b+y, a+x=9gb+y)

und
Gly) := (F(a, ).
Dann folgt aus G(y) - y = G(y) - F(a,x) - x = x

gb+y)=gb)+Gy) -y,
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und wegen der Stetigkeit von g ist
lim G(y) = lim (Fa, g0 +y) =)™ = (F@0)" = (f'@)",
Das heift, g ist an der Stelle b differenzierbar, und es gilt
gb)=(f'@) "

Das war zu beweisen.

Beispiel 9.4.9: Es seien r e R*, ¢ € (0,2n) und

0 =[S e),
also —
90.y) = ( arzta;?c )
Dann ist
Fan=( S e )
und

X
2—y - —— sing  cosg
X2 +y X2 +y -

X y .
(x.9) {v— v—] [¢ 90]
g(x,y) = E = .

Ist f” stetig, dann heif3it f stetig differenzierbar, und man schreibt f € C;(U,R").

Definition 9.4.10: Es seien U € R" offen, f € C(U,R") invertierbar, f(U) offen und g die Umkehrabbildung.
g : f(U) — R" sei ebenfalls stetig differenzierbar. Dann nennt man f (und auch g) einen Diffeomorphismus.

Die Voraussetzung, daB f(U) offen ist, ist entbehrlich. Das zeigt wieder der Satz von der lokalen Umkehrbarkeit
9.7.1. Die Polarkoordinatenabbildung im letzten Beispiel ist ein Diffeomorphismus, etwa

f i) | 0<r 0<g<2m} — RE\R) x {0}),

also die Abbildung des Streifens {(r, ¢) | 0 < r,0 < ¢ < 27} auf die lidngs der positiven x-Achse aufgeschnittene
Ebene. Hingegen ist
f: R — R
x X

kein Diffeomorphismus in U(0), denn dort ist f(0) = 0, und ¢’(0) existiert nicht.

9.5 Der Mittelwertsatz

Die Ubertragung des Mittelwertsatzes auf reellwertige Funktionen im R" ist moglich, wenn die Verbindungsstrecke
I' der betrachteten Punkte @ und b
y(t):=a+tb—a) 0<r<1

in der Definitionsmenge liegt.
Satz 9.5.1: Es seien f : U C R" — R differenzierbar; a,b € U undI' C U. Dann gibt es ein ¢ € I" mit

f®) = fla)+ f(c)- (b - a).
Beweis: Es sei

F : [0,1] — R

ro— f®).
Dann folgt aus dem Mittelwertsatz im R die Existenz eines 6 € (0, 1) mit
F(1) = F(0) + F'(9).
Nun ist
F@)=f®)-vy®O=100) b-a,

und die Behauptung folgt mit ¢ := y(6).
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Bemerkung 9.5.2:

1. Die Verbindungsstrecke I von a nach b kann man durch einen beliebigen ganz in U verlaufenden differenzier-
baren Weg ersetzen. Dann gilt f(b) = f(a) + f'(y(0),Y'(0)).

2. Eine zweite Formulierung des Satzes ist wieder

fx+h)=fO)+ f(x+6h)-h mit0<6<l.

3. Wenn f vektorwertig ist, f : U — R", dann lif3t sich der Satz auf jede Komponente von f anwenden; also (f;
sei die j-te Komponente von f)

fitx+h) = fi(x) + Vfi(x+0;h) - h.

Man beachte, daf 0 jetzt von j abhdngt.

Es gilt der folgende
Satz 9.5.3: Es seien U C R" offen, wegzusammenhdngend und f : U — R differenzierbar. Dann gilt

=0 < f=const

Auch dieses Resultat gilt fiir vektorwertige Abbildungen. Aus f = const folgt f' = 0. Es seien also f* = 0 und
a,b € U. Weil U offen ist, kann man a, b durch einen Streckenzug a = ay, ai,..., ar = b mit a; € U verbinden.
Nun wende man den Mittelwertsatz zwischen a; und g;—; an. Dann folgt f(a;) = f(a;-1) und damit die Behauptung.

Aus dem Mittelwertsatz folgt auch

Satz 9.5.4: Es seiwieder f : U € R* — R™. Die partiellen Ableitungen von f mogen an der Stelle a € U existieren
und dort stetig sein. Dann ist f in a stetig differenzierbar.

Wir beweisen den Satz fiir m = 1. Zu a, h seien

a=:dap, ai,...,a, :=a+h
Zwischenpunkte mit a; € U und
a; = qo +/’l]€]
an = ai +h2€2
a, = ap-1+ hye,.

Dann ist
fla+h) = fla) = (fla+h) = f(ap-1)) + (f(@n-1) = flan-2)) + - -+ + (flar)) = f(a)).

Wendet man jeweils den Mittelwertsatz in R! an, dann folgt mit geeigneten c; € B(a, |hl)
fla+h) = flay= ) @;F)ecph;
=1

und
n

D(@ipe) - @ x@)mi| <1l Y |@i ) - @:f)@),
j=1

fla+h) = fl@) - Y @0, @h

J=1

J=1

und wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen konvergiert die Summe gegen Null fiir 27 — 0. Aus

Fl@-h=>"@;ah

J=1

folgt dann auch die Stetigkeit von f”.
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9.6 Hohere Ableitungen

Die hoheren Ableitungen werden analog zu den ersten definiert. Es sei also wieder U € R", U offen, und

[ U—R".
Dann hatten wir
f . U— LR, R (%)
oder
f: UxXR'— R", (%)

und zwar linear in der zweiten Variablen.

1. Bezogen auf Standardbasen handelt es sich bei L(R",R™) um (n X m)-Matrizen. L(R",R™) ist ein (n - m)-
dimensionaler Vektorraum. Es sei f” differenzierbar. Dann ist nach (x)

!y

mit
f!! : U N L(RH,L(RH,RHI))

und analog
f/// U — L(RH,L(RH,L(RH,RIH)))

und so weiter.
2. Schreiben wir f” in der Form (), dann ist

' h) = f'(x) - h,
und wir erhalten die zweite Ableitung in der Form
/7 UxR'xR" — R"
(x,h k) +— 7 (x,hk).
S istin den beiden letzten Variablen linear. Analog ist mit 2 € (R")?, also & = (hy, hy, ... hy),

fP T Ux@®Y — R"
(x,h)y +— O, h).

£ ist in den A; linear.

Bleiben wir bei der zweiten Ableitung. Bezogen auf die Standardbasis im R" hatten wir
Fh) = @Hh = (HV)f().
i=1

Analog ist
I hk) = Z(ij')(x, hkj = Z(Ojé‘if Y(Dhik; = (K'V)(R'V) f(x)
J=1

i,j=1
und
fP ) = (BV)--- (V) f(x).

Mit f” existieren also auch die zweiten partiellen Ableitungen.

Wir zeigen als erstes die Symmetrie der bilinearen Abbildung
(h,k) — f"(x,h,k).
Es gilt der
Satz 9.6.1: Es sei f : U — R™ zweimal differenzierbar. Dann ist

Vi keRY  f7(x, hk) = " (x, k, h).
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Beweis: Es ist
f(x+k,h)— f'(x,h) = f"(x,h, k) + R(x, h, k)|k|.

R ist linear in A, und es gilt
lim R(x, h, k) = 0.
k—0

Wir zeigen

lim é{ FOe+ sh+ sk) = fx+ sh) = f(x + sk) + f(O)) = 7 (x, 7, k).

Daraus folgt dann die Behauptung, weil die linke Seite in /4 und k symmetrisch ist.
Es geniigt, diese Gleichung fiir eine Komponente von f zu beweisen, es sei also 0.B.dA.m=1.Fir0<r<1

sei ferner
F@) := f(x+th+k)— f(x+th).

Dann ist
F'(t) = f'(x+th+k,h) — f'(x + th, h),

und mit
Ax,h k) :=F(1)—=FO0)= f(x+h+k)— f(x+h) — f(x+k)+ f(x)

folgt aus dem Mittelwertsatz
A(x,hk)=F'(6) mit0<6d<1

oder

A(x, h, k)

[f' G+ 0h+k,h) — f/ (e, b)) — {f G+ 6k, h) — £ (x, b))
7 (x, b, 0h + k) + R(x, h, 0h + k) - |0h + k| — £ (x, h, 6h) — R(x, h, Oh) - 14|
7 (x, by k) + R(x, h, 6h + k) - |0h + k| — R(x, h, Oh) - |6h).

Es sei nun s > 0. Man ersetze h, k durch sh bzw. sk. Dann folgt aus der Linearitit
A(x, sh, sk) = sz{f”(x, h,k) + R(x, h, s(6h + k)) - |6h + k| — R(x, h, sOh) - |0h|}

und daraus die gewiinschte Identitit
. A(x,sh,sk)
lsllr(I)IT = f"(x, h, k).

Der Beweis zeigt, dall f” nur an der Stelle x existieren muf3, f” natiirlich in einer Umgebung U(x).
Folgerung 9.6.2: f sei zweimal differenzierbar. Dann ist
ﬁi(')jf = (9,8,]‘

Wenn alle zweiten partiellen Ableitungen von f existieren und stetig sind, dann folgt analog Satz 9.5.4 auch
die Existenz und Stetigkeit von f”’.

Wir wollen nun fiir reellwertige Funktionen die Taylorsche Formel iibertragen. Es gilt

Taylorsche Formel: Es seien U C R" offen, f € C,(U,R), P differenzierbar und die Verbindungsstrecke von x
nach x + h gehore zu U. Dann gilt

ﬂx+m=fuﬂjﬁnm+~-+lﬂwmh”qm+Rﬂnm
p-mal
mit
1

RoCe ) = 2210

fP O+ 6n,h, ... h), 0<6<I.
N——

(p+1)-mal

Beweis: Analog zum Beweis des Mittelwertsatzes sei
y@#)=x+th mit 0<r<1
eine Darstellung der Verbindungsstrecke I'. Es sei ferner

F=foy : [0,1] > R.
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Dann gilt

_ OV 4 e+ D) U coen

F)=FO)+F'0)+---+ p!F”(O)+ o+ 1)!F” )
mit
F'@ty = f®.Y®) = fy®,h)
F'(t) = f'(y®,hy®) = f"(y(0),h h)
FP@) = fP400.h,....h)
~——
p-mal

sowie

FO)=f(x) und F(1)=f(x+h).
Daraus folgt die Behauptung.

Ist f (p + 1)-mal stetig differenzierbar, dann erhilt man auch wieder eine Integraldarstellung fiir das Restglied,
zunéchst (vgl. Gl. (xx) in §7.3)

1 1
R,(x,h) = — f (1 = ?FP* V() dt
rtJo

und daraus

1 1
R,,(x,h):—f(1—t)!’f</’+‘>(x+th,h,...,h)dt.
p' 0 ——

(p+1)-mal

Bemerkung 9.6.3: Die Ubertragung der Taylorschen Formel auf vektorwertige Funktionen ist moglich. Man be-
achte nur, daf} dabei in jeder Komponente ein anderes 0 auftritt.

Aus der Taylorschen Formel erhilt man fiir beliebig oft differenzierbare Funktionen analog Definition 7.3.4 die
Taylorreihe. Alles dort Gesagte gilt entsprechend.

Wir wollen die in der Taylorschen Formel auftretenden Ableitungen noch etwas anders schreiben. Es ist
fOCh =Y By 0 f Ok -
i i) =

Wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen konnen von den 7 Summanden jeweils mehrere zusam-
mengefalit werden. Eine bequeme Schreibweise erreicht man durch Verwenden von Multi-Indizes. Fiir @; € Ny
seien

a = (a,az,...,q,)

" = 47970

h = A -y

al = (@) (@)
ol = ar+ar+---+a,

Bei vorgegebenem k = |a| gibt es insgesamt

k! k!

(@ )@)- (@)  al

Summanden mit demselben Beitrag
a7'0% -9 f(x) ] by -+ - by = 3% f(x) h?,

also

1 1
(9} _ o @
sz (x,h,....,h) = § —a'af(x)h.

k-mal lor=k
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Damit lautet die Taylorsche Formel
N 1
fx+h) = Z Z — O f R |+ Ry(x. ).
k=0 \lal=k ~

Dabei ist |
Ry(x,h) = Z — (@ f)x+ Om) .

lal=p+1 —°

Folgerungen: Als Folgerung aus der Taylorschen Formel lassen sich wieder Kriterien fiir die Existenz lokaler
Extrema angeben.

Definition 9.6.4: Es sei f : U C R" — R. Dann heifst a € U kritische Stelle von f . —

YheR" f(a,h)=0.
Der Gradient von f verschwindet dann also in a. Als erstes zeigen wir
Satz 9.6.5: Es sei a eine lokale Extremalstelle der differenzierbaren Funktion f. Dann ist a kritische Stelle von f.
Denn es sei a etwa ein Maximum. Dann gibt es eine Umgebung V mit

VxeV f(x) < f(a).
Man wihle & so klein, da3 auch a + th mit ¢t € [-1, 1] in V liegt. Es sei

F@) = fa+th) mitre[-1,1].

Wegen F(t) < F(0) ist dann nach Satz 5.5.1 F’(0) = f'(a,h) = 0. Das gilt zunichst nur fiir kleine #, wegen der
Linearitdt von f” dann aber fiir alle 4.

Beispiel 9.6.6: Es sei fiir x; > 0
(X1 - Xy -+ - x,) /D)

f@:= T+xi+x+-+x,
f ist stetig in U und differenzierbar in U mit
U:=@®RYH".
Mit f := Z/N ist
N(x)Z(x)
0; = —Z(x)+ ——¢.
109 = %2 { O+ Gt D }

Aus 0; f(a) = 0 folgt also fiir alle i
m+Daj=1+a+ay+---+a,.

Die rechten Seiten hiangen nicht von i ab. Mithin sind alle a; gleich, etwa a; = «; es folgt
(n+Da=1+na,

also @ = 1. Mithin ist
a=(,1,...,1)

die einzige kritische Stelle von f. Dort ist

1
fla)= —

n+1l’

Wir wollen direkt nachweisen, dal f an dieser Stelle ein absolutes Maximum annimmt. Dazu betrachte man f auf
dem Kompaktum
K:={xeU | OL<xi+x+---+x,<c}

mit geniigend grofem ¢ > 0. An den Randpunkten 9K gilt

fireinx; =0: f(x)=0
Cn/(n+1)

—1/(n+1)
1+c¢ ’

firx; +---+x,=c: fx) < <c
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Wir kénnen ¢ deshalb so gro3 wihlen (etwa ¢ := (n + 1)), daB

VxedK
xe fO) < ——

ist. Diese Abschitzung gilt dann erst recht fiir grolere c. Die stetige Funktion f besitzt in K ein Maximum. Wegen
flOK < f(a) liegt es im Inneren. Somit hat f in a ein absolutes Maximum. Das war zu zeigen. Mithin gilt

1
YxeU < —.
x S n+1
Wihlen wir y,,41 > 0und y; := y,+1%;, i = 1,...n, dann folgt
oY1t T Ypt
n{l Yy, < " e e —
Wt = e G
oder

yrtyz+ -+ Yy
n+1 ’

"Y1 Y2 Yned

Das ist die allgemeine Abschitzung fiir das arithmetisch-geometrische Mittel.

IA

In diesem Beispiel wurde die Entscheidung, ob ein Extremum vorliegt, direkt getroffen — ohne die zweiten
Ableitungen heranzuziehen. Jetzt wollen wir aber auch diese benutzen. Die Rolle der zweiten Ableitungen spielen

nun quadratische Formen
O, hy =" 3" gihihy,

=1 j=1
und es geht darum festzustellen, ob diese positiv oder negativ definit sind. Q(h, h) heilit

positiv definit: &< Vh+0 Q(h,h)>0
negativ definit: &< Vh#0 Q(h,h) <0
indefinit : & Q nimmt sowohl positive als auch negative Werte an.

Es sind auch positiv semidefinit und negativ semidefinit moglich. Kriterien dafiir, ob eine Form definit ist,
werden in der linearen Algebra bewiesen. Hier haben wir es mit einem besonders einfachen Fall zu tun. Weil die
partiellen Ableitungen vertauschbar sind, konnen wir von symmetrischen (g;;) ausgehen. Dann ist diese Matrix
diagonal-dhnlich. Man hat also nur die Eigenwerte der (g;;) auszurechnen, und Q ist zum Beispiel positiv definit,
wenn alle Eigenwerte positiv sind.

Kehren wir zu unserer Aufgabe zurtick. Wir zeigen

Satz 9.6.7: f: U C R" — R sei zweimal stetig differenzierbar, und a € U sei kritische Stelle von f. Dann gilt
1. f"”(a, h, h) positiv definit =  a ist Minimalstelle von f ,

2. f"(a, h, h) negativ definit =  a ist Maximalstelle von f ,

3. f(a, h,h) indefinit =  a ist keine Extremalstelle.

Der Beweis folgt wieder aus der Taylorschen Formel
1
fla+h) = fla)+ f'(a,h) + Ef”(a +6h, h, h).

Wegen der Stetigkeit der zweiten Ableitungen ist

f(a+6h,hh) = f"(a,h,h) + g(a, Oh)|h

lim |g(a, 61)| = 0.

Daraus folgt die Behauptung. Die Matrix f”(a, -, -) heilit Hesse-Matrix von f an der Stelle a, benannt nach Lupwic
Hesse (1811-1874).

Beispiel 9.6.8: Es seien die Winkel a, B,y gemessen worden und 6 := n — (a + 8 + y). Die ,,wahren Werte“ seien
a+x, B+yundy+ (06— x—y). Man bestimme x und y so, dafs

fe=x+y*+@G-x—-y)’

minimal wird.
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Es geht also um die Methode der kleinsten Fehlerquadrate. Es ist

Vi(ny) = (4x+ 2y — 26).

4y +2x - 20

Mithin ist

kritische Stelle. Fiir die zweiten Ableitungen erhalten wir

4 2
Diese Matrix hat die Eigenwerte 4; = 2 und A, = 6. Sie ist also positiv definit. f hat daher in a ein Minimum.

Beispiel 9.6.9: Es seien in der (x,y)-Ebene n > 2 Punkte (x;,y;) gegeben. Die x; seien nicht alle gleich. Es sei
g(x) = a x + B eine Gerade und r; = y; — g(x;). Man bestimme g so, daf3

P = (v - g))’
i=1

minimal wird.

Es geht also wieder um die Methode der kleinsten Fehlerquadrate. Es seien

r Y1 xio 1
ri= Y= ; z=(Z), A=
'n Yn X1
Dann folgt aus r; = y; — a x; — 8
r=-Az+y

und
I = (-Az + y)'(-Az +y) = A" Az = 27 Ay + 'y =: f(2).

Fiir die ersten Ableitungen erhalten wir
(VA)(z) =2A'Az -2 A"y,
und die Matrix der zweiten Ableitungen ist A’A. Es sei (Vf)(a) = 0. Dann ist
A'Aa = A'y.

Diese Beziehung wird Normalgleichung genannt. Sie ist also nach a aufzuldsen. Es ist

A = Xy e Xy . B x? o
- 1 - 1 o N o n

mit o := )7 | x;. Diese Matrix ist positiv definit. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt némlich
n 2 n
o’ = (Z 1 -x,-) < anlZ = n|x?,
i=1 i=1

und das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn alle x; gleich sind. Das ist aber ausgeschlossen. Also ist 0> < n|x|*> und
damit A’A positiv definit. Mithin ist die Normalgleichung nach a auflgsbar, und a ist Minimalstelle von f.
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Konvexe Funktionen: In diesem Zusammenhang wollen wir uns noch kurz mit konvexen Funktionen beschif-
tigen.

Definition 9.6.10: Eine Teilmenge M des R" heifit konvex, wenn mit x| und x, auch die Verbindungsstrecke
x4+ t(x; —x;) mitte[0,1]
zu M gehort.

Offenbar ist der Durchschnitt beliebiger konvexer Mengen konvex.

Definition 9.6.11: Es sei U C R" offen und konvex. Dann heifit f : U — R konvex :
Vx,xo €U xi#xa Vte[0,1]  fxr+t(xa —x1)) < f(x1) + 1(f(x2) — f(x1)).
f heifst streng konvex, wenn sogar
JOx + 100 = x1) < fQx) + 1(f(x2) = f(x1))
gilt.
Es sei nun f eine in I = (a, b) definierte konvexe Funktion. Dann folgt fiira <u <v<w < b

f) - f(w) < fw) = f(u) < f(w)—f(v)'

v—u - w—u - w-—7v

Esseiv:=u+tw—u)undy := f(u) + #(f(w) — f(u)). Dann ist f(v) < y und

vV—Uu

y = fu) + ——(fw) - W) = Fw) - —— (Fw) - fuw),
u w—-—u

w—

also

Jo-fw _ y-fw _fw-fw _ fw-y _fw- [
v—u T v-u  w-u T w-v T w-v
Insbesondere folgt daraus mita < @ < u

f) - fa) < f) - fw < f(w)—f(v).

v—a - v—u - w-—v

Mithin ist

lim f(u) = f(v).
f ist also stetig. Es existieren auch die einseitigen Ableitungen von f. Das folgt aus der Monotonie und Be-
schrinktheit der Differenzenquotienten. Das Beispiel f(x) := |x| zeigt aber, daf} die Differenzierbarkeit selbst nicht

zu erwarten ist. f] und f” wachsen jedoch monoton. Damit existiert f* mit Ausnahme hochstens abzahlbar unend-
lich vieler Punkte. Wichtig ist nun der

Satz 9.6.12: Es seien U C R" offen und konvex und f : U — R differenzierbar. Dann gilt: f ist streng konvex <=

VxeU YheR\0, x+heU fx+h) > f(x)+ f(xh).

Beweis:
.=
fx+th) = flx+1((x+h) = x) < f(x) +1(f(x+h) = f(x)
oder
w < flx+h)— f(0).
Daraus folgt

J'Geh) < flx+h) = f(x).

Um das Gleichheitszeichen in der letzten Abschétzung auszuschlieBen, ersetzen wir darin % durch ¢ h. Aus der
Linearitit von f” folgt dann

fx+1h) - f(x)
t

[, h) < < f(x+h) - f(x).
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2. =

Nun ist f(x) + f'(x,h) < f(x + h). Es seien x1,x, € U und ¢ € (0, 1). Dann folgt aus

F)+ f/(x, x1 = %) < f(x)

F) + f/(x, %0 = %) < f(x2)
durch Addition nach vorheriger Multiplikation mit (1 — #) bzw. ¢

FOO)+ f1(x, 21 + 10 = x1) = x) < f(x1) + 1(f(x2) = f(x1))
oder mit x = x1 + #(x; — x1)
Fo + 12 = x1) + f/(x,0) < f(x1) + 1(f(x2) = fx1)).
N——

=0

Das war zu zeigen.

Konvexe Funktionen lassen sich entsprechend durch

fx+h) > f(x)+ f'(x, h)

kennzeichnen.

Es sei f nun in U zweimal differenzierbar. Dann ist mit 6 € (0, 1)
Sx+h) =fx)+ f(x,h)+ %f”(x + Oh, h, h).
f ist deshalb streng konvex, wenn fiir alle 7 # 0
S (x+6h,h,h) >0
ist. Hieraus erhilt man eine hinreichende Bedingung fiir die strenge Konvexitét, ndmlich
YxeU Yh#0 f"(x,hh) >0,

also den

Satz 9.6.13: Es sei U C R" konvex und f : U — R zweimal differenzierbar. Es sei f"' iiberall positiv definit. Dann
ist f streng konvex.

9.7 Lokale Umkehrbarkeit

In diesem Abschnitt wollen wir die Frage nach der Existenz der Umkehrabbildung anschneiden und zeigen, daf3 es
sie jedenfalls lokal gibt. Im R! lieferte uns die Monotonie die Injektivitit; im R" ist die Situation aber nicht mehr so
einfach. Wir nehmen hier n = m an, eine allgemeinere Situation wird in §9.8 behandelt. Denkt man an den linearen
Fall, dann liegt es nahe, det f’(x) # 0 vorauszusetzen. Das ist aber schon im R! nicht genug. Man betrachte etwa

x+x2cosl firx#0

f(x):{ 0 " firx=0.

Dann ist f im Nullpunkt differenzierbar mit f/(0) = 1. f ist aber in U(0) nicht injektiv, denn x, := ((3/2 +
2n)7r)_l sind Maximalstellen. Um solche Fille auszuschlieBen, fordern wir zusétzlich noch die Stetigkeit der ersten
Ableitung. Wir zeigen den

Satz 9.7.1: Es seien U C R", f € C1{(U,R"), a € U und f'(a) : R" - R" invertierbar. Dann gibt es ein offenes
VcUmitaeV und

1. f|V ist injektiv.

2. f(V) ist offen.

3. Die Umkehrabbildung g von f|V ist stetig differenzierbar.
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f bildet V also diffeomorph auf f(V) ab.

Zum Beweis konnen wir uns auf den Fall @ = 0 und f(a) = 0 beschridnken (wir betrachten x — f(x + a) —
f(a)). AuBerdem normieren wir die Ableitung im Nullpunkt und nehmen f’(0) = id an. Das erreicht man durch
Multiplikation mit (f(0))™"; wir betrachten also x - (f/(0))™" f(x).

Es sei also im folgenden 0.B.d.A. a = 0 sowie

f(0)=0 und f(0) = id.

Dann fithren wir den Beweis in drei Schritten.
1. Wir legen V fest:

Es sei @ (x) := x — f(x) + y mit y € R". Jeder Fixpunkt von ®, ist dann Urbild von y. Wir bestimmen im
zweiten Schritt ein r € R* mit

Yye B@O,r) @,:B0,2r) — B(,2r),
und zwar kontrahierend. Wenn das geschehen ist, folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz
1 _
VYye B(O,r) dAxeB@O,2r) f(x)=y.
Das Urbild von B(0, r) sei nun V. V C B(0, 2r) ist offen, weil f stetig ist, und
f + V—B@O,r)

ist dann bijektiv.
2. Wahl von r und Nachweis der Kontraktion:
Wegen f’(0) = id und der Stetigkeit von f’ gilt

1
Ar>0 V<2 fid = f Ol zm < 5.
Aus dem Mittelwertsatz und ®f(x) = ((I)E)’j)(x) =id — f'(x) folgt daher mit 0 < §; < 1
, 1
Ix = f(OI = [@o(x) — o(0)] = [(Dg ;(6;x, )| < §|X|~
Fiir |y| <  und |x| < 2r erhalten wir deshalb

D, (x)] < |x = f(X)| + |yl < 2r,

also

Yy, lyl<r ®@,:B0,2r) — B,2r).
Es bleibt der Nachweis der Kontraktion. Es seien x1, x, € B(0,2r). Dann gilt mit 0 < §; < 1
D, j(x2) = Dy j(x1) = @ (x1 +0;(x2 = x1), X2 = X1).
Es ist (I); = ®; und
X1 + 0]()(2 -x1)=(1- 9]'))61 + Hij € B(0,2r),

also |
|D,(x2) — Dy (x)| < §|X2 - xq.

3. Wir zeigen die dritte Behauptung:
Es seien x1, xp € B(0,2r). Aus ®y(x;) = x; — f(x;) folgt dann
Xy = x1 = @p(x2) — Do(x1) + f(x2) = f(x1)

und |
[ = x1] < §|x2 = x| + | f(x2) = f(xp)l,

also mit y; := f(x;)
lg(y2) — gyl < 2ly2 — yil.
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Das heif}t, g ist stetig. Aus dem Satz von der Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung (Satz 9.4.8) folgt dann

g =W =)
Damit ist dann auch ¢’ stetig. Denn f” ist stetig, linear und bijektiv. Nach Satz 9.2.8 ist dann auch (f")~! stetig.

Damit ist unser Satz bewiesen.

Die globale Umkehrbarkeit ist schwieriger zu zeigen. Ich gebe hier nur zwei hinreichende Bedingungen an:

1. Es sei U konvex und f : U — R" differenzierbar. Dann folgt aus dem Mittelwertsatz

Oifilcr) -+ Oufiler) hy

Jx+h) = f(x) = : N : :
Oifulen) -+- Onfulen) J\ hy
mitc; = x+6;h,0 < 6; <1.Esseinunfiralle z,...,z, € U
Ofiz) -+ Oufi(z1)
det AN #0.
01 Ja(zn) OnJu(zn)

Dann ist f invertierbar, denn aus f(x + h) = f(x) folgt h = 0.
Beispiel 9.7.2: Es sei im R?

~ xz_yz

Dann ist

fmw=4z j)

und det f(x, y) = 4(x* + y*) sowie mit z; := (x;, y;)

X1 —h
det = XXy + =(z1,22).
( n o ) 1% +y1y2 = (21,22)

In R%\{0} ist f lokal invertierbar, aber nicht global, denn es ist ja f(—x,-y) = f(x,y). f ist jedoch global
invertierbar in konvexen Teilbereichen U c R2, fiir die

Vz1,22€ U (z21,22) 20

ist. Solche U lassen sich leicht angeben, zum Beispiel U = R* x R*.

2. Lokal umkehrbare lineare Abbildungen sind auch global umkehrbar. Wir erwarten deshalb, dal eine beliebige
C-Abbildung, deren Ableitung sich nur ,,wenig“ von einer festen linearen unterscheidet, auch global umkehr-
bar ist. Genauer gilt

Satz 9.7.3: Es seien U konvex und f € C{(U,R") mit det f'(x) # 0. Es gebe eine umkehrbare lineare Abbildung
A e L(R",R") mit
VxeU llid— f'(x)- A g@pm < 1.

Dann ist f global umkehrbar.

Beweis: f ist lokal umkehrbar. Wir miissen also nur die Injektivitit von f zeigen. Es seien x,x + h € U, h # 0 und
f(x) = f(x + h). Dann ist

1 1
0=f(x+h)—f(x)=f (if(x+th)) dt=f f'(x+1th,h)dt,
o \dt 0

oder
1 1 1
AhzfAhdt:f (A—f’(x+th))hdt=f (id = f'(x+th)-A"™YAhdt.
0 0 0

Daraus folgt der Widerspruch

1
|Ah| < f llid = f'(x + th) - A™Y|| o ey |A Bl di < |A hl.
0
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Beispiel 9.7.4: Es seien U = B(0,3) C R? und f : U — R? mit

_[x w(x,y)
ren=( 5 )+ s )

und differenzierbaren ¢, .

In diesem Beispiel ist

, . Px Py
f(x,y)—td+/l( Ui W, )(x,y),

also (hier ist A = id)

lid = f e, )l ez e = 1A H( v ?Z )

LR R?)

Beispielsweise seien ¢(x, y) = y* und ¢(x, y) = x>. Dann ist

o e W _lIlL(0 v)|_ \/— f
”( v, 'PZ )I_HZ(X O)H—sup2 (M x)2+(hpy)? < 24x2+y* < 6.

=1
Fiir |1] < 1/6 ist f deshalb global invertierbar.

9.8 Implizite Funktionen

In den Anwendungen tritt oft folgende Aufgabe auf: Gegeben sei ein Gleichungssystem

.fl('xl"'-sxn7uls'-"um) = O

(Xt X, Uy ey ttyy) = 0.

Mit x € R", u € R™ und f : R™™ — R" schreiben wir dafiir kurz

f(x,u) =0.

Gesucht ist eine Auflosung ¢ : R™ — R"
x = ¢(u)
mit f(e(u),u) = 0.
Im allgemeinen ist eine solche Auflosung nicht moéglich. Zum Beispiel sei n = m = 1 und

f,u) =1+ 2+l

Dann gibt es keine reelle Auflosung. Es sind also Voraussetzungen an f erforderlich, zum Beispiel die, daf3 es eine
Stelle (x1,u;) mit f(x;,u;) = 0 geben soll.

Es seien & € R" und k£ € R™. Dann schreiben wir

= Oush k) =2 fi(x ush) + f(x, us k)

vermoge
oh o Ot Owntht 0 Onemh \(
S N : : C =
01 fn Ot Onirfu =+ Opemfn I\ kn
oifi -+ Ouh hy Onrfi o+ Onamhi ky
N N : : :
O f Onfn I\ hy Operfn =+ Onsmfn I\ ki

und zeigen
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Satz 9.8.1: Es seien D C R" X R™ offen und f € C(D,R"). Es gebe ein a € R" und ein b € R™ mit
fla,b)=0 und detf{(a,b) #0.
Dann existieren eine Umgebung U(b) C R™ und eine eindeutig bestimmte C,-Abbildung
¢ : U—R
mit
YueU f(p(u),u)=0.

Beweis: Es liegt nahe, den Satz von der lokalen Umkehrbarkeit bei festem u auf

fu) =y
anzuwenden und in die Umkehrabbildung
gu(y) = x

dann y = 0O einzusetzen, also ¢(«) := g,(0) zu wihlen. Um auch fiir variables u Aussagen zu erhalten, erweitern
wir den Wertebereich von f und betrachten

F D — Ro+m
xou) — (f(x,u),u).

Dann ist F stetig differenzierbar, und es gilt

e =( f ) f(x,u) ]

0 idgm
Hieraus folgt
det F’(x,u) = det f](x,u) mit det F'(a,b) # 0.

Jetzt konnen wir den Satz von der lokalen Umkehrbarkeit auf F anwenden. Zu (a, b) € D gibt es eine Umgebung
W c D,sodaBl F |W eine C;-Umkehrabbildung

G : FW)— W

besitzt. F(W) ist offen.
Aus
F(x,u) = (y,v)
erhilt man fiir G
G(y,v) = (x,u)
mit
x=:9g(y,v) und u=no.

Dabei ist g aus C;(R™™,R"). Dieses g gibt die gesuchte Abbildung ¢, nédmlich
@) := g(0,v).
Es war D(G) = F(W) offen. Mithin existiert eine Umgebung U(b) C R™ mit
Yve Ub) (0,v) e F(W).
Dort ist ¢ erkldrt. Aus F o G = id folgt

flgy,v), v )=y fir(y,v)eFW).
T ——

=x =u

Mit y = O und v = u erhilt man also
VueU®) flew),u)=0,

das heiBt, ¢(u) 16st die Gleichung.
DaB ¢(u) die einzige Losung ist, folgt aus

g(f(x,u),u) = x.
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Denn wenn f(x, u) = 0 ist, folgt daraus

9(0,u) = x,
also x = p(u).
Wir bestimmen noch die Ableitung von ¢. Aus
fle),u) =0
und
fOqush k) = f(xus h) + fo(x, us k)
folgt

Jilp@), u; &' (u, k) + f3((u), us k) = 0.
Wegen det | (¢(u), u) # 0 fiir u € U(b) kann man diese Gleichung nach ¢’(u, k) auflésen,

¢,k = ~(f(pw. ) (), u: k)
oder »
¢ W) = =(f (e, w) £, u).
Beispiel 9.8.2:

1.Esseienn =m =1 und

fx,u) = x+ X2 — .

Dann ist f(0,0) = 0 und
fille,w)=1+2x,

also f/(0,0) = 1. Die Voraussetzungen des Satzes sind also fiir ¢ = b = 0 erfiillt. Formal erhélt man aus

f,u)=0
1 /l
)CZ—Ei Z+I/l2.
(w) = 1+ 1+ 2
PUI= 5T g™

in Betracht. Die zweite Wurzel gehort zu f(—1,0) = 0.

Wegen ¢(0) = 0 kommt aber nur

2.Esseienn=2,m=1und
l+x+y—u )

~1+x+y*+u

SOy, u) = [
Dann ist £(0,0,1) = 0und

11
f{(x,y,u)=(1 Zy)’

also det f{(x,y,u) = 2y — 1. Die Voraussetzungen des Satzes sind also mit a = (0,0) und b = 1 wieder erfiillt.
Formales Rechnen ergibt aus f(x, y,u) = 0 nach Elimination von x

0=y>—y+2u-1),

also

1
y= E(l + Vo - 8u).
Es soll ¢(1) = (0, 0) sein. Daraus folgt dann

2u—3+ V9 - 8u
YW= - Vo8

Die zweite Wurzel wiirde zu ¢(1) = (-1, 1) passen.
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9.9 Kurven und Fliachen

Bei der Behandlung des Zwischenwertsatzes in §9.1 haben wir schon einen Weg definiert. Ich wiederhole die
Definition 9.9.1: FEine stetige Abbildung vy : [a,b] — R" heifst Weg von y(a) nach y(b).

Solche Wege konnen noch recht ,,wild* verlaufen. So stammt von Peano das Beispiel eines stetigen Weges, der
eine Dreiecksflache ganz ausfiillt. Deshalb definiert man weiter:

Definition 9.9.2: Ist y an der Stelle sy € [a, b] differenzierbar, dann heif3t der Weg dort differenzierbar.

Definition 9.9.3: Ist y iiberall stetig differenzierbar, und ist iiberall v’ + 0, dann heifst der Weg y glatt. 'y heift
stiickweise glatt, wenn er aus endlich vielen glatten zusammengesetzt ist.

Es sei y differenzierbar und g die Gerade
g(s) 1= y(s0) + ¥ (s0)(s = $o)-
Dann ist

y(s) = g(s) +|s — sol - (50, 5 — So)

lim r(sg, s — s9) = 0.
§—580

Ist ¥'(so) # 0, dann ist g tangential, und man erhélt den Tangenteneinheitsvektor ¢ durch

_ Y (s0)

1S0) = L on

Fiir glatte bzw. stiickweise glatte Wege 146t sich nun die euklidische Linge erklidren, ndmlich durch

Definition 9.9.4: Es seiy : [a,b] — R" ein stiickweise glatter Weg. Dann heif3t die Zahl

b
)= [ eolds
Liinge des Weges vy.
Beispiel 9.9.5:

1. Es seiy : [0,1] = R" mit y(s) := a + s(b — a) die Strecke von a € R" nach b € R". Dann ist y'(s) = b — a und

1
L(y) :f |b—alds =|b-al.
0

2. Es seiy : [0,2n] — R? mit
die Kreislinie. Dann ist

und |y’ (s)| = 1, also L(y) = 2n.

In beiden Fillen erhalten wir also die tibliche Linge.

Wir wollen die Definition der Linge L(y) noch etwas motivieren und halten dazu fest:
1. Fiir Strecken ist L(y) die euklidische Linge.

2. L ist additiv. Das heifit: Es seiena < b < ¢, v : [a,c] = R, ¥, : [a,b] - R und v, : [b,c] — R" mit
Y|la, b] = y1 und y|[b, c] = 7y, also ¥ = y; + y,. Dann ist

L(y) = L(y1) + L(y2).

3. Es sei

Iyl := sup ly(s)l + sup [y'(s)l
s€la,b] s€la,b)
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die C([a, b], R")-Supremumsnorm von y. Dann héngt L beziiglich dieser Topologie stetig von y ab. Es sei ndm-
lich (y,) eine Folge von Wegen y,, := [a, b] — R" mit ||y, — y||; — 0. Dann folgt aus der Dreiecksungleichung

b b
IL(yn) = L)l = | f (Y, = Iy (9yds| < f Yo (s) = ¥ (s)|ds — 0.

L ist durch die Eigenschaften 1-3 eindeutig festgelegt. Denn y kann durch Treppenvektoren approximiert
werden, und man erhilt fiir glatte y gerade den in der Definition gegebenen Wert L(y). Dabei ist wichtig,
daf} die Approximation in der C;-Norm und nicht in der C-Norm erfolgt. Zum Beispiel darf man die Strecke

y:10,1] — R?
s
y(s) = (o)
nicht durch Sigezihne y,(s) = (s, a,(s)) mit

~ s fir0 < s < (1/2)"
GO =\ oy -5 fir (1/2 <5< 201720 usw,

approximieren. Es ist ndmlich

’ _ 1 ’ _ 1
y(s) = (O) und () = (il),

Ly)=1 und L(y,) = V2.

also

Es folgen weitere Eigenschaften von L(y):
4. L dndert sich bei Isometrien des R" nicht. Denn es sei x — Ax + a mit (Ax, Ax) = (x, x) oder A’A = id. Dann ist
(Ay +a) = Ay' und |AY'| = /|
5. Geht man von y durch Einfiihren eines neuen Parameters §

s=¢(5) mity e C([c,d],[a,b]) stickweise und ¢’(3) > 0

zum Weg
¥ = (@) mity:[c.d] >R

tiber, dann gilt
L(y) = L(y).
Es ist ndamlich [y ()| = |y (¢(5))] - ¢’ (5), also

d @ (d) b
L(y) = fd ¥ (3)|d5s = f Y (e(D)) - ¢'(5)d5 = f() [y (s)lds = f [y ($)lds = L(y).
c c o(c a

Man kann deshalb Aquivalenzklassen stiickweise glatter Wege einfiihren

Definition 9.9.6: Der Weg ¥ heifst zum Weg y dquivalent, wenn beide durch eine Parametertransformation nach 5
mit ¢'(5) > 0 auseinander hervorgehen. Jede solche Aquivalenzklasse von stiickweise glatten Wegen heift orien-
tierte stiickweise glatte Kurve.

Die Orientierung kommt dabei durch die Forderung ¢’(5) > O hinein.
Wir wollen nun eine ausgezeichnete Parameterdarstellung angeben. Es soll ndmlich iiberall
(o)l =1
sein. Das kann man folgendermallen erreichen: Es sei y : [a, b] — R" gegeben. Dann wird ein
¢ € Ci([c,d],[a,b]) mity’ >0

und
' (@)l ¢'(0) =1
gesucht. Es sei ¢ := ¢! die Umkehrabbildung von ¢, s = ¢(c). Dann ist

o oa (o) s
Y(s) =c+ f dt=c+ f [y (o) - ¢' () dt = ¢ + f ly' (W) du = ¢ + f Iy’ (w)| du.
c c ¢(c) a
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Wegen |y’ (u)| > 0 wiichst y(s) streng monoton, das heiBt ¢ = ! existiert und hat die geforderten Eigenschaften.
Meist wéhlt man ¢ = (a) = Ound L := d = ¢/(b). Dann ist L wieder die Linge des Weges v, also

L(y) = y(b).

Man nennt o deshalb die Bogenlinge der Kurve 7.

In dieser ausgezeichneten Darstellung lassen sich die folgenden Resultate leichter formulieren. Deshalb wollen
wir diese Darstellung verwenden. Allerdings ist es oft nicht einfach, die Bogenldnge wirklich auszurechnen, weil
eine Integration dabei eingeht.

Beispiel 9.9.7: Wir betrachten in0 < s < n/2 mit a,b € R*

asins
s) = (b cos s)'
v ist eine Ellipse
)C_2 + y_2 =1
a? b
und es gilt
, acoss
Y'(s) = ( bsi )
—bsin s

also [y/(s)| = Va2 cos? s + b2 sin? s und

S
o= f \/a2 cos?t + b2 sin® t dt.
0

Das ist ein elliptisches Integral, welches im allgemeinen nicht elementar berechnet werden kann. Ein Ndherungs-
verfahren haben wir im Beispiel 8.1.2.6 bereits kennengelernt. Im Falle a = b = r erhalten wir fiir den Kreisbogen

g=rs

oder ¢(0) = o/r. Das ergibt die ausgezeichnete Darstellung
- _ oy [sin(o/r)
Yoy = y( r) - r(cos(O'/r))'
Jetzt ist in der Tat |7 (0)| = 1.
Es sei also von nun an y(s) ein Weg mit |y’(s)| = 1. Dann ist

1(s) =7'(s)

der Tangentenvektor. Es sei y zweimal stetig differenzierbar. Dann nennt man y”(s) den Kriimmungsvektor. Aus
ly'| = 1 folgt unmittelbar

oy =0.
Tangenten- und Kriimmungsvektor stehen also senkrecht aufeinander. Ist auch y”’(s) # 0, dann sind y’(s) und
y"'(s) linear unabhiingig, und man nennt die von ihnen aufgespannte Ebene die Schmiegebene im Punkte y(s). Man
nennt

k(s) = y" (s)l

die Kriimmung von 7y in s.

Beispiel 9.9.8: Es seien a, b zwei orthonormale Vektoren, m € R" der Mittelpunkt und
s .S
k(s) =m+ r(acos — + bsin —)
r r
ein Kreis um m mit dem Radius r.

Dann ist ¢ s
k'(s) = —asin - + bcos -
r r

und .
k" (s) = ——(acos 2 4 bsin f),
r r r
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also
k(s) = [k"(s)| = 1/r.

Fiir beliebige Kurven ist k = «(s) natiirlich variabel, und man kann jedem s, einen Kriimmungskreis k(so, s)
zuordnen, ndmlich

k(so, 5) = m(so) + r(so)(a(so) cos Sr(_s:)“ + b(s) sin Sr(_s:)“)
mit //( ) 1 //( )
~ Y (s ~ _ Yo .
m(so) = y(so) + 2050)” r(so) = o) a(so) = 50) b(s0) = ¥'(s0).

Dieser Kreis beriihrt y(s) von zweiter Ordnung, es ist ndmlich

k(s0, s0) + k' (50, S0) - (s — s0) + k" (50, S0) - (s — 50)2 4.
¥(s0) + 7 (s0) - (s — 50) + ¥ (50) - (s = 50)> + -+ .

k(so, 5)

9.9.1 Ebene Kurven

Wir wollen kurz ebene Kurven, also y : [a, b] — R? behandeln. Es sei

x(s)
¥(s) = ( )
y(s)
Dann ist
x'(s)
()
y'(s)
die Tangente, und es sei
N A
n(s) := ( X(s) )
die Normale. # und » sind linear unabhingig. Folglich gibt es bei festem s Zahlen a, 8, y, 6 mit
! =at+pBn
n=yt+dn.

Diese Zahlen lassen sich leicht berechnen. Es ist

a = ({,5) = 0 (wegenlt|=1)
§ = (,n) = 0 (wegen|n =1)
B = {,n) = -',0) = —y (wegen (n,r1) =0).

B ist die durch die Wahl des Vorzeichens von 7 orientierte Kriimmung. Aus n = +y”/|y”’| folgt nimlich

B=(@n) ==+ =«

b =5 200

Das sind die Frenetschen Gleichungen, benannt nach J.F. FReneT (1816—1900), und es ist

Es gilt also mit |8 = «

ﬂ — (tl,n) = x/y// _ xllyl.

Man schreibt auch
cosa
t - ( i )
sin

und nennt @ = a(s) den Kontingenzwinkel. Dann ist

R b1
cosa
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also B = . Durch Vorgabe der Kriimmung ist die Kurve bis auf Verschiebungen und Drehungen (bis auf y(s)
und a(sp)) eindeutig festgelegt. Das folgt aus den Frenetschen Gleichungen. Es ist

a(s) = f B0y di + alsp)
x(s) = f ' cos a(t) dt + x(sg)
y(s) = fs sin a(?) dt + y(so).

L
K::f k(s)ds
0

hei3t Gesamtkriimmung von y(s).

9.9.2 Kurven im Raum

Es sei jetzt analog zum ebenen Fall
¥(s) = (x(5)., y(s). 2(5)),

t = " wieder die Tangente, fiir « = |y”’| # 0

die Normale und

b:=txXn

die Binormale. Es sei 7 := (n’,b) = —(b’, n) die Windung von vy. Dann lauten die Frenetschen Gleichungen im R

tY 0 « 0)(t

n =]l -« 0 7 n |.

b 0 -t 0 b
Der Beweis verlduft analog zum zweidimensionalen Fall. Insbesondere ist

1,1, (1Y )1 |
T = (b, l’l’) = ([ x —t, =t + (—) t') = —2(1‘ xt, l") == det(y’,y”,y”’).
K K K K K

Beispiel 9.9.9: Wir betrachten die Spirale

rcosks 1
y(s) :=| rsinks mitk = ——.
cks Vr? +c2

Dann ist

—rsinks cosks sinks

Y (s)=k| rcosks |, y'(s)=-rk*| sinks |, y"(s)=rk’| —cosks |,
c 0 0
also
N _ 2 _ r
k() =y (s)l =rk = oo
und
1 T Y] Crz k6 2 c
T(S)=K2—(S)d€t(7,)’ Y (s) = 2 =ck T AL e
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9.9.3 m-dimensionale Flichen im R"
Als letztes verallgemeinern wir die erhaltenen Resultate auf m-dimensionale Flachen im R".
Definition 9.9.10: Es sei U c R™ offen, m < n. Die Abbildung
vy : U—R"
sei stetig differenzierbar, und die Ableitung
Y : U— LR",RY

habe fiir alle u € U den Rang m. Dann heifst y Parameterdarstellung einer m-dimensionalen Fldche im R" (m-
Fliiche).

Aufgrund der Rangbedingung ist fiir jedes feste u € U
7(h) :=y(u) + y'(u,h) mitheR™

ebenfalls eine Parameterdarstellung einer m-Fliche. 7 ist in /4 linear. 7 ist die Parameterdarstellung des m-dimensio-
nalen Tangentialraumes fiir y im Punkte y(u).

Beispiel 9.9.11: Wir betrachten Rotationsflichen im R>.

f(u) sinv
g(u)

y(u,v) 1=

f(u) cosv ]

mit f(u) > 0 und £'(u)* + g'(u)* > 0.

Es ist
f'wycosv —f(u)sinv
Y (u,0) = { f'w)sinv  f(u)cosv )
g'(u) 0

v’ hat den Rang zwei.

Definition 9.9.12: Zwei Parameterdarstellungeny : U — R und % : U — R" von m-Fliichen heifen dquivalent
=
A® : U — U Diffeomorphismus
mity =yo®.
Das ist wieder eine Aquivalenzrelation. Die Flichen haben gleiche Orientierung, wenn det @ > 0 ist.

Eine besonders einfache Darstellung erhélt man durch

yi(w) =

’)/m(u) = Uy

Ymer (W) = fi(u)

Yu) = fom(@)

mit u € U c R™. Dabei sind y; die Komponenten von y und f; C;-Funktionen. Es ist

1 e 0
AN
) = 0 e 1
YW= o) - dnfitw
alﬁ%m(“) e amfn—m(u)

v’ (u) hat iiberall den Rang m.
Wir wollen nun zeigen, daf3 jede m-Flache lokal dquivalent ist zu einem 7y dieses speziellen Typs.
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Satz 9.9.13: Esseiy : U — R" die Parameterdarstellung einer m-Fliche. Fiir ein ug € U gelte

31)’1 T 9m71
det : N\ : (up) # 0.
317’m e alﬂ)’m

Dann gibt es eine Umgebung W von ug mit

YW ~ 5 VoR

(*)

und
iw) = v Y1) = fi(v)
5’m(0) = Unm ?n(v) = ﬁz—m(v)-
Beweis: Fiir u € U betrachten wir
vy = y1(w)
Un = Ytn(u)

und wenden den Satz von der lokalen Umkehrbarkeit an. Dann gibt es zu uy € U eine Umgebung W von uy, in der
Gl. (*) ein Diffeomorphismus von W auf eine offene Menge V ist. Die Umkehrabbildung davon sei

O VoW

Dann ist y o @ dquivalent zu y|W und hat die angegebene Gestalt.

Beispiel 9.9.14: Wir betrachten die stereographische Projektion

1 2u
w,0) = ———— v )
Y 1+ u?+0v? 1-u?—1?

Dies ist eine Abbildung der Ebene auf die gelochte Kugelfliche mit

0 0
v(0,0)=| 0 und  lim y(a,a@)=| O
1 a—00 _1
also
0
y : R —5S8%\| 0 |[.
-1
Es gilt
1 —u?+0? —2uv
v (u,v) = 2 —2uv 1+u?—0?
’ 2 1 2\2 :
(1 +u+0v%) o 2

v’ hat iiberall den Rang zwei.
Es seien nun

2u 2v 1 —uw?
X=—-:, = , 2=
1+ w? y 1 +w? 1+ w?
mit w? := u? + v?. Dann erhilt man
2 ’ 4u?
Pyt ———
(1 +uw)?

und

7= 441 —x2 -2

[ O1y1 Oy
det
5172 52)’2

Etwa fiir (ug, vg) = (0, 0) ist

)(0,0)= 1,
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die Voraussetzung des Satzes also erfiillt. Die dquivalente Darstellung (x, y, z) gilt nur lokal, und man hat die Wahl
des Vorzeichens von z.

Lokal 148t sich eine m-Flache also in der Form

Xme1 = Joe1 (X150, X)

Xno = Joxtse. ., Xm)
schreiben, oder implizit als Nullstellenmenge von

0

g1(x) = X1 = for1 (X150, Xm)

0 GIn-m(X) = Xy — fulx1, ..., Xp).

Damit beenden wir erst einmal die Behandlung der m-Flichen. Die Bestimmung des Fldcheninhalts werden wir
vornehmen, nachdem wir in §10-12 die Integration weitergetrieben haben.

9.10 Extrema unter Nebenbedingungen

In den Anwendungen tritt hiufig folgendes Problem auf: Es soll das Extremum von

f : RR—R
unter m < n Nebenbedingungen
g1=92=-=9gn=0
bestimmt werden, mit
g;i + R =R

Zur Losung wird man zunéchst daran denken, aus den Nebenbedingungen etwa die letzten der x; zu eliminieren
und diese dann in f einzutragen.

Beispiel 9.10.1: Es seien

f:R* >R, foy) = x>+ %,
g:R* >R, g, y) =x+y—1.

Dann ist
fmw=4ﬂ
Y

Es ist also f’(x,y) = 0 fiir x = y = 0. Der Nullpunkt ist eine Minimalstelle von f. Diese Stelle kommt aber wegen
g(0,0) = —1 nicht in Betracht. Eliminieren wir y aus g(x, y) = 0, dann folgt y = 1 — x und

h(x) = fr,1—=x)=x>+(1 —x)? =2x* = 2x + 1.

Jetzt 146t sich das Extremum von & wie gewohnt berechnen. Es ist 2’ (x) = 4x — 2 und 4”’(x) = 4. Man erhiilt also

ein Minimum an der Stelle
X0 _ X0 _ 1(1
o] \1-x0) 2\1)

Wir wollen noch etwas anders an diese Aufgabe herangehen: Aus g(x, y) = 0 folge die Auflosung
x =) und y = Y(¢) mitz € [a,b] und (¢',y") # 0.
Es sei
h(1) = fe(@®), ¥ (D).
Dann suchen wir ein fy mit

2.

=ty

W (to) = (01f - ¢ +0of - ¢/)
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Wegen g(¢(2), y(1)) = 0 ist auch fiir alle ¢

g ) =(01g-¢" +drg-y')t) =0,

of ouf \[(¢

019 09 |\y
An der gesuchten kritischen Stelle 7, von 4 sind deshalb die Vektoren V f und Vg linear abhingig. Es gibt also eine
Zahl Ay mit

also

!
=0.

=ty

(Vf+ 2 Vg)(to) = 0.

AuBerdem gilt natiirlich g = 0. Aus diesen Gleichungen lassen sich xy = x(#p) und yo = y(#) direkt bestimmen,
ohne vorher nach ¢ aufgeldst zu haben.

Setzen wir allgemein (im Beispiel istn =2 und m = 1)
F:R"™ — R

x> fE+ Y g,

i=1

dann ist
Vf+ 2l Vg
91
VF = . )
9m
und unsere Aufgabe ist dquivalent zu
VF £0.

Das ist die notwendige Bedingung fiir eine Extremalstelle. Der Vorteil hierbei ist, da3 man sich zu ihrer Formulie-
rung vorher nicht um geeignetes Eliminieren kiitmmern muf3. Im Beispiel erhalten wir

F,y, )=x"+y> +Ax+y—1)
und
2x+ A
VF(x,y,) = 2y + A
x+y-—1

VF L 0 liefert unmittelbar
Xo=Yyo ~ xo=yo=1/2und 4y = -1,

HES

Den Vektor A € R™ nennt man Lagrangeschen Multiplikator. Wir formulieren das Ergebnis als

also

Satz 9.10.2: Es seien f : U C R" — R stetig differenzierbar, desgleichen g; : U C R* - R, i = 1,2,...,m. Die
Teilmenge M C U sei durch g, = g2 = - -+ = g, = 0 definiert. Die Ableitung von g := (g1, . .., gnm) habe iiberall den
Rang m, das heifit M sei eine (n — m)-Fldche im R". Es sei A € R™. Hat dann f|M in xo € M ein lokales Extremum,
dann gibt es ein Ay, so dafp F : R™™ - R,

F(x,2) = f(x) +(4,9)
in (xg, Ao) eine kritische Stelle hat (das heif3t, es ist VF(xg, Ag) = 0).

Damit haben wir eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von Extremalstellen unter Nebenbedingungen
erhalten. Mochte man auch hinreichende Bedingungen finden, dann muf3 man feststellen, ob

F"(x9, Ao h, h)
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definit ist. Das mul man aber nicht fiir alle 4~ € R™™ iiberpriifen, denn A ist ja fest und nur xy wird variiert.
Es geniigt also, h = (hy,...,h,,0,...,0) zu nehmen. Selbst diese Menge der % ist noch zu grof3, weil auch die
Nebenbedingungen g;(xg + h) = 0 erfiillt sein miissen. Es soll also

F"(x0, Ao; h, h)

definit sein fiir alle 42 € H mit

H={heR™™ | h=(h,....,h,0,...,0)# 0 und g1 (xo + h) = - -- = gu(xo + h) = 0}..
In unserem Beispiel ist
2 0 1
F'(x,)=| 0 2 1
1 10

Fiir alle h = (hy, h,,0) ist F” deshalb positiv definit, und wir erhalten ein Minimum.

9.10.1 Quadratische Formen

Betrachten wir als Anwendungsbeispiel quadratische Formen. Es sei A = A’ eine symmetrische n X n-Matrix,
A =(a;j),und f : R" - R mit
F(x) = (x, Ax).

Esseig; : R" —» R mit
g1(0) == 1 = .

Wir suchen Extremalstellen von f auf der Sphire g; = 0.

Dazu wihlen wir mit A € R,
Fi(x, ) := (x, Ax) + A(1 = |x*)

und erhalten

VF, (. ) =( 2(A - did)x )

1= |x?

Wegen der Symmetrie von A ist ndmlich
aiajk Xj Xk = djk 5ji Xi + a jk Xjéki = Zainj.

Damit haben wir unsere Aufgabe auf ein Eigenwertproblem fiir A zuriickgefiihrt. Wegen der Symmetrie sind
alle Eigenwerte von A reell, und es gibt genau n Eigenwerte ki, . . ., k, mit dazugehdrenden orthonormalen Eigen-
vektoren uy, ..., u,, also Au; = ku;. Wir denken uns die Eigenwerte in der Form

K| 2Ky 2+ 2Ky

angeordnet. Dann ist fiiri = 1,2,...n
VF(uj, k) =0
und
Fi(u, 1) = fu) = (i, Auy) = «;.
Demnach kommt u; als Maximalstelle mit f(u;) = «; in Betracht.

Wir wollen auch die hinreichende Bedingung diskutieren. Es ist

F/(x, ) :( 2A - did) =2x )

—2x! 0

Uberpriifen wir (h, F”(uy, k1)h) fiir alle - mit h = (...,0) und |u; + h| = 1. Es sei h = 37, au; # 0. Dann folgt

(h, F7/Gur, k0)R) = 2(h, (A = k1)h) = 2 3 (ki = k1),
=2

und aus |u; + h| = 1 erhalten wir
n

2a1+2ai2:0,
1



104 9 Funktionen von mehreren Verinderlichen

also a; < O und damit )", ai2 =-2a; — af > ( fiir kleine a;. Ist nun x; > k», dann ist fiir diese &
(h, F{ (u1,k1)h) < 0.

Die hinreichende Bedingung fiir ein Maximum ist dann also ebenfalls erfiillt.
Wir wollen die Bedeutung der anderen Eigenwerte noch etwas besser verstehen: Dazu wihlen wir
g2(x) = (x, uy)
als zweite Nebenbedingung. Dann ist
Fa(x, ) 1= (6, Ax) + (1= ) + 2200 01)
und
2(A - /l]ld)x + Auy
VFs(x,1) = 1—|xP?
(o, u1)

Fiir die kritischen Stellen erhalten wir
A = =2((A — Ayid)x, uy) = 0;

also wieder die Eigenwertaufgabe
(A-2id)x =0,

aber jetzt mit zwei Nebenbedingungen, namlich

[x =1 wund (x,uy)=0.

Analog folgt fiir ein beliebiges j > 1: Es ist

max(x, Ax) = k;j,
[xl=1

und zwar unter den Nebenbedingungen

() = =(x, uj—l) =0.
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A € B: A ist eine kompakte Teilmenge von B
Kroneckersymbol: ¢;; = 1 fiiri = j, sonst 0
Abstand von a, b € X (Metrik)

Abschluf3 der Menge M

Inneres der Menge M

Definitions- und Wertebereich der Abbildung f
von A wird in B abgebildet
das Element a wird auf b abgebildet

Komplexe Zahlen

Reelle Zahlen

bei linearen Rdumen der zugrundeliegende Zahlkorper

{22 1l WP im Spezialfall p = 2 spricht man von der euklidischen Norm |x]|
Supremumsnorm von R": ||x||. = max(|x;], [x2], . .. |x,])

Folgenraum: ¢ = {(xi ey | Vi x; € C, X2, IxilP < oo}
Raum der beschrinkten unendlichen Folgen

p-Norm von €7 : [lxller = (Z2, lxil?)'/?
Supremumsnorm von £*: ||x||s~ = sup,, |x,|
Skalarprodukt von €% : (x,y) = Y2, XY

Finite Abbildungen von D in R

Beschrinkte Abbildungen von D in R

Lineare Abbildungen von D in R

Lineare Funktionale: lineare Abbildungen von D in K
Beschrinkt lineare Abbildungen von D in R

Operatornorm von L,(D, R): ||Allz, = supyy-; llAx]|
Treppenfunktionen von D in R

Stetige Abbildungen von D in R

gleichmiBig stetige Abbildungen von D in R

B(D,R) N C(D,R)

Supremumsnorm: ||f]| = sup,p | f(x)|

n-mal stetig differenzierbare Abbildungen von D in R
beliebig oft stetig differenzierbare Abbildungen von D in R
Testfunktionen: beliebig oft differenzierbare Abbildungen mit in G kompaktem Triger
Vervollstindigung von 77 (D, R) bzgl. der £LP-Norm
LP-Norm: [|fllr = ([, |f(olPdx)!/?

Supremumsnorm: || f| s~ = sup,cp | f(x)|

Skalarprodukt von £2: (f,g) 2 = [, f(x)g(x)dx

9
ot
9
ox

il

0x;

(01,...,0,), der Nabla-Operator

Landau-Symbol. f = O(g) fiir t — co: Ac >0V 1> 1y |f(2)| < clg(®)|
Landau-Symbol. f = o(g) fiir t — oo: lim,e |f(?)/g(?)] = 0

1 1
Direkte Summe der Teilrdume A,B.Vxe A@BgiltdacAdbeB x=a+b
AuBere Summe zweier K-Vektorrdaume V, W. VW = {(v,w) |ve V, w € W}
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Index

Druck der Seitenzahlen: Es bedeuten fiir das
Stichwort

schrdg : Personennamen

fett : definierendes Vorkommen
von-bis: Abschnittsiiberschriften
normal : angewandtes Vorkommen

a-Limesmenge, 29
Abbildung
abgeschlossene lineare, 68
abschlief8bare lineare, 68
beschrinkt lineare, 67
bilineare, 82
differenzierbare, 75, 77, 75-80
global umkehrbare, 91
Gradient, 76
lineare, 67-72
lokal umkehrbare, 91
Umkehr—, 80, 89, 91, 93, 96, 101
unbeschrinkt lineare, 68
abgeschlossene lineare Abbildung, 68
abgeschlossener Graph, 68
abgeschlossener Operator, 68
abgeschlossener Teilraum, 69
Ableitung, 75
hohere, 82—-89
linksseitige, 29
partielle, 76, 81, 82
rechtsseitige, 29
Richtungs—, 76, 78
abschliebare lineare Abbildung, 68
abschlieBbarer Operator, 68
Abschluf3, 68
Abstand, 69
dquivalenter Weg, 96
Aquivalenzklassen
stiickweise glatter Wege, 96
allgemeine Losung, 26
Alternative
Fredholmsche, 72
Anfangsbedingungen, 3, 61
Anfangswertaufgabe, 37
Anfangszustand, 3
Approximation, 16
Approximationssatz, 69, 70, 73
arithmetisch—geometrisches Mittel
Abschitzung, 86
Arzela, 15
Ascoli, 15
asymptotisch stabiler Punkt, 30, 31, 32, 36
Attraktor
negativer, 21
positiver, 21
Auswahlsatz, 15

autonome Differentialgleichung, 6
autonomes System, 6, 24

Banachraum, 72, 75

Banachscher Fixpunktsatz, 11, 52, 90

Bernoullische Differentialgleichung, 25, 26

beschrinkt lineare Abbildung, 67

beschrinkt lineares Funktional, 70

Besselfunktion, 14

Besselsche Gleichung, 14

Besselsche Ungleichung, 46

Bewegung, §

Bewegungsgleichung, 59, 61
Newtonsche, 7

Bifurkationsdiagramm, 36

Bifurkationspunkt, 36

bilineare Abbildung, 82

Binormale, 99

Bogenlinge einer Kurve, 97

Brennpunkt, 21

Ci([a, b], R")~Supremumsnorm, 96
Cauchy—Schwarzsche Ungleichung, 87
Cauchyfolge, 69

Courant, 45

Courantsches Mini—-Max—Prinzip, 45

Darstellungssatz

Rieszscher, 70, 76
Determinante

Wronskische, 19, 22, 40
Diagonalfolge, 15
Difteomorphismus, 34, 80, 100
Differentialgleichung, 5

autonome, 6

Bernoullische, 25, 26

Besselsche, 14

des beschrinkten Wachstums, 27

gewohnliche, 3-63

homogene, 25

hoherer Ordnung, 22

lineare, 14, 18, 23, 26, 33

logistische, 27

nichtautonome, 6, 10

nichtlineare, 14

parameterabhingige, 35

partielle, 3

Riccatische, 14, 26

separable, 24
Differentialoperator, 10, 37, 68

Normalform, 37
Differenzenquotient, 88
differenzierbare Abbildung, 75, 77, 75-80
differenzierbare Funktion, 75, 77
differenzierbarer Weg, 81, 95
Differenzierbarkeit, 11, 75, 77, 88

der Umkehrabbildung, 79, 91



Dini, 47

direkte Summe, 70

Dirichletsche Form, 38
Dirichletsche Randbedingung, 37
Dirichletsche Randwertaufgabe, 37
Divergenz, 79

divergenzfreies Vektorfeld, 35
Dreiecksungleichung, 96

ebene Kurven, 98-99
Eigenfrequenz, 37
Eigenfunktion, 37, 38, 41
Eigenvektor, 20, 21, 104

Eigenwert, 30, 34, 37, 38, 40, 44, 48, 86, 104

Eigenwertaufgabe, 37, 41-45, 51, 105
Eindeutigkeitsnachweis, 13
Eindeutigkeitspunkt
globaler, 29
lokaler, 29
Ellipse, 97
elliptisches Integral, 9, 97
Energieintegral, 9
Entwicklungssitze, 4649
Erdbeschleunigung, 3
Erdmasse, 7
Erdradius, 7
Erhaltungsgrofe, 8, 25
erstes Integral, 8, 25, 32, 35, 59
Euler—Verfahren
explizites, 17
verbessertes, 17
exakte Losung, 4
exaktes Vektorfeld, 25

Existenz— und Eindeutigkeitssitze, 10—-18

explizites Euler—Verfahren, 17

Extremalstelle einer Funktion, 86
hinreichende Bedingung, 103
notwendige Bedingung, 103

Fallinien, 78
Fehlerabschitzung, 11
Fixpunkt, §, 8, 20, 27, 30, 34
Fixpunktgleichung, 11, 52
Fixpunktsatz

Banachscher, 11, 52
Flachen, 95-102
Fluchtgeschwindigkeit, 8
Fokus, 21
Fourierkoeffizient, 46, 50
Fourierreihe, 37, 38, 51
Fouriertransformation, 52
Fredholmsche Alternative, 72
freier Fall, 3
Frenet, 98
Frenetsche Gleichungen, 98
Fundamentalsatz der Algebra, 34
Funktion

abgeschlossene lineare, 68

Ableitung, 75

Index

abschlieBbare lineare, 68

beschrinkt lineare, 67

Bessel-, 14

differenzierbare, 75, 77

Eigen—, 37, 38, 41

Extremalstelle, 86
hinreichende Bedingung, 103
notwendige Bedingung, 103

ganzrationale, 75

gleichmiBig stetige, 66

global invertierbare, 91

Gradient, 76

Greensche, 40, 39-40, 42, 47, 51

implizite, 92-94

konvexe, 88, 91

kritische Stelle, 85, 86

lokal invertierbare, 91

lokale Extremalstelle, 85

Lyapunov—, 32, 36

Maximalstelle, 86, 89, 104

Minimalstelle, 86, 102

stetig differenzierbare, 81

stetige, 64, 64-67

streng konvexe, 88

strenge Lyapunov—, 32

Test—, 12, 46

unbeschrinkt lineare, 68

vektorwertige, 81, 84

von mehreren Veridnderlichen, 64—106

Zylinder—, 14

Funktional
beschrinkt lineares, 70
lineares, 67

Funktionenfolge
Cauchy—Konvergenz, 73
gleichartig stetige, 15
gleichmiBig beschrinkte, 15
gleichmifig gleichartig stetige, 15
gleichmifig konvergente, 73

ganzrationale Funktion, 75
Gaufisches Verfahren

des arithmetisch—geometrischen Mittels, 9
zur Berechnung elliptischer Integrale, 9, 61

geddmpfte Schwingung, 14, 23, 32
gedampftes mathematisches Pendel, 36
Gesamtkriimmung, 99
Geschwindigkeit

Flucht—, 8

Licht—, 8

Schall-, 8
gestortes lineares System, 30
gestortes System, 33
gewichtete £2(I)-Norm, 38
gewohnliche Differentialgleichung, 3—63
glatter Weg, 95

Linge, 95
gleichartig stetige Funktionenfolge, 15

gleichmiBig beschrinkte Funktionenfolge, 15
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gleichmiBig gleichartig stetige Fktenfolge, 15
gleichmiBig konvergente Funktionenfolge, 73
gleichmiaBig konvergente Teilfolge, 16
gleichmiBig stetige Funktion, 66
gleichmiBige Konvergenz, 72-75
Gleichung
Besselsche, 14
Bewegungs—, 59, 61
Fixpunkt—, 11, 52
Frenetsche, 98
fiir das ungeddmpfte Pendel, 18
fiir elektrischen Oszillator, 62
fiir geddmpfte Schwingungen, 32
Helmholtzsche Schwingungs—, 37
Integral—, 10, 39, 50
Kegelschnitt—, 60
logistische, 27
mit konstanten Koeffizienten, 23
Newtonsche Bewegungs—, 7
Normal-, 87
Parallelogramm-—, 69
Parsevalsche, 47
Satelliten—, 61
von Volterra—Lotka, 28
Wellen—, 37
Gleichungssystem, 92
Auflosung, 92
global invertierbare Funktion, 91
globale Lipschitzbedingung, 6, 10, 13, 17, 20
globale Losung, 12
globale Umkehrbarkeit, 91
globaler Eindeutigkeitspunkt, 29
Gradient, 25, 76
anschauliche Deutung, 78
Gradientenfeld, 25, 79
Gradientensystem, 33, 36
Gravitationsfeld, 59
Gravitationskonstante, 7, 59
Green, 39
Greensche Funktion, 40, 3940, 42, 47, 51
Grenzpunkt, 29
Grenzpunktmenge, 29
Grenzzyklus, 28
Gronwallsches Lemma, 12, 31

Hamiltonsches Integralprinzip, 10
Hauptvektor, 21

Helmholtzsche Schwingungsgleichung, 37
Hilbertraum, 69

Hohenlinien, 78

hohere Ableitung, 82—89

homogene Differentialgleichung, 25
homogenes System, 18

implizite Funktion, 92-94
Impulsmoment, 59
Index, 36
eines singuldren Punktes, 34
eines Vektorfeldes, 34

lokaler, 34
instabiler Punkt, 30, 31
Integral

elliptisches, 9, 97

Energie—, 9

erstes, 8, 25, 32, 35, 59
Integralgleichung, 10, 39, 50
Integralkurve, §
Integraloperator, 10, 39
Integralprinzip

Hamiltonsches, 10
Isochrone, 9
isolierter Punkt, 36

Jacobi, 76

Jacobi—-Matrix, 76
Jordankurve, 34

Jordansche Normalform, 20, 33

Kegelschnittgleichung, 60
Kettenregel, 77
Knoten, 21, 30, 36
kompakter Triger, 12
Kontingenzwinkel, 98
Kontraktion, 11
konvergente Teilfolge, 15, 71
Konvergenz

gleichmiBige, 72-75
Konvergenzordnung, 17
konvexe Funktion, 88, 91
konvexe Teilmenge, 70, 88
Koordinatensystem

mitrotierendes, 60

kritische Stelle einer Funktion, 85, 86

Kriimmung, 97
Kriimmungskreis, 98
Kriimmungsvektor, 97
Kurven, 95-102
ebene, 98-99
im Raum, 99

L*(I)-Norm, 49

gewichtete, 38
labiler Punkt, 30, 31
Lagrangescher Multiplikator, 103
Laplace—Operator, 79
Lebensdauer einer Losung, 13, 14
Legendresche Polynome, 51
Lejeune—Dirichlet, 37
Lemma

Gronwallsches, 12, 31
Lichtgeschwindigkeit, 8
Lindelof, 10
linear abhéngige Losungen, 19
lineare Abbildung, 67-72

lineare Differentialgleichung, 14, 18, 23, 26, 33

linearer Operator, 68

lineares Funktional, 67
lineares System, 18-24, 30, 34
linksseitige Ableitung, 29



Liouville, 37
Lipschitzbedingung, 8, 12, 13, 15
globale, 6, 10, 13, 17, 20
lokale, 6
Lipschitzkonstante, 17, 52
lokal invertierbare Funktion, 91
lokale Extremalstelle einer Funktion, 85
lokale Lipschitzbedingung, 6
lokale Losung, 6, 12, 13
lokale Umkehrbarkeit, 89-92
lokaler Eindeutigkeitspunkt, 29
lokaler Index, 34
Losung
allgemeine, 26
exakte, 4
globale, 12
Lebensdauer, 13, 14
lokale, 6, 12, 13
maximale, 28, 28-29
partikulére, 19, 20, 24, 26
periodische, 34-35
singuldre, 39
stetig differenzierbare, 12
stetige, 11
Losungsmethoden, 18-28
Lotka, 28
Lyapunov, 30
Lyapunov-Funktion, 32, 36

strenge, 32
Matrix
Jacobi—, 76

maximale Losung, 28, 28-29
Maximalstelle einer Funktion, 86, 89, 104
Maximum, 66
Mechanik
klassische, 3
Mercer, 48
metrischer Raum
nichtzusammenhéngender, 66
relativ abgeschlossen, 64
relativ offen, 64
wegzusammenhingender, 67, 81
zusammenhingender, 66
Mini-Max—Prinzip
Courantsches, 45
Minimalstelle einer Funktion, 86, 102
Minimum, 66
mitrotierendes Koordinatensystem, 60
Mittelwertsatz, 80, 80-81, 83
der Integralrechnung, 62
Multi-Indizes, 84
Multiplikator
Lagrangescher, 103

Nabla—Operator, 76

Nagumo, 13

Nagumobedingung, 13, 17, 62
negativ definite quadr. Formen, 86

Index

negativ semidefinite quadr. Formen, 86
negativer Attraktor, 21
Neumann, 37
Neumannsche Randbedingung, 37
Neumannsche Randwertaufgabe, 39
Neumannsche Reihe, 43
Newton, 3
Newtonsche Bewegungsgleichung, 7
nichtautonome Differentialgleichung, 6, 10
nichtautonomes System, 6, 10, 22
nichtlineare Differentialgleichung, 14
nichtlineare Randwertaufgabe, 52
nichtzusammenhingender metr. Raum, 66
Normale, 98, 99
Normalform

Jordansche, 33
Normalgleichung, 87
normierter Vektorraum, 67

w-Limesmenge, 29
Operator
abgeschlossener, 68
abschlief3barer, 68
Differential—, 10, 68
Integral—, 10
Laplace—, 79
linearer, 68
Nabla—, 76
Spektraldarstellung, 49
unbeschrinkter, 68
Operatorenrechnung, 23
Orbit, 5, 21, 32
periodischer, 5, 9, 28, 34
orientierte stiickweise glatte Kurve, 96
orthogonale Projektion, 70
orthogonale Zerlegung, 72

Parallelogrammgleichung, 69
parameterabhingige Differentialgleichung, 35
Parameterdarstellung
einer m—dimensionalen Fliache, 100
dquivalente, 100
Parsevalsche Gleichung, 47
partielle Ableitung, 76, 81, 82
partielle Stetigkeit, 65
partielles Integrieren, 38
partikuldre Losung, 19, 20, 24, 26
Pendel
geddmpftes mathematisches, 36
ungeddmpftes, 8, 18, 31
Zykloiden—, 9
Periode, 35
periodische Losung, 34-35
periodischer Orbit, §, 9, 28, 34
PhasenfluB3, 4, 18, 20
einparametrige Gruppe, 18
Phasengeschwindigkeit, 5
Phasenkurve, 5
Phasenraum, 4
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Phaser, 4, 17 Runge—Kutta—Verfahren, 17
Picard, /10
Polarkoordinaten, 59 Satellitenbahn, 61
Polarkoordinatenabbildung, 80 Satellitengleichung, 61
Polygonzug, 16 Sattelpunkt, 21, 30, 31, 34
positiv definite quadr. Formen, 86 Satz
positiv semidefinite quadr. Formen, 86 Approximations—, 69, 70, 73
positiver Attraktor, 21 Auswahl-, 15
Potential, 33 Banachscher Fixpunkt—, 90
Potenzreihenansatz, 26 Mittelwert—, 80, 80-81, 83
Produktregel, 77 Projektions—, 70, 71
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