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Analysis I

Aufgabe 1.

i) Zeige:

tan(x + y) =
tan(x) + tan(y)

1− tan(x) tan(y)

für alle x, y ∈ R, für die tan(x), tan(y) und tan(x + y) definiert
sind (“Additionstheorem für tan”).

ii) Beweise die “Moivresche Formeln”:

cos(nx) = cos(x)n −
(

n

2

)
cos(x)n−2 sin(x)2

+

(
n

4

)
cos(x)n−4 sin(x)4 − . . .

sin(nx) = n cos(x)n−1 sin(x)−
(

n

3

)
cos(x)n−3 sin(x)3

+

(
n

5

)
cos(x)n−5 sin(x)5 − . . .

für alle n ∈ N und x ∈ R.

Aufgabe 2. Sei x ∈ R. Für n ∈ N und k ∈ {0, 1, . . . , n} definieren wir
zn

k := exp(i k
n
x) sowie Ln :=

∑n
k=1 |zn

k − zn
k−1|. Ln ist also gerade die

Länge des Polygonzuges zn
0 , zn

1 , . . . , zn
n in der komplexen Zahlenebene.

Zeige zunächst Ln = 2n sin( x
2n

) für jedes n ∈ N und folgere daraus
limn→∞ Ln = x. Ist insbesondere x ∈ [0, 2π], so bedeutet dieses Re-
sultat anschaulich, dass x gerade gleich der Länge desjenigen (positiv
orientierten) Bogens auf dem Einheitskreis ist, der im Punkt 1 ∈ C
beginnt und im Punkt exp(ix) endet.

Aufgabe 3. Für drei komplexe Zahlen z1, z2, z3 gelte

z1 + z1 + z3 = 0 sowie |z1| = |z2| = |z3| = 1.

Zeige, dass die Punkte z1, z2, z3 ein gleichseitiges Dreieck in der kom-
plexen Zahlenebene bilden.



Aufgabe 4. Es bezeichne Mat(d,C) den Raum der komplexen d× d-
Matrizen. Wir sagen, dass eine Folge von Matrizen (Mn)n∈N, Mn ∈
Mat(d,C), gegen eine Matrix M ∈ Mat(d,C) konvergiert, wenn die
Komponenten von (Mn)n∈N gegen die jeweiligen Komponenten von M
konvergieren, d.h. wenn für alle i, j ≤ d gilt: (Mn)ij → Mij für n →∞.

Man setzt für jedes A ∈ Mat(d,C)

exp(A) :=
∞∑

n=0

An

n!
:= lim

N→∞

N∑
n=0

An

n!

i) Zeige, dass der Limes limN→∞
∑N

n=0
An

n!
tatsächlich existiert und

exp(A) damit wohldefiniert ist.

Hinweis: Zeige zunächst maxi,j |(An)ij| ≤ dn−1
(
maxi,j |Aij|

)n
für

jedes n ∈ N.

ii) Zeige: Sind A,B ∈ Mat(d,C) zwei kommutierende Matrizen
(d.h. gilt AB = BA), so folgt exp(A + B) = exp(A) exp(B).

iii) Berechne exp

(
0 a
−a 0

)
sowie exp

(
a 1
0 a

)
für a ∈ C.


