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Aufgabe 1

Sei Wt eine eindimensionale Brownsche Bewegung mit Startpunkt 0. Zeige, dass der Prozess
Yt = sin(Wt) + 1

2

∫ t

0
sin(Wt)dt ein Martingal ist. Berechne EYt und var(Yt).

Aufgabe 2

Für ein stetiges Semimartingal X mit X0 = 0 bezeichne E(X)t = exp(Xt − 1
2 〈X〉) das exponen-

tielle Semimartingal. Zeige die folgenden Eigenschaften:

a) E(X)tE(Y )t = E(X + Y + 〈X, Y 〉)t

b) (E(X)t)−1 = E(−X + 〈X〉)t

Aufgabe 3

Für n = 0, 1, 2 . . . definieren wir folgende Polynome

Hn(x, y) :=
∂n

∂αn
exp

(
αx− 1

2
α2y

)∣∣∣
α=0

; x, y ∈ R.

a) Zeige, dass für diese gilt:

∂

∂x
Hn(x, y) = nHn−1(x, y); n = 1, 2, . . .

und
∂

∂y
Hn(x, y) +

1
2

∂2

∂x2
= 0; n = 0, 1, . . .

b) Zeige, dass für jedes stetige, lokale Martingal M mit M0 = 0 fast sicher gilt:

∫ t

0

∫ t1

0

· · ·
∫ tn−1

0

dMtn . . . dMt2dMt1 =
1
n!

Hn(Mt, 〈M〉t)

und

exp
(
αM1 − α2

2
〈M〉t

)
=

∞∑
n=0

αn

n!
Hn(Mt, 〈M〉t).

Aufgabe 4

a) Sei Wt = (W (1)
t , . . . , W

(n)
t ) eine n-dimensionale Brownsche Bewegung, die in 0 startet. Sei

Q eine orthogonale (n × n)-Matrix. Zeige, dass W̃t := QWt ebenfalls eine n-dimensionale
Brownsche Bewegung ist.

b) Sei W eine eindimensionale Brownsche Bewegung. Zeige, dass der Prozess

Xt =
∫ t

0

sign(Wt)dWt

eine Brownsche Bewegung ist.
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