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Aufgabe 1

Auf einem vollständigen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) sei F = (Ft)t≥0

eine rechtsstetige und vollständige Filtration. Sei (Wt)t≥0 ein Wiener-Prozess
bezüglich F und Y0 eine von F∞ = σ(

⋃
t≥0 Ft) unabhängige Cauchy-verteilte

Zufallsvariable. Für jedes t ≥ 0 sei Gt = σ(Ft ∪ σ(Y0)). Zeige, dass (Y0Wt)t≥0

ein lokales Martingal bezüglich G+ aber kein Martingal bezüglich G+ ist.

Aufgabe 2

Sei X ein stetiger, zentrierter und quadrat-integrierbarer Prozess mit stationären
und unabhängigen Zuwächsen. Sei (Ft)t die von X erzeugte Filtration. Zeige

〈X〉t = tEX2
1 , t ≥ 0.

Aufgabe 3

Sei Π = {t0, t1, . . . , tm}, 0 = t0 ≤ t1 · · · ≤ tm = t, eine Partition des Intervalls
[0, t] und ‖Π‖ = max1≤k≤m |tk − tk−1| die Feinheit der Partition. Definiere die
p-te Variation (p > 0) eines Prozesses X über der Partition Π durch

V
(p)
t (Π) =

m∑

k=1

|Xtk
−Xtk−1 |p.

Sei {Xt,Ft, 0 ≤ t < ∞} ein stetiger Prozess mit der Eigenschaft, dass für jedes
feste t > 0 und für ein p > 0

lim
‖Π‖→0

V
(p)
t (Π) = Lt (stochastisch),

wobei Lt eine Zufallsvariable ist, die fast sicher Werte in [0,∞] annimmt. Zeige,
dass lim‖Π‖→0 V

(q)
t (Π) = ∞ auf {Lt > 0} für 0 < q < p gilt, sowie dass auf

{Lt < ∞} und für q > p gilt lim‖Π‖→0 V
(q)
t (Π) = 0.
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Aufgabe 4

Sei M ein stetiges, lokales Martingal. Zeige:

a) Für fast alle ω gilt:

Mt(ω) = Ma(ω) für a ≤ t ≤ b ⇐⇒ 〈M〉b(ω) = 〈M〉a(ω).

b) Für fast alle ω mit 〈M〉∞ := supt〈M〉t < ∞ existiert limt→∞Mt und ist
endlich.
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