Ubungen zur Stochastischen Analysis I
Blatt 13

Prof. K.T. Sturm, WS 2006/2007
24. Januar 2007

Aufgabe 1

Sei B; eine 1-dimensionale Brownsche Bewegung mit Startpunkt 0 und X; = B; + ~t fiir eine
Konstante v € R eine Brownsche Bewegung mit Drift. Sei T, = inf{¢t > 0: X, = b} mit b € R.

a) Berechne fiir t > 0 die Wahrscheinlichkeit P [T}, < ¢]. Was ergibt sich fiir P [T}, < o0]?

b) Berechne die Verteilung von supg<<; X.

Aufgabe 2

Sei B; eine 1-dimensionale Brownsche Bewegung mit Startpunkt O.

a) Zeige, dass die Stoppzeit
T:=inf{t: B?=1—1t}
fast sicher endlich ist.

b) Setze H, = _ﬁle{TZS} und zeige, dass fiir ¢ € [0, 1] fast sicher gilt

¢
/ HZds < 0.
0

c) Setze My = fg H,dB;. Zeige, dass fast sicher gilt My — $(M); < —1.
d) Zeige, dass [E(M)1] < 1 und folglich £(M); kein Martingal ist.

Aufgabe 3

Sei a : Ry — R4 eine stetige, monoton wachsende Funktion mit a(0) = 0. Sei S := a(o0) < o0
und fiir 0 < s < 0o sei

a*(s) = { inf{t >0 : a(t) < s} f{lI‘OSS<S
00 fir s > S
Zeige, dass fiir a* : Ry — R folgende Aussagen gelten:
a) a* ist monoton wachsend und rechtsstetig auf [0, S) mit Werten in [0, 00). Falls a(t) < S
fiir alle t > 0, dann ist lim, ~g a*(s) = oc.
b) a(a*(s)) =sA S fir 0 < s < oo.
c) Sei ¢ : Ry — R eine stetige Funktion mit der Eigenschaft
a(ty) =a(t) firein 0 <ty <t = (t1) = p(t).
Dann ist p(a*(s)) stetig fiir 0 < s < S und p(a*(a(t))) = ¢(t) fir 0 <t < oo.

d) Betrachte a auf dem Intervall [z,y]. Sei A von endlicher Variation. Dann gilt, falls f eine
nicht-negative Borel-mef3bare Funktion auf [a(x), a(y)] ist, dass

Yy a(y)
[ reenidus = [ swa.
Aufgabe 4
Sei M ein lokales Martingal mit (M), = oo fast sicher. Zeige, dass dann fast sicher gilt
M,

lim sup =1
t—oo +/2(M);loglog(M),




