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Aufgabe 1

Sei Bt eine 1-dimensionale Brownsche Bewegung mit Startpunkt 0 und Xt = Bt + γt für eine
Konstante γ ∈ R eine Brownsche Bewegung mit Drift. Sei Tb = inf{t ≥ 0 : Xt = b} mit b ∈ R.

a) Berechne für t > 0 die Wahrscheinlichkeit P [Tb ≤ t]. Was ergibt sich für P [Tb < ∞]?

b) Berechne die Verteilung von sup0≤s≤t Xs.

Aufgabe 2

Sei Bt eine 1-dimensionale Brownsche Bewegung mit Startpunkt 0.

a) Zeige, dass die Stoppzeit
T := inf{t : B2

t = 1− t}
fast sicher endlich ist.

b) Setze Hs = − 2
(1−s)2 Bs1{T≥s} und zeige, dass für t ∈ [0, 1] fast sicher gilt

∫ t

0

H2
s ds < ∞.

c) Setze Mt =
∫ t

0
HsdBs. Zeige, dass fast sicher gilt M1 − 1

2 〈M〉1 ≤ −1.

d) Zeige, dass [E(M)1] < 1 und folglich E(M)1 kein Martingal ist.

Aufgabe 3

Sei a : R+ → R+ eine stetige, monoton wachsende Funktion mit a(0) = 0. Sei S := a(∞) ≤ ∞
und für 0 ≤ s < ∞ sei

a∗(s) :=
{

inf{t ≥ 0 : a(t) < s} für 0 ≤ s < S
∞ für s ≥ S

Zeige, dass für a∗ : R+ → R+ folgende Aussagen gelten:

a) a∗ ist monoton wachsend und rechtsstetig auf [0, S) mit Werten in [0,∞). Falls a(t) < S
für alle t ≥ 0, dann ist lims↗S a∗(s) = ∞.

b) a(a∗(s)) = s ∧ S für 0 ≤ s < ∞.

c) Sei ϕ : R+ → R eine stetige Funktion mit der Eigenschaft

a(t1) = a(t) für ein 0 ≤ t1 < t ⇒ ϕ(t1) = ϕ(t).

Dann ist ϕ(a∗(s)) stetig für 0 ≤ s < S und ϕ(a∗(a(t))) = ϕ(t) für 0 ≤ t < ∞.

d) Betrachte a auf dem Intervall [x, y]. Sei A von endlicher Variation. Dann gilt, falls f eine
nicht-negative Borel-meßbare Funktion auf [a(x), a(y)] ist, dass

∫ y

x

f(a(s))dAa(s) =
∫ a(y)

a(x)

f(t)dAt.

Aufgabe 4

Sei M ein lokales Martingal mit 〈M〉∞ = ∞ fast sicher. Zeige, dass dann fast sicher gilt

lim sup
t→∞

Mt√
2〈M〉t log log〈M〉t

= 1.
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