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Aufgabe 1

Wir iibernehmen die Voraussetzungen von Aufgabe 4 des elften Ubungsblattes.
Sei s € C?(]l,r]) eine Skalierungsfunktion fiir X.

a) Zeige, dass Y := s(X) die Differentialgleichung
dY, = (Y)dW,, Y, =s(x)
16st, wobei & := (0 - s’) 0 571 und W eine Brownsche Bewegung ist.

b) Fiir l < y < & < z < r zeige, dass
s(z)
PT; <T7]= ———F++=
1y <77 =2
wobei T/ := inf{t >0 : X; =y, Xo=z}.

Aufgabe 2

Wir betrachten die folgenden Maftransformationen fiir zeitdiskrete Prozesse:

a) Der gewohnliche random walk mit drift: Betrachte auf dem Folgenraum {—1,1}" die Pro-
duktmafe P und Q mit P(w; = 1) =p € (0,1) und Q(w; = 1) = ¢ € (0,1). Sei auBerdem
F,, die von den ersten n Koordinaten erzeugte Sigma-Algebra. Zeige, dass fiir jedes n die
Einschrankung von P|z absolutstetig beziiglich Q|z, ist. Berechne die Radon-Nikodym
Dichte. Zeige auBerdem, dass P fiir p # ¢ nicht absolutstetig beziiglich Q ist

b) Seien Ny, ..., N, unabhingige N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F,P) und 4 € R eine Konstante. Definiere ein weiteres Wahrscheinlichkeits-
maf} Q auf (2, F) durch

n 1 n
dw) = e iNi(w) — 5 ;
Q(dw) = exp ;u W) -5 ;u

Charakterisiere die Verteilung der N; unter Q. Was hat das mit dem Satz von Girsanov zu
tun?

Aufgabe 3

Sei X eine Losung der eindimensionalen SDE dX; = udt + 0dB; mit Konstanten g und o und
Startwert x. Sei h eine C!-Funktion, derart, dass h(X;) ein positives Martingal ist. Definiere
weiter dQ|z, = h(m) d@|}-, Sei M ein P-Martingal. Zeige, dass dann M; — ft W (X )d M, X)s ein
Q-Martingal ist.

Aufgabe 4

Wir betrachten Prozesse auf einem endlichen Zeitinterval [0,T7]. Sei (0;)e[0,) ein stetiger ad-
aptierter beschrinkter Prozess und L; = exp [fg 0sdBg — %fot 0§d5] Sei Q das Mafl auf Fr,
dass gegeben ist durch dQ = LpdP. Sei (¢¢)¢cjo,7] ein weiterer adaptierter beschriankter stetiger

Prozess und M; = [, ¢sdB, — fot Os¢sds. Zeige, dass M; ein Q Martingal ist. Setze Z; = M;L;.
Berechne dZ, und zeige, dass Z; ein P-Martingal ist.



