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Augabe 1
Setze fir t >0 und z,y >0

P (z,y) = pe(@,y) + pe(, —Y),

\/% exp (%) die Brownsche Ubergangsdichte sei.

wobei py(z,y) =

a) Zeige, dass durch P;"(z, A) = [, p{ (z,y)dy eine Markovsche Ubergangs-
familie definiert wird. (Man kann dabei die bekannten Eigenschaften der
Brownschen Familie benutzen.)

b) Sei (Bt):>0 eine Brownsche Bewegung mit Startpunkt 0. Zeige, dass durch
(|B¢|)¢>0 ein Markovprozess zu der Ubergangsfamilie (Pt (x, A));~o defi-
niert wird.

Aufgabe 2

Erinnern wir daran, dass eine Funktion f : [a,b] — R von endlicher Variation
ist, wenn das Supremum

k
a:tof?gtk:b; |f(t:) — f(ti1)]

endlich ist. Hierbei wird das Supremum iiber alle endlichen Zerlegungen von
[a,b] genommen. (Insbesondere sind C! Fumktionen von endlicher Variation.)

Sei (By)i>0 eine Brownsche Bewegung mit Startpunkt 0. Betrachte fiir ein
festes Interval [a,b] und n € N die Zufallsvariable

on
Xn = Z (Ba+k(b—a)2*n - Ba+(k—1)(b—a)2*">2

j=1
a) Berechne die Erwartung und die Varianz von X,.

b) Zeige, dass fiir n — oo die Folge X, fast sicher konvergiert. Was ist der
Limes? (Tipp: schnelle stochastische Konvergenz!)

c) Folgere, dass Brownsche Pfade fast sicher auf keinem Intervall [a,b] von
endlicher Variation sind.



Aufgabe 3

Gegeben sei ein filtrierter W-Raum (Q, F, P, (F;):>0) und ein adaptierter, rechts-
stetiger Prozess X = (X;);>0 mit Werten in einem topologischen Raum E.
Zeige:

a) Fiir alle offenen A C E ist T = T4 eine schwache Stoppzeit.

b) Falls X stetig und E metrisierbar ist, so gilt fiir alle abgeschlossenen Teil-
mengen A C F, dass T4 eine Stoppzeit ist.

c) Sei Q = C(R4,RY), X = (Xy)i>0 der Koordinatenprozess auf Q (d.h.
X (w) == w(t)) und (F;)i>o die kanonische Filtration. Sei A C R? offen
und nicht leer. Dann ist T} eine schwache Stoppzeit, aber keine Stoppzeit.

Aufgabe 4
Gegeben sei eine Stoppzeit 1" beziiglich (F;)¢>o. Zeige:

a) Fr ist eine c—Algebra und T ist Fr—messbar.

b) Sei G; := Fi+. Dann ist T eine schwache Stoppzeit beziiglich (F;):>0 genau
dann, wenn es eine Stoppzeit beziiglich (G;)¢>o ist. Es gilt dann

Fr+ =0r.



