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Aufgabe 1 - Markoveigenschaft (10 Punkte)

Sei (Xt, t ≥ 0) ein adaptierter Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P). Zeige, dass (Xt) genau
dann die Markoveigenschaft bezüglich seiner kanonischen Filtration erfüllt, wenn für alle Zeitpunkte t die
σ-Algebra der Vergangenheit Σ−t := σ(Xs, s ≤ t) von der σ-Algebra der Zukunft Σ+

t := σ(Xs, s ≥ t) bedingt
auf σ(Xt) (die Gegenwart) unabhängig ist.
Hinweis: Zwei σ-Algebren Σ1,2 sind per Definition genau dann unabhängig bedingt auf eine dritte Σ0, wenn
für alle A ∈ Σ1 und B ∈ Σ2 gilt:

P[A ∩B|Σ0] = P[A|Σ0]P[B|Σ0] P– f.s.

Aufgabe 2 - Mehler Formel (10 Punkte)

Sei (Xt, t ≥ 0) ein Ornstein-Uhlenbeck Prozess. Zeige, dass (Xt) ein zeitlich homogener (aber räumlich
inhomogener) Markovprozess ist. Die Übergangsfamilie Pt ist (in integraler Form) gegeben durch

Ptf(x) = E
[
f
(
e−αt + σ

√
1− exp(2αt)Z

)]
,

wobei Z eine N (0, 1)–verteilte Zufallsvariable ist.
Hinweis: Man kann annehmen, dass Xt = e−αtBσ2 exp(2αt) mit einer Brownschen Bewegung Bt und dann die
Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung verwenden.

Aufgabe 3 - Fraktionelle Brownsche Bewegung III (10 Punkte)

Sei (Bt, t ≥ 0) eine fraktionelle Brownsche Bewegung mit Hurst-Parameter H 6= 1
2 . Zeige, dass (Bt) kein

Markovprozess ist.

Aufgabe 4 - Sprungprozesse (10 Punkte)

a) Sei E eine endliche Menge und (Q(i, j))(i,j)∈E2 eine Matrix mit folgenden Eigenschaften

i) Q(i, j) ≥ 0 für i 6= j und
ii)
∑
j∈E Q(i, j) = 0 für alle i ∈ E.

Zeige, dass durch

Pt := exp(tQ) =
∞∑
j=0

(tQ)k

k!

eine zeitlich homogene Markovsche Übergangsfamilie definiert wird. (Hierbei werden, wie gewöhnlich,
die auftretenden stochastischen Matrizen als Übergangskerne interpretiert.)

b) Sei nun E abzählbar. Zeige eine analoge Aussage unter der zusätzlichen Voraussetzung, dass die Q(i, j)
beschränkt sind.
Hinweis: Man kann die Matrix Q zum Beispiel als stetigen Operator auf dem Banachraum `∞(E) =
{f : E → R : supi∈E |f(i)| <∞} auffassen, um die Konvergenz der Reihe zu zeigen.

c) Betrachte den Fall E = N0 mit der Matrix Q:

Q(i, j) =


−λ falls i = j

λ falls i+ 1 = j

0 sonst

für ein λ > 0. Zeige, dass dann Pt(i, i + k) = (λt)k

k! e−λt. (Das ist die Übergangsfamilie des Poisson
Prozesses.)


