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Aufgabe 1 - Stabilität der Normalverteilung (10 Punkte)

Sei (µn)n eine Folge Gaußscher Maße auf Rd mit Kovarianzmatrizen Σn und Erwartungsvektoren vn. Zeige,
dass die Folge µn genau dann schwach konvergiert, wenn Σn gegen eine Matrix Σ und vn gegen einen Vektor
v konvergiert. Dann ist µ Gaußsch mit Kovarianz Σ und Erwartung v. Insbesondere ist der schwache Limes
einer Folge von Gaußverteilungen immer eine Gaußverteilung.

Aufgabe 2 - Das Wiener - Integral (10 Punkte)

Sei (Bt, t ≥ 0) eine Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P). Definiere für eine
Treppenfunktion f(t) =

∑p
i=1 λi1]ti−1,ti](t) mit 0 = t0 < t1 . . . < tp die Martingaltransformierte

I(f) =
p∑

i=1

λi(Bti
−Bti−1).

a) Zeige, dass sich I auf eindeutige Art zu einer Isometrie I : L2(R+)→ L2(Ω,F ,P) fortsetzt. Man schreibt
auch I(f) =

∫∞
0
f(t)dBt.

b) Bestimme die Verteilung von I(f) für ein beliebiges Element f ∈ L2(R+). Was ist Cov(I(f), I(g))?

c) Zeige folgende partielle Integrationsformel: Wenn f zusätzlich stetig differenzierbar ist, gilt∫ t

0

f(s)dBs :=
∫ ∞

0

1[0,t](s)f(s)dBs = f(t)Bt −
∫ t

0

f ′(s)Bsds P – f.s..

Aufgabe 3 - Fraktionelle Brownsche Bewegung I (10 Punkte)

Sei H ∈ (0, 1) fest gewält. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass es einen zentrierten Gaußschen Prozess
(X(h), h ∈ L2(R)) gibt mit E[X(h)X(g)] = 〈f, g〉L2 =

∫
R
f(s)g(s)ds. Setze für t ≥ 0

ht(s) =
1

C(H)
((t− s)+)H− 1

2 − ((−s)+)H− 1
2

wobei
C(H) =

∫ ∞
0

(
((t− s)+)H− 1

2 − ((−s)+)H− 1
2

)2

ds

(hierbei ist x+ = max{x, 0}). Zeige, dass der Prozess (Bt, t ≥ 0) mit Bt = X(ht) ein zentrierter Gaußscher
Prozess mit Kovarianzfunktion

Γ(s, t) =
1
2

(
s2H + t2H − |t− s|2H

)
ist.

Aufgabe 4 - Fraktionelle Brownsche Bewegung II (10 Punkte)

a) Zeige, dass der Prozess Bt aus Aufgabe 3 eine Modifikation B̃t hat, die γ -Hölderstetig für alle γ < H
ist.

b) Betrachte den Prozess der Inkremente (Xn, n ≥ 1) mit Xn := Bn−Bn−1. Zeige, dass Bn ein stationärer
Gaußscher Prozess ist mit Kovarianz

Cov(Xn, Xm) = ρH(n−m) =
1
2

(
((n−m) + 1)2H + ((n−m)− 1)2H − 2(n−m)2H

)
.

Insbesondere sind Xn und Xm positiv korreliert für H > 1
2 und negativ korreliert für H < 1

2 .


