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Aufgabe 1 - Stabilitdt der Normalverteilung (10 Punkte)

Sei (pn)n eine Folge GauBscher MaBe auf R¢ mit Kovarianzmatrizen ¥, und Erwartungsvektoren v,,. Zeige,
dass die Folge u,, genau dann schwach konvergiert, wenn ¥, gegen eine Matrix ¥ und v,, gegen einen Vektor
v konvergiert. Dann ist g Gauflsch mit Kovarianz 3 und Erwartung v. Insbesondere ist der schwache Limes
einer Folge von Gaufverteilungen immer eine Gaufverteilung.

Aufgabe 2 - Das Wiener - Integral (10 Punkte)
Sei (By,t > 0) eine Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P). Definiere fiir eine

Treppenfunktion f() = Y7 | Ailje,—1,4,)(t) mit 0 =ty < t;... < t, die Martingaltransformierte

P

I(f) = Z)\i(Bt,, — By, ).

i=1
a) Zeige, dass sich I auf eindeutige Art zu einer Isometrie I: L?(Ry) — L*(Q, F, P) fortsetzt. Man schreibt
auch I(f) = [;° f(t)dB.
b) Bestimme die Verteilung von I(f) fiir ein beliebiges Element f € L?(R,). Was ist Cov(I(f),1(g))?

c) Zeige folgende partielle Integrationsformel: Wenn f zusétzlich stetig differenzierbar ist, gilt

/0 f(s)dBs ::/0 1j0,4(s)f(s)dBs = f(t)B; —/0 f'(s)Bsds P —fs..

Aufgabe 3 - Fraktionelle Brownsche Bewegung I (10 Punkte)

Sei H € (0,1) fest gewélt. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass es einen zentrierten Gaufschen Prozess
(X(h),h € L*(R)) gibt mit E[X ()X (9)] = (f,9)r2 = [ f(s)g(s)ds. Setze fir t >0

hi(s) = TH)((t — )M H-3 — ((—s)H)H 2

wobei
o) = [ (=) = (o)) s

(hierbei ist * = max{xz,0}). Zeige, dass der Prozess (By,t > 0) mit B, = X (h:) ein zentrierter GauBscher
Prozess mit Kovarianzfunktion

1
(s, t) = 5(82H + 21 |t — s|2H)

ist.
Aufgabe 4 - Fraktionelle Brownsche Bewegung IT (10 Punkte)

a) Zeige, dass der Prozess B; aus Aufgabe 3 eine Modifikation B; hat, die v -Holderstetig fiir alle v < H
ist.
b) Betrachte den Prozess der Inkremente (X,,n > 1) mit X, := B, — B,_1. Zeige, dass B,, ein stationéirer
Gauflscher Prozess ist mit Kovarianz
1

Cov(Xpn, Xm) = pu(n—m) = 5 (((n —m)+ 122 4 (n—m) —1)* —2(n — m)zH).

Insbesondere sind X,, und X, positiv korreliert fir H > % und negativ korreliert fiir H < %



