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6. Aufgabenblatt vom 23.5.2008

Aufgabe 1 - Anwendung des Satzes von Kolmogorov I (10 Punkte)

Sei (E, E , µ) ein endlicher Maßraum (das heißt µ(M) < ∞ aber nicht unbedingt µ(M) = 1). Zeige, dass es
eine Familie von Zufallsvariablen (X(A), A ∈ E) gibt, so dass gilt

• Für alle A ist X(A) Poissonverteilt mit Parameter µ(A).

• Wenn µ(A ∩B) = 0, dann sind X(A) und X(B) unabhängig.

Aufgabe 2 -Anwendung des Satzes von Kolmogorov II (10 Punkte)

Zeige, dass es eine Familie von Zufallsvariablen (Xt, t ∈ [0, 1]) gibt, so dass für alle t1 < t2 < tn = 1 gilt
(Xt1 , . . . , Xtn) ∼ Dirt1,t2−t1,...,tn−tn−1 .
Erininnerung: Die Dirichlet–Verteilung mit Parametern θ1, . . . , θn ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
dem n− 1 dimensionalen Simplex {(x1, . . . , xn) ∈ Rn+ :

∑
i xi = 1}, die gegeben ist durch

Dirθ1,....θn
(A) =

∫
1A(x1, . . . , xn)

Γ(θ1 + . . .+ θn)
Γ(θ1) . . .Γ(θn)

xθ1−1
1 . . . xθn−1

n dx1 . . . dxn−1.

Siehe 2. Übungsblatt.

Aufgabe 3 - Produktsigmaalgebra I (10 Punkte)

Sei E = Rd und I = [0, 1]. Sei B(Rd)I =
⊗

i∈I B(Rd) die kleinste Sigmaalgebra bzgl. der die Koordinatenab-
bildungen Xt : EI → R (xi)i∈I 7→ xt messbar sind (Produktsigmaalgebra). Zeige, dass die Menge C[0, 1] der
stetigen Funktionen f : [0, 1]→ R nicht messbar bzgl. B(Rd)I ist.
Hinweis: Zeige, dass es für jede messbare Menge A ∈ B(Rd)I eine abzählbare Menge J ⊂ I gibt, so dass
A ∈ σ(Xj , j ∈ J).

Aufgabe 4 - Produktsigmaalgebra II (10 Punkte)

Die Bezeichnungen seien wie in Aufgabe 3. Zeige, dass die Spursigmaalgebra von B(Rd)I auf C[0, 1] mit der
Borelschen Sigmaalgebra der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz übereinstimmen.
Hinweis: Wenn (E, E) eine Menge mit Sigmaalgebra ist und A ⊂ E, dann ist die Spursigmaalgebra die Menge
der A ∩B für B ∈ E .


