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Aufgabe 1 - Gleichgradige Integrierbarkeit (10 Punkte)
Sei (Q2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Zeige, dass eine Teilmenge M C L'(Q,F,P) genau dann gleichgradig integrierbar ist, wenn folgende
beiden Bedingungen erfiillt sind:

— supx ¢y Bl X]] < oo
— fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle messbaren Mengen A mit P(A) < ¢ gilt:
VXeM  E[1aX|] <e

b) Sei nun ¥: Ry — R eine Funktion mit limg_, % = 0. Zeige, dass M gleichgradig integrierbar ist,

wenn gilt

;E%E[w(\Xl)} < 0.

Folgere, dass Mengen mit beschrankter LP Norm fiir ein p > 1 gleichgradig integrierbar sind.
c) Konstruiere eine Menge M, die in L' beschrinkt aber nicht gleichgradig integrierbar ist.
Aufgabe 2 - Ungleichung von Azuma (10 Punkte)

a) Sei X eine Zufallvariable mit |X| < 1 fast sicher. Konstruiere eine {—1, 1}-wertige Zufallsvariable Y mit
E[Y|X] = X.

b) Nehme an, dass E[X] = 0. Folgere mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung, dass fiir alle A € R gilt

E[e*] < cosh(\) < N2,

¢) Sei M, ein Martingal mit My = 0 und |M,, — M,,_1| < ¢, fast sicher. Dann gilt
1 n
E[eMn] < exp(§A2 Z ci)
k=1

d) Unter diesen Voraussetzungen gilt die Ungleichung von Azuma:

AQ
=1

Hinweis: Wende die Markovungleichung mit f(z) = €?® an und wéhle ~ optimal.

Aufgabe 3 - Maximalungleichungen und grofie Abweichungen (10 Punkte)

a) Zeige: Ist M,, ein Martingal, dann gilt

P [maka > c} < e °F [etM"} Ve>0.
k<n

b) Sei S, = Y1 + Yo + -+ + Y, mit i.i.d. Zufallsvariablen Y; € £, E[Y;] = 0. Beweise folgende Aussage
(Satz von Chernof):

P {r&axSk >a- n} < e A(a)n Va>0,

wobei A*(a) = sup,q(ta — A(t)), A(t) =log E[e'1].



Aufgabe 4 - Das Polyasche Urnenschema (10 Punkte)

In einer Urnen befinden sich vor dem ersten Schritt eine rote und eine schwarze Kugel. Es wird dann eine Kugel
gezogen und diese wird zusammen mit einer weiteren Kugel derselben Farbe wieder in die Urne zuriickgelegt.
Dieses Verfahren wird dann wiederholt.

Es bezeichne Y,, die Anzahl der roten Kugel in der Urne vor dem n-ten Ziehen und X,, = nYTT-H den Anteil der
roten Kugel in der Urne.

a) Zeige, dass (X,,) ein Martingal ist und fast sicher gegen eine Grenzzufallsvariable U konvergiert. Zeige
auBerdem, dass fiir alle k gilt lim,, ., E[X*] = E[U*].

b) Fixiere ein k > 1. Setze
Y+ ). (Y + k1)
" o n+)(n+2)...(n+ k)

Zeige, dass Z,, ein Martingal ist. Was ist E[U*]?

c) Was ist die Verteilung von U?
Hinweis: Beschriankte Zufallsvariablen, haben eine analytische charakterstische Funktion. Die Koef-
fizienten der Taylorreihe lassen sich aus den Momenten ablesen.

(Schwerer) Zusatz: (10 Punkte) Was ist die Grenzverteilung, wenn man zu Beginn ! schwarze und m rote
Kugeln in der Urne hatte? Was passiert bei mehr Farben?



