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Übungen zur Vorlesung Stochastische Prozesse

3. Aufgabenblatt vom 25.4.2008

Aufgabe 1 - Random Walk mit Drift (10 Punkte)

Seien ξi i.i.d. mit P[ξi = +1] = p und P[ξi = −1] = q = 1 − p. Sei Sn =
∑n
i=1 ξi. Seien a und b positive

natürliche Zahlen und τ = inf{n : Sn 6=]− a, b[}. Berechne P[Sτ = −a] und P[Sτ = b] und E[τ ].
Hinweis: Die Martingale vom 2. Aufgabenblatt sind nützlich.

Aufgabe 2 - Eine andere Version des Stoppsatzes (7,5 Punkte)

a) Sei (Xn)n ein Martingal mit beschränkten Inkrementen, das heißt es gilt |Xn+1 − Xn| ≤ C fast sicher
für alle n. Sei τ eine Stoppzeit mit E[τ ] <∞. Zeige, dass dann gilt E[Xτ ] = E[X0]

b) Seien ξi i.i.d. mit P[ξi = 1] = P[ξi = −1] = 1
2 , Sn =

∑n
i=1 ξi (gewöhnlicher Random Walk) und

τ = inf{n : Sn = 1}. Zeige, dass E[τ ] =∞.

Aufgabe 3 - Rückrichtung des Stoppsatzes (7,5 Punkte)

Sei (Xn)n ein adaptierter stochastischer Prozess auf (Ω,F , (Fn)n,P) mit E[|Xn|] <∞ für alle n. Zeige, dass
Xn ein Martingal ist, falls für alle beschränkten Stoppzeiten τ gilt E[Xτ ] = E[X0].

Aufgabe 4 - Satz von Rademacher (15 Punkte)

In dieser Aufgabe wird durch einen stochastischen Ansatz gezeigt, dass jede Lipschitz-Funktion auf [0, 1] Stamm-
funktion einer messbaren beschränkten Funktion ist. (C0,1[0, 1] = H1,∞[0, 1])

Sei f : [0, 1] → R eine Lipschitz–Funktion mit Lipschitz–Konstante L. Betrachte eine uniform auf [0, 1]
verteilte Zufallsvariable X. Setze für n ≥ 1:

Xn = 2−nb2nXc und Zn = 2n(f(Xn + 2−n)− f(Xn)),

wobei bXc den ganzzahligen Anteil bezeichnet (Gauß-Klammer).

a) Zeige die folgenden Eigenschaften

σ(X0, . . . , Xn) = σ(Xn) und
⋂
n≥0

σ(Xn, Xn+1, . . .) = σ(X).

b) Berechne E[Zn+1|Fn], wobei Fn := σ(Xn). Folgere, dass (Zn) ein beschränktes Fn– Martingal ist.

c) Zeige, dass Zn fast sicher gegen eine Grenz–Zufallsvariable Z konvergiert und dass gilt E[Z] = E[Zn].
Zeige, dass es eine messbare Funktion g : [0, 1]→ R gibt, so dass Z = g(X).

d) Zeige, dass fast sicher gilt

Zn = 2n
∫ Xn+2−n

Xn

g(u)du.

e) Schlussfolgere, dass für alle x ∈ [0, 1] gilt f(x) = f(0) +
∫ x
0
g(s)ds .


