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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Wir betrachten den negativen inversen Laplace-Operator —A~! mit Null-Randbedingung
auf einer offenen und beschriankten Menge D C R?. Aus der Funktionalanalysis ist be-
kannt, dass —A~! ein kompakter linearer Operator auf dem Raum L?(D) ist.

a) Zeigen Sie, dass —A~! selbstadjungiert und positiv definit ist.

b) Es sei jetzt D := (0, R)? fiir ein R > 0. Berechnen Sie in diesem Fall die Eigen-
werte und damit die Spur des negativen inversen Laplace-Operators. Ermitteln
Sie insbesondere, wann —A~! ein Spurklasse-Operator ist. Hinweis: Verwenden
Sie ohne Beweis, dass die Funktionen e, . 1) (z) = (2/R)%/? Hle sin(k};xi),
(k1,...,kq) € N% eine Orthonormalbasis von L?((0, R)?) bilden.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es seien (H, (-, -)) ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum, (ex)ien eine Or-
thonormalbasis von H und X € M?([0,T], H). Fiir u,w € H und t € [0, 7] sei

[e.e]
V=Y < XE X >y (u e (w, e),
k=1
wobei X[ := (X4, ex). Zeigen Sie:

a) Die obige Reihe konvergiert fast sicher und definiert einen stetigen Prozess mit
endlicher Variation.

b) Der Prozess M,"" = (X, u)(Xy, w) — V" ist ein stetiges Martingal.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es seien (H, (-, -)) ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum und (ex)ien eine
Orthonormalbasis von H. Wir betrachten eine auf der Menge {key, | k € N} konzentrierte

H-wertige Zufallsvariable X mit P [X = key| = C’k%, wobei C' := (372, #)71. Zeigen
Sie: X ist nicht integrierbar, aber fiir jedes v € H gilt E [(X,v)?] < occ.
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