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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es seien (E, E , µ) ein Maßraum und I := L2(E, E , µ). Für u, v ∈ I setzen wir

Γ(u, v) :=
∫

E
u(t)v(t)µ(dt).

a) Zeigen Sie, dass Γ positiv semidefinit ist.

b) Es sei (Bt)t≥0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung. Für u ∈ L2(R+) setzen
wir Yu :=

∫∞
0 u(t)dBt. Zeigen Sie: Der Prozess (Yu)u∈L2(R+) ist ein zentrierter

Gauß-Prozess mit Cov(Yu, Yv) =
∫∞
0 u(t)v(t)dt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei I := R2

+. Für (σ, s), (τ, t) ∈ I setzen wir

Γ((σ, s), (τ, t)) := (σ ∧ τ) · (s ∧ t).

a) Zeigen Sie, dass Γ positiv semidefinit ist. Es gibt also einen reellen Gauß-Prozess
(Y(τ,t))(τ,t)∈R2

+
mit E(Y(τ,t)) = 0 und Cov(Y(σ,s), Y(τ,t)) = (σ ∧ τ) · (s ∧ t).

b) Zeigen Sie mit Hilfe der mehrdimensionalen Variante des Stetigkeitssatzes von
Kolmogorov und Chentsov, dass dieser Prozess eine stetige Version besitzt. Diese
heißt Brownsches Blatt.

c) Was kann man bei festgehaltenem τ ≥ 0 über den Prozess (Y(τ,t))t≥0 sagen?

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass für keine Version (Xt)t≥0 des Weißen Rauschens (mit Indexmenge
R+) die Abbildung (t, ω) 7→ Xt(ω) messbar ist. Hinweis: Führen Sie die Annahme der
Messbarkeit wie folgt zum Widerspruch: Zeigen Sie zunächst, dass für jedes Intervall
I ⊆ [0, 1] gilt: E((

∫
I Xtdt)2) = 0. Berechnen Sie sodann E(

∫ 1
0 X2

t dt) auf zwei verschie-
dene Arten.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es seien (Bt)t≥0 eine standardisierte eindimensionale Brownsche Bewegung und α, β > 0.
Wir setzen Yt := exp(−αt)Bβ exp(2αt). Zeigen Sie: Der Prozess (Yt)t∈R ist ein zentrierter
stationärer Gauß-Prozess mit Cov(Ys, Yt) = β exp(−α|s − t|) und fast sicher stetigen
Pfaden. Dieser Prozess heißt Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.
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