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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei L der Ornstein-Uhlenbeck-Operator zu H = L2([0, 1], dx), also der negative Ge-
nerator der in Aufgabe 3 auf Blatt 9 definierten Halbgruppe (Tt)t≥0. Zeigen Sie:

〈F,LF 〉(L2(C0([0,1]),W)

= lim
r→0

1
r2

∫
C0([0,1])

∫
C0([0,1])

[F (cos(r)u + sin(r)v) − F (u)]2 W(du)W(dv).

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei L der Ornstein-Uhlenbeck-Operator zu einem allgemeinen Hilbert-Raum H =
L2(T, µ). Ferner seien die Operatoren Γ und Γ2 durch Γ(F,G) :=

∫
T DtFDtGµ(dt) und

Γ2(F ) := Γ(LF, F ) − 1
2LΓ(F, F ) definiert. Zeigen Sie:

Γ2(F ) =
∫

T
(DtF )2µ(dt) +

∫
T

∫
T
(DsDtF )2µ(ds)µ(dt).

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es seien b, σ ∈ C2

b (R) und (Xx
t )t≥0 die starke Lösung der stochastischen Differentialglei-

chung

dXx
t = b(Xx

t )dt + σ(Xx
t )dWt

Xx
0 = x.

Zeigen Sie:

∂Xx
t

∂x
= exp

(∫ t

0
σ′(Xx

s )dWs +
∫ t

0

[
b′(Xx

s ) − 1
2
σ′(Xx

s )2
]

ds

)
.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es seien A0, A1, . . . , Ad glatte Vektorfelder auf Rm. Wir betrachten die Stratonovich-
Differentialgleichung

dXt = A0(Xt)dt +
d∑

j=1

Aj(Xt) ◦ dW j
t .

a) Schreiben Sie die obige Gleichung als Itô-Gleichung.

b) Zeigen Sie, dass für den Generator L gilt:

L = A0 +
1
2

d∑
j=1

A2
j .

c) Berechnen Sie L in dem Spezialfall d = 2, m = 3, A0 = 0, A1 = (1, 0,−y/2),
A2 = (0, 1, x/2).

d) Untersuchen Sie, ob in diesem Spezialfall die Hörmander-Bedingung erfüllt ist.
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