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Analysis II

Aufgabe 1. Zeige:

i) Für jede endliche Folge (Ki)i≤n kompakter Teilmengen eines me-
trischen Raumes X ist auch

⋃
i≤n Ki kompakt.

ii) Jeder kompakte metrische Raum ist vollständig.

Aufgabe 2. Sei O(N) := {A ∈ Mat(N,R) | A · AT = 1} der Raum
der orthogonalen N ×N -Matrizen. Der Raum Mat(N,R) ∼= RN×N sei
mit der Euklidischen Abstandsfunktion versehen.

i) Zeige, dass O(N) eine abgeschlossene Teilmenge von Mat(N,R)
ist.

ii) Zeige, dass O(N) auch eine beschränkte Menge von Mat(N,R)
ist und folgere daraus (sowie aus Teil i)), dass O(N) kompakt
ist.

Aufgabe 3. Sei X ein metrischer Raum. Für alle A,B ⊂ X. setzen
wir

d(A,B) := inf
x∈A,y∈B

d(x, y)

i) Zeige durch ein Beipiel, dass für disjunkte Mengen A,B ⊂ X
die Relation d(A,B) = 0 gelten kann, selbst wenn A und B
abgeschlossen ist.

ii) Zeige: Sind A,B ⊂ X disjunkt und abgeschlossen und ist zusätz-
lich eine der beiden Mengen kompakt, so folgt d(A,B) > 0

Aufgabe 4. Sei ‖ · ‖p : C([0, 1],R) → R für p > 0 durch ‖f‖p =(∫ 1

0
|f(t)|pdt

)1/p
für alle f ∈ C([0, 1],R) gegeben.

i) Zeige, dass ‖ · ‖p für p ≥ 1 eine Norm auf C([0, 1],R) ist. Wie ist
die zu ‖ · ‖p gehörige Abstandsfunktion d‖·‖p definiert? Ist ‖ · ‖p

auch eine Norm für 0 < p < 1?
ii) Ist der metrische Raum (C([0, 1],R), d‖·‖p), p ≥ 1, vollständig?


