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1. (Stoppzeiten und Martingale I) Zeige: Ein rechtsstetiger Prozess (X});>o mit
E[|X;]] < oo fiir alle ¢ > 0 ist ein Submartingal genau dann, wenn fiir jedes Paar S < T
von beschrankten Stoppzeiten gilt :

E[Xs] > E[Xg].

2. (Stoppzeiten und Martingale IT) Sei T eine beschrankte Stoppzeit beziiglich der
Filtration (F;),o, die den iiblichen Bedingungen geniigt. Definiere Fy = Fryy fiir t > 0.
Zeigen, dass (]:"t)
Zeige auflerdem:

>0 ebenfalls den iiblichen Bedingungen geniigt.

(i) Falls (X;) ein rechtsstetiges Submartingal beziiglich (F;) ist, dann ist auch X, =
X7y — Xr ein rechtsstetiges Submartingal beziiglich (F).

(ii) Falls (X;) ein rechtsstetiges Submartingal beziiglich (F,) ist mit Xy = 0 fast sicher,
dann ist auch X, := X_7)vo ein Submartingal beziiglich (F;).

3. (Star Trek) Das Kontrollsystem im Raumschiff Enterprise spielt verriickt. Das ein-
zige, was man noch tun kann, ist eine Entfernung einzustellen. Das Raumschiff legt diese
Entfernung in einer zufillig ausgewéhlten Richtung zuriick und hélt dann an. Das Ziel ist
es, das Sonnensystem zu erreichen — eine Kugel vom Radius r. Nach dem n-ten Sprung
befindet sich die Enterprise an der Stelle X,, mit einem Abstand R, = |X,| zur Sonne
(dem Zentrum des Koordinatensystems). Es gelte Ry > 7.

a) Zeige: Fiir jede Strategie, bei der stets eine Distanz kleiner dem momentanen Abstand
gewihlt wird, ist 1/ R, ein Martingal (— im Allgemeinen ist 1/R,, ein Supermartingal).
Hinweis: Benutze die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen :

Gilt Af =0 auf einer Kugel B C R?, dann ist f(z) = fon f-
b) Folgere: P[Enterprise erreicht das Sonnensystem] < r/Rjy.

c¢) Fiir jedes € > 0 kann man eine Strategie wihlen, beziiglich der die Wahrscheinlichkeit
grofer als (r/Ry) — € ist. Wie sieht so eine Strategie aus 7



4. (Martingale des Poissonprozesses) Seien T; fiir i € N unabhéngige exp(\)-verteilte
Zufallsvariablen und definiere S,, = """ | T;. Der Poissonprozess (N;);>o ist dann definiert
durch

Ny = Zl{an}.

n>0
Zeige, dass die folgenden Prozesse Martingale sind :
a) Nt — M s
b) (Ny — M\t)* — At .

Hinweis: Zeige zundchst, dass die Inkremente von (N;) unabhdngig und Poisson verteilt
sind.



